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Prof. Dr. José Ricardo Marinelli
Orientador

Prof. Dr. Felipe Arretche - membro externo





Prof. Dr. Sidney dos Santos Avancini

Prof. Dr. Rafael Cavagnoli

Prof. Dr. Celso de Camargo Barros Junior
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RESUMO

Estamos interessados em estudar o comportamento dos neutrinos e suas pro-
priedades em um meio nuclear denso. O meio nuclear será descrito pelo
modelo de Walecka não linear, onde usamos a aproximação de campo médio
para a solução do mesmo. Além de mésons, nucleons e léptons, incluı́mos
os bósons fracos neutro Z e carregados W+ e W− no modelo, calculando
propriedades do sistema, como a densidade de energia, pressão e fração de
partı́culas. Obtemos também a seção de choque total e o livre caminho médio
dos neutrinos, levando em conta tanto espalhamentos, mediados pelo bóson
fraco neutro, quanto absorção de neutrinos pelo meio, mediado pelos bósons
carregados. Comparamos então o resultado para duas parametrizações di-
ferentes para a interação forte: uma onde a não linearidade é introduzida
explicitamente e os acoplamentos são definidos por constantes e outra onde
tais constantes passam a depender da densidade. A solução desse problema
tem interesse direto em simulações para a perda de neutrinos no momento da
formação de uma estrela de nêutrons a partir da explosão de uma supernova.
Palavras-chave: Neutrinos. Livre caminho médio. Seção de choque. Intera-
ção fraca. Modelo de Walecka.





ABSTRACT

The behavior and properties of neutrinos in dense nuclear matter is studied.
The nuclear matter itself is described by the non-linear Walecka model, sol-
ved in the mean-field approximation. Besides the nucleons, mesons and lep-
tons, the weak neutral boson and the weak charged bosons are included in the
model and the energy density, pressure and particle fractions are calculated.
We also obtain the total cross-section and mean-free path for the neutrinos,
taking into account scattering and neutrino absorption. We compare the final
results for two know kinds of model parametrizations: one in which non-
linear effects in the strong sector are explicitly written in the model Lagran-
gian and another one in which the coupling constants are density dependent.
The solution for this problem is interesting for the understanding of neutrino
diffusion in a newly born neutron star after a supernova explosion.
Keywords: Neutrinos. Mean-free path. Cross-section. Weak force. Wa-
lecka’s model.
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1 INTRODUÇÃO

Dentre as partı́culas consideradas fundamentais na constituição do Mo-
delo Padrão, os neutrinos sempre estiveram associados aos grandes enigmas
da Fı́sica do século XX. Desde sua descoberta, provocada pela necessidade
de se preservar as leis de conservação de energia-momento e que causou
grande controvérsia na interpretação do decaimento Beta, até mais recente-
mente com o fenômeno conhecido como oscilação de neutrinos, atualmente
comprovado por várias observações experimentais e que tem importantes
implicações para o Modelo Padrão, como o estabelecimento do fato de que o
neutrino possui afinal massa de repouso. Apesar de não possuir carga elétrica
e ter uma massa relativamente bastante pequena, e por isso mesmo ser de
difı́cil detecção, os neutrinos podem revelar aspectos da estrutura da matéria
que outras partı́culas, quando usadas como pontas de prova, não podem. A
principal razão para isso é que o neutrino interage fracamente com as outras
partı́culas, podendo assim carregar a informação dessa interação sem cau-
sar grandes distúrbios na estrutura e distribuição original das mesmas. Outra
forma de dizermos isso é afirmando que a seção de choque dos neutrinos é
pequena, ou analogamente, que seu livre caminho médio é grande dentro da
matéria. Assim, por exemplo, os neutrinos foram importantes na confirmação
da existência dos quarks dentro do nucleon, assim como no estudo de sua es-
trutura (BUDNEY, 1970).

Nas últimas duas a três décadas, neutrinos se tornaram extremamente
importantes no estudo da formação e evolução de objetos astrofı́sicos, espe-
cialmente estrelas. Assim foi na observação dos neutrinos emitidos pelo Sol,
a qual deu origem à oscilação de neutrinos (GRIFFITHS, 2009) e também
na observação dos neutrinos provenientes da explosão da supernova obser-
vada em 1987. A esse respeito, acredita-se hoje que estrelas de nêutrons são
formadas a partir dessa explosão e o comportamento dos neutrinos durante
o seu processo de formação tem recebido bastante atenção da comunidade
desde então. Na verdade, o papel dos neutrinos em eventos deste tipo foi
preconizado já bem antes da observação de 1987 (GLENDENNING, 2000).

Na presente dissertação estamos interessados em estudar o compor-
tamento dos neutrinos como parte de um gás de partı́culas interagentes for-
mado por um setor hadrônico, constituı́do por prótons, nêutrons e mésons e
um setor leptônico formado por elétrons e neutrinos de elétron. Em parti-
cular, queremos obter o livre caminho médio dos neutrinos dentro desse gás
como função da energia do mesmo e da densidade. Para isso, temos que
obter a equação de estado do sistema, onde efeitos de temperatura são ex-
plicitamente considerados. Embora cálculos desse tipo existam na literatura



22

considerando vários nı́veis de sofisticação e incluindo outras partı́culas, além
das citadas acima, nos limitaremos aqui a focar a atenção na obtenção da
seção de choque neutrino-partı́cula (e portanto do livre caminho médio), uti-
lizando o menor grau de aproximação possı́vel nesse cálculo, deixando para
um futuro trabalho a inclusão de maiores sofisticações do modelo que nos
dêem resultados que possam eventualmente simular o que se espera de obje-
tos estelares compactos. Para isso temos que definir inicialmente o modelo
que usaremos para o gás em questão.

Modelos relativı́sticos de campo médio têm sido vastamente usados
para descrever a matéria nuclear. Tais modelos são usados também para des-
crever núcleos finitos assim como a matéria de estrelas de nêutrons. Na
formação de tais estrelas, após uma explosão de supernova, sabemos que
a maior parte da energia gravitacional é liberada através de neutrinos. Os
neutrinos são também os principais responsáveis pelo resfriamento destas
estrelas, pois levam para fora da mesma parte da energia gerada no decai-
mento β . Os neutrinos vindo de supernovas, se constituem desta forma em
uma importante fonte para o estudo das mesmas e também para o estudo
da constituição de estrelas de nêutrons, pois a grande maioria dos mesmos
mantém as informações iniciais inalteradas até chegarem aos detectores, pe-
las razões discutidas acima.

A densidade média de uma estrela de nêutrons é ρ ≈ 1014g/cm3, en-
quanto que a densidade média da Terra é ρ ≈ 6g/cm3. Em densidades desta
ordem os neutrinos ficam aprisionados na matéria, com o livre caminho médio
sendo estimado como sendo de alguns centı́metros, valor bem diferente para
o caso de neutrinos produzidos no núcleo do Sol, onde a grande maioria es-
capa sem sofrer colisões. Nestas condições, os neutrinos se termalizam e
obedecem a uma função de distribuição.

Os neutrinos interagem apenas através da força fraca e gravitacional-
mente, mas esta última pode ser desprezada na obtenção da equação de estado
do sistema e na obtenção da seção de choque, como veremos mais adiante. In-
troduziremos os neutrinos, que consideraremos sem massa de repouso, como
um gás interagente na matéria nuclear. A interação entre os neutrinos e outras
partı́culas do sistema, como elétrons e nucleons, é mediada pelos bósons da
interação fraca Z e W±. Isso nos permite descrever a equação de estado e o
livre caminho médio dos neutrinos de forma consistente, assim como inves-
tigar o papel que diferentes parametrizações para a interação entre os bárions
pode ter no comportamento dos neutrinos.

Descreveremos a matéria nuclear através do modelo de Walecka não
linear (SEROT; WALECKA, 1986), (GLENDENNING, 2000), (TYPEL; WOL-
TER, 1999). Tal modelo considera que os nucleons interagem via troca de
mésons escalares, vetoriais e isovetoriais. O sistema deve ser eletricamente
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Campo Descrição Partı́culas Massas (MeV)
ψ Bárion p, n M = 939
ψe Elétron e me = 0.511
ψν Neutrino ν zero
φ Méson escalar neutro σ ms = 550
V µ Méson vetorial neutro ω mv = 783
~bµ Méson isovetorial carregado ρ+,ρ−,ρ0 mρ = 763
Zµ Bóson fraco neutro Z MZ = 91,1876 ·103

W±µ Bósons fracos carregados W± MW = 80,4120 ·103

Aµ Fótons γ -

Tabela 1: Partı́culas do sistema

neutro, e para isto incluiremos os elétrons com a condição de neutralidade de
carga elétrica. No entanto, como veremos, na aproximação de campo médio
juntamente com a última condição, a interação eletromagnética não contri-
bui para as propriedades do sistema. A tabela 1 apresenta as partı́culas que
iremos considerar.

Embora saibamos que a presença de outros bárions (além de próton
e nêutron), como os bárions estranhos, possa modificar substancialmente a
equação de estado (GLENDENNING, 2000), assim como possivelmente o
livre caminho médio dos neutrinos, aqui consideraremos apenas as partı́culas
mostradas na tabela 1. Múons (e seus respectivos neutrinos) também devem
ser importantes na composição de estrelas de nêutrons, especialmente a altas
temperaturas e densidades (REDDY; PRAKASH, 1997), porém sua inclusão
não modifica as técnicas usadas aqui para a obtenção da equação de estado,
assim como do livre caminho médio. Em particular para a obtenção desse
último, lembremos que as constantes de acoplamento com os hádrons é inde-
pendente do sabor do neutrino.

No capı́tulo 2, apresentamos inicialmente a interação fraca entre as
partı́culas que compõem o sistema na forma Lagrangeana. Além disso, a
Lagrangeana modelo para descrever a interação entre os nucleons é definida.
A partir daı́ a solução para o modelo é discutida e apresentada, a partir da
qual obtêm-se então a equação de estado.

No capı́tulo 3, apresentamos a forma de cálculo para a seção de cho-
que total dos neutrinos. Isto é feito sem nenhum tipo de aproximação, além
do fato que consideramos uma região cinemática cujo momento transferido
é bem menor que a massa do bóson mediador. Finalmente, no capı́tulo 4,
os resultados numéricos para a equação de estado, assim como para o livre
caminho médio, são apresentados. Analisamos o efeito que possı́veis for-
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mas de parametrização para a interação forte pode ter nos resultados, além da
contribuição que a interação com cada tipo de partı́cula tem para o livre ca-
minho médio. Algumas conclusões e perspectivas são discutidas e apontadas.
Detalhes do cálculo da seção de choque são apresentados nos Apêndices A e
B.
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2 LAGRANGEANA DO MODELO E AS EQUAÇÕES DE ESTADO

Neste capı́tulo serão mostrados os termos da Lagrangeana do modelo
utilizado. Escreveremos inicialmente a interação devida às correntes fracas
em termos dos bóson mediadores da interação fraca, Z e W±, tanto para
os léptons como para os hádrons. Posteriormente, introduzimos a parte da
Lagrangeana que descreve a interação forte entre os bárions, mediada pelos
mésons escalar, vetorial e isovetorial. As definições e notação para as matri-
zes de Dirac são como definidas em (GRIFFITHS, 2009). Adotamos ainda a
convenção h̄ = c = 1.

2.1 CORRENTE DE INTERAÇÃO FRACA DO BÓSON Z

A interação de uma corrente fraca neutra jµ com o bóson vetorial Zµ

é −g jµ Zµ (HALZEN; MARTIN, 1984), sendo:

jµ = j3
µ − sen2(θw) jem

µ

onde jem
µ é a corrente eletromagnética, j3

µ é a terceira componente da corrente
de isospin fraca, θw é o ângulo de Weinberg, e

g =
e

sen(θw)cos(θw)
; e2 =

4π

137
. (2.1)

A corrente fraca neutra para os nucleons é:

jN
µ = jN3

µ − sen2(θw) jN,em
µ .

Denotando o campo dos prótons por ψp e dos nêutrons por ψn temos:

jN,em
µ = ψ̄pγµ ψp

jN3
µ = (ψ̄pL ψ̄nL)

γµ

2

(
ψpL

−ψnL

)
= ψ̄pL

γµ

2
ψpL− ψ̄nL

γµ

2
ψnL,

onde o subı́ndice L indica a componente de mão esquerda do campo, ou seja,
ψL = (1−γ5)

2 ψ . Portanto,

jN
µ = ψ̄p

γµ

2

[
(1− γ5)

2
−2sen2(θw)

]
ψp− ψ̄n

γµ

2
(1− γ5)

2
ψn.
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Podemos escrever a expressão acima como:

jN
µ = ψ̄

γµ

2
(cV − cAγ

5)ψ (2.2)

onde para os prótons:

cV =
1
2
−2sen2(θw); cA =

1
2

e para os nêutrons:

cV =−1
2

; cA =−1
2
.

Para os léptons, a corrente fraca neutra é:

jl
µ = jl3

µ − sen2(θw) jl,em
µ ,

com
jl,em
µ =−ψ̄eγµ ψe

e

jl3
µ = (ψ̄νL ψ̄eL)

γµ

2

(
ψνL

−ψeL

)
= ψ̄νL

γµ

2
ψνL− ψ̄eL

γµ

2
ψeL.

Logo

jl
µ = ψ̄νL

γµ

2
ψνL− ψ̄e

γµ

2

[
(1− γ5)

2
−2sen2(θw)

]
ψe.

Assim,
jl
µ = ψ̄i

γµ

2
(cV − cAγ

5)ψi, (2.3)

onde ψi = ψν ,ψe e para os elétrons:

cV =−1
2
+2sen2(θw); cA =−1

2
,

enquanto que para os neutrinos:

cV =
1
2

; cA =
1
2
.

A Lagrangeana dos termos que envolvem o bóson Z é então:

L Z =−g jN
µ Zµ −g jl

µ Zµ − 1
4

Zµν Zµν +
M2

Z
2

Zµ Zµ (2.4)

onde Zµν = ∂µ Zν−∂ν Zµ . Os dois últimos termos acima são o termo cinético
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e o termo de massa do bóson Z, respectivamente.

2.2 CORRENTE DE INTERAÇÃO FRACA DOS BÓSONS W±

A interação de uma corrente fraca carregada j+µ com o bóson vetorial
W+µ é −(g′/

√
2) jµW+µ (HALZEN; MARTIN, 1984), sendo:

j+N
µ = (ψ̄pL ψ̄nL)γ

µ
τ+

(
ψpL

ψnL

)
= ψ̄pγµ

1− γ5

2
ψn

para os nucleons e

j+l
µ = (ψ̄νL ψ̄eL)γ

µ
τ+

(
ψ̄νL

ψ̄eL

)
= ψ̄ν γµ

1− γ5

2
ψe

para os léptons, onde

g′ =
e

sen(θw)
; τ+ =

(
0 1
0 0

)
.

Podemos escrever as correntes como:

j+N
µ = ψ̄p

γµ

2
(gV −gAγ

5)ψn

j+l
µ = ψ̄ν

γµ

2
(gV −gAγ

5)ψe. (2.5)

onde tanto para os nucleons quanto para os léptons gV = 1 = gA.
Para o bóson W−µ temos −(g′/

√
2) j−µ W−µ com:

j−N
µ = j+N†

µ = ψ̄n
γµ

2
(gV −gAγ

5)ψp

j−l
µ = j+l†

µ = ψ̄e
γµ

2
(gV −gAγ

5)ψν . (2.6)

A Lagrangeana dos termos que envolvem os bósons W± é:

L W =− g′√
2

j+N
µ W+µ − g′√

2
j+l
µ W+µ − 1

4
W+

µνW+µν +
M2

W
2

W+
µ W+µ

− g′√
2

j−N
µ W−µ − g′√

2
j−l
µ W−µ − 1

4
W−µνW−µν +

M2
W

2
W−µ W−µ (2.7)
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onde W±µν = ∂µW±ν −∂νW±µ . Os termos − 1
4W±µνW±µν e M2

W
2 W±µ W±µ são os

termos cinético e de massa, respectivamente, dos bósons fracos carregados.

2.3 LAGRANGEANA TOTAL DO MODELO E EQUAÇÕES DE
CAMPO

Sabemos que matéria e energia alteram o espaço-tempo e o espaço-
tempo move e modela as distribuições de matéria e de energia. Sabemos
também que em qualquer ponto do espaço-tempo podemos construir um re-
ferencial inercial local (ou referencial de Lorentz local). Mesmo para um
objeto extremamente massivo (como uma estrela de nêutrons após o colapso
de uma supernova), a mudança relativa na métrica sobre uma distância tı́pica
de bárions é extremamente pequena, sendo tal mudança da ordem de 10−19

ou menor (GLENDENNING, 2000). Portanto, para se ter uma mudança re-
levante na métrica, precisarı́amos estender o referencial sobre um número
muito grande de bárions. No entanto, as interações forte e fraca são de curto
alcance, e efeitos gravitacionais podem ser desprezados na descrição de tais
interações. Quanto à interação eletromagnética, como veremos adiante, ela
não contribui na aproximação de campo médio utilizada aqui. Desta forma,
se desprezarmos os efeitos de borda, podemos tratar o sistema como estando
em um referencial de Lorentz e com tamanho infinito. A métrica do sis-
tema é simplesmente a métrica de Minkowski, justificando a métrica usada
nas expressões para L Z e L W . A densidade Lagrangeana total do modelo
é constituı́da da Lagrangeana do modelo de Walecka não-linear ((SEROT;
WALECKA, 1986), (GLENDENNING, 2000)), além dos termos cinéticos
dos neutrinos e elétrons, o campo eletromagnético e a interação fraca. Desta
forma:

L = ψ̄

[
iγµ ∂

µ −gvγ
µVµ −

1
2

gρ γ
µ~τ ·~bµ − (M−gsφ)

]
ψ

−1
2

m2
s φ

2− 1
2

(
κ

3
φ

3 +
λ

12
φ

4
)
+

1
2

m2
vVµV µ +

1
2

m2
ρ
~bµ ·~bµ +

1
2
(∂µ φ)(∂ µ

φ)

+ψ̄e(iγµ ∂
µ −me)ψe + iψ̄ν γµ ∂

µ
ψν −

1
4

VµνV µν − 1
4
~Bµν ·~Bµν

−eψ̄γ
µ 1+ τ3

2
ψAµ + eψ̄eγ

µ
ψeAµ −

1
4

Fµν Fµν +L Z +L W (2.8)

onde Vµν = ∂µVν−∂νVµ , Fµν = ∂µ Aν−∂ν Aµ e ~Bµν = ∂µ
~bν−∂ν

~bµ−gρ
~bµ×

~bν . O méson escalar representa a interação atrativa entre os nucleons através
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de −gsψ̄φψ , onde gs é a constante de acoplamento e ψ̄ψ é a densidade esca-
lar de bárions. O méson vetorial representa a interação repulsiva entre os nu-
cleons através de gvψ̄γµV µ ψ , onde gv é a constante de acoplamento e ψ̄γµ ψ

é a corrente bariônica conservada. O méson isovetorial diferencia prótons
de nêutrons e a interação com os mesmos é (gρ/2)ψ̄γµ~τ ·~bµ ψ , onde gρ é a
constante de acoplamento, ψ̄γµ~τ ·ψ é a corrente de isospin bariônica e ~τ é
o operador de isospin para o nucleon. Os termos não-lineares no campo es-
calar são importantes para reproduzir a compressibilidade da matéria nuclear
(GAMBIR; RING; THIMET, 1990).

As equações de Euler-Lagrange para os campos mesônicos são então:

∂µ ∂
µ

φ +m2
s φ +

κ

2
φ

2 +
λ

6
φ

3 = gsψ̄ψ; (2.9)

∂µV µν +m2
vV ν = gvψ̄γ

ν
ψ; (2.10)

∂µ
~Bµν +m2

ρ
~bν =

gρ

2
ψ̄γ

ν~τψ. (2.11)

Para os campos eletrofracos, obtemos:

∂µ Fµν = eψ̄γ
µ 1+ τ3

2
ψ− eψ̄eγ

µ
ψe; (2.12)

∂µ Zµν +g jNν +g jlν = M2
ZZν ; (2.13)

∂µW±µν +
g′√

2
j±Nν +

g′√
2

j±lν = M2
WW±ν . (2.14)

Finalmente, para os férmions:

[
iγµ ∂

µ −gvγ
µVµ −

1
2

gρ γ
µ~τ ·~bµ − (M−gsφ)

]
ψ− eγ

µ 1+ τ3

2
ψAµ

−g
γµ

2
(cV − cAγ

5)Zµ ψ− g′√
2

1+ τ3

2
γµ

2
(gV −gAγ

5)W+µ 1− τ3

2
ψ

− g′√
2

1− τ3

2
γµ

2
(gV −gAγ

5)W−µ 1+ τ3

2
ψ = 0; (2.15)

[
iγµ ∂

µ −me + eγ
µ Aµ −g

γµ

2
(cV − cAγ

5)Zµ

]
ψe
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− g′√
2

γµ

2
(gV −gAγ

5)W−µ
ψν = 0; (2.16)

[
iγµ ∂

µ −g
γµ

2
1− γ5

2
Zµ

]
ψν −

g′√
2

γµ

2
(gV −gAγ

5)W+µ
ψe = 0. (2.17)

Usando a aproximação de campo médio, quando os campos dos bósons
são aproximados pelos seus valores médios, temos:

φ →< φ >≡ φ0

Vµ →<Vµ >≡ δµ0V0

~bµ →<~bµ >≡ δµ0δi3b0

Aµ →< Aµ >≡ δµ0A0

Zµ →< Zµ >≡ δµ0Z0.

onde a média é tomada em relação ao estado do sistema e agora os campos
são independentes de xµ .

O campo A0 para um sistema estático e uniforme com ρp = ρe é nulo.
Observando a equação de campo (após a aproximação de campo médio) para
Z0, obtemos:

g jNν +g jlν = M2
ZZ0,

vemos que podemos desprezar o campo fraco Z no cálculo da densidade de
energia e da pressão do sistema, devido ao grande valor da sua massa. Obser-
vamos ainda que na aproximação de campo médio a contribuição dos campos
W± é nula, pois para um sistema estático não temos mudança no sabor das
partı́culas. Portanto, a interação fraca será importante apenas para o cálculo
da seção de choque e livre caminho médio dos neutrinos, e não será levada
em conta para o cálculo da densidade de energia e pressão do sistema. A par-
tir de tais considerações, a densidade Lagrangeana fica sendo, para efeito da
obtenção da equação de estado, a seguinte:

L = ψ̄

[
iγµ ∂

µ −gvγ
0V0−

1
2

gρ τ3γ
0b0− (M−gsφ0)

]
ψ

−1
2

m2
s φ

2
0 −

1
2

(
κ

3
φ

3
0 +

λ

12
φ

4
0

)
+

1
2

m2
vV 2

0 +
1
2

m2
ρ b2

0

+ψ̄e(iγµ ∂
µ −me)ψe + iψ̄ν γµ ∂

µ
ψν . (2.18)

Quanto aos demais termos, envolvendo os bósons da interação fraca, volta-
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remos a discutı́-los mais adiante (ver Apêndice A). As equações de Euler-
Lagrange para os campos mesônicos são então:

m2
s φ0 +

κ

2
φ

2
0 +

λ

6
φ

3
0 = gs < ψ̄ψ >= gsρs; (2.19)

m2
vV0 = gv < ψ

†
ψ >= gvρB; (2.20)

m2
ρ b0 =

1
2

gρ < ψ
†
τ3ψ >=

1
2

gρ(ρp−ρn) =
1
2

gρ ρ3; (2.21)

e para os férmions:

[
iγµ ∂

µ −gvγ
0V0−

1
2

gρ τ3γ
0b0− (M−gsφ0)

]
ψ = 0; (2.22)

(
iγµ ∂

µ −me
)

ψe = 0; (2.23)

iγµ ∂
µ

ψν = 0. (2.24)

Onde ρB =< ψ†ψ > = densidade bariônica é a fonte do campo vetorial,
ρs =< ψ̄ψ > = densidade escalar de Lorentz é a fonte do campo escalar,
ρ3 é a fonte do campo isovetorial, ρp é a densidade de prótons e ρn é a densi-
dade de nêutrons. A densidade de elétrons é ρe =< ψ†

e ψe > e a de neutrinos
é ρν =< ψ

†
ν ψν >.

Para calcular a densidade de energia e a pressão, usaremos o ten-
sor energia-momento. Em mecânica dos meios contı́nuos, o tensor energia-
momento é definido por:

Tµν =−gµνL +
∂qi

∂xν

∂L

∂ (∂ µ qi)

com ∂ν(T ν
µ ) = 0, onde, em nosso caso, os qi’s vão representar os campos.

Para um sistema uniforme, onde não há condução de calor e não há visco-
sidade, o tensor energia-momento pode também ser escrito como (SEROT;
WALECKA, 1986):

< Tµν >= (ε +P)uµ uν −Pgµν

onde ε é a densidade de energia, P é a pressão e uµ é a quadrivelocidade do
fluı́do. Sabendo que u2

µ = 1, e que para um fluı́do em repouso uµ = (1,0,0,0),
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temos:
< T00 >= ε; (2.25)

1
3
< Tii >= P. (2.26)

Aplicando ao nosso problema e com a aproximação de campo médio,
as únicas variáveis agora são os campos dos nucleons, neutrinos e elétrons. O
tensor energia-momento é então:

Tµν =−gµνL +
∂L

∂ (∂ µ ψ)

∂ψ

∂xν
+

∂L

∂ (∂ µ ψe)

∂ψe

∂xν
+

∂L

∂ (∂ µ ψν)

∂ψν

∂xν

Tµν =−gµνL + iψ̄γµ ∂ν ψ + iψ̄eγµ ∂ν ψe + iψ̄ν γµ ∂ν ψν

Tµν = iψ̄γµ ∂ν ψ + iψ̄eγµ ∂ν ψe + iψ̄ν γµ ∂ν ψν

−gµν

(
−1

2
m2

s φ
2
0 −

κ

6
φ

3
0 −

λ

24
φ

4
0 +

1
2

m2
vV 2

0 +
1
2

m2
ρ b2

0

)
(2.27)

onde usamos as equações de campo (2.22), (2.23) e (2.24) na última passa-
gem.

Para calcular a densidade de energia e a pressão, precisamos encontrar
os campos ψ , ψe e ψν usando as equações (2.22), (2.23) e (2.24), respecti-
vamente. Para resolver a equação de Dirac (2.22), tentamos uma solução de
onda plana do tipo:

ψ = ψα ei~k·~x−iε(k)t

onde ψα é um spinor de Dirac,~k é o momento e ε(k) deve ser determinado.
Substituindo a expressão acima na eq. (2.22), obtemos:[

γ
0
ε(k)−~γ ·~k−M∗−gvγ

0V0−
1
2

gρ τ3γ
0b0

]
ψα = 0.

O termo M∗ ≡M− gsφ0 é a massa efetiva. Multiplicamos a equação
acima por γ0, elevamos ao quadrado e após um rearranjo dos termos, obte-
mos:

ε
±(k) = gvV0 +

1
2

gρ τ3b0±E∗ (2.28)

onde

E∗ =
√
~k2 +M∗2. (2.29)

A solução geral é a superposição das funções de onda planas em todos
os momentos~k e em todos os spins λ . Assim, o campo dos nucleons, após
quantização, pode ser escrito na forma:
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ψ(~x, t) =
1√
V ∑

~k,λ

{
A~k,λU(~k,λ )ei~k·~x−iε+(k)t

+B†
~k,λ

V (~k,λ )e−i~k·~x−iε−(k)t
}

(2.30)

onde 1/
√

V é a normalização de ψ(~x, t). O spinor U(~k,λ ) satisfaz a equação
de Dirac para~k e ε+(k), e o spinor V (~k,λ ) satisfaz a equação de Dirac para
−~k e ε−(k). Os operadores de criação (aniquilação) de partı́culas (A) e anti-
partı́culas (B) satisfazem as regras de anticomutação usuais:

{A~k,λ ,A
†
~k′,λ ′
}= δ~k,~k′δλ ,λ ′ = {B~k,λ ,B

†
~k′,λ ′
}

{A~k,λ ,B~k′,λ ′}= {A
†
~k,λ

,B†
~k′,λ ′
}= 0

{A†
~k,λ

,B~k′,λ ′}= {A~k,λ ,B
†
~k′,λ ′
}= 0. (2.31)

Podemos ainda obter, a partir da equação de Dirac, os seguintes resul-
tados para os spinores:

M∗U†(~k,λ )U(~k,λ ) = E∗Ū(~k,λ )U(~k,λ ) (2.32)

M∗V †(~k,λ )V (~k,λ ) =−E∗V̄ (~k,λ )V (~k,λ ). (2.33)

Para encontrar os campos ψe e ψν seguimos um procedimento análogo.
Para os elétrons temos:

ψe(~x, t) =
1√
V ∑

~k,λ

{
Ae
~k,λ

Ue(~k,λ )ei~k·~x−iε+e (k)t

+Be†
~k,λ

V e(~k,λ )e−i~k·~x−iε−e (k)t
}

; (2.34)

ε
±
e (k) =±

√
k2 +m2

e . (2.35)

onde o spinor Ue(~k,λ ) satisfaz a equação de Dirac para~k e ε+e (k), e o spinor
V e(~k,λ ) satisfaz a equação de Dirac para −~k e ε−e (k).

Para os neutrinos a solução geral é a superposição das funções de onda
planas em todos os momentos~k, e como temos apenas neutrinos de quirali-
dade bem definida, não necessitamos somar em todos os spins, uma vez que
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já estamos somando no momento. Desta forma:

ψν(~x, t) =
1√
V ∑

~k

{
Al
~k
U(~k)ei~k·~x−iε+l (k)t +Bl†

~k
V (~k)e−i~k·~x−iε−l (k)t

}
; (2.36)

ε
±
l (k) =±

√
k2 =±k. (2.37)

Podemos agora calcular a densidade de energia e a pressão do sistema.
A densidade de energia é dada pela equação (2.25):

ε = T00 =< iψ†
∂0ψ >+< iψ†

e ∂0ψe >+< iψ†
ν ∂0ψν >

−
〈(
−1

2
m2

s φ
2
0 −

κ

6
φ

3
0 −

λ

24
φ

4
0 +

1
2

m2
vV 2

0 +
1
2

m2
ρ b2

0

)〉
. (2.38)

A fim de calcular os valores esperados acima, definimos as seguintes
médias em termos das distribuições de férmions a uma dada temperatura T :

< ψT |A†
k′λ ′Akλ |ψT >= δ~k′,~kδλ ′,λ ηk(T )

< ψT |B†
k′λ ′Bkλ |ψT >= δ~k′,~kδλ ′,λ η̄k(T )

< ψT |A†
kλ

Bkλ |ψT >= 0

< ψT |B†
kλ

Akλ |ψT >= 0 (2.39)

onde ηk(T ) é a função de distribuição das partı́culas e η̄k(T ) é a função de
distribuição das antipartı́culas. O mesmo vale para os elétrons e os neutrinos.
Por outro lado, a média espacial é calculada integrando no espaço e dividindo
pelo volume V . Usamos então:∫

V
e±i(~k′−~k)·~xd3x =V δk′k, (2.40)

além das relações de ortogonalidade:

U†(~k′,λ ′)U(~k,λ ) = δ~k′~kδλ ′λ =V †(~k′,λ ′)V (~k,λ ) (2.41)

U†(~k′,λ ′)V (~k,λ ) = 0. (2.42)

Finalmente, a transição do discreto para o contı́nuo é feita usando a
relação:

1
V ∑

~k,λ

→ γ

(2π)3

∫
d3k.
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Com as relações acima podemos voltar à equação (2.38) para calcular
os valores esperados. Encontramos então para a densidade de energia do
sistema:

ε = ∑
i=p,n

γ

(2π)3

∫
d3kE∗(ηki(T )+ η̄ki(T ))

+
γ

(2π)3

∫
d3k
√

k2 +m2
e(ηke(T )+ η̄ke(T ))

+
1

(2π)3

∫
d3k(k)(ηkν(T )+ η̄kν(T ))+

1
2

g2
v

m2
v

ρ
2
B +

1
8

g2
ρ

m2
ρ

ρ
2
3

+
1
2

m2
s

g2
s
(M−M∗)2 +

1
6

κ

g3
s
(M−M∗)3 +

1
24

λ

g4
s
(M−M∗)4 (2.43)

onde usamos as equações de campo para substituir os campos dos mésons da
interação forte.

As distribuições são:

ηki(T ) = {exp[(Ei−µi)/KBT ]+1}−1;

η̄ki(T ) = {exp[(Ēi− µ̄i)/KBT ]+1}−1 (2.44)

onde Ei é a energia de uma partı́cula única, µi é o potencial quı́mico das
partı́culas, µ̄i é o potencial quı́mico das antipartı́culas e i = p,n,e,ν . A ener-
gia de uma partı́cula única é Ei = ε

+
i (k) e a energia de uma antipartı́cula é

Ēi = −ε
−
i (k), com ε

±
i (k) dado pelas equações (2.28) ou (2.35) ou (2.37).

Para os prótons:

Ep = E∗+
g2

v

m2
v

ρB +
g2

ρ

4m2
ρ

ρ3; (2.45)

Ēp = E∗− g2
v

m2
v

ρB−
g2

ρ

4m2
ρ

ρ3; (2.46)

para os nêutrons:

En = E∗+
g2

v

m2
v

ρB−
g2

ρ

4m2
ρ

ρ3; (2.47)

Ēn = E∗− g2
v

m2
v

ρB +
g2

ρ

4m2
ρ

ρ3; (2.48)

para os elétrons:

Ee =
√

k2 +m2
e = Ēe; (2.49)
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e para os neutrinos:
Eν = k = Ēν . (2.50)

Sabendo que no equilı́brio termodinâmico, a energia livre de Helmholtz
F para temperatura T e volume V fixos é mı́nima, δF = µiδNi + µ̄iδ N̄i = 0,
e que o número total de partı́culas é conservado, δNi,total = δNi− δ N̄i = 0,
obtemos δF = δNi(µi + µ̄i) = 0. Como as variações no número de partı́culas
δNi são arbitrárias, reduzimos o número de parâmetros a serem determinados,
pois temos assim que

µ̄i =−µi. (2.51)

A pressão pode ser calculada através da equação (2.26):

P̂ =
1
3
(T11 +T22 +T33) =−

i
3

ψ
†~α ·∇ψ− i

3
ψ

†
e~α ·∇ψe−

i
3

ψ
†
ν
~α ·∇ψν

+

(
−1

2
m2

s φ
2
0 −

κ

6
φ

3
0 −

λ

24
φ

4
0 +

1
2

m2
vV 2

0 +
1
2

m2
ρ b2

0

)
.

Usando agora os resultados para os spinores:

U†(~k,λ )~α ·~kU(~k,λ ) =
k2

E∗

V †(~k,λ )(−~α ·~k)V (~k,λ ) =− k2

E∗
,

e seguindo um procedimento similar ao que foi feito na obtenção da densidade
de energia, obtemos:

P =
1
3 ∑

i=p,n

γ

(2π)3

∫
d3k

k2

E∗
(ηki(T )+ η̄ki(T ))

+
1
3

γ

(2π)3

∫
d3k

k2√
k2 +m2

e
(ηke(T )+ η̄ke(T ))

+
1
3

1
(2π)3

∫
d3 p(p)(ηpν(T )+ η̄pν(T ))+

1
2

g2
v

m2
v

ρ
2
B +

1
8

g2
ρ

m2
ρ

ρ
2
3

−1
2

m2
s

g2
s
(M−M∗)2− 1

6
κ

g3
s
(M−M∗)3− 1

24
λ

g4
s
(M−M∗)4. (2.52)

Observando as equações de campo (2.20) e (2.21), vemos que quando
fixamos a densidade bariônica e a fração de prótons, os campos V0 e b0 fi-
cam determinados. Para encontrar o campo φ0, ou equivalentemente a massa
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efetiva M∗, temos que resolver a equação de campo (2.19). Isso nos leva a:

m2
s

gs
(M−M∗)+

1
2

κ

g2
s
(M−M∗)2 +

1
6

λ

g3
s
(M−M∗)3

= gs
γ

(2π)3

∫
d3k

M∗

E∗
(ηk(T )+ η̄k(T )). (2.53)

onde o termo do lado direito é a densidade escalar. As demais densidades por
sua vez são:

ρB = ∑
i=p,n

γ

(2π)3

∫
d3k(ηki(T )− η̄ki(T )); (2.54)

ρe =
γ

(2π)3

∫
d3k(ηke(T )− η̄ke(T )); (2.55)

ρν =
1

(2π)3

∫
d3k(ηkν(T )− η̄kν(T )). (2.56)

2.4 PARAMETRIZAÇÃO DEPENDENTE DA DENSIDADE

Até agora tratamos as constantes de acoplamento da interação forte
como tendo o mesmo valor para qualquer densidade bariônica. Tais cons-
tantes são ajustadas para reproduzir propriedades da matéria nuclear na den-
sidade bariônica de saturação. As auto-interações do méson σ foram intro-
duzidas para se obter um melhor acordo com tais propriedades. No entanto,
modelos sem as auto-interações do méson σ , mas agora contendo constantes
de acoplamento que dependem explicitamente da densidade bariônica, foram
também propostos na literatura (TYPEL; WOLTER, 1999), os quais também
são capazes de reproduzir tais propriedades, além de produzir um excelente
acordo com dados experimentais de núcleos, como energia de ligação e raio
de carga.

Uma vez que um de nossos objetivos aqui é comparar os dois tipos
de parametrização na obtenção do livre caminho médio dos neutrinos, trata-
remos o caso onde as constantes de acoplamento do modelo de Walecka são
dependentes da densidade bariônica. A densidade Lagrangeana, sem as auto-
interações do méson σ e sem os campos eletrofracos (que da mesma forma
não contribuirão na aproximação de campo médio), passa a ser:

L = ψ̄

[
iγµ ∂

µ −gvγ
µVµ −

1
2

gρ γ
µ~τ ·~bµ − (M−gsφ)

]
ψ
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−1
2

m2
s φ

2 +
1
2

m2
vVµV µ +

1
2

m2
ρ
~bµ ·~bµ +

1
2
(∂µ φ)(∂ µ

φ)

+ψ̄e(iγµ ∂
µ −me)ψe + iψ̄ν γµ ∂

µ
ψν −

1
4

VµνV µν − 1
4
~Bµν ·~Bµν (2.57)

onde agora gs = gs(ρ̂B), gv = gv(ρ̂B) e gρ = gρ(ρ̂B). As equações de Euler-
Lagrange para os campos permanecem as mesmas que anteriormente (fa-
zendo agora κ = λ = 0), com exceção da equação de campo para ψ̄ , pois
agora gs, gv e gρ dependem de ρ̂B =

√
jµ jµ , jµ = ψ̄γµ ψ . Obtemos:[

iγµ ∂
µ −gvγ

µVµ −
1
2

gρ γ
µ~τ ·~bµ − (M−gsφ)

]
ψ

−
[

∂gv

∂ ρ̂B

∂ ρ̂B

∂ψ̄
ψ̄γ

µVµ +
1
2

∂gρ

∂ ρ̂B

∂ ρ̂B

∂ψ̄
ψ̄γ

µ~τ ·~bµ −
∂gs

∂ ρ̂B

∂ ρ̂B

∂ψ̄
ψ̄φ

]
ψ = 0.

Substituindo ∂ ρ̂B/∂ψ̄ = γµ jµ ψ/ρ̂B na equação acima obtemos:[
iγµ ∂

µ −gvγ
µVµ −

1
2

gρ γ
µ~τ ·~bµ − (M−gsφ)

]
ψ

−γ
µ

jµ

ρ̂B

[
∂gv

∂ ρ̂B
ψ̄γ

νVν ψ +
1
2

∂gρ

∂ ρ̂B
ψ̄γ

ν~τ ·~bν ψ− ∂gs

∂ ρ̂B
ψ̄φψ

]
ψ = 0.

ou [
γ

µ
(
i∂µ −Σµ

)
− (M−gsφ)

]
ψ = 0 (2.58)

onde
Σµ = gvVµ +

gρ

2
~τ ·~bµ +Σ

R
µ (2.59)

e ΣR
µ é o chamado termo de rearranjo:

Σ
R
µ =

jµ

ρ̂B

[
∂gv

∂ ρ̂B
ψ̄γ

νVν ψ +
1
2

∂gρ

∂ ρ̂B
ψ̄γ

ν~τ ·~bν ψ− ∂gs

∂ ρ̂B
ψ̄φψ

]
. (2.60)

Com a aproximação de campo médio, temos:

m2
s φ0 = gsρs; (2.61)

m2
vV0 = gvρB; (2.62)

m2
ρ b0 =

1
2

gρ ρ3; (2.63)
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(
iγµ ∂

µ −me
)

ψe = 0; (2.64)

iγµ ∂
µ

ψν = 0; (2.65)

[
iγµ ∂

µ − γ
0
Σ0− (M−gsφ0)

]
ψ = 0 (2.66)

com
Σ0 = gvV0 +gρ

τ3

2
b0 +Σ

R
0 (2.67)

e

Σ
R
0 =

∂gv

∂ρB
ρBV0 +

∂gρ

∂ρB

ρ3

2
b0−

∂gs

∂ρB
ρsφ0. (2.68)

As soluções para ψe, ψν e ψ permanecem as mesmas, com a exceção
de que agora:

ε
±(k) = Σ0±E∗ (2.69)

onde

E∗ =
√
~k2 +M∗2. (2.70)

O tensor energia-momento passa a ser:

Tµν = iψ̄γµ ∂ν ψ + iψ̄eγµ ∂ν ψe + iψ̄ν γµ ∂ν ψν

−gµν

(
−1

2
m2

s φ
2
0 +

1
2

m2
vV 2

0 +
1
2

m2
ρ b2

0

+
∂gv

∂ρB
ρ

2
BV0 +

1
2

∂gρ

∂ρB
ρBρ3b0−

∂gs

∂ρB
ρBρsφ0

)
(2.71)

onde usamos as equações de campo (2.64), (2.65) e (2.66).
Fazendo o mesmo procedimento anterior encontramos para a densi-

dade de energia:

ε = ∑
i=p,n

γ

(2π)3

∫
d3kE∗(ηki(T )+ η̄ki(T ))

+
γ

(2π)3

∫
d3k
√

k2 +m2
e(ηke(T )+ η̄ke(T ))

+
1

(2π)3

∫
d3k(k)(ηkν(T )+ η̄kν(T ))
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+
1
2

g2
v

m2
v

ρ
2
B +

1
8

g2
ρ

m2
ρ

ρ
2
3 +

1
2

m2
s

g2
s
(M−M∗)2. (2.72)

A expressão acima é idêntica ao caso anterior com a diferença de que
os acoplamentos são agora função da densidade. As energias de uma partı́cula
única são no entanto dadas agora por:

Ep = E∗+
(

gv +
∂gv

∂ρB
ρB

)
gv

m2
v

ρB

+
1
4

(
gρ +

∂gρ

∂ρB
ρ3

)
gρ

m2
ρ

ρ3−
∂gs

∂ρB

gs

m2
s

ρ
2
s ; (2.73)

Ēp = E∗−
(

gv +
∂gv

∂ρB
ρB

)
gv

m2
v

ρB

−1
4

(
gρ +

∂gρ

∂ρB
ρ3

)
gρ

m2
ρ

ρ3 +
∂gs

∂ρB

gs

m2
s

ρ
2
s ; (2.74)

En = E∗+
(

gv +
∂gv

∂ρB
ρB

)
gv

m2
v

ρB

+
1
4

(
−gρ +

∂gρ

∂ρB
ρ3

)
gρ

m2
ρ

ρ3−
∂gs

∂ρB

gs

m2
s

ρ
2
s ; (2.75)

Ēn = E∗−
(

gv +
∂gv

∂ρB
ρB

)
gv

m2
v

ρB

−1
4

(
−gρ +

∂gρ

∂ρB
ρ3

)
gρ

m2
ρ

ρ3 +
∂gs

∂ρB

gs

m2
s

ρ
2
s ; (2.76)

A pressão por sua vez é:

P̂ =
1
3
(T11 +T22 +T33) =−

i
3

ψ
†~α ·∇ψ− i

3
ψ

†
e~α ·∇ψe−

i
3

ψ
†
ν
~α ·∇ψν

+

(
−1

2
m2

s φ
2
0 +

1
2

m2
vV 2

0 +
1
2

m2
ρ b2

0

+
∂gv

∂ρB
ρ

2
BV0 +

1
2

∂gρ

∂ρB
ρBρ3b0−

∂gs

∂ρB
ρBρsφ0

)
.

E após alguns cálculos temos:

P =
1
3 ∑

i=p,n

γ

(2π)3

∫
d3k

k2

E∗
(ηki(T )+ η̄ki(T ))



41

+
1
3

γ

(2π)3

∫
d3k

k2√
k2 +m2

e
(ηke(T )+ η̄ke(T ))

+
1
3

1
(2π)3

∫
d3 p(p)(ηpν(T )+ η̄pν(T ))+

(
1
2
+

ρB

gv

∂gv

∂ρB

)
g2

v

m2
v

ρ
2
B

+
1
4

(
1
2
+

ρB

gρ

∂gρ

∂ρB

)
g2

ρ

m2
ρ

ρ
2
3 −
(

1
2
+

ρB

gs

∂gs

∂ρB

)
m2

s

g2
s
(M−M∗)2. (2.77)

As densidades são as mesmas dadas pelas equações (2.54), (2.55) e
(2.56) e as funções de distribuição das partı́culas e antipartı́culas são dadas
pelas equações (2.44) com a equação (2.51) válida.

Poderı́amos ainda considerar uma dependência das massas dos mésons
com a densidade, mas consideraremos aqui as massas constantes. A de-
pendência dos parâmetros com a densidade segue aqui como em (TYPEL;
WOLTER, 1999), ou seja, para os mésons σ e ω são calculadas através de:

gi(ρB) = gi(ρ0) fi(x), i = σ ,ω (2.78)

onde

fi(x) = ai
1+bi(x+di)

2

1+ ci(x+di)2 , x =
ρB

ρ0
(2.79)

e ρ0 é a densidade de saturação da matéria nuclear. Obviamente devemos
ter fi(1) = 1. Portanto, as oito quantidades ai, bi, ci e di não são inde-
pendentes. Para diminuir ainda mais o número de parâmetros livres exigi-
mos f

′′
s (1) = f

′′
v (1) e f

′′
i (0) = 0. A última condição garante que os termos

de rearranjo permaneçam finitos para densidade bariônica zero e que eles
não divirjam, como em outras parametrizações. Desta forma, temos ape-
nas três parâmetros livres. Cálculos de Dirac-Brueckner para matéria nu-
clear assimétrica (FUCHS; LENSKE; WOLTER, 1995) indicam uma forte
dependência na densidade do acoplamento do méson ρ , a qual se torna muito
pequena em altas densidades. A constante de acoplamento do méson ρ é
então parametrizada por:

gρ(ρB) = gρ(ρ0)exp[−aρ(x−1)] (2.80)

com apenas um parâmetro adicional, aρ .
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3 LIVRE CAMINHO MÉDIO DOS NEUTRINOS

Queremos calcular o livre caminho médio λ para os neutrinos no sis-
tema descrito acima. Para isto calculamos primeiro a seção de choque σ ,
sendo o livre caminho médio dado por:

λ =
(

σ

V

)−1
. (3.1)

A seção de choque diferencial para uma colisão de duas partı́culas é
(HALZEN; MARTIN, 1984):

dσ =
< |M |2 >

F
dQ (3.2)

onde < |M |2 > é calculado tomando a média sobre os spins iniciais e a soma
sobre os spins finais do módulo quadrado da amplitude de transição M , F é
o fluxo inicial de partı́culas e dQ é o chamado espaço de fase das partı́culas
emergentes na colisão.

Para o cálculo da seção de choque adotaremos uma outra normalização
para os spinores no lugar da condição (2.41), porém o resultado é indepen-
dente da normalização. A normalização adotada é:

U†(~k′,λ ′)U(~k,λ ) = 2E∗δ~k′~kδλ ′λ =V †(~k′,λ ′)V (~k,λ ) (3.3)

onde E∗ =
√

k2 +M∗2 para os nucleons, E∗ =
√

k2 +m2
e para os elétrons e

E∗ = k para os neutrinos.
Para um espalhamento 1 + 2 −→ 3 + 4, onde 1 e 2 são as partı́culas

incidentes e 3 e 4 são as partı́culas emergentes após a colisão, temos:

F = |~v1−~v2| ·2E∗1 ·2E∗2 (3.4)

dQ = (2π)4
δ

4(P1 +P2−P3−P4) ·
1−η3(T )

2E∗3

d~k3

(2π)3
1−η4(T )

2E∗4

d~k4

(2π)3 (3.5)

onde Pi = (Ei,~ki), Ei é a energia total da partı́cula, vi = |~ki|/E∗i e ηi(T ) é a
função de distribuição da partı́cula i.

Queremos levar em conta as colisões com todas as partı́culas do sis-
tema, ou seja, a partı́cula 2 pode ter qualquer energia. Devemos então mul-
tiplicar dσ por V η2(T )d~k2/(2π)3. Podemos agora integrar em todos os mo-
mentos para obter a seção de choque total.

Os neutrinos podem interagir de diferentes maneiras dentro do sis-
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tema. Um neutrino em particular pode sofrer espalhamento elástico por um
nucleon, por um elétron e por um outro neutrino. Tais espalhamentos são me-
diados pelo bóson Z. Mas ele também pode ser absorvido por um nêutron
(próton), produzindo um próton (nêutron) e um elétron (pósitron) no fim
da reação. Essa reação de absorção é mediada pelos bósons W±. A fi-
gura (1) mostra o diagrama de Feynmann para um espalhamento neutrino-
nucleon/elétron, onde A pode ser um nucleon ou um elétron. A figura (2)
mostra o diagrama de Feynmann para uma reação de absorção de um neu-
trino por um nêutron. Os potenciais quı́micos máximos para os valores de
densidade e temperatura consideradas aqui são da ordem de:

µν ≈ 200MeV ; µN ≈ 1500MeV ; µe ≈ 400MeV.

Como as partı́culas obedecem uma distribuição de Fermi-Dirac, a probabili-
dade de encontrar uma partı́cula com a energia (ou momento) muito maior
que o potencial quı́mico é muito pequena, sendo quase nula. Assim, não
temos partı́culas com o momento muito maior que os potenciais quı́micos ci-
tados acima. Neste caso, temos que q2 = |~k1−~k3|<< M2

W,Z , e levaremos em
conta apenas os diagramas de Feynmann de ordem mais baixa.

Para um espalhamento neutrino-nucleon/elétron ou uma reação de ab-
sorção podemos escrever uma mesma expressão para < |M |2 > (ver apêndice
A), pois g′/MW = g/MZ e MZ = 91,1876GeV (HALZEN; MARTIN, 1984):

< |M |2 >=
g4

2M4
Z

E∗1 E∗2 E∗3 E∗4 · {(V +A )2(1− v2cos(θ12))(1− v4cos(θ34))

+(V −A )2(1− v4cos(θ14))(1− v2cos(θ23))

− m2

E∗2 E∗4
(V 2−A 2)(1− cos(θ13))} (3.6)

onde m = me ou m = M∗, cos(θi j) é o ângulo entre os vetores~ki e~k j e para
um espalhamento V = cV e A = cA enquanto que para uma absorção V = gV
e A = gA. A seção de choque é então:

σ

V
=
∫ d3k2

(2π)3

∫ d3k3

(2π)3

∫ d3k4

(2π)3 (2π)4
δ

4(P1 +P2−P3−P4)
1

|~v1−~v2|
·

η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))
g4

32M4
Z
·

{(V +A )2(1− v2cos(θ12))(1− v4cos(θ34))
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+(V −A )2(1− v4cos(θ14))(1− v2cos(θ23))

− m2

E∗2 E∗4
(V 2−A 2)(1− cos(θ13))}. (3.7)

Figura 1: Diagrama de Feynmann para um espalhamento de um neutrino por
um nucleon ou por um elétron

Figura 2: Diagrama de Feynmann para uma reação de absorção de um neu-
trino por um nêutron

Embora tenhamos uma mesma expressão para a seção de choque de
absorção e de espalhamento neutrino-nucleon/elétron, a integração na função
delta de Dirac é diferente. Para o caso do espalhamento, as integrações nas
funções delta de Dirac fornecem (ver apêndice B):

(
σ

V
)ν ,N/e =

1
(2π)5

g4

32M4
Z

∫
d3k2

∫
π

0
sen(θ3)dθ3

∫ 2π

0
dφ3 k2

3·



46

η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))
|~v1−~v2|

k1 +E∗2 − k3

k1(1− cos(θ3))+E∗2 − k2cos(θ23)
·{

(cV + cA)
2(1− v2cos(θ2))

(
1− k1cos(θ3)+ k2cos(θ23)− k3

E∗4

)
+(cV − cA)

2
(

1− k1 + k2cos(θ2)− k3cos(θ3)

E∗4

)
(1− v2cos(θ23))

− m2

E∗2 E∗4
(c2

V − c2
A)(1− cos(θ3))

}
(3.8)

onde
cos(θi j) = cos(θi)cos(θ j)+ sen(θi)sen(θ j)cos(φi−φ j);

k3 =
k1 (E∗2 − k2cos(θ2))

k1 +E∗2 − k1cos(θ3)− k2cos(θ23)
;

k2
4 = k2

1 + k2
2 + k2

3 +2(k1k2cos(θ2)− k1k3cos(θ3)− k2k3cos(θ23)).

Para o caso de absorção temos (ver apêndice B):

(
σ

V
)abs =

1
(2π)5

g4

32M4
Z

∫
d3k2

∫
π

0
sen(θ3)dθ3

∫ 2π

0
dφ3k2

3

η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))
|~v1−~v2|

√
m2

e + k2
3(C−

√
m2

e + k2
3)

Ck3− (k1cos(θ3)+ k2cos(θ23))
√

m2
e + k2

3

·

{
(gV +gA)

2(1− v2cos(θ2))

(
1− k1cos(θ3)+ k2cos(θ23)− k3

E∗4

)
+(gV −gA)

2
(

1− k1 + k2cos(θ2)− k3cos(θ3)

E∗4

)
(1− v2cos(θ23))

− m2

E∗2 E∗4
(g2

V −g2
A)(1− cos(θ3))

}
(3.9)

onde

k3 =−
2(k1cos(θ3)+ k2cos(θ23))(C2 +m2

e−D)

4(k1cos(θ3)+ k2cos(θ23))2−4C2

−
√

16m2
eC2(k1cos(θ3)+ k2cos(θ23))2 +4C2(C2 +m2

e−D)2−16m2
eC4

4(k1cos(θ3)+ k2cos(θ23))2−4C2 ;

D = (~k1 +~k2)
2 +M∗2;
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C = k1 +E∗2 −
g2

ρ

2m2
ρ

ρ3.

Para um espalhamento neutrino-neutrino temos dois diagramas de Feyn-
mann possı́veis (figura (3)). Para este caso (ver apêndice A):

Figura 3: Diagrama de Feynmann para um espalhamento de um neutrino por
outro neutrino

< |M |2 >=
4g4

M4
Z

k1k2k3k4(1− cos(θ12))(1− cos(θ34)). (3.10)

E a seção de choque é dada por:

σ

V
=
∫ d3k2

(2π)3

∫ d3k3

(2π)3

∫ d3k4

(2π)3 (2π)4
δ

4(P1 +P2−P3−P4)
1

|~v1−~v2|
·

η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))
g4

4M4
Z
(1− cos(θ12))(1− cos(θ34)). (3.11)

Finalmente (ver apêndice B):

(
σ

V
)ν ,ν =

1
(2π)5

g4

4M4
Z

∫
d3k2

∫
π

0
sen(θ3)dθ3

∫ 2π

0
dφ3 k2

3

η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))
|~v1−~v2|

k1 + k2− k3

k1(1− cos(θ3))+ k2(1− cos(θ23))
·

(1− cos(θ2))

(
1− k1cos(θ3)+ k2cos(θ23)− k3

k4

)
. (3.12)

onde

k3 =
k1k2 (1− cos(θ2))

k1 + k2− k1cos(θ3)− k2cos(θ23)
.
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Nos cálculos acima fizemos sempre~k1 = k1ẑ.
Neste ponto, vamos redefinir as constantes de acoplamento apresenta-

das no capı́tulo anterior. Isso se deve essencialmente a dois fatores. Ao con-
trario da corrente eletromagnética, não temos uma lei de conservação para a
corrente fraca. Tal fato é expresso por uma mudança nas constantes do termo
axial da corrente (HALZEN; MARTIN, 1984). Além disso, no caso do nu-
cleon, o qual é em última análise composto por quarks, a experiência mostra
que para a interação fraca observa-se o que chamamos de não conservação
de geração dos quarks, levando à introdução do fator de Cabibbo C (HAL-
ZEN; MARTIN, 1984), (GRIFFITHS, 2009) no vértice da interação mediada
pelos bosons W . Com isso, temos para cada um dos casos considerados aqui
(REDDY; PRAKASH; LATTIMER, 1998b):

neutrino - próton: cV = 1/2−2sen2(θw) e cA = 1,23/2.
neutrino - nêutron: cV =−1/2 e cA =−1,23/2.
neutrino - elétron: cV =−1/2+2sen2(θw) e cA =−1/2.
neutrino - neutrino: cV = 1/2 e cA = 1/2.
absorção (neutrino - nêutron): gV =C/2 e gA =−1,23C/2.

onde C = 0,973 e sen2(θw) = 0,230.
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4 RESULTADOS

Para calcular as propriedades do sistema aqui estudado precisamos de
algumas condições iniciais. Supomos o mesmo eletricamente neutro, ρp = ρe.
Consideramos também que o mesmo está em equilı́brio beta, µν + µn =
µp + µe. Tratamos aqui duas situações diferentes: uma em que a fração
de léptons, YL = (ρe + ρν)/ρB, é mantida constante e igual à 0,4 e com os
neutrinos armadilhados, ou seja, µνe 6= 0; uma segunda situação que vamos
considerar é aquela em que a fração de neutrinos é admitida como zero. A
condição YL = 0,4 é a que se imagina encontrar em uma estrela de nêutrons
logo após a sua formação (PONS et al., 1999). Já para a fração de neutrinos
igual a zero, os neutrinos não estão mais armadilhados e é o que na litera-
tura é conhecido como fase de resfriamento da estrela (REDDY; PRAKASH,
1997). É importante observar que neste último caso, ainda existem neutri-
nos dentro do sistema, porém, a quantidade de neutrinos é igual a quantidade
de antineutrinos, fornecendo uma densidade lı́quida nula, ver equação (2.56).
No primeiro caso temos que resolver um sistema de sete equações acopladas
com sete incógnitas, enquanto que para o segundo caso temos uma equação
e uma incógnita a menos, para uma dada temperatura e uma dada densidade
bariônica.

Para o caso em que a fração de léptons é mantida constante, com neu-
trinos armadilhados, para cada densidade bariônica tentamos um valor inicial
para o potencial quı́mico dos elétrons, obtendo diretamente a densidade de
elétrons. Usando a equação YL = (ρe + ρν)/ρB determinamos a densidade
dos neutrinos e, a partir dai, o potencial quı́mico dos mesmos. Usando a
condição de neutralidade de carga determinamos a densidade de prótons e
por consequência determinamos a densidade de nêutrons e os campos V0 e
b0. Para determinar os potenciais quı́micos dos nêutrons e dos prótons e a
massa efetiva, M∗, tentamos um valor inicial para o potencial quı́mico dos
nêutrons e usando a expressão para a densidade de nêutrons encontramos
um valor para a massa efetiva. Com a massa efetiva, encontramos o potencial
quı́mico dos prótons usando a expressão para a densidade de prótons. Com os
potenciais quı́micos dos nêutrons e dos prótons e a massa efetiva encontrados
anteriormente, verificamos se o conjunto de valores destas três quantidades
satisfazem a equação para a massa efetiva (equação (2.53) ou equação (2.61)).
No entanto, todos estes dados dependem do potencial quı́mico escolhido para
os elétrons e ainda não sabemos se este é o valor correto. Verificamos então
se a condição de equilı́brio beta é satisfeita e, caso negativo, tentamos outro
valor para o potencial quı́mico dos elétrons e repetimos o procedimento até
a condição de equilı́brio beta ser satisfeita. Podemos agora calcular a densi-
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dade de energia e a pressão do sistema e também a seção de choque e o livre
caminho médio para os neutrinos.

Já para fração de neutrinos nula, tentamos um valor inicial para o po-
tencial quı́mico dos elétrons, obtendo diretamente a densidade de elétrons.
A partir da neutralidade de carga, obtemos as densidades de prótons e de
nêutrons e consequentemente os campos V0 e b0. Para determinar os potenci-
ais quı́micos dos nêutrons e dos prótons e a massa efetiva, M∗, tentamos um
valor inicial para o potencial quı́mico dos nêutrons e usando a expressão para
a densidade de nêutrons encontramos um valor para a massa efetiva. Usando
agora a condição de equilı́brio β como µn = µp+µe encontramos o potencial
quı́mico dos prótons. O resultado pode ser testado então usando a equação
(2.53) e, em caso negativo, reiniciamos o processo tentando outro valor para
o potencial quı́mico dos elétrons. Novamente, a equação de estado e o livre
caminho médio ficam definidos.

Para a densidade Lagrangeana (2.18) usamos a parametrização GM1
(GLENDENNING, 2000). Para o caso de parametrização dependente da den-
sidade (que chamaremos de TW), usamos a parametrização apresentada em
(TYPEL; WOLTER, 1999). A tabela abaixo mostra as propriedades das duas
parametrizações em KBT = 0MeV :

ρ0( f m−3) EB/A(MeV ) K(MeV ) M∗/M asym(MeV )
GM1 0,153 -16,3 300 0,7 32,5
TW 0,153 -16,247 240 0,555 33,39

onde ρ0 é a densidade de saturação da matéria nuclear, EB/A é a energia de
ligação por nucleon, K é a compressibilidade da matéria nuclear e asym é a
energia de simetria.

As figuras (4) e (5) mostram a energia total por bárion e a pressão to-
tal do sistema, respectivamente, como funções da densidade bariônica para
GM1 e TW, YL = 0,4, e KBT = 1, 5 e 30MeV . Tanto o aumento da ener-
gia quanto o da pressão com o aumento da temperatura é esperado, sendo
a dependência da energia maior. Os valores para as duas parametrizações
em torno da densidade bariônica de saturação são próximos, uma vez que as
constantes são ajustadas para reproduzir dados experimentais em tal densi-
dade. Porém, quando aumentamos a densidade bariônica, as duas parametri-
zações começam a divergir uma da outra, mostrando uma forte dependência
do comportamento do sistema em relação à parametrização usada. A figura
(6) mostra a pressão em função da densidade de energia para GM1 e TW,
YL = 0,4, e KBT = 1, 5 e 30MeV , satisfazendo a condição de que a veloci-
dade do som deve ser menor que a velocidade da luz,

√
dP/dε < c. As curvas

para KBT = 1 e 5MeV são praticamente indistinguı́veis, o que também ocorre
para as figuras (4) e (5).
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As frações de partı́culas Yi = ρi/ρB, são apresentadas na figura (7)
para GM1 e TW, YL = 0,4 e KBT = 1, 5 e 30MeV , onde i = n, p, e e ν . A
variação de Yi com o aumento da temperatura é muito pequena. É interessante
notar a forte dependência da fração de neutrinos com a parametrização usada
para descrever a interação entre os nucleons, o que não ocorre para as outras
partı́culas. Observamos ainda que a variação com a densidade é maior para
a parametrização GM1, o que também ocorre com a energia e a pressão. As
curvas iguais para Yp e Ye é um reflexo da condição de neutralidade de carga.

Os valores escolhidos para a energia do neutrino incidente nos cálculos
do livre caminho médio em função da densidade bariônica são Eν = µν para
o caso YL = 0,4 e Eν = πKBT para Yν = 0.

O livre caminho médio dos neutrinos para GM1, YL = 0,4 e KBT = 1, 5
e 30MeV é apresentado nas figuras (8), (9) e (10), respectivamente. λe é
o livre caminho médio devido ao espalhamento do neutrino somente com
elétrons, λp é devido ao espalhamento somente com prótons, λn é devido ao
espalhamento somente com nêutrons, λν é devido ao espalhamento somente
com outros neutrinos, λS é devido a todos os espalhamentos juntos, λa é de-
vido à reação de absorção e λT é o livre caminho médio levando em conta
tanto o espalhamento total como absorção. Vemos uma grande dependência
de λ com a temperatura. A seção de choque de absorção é maior que a de
espalhamento, fornecendo a maior contribuição para λT , porém a seção de
choque de espalhamento não pode ser desprezada. Note-se ainda que o livre
caminho médio devido a prótons e nêutrons tende a aumentar com a densi-
dade, em relação à densidade de saturação, enquanto que devido a elétrons e
neutrinos tende a diminuir. O valor total de λS no entanto permanece aproxi-
madamente constante para ρB ≥ ρ0.

As figuras (11), (12) e (13) comparam λp, λn e λa para GM1, TW e
um sistema sem a interação forte entre os bárions (SI), ou seja, os nucleons se
comportam agora como um gás de férmions livre. Embora as parametrizações
GM1 e TW tenham sido ajustadas para reproduzir certas propriedades da
matéria nuclear em ρ0, o livre caminho médio em ρ0 para as duas para-
metrizações não são tão próximos, como poderia se esperar ao menos para
kBT = 1MeV , sendo que as diferenças para todas as densidades tende a dimi-
nuir com a temperatura.

Para incluir uma dependência da interação neutrino-nucleon em re-
lação à energia do neutrino incidente devido ao fato do nucleon ser uma
partı́cula composta, multiplicamos as constantes cV e cA pelo fator de forma
(GALSTER et al., 1971):

(1+
4,97∗q2

4M2 )−2, (4.1)
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sendo M a massa do nucleon livre e ~q o momento transferido, ~q = ~p1− ~p3.
Dessa forma estarı́amos então levando em conta de alguma forma a estru-
tura interna dos nucleons. A expressão acima foi parametrizada para ajustar
resultados experimentais de espalhamento elástico de elétrons por prótons e
dêuterons. A figura (14) compara λp e λn para os casos com e sem o fator de
forma, e também para o caso com fator de forma utilizando a massa efetiva no
lugar da massa do nucleon livre. A parametrização utilizada foi GM1, com
YL = 0,4 e KBT = 5MeV . Como o fator de forma diminui a interação entre
os neutrinos e os nucleons, a seção de choque é menor, aumentando então o
livre caminho médio.

A energia total por bárion e a pressão total do sistema como funções
da densidade bariônica para GM1 e TW, Yν = 0, e KBT = 1, 5 e 30MeV são
mostradas nas figuras (15) e (16), respectivamente. Novamente os valores
para as duas parametrizações em torno da densidade bariônica de saturação
são próximos, porém, para densidades bariônica maiores, as duas parametri-
zações começam a divergir uma da outra, mostrando, como no caso de YL =
0,4, uma dependência dos resultados em relação à parametrização usada. A
figura (17) mostra a pressão em função da densidade de energia para GM1 e
TW, Yν = 0, e KBT = 1, 5 e 30MeV , também satisfazendo a condição de que
a velocidade do som deve ser menor que a velocidade da luz,

√
dP/dε < c.

Novamente, as curvas para KBT = 1 e 5MeV são praticamente indistinguı́veis,
o que também ocorre para as figuras (15) e (16).

O livre caminho médio dos neutrinos para GM1, Yν = 0 e KBT =
1, 5 e 30MeV é apresentado nas figuras (18), (19) e (20), respectivamente.
Os valores de λν para KBT = 1 e 5MeV são muito elevados em relação aos
demais e não aparecem na escala dos gráficos mostrados. Vemos também uma
grande dependência de λ com a temperatura, e a seção de choque de absorção
fica cada vez mais dominante em relação à seção de choque de espalhamento
com o aumento da temperatura. No entanto, observamos também que essa
é a única situação estudada aqui em que a seção de choque de espalhamento
pode ser completamente dominante em relação à absorção, o que ocorre para
baixas temperaturas e baixas densidades (ver figura (18)).

Finalmente, nas figuras (21) e (22), mostramos a dependência de λT
com a energia do neutrino incidente. Para isso escolhemos a parametrização
GM1, ρB = 2ρ0, e YL = 0,4 e Yν = 0, respectivamente. Para YL = 0,4, os va-
lores de λT para cada temperatura são mostrados em figuras diferentes, dada a
diferença de ordem de grandeza. O comportamento das curvas é o esperado,
uma vez que a seção de choque de neutrinos com outras partı́culas, tende
a aumentar rapidamente com a energia, principalmente para baixas energias
(REDDY; PRAKASH, 1997), (HAAS, 1997).
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Figura 4: Energia por bárion para GM1 (linha cheia) e TW (linha pontilhada),
com YL = 0,4 e KBT = 1, 5 e 30MeV
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Figura 6: Pressão x densidade de energia para GM1 (linha cheia) e TW (linha
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KBT = 1MeV
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Figura 9: λ dos neutrinos para GM1, com YL = 0,4 e KBT = 5MeV
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Figura 10: λ dos neutrinos para GM1, com YL = 0,4 e KBT = 30MeV
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Figura 11: λp, λn e λa para GM1 (linha cheia), TW (linha pontilhada) e SI
(linha tracejada), com YL = 0,4 e KBT = 1MeV
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Figura 12: λp, λn e λa para GM1 (linha cheia), TW (linha pontilhada) e SI
(linha tracejada), com YL = 0,4 e KBT = 5MeV
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Figura 13: λp, λn e λa para GM1 (linha cheia), TW (linha pontilhada) e SI
(linha tracejada), com YL = 0,4 e KBT = 30MeV
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Figura 14: λp e λn com fator de forma para a massa do nucleon livre (linha
tracejada), com fator de forma para a massa efetiva (linha pontilhada) e sem
fator de forma (linha cheia) para GM1, com YL = 0,4 e KBT = 5MeV
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Figura 15: Energia total por bárion para GM1 (linha cheia) e TW (linha tra-
cejada), com Yν = 0 e KBT = 1, 5 e 30MeV
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Figura 16: Pressão total para GM1 (linha cheia) e TW (linha tracejada), com
Yν = 0 e KBT = 1, 5 e 30MeV
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Figura 17: Pressão x densidade de energia para GM1 (linha cheia) e TW
(linha pontilhada), com Yν = 0 e KBT = 1, 5 e 30MeV
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Figura 18: Livre caminho médio dos neutrinos para GM1, com Yν = 0 e
KBT = 1MeV
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Figura 19: λ dos neutrinos para GM1, com Yν = 0 e KBT = 5MeV
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Figura 20: λ dos neutrinos para GM1, com Yν = 0 e KBT = 30MeV
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Figura 21: λT para GM1, com ρB = 2ρ0, YL = 0,4 e KBT = 1, 5 e 30MeV
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Figura 22: λT para GM1, com ρB = 2ρ0, Yν = 0 e KBT = 1, 5 e 30MeV
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5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho, obtivemos a equação de estado para um sistema (infi-
nito, uniforme e estático) formado por nucleons, elétrons e neutrinos a partir
de um modelo relativı́stico. A interação forte entre os nucleons foi descrita
pelo Modelo de Walecka em duas de suas versões: uma em que inclui-se a
autointeração entre os mésons escalares através de termos cúbicos e quárticos
na Lagrangeana e outro em que as constantes de acoplamento são funções da
densidade bariônica. A interação fraca foi explicitamente incluı́da na Lagran-
geana total, porém seu efeito na equação de estado é totalmente desprezı́vel,
ao menos para as energias e temperaturas aqui consideradas. A solução para
o modelo admite sempre a densidade bariônica e a temperatura como cons-
tantes fixas, sendo que duas situações foram particularmente estudadas. A
primeira, em que a fração total de léptons é fixa e uma segunda em que a
fração de neutrinos é fixa e igual a zero. Essas condições foram escolhidas
por serem as mais estudadas na literatura, quando se refere à aplicação do
modelo para simulações para a perda de neutrinos no processo de formação
de estrelas de nêutrons.

Em seguida apresentamos o método de obtenção da seção de choque
total dos neutrinos com as partı́culas que formam o sistema. Para isso, as
regras de Feynmann usuais foram utilizadas, incluindo os efeitos de Pauli e
assumindo distribuições de Fermi para cada um dos tipos de partı́cula. Essas
últimas ficam plenamente determinadas pela obtenção da equação de estado.
A solução exata para as seções de choque nos leva a uma integração múltipla
nos ângulos de espalhamento, o que foi feito via método de Monte Carlo.
O objetivo final é a determinação do livre caminho médio dos neutrinos, o
qual foi então apresentado para diferentes vı́nculos, temperaturas, densidades
e para os dois tipos de parametrizações usadas aqui para a interação forte.

Os valores encontrados para o livre caminho médio dos neutrinos con-
cordam em ordem de grandeza e comportamento com outros cálculos pre-
sentes na literatura (REDDY; PRAKASH; LATTIMER, 1998b), (PONS et
al., 1999). Para a situação em que a fração de léptons é mantida constante,
YL = 0,4, a seção de choque de absorção é dominante na obtenção do li-
vre caminho médio total para os neutrinos para as temperaturas e densidades
bariônicas aqui tratadas, porém a seção de choque de espalhamento não pode
ser desprezada. Para a situação em que a fração de neutrinos é nula, Yν = 0,
a seção de choque de espalhamento é dominante para temperaturas e densi-
dades baixas, sendo que para valores mais altos de temperatura e densidade a
seção de choque de absorção é amplamente dominante.

É importante notar que temos uma dependência de todas as quanti-
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dades aqui estudadas em relação à parametrização usada para descrever a
interação forte entre os nucleons. Para o livre caminho médio poderı́amos
esperar que os valores para GM1 e TW em ρB = ρ0 fossem próximos, ao me-
nos para KBT = 1MeV , mas isto não é observado. Além da parametrização,
temos também uma diferença considerável nos resultados ao incluir o fator
de forma do nucleon nos cálculos, ou seja, nos parece importante levar em
conta a dependência da interação neutrino-nucleon em relação à energia do
neutrino incidente devido ao fato do nucleon ser uma partı́cula composta.

O nosso método se mostrou eficiente na obtenção do livre caminho
médio para os neutrinos no sistema considerado. Com a expressão obtida para
o livre caminho médio pode-se obter o coeficiente de difusão e outras propri-
edades importantes no estudo da evolução de um estrela de nêutrons, como
o fluxo de neutrinos emitidos e o espectro de energia dos mesmos, a quanti-
dade de energia carregada pelos neutrinos para fora da estrela durante o seu
processo de esfriamento, etc., (REDDY; PRAKASH; LATTIMER, 1998b),
(PONS et al., 1999), (YAKOVLEV et al., 2001). Podemos ainda estender o
cálculo, sem muitas dificuldades, para levar em conta outros hádrons e léptons
mais pesados do que os incluı́dos aqui, os quais imagina-se existir na matéria
de estrelas de nêutrons, tornando assim o modelo mais realista.

Como comentado na Introdução, a detecção de neutrinos pode dar
importantes informações a respeito do meio com o qual o mesmo interage,
pois como sua interação com a matéria é relativamente fraca, eles mantêm as
informações iniciais, sendo bastante sensı́veis aos detalhes do modelo usado
para reproduzir os possı́veis dados experimentais. Os resultados por nós ob-
tidos indicam assim para a necessidade de se testar outras parametrizações
e modelos para o sistema aqui analisado. Em particular, uma comparação
entre as parametrizações TW e com termos de autointeração na Lagrange-
ana em que a compressibilidade, energia de simetria, massa efetiva e energia
de saturação produzissem valores bastante próximos entre si, seria de grande
interesse.



APÊNDICE A -- Cálculo da amplitude de transição M
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A fim de obter a amplitude de transição, precisamos antes de mais nada
conhecer a interação entre as partı́culas. No caso dos neutrinos interagindo
com elétrons ou nucleons ou ainda com outros neutrinos, esta pode ser lida
diretamente das equações (2.13), (2.14), (2.16) e (2.17). A figura (1) mostra o
diagrama de Feynmann para o espalhamento de um neutrino por um nucleon
ou por um elétron, onde A pode ser um nucleon ou um elétron. Utilizando as
regras de Feynmann (HALZEN; MARTIN, 1984) para a interação definida
pela densidade Lagrangeana (2.8), calculamos a amplitude de transição M :

M =
g2

8M2
Z

[
ψ̄ν3γ

µ(1− γ
5)ψν1

][
ψ̄4γ

µ(cV − cAγ
5)ψ2

]
. (A.1)

onde ψν1 ≡ ψν1(~k1,λ ) é o spinor do neutrino incidente, ψν3 ≡ ψν3(~k3,λ ) é
o spinor do neutrino emergente, ψ2 ≡ ψ2(~k2,λ ) é o spinor do alvo e ψ4 ≡
ψ4(~k4,λ ) é o spinor do alvo após a colisão.

O módulo quadrado da equação acima é:

|M |2 = g4

64M4
Z
[ψ̄ν3γµ(1− γ

5)ψν1][ψ̄ν3γβ (1− γ
5)ψν1]

∗·

[ψ̄4γ
µ(cV − cAγ

5)ψ2][ψ̄4γ
β (cV − cAγ

5)ψ2]
∗.

Usando [ψ̄iΓψ j]
∗ = [ψ̄ jγ

0Γ†γ0ψi],

|M |2 = g4

64M4
Z
[ψ̄ν3γµ(1− γ

5)ψν1][ψ̄ν1γβ (1− γ
5)ψν3]·

[ψ̄4γ
µ(cV − cAγ

5)ψ2][ψ̄2γ
β (cV − cAγ

5)ψ4].

Para tomar a média sobre os spins iniciais devemos somar ψν1 e ψ2
sobre os spins e multiplicar por uma fator 1/2, pois o nucleon/elétron pode
ter duas orientações de spins, enquanto que o neutrino apenas uma. Então
somando sobre os spins finais:

< |M |2 >=
g4

128M4
Z

∑
S3

[
ψ̄ν3γµ(1− γ

5)∑
S1

ψν1ψ̄ν1γβ (1− γ
5)ψν3

]
·

∑
S4

[
ψ̄4γ

µ(cV − cAγ
5)∑

S2

ψ2ψ̄2γ
β (cV − cAγ

5)ψ4

]
.

Precisamos calcular ∑S2
ψ2ψ̄2, porém o nucleon (elétron) alvo inte-
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rage com o resto do sistema, e a soma sobre os spins ∑S2
ψ2ψ̄2 não é apenas:

∑
S

ψψ̄ = γµ Pµ +m; m = me, M.

A equação de Dirac para o spinor U(~k,λ ) dos nucleons pode ser es-
crita como:[

γ
0
ε
+(k)−~γ ·~k−M∗−gvγ

0V0−
1
2

gρ τ3γ
0b0

]
U(~k,λ ) = 0

ou (
E∗−M∗ −~k ·~σ
~k ·~σ −E∗−M∗

)(
ua

ub

)
= 0. (A.2)

Para a parametrização dependente da densidade, a equação de Dirac
para U(~k,λ ) é: [

γ
0
ε
+(k)−~γ ·~k−M∗− γ

0
(

gv +
∂gv

∂ρB
ρB

)
V0

−γ
0
(

gρ +
∂gρ

∂ρB
ρB

)
τ3

2
b0 + γ

0 ∂gs

∂ρB
ρsφ0

]
U(~k,λ ) = 0

ou (
E∗−M∗ −~k ·~σ
~k ·~σ −E∗−M∗

)(
ua

ub

)
= 0. (A.3)

As equações (A.2) e (A.3) são iguais à equação para uma partı́cula
livre, mas com a energia dada por E∗ e a massa dada por M∗. Temos então
que os spinores dos nucleons devem satisfazer:

∑
S

ψψ̄ = γµ P∗µ +M∗.

Da mesma forma para os elétrons e neutrinos, respectivamente:

∑
S

ψeψ̄e = γµ P∗µ +me;

∑
S

ψν ψ̄ν = γµ P∗µ

onde P∗ = (E∗,~k), E∗ =
√

k2 +M∗2 para os nucleons, E∗ =
√

k2 +m2
e para

os elétrons, E∗ = k para os neutrinos.



73

Assim:

< |M |2 >=
g4

128M4
Z

∑
S3

[
ψ̄ν3γµ(1− γ

5)γα P∗α1 γβ (1− γ
5)ψν3

]
·

∑
S4

[
ψ̄4γ

µ(cV − cAγ
5)(γσ P∗σ2 +m)γβ (cV − cAγ

5)ψ4

]
< |M |2 >=

g4

128M4
Z

Tr
[
γµ(1− γ

5)γα P∗α1 γβ (1− γ
5)γλ P∗λ3

]
·

Tr
[
γ

µ(cV − cAγ
5)(γσ P∗σ2 +m)γβ (cV − cAγ

5)(γη P∗η2 +m)
]

onde m = M∗, me. Utilizando teoremas do traço (GRIFFITHS, 2009) obte-
mos:

< |M |2 >=
g4

2M4
Z

E∗1 E∗2 E∗3 E∗4 · {(cV + cA)
2(1− v2cos(θ12))(1− v4cos(θ34))

+(cV − cA)
2(1− v4cos(θ14))(1− v2cos(θ23))

− m2

E∗2 E∗4
(c2

V − c2
A)(1− cos(θ13))} (A.4)

onde vi = |~pi|/E∗i e cos(θi j) é o ângulo entre os vetores ~pi e ~p j.
Para uma reação de absorção de um neutrino por um nêutron temos o

diagrama de Feynmann mostrado na figura (2). A amplitude de transição para
tal diagrama é:

M =
g′2

8M2
W

[
ψ̄3γ

µ(1− γ
5)ψ1

][
ψ̄4γ

µ(gV −gAγ
5)ψ2

]
. (A.5)

onde ψ1 é o spinor do neutrino, ψ3 é spinor do elétron, ψ2 é spinor do nêutron
e ψ4 é spinor do próton.

O módulo quadrado da equação acima é:

|M |2 = g′4

64M4
W
[ψ̄3γµ(1− γ

5)ψ1][ψ̄3γβ (1− γ
5)ψ1]

∗·

[ψ̄4γ
µ(gV −gAγ

5)ψ2][ψ̄4γ
β (gV −gAγ

5)ψ2]
∗.
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Usando [ψ̄iΓψ j]
∗ = [ψ̄ jγ

0Γ†γ0ψi],

|M |2 = g′4

64M4
W
[ψ̄3γµ(1− γ

5)ψ1][ψ̄1γβ (1− γ
5)ψ3]·

[ψ̄4γ
µ(gV −gAγ

5)ψ2][ψ̄2γ
β (gV −gAγ

5)ψ4]

< |M |2 >=
g′4

128M4
W

∑
S3

[
ψ̄3γµ(1− γ

5)∑
S1

ψ1ψ̄1γβ (1− γ
5)ψ3

]
·

∑
S4

[
ψ̄4γ

µ(gV −gAγ
5)∑

S2

ψ2ψ̄2γ
β (gV −gAγ

5)ψ4

]

< |M |2 >=
g′4

128M4
W

Tr
[
γµ(1− γ

5)γα P∗α1 γβ (1− γ
5)(γλ P∗λ3 +me)

]
·

Tr
[
γ

µ(gV −gAγ
5)(γσ P∗σ2 +M∗)γβ (gV −gAγ

5)(γη P∗η2 +M∗)
]

Utilizando novamente teoremas do traço obtemos:

< |M |2 >=
g′4

2M4
W

E∗1 E∗2 E∗3 E∗4 · {(gV +gA)
2(1− v2cos(θ12))(1− v4cos(θ34))

+(gV −gA)
2(1− v4cos(θ14))(1− v2cos(θ23))

− M∗2

E∗2 E∗4
(g2

V −g2
A)(1− cos(θ13))} (A.6)

Para uma colisão neutrino-neutrino, não temos como saber qual dos
neutrinos emergentes veio do neutrino alvo ou do neutrino incidente. A figura
(3) mostra os dois diagramas de Feynmann possı́veis para tal colisão. Desta
forma, para uma colisão neutrino-neutrino temos:

M = M1−M2 (A.7)

onde o sinal negativo vem da regra de Feynmann de antissimetrização e

M1 =
g2

16M2
Z

[
ψ̄ν3γ

µ(1− γ
5)ψν1

][
ψ̄ν4γ

µ(1− γ
5)ψν2

]
;

M2 =
g2

16M2
Z

[
ψ̄ν4γ

µ(1− γ
5)ψν1

][
ψ̄ν3γ

µ(1− γ
5)ψν2

]
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onde já usamos cV = 1/2 e cA = 1/2 para os neutrinos.
Para a eq. (A.7) temos:

|M |2 = |M1|2 + |M2|2−M ∗
1 M2−M ∗

2 M1.

A média sobre os spins iniciais e a soma sobre os spins finais fornece:

< |M |2 >=
4g4

M4
Z
(P∗1 ·P∗2 )(P∗3 ·P∗4 )

=
4g4

M4
Z

k1k2k3k4(1− cos(θ12))(1− cos(θ34)) (A.8)

onde já usamos E∗i = |~ki|= ki.
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APÊNDICE B -- Cálculo da integral da seção de choque
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A delta de Dirac na equação (3.7) é:

δ
4(P1 +P2−P3−P4) = δ (E1 +E2−E3−E4)δ

3(~k1 +~k2−~k3−~k4).

Realizando a integração em d3k4, fazendo~k1 = k1ẑ, temos:

σ

V
=

1
(2π)5

g4

32M4
Z

∫
d3k2

∫
k2

3dk3

∫
π

0
sen(θ3)dθ3

∫ 2π

0
dφ3·

δ (E1 +E2−E3−E4)
η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))

|~v1−~v2|
·{

(V +A )2(1− v2cos(θ2))

(
1− k1cos(θ3)+ k2cos(θ23)− k3

E∗4

)
+(V −A )2

(
1− k1 + k2cos(θ2)− k3cos(θ3)

E∗4

)
(1− v2cos(θ23))

− m2

E∗2 E∗4
(V 2−A 2)(1− cos(θ3)) (B.1)

onde agora~k4 =~k1 +~k2−~k3 e

v4cos(θi4) =
k4

E∗4

~ki ·~k4

kik4
=
~ki · (~k1 +~k2−~k3)

kiE∗4
.

Realizaremos agora a integração em k3. Para isto usaremos a seguinte
propriedade da função delta de Dirac (GRIFFITHS, 2009):∫

f (x)δ (g(x))dx = ∑
i

f (xi)

|g′(xi)|

com g(xi) = 0. Escrevemos então:

σ

V
=
∫

f (k3)δ (g(k3))dk3

onde

f (k3) =
1

(2π)5
g4

32M4
Z

∫
d3k2

∫
π

0
sen(θ3)dθ3

∫ 2π

0
dφ3 k2

3·

η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))
|~v1−~v2|

·
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{
(V +A )2(1− v2cos(θ2))

(
1− k1cos(θ3)+ k2cos(θ23)− k3

E∗4

)
+(V −A )2

(
1− k1 + k2cos(θ2)− k3cos(θ3)

E∗4

)
(1− v2cos(θ23))

− m2

E∗2 E∗4
(V 2−A 2)(1− cos(θ3))

}
;

g(k3) = E1 +E2−E3−E4;

k2
4 = k2

1 + k2
2 + k2

3 +2(k1k2cos(θ2)− k1k3cos(θ3)− k2k3cos(θ23)).

Para o caso do espalhamento:

g(k3) = E1 +E2−E3−E4 = E∗1 +E∗2 −E∗3 −E∗4 = k1 +E∗2 − k3−
√

m2 + k2
4

cuja solução para g(k3) = 0 é

k3 =
k1 (E∗2 − k2cos(θ2))

k1 +E∗2 − k1cos(θ3)− k2cos(θ23)
.

Para o caso acima

|g′(k3)|=
k1(1− cos(θ3))+E∗2 − k2cos(θ23)

k1 +E∗2 − k3
.

Finalmente

σ

V
=

1
(2π)5

g4

32M4
Z

∫
d3k2

∫
π

0
sen(θ3)dθ3

∫ 2π

0
dφ3 k2

3

η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))
|~v1−~v2|

k1 +E∗2 − k3

k1(1− cos(θ3))+E∗2 − k2cos(θ23)
·{

(cV + cA)
2(1− v2cos(θ2))

(
1− k1cos(θ3)+ k2cos(θ23)− k3

E∗4

)
+(cV − cA)

2
(

1− k1 + k2cos(θ2)− k3cos(θ3)

E∗4

)
(1− v2cos(θ23))

− m2

E∗2 E∗4
(c2

V − c2
A)(1− cos(θ3))

}
. (B.2)
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Para o caso de absorção:

g(k3) = E1 +E2−E3−E4 = E∗1 +E∗2 −E∗3 −E∗4 −
g2

ρ

2m2
ρ

ρ3

= k1 +E∗2 −
√

m2
e + k2

3−
√

M∗2 + k2
4−

g2
ρ

2m2
ρ

ρ3

cuja solução para g(k3) = 0 é

k3 =−
2(k1cos(θ3)+ k2cos(θ23))(C2 +m2

e−D)

4(k1cos(θ3)+ k2cos(θ23))2−4C2

−
√

16m2
eC2(k1cos(θ3)+ k2cos(θ23))2 +4C2(C2 +m2

e−D)2−16m2
eC4

4(k1cos(θ3)+ k2cos(θ23))2−4C2

onde

C = k1 +E∗2 −
g2

ρ

2m2
ρ

ρ3; D = (~k1 +~k2)
2 +M∗2.

A derivada de g(k3) aplicada no k3 acima é:

|g′(k3)|=
k3√

m2
e + k2

3

+
k3− (k1cos(θ3)+ k2cos(θ23))

C−
√

m2
e + k2

3

=
Ck3− (k1cos(θ3)+ k2cos(θ23))

√
m2

e + k2
3√

m2
e + k2

3(C−
√

m2
e + k2

3)

Assim

σ

V
=

1
(2π)5

g4

32M4
Z

∫
d3k2

∫
π

0
sen(θ3)dθ3

∫ 2π

0
dφ3 k2

3

η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))
|~v1−~v2|

√
m2

e + k2
3(C−

√
m2

e + k2
3)

Ck3− (k1cos(θ3)+ k2cos(θ23))
√

m2
e + k2

3

·

{
(gV +gA)

2(1− v2cos(θ2))

(
1− k1cos(θ3)+ k2cos(θ23)− k3

E∗4

)
+(gV −gA)

2
(

1− k1 + k2cos(θ2)− k3cos(θ3)

E∗4

)
(1− v2cos(θ23))
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− m2

E∗2 E∗4
(g2

V −g2
A)(1− cos(θ3))

}
. (B.3)

Para um espalhamento neutrino-neutrino:

f (k3) =
1

(2π)5
g4

4M4
Z

∫
d3k2

∫
π

0
sen(θ3)dθ3

∫ 2π

0
dφ3k2

3·

η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))
|~v1−~v2|

(1− cos(θ2))(1− cos(θ34));

g(k3) = E1 +E2−E3−E4 = k1 + k2− k3− k4

cuja solução para g(k3) = 0 é

k3 =
k1k2(1− cos(θ2))

k1 + k2− k1cos(θ3)− k2cos(θ23)
.

Neste caso

|g′(k3)|=
k1(1− cos(θ3))+ k2(1− cos(θ23))

k1 + k2− k3
;

σ

V
=

1
(2π)5

g4

4M4
Z

∫
d3k2

∫
π

0
sen(θ3)dθ3

∫ 2π

0
dφ3 k2

3

η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))
|~v1−~v2|

k1 + k2− k3

k1(1− cos(θ3))+ k2(1− cos(θ23))
·

(1− cos(θ2))

(
1− k1cos(θ3)+ k2cos(θ23)− k3

k4

)
. (B.4)

Para calcular as integrais apresentadas aqui utilizamos o método de
Monte Carlo, sorteando pontos aleatoriamente no espaço de integração. Para
cada ponto sorteado, calculamos o valor da função e somamos os valores para
depois calcular a média e obter o resultado final.
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