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Introducao

Durante o Curso de Graduacdo em Matemaética, habilitacdo licenciatura, comecei a ter
grande interesse pela area de Algebra, principalmente por polindmios. Este trabalho tem
por objetivo estudar polinbmios e através destes provar dois teoremas da geometria
projetiva: o Teorema do Hexégono de Pascal e o Teorema de Pappus.

Neste trabalho, no capitulo 1, trazemos um breve estudo sobre a biografia desses dois
grandes matematicos, Blaise Pascal e Pappus.

No segundo capitulo, fazemos um estudo sobre polinbmios, anéis de polindmios,
ideais, com demonstracdes de resultados importantes que serdo utilizados na demonstracao
dos teoremas.

Finalmente, no terceiro capitulo, enunciamos e apresentamos as demonstracdes do
Teorema do Hexagono de Pascal, e do Teorema de Pappus.

Ao longo do trabalho, serdo vistos alguns exemplos e ilustracBes para a melhor

compreensdo dos tdpicos.



Capitulo 1

Biografia de Pascal e Pappus

BLAISE PASCAL

Blaise Pascal - fildsofo, matematico, fisico, tedlogo e escritor de origem francesa,
nasceu em Clermont-Ferrand, regido de Auvergne, na Franca, em 19 de junho de 1623, mas
aos nove anos de idade foi morar com toda a sua familia em Paris. Era filho de Etienne
Pascal, um matematico e alto funcionario do Estado, que se dedicou com muita eficiéncia
na formagao educacional de seus filhos, Blaise Pascal e Jacqueline.

Pascal aos doze anos comecou a trabalhar em Geometria, chegando a descobrir que a
soma dos angulos de um triangulo é igual a dois angulos retos.

Etienne Pascal mesmo ndo sendo uma pessoa totalmente ortodoxa, freqlientava reunides
na casa do Padre franciscano Marin Mersenne, filésofo e fisico francés, onde se discutia
religido e outros assuntos, como: Filosofia, Fisica, Matematica, etc., do qual participavam,
também muitas personalidades importantes. Foi quando, com aproximadamente quatorze
anos, Pascal decidiu acompanhar seu pai nessas reunides e aos dezesseis anos apresentou
varios teoremas de Geometria Projetiva, entre o0s quais constava o hoje conhecido
"Hexagrama Mistico” em que demonstra que ™ se um hexagono estiver inscrito numa

conica, entdo as interse¢Oes de cada um dos trés pares de lados opostos sdo colineares”,



onde em fevereiro de 1640 escreveu “Ensaio sobre as cOnicas”, baseado no estudo de
Girard Desargues.

A contribuigdo de Pascal as ciéncias € bem menos metddica e fecunda do que brilhante.

Faz parte desse estudo das conicas 0 Teorema de Pascal: " O hexagono inscrito em uma
conica tem a propriedade de que os pontos de intersecdo dos lados opostos estdo em linha
reta ". Em trabalho posterior e extraviado, o " Traité des coniques ", conhecido apenas
através de Leibniz, Pascal aborda o que chama de " hexagrama mistico "; por meio de
projecdes, demonstra que todo hexagono provém de uma conica correspondente e que, por
sua vez, qualquer conica origina um hexagono. O hexagrama serve-lhe de ponto de partida
a obtencdo, em quatrocentos corolarios, das propriedades peculiares as conicas.

O fato de seu pai ser nomeado coletor de impostos da Normandia Superior, em 1639,
fez com que toda a familia deixasse Paris e fosse morar em Rouen ( sede da regido da Alta
Normandia, localizada na Franca ), onde realizou suas primeiras pesquisas no campo da
Fisica, escrevendo um tratado sobre acustica, sendo um dos pioneiros da experimentacao
fisica. Nessa época, inventou, também, uma pequena maquina de calcular, chamada
Pascalinne, conservada, atualmente no Conservatdrio de Artes e Medidas de Paris.

Em 1651, com a morte do seu pai, Pascal teve um periodo de contatos com a vida
mundana, convivendo com a nobreza da época. Escreveu para uma de suas irmds uma carta
relatando tudo sobre a morte de seu querido pai com um profundo significado cristdo em
face de sua familia ser devota e adotar principios catélicos rigorosos.

Em Fisica destacou-se pelo seu trabalho "Tratado sobre o equilibrio dos liquidos™
relacionado com a pressao dos fluidos e hidraulica. O principio de Pascal diz que a pressao
em qualquer ponto de um fluido é a mesma, de forma a que a presséo aplicada num ponto é
transmitida a todo o volume do contentor. Este € o principio do macaco e do martelo
hidraulicos.

Ainda em 1654, Pascal estudou e demonstrou um trabalho matemaético intitulado
“tratado do triangulo Aritmético” o qual foi publicado neste mesmo ano, onde estabelece as
séries



que possibilitam o célculo das combinacfes de 'm' elementos tomados 'n' a 'n' e das
poténcias semelhantes nos termos de uma progresséo aritmética. Antes de Pascal, Tartaglia
usara o referido tridngulo nos seus trabalhos e, muito antes, os matematicos arabes e
chineses ja o utilizavam. Podemos aumentar indefinidamente, este triangulo, bastando, para
isso, aumentar o nimero de linhas da seguinte maneira: cada numero € igual a soma do par
de nimeros acima de si. Este triangulo é conhecido como Tridngulo de Pascal ou Triangulo
de Tartaglia, apresentando inimeras propriedades e relagdes, entre as quais a Sucessao de
Fibonacci em que as somas dos numeros dispostos ao longo das diagonais do triangulo
geram a referida série.

Em correspondéncia com Fermat, durante o Verdo de 1654, Pascal estabeleceu os
fundamentos da Teoria das Probabilidades. O seu Gltimo trabalho foi sobre a Cicléide — a
curva tracada por um ponto da circunferéncia que gira, sem escorregar, ao longo de uma
linha reta. Durante esse ano desinteressou-se pela ciéncia; passou 0s ultimos anos da vida a
praticar caridade e decidiu dedicar-se a Deus e a religido. Faleceu com 39 anos devido a um

tumor maligno que tinha no estdmago ter se estendido ao cérebro.

PAPPUS DE ALEXANDRIA

Pappus de Alexandria é o Gltimo dos grandes geometras gregos e um dos seus teoremas
é citado como a base da geometria projetiva moderna. Nosso conhecimento sobre a vida de
Pappus € quase nulo. Segundo Suidas, Pappus viveu em fins do século 1V da nossa era. E
famoso, pela sua Colecdo Matematica, que durante muitos séculos foi a obra mais
manuseada pelos matematicos.

Esta colecdo foi escrita em oito livros, dos quais se perdeu o primeiro e parte do
segundo. Sua principal importancia é esclarecer as dificuldades deixadas em aberto pelos
seus antecessores, analisando e comentando numerosas passagens fielmente escritas. Sendo
por isso uma preciosa fonte para o conhecimento de obras que de outra maneira ndo teriam
chegado até nos.

Inédito durante muito tempo, o seu nome ndo alcancou a popularidade de muitos dos
seus contemporaneos; ndo era, porem, totalmente desconhecido, como prova o fato de que a

Geometria de Descartes estd baseada em grande parte na resolucdo de um problema de



Pappus de Alexandria. Além disso, j& em 1588 Comandino tinha apresentado uma
excelente traducdo que exerceu certa influéncia no desenvolvimento da geometria do séc.
XVII. Além da obra ja citada, Suidas atribuiu-lhe diversos escritos geograficos, uma obra
sobre pressagios e 0s sonhos e um Comentario sobre a Sintaxis de Tolomeu. Finalmente na
colecdo dos Alquimistas Gregos aparece com 0 Seu nome um Juramento que trata de
questdes religiosas. A generalizagdo dos escritos de Pappus de Alexandria demonstrou que
o teorema conhecido pelo nome de Guldin e atribuido durante muito tempo a este
matematico, pertence na verdade ao matematico grego.

O teorema de Pappus, foi demonstrado pela primeira vez por Pappus de Alexandria por
volta do ano 300, é um teorema de caracteristicas completamente projetista, e pode ser
enunciado como: “Se os pontos A, B e C estdo em uma reta, os pontos A’, B’ ¢ C’ estdo em
outra reta concorrente e as retas AB’, BC’ ¢ CA’ cortam as retas BA’, CB’ ¢ AC’
respectivamente, entdo os pontos de interse¢do sdo colineares.”

A obra de Pappus é de imenso valor, ndo s6 pelo seu valor informativo mas também
pelas contribui¢Bes originais, onde se encontram solu¢des que muitos séculos depois foram

reelaboradas como definitivas, no campo da Matematica.



Capitulo 2

Polindbmios

Neste capitulo veremos algumas notacdes, definicBes e resultados importantes sobre
polindbmios.

Quase todas as demonstracbes foram feitas, principalmente aquelas que ndo foram
vistas durante o curso de graduacéo.

Definicédo de Polindbmio

Definicdo 2.1: Seja A um anel comutativo com unidade. Chamamaos de polinémio sobre

A, na indeterminada x, a uma expressdo formal

p=a,+ax +ax +..+ax"+..,ondecada a; e A eexistek e N tal que a; =0

para todo j >k.
Designaremos por A[x] o conjunto de todos o0s polindmios sobre a indeterminada Xx.

Dois polindmios sdo iguais se, e somente se, 0s coeficientes correspondentes a mesma

poténcia de x s&o iguais.
Sejam:
p=a+tax' +..+ax +..e

q = bo+ bt + ..+ bpx™+ ...,

definimos adigdo e produto de polinémios do seguinte modo:



p+q=(ao+ho) + (@ + b)x" + .. + (A + bX + ... e
p.q=Co+ CixXt + ... + CxX* + ... onde:

Co =29

Cq = aO b1 + alb0

k
isto, é Ckzzaibk_i paracada k e N.

i=0

Usando as propriedades do anel A podemos provar que:

Definicdo 2.2: O polinémio 0 = 0 + Ox* + Ox* + ... + Ox" + ... é denominado de

polindmio nuloe1 =1+ 0x* + ... + 0x” + ... é denominado de polindmio constante 1.

Teorema 2.1: O conjunto A[x] € um anel comutativo com unidade.
Demonstracéo:

Tomemos, p, q e h polinbmios em A[x]:

p=a,+ax +ax’ +..+ax"+ ...

q=ho+ bt + b+ ... + bpX™ + ...

h=d,+ dx* + doX? + ... + deX* + ...

1) p+(@+h)=(p+aq)+h.
De fato,

10



p+(q+h) = (a + axt + ax® + ... )+ ((bo + do)+ (by + di)x* + (by + dp)x? +...)
= (8 + (bo + do)) + (a1 + (b1 + d0))X" + (@2 + (b + dp)) X* + ...
= ((@0 + bo) + do) + ((a1 + by)+ di)x* + ((a2 + bp) + d)X* + ...

=(p+q)+h

2) p+g=q+p.
De fato,
P+ Q= (2 +bo) + (ar + by)x' + (a2 + b)) X* + ...
= (bo + @) + (by + a))x' + (b + @) X° + ...

=q+p.

3) Existe 0 =0+ O0x* + 0x* + ... + OX" + ... € A[X] (polinémio nulo)
talque 0+p=p, ¥V p eA[X].
De fato:
0+p=(0+ag)+(0+a)x'+ (0 +a)+..+0+a)x"+...
—ag+axX +axe+ .. +ax"+ ..
=p
Portanto 0 = 0 + Ox* + 0x?* + ... + Ox" + ... é 0 elemento neutro para adic&o

de polinébmios.

4) Dadop € A[X] existe -p € A[x] tal que p + (-p) = 0.
De fato: tomemos
p=(-a0)+ (-a)x" + (@)X’ + ...+ (-a)X" + ..., entdo
P+ (-p) = (o - Qo) + (a1- @)X + (82 - W)X° + ... + (@ - @)X + ...
=0+0x'+ 0+ ...+ OxX" + ...
= 0 (polindmio nulo).

Assim, -p € A[x] é o elemento inverso de p com respeito a adigao.

5) p.(@.h) =(p.g).h
De fato, tomemos

11



p = (a), g=(b), h=(c), g.h= (di), p-(q-h) = (€m), p-g = (xn) €
(p.q).h = (ym) temos:

€m = zaidl = Z ay( ijck) = Zai(bjck)z Z(aibj )C, =

i+l=m i+l=m j+k=I i+ j+k=m i+ j+k=m
> (D aby)e, = D x.C =Y, VmeN.
n+k=m i+j=n n+k=m

6) p.(q+h)=p.g+ph

De fato, sejam
p(g+h) =e+ext+.. +ex"+..
p.q = ko + kax! + ... + kX" + ...

ph=go+ gt + ... + gox" + ...
Logo e, = ;ai(bn—i +C )= ;aibn_i +§aicn_i =k + g

Portanto, segue da igualdade de polindmios que p.(q + h) = p.q + p.h.

Analogamente prova-se que (p +q).h =p.h + qg.h.

7) pa=ap

De fato, sejam
p.g=ko + kax + ... + kX" + ..
gp=eo+ext +..+ex"+..

Assim, temos que

n
kn = Zalbﬂ—l = aobn =+ albn—l + + anbo
i=0

n
en = Zbl an_i = boan + blan.l + + bnaO
i=0

Logo k,=e,. Portanto da igualdade de polinémios segue que p.q = q.p.
8) Existe 1=1+0x"+0x*+..+0x"+.. e A[x] que é elemento unidade.

De fato,

1=by+bxX* +bx?+..+bx"+ .. onde bp=1¢e b=0, Vi>0.

12



1p=co+cixXt +CxXP+ ... +cx+ ... onde
Ci = aghj + a;bj1 + ... + ajby, entdo

Co = aghg = boap = ap

Ci=agh; + atbg =hoas=a;

C, = agh, + a;b; + axby = bga, = a,

Ci = boaj = a;
Assim, 1.p =p.
Logo 1 =1 + Ox' + ... + Ox" + ... é elemento unidade do anel de polinémios
A[X]. [

Observagédo 2.1: Um polindmio p = a, + aix* + ap + ... + ax” + ...e A[x] tal que

a;=0 paratodo i>n passaraa serindicado por p = a, + aix' + ax + ... + ax".

Grau de um Polindmio

Definicdo 2.3: Seja p = a, + aix* + ax + ....... + ax" e A[x] tal que a, =0 (em

particular p = 0) entdo diz-se que p tem grau n (denotaremos por grau(p) = n).

Observacgdo 2.2: O grau do polindbmio nulo ndo estd definido, diremos entdo que o
polindmio nulo ndo tem grau.

Observagdo 2.3: Quando mencionarmos o grau de um polindbmio p estaremos
assumindo que p é um polinémio nédo nulo.

13



Pode-se provar facilmente que grau(p + q) < méax{grau(p),grau(g)} e que

grau(p.q) < grau(p) + grau(g). Além disso, se A um dominio prova-se que

grau(p.q) = grau(p) + grau(q).

Vamos provar que grau (p + q) < max{grau(p), grau(qg)}.
Sejam p e g polindmios, tais que
p=a,+axt+axt+..+ax"
q=bo + bixt + b+ ... + bpx"
onde a, #0, by #0,8;=0 para j>n e b,=0 para r>m.
Sendo k = max(n,m) temos que k >n e k >m entéo:
a=0paratodo j>k=>n
by =0 paratodo r>k>m
Assim,
P+ 0= (2 + o) + (@ + by)x' + (a2 + bp) X* + ... +(@x + bx*

Logo grau (p + q) <k = max{grau(p), grau(q)}. 0

Vamos provar que grau(p.q) < grau(p) + grau(q).
p.q=Co+ CixX* + CX2 + ... +cX +, onde | =n +m

Ci= agh; + athi.1 + ... + aibg

Cn+m = Agbn+m + atbn+ma + ... + anbm + anbm1 + ... + Am+nbo.
Temos ainda que a;= 0 paraj>neb, =0 parar>m.

Entdo aghp+ m =0

aibp+m1 =0
an1bm+1=0
anbm
na+ibma1 =0
a.m+ nbo = O

L0go Ch+ m = anbnm

14



Agorasejak>n+m

Ck = agbx + asbg-1 + ... + anby.n + ... + ns 1bk_n1 + ... + akbo.

Para 0 <j < n temos que —n < — |, donde segue que m <k-—n <k — j, assim,
be; =0, além disso, anj = O para qualquer que seja j. Logo c, = 0. Portanto
grau(p.q) < n+ m = grau(p) + grau(g). Se A for dominio temos que Cp+m = anbm =0 de

modo que neste caso teremos grau(p.q) = n+m =grau(p) + grau(q). [

Exemplo2.1: p=1+x
g=1+x'+x°
p.g=(1+x).(1+x +x)
Pg=1+xX+x+x+x+x
pg=1+x'+x+23+x°

Portanto grau(p.q) = 2 + 3 = grau(p) + grau(q).

Teorema 2.2: Se A um dominio entdo A[x] é dominio.

Demonstracdo: Basta provar que p =0 e q =0 entdo p.q =0.

Tomemos,
p=a,+axt+ax + .. + axX"
q=bo+bx* +bx?+ ... + bpx™

onde a, #0 e by, #0 entdo pg = co + c1x* + CX2 + ... +CremX" ™ ONde Cosm = anbim.
Como a, #0, by, #0 e A é dominio temos que anby, #0. Concluimos que Cn+m = 0.
Logo p.q #0.

Portanto A[X] é dominio. [

15



O Algoritmo da Divisao

Proposi¢do 2.1: Sejam (A, +, .) um anel comutativo com unidade e A[x] o anel de
polindmios numa variavel sobre A. Sejam fe A[x] e g = byx™ + ... + bix! + by um
polinémio em A[x] com by, invertivel em A. Entdo:

() Existem t,r € A[x] taisquef=g.t +r, com
grau(r) <grau(g) ou r=0.
(i) Taist e r podem ser efetivamente calculados.

(if) Taist e rsdo unicamente determinados.

Demonstracéo:

(i) e (i) Se f=0 ou se grau(f) < grau(g) acabou: tomet=0er=H.

Se grau(f) > grau(g) = m, escreva f= ax" + .. + agcomn >m e a, = 0.
Por hipoétese, by, é invertivel em A, logo (1/by) € A e portanto (1/by).ax"™" € A[X].
Notemos que (1/bn).ax"™ é o polindmio pelo qual precisamos multiplicar o
primeiro termo de g para se obter o primeiro termo de f. Temos entdo
f— (1/bp).ax"™g = @n1 — abma/bn)X™ + ... + (@nm — abo/by)X"™ + h (onde h =0 ou
grau(h) < n-m) = f; e A[x], assim f = g. (1/by).a.x"" + f;. Observe que (1/by).a, € f;
foram efetivamente calculados.

Se f; = 0 ou se grau(f;) < grau(g) = m, acabou: tome t = (1/by).ax"" e r = fi.

Se p = grau(f;) >m, repete-se o processo com f; no lugar de f e g, isto é, escreva
fi=cpx® + ... + cocomn-1>p>mec,=0 etome f, = f;— (Uby)cpx”™.g; temos
entdo f = g[(1/bm).ax"™ + (L/bm)cex*™ + f, com (1/bm).an, (L/bm).c, € f, efetivamente
calculaveis.

Se f, = 0 ou se grau(f;) < m, acabou, se ndo, repetimos todo o processo novamente, até
obtermos depois de um numero finito de passos um polindmio f nulo ou de grau menor que
m. Tome r = f,.

(ili) Se existem ty, ry, tp, r, € A[x] tais que f = gty + r; =g.t, + r, com

grau(ry) < grau(g) (ou r; =0) e grau(r,) < grau(g) (ou r, = 0).

16



Entdo temos g[ti—t;] = ro— r;. Suponha que t; — t, = 0; entdo pelo fato de g
ter coeficiente inversivel, vem que g(t; — t;) =0, dai, r, — r; #0, temos entdo grau(r, —
r1) = grau(g[t; — t2]) = grau(g) + grau(t; — t,), pois o coeficiente do termo de maior grau
de g ndo é divisor de zero em A j& que ele ¢ invertivel em A; assim, temos grau (r, — ry) >

grau(g), o que é absurdo pois grau(r,— r) <méax{grau(r,),grau(r,)} < grau(g). [

Exemplo 2.2: Dividir o polindmio f=x*+ 4x*+ 4x* + 9 pelo polindmio g = x* + x— 1

em Z[x].

Resolucgéo:
f=x*+ 3 +4x2+0x+9 | X + x —1=¢g
X% + X2 X +3x+2=t

3x% + 5x° + 0x

-3x° — 3x% + 3x

2%+ 3x+ 9
22X+ 2
Xx+11l=r.

Desta divisdo temos que: X* + 43+ 4x* + 9 = (x> +x— 1) (x*+ 3x + 2) + x + 11 onde

grau (r) =1 < 2 = grau(g).

Definigdo 2.4: Seja D um dominio. Dizemos que D é dominio Euclidiano se existe uma
fungéo ¢: D* — N tal que
i) Dadosf,g €D, g=0;existem gq,r eD taisque f=q.g+r onde
r=0 ou ¢r) < ¢(g).
i) ¢@ab) >¢@), 7a, b e D*

Notacéo: (D, ¢) é dominio euclidiano.

Sejam K um corpo e K[x] o dominio dos polindmios sobre K na indeterminada x.

Vamos provar que K [x] é um dominio Euclidiano.

17



Teorema 2.3: (Algoritmo da divisdo). Seja K um corpo e sejam f, g € K[x] com g =0.
Entdo existem unicos g, r € K [X] tais que:
graur(x) < graug(x)

f(x) = q(x).g(x) + r(x) com o
r(x) =0.

Ou seja o teorema afirma que (K[x], grau( .)) € dominio euclidiano.

Definicdo 2.5: Nas condi¢Bes do teorema 2.3 onde f é chamado dividendo, g €

chamado divisor, e r é chamado de resto.

Demonstracéo: (teorema 2.3)
A demonstracdo segue como corolario da proposicdo 2.1, basta observar que se
grau(g) = m teremos que g = byx™ + ... + byx* + by e K[x] é um polindmio com by,

invertivel em K (visto que num corpo todo elemento diferente de zero é invertivel). [

Notemos que a demonstracdo da proposicdo 2.1 generaliza o processo usual da divisdo

de polindmios o qual é usualmente demonstrado em K[x].

Raizes de Polindmios

Definicdo 2.6: Se f = a, + a;x’ + ax? + ... + ax" é um polindmio ndo nulo em A[x] e
a € A definimos (@) = a, + a1’ + @y + ... + a, € A. Dizemos que « é uma raiz de f

em A se tivermos que f(a) = 0.

Proposicdo 2.2: Sejam A um anel, e f € (A[x] — {0}) e € A entdo existe g € A [X] tal

que f=(x-a).q+f(a).
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Demonstracao:
Seja (X - @) € A[X], assim pela proposicdo 2.1 existem q,r € A[x] tal que f=
g.(x- @) +ronder =0ougrau(r) <1, ouseja r €A
Assim temos que f(a) = g(@).(a - @) + r, donde segue que f(a) =r.

Logo f=q(x- a) +f(e). [

Coroléario 2.1: Seja A um anel. « € A é raiz de f, se e somente se, (X-«) divide f, ou

seja a €A, f(@)=0 &f=g.(x- @),comg € A[X] .

Aplicando o corolario 2.1 um nimero finito de vezes temos que existem g € A[x] e um

nimero natural 1 < k <grau(f) tais que f= (x - @)*.g com g(a) =0.

Definicdo 2.7: Sejam A um anel, f € A[X] e ¢ € A. Dizemos que « é uma raiz de f

k+1

com multiplicidade k >1 se (x - &) divide f mas (x - @)™ n&o divide f.

Coroléario 2.2: Sejam A um anel, f € A[X] e @ € A. Entdo as seguintes afirmacdes sao
equivalentes:
) a € uma raiz de f com multiplicidade k.

i)  Existe h e A[x] tal que f = (x - @)“.h com h(c) =0.

Demonstracao:

(i)=(ii) Sendo & uma raiz de f com multiplicidade k temos que (x - @) divide f, assim
existe h e A[X] tal que f = (x- @)h. Se por absurdo tivermos h(a) = 0, existira
g € A[x] tal que h = (x - ¢).g resultando que f = (x - @)***.g. Isto é uma contradico, pois

(x - &)*** ndo divide f.
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(if) =(i) Comof = (x - &).h temos que « é raiz de f com multiplicidade maior ou igual
ak, assim (x - )¢ divide f. Devemos mostrar que (x - @) ** ndo divide f. Suponhamos por
absurdo que (x - &) * ! divide f, temos entdo que (x - @)*h =f=(x - @)* *1.g para algum
g € A[X]. Logo (x- @)*h -(x-a@)*tg=0=(x- &)*[h- (X- @).g] =0. Como (x -
a)* é um polindmio ménico, temos que [h - (X - @).g)] =0, onde h = (x - @).g, entdo h()

=0, 0 que contradiz a hipotese. []

Corolério 2.3: Sejam D um dominio e 0 =f € D[x]. Entdo, o numero de raizes de f em

D (contando as multiplicidades) € menor ou igual ao grau(f).

Demonstracéo:

Seja n = grau(f). Vamos usar o segundo principio de inducéo sobre n.

Se n =0 entdo f ndo possui raizes em D, assim ndo ha nada a demonstrar.

Suponha o resultado valido para todo polinémio g tal que grau(gq) <n.

VVamos provar que vale para todo polindmio f tal que grau(f) =n.

Se ndo existe a € D tal que f(a) =0 o resultado € valido.

Suponha que existe € D tal que f(«) = 0. Ent8o pelo corolario 2.2 existem qe A[X]
ek >1taisque f=(x- @) .q com q(e) =0 (notemos que grau(q) = n — k).

Se ndo existe f = « tal que f(f) = 0, temos que o numero de raizes de f é ke
grau(f) >k, logo o numero de raizes de f € menor ou igual ao grau(f).

Se existe = « tal que f(f) = 0. Entdo 0 = () = (8- @).q(p) onde S - a =0, entdo S
é raiz de g (pois D é um dominio) mas grau(q) = n —k.

Por hipotese de inducdo temos que g tem no maximo n — k raizes em D (contando as
multiplicidades). Entdo f tem no maximo (n—k) + k = n raizes em D.

Logo o namero de raizes de f em D (contando as multiplicidades) &€ menor ou igual ao

grau(f). [
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Exemplo 2.3: f = x* +3x* + x* - 3x— 2 € Z[x]
Fatorando f temos: f= (x + 2).(x + 1)°.(x - 1)
grau(f) =4

NUmero de raizesde f emZ =4

Portanto grau(f) > namero de raizes de f.

Exemplo 2.4: f=x+6x*+ 4x* + 6x° + 5x + 2 € Z[x]
Fatorando f temos: f = (x + 2).(x + 1)%.(¢* + 1)
grau(f) =5

NUmero de raizesde f emZ =3

Portanto grau(f) > nimero de raizes de f.

Defini¢do 2.8: Sejam K e L dois corpos. Dizemos que L é uma extensao de K se K < L.

Coloréario 2.4: Seja f = a, + aix* + ax* + ... + ax" um polinémio n&o nulo de grau n

(isto é, a, = 0) em K[x]. Entdo f possui no maximo n raizes em qualquer extensao L de K.

Demonstracéo:

Como f e K[x] e sendo L uma extenséo de K, temos que K c L entdo f e L[x], pelo

corolario 2.3 temos que grau(f) tem no maximo n raizes em L. [

Corolario 2.5: Sejam f e g € K[x] onde K é um corpo com um namero infinito de

elementos. Entdo f =g < f(b) = g(b) Vb e K.

Demonstracao:

(=) Trivial pela definicdo de igualdade de polindmios.
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(<) Sejah =f—g e K[x]. Assim, por hipétese, temos, h(b) =0, Vb € K, e como K é
infinito segue imediatamente do Corolario 2.3 que h = 0, ou seja, f = g como queriamos

demonstrar. [
Ideais Principais e Maximo Divisor Comum

Definicdo 2.7: Seja | < A. Dizemos que | € um ideal de A se as seguintes condicoes
sdo satisfeitas:
(i) 0el
i) x-y) el, ¥x,y el
(iiibx elexb el, Vb e A Vx el.

Definigdo 2.9: Seja A anel comutativo com unidade e a.A = {a.x: x € A}.

No gque segue vamos mostrar que a.A é um ideal:
(i) 0 ea.A poisa.0=0

(ii) Sejam x, y € a.A, sendo que temos

X=a.z,
onde z1,z, € A
y=az, b 22 <

Temos que: (x—y) = (a.z1 —a.zp) = a.(z1 — 22), onde (z1- 22) € A.
Logo (x—Yy) e a.A.
(iii) Sejab € A entdo b.x = b.(a.z;) = (b.a).z; = (a.b).zy = a.(b.z1). Por outro
lado temos b.x = x.b = (a.z;).b = a.(z1b). Logob.x € a.Aexb € aA.

Portanto a.A ¢ ideal de A. [
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Definicdo 2.10: O ideal a.A € denominado ideal gerado por a.

Observacao 2.4: Usualmente denota-se o ideal a.A por [a].

Definicdo 2.11: Seja | ideal de A (A anel comutativo com unidade). Quando

I =a.A={ax: x e A} paraalgum a € A, diz-se que | é um ideal principal.

Observacao 2.5: Se | € ideal de um anel com unidade A e suponhamos que 1 e I entdo

I = Apois, | cAeparaqualquerqueseja a €A, a=a.l eldonde Ac I.Logo I =A.

Teorema 2.4: Todo ideal de K[x] € principal.

Demonstracéo:

Seja | um ideal de K[x]. Se | = {0} entdo | = OK[x], e neste caso | é gerado por 0.
Suponhamos que | = {0} entdo existe 0 zp < I.

Tomemos S = {grau(p): p €1 }assim S = gpoisp 1.

Pelo Principio da Boa Ordem existe um elemento minimo em S, isto €, existe po < | tal
que grau(po) <grau(p), ¥'p 1.

Vamos provar que I = poK[x] = K[X]po. Notemos que po #0 pois po tem grau.

Sejaf e 1. Entdo pelo algoritmo de Euclides temos que existem g e r em K[x] tais que
f=g.po + ronder =0 ougrau(r) <grau(po). Como f, po € | segue imediatamente que
r=(f-g.po(X0)) € 1. Se r =0 temos que grau(r) < grau(py) contrariando a escolha de po,
assim temos que r =0, portanto f=g.po € K[X].po.

Consequentemente | < K[Xx].po.

Mas K[x].po ={f.po: f eK[x]} < I.

Logo I = K[x].po.
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Assim concluimos que todo ideal de K[x] é principal. [J

Antes de enunciarmos o proximo teorema vamos definir a nocdo de divisibilidade em
K[x].

Sejam f, g € K[x], g =0. Dizemos que g é um divisor de f em K[x] (ou g divide f em
K[x]) se existe h e K[x] tal que f = h.qg.

Se g € um divisor de f em K[x] escreveremos g\f em K[x].

Se py, ..., pm € K[x] e como a soma de ideais € ideal, temos que
I =K[X].p1 + ... +tKD].pm ={fr.p1 + ... + fupm = fi e K[X], 1=1,2,3,...m}, € 0 ideal de
K[x] gerado por P1, -, Pm € K[X].

Teorema 2.5: (Existéncia de MDC). Sejam pi, ..., pm € K[X] — {0} e seja o ideal
I = K[x].p1 + ... + K[X].pm, isto &, I é o ideal de K[x] gerado pelos polinbmios ndo nulos
P1, -y P
Se d e K[x] € tal que | = K[x].d entdo sdo validas as seguintes propriedades:
a) 7 ry, ..., rm € K[X] tais que d = ry.p1 + ... +rp.pm.
b) d é um divisor comum dos polinémios py,p2, ..., Pm-
C) Se d’ é um divisor comum qualquer dos polinbmios py, p2, ... pmentdo d’é

também um divisor de d.

Observacdo 2.6: Um polindmio que satisfaz as condicdes (b) e (c) citadas acima,
chama-se um MDC de pq, ..., pm €M K[X]. E se d é um MDC de py, ..., pnem K[x] e a € K,

a #0 entdo a.d é também um MDC em K[x] desses mesmos polindmios.

Demonstracéao: (do teorema 2.5)
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a) Da igualdade K[x].d = K[x].p1 + ... + K[X].pm temos que existem polindmios

ry, .., meK[x]taisque d=ryps+..+rp, el

b) Seja i e {1,2,...m} e K[x].d = K[x].pr + ... + K[x].pm. Entdo,
pi € K[X].pi cK[x].p1 + ... + K[X].pm = K[x].d e portanto 7r; € K[x] tal que p;i =r;.d, ou
seja, d é um divisor de cada p;, i =1,2,....m.

c) Seja d’ um divisor comum em KIXx], de py, ...,pm, isto é, existe r; € K[x] tal que
pi=rid’, parai=12,..,m.

Assim, K[x].pi < K [x/.d’ qualquer que seja i e {1,2,..m} dai segue que,
K[x].d = K[x].p1 + ... + K[x].pm € K [x/.d’, ou seja, existe r e K[x] tal que d =r.d". []

Se p1, ..., pm € K[X] — {0} entdo pode-se provar que existe um Unico polindmio monico

que é um MDC de py, ..., pmem K[x], o qual denotamos por MDCk{p1, ..., Pm}-

Definicdo 2.12: Se MDCk{py, ..., pm} = 1 dizemos que os polinémios sdo relativamente

primos em K[x].

Observacéo 2.7: Se MDCk{ps, ..., Pm} = 1 entdo existem ry, ..., rn € K[x] tais que

rip: + ... + rmpm = 1 (veja itam a) do teorema 2.5).

Polindmios irredutiveis e ideais maximais.

Seja K um corpo e K[x] o dominio dos polindmios sobre K na indeterminada x.
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Definicdo 2.13: Seja f e K[x] tal que grau f > 1. Dizemos que f & um polinbmio
irredutivel sobre K se toda vez que f=g.h, sendo que g € K[x] e h € K[x] entdo temos
g = a constante ndo nula em K, ou h = b constante ndo nula em K. Se f ndo for irredutivel

sobre K dizemos que f é redutivel sobre K.

Observacao 2.8: Todo polinémio de grau 1 € irredutivel.

Demonstracéo:

Seja f € K[x] onde grau(ff = 1, se f = g.h temos entdo que
grau(f) = grau(g) + grau(h). Como grau(f) = 1 entdo 1= grau(g) + grau(h) e
dai grau(g) =0 ou grau(h) = 0. Conseqlientementeg e K ou h eK. [

Definicdo 2.14: Seja A um anel comutativo com unidade e | um ideal de A. Entdo
dizemos que | € ideal maximal, se e somente se, | # A e para todo ideal M de A tal que

| =M A, tivermos M =1ouM =A.

Teorema 2.6: Se A é anel comutativo com unidade. Entdo | é ideal maximal, se e

somente se, A/l é um corpo.

Demonstracao:

(=) Suponhamos | ideal maximal de A, e seja [0] = [a] € A/l. Devemos provar que
existe [b] € A/l tal que [a].[b] =[1]. Se L = A.a ideal principal de A gerado por a, temos
que: I +L={+y:x el yel}éumideal de A contendo I, e mais [a] =0 se e
somentesea 1. Comoa=1a eL <l + L temos que | + L é um ideal que contém | e
mais | + L =1.

Pela maximalidade de | seqgue que A=1+Ledaivem, 1 el+L=Fuel,vel

taisquel =u+v.
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Masv e L = A.aetemos quev =Db.aparaalgumb € A ouseja, 7b € A, 7u € | tais
quel=u+b.a.
Ora tomando as classes em ambos os membros, segue que, [1] =[u + b.a] =

[u] + [b].[a] =[0] + [b] [a], isto €, [a].[b] = [1].

(<)Suponhamos que A/l seja um corpo. Assim [0],[1] € A/l =1 =A.

SeM =l éumideal de Ael M c A, entdo temos que existe a € M, a £ |, ou seja,
[a] =[0]. Como A/l é corpo 7b € A tal que [a].[b] =[1]; ou ainda, a.b =1 (mod I).

Mas, a.b =1 (mod I) se e somente se a.b—1 1. Logo existem Fu e | tal que
ab-1=u,eistonosdizque, 1=ab-uComoaeMsegue ab € M e como
u €l <M temos também u € M. Logo concluimos que 1 = a.b —u € M e imediatamente

temos M = A. Portanto | é ideal maximal de A.[]

Teorema 2.7: Sejam K um corpo e p € K[x]. Entdo as seguintes condi¢Ges sdo
equivalentes:
a) p € irredutivel sobre K.
b) I = K[x].p € um ideal maximal em KI[Xx]

c) K[x]/1 é um corpo, onde | = KI[x].p.

Demonstracéo:

Queremos mostrar que | = [p] = p.K[x] é ideal maximal em K[Xx].

a)=b). Sejal =K[x].p={g.p: g eK[x]}.

Como grau(p) =1 temos imediatamente que | =K|[x], pois1 £ I.

Seja J = K[x].h (lembremos que todo ideal de K[x] € ideal principal) um ideal de K[Xx]
tal que I < J vamos provar que J = | ou J = K[x]. De fato, p € K[x].p < K[x].h, nos diz
que, p = g.h paraalgum g € K[x]. Como p € irredutivel temos que ge K* ou h e K*,

Se ge K* temos que h = g™.p e portanto J = K[x].h cK[x].p = I. Logo J = 1I.

Seh e K*temos que 1 € J, logo J = K[x].
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b)=a) Seja | = K[x].p um ideal maximal em K[x]. Assim | = K[x] temos que
grau(p) > 1.

Suponhamos g e h € K[x] e p = g.h. Segue entdo que | < J = K[x].h e como | é
maximal temos que | = J ou J = K[x].

Se l =Jentdo h e I = K[x].p entdo temos que h = f.p para algum f e K[x]. Dai segue
que p = g.f.p. Como p =0 e K[x] é um dominio de integridade teremos 1 = g.f, ou seja,
g € K* (pois grau(g) = 0).

Se J = K[x] teremos que 1€ J, entdo existe t € K[x] tal que tth =1, ouseja, h e K*.
Consequentemente p € irredutivel em K.

b) < c) A equivaléncia sai diretamente do teorema 2.6. [

Fatoracéo Unica

Definicéo 2.15: Seja D um dominio, dizemos que D é um dominio de fatoragéo Unica
se todo elemento xe A — {0} pode ser escrito na forma, f = u.r;...rn, (tendo a possibilidade
de f = u quando m = 0) onde os r;;; sdo elementos irredutiveis (ndo necessariamente
distintos) e u € um elemento inversivel de A. Essa expressao é Unica a menos da constante u

e da ordem dos elementos ry...rn.

Vamos provar agora que K[x] é um dominio de fatoracéo Unica.

Teorema 2.8: Seja K um corpo. Entdo todo polindmio f e K[x] — {0} pode ser escrito
na forma, f = u.pi..pm onde os p,s; sdo polinbmios irredutiveis sobre K (nédo
necessariamente distintos) e u e K-{0}. Essa expressao é Unica a menos da constante u e da

ordem dos polindmios p;...pm.

Demonstracao:

Sejaf e K[x] — {0}. Provaremos por indugéo sobre grau(f) = n.
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Se n=0 teremos f=u, sendo uma constante ndo nula. Assim, podemos assumir
grau(f)=n>1.

Se f é irredutivel ndo h& nada para demonstrar (toma-se m = 1, u =1 e p; = f). Se ndo, f
¢ um polinbmio redutivel sobre K. Assim, existem polinémios g, q < K[x], onde
1 <grau(g) <n, e 1 <grau(q) <ntais que f =g.q.

Por hipotese de inducdo temos que g = a.p;....pr, com a € K[x] — {0} e py,...pr
polindmios irredutiveis sobre K. Também temos que h = bpr+1...pm, b € k - {0} € Pr+1,...,Pm
polindmios irredutiveis sobre K. Deste modo

p = (ab).ps....pr Pr+1.---Pm
sendo u = a.b uma constante ndo nula e 0s p;, polindémios irredutiveis sobre K.

Demonstraremos agora a unicidade da expresséo.

Suponhamos f = u.ps...pm = ©#’.¢q1....0s onde u e u’ € K - {0} e p1,....Pm, Q1,...,Qs S0
polindmios irredutiveis sobre K.

Usaremos inducao sobre m.

Se m = 0 temos que s = 0 pois 0s g, sdo polindmios irredutiveis sobre K, resultando
que f =u onde u € K-{0}.

Suponhamos m >1.

Assim temos, p1 \ (01 ..0s) dai segue que existe u; € K - {0} tal que gi = u;.ps.

De pi = u;.p1 e sendo K[x] um dominio temos que: u.pz...pm = (U.Ui).(01...0i-1)(-Qi+1...0s)
dai segue pela hipétese de inducdo que m — 1 = s — 1 (ou seja, m = s) e cada Q; esta
associado com algum p; através de uma constante.

Isto finaliza a demonstracéo do teorema. [

Corolario 2.6: Sejam K um corpo e f;, f, € K[x] dois polinbmios primos entre si; seja
h e K[x]. Entdo:
1)  E possivel calcular efetivamente g1, go  K[X]
tais que h = g;.f; + go.fo.
2)  Segrau(h) < grau(f,) + grau(f,), tais g1 € g, podem ser tomados com
{grau(9:) < grau(fz) (ou g1 = 0) grau(gz) < grau(f:) (ou g.=0)
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Demonstracéo:

1) Sabemos que a divisdao em K[x] é efetiva. Como f; e f, sdo primos entre si, podemos
efetivamente encontrar (pelo teorema 2.5) dois polindmios ¢; e @, € K[x] tais que 1 = ¢.f;
+ ¢.fy, logo para qualquer polindbmio h € K[x] temos que h = h.¢..f; + h.gf,. Portanto
basta tomarmos g; = h.¢y € g2 = h.¢,.

2) Pela proposicdo 2.1 podemos efetivamente encontrar g, r e K[x] tais que
01 =f.q + rcom grau(r) <grau(f,) our =0.

Tem-se entdo h = r.f; + [f..g + g2].f» como grau(h) < grau(f;)) + grau(f,) e
também grau(r.f)) < grau(f;) + grau(f;) (our=0), entdo temos que grau([f.q +
02].f2) < grau(f;) + grau(f,) (ou fi.q +g, = 0), portanto, f;.q + g, tem grau menor que grau
de f; (ou é o polinémio nulo). Logo os polinémios r e (f1.q + g2) tém as propriedades

desejadas. [

Definicdo 2.16: Seja F(x) = ax" + ... +aix € D[x]. O conteido de f(x) ¢
o M.D.C.{ay, ..., ap}, e sera denotado por c(f(x)). Dizemos que f(x) é primitivo em D[X] se
o0 contetdo de f(x) é um elemento invertivel de D, isto é, de maneira equivalente, se f(x) ndo

tem fator n&o-trivial de grau zero.

Lema 2.1 (Gauss): Sejam D um dominio fatorial e K seu corpo de fracoes.
1) Se g € D[x] tem grau >1, entéo:
a) g ndo é um produto de dois fatores de grau >1 em DJ[X] se e somente se g ndo é
um produto de dois fatores de grau >1 em K[x] (isto € g é irredutivel em K[x])
b) g é irredutivel em D[X] se e s6 se g é primitivo em D[x] e g é irredutivel em
KIX]
2) Sejam g, h polindmios primitivos em D[x]. Ent&o g e h s&o associados em D[x] se e
somente se g e h sdo associados em K[x]
3) Sefeg e DI[Xx], entdo c.(f.g) = c.(f).c.(9)

Demonstracéo: Ver referéncia [4]
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Teorema 2.9 (Gauss): Seja D um dominio fatorial. Entdo D[x] € um dominio fatorial.

Demonstracao

Seja f(x) € D[x] <KI[x].

Existéncia de uma fatoracdo em elementos irredutiveis em D[Xx]. Escreva f = d.f;, onde
d € D é o contetdo de f e f; é primitivo em D[x]. Como D é fatorial, d possui uma
fatoracdo d = p;...prcom py...p; irredutiveis em D e portanto irredutiveis em D[x]. Como
f; € D[X] < K]X], f1 possui uma fatoragdo em K[x], digamos f; = q;...qr com q; € K[x], q
irredutivel em K[x] Vi =1,...,r. Escreva qi = (ai/b;).gi’ com a;, b; €D, comb; =0 e
gi’ € D[X] primitivo; q; sendo irredutivel em K[x], gi" € irredutivel em K[x] , logo pelo
lema 2.1, g;’ é irredutivel em D[x]. Temos entdo f; = qi...0r = (az...a/bs...by).qi"...q;" €
portanto b;....b.fy = a;...ar.qi"...qr .

Como f; e gi’ sdo primitivos, temos que b;...b, e a;...ar sdo associados em D. Logo
(az...ar/bs...by) € um elemento invertivel de D. Denotando este elemento por n, temos que
f= n.p1...p.01"...qr " € uma fatoragdo de f em elementos irredutiveis de D[x].

Unicidade da fatoracéo.

Sejam f = p;....pt.Q1...qr, (ONde p1...p; sdo fatores irredutiveis de grau O e g;...0r Sao
fatores irredutiveis de grau > 1) duas fatoracdes de f em D[x]. Como pj...p: € U;...U;" SA0
ambos conteudos de f, logo pi...pt = &us...u;” com ¢ invertivel em D. Pela unicidade da
fatoracdo em D, temos que ¢ = ¢’, médulo a ordem, e que p; e u; sdo associados em D e logo
também em D[x]. Agora temos que &0Qi...0r = Vi...Vy, por hipOtese 0s ¢; € 0S v; sdo
irredutiveis em D[X] e de grau > 1, logo pelo lema 2.1 sdo irredutiveis em KI[x]. Pela
unicidade da fatoracdo em K|[x] obtemos » = r’ e, mdédulo a ordem, que ¢; e v; séo
associados em K[x] e irredutiveis em D[x] de grau > 1, entdo eles sdo primitivos em D[X],

e portanto, sdo associados em D[Xx] (pelo lema 2.1). []
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Resultante de dois Polindbmios

Definicdo 2.17: Seja D um dominio. Sejam f = aX" + a;x" ' + ... + a, com

a #0 e g= box" + byx" !

+ ... + by, com by # 0 dois polinbmios em D[x] de grau >1.
A resultante de f, g, denotada por Ryg, € 0 elemento do dominio D dado pelo determinante

da seguinte matriz:

aO al ................ an.]_ a.n
aO a]_ .................. an.]_ an
R= ag A1 .eeeeeee. an-1 an
bO bl ................ bn-]_ bn
bo bl ................ bn_]_ bn
[ e bO b]_ ...... bn-]_ bn

Ou seja, Rty = det(R).
sendo que existem m linhas de a;’s e n linhas de b;’s as quais sdo completadas com zeros.

A resultante entre um polindémio f e sua derivada f/” (quando f* ndo € constante) é chamada

discriminante de f.

Exemplo 2.5: Seja f = ax® + bx + ¢. Vamos calcular o discriminante de f:

Solucdo: f=ax?+bx +c

f =2ax+Db
a b ¢
R = 2a b 0
0 2a b

Det(R): = -a(b? — 4*a*c)
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Notemos que quando “a” € diferente de zero o discriminante de f é igual a zero, se e

somente se, b? — 4*a*c = 0 que coincide com o discriminante da férmula de Baskara.

1

Teorema 2.10: Seja D um dominio. Sejam f = aox" + a;x" ~* + ... + ap,, comap #0 e g

= boXm + b1Xm -1

+ ... + by, com by =0 dois polinbmios em D[X] de grau >1 . Entdo:
1) As seguintes condi¢des sdo equivalentes:
()  Ri=0
(i)  Existem polinémios 0 #f; e D[x] degrau <(n—1),0 #g; €
D[x] de grau <(m — 1) tais que f;.g = g..f.
2) Se D é um dominio fatorial, essas condi¢fes sdo também equivalentes a:

(iii)  fe g possuem um fator comum em D[x] de grau >1.

Antes de demonstrarmos o teorema 2.10 vamos fazer um exemplo para melhor

compreensdo da demonstracao.

Exemplo 2.6: Sejam f=x+ 33+ x>+ 2x + 1e g = x* + 3x* + 3x* + 3x +2

10 312 10 0 0]
010312100
001031210
000103121

R=11 33320000
013332000
001333200
000133320
00001 3 3 3 2

Rf’g:O

Queremos encontrar f; =0 e g1 =0 tais que f;.g = 01.f.
Vamos tomar f; e g; genéricos, sendo f; = ax* + ax® + as® + axx + as e

g1 = box® + box? + bax + by, vamos calcular h = f,.g e h; = g..f, ou seja,.
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hi=3ax°+ax"+3a x°+3a,x*+3a,x+a x'+3a,x’+3a,x*+3a,x+3a,x°
+3a,x°+3a,x'+a,x’+3a,x°+3a,x* +3a,x’+a,x°+3a,x* +2a,+2a x'
+2a,x°+2a,x°+2a,x+a x+3a x’

h1:=b x*+3b x°+b x°+2b x*+b x*+b x"+3b x° +b x*+2b, x* +b, x* + b, x°

4 3 2 5 3 2
+3b3x +b3x +2b3x +b3x+b4x +3b4x +b4x +2b4x+b4

A igualdade de polinbmios nos leva ao seguinte sistema homogéneo,

a =b
a,+3a =b,
3a +3a,+a,=3b +b,
3a,+3a,+3a,+a,=b +3b,+b,
a;+3a,+3a,+3a,+2a =2b +b,+3D,
3a,+3a,+3a,+2a,=b +2b,+b,+3b,
3a,+3a,+2a,=h,+2b,+b,

3%+2%:Q+2m

2a,=b,
cuja matriz é

1 0 0 0 0 -1 0 0 O]
31 000 0-1 00
331 00-3 0-10
33310 -1-3 0 -1
M=12 3 3 3 1 -2 -1 -3 0
0 2333 -1 -2 -1 -3

0 023 3 0 -1 -2 -1

0 0023 0 0 -1 -2
0 000 2 0 0 0 -1

Comparando a matriz do sistema homogéneo com a matriz da resultante percebemos

que as quatro primeiras linhas da matriz da resultante sdo iguais as quatro ultimas colunas
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da matriz do sistema respectivamente multiplicadas por —1, e que as cinco Ultimas linhas
da matriz da resultante s&o iguais as cinco primeiras colunas da matriz do sistema.
Conclusdo 0 = Ryg = #det(M). Logo vao existir f; e g;, ambas néo nulas tais que f;g = gaf.
resolvendo o sistema encontramos uma solucéo particular, f; = 4x* — 13x® + 8x?— 22x — 13

e g1 = 4x% — x* — 31x — 26. Mas sabemos que existem infinitas soluces possiveis.

Demonstracéo: (Teorema 2.10)

1) Encontrar 0 = f; = anx™' + X" + ... + on e0 =g =
BX™ + Bx™? + .+ B, em D[X] tais que f;.g = g..f, ou seja, encontrar uma soluco
ndo-trivial em D do seguinte sistema de (n + m) equacdes nas incognitas i, S, ..., S,
a1, 09, ..., O

(termo em x™™ 1) ao. B —bo.on =0

n+m72)

(termo em x a.ptag. fo—b1.ag—bpay=0

(termo constante) an. fmn—bm. =0

Agora, podemos ver que existe uma solugdo ndo trivial deste sistema em D se e sO se
existe uma tal solucdo no corpo de fraces K de D, ou seja, pela regra de Cramer, se e s0 se
o0 determinante da matriz M dos coeficientes do sistema € nulo. Isto ocorre, seesose  Rig
= 0. De fato, cada coluna 1 >j <n de M ¢ igual a linha correspondente da matriz usada na
definicdo de Rty e cada coluna n+1 >j <n+m de M ¢€ igual a linha correspondente da
matriz usada na definicdo de Ry multiplicada por (-1), deste modo temos que
det(M) = #Rigq.

2) iitf)=1i) Como f e g possuem um fator comum p em D[x] de grau >1, entdo temos:
f=p.fy comf; € D[X], grau(f;) <n

g =p.g1 com g; € D[x], grau(g;) <m
e, claramente, f;.g = g1.f.
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ii)=iii) Sejam f;, g; € D[X] tais que f;.g = g1.f. Sendo D[x] um dominio fatorial, todos
os fatores irredutiveis de grau > 1 de f aparecem no produto f;.g, nem todos eles podem
aparecer em f; pois, por hipotese, temos grau f; < grau(f); assim, pelo menos um dos

fatores irredutiveis de grau >1 de f aparece em g. [

Exemplo 2.7: Sejaf=x*+ 2x + 1 e g = x> + x* € Z[X], determine Ry

Solugdo: f=x*+2x+1,n=2ondeay=1,a,=2ea, =1

g=x+x*+0x+0,m=3,0ndeby=1,b;=1,b,=0ebz=0

121 0 0
01210
001 21

A=11 10 0 0
011 0 0
Reg = det(A) = 0

Como Rty = 0, entéo temos que f e g possuem um fator comum em D[x] de grau > 1.
Fatorando as expressoes teremos:
f=x?+2x+1=(x+1)°eg=x"+x* = (x + 1)x*

Logo, o fator comum entre fe g é (x + 1).
Exemplo 2.8: Sejaf=x3+ 7x° + 16x + 12e g = x° - 2x*- 2¥°* + 4 e Z[x], determine
Solucéo: f = x3 + 7x% + 16x + 12 onde pw=la=7a=16ea3;=12

g=x"+0x*-2x* - 2x*+ O0x+4onde bp=1,b;=0,eb,=-2,bs =-2,

b4=Oeb5:4.
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17 16 12 0 0 0 O]
01 7 16 12 0 0 0
00 1 7 16 12 0 0
00 0 1 7 16 12 0

R=1o0 0o 0 1 7 16 12
10 2 22 0 4 0 0
01 0 -2 -2 0 4 0
00 1 0 -2 -2 0 4

Riy = det(R) = -81200

Como Rty = - 81200 =0, temos que f e g ndo possuem um fator comum. Se fatorarmos
as expressoes temos:

f=x3+ 7%+ 16x + 12 = (x + 2)%(x + 3)

g=x-2x° -2+ 4= (x*-2)(x* - 2). Portanto, pela fatoragao verificamos novamente

que f e g ndo possuem um fator comum.

Corolario 2.7: Sejam D <D’ dois dominios, D fatorial. Sejam f, g € D[x] de grau > 1.
Entdo, f e g tém um fator comum de grau >1 em D[x] se e sO se eles tém um fator comum

de grau >1 em D’[x].

Demonstracéo:

Se f e g tm um fator comum de grau >1 em D’[x] entdo pela implicacéo iii)=ii) do
teorema 2.10 temos que Rty =0 (pois ndo precisa supor D’ fatorial). Logo f e g tém um fator
comum de grau >1 em DI[X] (pela implicagdo i)=iii) do teorema 2.10).

Como f e g tém um fator comum de grau > 1 em D[x] (pela implicagdo i)=iii) do
teorema 2.10) e por hipotese temos que D[x] < D’[X], logo f e g tém um fator comum de

grau >1em D’[x]. [
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Observacado 2.9: Dados dois polindmios f, g € D[x] de grau > 1, é sempre possivel
calcular a resultante deles e consequentemente, quando D for fatorial, é possivel determinar

se eles tém ou ndo um fator comum de grau >1 (pelo teorema 2.10).

Proposicdo 2.3: Seja D um dominio. Sejam f= ax"+ax" '+ ..+ a, a =#0eg=
box™ + bix™ 1 + ... + by, bo =0 dois polindmios em D[x] de grau >1. Entdo:
1) A resultante Rig € uma soma de termos do tipo # ai,....,&imbj1...0jn cOM

Demonstracao:

1) Rig = det(cij) 1 <i, j <m + nonde

aral <i<m,c;= ra.sei<j<i+n
j j J

0, caso contrario

param+1_<i_<m+n,ci,-:{bm+,--isei-m_<j_<i

0, caso contrario

Agora, det(cjj) € uma soma de termos do tipo £ Cij1.Coj2...Cmjm.Cm+1jm+1---Cm+njm+n, COM
{it,--Jmdmstseeament = {1, 2 ,..., m+n}. Um tal termo é igual a zero ou igual a
28j1-1.852-2- .8 m-m-Pm+jm+1-m+1)--Ometjm+n-(m-+n).-

A soma S dos indices deste termo € igual a:
S: (jj__l) + 02'2) + + (jm_m) + (jm+]__1)+ + (jm+n_n) =

v (n;mj(n+m+1)—g(m+1)—g(n+l)=

&
:
7
o

k=1 u=1 v=1 1=1 u=1 v=1
n m m> m n> n n> nm n mn m m m’
=l =+—|n+m+1)-——————— —
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
m n> n_nm mn_2nm .
—————— = = =n.m
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Faremos um exemplo pratico para compreender melhor a relacdo dos elementos da

matriz cujo determinante € Ryg (a resultante de fe g) com os coeficientes dos polindbmios f
eg.

Exemplo 2.9: f(x) = x* +1, g(x) = x - 1
f(x)=x?+0x+1,m=2a=1a=0a=1
gx)=x-1,n=1by=1b;=-1

1 0 1

R={1 -1 O

0O 1 -1

det(R) =2
m=1
n=2

1sisL{m4 sei<j<3
0, caso contréario
2<i<3,Cj=[ bmij-i sei—1 < j<i
{ 0, caso contrério

Assim,
Cy= [aj-i,5e1<j<3

{ 0, caso contrario
Ciui=ar1=a=1
Cip=a1=a1=0

Ciz=azg1=a,=1

Coj = [bmsj-i,5€1< j<2
{ 0, caso contrario

Co1 = b1412=bp =1

C22 =D1rp2=by =-1

Co3 = Db1432=b2=0
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C3j= [bm+j-i,se2< j<3
{ 0, caso contrario

C31=0

C32 = br4o3=bp=1

C33 = Dbr4g3=by1=-1

Sejam K um corpo e K[x,y] = K [X][y] = K [y][X]. Como K[x] é dominio temos que
K[x,y] é dominio. Mas como K[x] ndo é corpo, vamos perder alguns resultados que eram

validos em K[x]. Por exemplo, veremos a seguir que KI[x,y] ndo sera anel principal.

Proposicao 2.4: Seja K um corpo. Entdo K[x,y] ndo é anel principal.
Demonstracéo:

Lembremos que [x,y] ={h.x + r.y: h,r e K[x,y]} e que [p] = {s.p: s € K[x,y]}.
Suponhamos por absurdo que exista p e K[x,y] tal que [X] + [y] = [x,y] = [p]. Entéo
temos que
1) Existem hg e ro em K[x,y] tais que ho.x + ro.y = p
2) Existe sy € K[x,y] tal que x =1.x +0.y = so.p
3) Existe s; e K[x,y] tal quey =0.x +1.y =s;.p

Denotemos gr(f) = grau de f na varidvel y. Desde que K[x] € dominio temos  que
0 = gr(x) = gr(sop) = gr(so) + gr(p) =gr(p) =0 =p e K[x].

De modo analogo deduzimos que p € K[y]. Logo p € K*.

Como p € K* entdo p € U(K[x,y]) e assim, [p] = K[x,y] o que é absurdo pois
1 # K[x,y]. Logo K[x,y] ndo € principal. [
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Definigdo 2.18: Sejam K um corpo e o € K tal que a = 0, definimos o grau do
mondmio (ax'y') por grau(ax'y’) =i + j. Se f(x,y) é um polinémio ndo nulo em K[x,y],

definimos o grau(f) como sendo o maior grau dos mondmios que aparecem em f(x,y).

Dados f(x,y), g(x,y) dois polinbmios em K[x,y] de graus n, m >1, escrevemos:
f(xy) = aoy" + any"™* + ... + a
g(xy) = boy™ + byy™" + ... + b,
onde para cada i e j temos: & € K[x] é nulo ou grau(a;) <'i, e bj € K[x] é nulo ou

grau (b)) <j.

Exemplo 2.10: f(x,y) = x* + x*y* + x e R[y][X]

f(x,y)= aox® + arx* + ax® + agx? + auX + as, onde

a=1
a=0
a; = y?
az;=0
au=1
as=0

Exemplo 2.11: g(x,y) = 3y° + X%y + xy + x + X° e R[y][X]

g(xy) = agy’ + ary* + azy® + agy? + asy + as onde

=3
a1=0
a=0
a3=x
aq =X

— 5
as =X+ X
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Exemplo 2.12:

a) fi=x+xy/

grau(f)) =i+j=1+2=3

b)  fa=xy+ Xy +yx
grau(f;)) =2+1=3

) fa=x+xy
grau(f;) =2+2=4

Denotamos por Vg(f) o conjunto dos pontos em R? da curva plana afim determinada por
f(x,y) € R[x,y], isto é, Vr(f) = {(a,b) e R?/f(a,b) = 0}. No préximo capitulo mostraremos
um importante resultado o Terorema de Bezout o qual estabelece uma cota superior para o
namero de interse¢Oes de duas curvas afins determinadas por polinémios f e g que ndo tem

fator comum.

Exemplo 2.13:

fixy) =x*—y e R[xY]

Vr(f) = {(a,b) e R?*/f(a,b) = 0}

Vr() ={(ab) eR*/a’~b =0}

Vr(f) = {(a,b) € R?/a? = b} (uma parébola)
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Exemplo 2.14:

f(x.y) = x42 + y*3 -1 e R[x,y]

Vr(f) = {(a,b) e R?*/f(a,b) = 0}

Vr(f) ={(a,b) e R*/a%2 + b*3-1=0}

Vr(f) ={(@b) eR? / a%2 +b*3 =1} (uma elipse).

N
AN I
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Capitulo 3
Aplicacdes

Neste capitulo faremos as demonstragdes do Teorema do Hexagono de Pascal e do
Teorema de Pappus.

Para isso, faremos primeiro a demonstragdo do Teorema de Bezout, que sera a
ferramenta fundamental na demonstracdo dos principais teoremas apresentados neste
trabalho.

Teorema 3.1 ( Teorema de Bezout): Seja K um corpo. Sejam f(x,y) e g(x,y) dois
polindmios em K[x,y] de graus n ,m >1. Se f(x,y) e g(x,y) ndo tém fator comum em K[x,y],

entdo AVk(f)Vk(g)) <n.m (sendo que # indica a cardinalidade do conjunto)..

Demonstracéo:

Para provar este teorema precisamos da resultante (denotada por Rig(y)) de f(xy) e
g(x,y) considerados como polindmios em K[y][x], onde a; = ai(y) e b; = bj(y). Como f(x,y) e
g(x,y) ndo tém fator comum em KJy][x], pelo corolario 2.7, segue que f(x,y) e g(x,y) ndo
tém fator comum em K(y)[x]. Portanto, pelo teorema 2.8, existem a, b € K(y)[X] tais

quel=af+h.g.

a eK(y) =>a=ag+ax' + ... + axx" onde a;, ¢; € K[y], sendo ¢; =0 para todo i.
Co C1 Cn

b e K(y) = b =bg+bix' + ... + bx" onde b;, d; e K[y], sendo d; =0 para todo i.
do di d,

Tomemos d :[Hci j[ﬁd’j e K[y].

Multiplicando 1 = af + bg por d obtemos d = adf + bdg = hy.f + h,.g onde hy, h, €
K[x,y], e d e K[y].
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Se (o, 8) e K*étal f(er,8) = 0 = g, ), entdo d() = 0. Assim existe apenas um nlimero
finito de ordenadas possiveis para um ponto em K? estar na intersecdo das curvas
determinadas por f e g, a saber as raizes em K do polinémio d(y).

Para uma ordenada fixa B e K, existem no méximo n pontos em K? que pertencem a
curva determinada por f, os pontos (o) e K? tais que f(e, /) = 0, donde segue que
AVk(f)Vk(9)) <

Tomando uma extensdo de K se necessario (por exemplo K(z) onde z é uma nova
variavel), podemos supor que K é infinito.

Como o nimero de pontos da intersecdo € finito, 0 nimero de retas passando por esses
pontos também é finito.

Tomando y = 0 uma reta que ndo seja paralela a nenhuma das retas, obtemos um
sistema de coordenadas no qual pontos distintos da intersecdo tém ordenadas distintas.

Logo: AVk(f)Vk(9)) = AP € K: f(a,p) e 9(a,p) tem raiz comum} <

<HAp eK: f(a,p) e g(, f) tem fator comum} =
= AP € K: Rig(B) = 0} (pelo teorema 2.10) <
<grau(Rsg4(y)) (pelo coroléario 2.3) <

<n.m (proposicéo 2.3). []

Exemplo 3.1: f(x,y) = X2+ y*/3 - 1 e g(x,y) = X*- y* -1 em R[x.y].

Como f tem grau 2 e g tem grau 2 e f(x,y) e g(x,y), temos que AVr(f)Vr(Q)) <2.2, ou

seja AVr(f)Vr(9)) <4.
Graficamente podemos observar os quatro pontos da intersecao.
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Exemplo 3.2: f(x,y) = X*+ y - 3e g(x,y) = x- y* -1 em R[x.y].
Como f tem grau 2 e g tem grau 2, temos que AVr(f)Vr(Q)) < 2.2, ou seja
#(Vr(f)Vr(9)) <4.

Graficamente podemos observar que neste caso existem dois pontos de intersecéo.

Seja R o corpo dos niimeros reais. Lembramos que as conicas irredutiveis em R? sdo as
pardbolas, as elipses e as hipérboles; com uma escolha adequada de coordenadas, suas
equacdes sdo do tipo y = ¥, (x/a)® + (y/b)?> = 1 e (x/a)* — (y/b)? = 1, respectivamente.

Vamos agora aplicar o teorema de Bezout para obter o resultado seguinte: os pontos de
intersec¢do (quando eles existirem) dos lados opostos de um hexagono inscrito numa conica

irredutivel sdo colineares. De maneira mais precisa:

Teorema 3.2(Teorema do hexagono de Pascal): Sejam P;,..., Pg seis pontos distintos
sobre uma cénica irredutivel C. Se as retas P;P, e P4Ps se intersectam em Qg, se as retas
P,P3 e PsPg se intersectam em Q; e se as retas P3P, e PgP; se intersectam em Qs, entdo os

pontos Q1, Q2, Q3 sdo colineares.
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Demonstracao:

Escolhe-se um sistema de coordenadas em R® Seja L; a reta PiPi;; com i = 1,..6
(onde, por convencdo, P; = P3), e seja li(x,y) a equagéo da reta passando pelos pontos
P; e Pi+1. Escolhe-se um ponto A sobre C, que seja diferente de P,,...Ps, cujas coordenadas
sejam («, f).

Afirmamos que A £ L; (e similarmente temos que A  L; para cada i = 1,...,6). De fato,
se A pertencesse a L;, entdo P; P, e A seriam trés pontos distintos da intersecdo de L; com
C, contradizendo o teorema de Bezout, onde s6 pode existir dois pontos na intersecéo de L
com C, pois L; tem grau 1 e C é uma curva irredutivel de grau 2.

Consideremos agora o polinémio g(x,y) = lilsls + glolsls com u e R\ {0}. Afirmamos
que grau(g) = 3, pois grau(l;) = 1 para qualquer i = 1,....,6. Por outro lado, os pontos P;,
P,, Q; estdo sobre a curva Vg(g) determinada por g, e também sobre a reta L;. Logo pelo
teorema de Bezout, ou grau(g) >3, ou |, divide g. No entanto € impossivel |; dividir g,
pois, neste caso, I, dividiria ulylslg, 0 que é absurdo pois R[x,y] € um dominio fatorial. Logo

grau(g) = 3.
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Podemos tomar x de maneira que o ponto A se encontre sobre a curva Vg(g), isto &,
1= -li(a.p).13(a.p).1s(a.f)
(. P).1a(e, B).1s(, )

notemos que x4 € R\ {0}, pois A  L; para qualquer i = 1,...,6. Desta maneira, 0s sete

pontos Pi,...,Ps € A se encontram na intersecdo de C com Vr(g), denotando a equacdo da
conica irredutivel C por f(x,y), temos, pelo teorema de Bezout, que f divide g, entdo, existe
um polindmio h(x,y) de grau 1 tal que g = f.h e portanto Vr(g) = Vr(f) WVr(h).

Afirmamos finalmente que Q;, Q2 Qs, sdo colineares, de maneira mais precisa,
afirmamos que Q1, Q2, Qs estdo sobre a reta Vr(h). Ja que Q1, Q2, Q3 pertencem a Vg(g), a
afirmacdo ficara provada se mostrarmos que Q1, Q2, Q3 ndo pertencem a Vg(f) = C.

Suponhamos por absurdo que Q; e C, neste caso, 0s pontos P1, P2, P4, Ps € Q; seriam
pontos distintos da intersecdo de Vr(l1ls) com C, contradizendo o teorema de Bezout (visto

que C é irredutivel). Concluimos desta forma que Q; & C. O mesmo ocorre para Qy, Qs. [

Exemplo 3.3: Para o caso da hipérbole.
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Exemplo 3.4: Para o caso da parabola.

Teorema 3.3: Sejam Py,..., Pg seis pontos distintos sobre uma conica irredutivel C. Se
as retas P1P, e P4Ps5 séo paralelas, se as retas P,P3 e PsPg se intersectam em Q; e se as retas

P3P, e PgP; se intersectam em Qs, entdo a reta Q,Q3 € paralela a reta P1P».

o/

Ps
Ps
Py 4
AN/
2 P3 Q2
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Demonstracao:

Seja L; a reta PiPj+; com i = 1,...,6 (onde, por convencdo, P; = P;), e seja li(x,y) a
equacdo da reta passando pelos pontos P; e Pi+;. Seja L a reta que passa por Q; e Qs.
Suponhamos por absurdo que L intercepte Ly em S, e que L intercepte Ly em T.
Afirmamos que S ¢ C. De fato, caso S pertencesse a C, teriamos P, P, e S trés pontos
distintos da intersecdo de L; com C, contradizendo o teorema de Bezout, onde s6 pode
existir dois pontos na intersecdo de L; com C, pois L; tem grau 1 e C é uma curva
irredutivel de grau 2. Do mesmo modo T & C.

Repetindo os argumentos da demonstracdo do teorema 3.2, temos o polinémio g = l;l3ls
+ ulol4ls de grau 3 e o polindmio h(x,y) de grau 1 satisfazendo g = f.h onde f(x,y) é a
equacao da conica irredutivel C.

Como no teorema 3.1 temos que Q2 e Q3 € Vgr(h=L). Portanto
S, T € Vgr(h)(poisS eLeT eL) assim S, T, Q2 e Qs € Vg).
Sendo S = (s1,52) temos entdo 0 = g(51,52) = l1(51,52)13(S1,52)I5(51,52) +
115(51,52)14(51,52)16(S1,52). Como S e L entdo 11(S1,52)13(S1,52)I5(S1,52) = 0, donde resulta que
12(51,52)14(S1,52)16(51,52) = 0, ou seja, devemos ter um dos seguintes casos: 1(s1,52) = 0,
l4(s1,52) = 0, oulg(s1,52) =0. Resultandoque S € L, ouS € LyouS € L

Agora suponhamos que S € L, e lembremos que S estd em L; (veja definicdo de S)
entdio S = Py, pois P, é 0 Unico ponto da interse¢do de L; com L,, mas isto contradiz o
fato de que S # C, logo S  L,. De modo analogo provamos que S ¢ Lg. Finalmente se
S e L4 temos que L; e Ly possuem um ponto comum, o que contradiz a hipotese de que L;
e L4 séo retas paralelas, logo S # L.

Em qualquer que seja o caso temos um absurdo, logo a reta L ndo pode interceptar a
reta L;. De maneira analoga concluimos que a reta L ndo intercepta a reta L4. Logo a reta

Q2Qg3 € paralela a reta P1P, a qual por sua vez é paralela a reta P4Ps. [
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Exemplo 3.5: Para o caso da hiperbole.

Exemplo 3.6: Para o caso da parabola.
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Teorema 3.4: Sejam Py,..., Pg seis pontos distintos sobre uma conica irredutivel C. Se
as retas P1P; e P4Ps séo paralelas e se as retas P,P3 e PsPg sdo paralelas, entdo as retas P3P,

e PgP; sdo também paralelas.

Demonstracao:

Seja L; a reta PiPj+; com i = 1,...,6 (onde, por convengdo, P; = Pj), e seja li(x,y) a
equacdo da reta passando pelos pontos P; e Pi+1. Suponhamos por absurdo que as retas L3 e
Le se interceptem em um ponto Q. Seja g = lilsls + u lzlslg (como no teorema3.2)
sabemos que Q €Lze Q Lgtemos que Q € Vr(Q).

Também temos que Q « C. Pois, caso Q pertencesse a C, teriamos Py, Pg e Q trés
pontos distintos da interse¢do de Lg com C, contradizendo o teorema de Bezout, onde s
pode existir dois pontos na intersecéo de Lg com C.

Novamente como no teorema2.3 o polinémio g = f.h, onde f(x,y) é a equacéo da conica
irredutivel C e h(x,y) € a equacdo de uma L, acabamos de ver que Q & C de modo que Q e

L. Além disso para qualquer S € L temos que S & C.
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Afirmamos agora que existe S; € LsL ou S; e Ly L (caso contrario teriamos L // Ls
e L //L;sendo assim L, // Ls, e consequientemente L, // L,, 0 que contradiz nossa hipotese.

Se S; elseS;elentdo, S; ¢ Lo ou S; € Ly ou S; € Lg (visto que
g = hlsls + wllsls.). Se S; e L, e S; e Ls entdo as retas Ly e Ls teriam um ponto em
comum, contradizendo a hipotese que L, // Ls. Logo S; #L,.SeS; elLse Sy € Ls entdo
S; = Ps, pois Ps € 0 Gnico ponto comum da intersecdo de L, com Ls, mas isto contradiz o
fatoque S; #C.L0ogo S; g L4. SeS; elge Sy e Lsentdo Sy = Pg, pois Pg € 0 Unico ponto
comum da intersecdo de Ls com Lg, contradizendo novamente o fato S; # C. Logo S; £ Le.

Em qualquer gque seja 0 caso temos um absurdo, logo ndo existe um ponto Q, tal que

Q eLs;e Q e Lgde modo que areta L3 é paralela a reta Lg. [

Exemplo 3.7: Para o caso da hiperbole.

Py P2

P3

Pa
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Exemplo 3.8: Para o caso da parabola.

Teorema 3.5(Teorema de Pappus): Sejam 4; e A, duas retas concorrentes. Sejam Py,
P3, Ps trés pontos distintos sobre A; e sejam P;, P4, Pg trés pontos distintos sobre A,. Se as
retas P1P, e P4Ps se intersectam em Q;, Se as retas P,P3 e PsPg se intersectam em Q- e se as

retas P3P, e PgP1 se intersectam em Qs, entdo os pontos Qi, Q2, Q3 sdo colineares.
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Demonstracao:

Escolhe-se um sistema de coordenadas em R% Seja hi(x,y) a equacdo de 4; e ha(x,y) a
equacdo de A,. Seja L; a reta PiPi+; com i = 1,...,6 (onde, por convengdo, P; = P), e seja
li(x,y) a equacdo da reta passando pelos pontos P; e Pj+;. Escolhe-se um ponto A na
intersecdo das retas A; e Ay, sendo A diferente de Py,..,Ps, € sejam (&, ) suas coordenadas.

Temos que A ¢ L, pois se A € L;, entdo Py, P, e A seriam trés pontos distintos da
intersecdo de L; com a reta A;, contradizendo o teorema de Bezout, onde s6 pode existir um
ponto na intersecdo de L; com a reta A;, pois L; tem grau 1 e 4; tem grau 1. De modo
analogo A ¢ L;,comi=1,...,6.

Considere agora o polindmio g(x,y) = lilsls + ulolsle com u € R\ {0}. Temos que
grau(g) = 3, pois grau(l;) = 1 para qualquer i = 1,....,6. Por outro lado, os pontos Py, P2, Q1
estdo sobre a curva Vg(g) determinada por g, e também sobre a reta L;. Logo pelo teorema
de Bezout, ou grau(g) > 3, ou |; divide g. No entanto é impossivel |; dividir g, pois, neste
caso, I dividiria ulal4ls, 0 que € absurdo pois R[x,y] € um dominio fatorial. Logo
grau(g) = 3.

Agora vamos escolher x# de maneira que o ponto A se encontre sobre a curva Vg(Q),
isto é,

u=-l(a.pf).Is(e.f) ls(a.f)
L(a,f)1a(ax, B).16( 0, )

1 € R\ {0}, pois A & L; para qualquer i = 1,...,6. Desta maneira, os sete pontos Py,...,Ps e A

se encontram na intersecdo de 4; e 4, com Vgr(g). Como A, Py, P3, Ps € Vgr(g), € como por
hipdtese temos que A, Py, P3, Ps € hi(X,y), entdo pelo teorema de Bezout, temos que hy(X,y)
divide g(x,y), assim existe um polindbmio h(x,y) de grau 1 tal que g = hi(X,y).h(Xx,y)
onde h e R[x,y]. Da mesma forma temos que A, P, P4, Ps € Vr(Q) e por hipbtese temos
que A, Py, P4, Ps € hy(x,y), entdo pelo teorema de Bezout, temos que hy(x,y) divide
g(x,y), entdo existe um polindmio hs(x,y) de grau 1 tal que g = hy(xy).hi(X,y)
onde hs(xyy) € R[xy]. Portanto g(x,y) = ha(x,y).ha(x,y) = hi(x,y).h(x,y) entdo
hi1(x,y) = oha(x,y) ou hi(x,y) divide ha(x,y). Se ocorresse hi(x,y) = 8.ha(x,y) entdo A4; = A, o
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que contradiz a hipdtese A; = A, portanto g(x,y) = hi(x,y).ha(Xy).hs(x,y), onde
ha(x,y) tem grau 1 e portanto Vgr(g) = Vr(h1) Nr(h2) Nr(h3).

Afirmamos finalmente que Q;, Q; Qs, sdo colineares, de maneira mais precisa,
afirmamos que Qi, Q2, Qs estdo sobre a reta Vr(h3). J& que Q1, Q2, Qs pertencem a Vr(g) a
afirmacdo ficard& provada se mostrarmos que Q;, Qz, Qs ndo pertencem a
Vr(h1) Nr(hy).

Se Q1 € Vgr(h1) 0s pontos Py, P,, P4, Ps e Q1 seriam pontos distintos da intersecdo de
Vr(l1ls) com Vgr(h;) resultando que hy(x,y) divide l1(x,y) ou hi(x,y) divide l4(x,y) donde
teriamos que L; = A; ou Ly = A; 0 que é um absurdo. Logo Q; ¢ Vgr(h1). Da mesma
maneira Q; ¢ Vgr(hy). O mesmo ocorre para Q,, Qz. Logo Qi, Q,, Q3 ndo pertencem a

VR (h1)) NVr(hy). [
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Conclusao

Para que este trabalho fosse realizado, inicialmente foram revistos conteudos sobre
polinémios estudados durante a graduacdo. Ap0Os essa etapa, foram estudados contetidos
ndo conhecidos, que ampliaram meus conhecimentos. Abordamos no trabalho resultados
importantes como a resultante de polindmios e o Teorema de Bezout, tomamos cuidado de
manter o rigor matematico nas demonstracdes de quase todos os teoremas apresentados. O
desenvolvimento deste trabalho possibilitou aprofundar conhecimentos adquiridos em
Algebra, principalmente sobre polinémios.

Para completar o trabalho foi necessario aprender a utilizar o Equation para digitar as
expressdo algébricas e o Software Maple para a construcdo dos gréficos e construgdo de

matrizes, o que contribuiu para uma melhor formacao em informaética.

57



[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

DOMINGUES, Hygino H.; IEZZI, Gelson. Algebra Moderna. S&o

Paulo: Atual Editora, 1982.

GONCALVES, Adilson. Introducdo & Algebra. 3. Ed. Rio de Janeiro:
IMPA, 1979.

IEZZI, Gelson. Fundamentos da Matematica Elementar. VVolume 6. Sdo
Paulo: Atual Editora, 1993.

GARCIA, Arnaldo; LEQUAIM, Yves. Algebra: um curso de introdugéo. 2. Ed.
Rio de Janeiro: IMPA, 1988.

BOYER, Carl B. Historia da Matematica, traducdo: Elza F. Gomide.
Séao Paulo, Ed. da Universidade de Sdo Paulo, 1974.

EVES, Howard. Introducdo a Histéria da Matematica, traducdo:
Hygino H. Domingues, Campinas, SP: Editora da UNICAMP, 1997.

58



