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INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo principal relatar a experiéncia vivenciada ao ser
aplicado o conteido congruéncia em turmas de 5° e 6° séries do primeiro grau do Colégio
Estadual Professor José Rodrigues Lopes (Garopaba-SC), sendo que 0 mesmo esta dividido
em trés etapas.

Primeiramente, mostrou-se alguns aspectos historicos relacionados a congruéncia €
a0 algoritmo de Euclides que esta diretamente ligado a primeira.

Em seguida desenvolveu-se alguns tépicos envolvendo congruéncia, como
propriedades, teoremas, proposigdes, aplicagdes, etc., a fim de um maior conhecimento
sobre o assunto.

Por fim, mostrou-s¢ o procedimento das aulas sobre congruéncia para os alunos,
relatando os resultados obtidos e as dificuldades encontradas. )

Desde ja ressalta-se que ndo pretendia-se ensinar detalhadamente nem abranger tudo
a respeito de congruéncia para os alunos, apenas introduzir algo que, de uma maneira geral,

caracterizasse congruéncia e nio fugisse do conhecimento que o aluno ja possui em relagdo

a outros contetdos interligados com a mesma.



ASPECTOS HISTORITOS

Euclides - Infelizmente muito pouco se sabe sobre a vida e a personalidade de
Euclides, apenas que foi ¢le, segundo parece, o criador da famosa ¢ duradoura escola de
matemética de Alexandria da qual, sem divida foi professor. Desconhecem-se também a
data e o local de seu nascimento, mas é provavel que sua formagio matematica tenha se
dado na escola platGnica de Atenas.

Embora Euclides fosse autor de pelo menos dez trabalhos, cinco obras sobreviveram
até hoje: Os Elementos, Os Dados, Divis3o de figuras, Os Fendmenos e Optica. Sua fama
repousa principalmente sobre seus Elementos. Parece que esse trabalho notavel, imediata e
completamente superou todos os Elementos precedentes; de fato, nenhum vestigio restou de
esforgos anteriores, ganhou o mais alto respeito e, dos sucessores de Euclides até os tempos
moderAos, a mera citagio do nimero de um livro e o de uma proposi¢o de sua obra-prima
¢ suficiente para identificar um Teorema de construgao particular.

Contrariamente 4 impressio muito difundida, os Elementos de Euclides nio tratam
apenas de geometria. Contém bastante teoria dos mimeros e 4lgebra elementar
(geométrica). Os livros se compdem de 465 proposi¢des distribuidos em treze livros, dos
quais os seis primeiros sdo sobre geometria plana elementar, os trés seguintes sobre teoria
dos nimeros, o livro X sobre incomensurdveis e os trés 1itimos versam principalmente
sobre geometria no espago.

Os livros VII, VIII ¢ IX, que no total tem 102 (cento e duas) proposi¢des, tratam da
teora elementar dos mimeros. Em todos esses livros cada nimero € representado por um
segmento, d¢ modo que Euclides se refere a2 um niimero AB. Por isso Euclides ndo usa
frase como “é um miltiplo de” ou “é um fator de”, pois ele as substitui por “é medido por”
¢ “mede respectivamente”, isto €, um nimero n é medido por outro nimero m se existe um
terceiro namero Kk tal que n = km. O livro VII comega com o processo, hoje conhecido
como algoritmo euclidiano, para achar o maximo divisor comum de dois ou mais nimeros
e 0 usa para verificar se dois nimeros s3o primos entre si. Enconira-se nele também uma

exposicdo da teoria das proposi¢les numeéricas ou pitagdricas. Estabelecem-se ainda nesse



livie muitas propriedades numéricas bésicas. Enfim, como descreveu Proclus, Os
Elementos em relagdo a0 resto da Matemética s30 como as letras do alfabeto em relago a

linguagem.

O algoritmo de Euclides - O algoritmo euclidiano, processo para se achar o méximo
divisor comum (MDC) de dois mimeros inteiros, tem esse nome porque se encontra no
inicio do livio VII dos Elementos de Euclides, embora o processo em si fosse conhecido
muito tempo antes. Esse algoritmo se encontra nos fundamentos de vérios progressos da
matematica moderna. Enunciado em forma de regra, ¢ o seguinte: divida o maior dos dois
nimeros inteiros positivos pelo menor e entio divida o divisor pelo resto. Continue esse
processo de dividir o Gltimo divisor pelo resto, até que a divisio seja exata. O divisor final é
0 MDC procurade.

Gauss - Homem de estofo e talento matematico impressionante, Carl Friedrich
Gauss sobressai-se nos séculos XVIII e XIX como um Colosso de Rodes da matematica.
Ele € universalmente considerade como o maior matematico do século XIX e, ao lado de
Arquimedes € Isaac Newton, como um dos maiores de todos os tempos.

Gauss nasceu em Brunswick, Alemanha em 1777, Seu pai era um trabalhador bragal
que tinha uma opini3o teimosamente pouco favoravel a respeito da educagfo. Sua mie
porém, ainda que inculta, encorajava-o nos estudos e manteve por toda a vida grande
orgulho pelas realizagdes do filho.

Gauss fol uma das mais notaveis cnangas-prodigio. Diz-se que com trés anos de
idade detectou um erro aritmético no borrador de seu pai. Ha uma histoda segundo a qual o
professor de Gauss na escola piblica quando ele tinha dez anos de idade, teria passado &
classe para manté-la ocupada, a tarefa de somar nimeros de I 3 100. Quase que
imediatamente Gauss colocou sua lousa sobre a2 escrivaninha do irritado professor. Quando
as lousas foram finalmente viradas, o professor surpreso verificou que Gauss tinha sido o

Unico a aceriar a resposta coireta, 5050, mas sem fazé-lo acompanhar de nenhum célculo.



Gauss havia mentalmente calculado a soma da progress3o aritmética
I+2+3+..+98+99+ 100, observando que 100 +1 =101, 99+2 =101, 98 + 3 =101
e assim por diante com os cingllienta pares possiveis dessa maneira, sendo a soma portanto
50 x 101 = 5050. Mais tarde, quando adulto, Gauss costumava comentar de ter aprendido a
contar antes de aprender a falar.

A publicag3o unitaria mais importante de Gauss € a sua Disquisitiones Arithmetical,
um trabalho de importincia fundamental na modema teoria dos niimeros. As descobertas de
Gauss sobre constru¢des de poligonos regulares aparecem nesse trabatho, assim como sua
facil notagdo para congruéncia e uma demonstragéo da bela let da reciprocidade quadrada.
Em 1801, Gauss introduziu o conceito e a notagdo de congruéncia em sua Disquisitiones
Arithmetical, A exposi¢io comega com a definigio: se um numero “a” divide a diferenca
entre dois nimeros “b” e “c” entdo “b” e “¢” dizem-se congruentes , de outra forma
incongruentes; e “a” chama-se o0 modulo. Qualquer dos mimeros diz-se um residuo do
outro, no primeiro caso e um nao - residuo no segundo caso.

A notagdo que Gauss adotou foi a que se usa hoje : b = ¢ (mod a), ¢ ele passou a
construir uma algebra para a relagio denotada por = semelthante 4 familiar élgébra COmum
expressa na linguagem de 1gualdade.

Gauss também deu contribui¢Ses notaveis a Astronomia, Geodesia, Cristalografia,
Magnetismo e Eletricidade.

E famosa a afirmac¢iio de Gauss de que a Matematica é a rainha das ciéncias e a
teoria dos mimeros € a rainha da matematica.

Gauss morreu em sua casa no observatono de Gottingen em 23 de fevereiro de 1855
e logo depois o rei de Hanover ordenou que se preparasse uma medalha comemorativa em
sua homenagem. Nela figura a inscrigdo “Jorge V rei de Hanover 2o Principe Matematico”.

Desde entiio Gauss € conhecido como o principe matematico.



CONGRUENCIA

Defini¢io: Seja m um nimero inteiro positivo fixo. Para inteiros arbitrarios x e y

dizemos que x é congruo a 'y, médulo m, se m divide x - y.

Notacdo: x = y (mod m). Isto significa dizer que existe um inteiro q tal que
X -y =qmou x=y + qm. Assim, para todo inteiro x, o algoritmo de Euclides (algoritmo
da divisdo) garante a existéncia de inteiros q ¢ r tais que x = qm +r, 0 <r <m. Com isto
podemos concluir que fixado um inteiro m positivo, teremos que qualquer inteiro X sera
cdngruo a um Hnico inteiro r com 0 < r < m. Vejamos a seguir o algoritmo de Euclides:

Para quaisquer a, b € N, b # 0 existe um Onico par de mimeros q e r de maneira
quea=bq+r onder=0o0ur<bhb.

Os elementos a, b, q e r sdo chamados respectivamente, dividendo , divisor,
quoctente e resto da divisio de a por b.
Prova:

Sabemos que b € um niamero natural ndo nulo. Se a € N, entfio a ¢ miltiplo de b,
ou a < b, ou a estd entre dois miltiplos consecutivos de b, isto ¢, bq < a < b (q +
1).Quando a é miltiplo de b, temos que existe um natural q tal que a = bq , portanto ¥ = 0
No caso em que a < b entio q =0 e r = a onde r < b. No caso em que bq < a < b(q + 1,
q + 1 é o minimo do conjunto {n € N/ bn > a}, que € nfo vazio , pois contém o elemento
a + 1. De fato, como b > 1 entdo multiplicando "a” em ambos os lados da igualdade temos
ab > a e somando b em ambos os lados da igualdade temos ab + b > a + b, 0 que resulta
em b(a+1)>a+b>a

De bq < a resulta que existe r € N tal que a = bq + r. Mostremos que r <b.
Se r = a — bq > b entio somando bq em ambos os lados da igualdade temos
(a~bq) + bg>b +bqedai a>b(1+q)oquenioé possivel poishq=a<b(q+ 1).

Assima=bq+r(r<h).

Agora provaremos que r ¢ ¢ s30 Unicos: se r =0 entdo a ¢ multiplo de b.

Suponhamos a=bq+r=bq + monde r<b e ry <b.



Admitamos que se pudesse ter r # rp digamos 0 < r —rp < b. Mas entio da
igualdade b+ r=bq; + r decorre que bq+ (r— ry) = bq e portanto b divide r -y, ja
que se b divide a soma e uma das parcelas, entdo b divide a outra parcela. Assimb <r-r,

o que éabsurdo pois 0 <r-r; <b. Logo r=r; ¢ portanto q= qa.

Propriedades da Congruéncia:

1) Paratodo m > 0, a relagdo = ¢ reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja, é uma relagéo

de equivaléncia,

Ia) Reflexiva: Para todo x € Z temos que X=X ( mod m).
Prova:

Temos que X —x =0 ¢ sabemos que m divide zero. Logo x =x (med m).

1b) Simétrica: Se x=y (med m) ento y=x(med m) .
Prova:
Por hipdtese m divide x—y.
Portanto existe q € Z tal que x —y=qm.
Multiplicando a igualdade x —y = qm por -1, obteremos: -x + y =- qm , ou seja
y-x =(gm.
Portanto m dividey — X.

Logo y = x (mod m).

1c) Tramsitiva: Se x=y (mod m) e y =z (mod m) entdo x=z (mod m).
Prova:
Por hipotese m divide x—y em divide y—2.
Assim existe q e t € Z tal que x —y =qgm e y —z = tm, ou seja,
xi=qm+y (1) e y=tm+z (2)
Substituindo (2) em (1) temos:



X=qm + tm +2z, consequentemente x—z=(q + t) m.
Portanto m divide x—z.

Logo x =z (mod m).

2) Para quaisquer X, ¥y € Z, x =y (mod m) s¢, € somente se, X ¢ y formecem ¢ mesmo

resto na divisdo euclidiana por m.
Prova:
= Por hipdtese m divide x~y, ou seja, existe q € Z tal que x = gm + y. Aplicando o
algoritmo de Euclides paray e m obtemos:
y=km+ronde ke re ZeO<r<m.
Entio x=qm+km+r e
x=(qg+k)m+r
Como 0<r<m,r também é o resto da divisio de x por m.
<8Se x=qm+r e y=km+r coml0<r<m,
entiox—y=gm+r—-(km+r) e
X-y=qgm+r-km-r
x-y=(q-km
Portanto m divide x-v.

Logo x=y (mod m).
3)Se x=y(mod m) entio x+z=y+z(mod m) exz=yz(mod m), paratodo z € Z

3a) Se x=y (mod m) entdo x+z =y +z(mod m)

Prova:
Por hipotese m divide x -y, ou seja, existe q € Ztalque x=qm +y.
Somando-se z em ambos os lados da igualdade, temos:
x+z=gm+y+zousea, (x+2)-(y+z)=gm
Portanto m divide (x +z) — (y + z).

Logo x +z =Y + z (mod m),

10



De maneira analoga prova-se que X~y = y — z (mod m).

3b) Se x =y (mod m) entio xz =yz (mod m)

Prova:
Por hipotese m divide X —Y, ou seja, existe q € Ztal que x-y=qm.
Multiplicando-se z em ambos os lados da igualdade temos:
(x—y)z=qmz ou xz-yz=(qz) m, o que implica que m divide xz - yz,

isto é xz = yz (mod m).

4)Se x=y (mod m) e p=r (mod m), entdo x+ p=y+r (mod m) ¢ xp = yr (mod m).

42) Se x=y(mod m) e p=r (mod m) entio x+ p=Y +r (mod m).
Prova:

Por hipdtese m divide x -y, ou s¢ja, existe q € Ztalque x-y=gqm ¢ m divide p—-r,
ou seja, existe t € Z tal que p—r=tm.
Mas (x—y) + (p—r) = qm + tm, ou seja,

X-y+p-r=(q+t)mdeonde

(x+p)—(y+r)=m (q+t) oqueimplica que m divide:

x+p)—(y+r).
Logox+ p=y+r(mod m)

De maneira analoga prova-se que X~ p =Y — r (mod m).

4b) Se x =y (mod m) ¢ p=r (mod m) entio xp = yr(mod m).
Prova:

Pela propriedade 3b) temos:

xp = yp (mod m) e py =ry (mod m).

Pela transitividade temos:

xp = yr (mod m), como queriamos provar.

11



5) Se x = y (mod m) entfo x" = y" (mod m), para todo inteiro rz= 1.

Prova:
Vamos provar por indugédo:
Para r=1temos x =y (mod m) pela hipotese.
Suponhamos que para r = k teremos

x* = y* (mod m) (hipéteses de indugio)

Agora provemos para r=k+ 1

xk+ 1_ Ih X

Como x* = y* (mod m) (hip6iese de indugdo), e x=y (mod m) entdo pela propriedade 4b)
temos xx =y"y (mod m). Portanto x*"' =y *"" (mod m).

Logox"=y" (mod m) paratodo r>1.

6) Se ex = ¢y (mod m) ¢ mdc (m, ¢) = d > 0 entdo x =y (mod m,) onde m =m;.d
Prova:
Por hipotese m divide ¢ (x—y) ou‘seja, existe q € Z talque ¢ (x—y)=qm.
Como d divide ¢ temos que existe ¢; € Z tal que c¢=dey
Assim de¢; (x-y) =md q.
Como d>0 temos pela propriedade do cancelamento que ¢; (X — y) = maq.
Portanto m; divide ¢1(X - y). Como mdc (my, ¢;) = 1, temos que my divide x -y ou seja
x=y (mod my).
Como caso particular temos o seguinte resultado: se ex = ¢y e mde (m, ¢)=1,

entdo x = y (mod m).

12



APLICACOES DE CONGRUENCIA

Critérios de Divisibilidade

Por 2:

Seja n=a, 10"+ ...+ 2,10 + a, a representag¢do do nimero natural n na base decimal, com
rz1.

Sabemos que 10 = 0 (mod-2) Usando a propriedade 5 temos 10" = 0" (mod 2), ou seja;

10* = 0 (mod 2) para k> 1.

Assim ay 10" + ... + 2,10 + ag = a, 0 +.., + 3; 0 + a2, (mod 2).ou seja

a. 10"+ .. + 2,10 + a5 = ag(mod 2).-

Portanto se ag= 0 (mod 2) ent3o pela propnedade 1c) a,10" +... + 3110 + ap =0 (mod 2)
e se n = 0 (mod 2), entfo ap= 0 (mod 2). E ainda se ay = 0 (mod 2) entfo 2 divide ap— 0,
ou seja, existe q € Z tal que ap =2q- Consequentemente concluimos que

apc{0,2,4,6, 8}.

Logo n é divisivel por 2 se e somente se ap €{0, 2, 4,6, 8}.

Por 3:

Seja n=a, 10"+ ...+ 2,10 + a9 a representa¢io do nimero natural n na base decimal, com
rz1.

Sabemos que 10 = 1 (mod 3) Usando a propriedade 5 temos 10 = 1* (mod 3), ou seja:
10“= 1 (mod 3) para k > 1. Devemos observar também que 10°= 1 e que 1 = 1( mod 1)
Assim ap 10° + ... + 2,10 + ap= a, +...+ a; + a9 (mod 3)

Portanto se @, +...+ a1 + ap = 0 {(mod 3) entfio peia propriedade Ic)

a10f + ... + a;10 + ag = 0 (mod 3). E se n = 0 (mod 3), ent3o a +... + a5 + 2y = 0 (mod 3).
E, assim, s¢ a;+... + a3+ 2= 0 (mod 3) entdio 3 divide a +...a1 + 29 - 0, ou seja, existe q

€ Z tal que a, +... + a1 + ag = 3q.

13




Logo n ¢ divisivel por 3 se, e somente se, a soma de seus algarismos for divisivel por 3.

Por 4:

Seja n=a, 10"+ ...+ 2,10 + ap a representagdo do nimero natural n na base decimal, com
rz2.

Sabemos que 10 = 2 (mod 4)

Mas 10° = 27 (mod 4) ¢ 4= 0 (mod 4)

Assim pela propriedade 3b) temos 10° 10* = 0 10" (mod 4), ou seja, 10** = 0 (mod 4),
parak > 0,

Com isso a, 10° + ...+ a;10 + ap= 2,0 +...+ a; 10 + ag (mod 4) , ou seja,

2,10" + ... + a1 10 + ag= 10 a; + ap (mod 4).

Portanto se 10 a; + ap = 0 (mod 4) ento pela propriedade 1c)

2,10" + ... + 2,10 + ap = 0 (mod 4). E se n = 0 (mod 4), entdo 10 a; + ap=0 (mod 4). E se
10a;+ ap = 0 (mod 4) entdo 4 divide 10 a; + ap - 0, ou seja, existe q € Z tal que

10 a; + ay = 4q.

Logo n ¢ divisivel por 4 se e somente se o namero formado pelos dois Gltimos algarismos

for divisivel por 4.

PorS:
Seja n= ar 10"+ ...+ a110 + a5 a representagdo do nimero natural n na base decimal, com
r>1,
Sabemos que 10 = 0 (mod $).
Usando a propriedade 5 temos 10* = 0* (mod 5), ou seja:
10* = 0 (mod 5) paratodo k> 1.
Assim a8, 10° + ... + 2,10 + ag= a0 +...+ a; 0+ ap (mod 5) ou seja
a.10" + ... + a1 10 + ag= 2y (mod 5).
Portanto se ag = 0 (mod 5) entdo pela propriedade 1c)
210" + ... + 2,10 + ap= 0 (mod 5). E se n = 0 (mod 5), entdo as = 0 (mod 5). E, sendo

14




assim, se i = 0 (mod 5), ent3o 5 divide ag - 0, ou seja, existe g € Z tal que ap = 5q.

Logo n ¢ divisivel por 5 se, e somente se,o seu algarismo das unidades for 0 ou 5.

Por11:

Seja n=a, 10"+ ...+ 2,10 + ay a representa¢do do nmimero natural n na base decimal, com
r=1.

Sabemos que 10 = -1 (mod 11) ¢ ,

usando a propriedade 5 temos que 10 = (-1)* (mod 11), onde se k for par

10 =1 (mod 11) e sek for impar 10* = -1 (mod 11). Assim,

ap = ay (mod 11)

10a; = -a; (mod 11), 10a; = a; (mod 11), 10 a3 = -a3 (mod 11), ...

Com isso a, 10"+ ...+ 3,10 + ap= (-1)" 3¢ + ... + (-21) + a9 (mod 11).
Portanto se (-1)" ar + ... + 35 - a; + ag= 0 (mod 11) entfo pela propriedade 1c)

ar 10"+ ...+ 2410 + ap= 0 (mod 11).
E se n= 0 (mod 11) entdo (-1) a, + ... + a2 - a; + ap= 0 (mod 11)

Assim se {-1)" ar + ... + a3 - 81 + ap= 0 (mod 11) entfo 11 divide

(-1) a; + ...+ 23 - a; + 39— 0, ou s¢ja, existe q € Ztal que (-1)ar+ ... + a2 - 2y + ap=11q
Logo n ¢ divisivel por 11 se, e somente se, o seu Gltimo algarismo menos o pentltimo mais

0 antepentltimo e assim sucessivamente, for divisivel por 11.
Determinacio de resto na divisio euclidiana

1) Ache os restos nas seguintes divisdes:

a) 2°° por 17

Resolucio:

Sabemos que 2* =16 ¢ 16 =-1 (mod 17), pois 16 —(-1)=16+1=17 e 17=17.1+0.
Portanto 2*=-1 (meod 17).

Como 22 = (2%)’ e pela propriedade 5 (2*)'=( -1)’ (mod 17) , ou scja, 2°°=-1 (mod 17).

15



Como 2" = 22%%= 22%2% = 2284 entiio pela propriedade 3b 24 = (-1) 4 (mod 17), ou seja,
2" = - 4 (mod 17).

Como 4= 13 (mod 17) pois -4—13=-17 ¢ -17=17(- 1) + 0,

entfio pela propriedade 1¢) 2°°= 13 (mod 17).

Logo o resto da divisio de 2*° por 17 é 13.

b) 3. 42%+6%pors.

Resolucio:

Sabemos que 3 = -2 (mod 5) e pela propriedade 5 temos que 3= (-2)" (mod 5).

Como (-2)* = 4 entdo 3* = 4 (mod S). Mas 4 = -1 (mod 5). Assim pela propriedade 1c)
temos que 3°=-1 (med 5).

Como 3’ =(3)° e (3%’ = (-1)°. (mod 5),

entdo 3! = - 1 (mod 5).

Sabemos que 42 = 2 (mod 5) ¢ 42%= 2% (mod 5) (propriedade 5). Como 2’=4

entsio 42° = 4 (mod 5). Mas 4 =- 1 (mod 5) . Assim 427 =-1 (mod 5) (propriedade 1c).
Como 42° = (42 ¢ (42%)? = (-1)* (mod 5) (propriedade 5),

entio 42! = 1 (mod 5).

Como 42° = 42"1=42 . 42 ¢ 42°.42=1.2 (mod 5) (propriedade 1b),

entio 42° = 2 (mod 5).

Sabemos que 6 = 1 (mod 5)

entio 6°=1° (mod 5) (propriedade 5) ¢ 6" =1 (mod 5).

Assim 3'°., 42° + 6® = (- 1) 2 + 1 (mod 5) (propriedade 4a) e 4b)), ou seja,
3. 42° + 6° = -1 (mod 5).

Mas -1 = 4 (mod 5).

Entiio 3. 42° + 6° =4 (mod 5) (propriedade 1¢)

Logo o Testo da divisdo euclidiana de 3'°, 42° + 6° por 5é 4.
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c) 5%. 4841 + 28° por 3

Sabemos 5=2 (mod 3) e que 2=-1(mod 3).

Assim pela propriedade ic) 5=-1 (mod 3)

Logo 5° = (-1)* (mod 3) (propriedade 5), ou seja, 5% = 1 (mod 3).

Sabemos que 4841 = 2 (mod 3) pois
4841 =3.1613 +2

Sabemos que 28 =1 (mod 3) e pela propriedade 5
28° = 1° (mod 3), ou seja 28°= 1 (mod 3)

Assim 5°. 4841+ 28° =1, 2+ 1 (mod 3) (propriedade 4a) ¢ 4b))
onde 5. 4841 + 28° = 3 (mod 3). Como 3 = 0 (mod 3),
entio 5°. 4841 + 28° = 0 (mod 3) (propriedade 1c).

Logo o resto da divisdo de 5%, 4841 + 28° por 3 ¢ 0, ou seja,

5%. 4841 + 28° ¢ divisivel por 3.

2) Mostre que 10** — 1 ¢ divisive} por 11.

Resolucio:

Como 10 =~ 1 (mod 11), temos pela propriedade 5 que 10*™ = - 1)** (mod 11) , ou seja,
10 = 1 (mod 11).

Pela propriedade 3a) 10°™ - 1=1-1 (mod 11), ou seja, 10*™ — 1 = 0 (mod 11), onde
10*® _ 1 dividido por 11 tem resto 0.

Logo, 10°%- 1 ¢ divisivel por 11.
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Prova dos noves

A chamada prova dos nove ¢é baseada, em principio, no fato de que:

Sea=bteentioa =b +¢ (mod9).

Sea=bcentioa =b'c (mod 9) .

onde a’ é a soma dos algarismos de a, b’ é a soma dos algarismos de b e ¢ é a soma dos
algarismos de c.

Como essas implicagdes nio valem em sentido contrério, entdo essa prova pode detectar se
ha erros num célculo, mas niio garante que este esteja necessariamente certo. A escolha do
“nove”, por outro lado, é apenas uma conveniéncia decorrente de nosso sistema de
numeragio. De fato, se a representagio polinomial decimal de um inteiron > 0 é

210" + ... + 8;10%+ 2,10 + agonde 0 < a;< D entBo m = 2 +... + 4+ 25 + ap(mod 9)

pois o fato de que 10 = 1 (mod 9) implica 10* = 1 (mod 9), para todo k > 1.

Assim, n e a,+...4+ a3+ a; + a9 t&m 0 mesmo resto na divisio euclidiana por 9. Entdo é
bastante cdmodo achar o resto da divisdo de n por 9. Dai a escolha desse niimero para a

prova.

1) Verifique se as seguintes contas estdo corretas:
a) a=2910273 dividido por b = 7158 tem quociente q = 406 ¢ resto r = 4125,
Resolugdo:
Como devemos ter que a = bq + r enifio a= bq + r (mod 9).
Para cada um desse inteiros “noves fora”, obtemos:
a=2+9+1+0+2+7+3(mod?9),ouseja a=6(mod9)
b=7+1+5-+8(mod?9),ouseja, b=23 (mod9)
q=4+0+ 6 (mod 9), ou seja, q=1 (mod 9)
r=4+1+2+5(mod9), ou seja, r =3 (mod 9).
EntZo bq + r= 3.1 + 3 (mod 9), ou seja, bq + r = 6 (mod 9).
Como a = 6 (mod 9) entdo a=bq + r (mod 9).
Logo a divisdo feita passou pela “prova dos noves”, Isto ndo significa que a divisio
esta correta. Mas, de fato, 2910273 = 7158.406 + 4125.
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b) a=72435 adicionado a b =98106 obtém — se ¢ = 160531
Resolucao:
Como devemos ter que ¢ = a+ b entdo ¢ = a + b (med 9).
Para cada um desse inteiros “noves fora”, obtemos:
a=7+2+4+3+5(mod9),ou seja, a= 3 (mod 9)
b=9+8+1+0+ 6 (mod 9), ousejz, b=6 (mod 9)
c=1+6+0+5+3+1(modDY),ouseja, c=7(mod9)
Entio a + b= 3+ 6 (med 9), ou seja, a + b =0 (mod 9).
Como ¢ =7 (med 9) entdo ¢ nio é congruocaa+b modulo 9.
Logo a adigiio feita ndo passou pela “prova dos noves”. Isto significa que a adi¢do ndo

esta correta.

c) a = 1821211 subtraido de b = 3469 obtém - se ¢ = 822278.

Resolugio:

Como devemos ter que ¢ = a - b entdo ¢ = a - b (med 9).

Para cada um desse inteiros “noves fora”, obtemos:
a=1+8+2+1+2+1+1(mod?9),ouseja, a=7 (mod 9)

b=3+4+ 6+ 9 (mod 9), ou seja, b= 4 (mod 9)
c=1+8+2+2+2+7+8(mod9), ouseja, c =3 (mod 9).
Entioa-b="7-4 (mod9), ouseja, a - b=3 (mod 9).

Como ¢ = 3 (mod 9) entfio ¢ = a - b (mod 9).

Portanto a subtragio feita passou pela “prova dos nove”. Isto nao significa que a
subtragdo esta correta. E de fato ndo esta pois 1821211 — 3469 = 1817742.

Logo a “prova dos noves” falhou.
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CONGRUENCIAS LINEARES

O objetivo deste topico € apresentar o Teorema do Resto Chinés. Este teorema ¢é
importante para que o professor possa preparar problemas interessantes de aplica¢do do

algoritmo de Euclides.

Definigiio: Uma congruéncia do tipo
ax = b (mod m)

onde a, b,m € Z, a# 0 e m > 0, recebe 0 nome de congruéncia linear ou congruéncia de

primeiro grau.

Vejamos que se ¢ é uma solugdo de ax = b (mod m) entdo qualquer d € Z tal que
d = ¢ (mod m) também € uma solugzo de ax = b (mod m).

Em particular temos que o resto r da diviso euclidiana de ¢ por m também €
solucdo desta equacio.
Se ¢ ¢ solugdo de ax = b (mod m), entdo ac=b (mod m).
Comeo d = ¢ (mod m), temos que ad = ac (mod m) (propriedade 3 b)) e
pela propriedade 1c) temos que ad = b (mod m) e portanto

d € solucdo de ax = b (mod m).

Convencionamos que todo os x € Z tais que x = r (mod m) constituem uma dnica solu¢do

de ax = b ( mod m).

Sistemas de Congruéncia Linear: Um sistema com varias congruéncias lineares €

chamado sistema de congruéncia linear.
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O Teorema do Resto Chinés depende de outras proposi¢des para ser demonstrado.

No entanto, faremos apenas a citag@o destas proposi¢des sem demonstra-las.

Proposi¢cdo 1: Uma congruéncia linear ax = b (mod m) onde a # 0, admite solugdes em Z
se, e somente se, b € divisivel por d = mdc (a, m). E neste caso, se xg € uma solugio

particular, entZo o conjunto de todas as solugoes tem d elementos, a saber:

m m m
X, Xo + ;,Xo+2 E,---,xw(d—l) ’

x = a2y (mod my)
Proposi¢ao 2: Um sistema:

X = a; (mod m3)

Admite solugfo, se, e somente se, a;— a3 € divisivel por d = mde (mz, ms).
Neste caso, se xp ¢ uma solu¢go particular do sistema e se m = mme (img, m;)

Entio x = xo (mod m) é sua solugio geral.

Coroldrio: Um sistemas de congruéncias ( X = a; (mod m;)

X = a; (mod m;)
x = a, (mod m,)

admite solugDes se e somente se a; - 4, € divisivel por di; = mdc (m;, m)) para qualquer par
de indices i, j (i # j), Neste caso, s¢ xo é uma solugdo particular, entdo 2 solugdo geral do
sistema ¢ dada por:

X = xp (mod m) onde m = mmec (my, M3, M3, ... ,My).
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Proposi¢io 3 (Teorema do Resto Chinés): S¢jam m,, m3, ..., m,, nimeros inteiros
maiores que zero e tais que mdec (m;, my) = 1 sempre que i # j. Facamos m = my mz m; ...
m, ¢ sgjam by, b3, ... , by respectivamente, solugoes das congruéncias lineares.

2 y=1(modmy) (=1,2
m_y= (mo mi)(.l" ] ,...,l')

J

Ent3o o sistema

X = a1 (mod my)
x = a3 (mod mz)

X = ar (mod my)

¢ possivel (admite solugGes) para quaisquer a;, a2, ..., & € Z ¢ sua solugio geral ¢ dada

por:

m m
x=aib — +..+ a/b, — (mod m).
m, m

Demonstracido: Que o sistema ¢ possivel decorre do corolario da proposigdo anteror.
Notemos que, como mdc (mj, my) = 1 para i # j ent3o,

m ) N coa ~
mdc (m;, m—) =1, ja que m = mymzm;...m, , 0 que implica a existéncia de solugdes para

J

m
cada congruéneia linear ——y =1 (mod my)
s

as quais estamos indicando por bj (=1, 2,3, .., 1)

Assim mﬁ b; = 1 (mod m;) e portanto
s

ajbj;nﬁ = a; (mod mj) pela propriedade 3b).

J

m
Por outro lado , sei# j, P 0 (mod my),

i
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entdo a;b; 7 -0 (mod my) pela propriedade 3b).
m.

Portanto

m m m m
ajby— +..+ ajbj— +..tab— = ajbj_’ (IIIOd mj)
m, m, m, m,

, m
Como bj;:i =1 (mod m;) entdo, pela propriedade 3b) ajbjm— = a; (mod my).
7 J

m m m
Logo ajb;— + ...+ ajbj— +..+ a/b,— = a; (mod my)
m, m, m,
Paratodoj, L<j<r.
4 m
Assim, de fato, xg = Zaibl. — ¢ uma solug¢io particular do sistema. O corolario da
i=1 m,
proposigdo anterior garante entdo que X = xp (mod m)
¢ solugdo geral e como mdc (m;, m;) = 1 sempre que i # j , entdo

mmec (m, mz, ..., My) = MMz, M, = O
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APLICACAO DE CONGRUENCIA LINEAR

1) Um bando de 17 piratas ao tentar dividir entre si, igualmente as moedas de ouro de uma
arca, verifica que 3 moedas sobrariam. Na discussZo que se seguiu um dos piratas foi
morto, na nova tentativa de divisdo, j4 com um pirata a menos, desta feita 10 moedas
sobrariam. Nova quiproquo e mais um pirata é morto. Mas agora, por fim & possivel
dividir igualmente a fortuna entre eles. Qual o menor nimero de moedas que a arca

poderia conter?

Resoluciao:

Temos que resolver o seguinte sistema:

x=3 (mod 17)
x = 10 (mod 16)
x = 0 (mod 15)

O primeiro passo ¢ achar os valores de by nas seguintes congruéncias lineares:

m
o 1 (mod m;) onde m = mymyms ¢j=1,2,3.
1

m
1) m— b; = 1 (mod m;) onde m; =17, m = 4080.

1
Assim, 240 by =1 (mod 17) onde b; =-8 ¢éuma solugio particular pois 240 (- 8) =- 1920
e -1920 = - 16 (mod 17). Mas — 16 = 1 (mod 17). Logo — 1920 = 1 (mod 17).

2) = b; = 1 (mod m3) oﬁde m; =16 ¢ m = 4080.
m

2
Assim, 255 b, = 1 (mod 16) onde b, =-1 é uma solugdo particular pois 255 (- 1) =- 255
e -255=- 15 (mod 16). Mas—15=1 (mod 16). Logo — 255 =1 (mod 16).
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m
3) —bs =1 (mod m,) onde m;=15 ¢ m = 4080.
m3

Assim, 272 bz= 1 (mod 15) onde bs =-7 ¢ uma solugio particular pois 272 (- 7) = - 1904
e - 1904 = - 14 (mod 15). Mas — 14 =1 (mod 15). Logo 904 = 1(mod 15).

Pelo teorema do resto chinés,

=12 b1%+ azhzm—”: + a3b3£z— (mod m) onde 2, =3, 2, = 10, a3 =

¢ uma soluggo geral do sistema considerado.

Portanto, temos:

x=3(- 8).240 + 10 (- 1).255 + 0 (- 7).272 (mod 4080)

x = - 5760 — 2550 (mod 4080)

X = - 8310 (mod 4080).

Mas o problema pede 0 menor nimero de moedas que a arca poderia conter. Portanto

devemos ainda determinar este valor que sera maior que zero.

x = - 8310 (mod 4080). Entdo x=-8310+ 4080t ,parat c Z.

Se x > 0 entdo 4080 > 8310 = 2.4080 + 150 > 2.4080. Entdo t> 2.

Como queremos a menor quantidade de moedas, consideramos t = 3 e temos

x =- 8310 + 4080.3 = 3930.

Logo, o menor niimero de moedas que a arca poderia conter era 3930.
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AULAS COM CONGRUENCIA PARA ALUNOS DE 5*E 6*SERIES

As aulas relatadas a seguir foram ministradas para 5° ¢ 6® séries do 1° grau (uma
turma de cada série), uma vez que é nestas séries que o aluno passa a conhecer de maneira
mais aprofundada o Conjunto dos Niimeros Naturais e Inteiros, o algoritmo de Euclides,
Maximo ¢ Minimo Divisor Comum etc., conteudos estes que dio todo o embasamento para
a defini¢do de congruéncia.

E por que fazer tal aplicagio?

Além de ter exercicios muito interessantes e diferentes em relagdo aos exercicios
habituais e que envolvem a aplicagdo do algoritmo de Euclides, tornando-se bastante
atrativo para os alunos, com congruéncia consegue-se dar explicagdes para muitos
resultados e regras que acabam sendo ensinados, ou para melhor dizer, transmitidos de
forma mecénica onde o aluno simplesmente decora e pronto, como, por exemplo, os
critérios de divisibilidade.

No entanto, tais regras ndo foram demonstradas para os alunos. Procurou-se apenas
verificar se a propria definicio de congruéncia, bem como sua notagdo, seria algo
perceptivo para 0s mesmos.

Em 8 (oito) aulas procurou-se, portanto, apresentar uma parte de tal contetido, sem a
preocupagdo de um aprofundamento, mostrando apenas que a congruéncia faz parte da
aplica¢@o do algoritmo de Euclides e esta abrange vérios caminhos a serem descobertos ¢

que sO vem a somar pontos positivos no aprendizado.
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1® aula:

Inicialmente, para uma melhor compreensio ¢ fixagio do algoritmo de Euclides que

¢ muito usado em congruéncia, introduziu-se algumas divisdes:

a) 104 3_ que também pode ser escrita da seguinte maneira:
14 34 104=3.34+2
2
b) 2927 |_7 _ quetambém pode ser escrita da seguinte manetra:
12 418 2927=7.418+1
57
1
c) 11282|_2 = que também pode ser escrita da seguinte maneira;
12 5641 11282=5641.2+0
08
02
0

Em todos os casos a segunda maneira é chamada de algoritmo de Euclides, a prova real de

uma divisdo por chaves como todos conhecem.
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Exercicios

1) Ache o quociente e o resto na divisio Euclidiana de a por b nos seguintes casos

(aplique o algoritmo de Euclides).

a) a=39
b="74
Resolucao:

390=74.5+20

Resposta: quociente: 5 e resto: 20

b) a=124
b=18
Resolugiio
124=18.6+ 16

Resposta: quociente: 6 ¢ resto: 16

c) a=420
b=58
Resolucao

420=58.7+14

Resposta: quociente: 7 e resto: 14

Comentirio sobre a primeira aula:

Para os alunos, o algoritmo de Euclides significava a prova real do método da diviséo
por chaves. E portanto ndo seria importante usar o algoritmo quando se tinha a certeza do

resultado obtido.

No entanto, mesmo preferindo o método das chaves, os alunos ndo mostraram
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dificuldade quanto 2 aplicagdo do algoritmo nos exercicios, apesar de muitos deles
(principalmente os alunos da 5° série) resolverem primeiro pelo método da chave e depois

aplicarem os resultados obtidos no algoritmo de Euclides.
27 aula:

Anotando por a : b a aplicagdo do algoritmo de Euclides para a e b, observe o significado

de:
a) 47:3
b) 329:5

c) 509:8

Sabemos que, pelo algoritmo de Euclides, temos:

a) 47=3.15+12 logo 47 : 3 tem quociente 15 e resto 2
b) 329=5.65+4 logo 329 : 5 tem quociente 65 e resto 4
c) 509=8.63+5 logo 509 : 8 tem quociente 63 e resto §

Vamos subtrair o dividendo pelo seu respectivo resto em cada operagdo:
a) 47-2=45

b) 329 -4=325

¢) 509-5=504

O que ocorrera se dividirmos esse novo njmero obtido com as subtragdes efetuadas pelos

respectivos divisores de antes?

Vejamos:
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45:3

Pelo algoritmo de Euclides temos:

45=35+0 onde o quociente € 5 e o resto € 0 (zero).
325:5

Pelo algoritmo de Euclides temos:

325=5.65+0 onde o quociente € 65 e o resto € 0 (zero).
504:8

Pelo algoritmo de Euclides temos:

504=8.63+0 onde o quociente € 63 e o resto € 0 (zero).

Podemos observar que em todas as operagdes o resto € zero, ou seja, as divisdes
obfidas sdo exatas.

Com isso concluimos que para todas as divisdes, quando subtraimos o dividendo
pelo resto e dividimos o nimero obtido pelo mesmo divisor essa divisdo sera exata.

Existe um conteiddo matematico chamado congruéncia cuja definigéio se baseia na

conclusio acima.

Definigiio de congruéncia: Dados X,y e z nameros inteiros com z > 1, dizemos

que x ¢ cdngruo a y modulo z se x—y € divisivel por z.

l&tag:io: x = y (mod zj

Assim aplicando a defini¢do de congruéncia para os exemplos dados anteriormente
teremaos:

47 = 2 (mod 3) pois 47 -2 ¢ divisivel por 3 ou seja:

47 2=45¢ 45=3.15+0
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329 = 4 (mod 5) pois 329 — 4 é divisivel por 4 ou seja:
329-4=325 ¢ 325=5.65+0
509 = 5 (mod 8) pois 509 ~ 5 ¢ divisivel por 8 ou seja:
509 -5=504 ¢ 504=8.63+0

Logo em uma divisdo o dividendo sempre sera congruo ao resto modulo divisor.

Exercicios
1) Verifique se ¢ falsa ou verdadeira cada congruéncia abaixo:
a) 22=3(mod>5)

Resolucio:

22-3=19 ¢ 19=5.3+{

Portanto 19 ndo & divistvel por 5 e 22 n3o é congruo a 2 modulo S.

Logo essa congruéncia ¢ falsa.

b) 37 =2 (mod 8)
Resolucio:
37-2=35 ¢ 35=8.4+0

Portanto 35 nio ¢ divisivel por 8 e 37 ndo é congruo a 2 modulo 8.

Logo essa congruéncia € falsa.

c) 625=1 (mod 3)

Resoluc¢io:

625_1=624 ¢ 624=3.208 + {0

Portanto 624 ¢ divisivel por 3 e 625 ¢ congruo a 1 médulo 3;

Logo essa congruéncia € verdadeira

31



d) 144 =0 (mod 12)

Resolugao:

144-0=144 ¢ 144=12.12+)

Portanto 144 ¢ divisivel por 12 ¢ 144 é cdngruo a 0 modulo 12.

Logo essa congruéncia € verdadeira.
Comentirios sobre a segunda aula

De uma maneira geral, n3o foi dificil os alunos entenderem a defini¢8o ¢ a notagGo
de congruéncia. Procurou—se relacionar os elementos divisor, dividendo e resto do
algoritmo de Euclides com a definigio de congruéncia, para desse modo, facilitar a
introdugdo do novo assunto.

3? aula:

a) Pelo algoritmo de Euclides temos que 359 : 4 &

359=4.89+3
b) Pelo algoritmo de Euclides temos que 51 : 4 é:
51=4.12+3

Podemos observar que ambas tém o mesmo quociente e 0 mesmo resto.

Pela defini¢do de congruéncia sabemos também que:

359 = 3 (mod 4) pois 359 -3=356 ¢
356=4.89+0

51=3 (mod 4) pois51-3=48¢
48=4.12+0
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Vejamos agora a seguinte subtragZo:

359-51

O resultado dessa subtragdo é 308.

Se dividirmos 308 por 4 obtemos 77 pois, pelo algoritmo de Euclides, 308 =4 .77 + 0
Essa € uma divisdo exata e pela definigio de congruéncia temos entéo:

359 = 51 (mod 4) pois 359 — 51 ¢ divisivel por 4.

Logo, quando dois nimeros diferentes sdo divididos pelo mesmo divisor ¢ em ambas

divisGes obtém-se o mesmo resto, diz-se que eles sdo congruentes madulo divisor.

Exercicios

1) Ache S nimeros inieiros x tais que:
5<x<100 ¢ x=5(mod 8)
Resolugao:

Por tentativa temos:

a) x=5§
5= 5 (mod 8) pois
5-5=0 e
0=8.0+[)

b) x=13
13 = 5 (mod 8) pois
13-5=8 ¢
8=8.1+

c) x=21
21 =5 (mod 8) pois
21-5=16 ¢
16=8.2+
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d) x=29
29 =5 (mod 8) pois

29-5=24 ¢
24=8.3+@

e) x=37
37 =5 (mod 8) pois
37-5=32 ¢
32=8.4+(

2) Aplique o algoritmo de Euclides e forme 3 congruéncias com 324 : 7¢ 527:7
Resolucao:

324=7.46+2

527=7.75+2

Podemos formar as seguinte congruéncias:

324 =2 (mod 7) 527 =324 (mod 7) 527 =2 (mod 7)

Comentirios sobre a terceira aula:

Nesta aula, os alunos apresentaram um pouco mais de dificuldades. Muitos se
fixaram na aplica¢do de congruéncia entre o divisor, o dividendo ¢ o resto do algoritmo de
Euclides, onde o dividendo & cOngruo ao seu resto modulo divisor. Era dificil eles
entenderem, por exemplo, que 359 = 51 (mod 4), ja que 359 dividido por 4 ndo deixava
resto 51. Mas, aos poucos foi sendo colocado que esta seria outra maneira de encarar a
congruéncia € poderia ser aplicada uma vez que 359 dividido por 4 tem 0 mesmo resto que
51 dividido por 4.

Em relacdo a resolugdo dos exercicios, cada aluno obteve seu resultado e na maior
parte os resultados encontrados estavam certos. Quase todos os alunos perceberam que
bastava por tentativa, achar o primeiro nimero, pois a soma deste com 8 daria 0 préximo

mimero ¢ assim sucessivamente.
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Mas em todas as resolugdes dos alunos verificou—se que O Primeiro Numero era
maior que 8. Isto se deve ao fato de que os alunos hio estiio habituados a efetuar divisdes
euclidianas onde o dividendo é menor que o divisor, mesmo tendo consciéncia de que o
resto ¢ sempre menor que o divisor. Quando aparece, por exemplo, 5 : 8 eles
automaticamente resolvem da seguinte maneira:

50 |8
20 0,625
40
0

Niao conseguem concluir que 5 : 8 também pode ser efetuado dessa forma:

518
5 0

obtendo assim uma divisdo inteira, onde o resto (5) é menor que o divisor (3).

Sempre que a divisdo, exata ou com resto, é ensinado aos alunos exercita-se
divisGes onde o dividendo sempre é maior que o divisor. E gquando € ensinado aos alunos a
divisdo com virgula af sim mostra-se divisdes onde o dividendo é menor que o divisor, afim
de se obter um quociente decimal. Mas, neste caso, se esti trabalhando com divisao de
nimeros racionais e isto nio fica claro ao aluno Esta é uma grande falha que deve ser

corrigida por alguns professores de matematica.
4* aula:

Quando analisamos as colunas de um calendario, cada coluna apresenta certos
niimeros que a partir do segundo é o anterior mais 7.

Logo  2°-1°¢ multiplo de 7.
3° - 2° é miltiplo de 7.
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Ou seja: 2°=1° (mod 7).
3°=2° (mod 7).

Por exemplo: Se hoje é sibado, daqui a 152 dias, que dia da semana sera?
Consideremos a seguinte relagdo: ao dia de hoje (sabado), associamos o nimero 0, ao dia

de amanh3, o nGmero 1, e assim por diante. Observe o quadto:

14 13 16 17 18 19 20

Sabemos que os numeros de cada coluna serdo congruentes entre si modulo 7.
Como 152 = 7. 21 + 5 isso significa que 152 = 5 (mod 7). Portanto 152 estara na mesma
coluna que o nimero 5, ou seja quinta-feira.

Logo, se hoje ¢ sabado, daqui a 152 dias sera quinta feira.

Exercicios

1) Verifique se 0 264° e o 118° dias do ano pertencem a0 mesmo dia da semana.

Resolugio:

Devemos verificar se 264 = 118 (mod 7)

Como 264 — 118 =146 ¢ 146 =7 .20+

Entdo 146 ndo é divisivel por 7. E portanto 264 nio € congruo a 118 médulo 7.

Logo 264° e 118° dia dos ano nao pertencem ao mesmo dia da semana.
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2) Se hoje ¢ quarta-feira, que dia da semana sera daqui a 279 dias?

Resolugao:
Consideremos a seguinte relagdo: ao dia de hoje {quarta-feira) associamos o mimero 0, ao

dia de amanhd o nimero 1 e assim por diante. Assim:

16

10
17

11
18

12
19

13
20

Sabemos que os nimeros de cada coluna serdo congruentes entre si modulo 7.

Como 279=7.39+g

Entdo 279 = 6 (mod 7). Portanto 279 estard na mesma coluna que o nimero 6, ou seja
terga-feira.

Logo se hoje é quarta-feira, daqui a 279 dias seré terga-feira.
Comentario da quarta aula

Esta aula refere-se a uma aplicagdo da aula passada. Foi bastante divertida,
agradavel e proveitosa e que despertou nos alunos muito interesse. Néo ¢ facil aplicar e
explicar aos alunos exercicios como estes. No entanito, o resultado € surpreendente, fazendo
com que o trabalho realizado se tomne mais gratificante.

Em relagio ao exemplo dado e ao exercicio 2), foi trabalhado apenas dias
posteriores, uma vez que os dias anteriores deveriam ser relacionados com nimeros

negativos. Mas os alunos ainda n3o estdo aptos para tal aplicagdo.
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5% aula:

Ja sabemos que a congruéncia pode ser aplicada entre o dividendo, divisor e o resto
de uma divisdo euclidiana, onde o dividendo & cdngruo ao seu resto moédulo divisor.

Sabemos também que dois ntimeros quaisquer sdo cOngruos desde que esses
nilmeros apresentem um mesmo resto quando divididos POr um MeSmo nimero.

No entanto, a aplicagio de congruéncia pode ser apresentada de outras maneiras, ou
s¢ja, existem propriedades que facilitam a aplicagio de congruéncia e no decorrer das
proximas aulas, veremos algumas dessas propriedades.

Propriedades:

1) Quando temos, por exemplo, que 15 = 3 (mod 4) isto significa que também podemos
formar a congruéncia 3 = 15 (mod 4), isto &, se afirmamos que 15 € congruo 2 3 modulo 4,
entdo 3 tambeém € congruo a 15 médulo 4. Mesmo porque se 3 = 15 (mod 4) entdio 3- 15
deve ser divisivel por 4. E de fato 6, pois 3 — 15 =-12 e -12=4 (-3) + 0. Este é o
algoritmo de Euclides aplicado a niimeros inteiros menores que zero. Mas ndo iremos nos
aprofundar nesta aplicagiio, mesmo porque o que nos interessa é saber que

se 15 = 3 (mod 4) entéo 3 = 15 (mod 4).

Exercicios

Verifique se ¢ falsa ou verdadeira as seguintes congruéncias:

a) 7= 24 (mod 5)

Resolu¢io:

Se 7= 24 (mod 5) entdo 24 =7 (mod 5).

Mas 24-7=17 e 17=5.3+]

Portanto 17 ndo ¢ divisivel por 5 e 24 nio é congruo a 7 médulo 5.

Logo 7 ndo é congruo a 24 modulo 5 e essa congruéncia é falsa.
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b) 33 = 57 (mod 6)

Resoluciio:

Se 33 = 57 (mod 6) entdo 57 = 33 (mod 6).

Como 57~33=24 ¢ 24=6. 4+@

entdo 24 ¢ divisivel por 6 ¢ 57 & congruo a 33 médulo 6.

Logo 33 é cOngruo a 57 médulo 6 e essa congruéncia € verdadeira.

¢) 12 = 72 (mod 8)

Resolucio:

Se 12 =72 (mod 8) entdo 72 =12 (mod 8)

Mas 72-12=60 ¢ 60=8.7+}4

Portanto 60 no é divisivel por 8 e 72 nfio é cdngruo a 12 modulo 8.

Logo 12 ndo € cdngruo a 72 modulo 8 e essa congruéncia é falsa.

d) 8 = 545 (mod 3)

Resolugio:

Se 8 = 545 (mod 3) entdo 545=8 (mod 3).

Como 545-8=537 ¢ 537=3.179+[(

Ent3o 537 € divisivel por 3 e 545 ¢ congruo a 8 modulo 3,

Logo 8 ¢ congruo a 545 médulo 3 e essa congruéneia é verdadeira.

Comentario sobre a 5* aula

Como os alunos n3o tinham conhecimento sobre nimeros inteiros (ou pelo menos
ndo o suficiente), tornou-se uma aula ym pouco complicada.

No entanto, eles aceitaram facilmente o fato de que, por exemplo, se 15 = 3 (mod 4)
jaque 15-3=12e¢12=4.3+0, entdo 3= 15 (mod 4)
pois 3-15=-12 e-12=4 (-1) + 0.
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Para eles é complicado aplicar a defini¢io de congruéneia para 3 = 15 (mod 4), mas

0 mais importante é que eles sabem que é possivel fazer essa aplicagio.

6 * gula:

Cédigo Secreto

A congruéncia, desde tempos atras, é usada para codificar e decodificar mensagens.

E como funciona?

Vejamos na tabela abaixo.

ESPACO |A (B |[C (D |E |F |G |H |T |J |K |[L (M [N

0 1 12 |3 (4 |5 |6 (7 |8 |9 }10])I1 112 }13 )14

15

17

18

15

20

21

22

23

24

15
A

26

Cada letra € representada por um numero.

Agora vejamos a formula ¢ = m + t (mod 27)

¢ é o resultado

Onde: < m é o niimero que cada letra representa

t é um niimero arbitrario entre 0 e 26 escothido pela pessoa que manda o codigo

Exemplo:

Decifre a mensagem: XGHCOTOVFTIVC para t=12

Resolu¢iao:

Na férmula ¢ = m + t ( mod 27) queremos descobrir c.
1°) X — X corresponde ao nimero 24. Logom € 24.
Entdo aplicando na formula temos:

c=24+12 (mod 27) ou seja c = 36 (mod 27).

Se ¢ =36 (mod 27) ent3o 36 = ¢ (mod 27), ¢ nesse ¢aso, ¢ €0 resto da divisdo de 36

por 27.
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Como 36 =27.1+9entdioc=9
Consultando a tabela, percebemos que 9 representa L

Logo X significa 1

2°) G = G cortresponde ao nimero 7. Logom £ 7.

Entéo aplicando na formula temos:

c= 7+ 12 (mod 27) ou seja

¢ =19 (mod 27).

Se ¢ =19 (mod 27) entdo 19 = ¢ (mod 27), e nesse caso, ¢ é oresto da divisdo de 19
por 27.

Como 19=27.0+ 19entdo c=19.

Consultando a tabela, percebemos que 19 representa S.

Logo G significa S.

3°) H— H corresponde a0 nimero 8. Logom & 8.

Entdo aplicando na fé6rmula temos:

c=8+ 12 (mod 27) ou seja

¢ =20 (mod 27).

Se ¢ =20 (mod 27) entdo 20= ¢ (mod 27), e nesse caso, ¢ € o resto da divisao de 20
por 27.

Como 20=27. 0+ 20 entio ¢ =20,

Consultando a tabela, percebemos que 20 representa T.

Logo H significa T.

4°) C — C corresponde ao nimero 3. Logom ¢ 3.
Entdo aplicando na férmula temos:

¢=3+12 (mod 27) ou seja

¢ = 15 (mod 27).
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Sec=15 (mod 27) entdo 15 = c (mod 27), e nesse caso, ¢ ¢ o resto da divisio de 15
por 27.

Como 15=27. 0+ 15 entdo c = 15.

Consultando a tabela, percebemos que 15 representa O.

Logo C sigmfica O.

5°) O - O corresponde a0 niimero 15. Logom ¢ 15.

Entao aplicando na férmula temos:

c= 15+ 12 (mod 27) ou seja

c =27 (mod 27).

Se ¢ =27 (mod 27) entdo 27 = ¢ (mod 27), e nesse caso, ¢ ¢ o resto da divisdo de 27
port 27.

Como 27=27.1+0entdoc=0.

Consultando a tabela, percebemos que 0 comresponde 2 um espago (entre uma letra e outra).

6°)y T — T corresponde ao nimero 20. Logo m & 20.

Ent3o aplicando na férmula temos:

c¢= 20+ 12 (mod 27) ou seja

¢ = 32 (mod 27).

Se ¢ = 32 (mod 27) entdo 32 = c (mod 27), e nesse caso, ¢ ¢é o resto da diviséo de 32
por 27.

Como 32=27.1+5entdoec=S5.

Consultando a tabela, percebemos que 5 representa E.

Logo T significa E.
7°) O — ja verificamos que O comresponde a um espaco.

8°) V> V comresponde ao nimero 22. Logom ¢ 22.

Entdo aplicando na formula temos:
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¢= 22 + 12 (mod 27) ou seja ¢ = 34 (mod 27).

Se ¢ = 34 (mod 27) entio 34 = c (mod 27), e nesse caso, ¢ & o Testo da divisao de 34
por 27. '

Como34=27.1+7entdioc="7.

Consultando a tabela, percebemos que 7 representa G.

Logo V significa G.

9°) F— F comresponde ao nimero 6. Logo m & 6.

Ent#o aplicando na férmuia temos:

c=6+ 12 (mod 27) ou seja

¢ = 18 (mod 27).

Se ¢ = 18 (mod 27) entdo 18 = ¢ (mod 27), e nesse caso, ¢ é o resto da divisio de 18
por 27.

Como 18 =27.0+ 18 entdo ¢ = 18.

Consultando a tabela, percebemos que 18 representa R.

Logo F significa R.

10°) T ~> ja verificamos que T cormresponde a letra E.

11} V >34 verificamos que V. corresponde a letra G.

12°) € — 14 verificamos que C corresponde a letra O.

Logo XGHCOTOVFTVC corresponde aISTO E GREG O.
Exercicio

1) Decifre o seguinte codigo: VIIRCEIQRFHVDUVDUEQTEDXHKVTZR para
t=10.
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Resolucio:
Decifraremos esta mensagem através da formula ¢ = m + t (mod 27), onde queremos

descobrir o valor de ¢.

1°) V> V corresponde ao nimero 22. Logo m é22.

Entdo aplicando na formula temos:

c=22+ 10 (mod 27) ou seja

¢ =32 (mod 27).

Se ¢ = 32 (mod 27) entdo 32 = ¢ (mod 27), € nesse caso, ¢ € o resto da divisio de 32
por 27.

Como 32=27.1+ Sentdoc=5.

Consultando a tabela, percebemos que 5 representa letra E.

Logo V significa E.

2°) I — 1 corresponde ao nisnero 9. Logom £9.

Ent3o aplicando na férmula temos:

¢=9+ 10 (mod 27) ou seja

¢ =19 (mod 27).

Se ¢ = 19 (mod 27) entdo 19= c (mod 27), e nesse caso, ¢ € o resto da divisdo de 19
por 27.

Como 19=27.0+ 19 entdo ¢ =19.

Consultando a tabela, percebemos que 19 representa letra S.

Logo I significa S.

3°) J— J corresponde ao nimero 10. Logom ¢ 10.
Ent3o aplicando na formula temos:

c¢= 10+ 10 (mod 27) ou seja

¢ = 20 (mod 27).



Se ¢ = 20 (mod 27) entio 20 = ¢ (mod 27), ¢ nesse casa, ¢ € o resto da divisdo de 20
por 27.

Como 20 =27 . 0 + 20 ent3o c = 20.

Consultando a tabela, percebemos que 20 representa letra T.

Logo J significa T.

4°y R - R comresponde ag mimero 18, Logom ¢ 18.

Ent3o aplicando na formula temos:

¢= 18 + 10 (mod 27) ou seja

c = 28 (mod 27).

Se ¢ = 28 (mod 27) entio 28 = ¢ (mod 27), e nesse caso, ¢ ¢ o resto da divisdo de 28
por 27.

Como28=27.1+1entioc=1.

Consultando a tabela, percebemos que 1 representa letra A.

Logo R significa A

5°) C > C corresponde ao nimero 3. Logom € 3.

Entdo aplicando na formula temos:

¢=3+ 10 (mod 27) ou seja

¢ = 13 (mod 27).

Se ¢ = 13 (mod 27) entdo 13 = ¢ (mod 27), e nesse caso, ¢ € o resto da divisdo de 13
por 27.

Como13=27.0+ 13 entdoc=13.

Consultando a tabela, percebemos que 13 representa letra M.

Logo C significa M.

6°) E — E comesponde ao niimero 5. Logom éS.
Entdo aplicando na formula temos:

¢=5+ 10 (mod 27) ou seja
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¢ = 15 (mod 27).

Se ¢ =15 (mod 27) entio 15= ¢ (mod 27), € nesse caso, ¢ ¢ o resto da divisdo de 15
por 27.

Como 15=27.0+ 15 entdoc =15

Consultando a tabela, percebemos que 15 representa letra O.

Logo E significa O.

7°) 1 — ja vimos que I significa S.

8°) Q —» Q é representado pelo ndmero 17. Logom ¢€17.

Entdo aplicando na férmula temos:

e¢= 17+ 10 (mod 27) ou seja

¢ =27 (mod 27).

Se ¢ =27 (mod 27) entdo 27 = ¢ (mod 27), e nesse caso, ¢ ¢ o resto da divisdo de 27
por 27.

Como27=27.1+0entioc=0.

Consultando a tabela, percebemos que 0 representa um espago (entre uma letra e outra)

Logo Q significa um espago.

9°) R — ja vimos que R significa A.

10°) F > F corresponde ao nimero 6. Logom é6.

Ent3o aplicando na féormula temos:

c= 6+ 10 (mod 27) ou seja

¢ = 16 (mod 27).

Se ¢ = 16 (mod 27) entdo 16 = ¢ (mod 27), € nesse caso, ¢ € O resto da divisdo de 16

por 27.
Como 16 =27 .0+ 16 entdo ¢ = 16.

Consultando a tabela, percebemos que 16 representa letra P.
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Logo F significa P.

11°) H— H corresponde ao nimero 8. Logam ¢8.

Entéo aplicando na formula temos:

¢ =8+ 10 (mod 27) ouseja

¢ = 18 (mod 27).

Se ¢ =18 (mod 27) entdo 18 = ¢ (mod 27), e nesse caso, ¢ € o resto da divisdo de 18
por 27.

Como 18 =27 .0 + 18 entdo c = 18.

Consultando a tabela, percebemos que 18 representa letra R.

Logo H significa R,
12°) V — ja vimos que V significa E.

13°) D > D corresponde ao nimero 4. Logom ¢ 4.

Entfo aplicanda na formula temos:

¢=4+ 10 (mod 27) ou seja

c = 14 (mod 27).

Se ¢ = 14 (mod 27) entdo 14 = c (mod 27), ¢ nesse caso, ¢ ¢ o resto da divisdo de 14
por 27.

Como 14 =27.0+ 14 entio ¢ = 14.

Consultando a tabela, percebemos que 14 representa letra N.

Logo D significa N.

14°) U - U corresponde ao nimero 21. Logom ¢é21.
Entfo aplicando na formula temos:

c =21 + 10 (mod 27) ou seja

¢ = 31 (mod 27).
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Se ¢ =31 (mod 27) entiio 31 = ¢ (mod 27), e nesse caso, ¢ é o resto da divisdo de 31
por 27.

Como 31=27.1+4entioc =4,

Consultando a tabela, percebemos que 4 representa letra D.

Loge U significa D.

15°) V = ja vimos que V significa E.

16°) D — ja vimos que D significa N.

17°) U — ja vimos que U significa D.

18°) E — ja vimos que E significa O.

19°) Q — 14 vimos que Q significa um espago.

20°) T — T cormresponde ao mimero 20. Logo m € 20.

Entdo aplicando na formula temos:

¢ =20 + 10 (mod 27) ou seja

¢ = 30 (mod 27).

Se ¢= 30 (mod 27) entdo 30 = c (mod 27), e nesse caso, ¢ & o resto da divisdo de 30
por 27,

Como 30=27.1+ 3 entioc=3.

Consultando a tabela, percebemos que 3 representa letra C.

Logo T significa C.

21°) E —» javimos que E significa O.

22°) D — ja vimos que D significa N.
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23°) X > X corresponde ao mumero 24. Logom ¢ 24.

Ent3o aplicando na formula temos:

¢= 24+ 10 (mod 27) ou seja

¢ = 34 (mod 27).

Se ¢ = 34 (mod 27) entdo 34 = ¢ (mod 27), e nesse caso, ¢ ¢ o resto da divisao de 34
por 27,

Como 34=27.1+ 7entdoc="7.

Consultando a tabela, percebemos que-7 representa letra G.

Logo X significa G.

24°) H —» ja vimos que H significa R,

25°) K - K corresponde ao nimero 11. Logom é1l1.

Ent3o aplicando na féormula temos:

¢= 11 + 10 (mod 27) ou sgja

¢ = 21 (mod 27).

Se ¢ = 21 (mod 27) entdo 21 = ¢ (mod 27), e nesse caso, ¢ ¢é o resto da divisaa de 21

por 27.

Como 21=27.0+21 entdoc=21.

Consultando a tabela, percebemos que 21 representa letra U.
Logo K significa U.

26°) V —» javimos que V significa K.

27°) D — ja vimos que D significa N.

28°) T —» ja vimos que T significa C.

29°) Z — Z corresponde ao numero 26. Logo m € 26.
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Ent2o aplicando na férmula temos:

c= 26+ 10 (mod 27) ou seja

¢ = 36 (mod 27).

Se ¢ = 36 (mod 27) entio 36 = ¢ (mod 27), e nesse caso, ¢ € o resto da divisdo de 36
por 27.

Como 36=27.1+9entioc=9.

Consultando a tabela, percebemos que 9 representa letra L

Logo Z significa L
30°) R — ja vimos que R significa A.

Logo temos que:
VIJRCEIQRFHVDUVDUEQTEDXHKVDTZR
significz:. ESTAMOS APRENDENDO CONGRUENCIA

Comentario sobre a 6 aula

Exatamente como a 4° aula esta foi bastante divertida e interessante.

A maior dificuldade apresentada pelo alunos foi em aplicar os nimeros na férmula.
Depois desta etapa tudo se tornava mais facil para eles.

Foi trabalhado apenas a decodificagdo das mensagens, pois a codificagdo muitas
vezes necessita da aplicagio dos nimeros inteiros negativos, o que no ¢ muito acessivel

para os alunos.
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7" aula:
Continuaremos as propriedades de congruéncia:

2%) Quando temos, por exemplo, 0 seguinte caso: se 37 = 23 (mod 2) pois 37~23=14 ¢
14=2.7+0, se23=1(mod 2) pois 23-1=22 ¢ 22=2.11+ 0, entdo podemos
afirmar que 37 =1 (mod 2). Ede fato 37-1=36¢ 36 = 2.13+ 0.

3") Congruéncia envolvendo poténcia:
Se, por exemplo, 5= 1 (mod 2) entdo 5 = 12 (med 2), 5° = 1° (mod 3) ¢ assim por diante.

E se, por exemplo, 5= 2 (mod 3) entdo 5 = 2? (mod 3), 5° = 2° (mod 3) ¢ assim por diante.

De fato:

1) Sabemos queS=1(mod2)pois5-1=4 ¢ 4=2.2+0.

Sabemos também que 5* =25 ¢25=1 (mod 2) pois25-1=24 ¢ 24=2.12+0
Sabemos ainda que 5° =125 ¢ 125=1(mod 2) pois 125-1=124 e 124=2.62+0

Podemos observar que: 5=1 (mod 2)
25=1 (mod 2)
125=1 (mod 2)

ou seja 5=1(mod 2)
52=1 (mod 2)
5 =1 (mod 2)

2) Sabemos que S=2 (mod 3) pois5-2=3 ¢ 3=3.1+0
Sabemos também que 5 =25 ¢ 25=1(mod 3) pois 25-1=24 ¢24=3.8+0.

Sabemos ainda que 5°=125 ¢ 125=2(mod 3) pois 125-2=123 ¢ 123=3.41+0
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Pela poténcia em congruéncia temos que: 5= 2 (mod 3)
s2=22 (mod 3)
5% =23 (mod 3)

Como 2*=4 e 4=1 (mod 3), entdo pela 2° propriedade de congruéncia 5% = 1 (mod 3).

Como 2° =8 ¢ 8 =2 (mod 3), entdo pela 2° propriedade de congruéncia 5° = 2 (mod 3)

E, ambos os resultados ja tinham sido obtidos anteriormente.

Exercicios
1) Ache os restos nas seguintes divisdes:
a) 2* por7
Resolugio:
Sabemos que 22=8 ¢ 8 =1 (mod 7), ou s¢ja, 2° =1 (mod 7).
Como 2% =(2%)"® & (2°)"*=1" (mod 7)
Entio 2% =1 (med 7)

Logo oresto é 1.

b) 7' por2

Resolucgio:

Sabemos que 7=1(mod 2), pois 7~1=6 ¢6=2.3+0.
Como 7'%! =1"! (mod 2)

7' =1 (mod 2)

Logooresto € 1.

2) Verifique se 47 & divisivel por 8.

Resolugao:

Sabemos que 4° =64 ¢ 64 =0 (mod 8) pois 64 - 0=64¢64=8 .8+ 0.
Como 47 =(#) e 43° =0’ (mod 8), entio 4'= 0 (mod 8)

Portanto o resto da divisdo de 4” por 8 &0,

Logo 4*" ¢ divisivel por 8.
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Comentario sobre a 7* aula

Os alunos apresentaram um pouco de dificuldade em relagio as propriedades da
poténcia.
Aplicar a propriedade da congruéncia referente a potenciagio n3o foi a maior

barreira para os alunos durante a resolug@o dos exercicios.

8* aula:

Nesta aula, foi aplicado um teste com 5 (cinco) questdes objetivas afim de se fazer
uma avaliagdo com os alunos para verificar o conhecimento ¢ a aprendizagem destes em
relagdo ao contedo dado, bem como o desempenho da professora durante as aulas. Desta
forma, seria possivel finalmente concluir se os objetivos tragados foram ou nio alcangados.

Tal teste sera apresentado a seguir.
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TESTE

1) Verifique se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes congruéncias:
a) 187=1 (mod 4)

b) 329 =91 (mod 17)

c) 5=83 (mod 6)

2) Sera que o0 46° e 0 235° dias do ano pertencem ao mesmo dia da semana?

3) Ache os restos nas seguintes divisdes:
a) 6" por 5

b) 3*por8

c) 1214 por 11

4) Um professor trouxe uma certa quantidade de livros para dividir entre alguns alunos. Se
o professor dividir os livros que trouxe entre 3 alunos sobram 2 livros e se ele dividir
entre 5 alunos sobram 3 livros. Sabendo que o professor trouxe menos de 10 livros,

pergunta-se: quantos livros ele trouxe?

5) Um bando de 5 piratas ao tentar dividir entre si, igualmente as moedas de ouro de uma
arca, verifica que 3 moedas sobrariam. Na discussdo que se seguiu um dos piratas foi
morto; na nova tentativa de divisiio, ja com um pirata a menos, desta feita 2 moedas
sobrariam. Nova discussio ¢ mais um pirata é morto. Mas agora, por fim € possivel
diwvidir igualmente a fortuna entre eles. Qual o menor nimero de moedas que a arca

podena conter?
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RESOLUCAO DO TESTE

1) Verifique se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes congruéncias:
a) 187=1 (mod 4)

Resolugio:

187 -1=186 ¢ 186=4.46+[3

Portanto 187 ndo é congruo a 1 modulo 4.

Logo essa congruéncia é falsa.

b) 329 =91 (mod 17)

Resoluciao:

329-91=238 ¢ 238=17.14+(
Portanto 329 é congruo a 91 médulo 17.

Logo essa congruéncia é verdadeira,

¢) 5=2383(mod6)

Resolugio:

~ Se 5=483 (mod 6) entio 83 =35 (mod 6)

Como83-5=78 ¢ 78=6.13+[0]

entdo 83 & congruo a 5 modulo 6 ¢ portanto 5 é congruo a 83 modulo 6.

Logo essa congruéncia € verdadeira.

2) Sera que 0 46° € 0235° dias do ano pertencem ao mesmo dia da semana?
Resolugao:
Para o 46° ¢ o 235° dias do ano pertencerem ao mesmo dia da semana, eles devem ser
cdngruos entre si modulo 7. Assim devemos verificar se 235 = 46 (mod 7)
Como 235-46=189 ¢ 189=7.27 + 0 entdo 235 ¢ congruo a 46 modulo 7.

Logo o 46" ¢ 0 235" dias, pertencem ao mesmo dia da semana.
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3) Ache os restos nas seguintes divisdes:

a) 6" por 5

Resolugio:

Sabemos que 6=1(mod 5) pois6-1=5¢ 5=5. 1+@
Assim 6'" = 1'" (mod 5) ou scja 6'” =1 (mod 5)

6109

Logo o resto da divisdo de por5 ¢ 1

b) 3*¥por 8

Resolucio:

Sabemos que 3*=9 ¢9=1 (mod 8) pois 9-1=8 ¢ 8=8.1 +@
Assim 3 = 1 (mod 8).

Como 3* = (32)'® entdo (39" = 1" (mod 8),

ou seja 3°* = 1 (mod 8).

Logo o resto da divisdo 3 por8 ¢ 1.

¢ 1217 por 11

Resolugio:

Sabemos que 121 =0 (mod 11) pois 121-0=121 e 121=11.11+]
Assim 121* = 0¥ (mod 1) ouseja 121*" = 0 (mod 11).

Logo o resto da divis3o de 121* por 11 é 0.

4) Um professor trouxe uma certa quantidade de livros para dividir entre alguns alunos. Se
o professor dividir os livros que frouxe entre 3 alunos sobram 2 livros e se ele dividir
entre 5 alunos sobram 3 livros. Sabendo que o professor trouxe menos de 10 livros,
pergunta-se: quantos livros ele trouxe?

Resolucio:

Temos que achar um nimero que quando dividido por 3 da resto 2 e quando dividido por 5

da resto 3. Assim, por tentativa temos:
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Logo o professor trouxe 8 livros.

5) Um bando de 5 piratas ao tentar dividir entre si, igualmente as moedas de ouro de uma
arca, verifica que 3 moedas sobrariam. Na discussdo que se seguiu um dos piratas foi
morto, na nova tentativa de divis3o, j2 com um pirata a menos, desta feita 2 moedas
sobrariam. Nova discussio e mais um pirata é morto. Mas agora, por fim é possivel
dividir igualmente a fortuna entre eles. Qual o menor mimero de moedas que a arca
podena conter?

Resolugao:

Temos que achar um nimero que quando dividido por 5 d4 resto 3, que quando divido por

4 da resto 2 ¢ quando dividido por 3 da resto zero.

Assim, por tentativa ,temos:
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13 10 |
14 12
23 15
28 22

Logo o menor niimero de moedas que a arca poderia conter é 18.
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GRAFICOS DO RESULTADO DO TESTE APLICADO

Os dados a seguir sdo referentes a uma turma de 5° série com 8 (oito) alunos e uma turma

de 6" série com 42 (quarenta e dois) alunos.

1) Verifique se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes congruéncias:

a) 187 =1 (mod 4)
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c) 5=283 (mod 6)

2) Sera que 0 46° € 0 235° dias do ano pertencem ao mesmo dia da semana?
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3) Ache os restos nas seguintes divisdes:

N&o resolvida

M Certa

M Errada
CIMela certa
ENEo resglvida
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4) Um professor trouxe uma certa quantidade de livros para dividir entre alguns alunos. Se
o professor dividir os livros que trouxe entre 3 alunos sobram 2 livros e se ele dividir
entre 5 alunos sobram 3 livros Sabendo que o professor trouxe menos de 10 livros,
pergunta-se: quantos livros ele trouxe?

ECerta

M Errada

[ Mela certa
Nio resolvida

5) Um bando de 5 piratas ao tentar dividir entre si, igualmente as moedas de ouro de uma
arca, verifica que 3 moedas sobrariam. Na discussio que se seguiu um dos piratas foi
morto; na nova tentativa de divisdo, ja com um pirata a menos, desta feita 2 moedas
sobrariam. Nova discussio e mais um pirata é morto. Mas agora, por fim é possivel

dividir igualmente a fortuna entre eles. Qual o menor mimero de moedas que a arca
poderia conter?
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Comentario sobre o teste aplicado

Os resultados dos testes correspondem ao desempenho dos alunos na sala de aula.
Os maiores erros ocorreram com os problemas,

Percebe-se que os alunos apresentam dificuldade na interpretagio dos mesmos. Mas
is50 ocorTe com a maioria dos alunos e em outros contetidos também. Quando apresenta-se
problemas nos exercicios, logo surge a pergunta: O que eu fago, somo, subtraio, multiplico
ou divido? Problema é um ponto em destaque que deve ser bastante trabalhado pelos
professores de matemética. |

Além disso, o contetdo referente a resolug¢do dos problemas (congruéncia linear) nio
foi trabalhado durante as aulas, mesmo porque é bastante complexo para ser aplicado.
Portanto os problemas s6 podiam ser resolvidos por tentativa, como foi explicado durante o
teste. Dessa forma era possivel verificar como os alunos iriam usar seu conhecimento em
relag3o ao algoritmo de Euclides, bem como seus elementos {(divisor, dividendo, quociente
e resto) para resolverem tais problemas.

Entretanto, ¢ indispensivel que o professor conhe¢a congruéncia linear para assim

elaborar bons problemas bem como chegar em suas resolugdes.
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CONCLUSAG

Com este trabalho procurou-se mostrar que existem viarias e diferentes marneiras de
fazer aplicagdes com o algoritmo de Buclides e uma destas maneiras é com a congruénia.

Os exercicios dos conteiidos mateméticos em geral sio muito mecinicos, ndo levam
o aluno a um determinado raciocinio logico. Nao existe um “porque” ou uma integragio
mais especifica com a realidade.

Percebe-se que quando ¢ feita tal integraciio, os alunos se interessam muito mais,
melhoram seu rendimento e consequentemente seu aprendizado.

Foi exatamente isso que procurou-se fazer quanto & aplicag3io de congruéncia pafa
os alunos. Tanto a definigio e propriedades, como os exercicios relacionados 4 mesma,
estavam diretamente ligados ao algoritmo de Euclides. Especialmente os exercicios
atrairam muito a aten¢io e o interesse dos alunos, destacando-se entre tais exercicios o
cédigo secreto e o calendario.

Dessa forma, os alunos passaram a perceber a importancia do algoritmo, verificando
que o mesmo ndo serve simplesmente para tirar a prova real da divisio pelo método das
chaves.

E num contexto geral, nio foi dificil trabalhar congruéncia. Pelo contrario, os
resultados obtidos foram mais positivos que o esperado.

Em se tratando de congruéncia, sua aplicagio n3o se reduz apenas aquelas
apresentadas neste trabalho. Existem ainda muitas outras questfes que sdo solucionadas
através da congruéncia e que certamente seriam temas interessantes para serem aplicadas

em sala de aula.
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