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Introducao

Neste trabalho de conclusao de curso, faremos um estudo de propriedades dos espagos
vetoriais de dimensao infinita. Para tanto, inicialmente estudaremos alguns resultados
importantes da teoria dos espagos vetoriais de dimensao finita, e num segundo momento,
verificaremos a validade destes, quando passamos a considerar espacos de dimensao in-
finita. Esse é o contexto deste trabalho, comparar algumas propriedades dos espagos
vetoriais de dimensao finita com as dos espagos de dimensao infinita.

Durante todo o trabalho realcaremos os conceitos e resultados abordados através de
exemplos, com o objetivo de tornar mais claro ao leitor o assunto apresentado. Também
tivemos a preocupacao de demonstrar com detalhes a maioria dos teoremas, afim de que
a leitura deste material seja auto-suficiente para a compreensao do conteudo abordado.
Por fim, apresentaremos um breve resumo deste trabalho.

A definicao de espagos vetoriais, subespacos, bem como os conceitos e propriedades
basicas sobre a teoria dos espacos vetoriais, serao vistos no primeiro capitulo deste tra-
balho. Neste também, é demonstrado o primeiro teorema de énfase do trabalho, no qual
afirmamos que todo espacgo vetorial admite uma base de Hammel.

No segundo capitulo estudaremos uma classe de espacos vetoriais que nos permitira
um maior aprofundamento no estudo de propriedades de espacos vetoriais de dimensao
infinita, os chamados espacos normados.

O capitulo seguinte, serd dedicado ao estudo das transformagoes lineares, aplicagoes
entre espacos vetoriais que preservam as duas operacoes algébricas dos espacos vetoriais.
Uma classe importante destas aplicacoes sao as limitadas, sendo este um critério simples
para a continuidade destas aplicagoes, como veremos com mais detalhes no desenvolvi-
mento deste capitulo. Além disso, demonstraremos que para espacos com dimensao finita,
todas as transformacoes lineares sao continuas.

Para finalizar, no quarto capitulo vamos apresentar algumas propriedades que diferem
quanto ao fato da dimensao do espaco vetorial considerado na transformacao linear ser de
dimensao finita ou infinita. Dentre elas, podemos destacar a bijetividade destas aplicagoes.
Se por um lado, para espagos vetoriais de dimensao finita basta analisar apenas um dos
conceitos, injetividade ou sobrejetividade, por outro lado, quando a dimensao ¢ infinita,

isto nao sera o suficiente.



Capitulo 1
Espacos Vetoriais

Neste capitulo, definiremos espagos vetoriais e apresentaremos uma série de exemplos,
afim de tornar clara ao leitor essa estrutura. Além disso, discutiremos algumas de suas
propriedades, como a existéncia de bases para estes espacos de qualquer dimensao. Ao
longo deste trabalho, K denotard o corpo R dos ntimeros reais ou o corpo C dos ntimeros

complexos.

1.1 Espacos Vetoriais

Definicao 1.1.1. Seja V um conjunto nao vazio, sobre o qual estao definidas as operacoes

de adicao e multiplicacao por escalar, isto €,
Vu,veV =u+veVlV e YueVaceK=auel.

O conjunto V com essas duas operacoes € um FEspaco Vetorial sobre um corpo K, se para

quatsquer u,v,w € V e a, 8 € K, as sequintes propriedades sejam satisfeitas:
1. u+v=v-+u (adi¢io é comutativa),
2. (u+v)+w=u+(v+w) (adicio € associativa),
3. existe um unico elemento 0 € V tal que u+ 0 =0+ u=u (elemento zero),

4. para cada uw € V existe um unico elemento (—u) € V' com u+ (—u) = 0 (inverso
aditivo),

5. (af)u = a(fu) (multiplicagio de escalares é associativa),
6. (a+ p)u=au+ pu (multiplicagao escalar é distributiva sob a adi¢do escalar),

7. a(u+v) = au+ av (multiplicagao escalar é distributiva sob a adi¢do vetorial),



8. lu=u (onde 1 € identidade multiplicativa no corpo K).

Exemplo 1.1.1. F(I,R)é€ o conjunto de todas as fungoes reais definidas em um intervalo
1,
FUR)={f:1—=R;f € funcao}.

Sejam f e g funcoes deste conjunto, definem-se a soma f+g:1 — R por
(f+9)(@) = f(x) +g(x), xel
e o produto de f € F(I,R) por a € R como a funcgio a.f : I — R dada por
(a.f)(z) =alf(z)], =€l
Com estas operagoes, o conjunto F(I,R) é um espago vetorial sobre R, onde a fungdo

nula € o vetor nulo desse espaco.

Exemplo 1.1.2. Seja P,, o conjunto dos polinomios com coeficientes reais, de grau menor

ou igual a n (incluindo o zero), ou seja,
Pn={p(x)=a, 2" +...a12 + ap;a; ER e n >0}

O congunto P, € um espaco vetorial sobre R, onde as operacoes sao soma de polinomios
e multiplicagao destes por nimeros reais. Especificamente, sejam p(x) = a.z" + ...+ ag
e q(x) = bpa™ + ... + by dois elementos de P,. Vamos assumir que r < m. Definimos

entao a soma
(p+q)(x) = bpa™ + ...+ b2 + (a, + b)x" + ...+ (ag + bo).
Além disso, se o € R, o produto escalar de o € R por p(x) serd, por defini¢do o polinémio

(a.p)(z) = (aa,)z" + ...+ (aayg).

Exemplo 1.1.3. Seja R o conjunto das sequéncias infinitas u = (o, g, ..., ap, -..), de
numeros reais. O elemento zero de R® € a sequéncia 0 = (0,0, ...,0,...), formada por

infinitos zeros , e o inverso aditivo da sequéncia u = (v, Qg, ..., (0, ...) €

—u= (-, —Qg, ..., —Qy, ...).



As operagoes de adigao e multiplicagao por um nimero real sao definidas por:
u+v= (oq + 61, Q9 + Bg, ceey Oty + 67“ )

Au = (Aag, Aag, ..., Ay, ...), YA eER.

Com estas operacoes, R™ é um espaco vetorial.

1.2 Subespacos Vetoriais

Em muitas ocasioes, é importante estudar dentro de um espaco vetorial V, subconjuntos
W que continuem sendo espagos vetoriais. Tais conjuntos sao chamados de Subespacos

Vetoriais de V, o qual definiremos a seguir.

Definigao 1.2.1. Seja V um espaco vetorial. Um Subespago Vetorial (ou simplesmente

um subespago) de V € um subconjunto W C V' com as sequintes propriedades:
1. 0 e W,
2. Vu,veW = (utv) e W;

3. YueWaeK=auell.

Observe que um subespaco W em um espaco vetorial V, é ele proprio um espaco veto-
rial. Dado que, das propriedades 2 e $ da definicao de subespaco, as operacoes de adigao
de vetores e de multiplicacao de vetor por escalar em V, ficam naturalmente definidas em
W.

Podemos destacar dois exemplos de subespacos de um espaco V, chamados de triviais.

O conjunto {0}, com o tinico elemento 0, e o espago inteiro V.

Exemplo 1.2.1. Consideremos o conjunto F(I,R) definido no exemplo 1.1.1. Seja
C(I,R) o conjunto formado pelas fungoes reais definidas em um intervalo I, tal que essas

fungoes sejam continuas,
C(ILR)={f:I—R; fé continua}.

Temos que C(I,R) € um subespaco de F(I,R).

De fato, o vetor nulo do espago F(I,R) é a funcdo nula, que é uma fungao continua e

portanto pertence a C(I,R). Além disso, se f e g sao fungoes reais continuas, a soma
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(f + g)(z) serd uma funcao real continua e se € R, o produto escalar de a por f(z),

serd a fungdo real (af)(x) que também é uma funcao continua.

Do mesmo modo, também sao subespaco de F(I,R), o conjunto C*(I, R) das fungdes k
vezes continuamente derivdveis no intevalo I, onde k € N, o conjunto L'(I,R) das fun¢oes
integraveis em um intervalo I e o conjunto P, (I, R) dos polinémios de grau menor ou igual
a n.

Observe que se considerarmos o conjunto formado apenas por polinomios de grau n,
este nao serda um subespaco vetorial de F(I,R), pois a soma de dois polinémios de grau

n pode ter grau menor que n.

Exemplo 1.2.2. Considere P,, como o conjunto dos polinomios com coeficientes reais,
de grau menor ou igual a n, onde p(0) = 0. Note que P,, € um subconjunto de P, definido
no exemplo 1.1.2.

Geometricamente, os elementos do subespaco P,, caracterizam-se pelo fato, de seus graficos
intersectarem a origem do sistema cartesiano. Como exemplo, podemos observar o grdfico

das fungoes polinomiais pi(x) = x* — 3z e po(x) = —x que sdo elementos de P,,.

"/
| N/
- /J\\\

| N

Figura 1.1: Gréfico de pi(x) e pa(x).

Exemplo 1.2.3. Seja V = M,(R), o conjunto das matrizes reais quadradas de ordem n,
com a soma e o produto escalar usuais, e W € o subconjunto das matrizes triangulares

superiores. W € um subespago vetorial de V.

De fato, a soma de matrizes triangulares superiores ainda é uma matriz triangular supe-

rior, assim como o produto de uma matriz triangular por um escalar real.
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1.3 Base de Hammel

Nesta se¢ao iremos apresentar um dos conceitos mais importantes no estudo da estrutura
de espago vetorial, o de base. O qual, sera bastante 1util nos estudos seguintes desse tra-

balho. Iniciaremos com a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.3.1. Sejam W wum subespaco vetorial do espaco vetorial V e A um sub-
conjunto de V. Dizemos que W € um subespaco gerado por A, ou que A é um conjunto

gerador para W, se tivermos
W=A{uelV, u:Zkiei onde k;€eKe e A Vi=1,2,...,n}.
i=1

Em outras palavras um subespago de W é gerado por A se todo elemento de W é

combinacao linear de elementos de A.

Exemplo 1.3.1. Considere R? como espago vetorial sobre R. O conjunto {(1,0),(0,1)}

¢ conjunto gerador de R?, pois se (a,b) € R?, entdo
(a,b) =a(1,0)+b(0,1) com a,beR.

Da mesma forma o conjunto {(1,0),(—2,—1),(2,2)} também é um gerador de R?.

Exemplo 1.3.2. Seja P(R) o conjunto dos polinémios com coeficientes em R. O conjunto

{1,z,2% ...,2" ...} éum conjunto gerador de P(R) visto como um espago vetorial sobre

R.

De fato, qualquer elemento de P(R) é da forma
p(z) = ag(1) + a1 (x) + ax(@?) + ... + an(z"),

para algum n € N e ag, aq, . . ., a,, coeficientes reais.
O conjunto {2,1+z,1 + 22 ...,1+ 2",...} também é um conjunto gerador do mesmo

espago vetorial.

Em geral, um espacgo vetorial possui muitos conjuntos geradores, sendo que vai nos
interessar o conjunto gerador que seja o “menor possivel”, onde cada elemento de V se
escreva de maneira inica como combinacgao linear dos elementos deste conjunto gerador.

Para tanto, precisamos nos valer da seguinte definicao:
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Definicao 1.3.2. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo escalar K. Dizemos que um

conjunto {€q}acs CV € Linearmente Independente (ou L.1.) se para todo conjunto I C J
finito,

D kiei=0=k =0, Viel

iel

Observacoes:

i)

iii)

Mesmo que o conjunto {e,}acs seja um subconjunto infinito de V, consideremos
somente combinacoes lineares de quantidades finitas de vetores deste conjunto, uma

vez que somas infinitas nao fazem sentido neste momento.

Se A = {ey,es,...} é um subconjunto L.I. de um espago vetorial V', entdo nenhum
vetor de A pode ser escrito como combinacao linear de outros vetores deste subcon-

junto, pois, se tivermos, por exemplo,
€; = /{?161 —+ k2€2 + ...+ ki,lei,l
teremos
]{3161 + ]{?262 +...+ ki_lei_l + (—1)62' = O,

com o coeficiente de e; nao nulo, o que contradiz o fato de A ser linearmente inde-

pendente.

Um conjunto X é chamado de linearmente dependente (ou L.D.) se nao for linear-
mente independente, ou seja algum dos vetores v € X é combinacao linear de outros

elementos de X.

Exemplos de conjuntos Linearmente Independente:

Exemplo 1.3.3. Os monomios 1,x,...,x" em P, sao L.1., pois

p(r) = ap+ a1z + ...+ aa”

¢ o vetor nulo em P, somente quando p(z) = 0 para todo x € R, ou seja

Qo =

.. =y = 0, pois um polinomio nao nulo de grau m tem no mdzrimo m raizes reais.

13



O que nos permite concluir, que o congunto {1,z,..., 2", ...} C P(R) é um conjunto in-

finito L.1. no espacgo vetorial dos polinomios com coeficientes reais.

Exemplo 1.3.4. O conjunto X = {é1,...,€,,...} CR>, onde

€ a sequéncia infinita cujo n-ésimo termo € 1 e os demais sao iquais a zero, € um conjunto
ifinito L.1..

De fato, se A = {é1,...,€,} é um subconjunto finito de X, para que
arey + ...+ ape, = (al,ag,...,an,0,0,...) :0,
devemos ter a; = ... = a, = 0.

Definicao 1.3.3. Uma base de Hammel para V é um conjunto de elementos de V line-
armente independentes, B = {es}acs tal que todo elemento v € V' pode ser escrito como

combinagoes lineares finitas de elementos de B, ou seja, existe I C J finito e {k;}ie; C K

V= Z klel

iel

tais que

Note que, se V é espago vetorial sobre K e B = {v,}qecs uma base de Hammel, entao
todo vetor v € V' pode ser escrito como combinacao linear de elementos de B de maneira
unica. Suponhamos por absurdo que o vetor v possa ser escrito de duas maneiras distintas,
isto é,

V=01V + Uy + ...+ v, € v=p1v;+ Povs+ ...+ B,
onde o, B; € K. Observe que, mesmo a base B sendo infinita, podemos exprimir v como
combinacoes lineares dos mesmos elementos de B, completando com coeficientes zero os

multiplos dos v; que aparecem apenas numa das duas expresoes. Assim,
QU1 + Qg + ..+ Uy = o1+ Pava + L+ By

ou seja,
vi(ar — Bi) +va(ag — B2) + ... +vp(an — Ba) =0

14



como B = {vy,vy,...,v,} é¢ uma base de Hammel para V, segue que,

(o —p1) = (e — P2) = ... = (a, — Bn) = 0.

Logo,
(Oél = 51)7 (042 = 52), ceey (Oln = Bn)

contradizendo a hipétese. Portanto, todo vetor v € V se exprime de modo tnico como

combinagao linear de elementos da base.

Veremos a seguir, alguns exemplos de base de Hammel de alguns espacos vetoriais.

Exemplo 1.3.5. Uma base para o espago vetorial M (m xn), das matrizes de ordem m xn
€ formada pelas matrizes e;; cujo ij-ésimo elemento (na interse¢io da i-ésima linha e da

J-ésima coluna) € iqual a 1 e os demais elementos sao iguais a zero. Para o caso M (2x1),

o= fon-[s] -2}

¢ uma base para M(2 x 1).

temos que o conjunto

De fato, B é um conjunto L.I., pois para oy, as € K teremos,
0| |0
1 0

a
Além disso, toda matriz ; ] € M(2 x 1), pode ser escrita como

1
0

(03] + Qo

somente se a; = ay = 0.

Exemplo 1.3.6. Os monémios {1,z,...,x2"} formam uma base para o espago vetorial
P.. dos polinomios de grau menor ou igual a n.
O conjunto {1,z,... 2" ...} dos monémios de graus arbitrdrios, constitui uma base in-

finita para o espago vetorial P(R) de todos os polindmios reais.

Exemplo 1.3.7. Os vetores e; = (1,0,...,0),...,e, =(0,...,0,1) constituem uma base

{e1,...,en} de R™, chamada de base candnica. Porém, o conjunto X = {éy,...,é,,...} C
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R*>, onde e, =0,...,0,1,0,...), € um conjunto infinito L.I., conforme vimos no exemplo
1.3.4, mas nao é uma base de Hammel para R*, pois nao gera este espaco, ou seja,
os elementos de R nao podem ser escritos como uma soma finita de combinagoes de
elementos de X. Por exemplo, o elemento (1,1,1,...) € R nao é combinagdo linear finita

de vetores e,,.

Entretanto, embora nao exibamos explicitamente uma base de Hammel para o espago
R> o teorema que discutiremos na préxima se¢ao, nos garantira que existe uma base de

Hammel para este espaco.

Definicao 1.3.4. Dizemos que um espago vetorial é de dimensdo finita se existe uma

base finita para V. Caso contrdrio dizemos que a dimensao de V € infinita.

Observacao: No caso de V ser um espaco de dimensao finita, podemos associar ao
espaco um numero natural bem definido que serd chamado de dimensao do espago. Para

isso, enunciaremos antes um resultado que justificara esta relagao.

Teorema 1.3.1. Seja V um espacgo vetorial de dimensao finita. Entao duas bases quais-

quer de V tém o mesmo numero de elementos.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em qualquer livro conceituado

de dlgebra linear. Indicamos ao leitor o livro [6].

Podemos entao apresentar a seguinte definicao.

Definicao 1.3.5. Chama-se dimensao de um espago vetorial V de dimensao finita ao
numero de elementos de qualquer uma das bases para V.
Notagao: dim V.

1.4 Existéncia de bases

Na secao anterior definimos, a partir de conjunto gerador e conjunto L.I., a idéia de base
e dimensao de um espago vetorial. A questao que se coloca agora é a seguinte: Seja V
um espaco vetorial qualquer, existe uma base de Hammel para este espaco? E se existir,
ela é facilmente encontrada? No exemplo 1.3.6, construimos uma base B para P(R) a
partir de uma base de P, dada. Porém, no exemplo seguinte (exemplo 1.3.7), vimos que

nao ¢ possivel fazer o mesmo para R*°. O que queremos agora ¢ analizar se mesmo nao
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apresentando uma base para este espaco, podemos garantir sua existéncia. Para tanto,

iremos utilizar o chamado Lema de Zorn, e relembrar alguns conceitos relacionados.

Definicao 1.4.1. Seja E um conjunto nao vazio, e R uma relacdo sobre este conjunto,

entao:

1. A relagao R é chamada de relagao de ordem parcial sobre E, se e somente se, R é

reflexiva, anti-simétrica e transitiva, isto €, sao verdadeiras as seten¢as:

(a) (Vz)(z € E = zRx)
(b) (Vz,y € E)(zRy e yRx=x=y)
(¢c) (Vx,y,z € E)(xRy e yRz= zRz)

2. Um conjunto parcialmente ordenado € um conjunto sobre o qual se define uma certa

ordem parcial.

3. Os elementos x e y de uma ordem parcial (E,R) sao compardveis se xRy ou yRx,

caso contrdrio sao incompardveis.

4. Se dois elementos quaisquer de E forem compardveis mediante R, entao R serd
chamada relagao de ordem total sobre E. Dizemos que E € conjunto totalmente

ordenado.
5. Um conjunto totalmente ordenado é chamado de cadeia.

6. Seja A um subconjunto nao vazio do conjunto parcialmente ordenado E. Um ele-

mento m € A é um elemento maximal de A quando se verifica:

(Ve e A)m <x=m =uz).

A seguir, enunciamos o importante Lema de Zorn, cuja demonstracao pode ser encon-
trada em ([3],p.105).

Lema 1.4.1 (Lema de Zorn). Seja E um conjunto parcialmente ordenado tal que toda

cadeta tenha pelo menos uma cota superior, entao FE tem um elemento maximal.

A partir deste resultado, podemos demonstrar o teorema de nosso interesse.

Teorema 1.4.2 (Base de Hammel). Todo espago vetorial admite uma base de Hammel.
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Demonstracao. Considere o conjunto B cujos elementos sao subconjuntos de vetores line-
armente independentes de V. Note que B é nao vazio, pois, por exemplo, se v € V' é nao
nulo entao o conjunto {v}, formado pelo elemento v é L.1I..

Consideremos a relagao de ordem dada pela inclusao de conjuntos em B, isto é, C' < D,

se C' C D. Suponha que {/,},en seja uma cadeia em B, entao |J I, € B pois dado um

conjunto finito {ey, ...,e,} C |J I, entao certamente existe ng tal que
n

{e1,...,en} C I,

Como I, é formado por vetores linearmente independentes, podemos concluir que (J 7,
n
é um conjunto de vetores linearmente independentes. Pelo Lema de Zorn, existe um

elemento maximal em B, digamos Ij;.
Afirmamos que I, é uma base de Hammel, efetivamente:

Dado e ¢ Iy, suponha que para qualquer combinagao linear da forma
ke+kiei + ...+ kpe, =0

com {ey,...,e,} C Ip, teriamos k = 0. Entdo como {ey,...,e,} sdo vetores linearmente
independentes, teriamos que k = k; = 0, e consequentemente Iy, | J{e} seria linearmente
independente. O que contradiz o fato de I); ser o elemento maximal. Portanto, existem
€1y-nen € Inpek k... k, € Kcom k # 0 tal que

ke + kiey + ... + kpe, =0

ou seja,
1 n
e = 7 Z k;et.
i=1

Isto mostra que todo elemento e de V' pode ser escrito como combinagao linear de ele-

mentos de I,,.
O

Usando-se a mesma idéia da demonstragao anterior, podemos mostrar o seguinte re-

sultado:

Proposigao 1.4.1. Seja A um conjunto L.I. em um espago vetorial V. Entao existe uma
base de Hammel C de V tal que A C C.

Observe que, para espacos com dimensao infinita, precisaremos de um conjunto infinito

de vetores para gerar o espaco, onde cada vetor do espaco, ¢ uma combinacao linear finita
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daquela “base infinita”, ou seja, para cada vetor, podemos escolher uma quantidade finita
de vetores da “base”para com eles escrever o vetor dado. O que nem sempre ¢é facil de se
encontrar. Embora o teorema anterior afirme que exista. Por exemplo, considere o espaco
vetorial ¢y de todas as sequéncias de elementos de R que se anulam a partir de uma certa
ordem n,

coo = {v=(z;)ieny € R®;2; =0 para algum i > n}.

Neste espago, as operagoes de soma e multiplicacao de escalares, sao definidas de
modo natural. Entao, B = {é1,...,€,,...} é uma base de Hammel para cqo, pois é um
conjunto L.I. neste espago vetorial sobre R, e cada vetor de cog pode ser escrito como uma
combinacao linear finita de elementos de B. Agora, seja ¢y 0 espago vetorial de todas as

sequéncias de elementos de R convergindo para zero,
co = {v=(2;)ien € R%;(2;)ieny converge a zero}.

Para este espago vetorial de dimensao infinita o conjunto B = {éy,...,é,,...} nao
forma uma base de Hammel, pois, embora seja um conjunto L.I. em ¢y, este nao gera o
espaco vetorial ¢y, dado que existem vetores de ¢y que nao podem ser escritos como uma
soma finita de combinagoes de elementos de B, por exemplo, o vetor (1, %, %, %, ) Ece

nao pode ser escrito como combinacao linear finita de elementos de B.

Para finalizar esta secao apresentaremos outros exemplos de bases para espacos de

dimensao infinita.

Exemplo 1.4.1 (O conjunto dos Polinémios). P(R) € o espago de todos os polonémios
(de qualquer grau) com coeficientes reais. Uma base para este espago de dimensao infinita

¢ o conjunto {1,z,2°,...,2", ...}

De fato, B = {1,z,2%, ...,2", ...} é um conjunto linearmente independente infinito de
P(R), pois dado um subconjunto finito F' de 15,

F={(™,...;2"); n, €N}

e coeficientes a,,, ..., a,, reais, teremos
p(x) = o™ + .o+ ay ™ =0
para todo = € R, somente quando a,,, = ... = a,, = 0. Além disso, todos os polinémios

de P(R) podem ser escritos como uma soma finita de combinagoes lineares de elementos
de B.
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Exemplo 1.4.2 (O conjunto dos Polindmios Trigonométricos). Chamaremos de Polinémio

Trigonométrico de grau n qualquer fungao T,(z) da forma abaizo

T.(z) =ag+ Z lag cos(kx) + brsen(kx)],
k=1

para algum n natural, e coeficientes reais.
O conjunto T'(R) de todos os polindmios (de qualquer grau) constituidos dessa forma, € um
espaco vetorial de dimensao infinita sobre R, onde as operagoes sao soma de polinomios

e multiplicacdo destes por niumeros reais. O conjunto
B = {1, sen(z), cos(z), sen(2z), cos(2z), ..., sen(kx), cos(kz), ...},

¢ uma base para este espaco.

Vamos verificar que B é realmente uma base de Hammel para T'(R).
E imediato que o conjunto B gera o espaco T'(R). Para provar que B é um conjunto L.I.

recorremos as seguintes afirmacoes:

Afirmacgao 1: Para todo x € R temos,

sen(kox)sen(kx) = % [cos((ko — k)z) — cos((ko + k)x)] .

De fato, pelas propriedades trigonométricas,
cos(kox + kx) = cos(koz) cos(kx) — sen(koz)sen(kz). (1.1)
Da mesma forma,
cos(kor — kx) = cos(koz) cos(—kx) — sen(kox)sen(—kzx).
Como cos(u) é uma fungao par e sen(u) é uma fungdo impar, para todo u real, segue que,
cos(kox — kx) = cos(kox) cos(kz) + sen(koz)sen(kz). (1.2)
Subtraindo as equacoes 1.2 e 1.1, temos,

cos(kox — kx) — cos(kox + kx) = cos(kozx) cos(kz) + sen(koz)sen(kz)
— cos(kox) cos(kx) + sen(koz)sen(kx).

20



Logo,
1
sen(kor)sen(kr) = 3 [cos((ko — k)z) — cos((ko + k)x)] .
Afirmacgao 2: Paratodox € Re k € {1,2,...,n}, com k # kg, temos

/sen(k’ox)sen(kx)dx = 0.
Efetivamente, pela afirmacao 1,

s

/sen(kox)sen(kx)dx = /% [cos((ko — k)x) — cos((ko + k)x)] dx
- % /cos((k:o — k)z)dr — /Cos((ko + k)x)dx

Dessa forma,

™

sen((ko + k)x)
ko + k

/sen(kox)sen(kx)dx _ % {_ sen(lilzo_—kk)x) x

—Tr

i

—T

Como (ko — k) e (ko + k) s@o nimeros inteiros,

sen((ko + k)x)
ko + K

1 [_ sen((ky — k)z)|”
2 ko — k

—Tr

|-
logo,

/sen(k;ox)sen(k:c)dx =0, k+#ko.

Afirmagao 3: Para todox € Re k € {1,2,...,n}, temos,

/sen(kgm) cos(kx)dz = 0.

—Tr

A igualdade acima, vem do fato de (sen(kox) cos(kz)) ser uma fungao impar.

Apos estas afirmacoes, voltemos ao nosso problema inicial, provar que B é L.I.. Primeira-

mente, considere uma combinacao linear finita C' de elementos de B e coeficientes reais.
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Seja f(x) = C, entao f(z) é da forma

f(z) =ap+ Z lay, cos(kx) + brsen(kx)],

k=1

para algum n € N. Suponha f(z) = 0 para todo x real, entéo,

f'(x) = —aysen(x) + by cos(z) — ... — naysen(nz) + nb, cos(nz) =0, VreR
ou seja,
f(z) = [axsen(kz) + by cos(kz)]
k=1
onde, a, = —ka, e by = kb, para todo k € {1,2,...,n}. Vamos mostrar que @, = 0 e
b, = 0 para todo k € {1,2,...,n}, e portanto a; e by, serdo iguais a zero.

Suponha que exista pelo menos um k € {1,2,...,n} tal que a; # 0 (ou b # 0).
Seja ko o menor natural tal que ay, # 0 (ou by, # 0).
Nos restringiremos ao caso em que ag, # 0, sendo o caso onde by, # 0 andlogo.

Segue que, para este kg, teremos

3

sen(kox) - [arsen(kz) + by, cos(kz)] =0,

k=1
assim,
[arsen(koz)sen(kx) + bysen(kox) cos(kx)] = 0.
k=1
Ainda,
/aksen(kox)sen(ka:)da:+/bksen(kox) cos(kx)dz | = 0.
k=1 "% -7

Segue das afirmacoes 2 e 3 que,

™

/akosen(kow)sen(kox)dx = 0.

—T

Entretanto,
s

/senz(kox)dx > 0,

pois a fungao sen?(kyx) é uma fungio continua positiva.
Logo, ap, = 0, contradizendo a hipdtese de que ag, # 0. Assim, d; = 0 para todo

k € {1,2,...,n} e portanto, ay = 0 para todo k. Da mesma forma b, = 0 para todo
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ke{l,2,...,n}.
Para finalizar, como f(x) = 0, segue que ay = 0 e portanto todos os coeficientes reais de
f(z) sado nulos.

Logo, B é um conjunto linearmente independente, e assim B é uma base para T'(R).
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Capitulo 2
Espacos Normados

Este capitulo sera dedicado a introducao do conceito de espagos normados, o qual rela-
ciona conceitos algébricos e métricos. Para tanto, primeiro introduziremos um conceito
auxiliar, a norma, depois empregaremos este conceito a um espaco vetorial para obter uma
métrica d, e consequentemente um espaco normado. O fato é que analizando espacos ve-
toriais como espacos normados, nos possibilitara a introducao de uma série de conceitos e
propriedades que darao continuidade ao nosso estudo. Entre eles, esta o conceito de base

de Schauder que analisaremos no final deste capitulo.

2.1 Espacos Normados

Defini¢ao 2.1.1 (Norma). Seja V um espago vetorial sobre K. Uma norma em V é uma

aplicagao || - || : V' — Ry tal que para quaisquer u,v € V e a € K se tenha:
i) |lu| >0 e |u|=0<=u=0;
it) || = [ofjul];

i) Jlu+ vl < Jufl + vl

Um Espaco Normado V é um espaco vetorial no qual estd definido uma norma. A

seguir, veremos alguns exemplos de espagos normados.

Exemplo 2.1.1. Consideremos o espaco euclideano R™ . Vamos mostrar que, a aplica¢ao

r R Jlafl = O )z € R
k=1

¢ uma norma em R™, em que x = (x1,29,...,2,).
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O primeiro e o segundo axioma da definicao de norma sao triviais, conforme o leitor pode

ver abaixo:

n 2
i) ||z]| = (; |xk|2) >0 (por defini¢cao de mddulo).

Além disso,

||$||=<Z|Ik!2> =0 < 2,=0 Vke{l,...,n}

ou seja,

|z]| =0 <= x=0.

1 1 1
i) ||A-x|r=(2|x-xk\2) =(A22|xk|2> =|A|(2|mk|2) .
k=1 k=1 k=1

Logo,
A -2l = [Alll=]].

Para provar o terceiro axioma da definicao de norma, vamos utilizar a desigualdade de
Cauchy-Schawarz. Suporemos o leitor familiarizado com esse resultado, que pode ser en-
contrado em ([5], p.14).

iii) Considere em R"™ o produto interno usual. Entao por definigdo, para quaisquer

x,y € R", temos

lz+yl* = (z+y,z+y)

(z,z) + (2, y) + {y,2) + (¥, y)
)1+ 2(z, y) + [lylI?

< =l + 20z, 9| + lyll?,

aplicando a desigualdade de Cauchy-Schawarz, obtemos

(=, 9) | < ll=llllyll,

assim,
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lz+yl* < Nzl + 2l [yl + 1y ]
< (=l + llyl)*.

Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade acima, chegamos ao
resultado desejado. Logo,
Iz +yll < llzll + [lyll-

Portanto, como as condicoes da definicao de norma sao satisfeitas, e R™ é um espaco

vetorial, acabamos de provar que R" é um espaco normado com esta norma.

Observacao: Podemos verificar que R™ também ¢é um espaco normado com qualquer

uma das normas seguintes:
a) ||zl = lrg?gxn|xk|, se v = (x1, T, ..., T,) € R

b) ||zl = |z1] + ...+ |znl,  sex = (z1,22,...,2,) € R™

As notagoes || x|/ € ||z]|1, explicam-se por analogia com o que se passa no exemplo que exa-
minaremos adiante em 2.1.4. Da mesma forma, a norma acima poderia ter sido chamada

de [|z||2

Exemplo 2.1.2. Sejam a,b € R, com a < b. Seja C([a,b]) o conjunto de todas as fungoes

continuas de [a,b] em R,
C([a,b]) ={f : [a,b] = R; fé continua},

que € um subespago vetorial de F(I,R) definido em 1.1.1.
Para cada f € C([a,b]), facamos

1]l = / (8t

Vamos verificar que || - |1 € norma em C([a,b]).

Sejam f,g € C([a,b]) e A € R. Entao,

b
i) |fllx = [|f(#)]dt >0. (por defini¢io de médulo)
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Além disso, como f é continua em [a,b] e |f(t)| > 0 para todo t € [a, b],

£l = [ U@t =0 = If@)]=0 Vi€l

conforme podemos verificar no apéndice. Assim,

b
wm:/VWﬁ:0¢é £(t) =

b

i) [[A- f(t H—fIA F)|dt = |A| [|f(t)|dt.

a

A= F@OI = ML

Logo,

O"

i) [|f(t) II—flf (Oldt < [(1F(B)]+1g(t)])dt

a

Segue da proprledade de mtegral

Jasl+lg@hae = [ 15l + [ lgtoyae.

17 + 9@l < 1F@I + llg@®)]l-

Logo,

Portanto, como as condicoes da definicao de norma sao satisfeitas temos que o espaco

vetorial C([a, b]), com a norma || - ||; é um espago normado.

Exemplo 2.1.3. Podemos estabelecer outro tipo de norma no espago vetorial C([a,b]),

definido no exemplo anterior. Para cada f € C([a,b]), facamos,

1fllo = sup |f(£)].

te(a,b]

E imediato que os axiomas i) e ii) da definigao de norma sao satisfeitos. Quanto ao axioma
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iii), note que

((f+9) O = [f(B) + 9] < [F(O]+ [g()]  VE € [a,b]. (2.1)

Além disso, para todo t € [a, b],

[F@O < sup [f(H)] e [g(t)] < sup [g(t)],

t€la,b] te(a,b]
segue que,
fOI+1g@)] < sup |f(D)] + sup [g(t)] V€ [a,b]. (2.2)
t€la,b] tela,b]

Logo, de (2.1) e (2.2),

sup |(f +9)(1)] < sup |f(t)| + sup [g(t)] Vi€ [a,0].
te[a,b] te[a,b] tela,b]
Portanto, || - ||« ¢ uma norma em C([a, b]), e assim, C([a,b]) é um espago normado com

esta norma.

Observe que o espac¢o normado C([a, b]) definido pela norma || - ||; é distinto do espago
normado C([a,b]) definido pela norma || - ||o. Se considerarmos, por exemplo a fungao
f(x) = x?, definida no intervalo [0, 2] , teremos que geometricamente a || f||; representard
toda drea sob a curva, ja a ||f||. representard apenas o ponto de méximo da fungao no
intevalo [0, 2] (Veja a figura 2.1).

" T F llg

171y

Figura 2.1: Representagao grafica de |[f]1 e || f|loo-
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No exemplo a seguir, consideraremos espacos constituidos por fungoes reais ou com-
plexas, definidas em um certo conjunto 7. Estes espacos se tornam espacos vetoriais, se

a soma e o produto escalar sao definidos por
(z+y)(t) = x(t) +y(t), (\2)(t)=Az(t) VteT.

Em particular, se T'= {1,2,...,n}, obtemos os espacos das n-uplas de reais ou com-

plexos, e se T' = N, obtemos espacos vetoriais de sequéncias.

Exemplo 2.1.4. Fizemosp € [1,+00). Sejalf’ o conjunto de todas as sequéncias (T )nen
de elementos de K = R ou C, tais que > |z,|P converge. Considere a soma e a multi-

n=0
plica¢ao por escalar definidas de modo usual. Para p > 1 e (x,)nen € P, fagcamos

1
lz]| = (ZWV”) €R,
n=0

entao [P € um espaco normado com esta norma.

Os axiomas i) e i) da definigao de norma, sao de facil verificacdo. Quanto ao axioma
#ii), como o caso em que p = 1 é imediato, nos restringiremos ao caso em que p > 1.
Para demontra-la vamos utilizar as desigualdades de Holder e de Minkowski, as quais sao
provadas a seguir.

Inicialmente, vamos estabelecer a seguinte desigualdade auxiliar:

se0<a<lea,b>0,entao
a®b' ™ < aa + (1 — a)b.

De fato, podemos nos restringir ao caso em que 0 < a < b. Consideremos a seguinte
aplicagao derivavel
t€la, b — t'" € R.

Pelo teorema do valor médio, existe t € (a, b) tal que

b’ —a' " = (1 — )t (b —a).
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“. entao

Como t > a, temos t~% < a~
b —a < (1—a)a (b —a).
Multiplicando ambos os lados desta tltima desigualdade por a®, obtemos

a®b' ™ < aa + (1 — a)b,

como desejavamos.
n

Provemos a desigualdade de Holder. Seja g € R tal que %—i—% =1.SeneN, > xp, > yr €

k=0 k=0
1
n q
(Dym) |
k=0
n n

Dlalf >0 e > |wl >0,

k=0 k=0

K, entao

S =

>l < (Z |~’Uk|p>
k=0 k=0

Vamos considerar o caso em que

pois, se algum desses termos for nulo, a desigualdade é claramente satisfeita.

Para cada 0 < k < n, facamos

p q
ap = || e b= ||

T on n :
> |milP > il
i=0 i=0
Fazendo a = % e aplicando a desigualdade que provamos anteriormante, temos

T 1 |zg|P 1 q
|| |y | O S ()

1 1 =

n P n q p - |p q = |a
(Elotr) (Shule)” "Gl Tl

para cada k =0,1,...,n.

Como a desigualdade acima, vale para cada k = 0,1,...,n, ela também ¢ valida para o

somatorio, com k variando de 0 até n,

n

T 1 |xplP 1 q
ol | e[l 1

1 n n
k=0 & pln a —o | P ;|P q 5|4
(Erel) (i) Llel Tl
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ou seja,

IN

1 " 1 1 1 1
x L T Zmrug —> il
! k=0 i|P k=0 ;|7 k=0
(2 |xz|p) (z w) L 2l

IN
|
+
|
I
—

Logo,
1 1
n n ) n q
Z|$kyk| < (Z|$k|p> <Z|yk|q>
k=0 k=0
como queriamos demonstrar.

A seguir, PIOvemos a desigualdade de Minkowski.

Sen €N, Zxk,Zyk com z,y — k € K, entao
k=0 k=0

1 1 1
(z\xﬁym) < (z rmp) (z yykrp)
k=0 k=0 k=0

Quando > |zx +yk|? = 0, a desigualdade acima é claramente satisfeita. Vamos considerar
k=0

n
o0 caso em que Y |rg + yx|? > 0. Temos
k=0

Z |2k + yil” = Z (lze 4yl + i) -

k=0

Aplicando a desigualdade triangular,temos que |y + yi| < |zk| + x|, €

S loetuel” < we+ylP el Y L vl
= k=0 k=0

(w) (z||)
k=0 k=0
1
n P n
N (Zw) (zmww—w) |
k=0 k=0

sendo a ultima desigualdade valida pela desigualdade de Hélder.

RS
Q=

IN

Q=

Como (p — 1)qg = p, vem

Z|$k+yk|p§ (Z |$k+yk|p>q <Z|$k|p> + <Z|yk|p>p
k=0

k=0 k=0 k=0

=
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Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por

q

(Z |2k + yk|p> :
k=0
obtemos a desigualdade desejada.

Apés estes resultados, podemos demonstrar o axioma #4). Primeiramente, observe que se

T = (xn>n€N € y - (yn)neN € lp, enté,o,

o] N %
= (Sbr) = (L) <
n= n=

RS

3=

1
(9] N P
— Pl = p
Iyl (EO [Yn] ) Aim (EO [Yn] > < 0.

Pela desigualdade de Minkowski,

o (ixnw); (s W)i +(3mr)

=

n=0

ou seja,

N 7

In= (Z [0 +an”> <zl +llyll
n=0

Logo, a seqéncia Ty ¢ limitada e como seus termos sao nao negativos, ela é uma sequéncia

mondétona nao decrescente. Portanto, a sequéncia Tl é convergente, ou seja, o limite de

Ty existe

N »
: o p) _
Jim Ty = lim (2% |0 + Y| ) [z +yl.
Como T < ||z|| + |ly||, para todo N € N, entao

dim Ty < lz[| + [ly]l,
—00

ou seja,
[l +yll < [zl + [yl
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2.2 Base de Schauder

Para o espaco de dimensao finita R™, o conjunto dos n vetores canonicos linearmente in-
dependentes formam uma base (chamada base de Hammel) deste espago vetorial. Porém,
para certos espacos de dimensao infinita, o espago ¢y, por exemplo, o correspondente
conjunto de infinitos vetores candnicos nao é uma base de Hammel, pois existem vetores
pertencentes a este espaco que nao podem ser escritos como uma combinacao linear finita
dos vetores canonicos. Por outro lado, cada vetor x € ¢y pode ser aproximado por com-
binacoes lineares finitas destes elementos, formando assim um outro tipo de base, a Base

de Schauder, a qual definimos abaixo.

Definicao 2.2.1. Uma base de Schauder de um espago mormado V € uma sequéncia
(xn)e2y em V em que, a cada vetor x € V, associa-se uma unica sequéncia de escalares

()22, C K de forma que

00 N
T = g pXy = lim E Ly,
N—oo
n=1 n=1

Dessa forma, se B = (z,)7°, é uma base de Schauder de um espago normado V, dado
um vetor x de V, x pode nao ser uma combinacgao linear de elementos de B, mas deve
ser uma “combinacao linear infinita”no sentido de que cada vetor de V' é aproximado por
combinacoes lineares finitas de B.

Note que o conceito de base de Hammel faz sentido em qualquer espaco vetorial,
mesmo que este nao seja um espago normado. No entanto, para bases de Schauder, é
necessario que estejamos tratando de espacos normados, pois queremos que cada vetor v
do espaco seja “aproximado”por combinagoes lineares finitas. Assim, para podermos falar
em “aproximado”, precisamos de alguma nocao de distancia, que neste caso é a norma.
De fato,

[eS)
xTr = E (077551 7%
n=1

se
N—oo

N
lim ||z — Zanxnﬂ = 0.
n=1

Exemplo 2.2.1. A base de Schauder do espago IP(R),1 < p < oo ¢ dada por
B={é,...,én,...} CR>, onde



€ a sequéncia infinita cujo n-ésimo termo € 1 e os demais sao iguais a zero.

De fato, para qualquer elemento z € [P(R) da forma z = (x1, x2, ...) temos

r = [Elél + ZL‘QéQ + ...

pois,
> 1 > 1
lim ||z — (z1€1 + @282 + ... + x€r)|| = lim ( E |z;|P)?» = (lim |z;|P)®
k—o0 k—so0 " k—oo
i=k+1 i=k+1

e como x € [P(R), entao
oo
lzllp = laif” < o0
i=1

o
pelo que > |z;[P é o resto de uma série convergente, logo tende para zero quando
i=k+1
k — oo, e assim provamos que cada elemento x € [P(R), pode ser escrito como combinacao

linear (infinita) de elementos de B. Vamos provar que esta maneira de escrever ¢ unica.
Suponhamos por absurdo que o vetor x possa ser escrito de duas maneiras distintas, isto

é,
(o) (o]
T = E Open, € T = E Bnén
n=1 n=1
onde oy, B; € R, entao

00 %
E A€y = E 5nén
n=1 n=1

ou seja,
n=1
Segue que,
1
o) o) )
Z(an - ﬁn)én = Z |an - ﬁn|p =0.
n=1 n=1

Logo, |a, — B,| = 0 para todo n € N, e entao «a,, = 3, para todo n natural. Portanto,

todo vetor x € V' se exprime de modo unico.

Exemplo 2.2.2. O conjunto B = {é1,...,é,,...} C R>®, também é base de Schauder
para o espago ¢y de todas as sequéncias de elementos de R convergindo para zero, com a

norma || - ||oo-

De fato, para qualquer elemento x € ¢ da forma z = (x1, z9, ...) temos

T = X161 + Ty + ... + L€}
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pois,

lim ||z — (z1€1 + @282 + ... + 246x)|| = klggo [ Z zie|| = klim ( sup |xz|) .

k—oo —00 ;
i—kt1 k+1<i<oo

Como z é uma sequéncia de elementos de R convergindo para zero, entao quando k — 0o

os x; tendem a zero. Logo,

lim < sup |xz|> = 0.

k—oo \ p4+1<i<co
Portanto todo elemento x € ¢y, pode ser escrito como combinacao linear (infinita) de
elementos de B. Vamos provar sua unicidade.

Suponhamos por absurdo que o vetor x possa ser escrito de duas maneiras distintas, isto

€,
(e.) o
T = g e, € T = E Bnén
n=1 n=1

onde «;, 3; € R, entao

00 %
§ A€y = E 5nén
n=1 n=1

ou seja,
Z(Oén - Bn)én =0
n=1
Segue que,
Z(an - ﬁn)én = Sup ’an - 5n| = 0.
—1 1<n<oo

Logo, |a, — B,| = 0 para todo n € N, e assim «,, = 3, para todo n natural. Portanto,

todo vetor x € V' se exprime de modo tunico.
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Capitulo 3
Transformacoes Lineares

No presente capitulo vamos estudar aplicacoes entre espagos vetoriais que preservam as
duas operagoes algébricas destes espagos. Estas aplicacoes entre espagos vetoriais e, em
particular, espacos normados, é chamada de transformacgoes lineares. No caso do espaco
de chegada ser R ou C entao a aplicacao é chamada de funcional. Uma classe muito
importante das transformacoes lineares sao as limitadas, visto que estas podem tirar par-
tido da estrutura vetorial. Também veremos que como as transformagoes lineares sao
funcoes, o conceito de continuidade aplica-se a estas. Um fato importante é que para
transformagoes lineares, continuidade e limitacao tornam-se conceitos equivalentes como

estudaremos com mais detalhes.

3.1 Definicao e exemplos

Defini¢ao 3.1.1 (Transformagao Linear). Sejam X e Y espacos vetoriais sobre o mesmo
corpo de escalares K. Uma aplicacao T : X —'Y serd dita transformacgao linear se, para

todo x,y € X e «a escalares tivermos,
Tx+y) =Tx+Ty

T(ax) = a(Tz).

Note que as condigoes da definicao de transformacao linear, mostram que T preserva

as duas operacoes do espaco vetorial. Além disso, sao equivalentes a
T(ax + Py) = aTx + BTy.

As transformacoes lineares T': X — X do espaco vetorial X em si mesmo sao chamadas
de operadores lineares. No caso do espaco de chegada ser R ou C entao a transformagao

linear também é chamada de funcional linear.
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Denotaremos por D(T'), o dominio da transformagao linear.

Exemplo 3.1.1 (Operador identidade). O operador Ix : X — X definido por Ix(x) = x
para todo © € X chama-se operador identidade. Temos D(Ix) = X.

Exemplo 3.1.2 (Operador diferenciagao). Seja X = P([0,1]) o espago vetorial de todos
0s polinomios em [0,1] e o operador T : X — X, dado por

onde p'(t) designa a derivada do polinémio p. O operador T € linear.

De fato, para quaisquer p,q € X e escalares a e [, temos

T(ap+Bq) = (ap+ Bq)
= ap + ¢
= olp+ BTq.

Exemplo 3.1.3 (Operador integragao). Seja X = C([0,1]) o espago vetorial das fun¢oes
reais continuas definidas em [0,1]. Se definirmos T : X — X, por

entao T € um operador linear.

De fato,

T(ax + py)(t) =
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0 que mostra que
T(ox + By)(t) = oTx(t) + BTy(t) Vit € [0,1]

e portanto,
T(ax + By) = oTx + [Ty.

Exemplo 3.1.4. Uma matriz real A = (a;;) com m linhas e n colunas define uma trans-
formagao linear T : R™ — R™ pela formula, T'(x) = Az, onde x = (z;) tem n componentes
e T(x) = (y;) tem m componentes e estes sio escritos na forma de colunas por causa da

conversao da multiplicacao de matrizes, escrevendo T(x) = Az, temos

Y1 aj; Qa2 ... Qin T
Y2 Q21 Q22 ... Q2 T2
Ym Am1  Am2 coo Qmp Tp

Exemplo 3.1.5. Se k € R, entao T : R — R dada por
Ti(x) = kx, VreR,

¢ um funcional linear. O grdfico de T}, é uma reta passando pela origem (0,0) € R? e com

inclinacao k.

3.2 Transformacoes Lineares limitadas e continuas

Vamos agora analisar em espacos normados, uma classe de transformagoes importantes,
as tranformacoes lineares limitadas, a qual estd encapsulada um critério simples para a

continuidade de transformacoes lineares.

Defini¢ao 3.2.1 (Transformacao limitada). Sejam X e Y espacos vetoriais normados e
T : X — Y uma transformacao linear. Dizemos que T é limitada se existe uma constante

¢ tal que para todo v € X,
[T]| < cff=]]. (3.1)
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Exemplo 3.2.1. O operador truncamento T : [P — [P, definido por

T(l’l, T, .. ) = ($2,$3, .. )
¢ limitado.

De fato, seja (z,)nen € [P, entao pela definicdo de norma no [P temos

e
o
IT@IP = 1> enrzall?
n=2
o
= D_lal’
n=2
o0
< o+ JralP =
n=2
o
= Y lwal" = |l
n=1
Segue que,
[Tan ()" < [lanl” Vz e X,
ou seja,

||Txn(t)|| < Han Vz € X.

Portanto, T ¢é limitado.

Exemplo 3.2.2 (Operador diferenciagao). Seja X = P([0,1]) o conjunto dos polindmios
definidos em [0,1]. Definimos T : X — X por T'(z) = 2'. Este operador nao é limitado.

De fato, seja ,, o polinémio z,(t) = t". Entao

|2,]| = sup{|z.(t)], t€[0,1]} =1 VneN

[T || = sup{|a7, ()|, t€[0,1]} =n, VneN.

Disto segue que,
[Tz ()| = nfl |-
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Como n € N é arbitrario, nao existe ¢ tal que para todos n € N tenhamos
[T (1) < cl[@nl]-

Portanto, T nao ¢ limitada.

Note que, o conceito de transformacao limitada difere do conceito de funcao limi-
tada, onde uma funcao limitada é aquela cujo conjunto imagem é limitado. No caso das
transformacoes lineares, s6 a transformagao nula tem o conjunto imagem limitado. A
motivacao do termo transformacao linear limitada deve-se ao fato que tal transformacao
leva conjuntos limitados em conjuntos limitados.

Da definicao de transformacao limitada surge a seguinte pergunta: Qual é o menor
valor possivel de ¢ tal que (3.1) seja verdadeira para todo x € X7

Desconsideremos o caso = 0. Dividindo (3.1) por ||z|| temos

17|
]l

Tomando o supremo sobre X \ 0 obtemos

<c Vz#0.

7] _
z€X\0 HxH N

assim, este supremo ¢é a constante mais pequena tal que (3.1) se verifica. Esta constante
é denotada por |T|| e é chamada norma de T, isto é,

Tx||

1) = sup 2l o
zeX\0 HxH

A seguir veremos que toda transformagao linear definida em um espago normado X de
dimensao finita é limitada. Antes, porém, vamos enunciar um resultado que utilizaremos

para este fim, cuja demonstracao pode ser encontrada em ([5], p. 72).

Lema 3.2.1. Seja {xy1,2a,...,x,} um conjunto de vetores linearmente independente em
um espago normado X (de qualquer dimensao). Entao existe um nimero ¢ > 0 tal que

para toda escolha de escalares o, ao, . .., a, teremos

lonzy + asxo + ...+ apxy|| > c(|ag| + o] + ... + |an]) (¢ >0).
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Teorema 3.2.2 (Dimensao finita). Se um espago normado X tem dimensao finita, entdo

toda transformacao linear em X € limitada.

Demonstragao. Seja dimX = n e {eq, ey, ..., e, } uma base para X. Tomamos z = ) \je;
e consideremos alguma transformacao linear T em X.

Como T ¢ linear,

n n n
ITa) = > XNTeil <> Nl Tes|l < max |[Teicicall > 1A
i=1 i=1 - i=1

Para a tultima soma aplicamos o Lema 3.2.1 e obtemos,

- ] — 1
Z || < E” Zkieil\ = EH%H
=1

i=1

a0 mesmo tempo,

1
|ITz]l < dllzll onde &=~ max |[Ter<in]

Logo, T ¢é limitada.
O

Defini¢ao 3.2.2 (Transformagao Continua). Seja X e Y espacos vetoriais normados e
T : X =Y uma transformacao linear. T € continua em um xqy se para todo £ > 0, existe
0 >0 tal que

|Tx —Txo|| <&, VreX satisfazendo ||z — xo]| < 0.

Dizemos que T € continua se T for continua para todo v € X.

Exemplo 3.2.3. O operador identidade Ix € continuo.

De fato, dado £ > 0, tome § = £ entao,
Tz — Txo|| = ||z —x0|| < =&

sempre que ||z — xg|| < 0.

Exemplo 3.2.4. O funcional T}, : R — R dado por Ty(x) = kz, para todo z real é

continuo.
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De fato, dado £ > 0, tome § = % entao,

[ Thw = Tywol| = |[kz — kaoll = [k[llz — zol| < [k]- 6 =&
sempre que ||z — x| < 0.

A seguir, vamos estudar a relacao entre transformacoes lineares limitadas e trans-

formacoes lineares continuas.

Teorema 3.2.3 (Continuidade e Limitagao). Sejam X e Y espagos normados e

T : X —Y uma transformagao linear. Entdo
a) Se T é continua num ponto xo € X, entao T € limitada;
b) Se T € limitada, entido T € continua.

Demonstragao. (a) Suponhamos que T é continua em z5 € X. Entao dado & = 1, existe
0 > 0 tal que
|T(x) —T(xo)|| <1 se |lx—uz0] <0, ze€lX.

Dado z € X, defina x; = x¢ + ﬁx. Note que ||z; — || = g < J e entao da equagao

acima temos

) o

T
1T (1) = T(o) | = 1T (21 = zo)l| = T (57— )l = 17 ()|} <1
20zl 2]
ou seja,
2
T2l < 5llzll Vo € 2.
Portanto ||Tz|| < ¢||z|| onde ¢ = 2 , ou seja, T ¢ uma transformagcao linear limitada.

(b) Para T" = 0, a continuidade é clara. Suponhamos que T é nao nulo. Como T é

limitada existe ¢ > 0 tal que

T
17l = sup 1220
zeX\0 ||

Entao,
[T|| < [[T[[fl],  [1T°[] # 0.

Seja xg € X um elemento qualquer. Vamos mostrar que T é continua em z

Como X é um espaco normado, z — xy € X,Vz € X e entao segue que

1Tz = Taol = [T(x — xo)l| < [Tl — zol|
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Portanto,dado £ > 0, e tomando ¢ = ”5?” teremos

|Tx — Txo|| < &, VzelX,

sempre que ||z — zo|| < J, e assim, T é uma transformacao linear continua.

O

Teorema 3.2.4. Transformacades lineares entre espacos normados de dimensao finita sao

todas continuas.

Demonstracao. Seja X um espaco normado de dimensao finita, entao pelo Teorema 3.2.2,
toda transformagao em X é limitada. Portanto, pelo teorema anterior (3.2.3), toda trans-
formacao em X é continua.

[]
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Capitulo 4

Resultados para espacos de dimensao

infinita

O objetivo deste capitulo, é comparar propriedades de transformacao linear considera-
das importantes em espagos vetoriais de dimensao finita, quando os espacos considerados
passam a ser de dimensao infinita. Mostraremos que muitas delas nao sao mais validas,
quando nao temos dimensao finita, por exemplo a continuidade destas aplicagoes. Outra
propriedade que difere, é sobre definir de maneira tinica uma transformacao linear a partir
dos valores desta nos elementos da base. Veremos como fica esta questao para espagos de

dimensao infinita.

4.1 Continuidade de Transformacoes Lineares

Embora transformacoes lineares em espacos vetoriais normados de dimensao finita sejam
sempre continuas, conforme vimos no capitulo anterior, o mesmo nao vale para espagos
vetoriais normados de dimensao infinita. De fato, se X é um espaco vetorial normado
de dimensao infinita e Y é um espaco vetorial normado de dimensao maior ou igual a 1,
podemos sempre construir uma aplicacao linear 7' : X — Y que nao é limitada. Para
tanto, utilizaremos um resultado que garante que para definir uma transformacao linear,
basta defini-la na base de Hammel, o qual discutiremos mais a frente (Teorema 4.3.2).
Entao, seja B uma base de Hammel para X, B’ C B um subconjunto enumeravel de vetores
e y € Y um vetor nao nulo qualquer. Definiremos uma aplicacao linear 7': X — Y em B
por

Tz, =nlz.lly se z,€eB

Tr=0 se z¢€B\B.
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T nao é limitada, pois

[Tl = nlly[l]n

para todo n € N. Logo nao existe uma constante ¢ > 0 tal que
|Tz|| < c|lz|| Vxe X.

Em particular, vemos que se X é um espaco vetorial normado de dimensao infinita, sempre

existem funcionais lineares que nao sao continuos, pois podemos tomar ¥ = R.

Exemplos de transformacoes lineares entre espacos de dimensao infinita que nao sao

continuas

Exemplo 4.1.1. Seja X = P([0,1]) o conjunto dos polinomios definidos em [0,1]. A

transformagao linear T : X — X dada por T(x) = 2/, nao é continua.

De fato, no exemplo (3.2.2) vimos que T nao é limitada. Logo, pelo Teorema de Con-

tinuidade e Limitagao (3.2.2), T néo ¢é continua.

Exemplo 4.1.2. Considere o espa¢o normado (coo, || - ||co) das sequéncias de elementos
de R que se anulam a partir de uma certa ordem, munido da norma || - ||s. O operador

linear T : cog — cop, definido por

N N
T (Z )\nen> = Zn)\nen,
n=1 n=1

nao € continuo.

De fato, suponha por absurdo que 7' seje continuo, entao pelo teorema de Continuidade

e Limitacao, T" é limitada, assim existe & € R tal que
IT(x) |} < kllzll, Ve € coo.
Em particular temos que
|T(en)|| = Nlen|, ¥N €N.

Como, |len]|| = 1, temos ||T'(en)|| = N. Mas, N é um ntmero arbitrario, logo nao existe

k tal que para todos os N € N tenhamos

1T (en)|| < k.
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Portanto, T nao é limitada, e assim T nao é continua.

4.2 Nucleo e Imagem

Vamos analisar dois importantes subespagos associados a uma transformagao linear T. O

nicleo e a imagem de T.

Definig¢ao 4.2.1 (Imagem de T). A imagem de T : X — Y é um subconjunto Im(T) C Y,
formado por todos os vetores w =Tx € Y que sdo imagens de elementos de X pela trans-

formacao T.

Definigao 4.2.2 (Nicleo de T). O nicleo da transformacgao linear T : X — Y € o con-
Junto dos vetores x € X tais que Tx =0 e serd denotado por N(T).

Definicao 4.2.3. Dado um operador linear T : X — Y, dizemos que T € injetora se para
pontos diferentes no dominio temos imagens diferentes, isto €, se para quaisquer u,v € X
com u # v, tiwvermos T'(u) # T(v).

Proposicao 4.2.1. Uma transformacao linear é injetora se e somente se N(T') conter

apenas o vetor nulo.

Demonstrag¢ao. (=) Seja T injetora. Entao para qualquer v € N(T') temos
T(v) =0=1T(0). Segue que v=0 e assim N(T") = {0}.
(<) Seja N(T') = {0} e u,v € X. Suponha T'(u) = T(v), entao

T(u)—T(w)=T(u—v)=0,

ou seja, (u —v) € N(T). Logo u — v =0 e portanto T é injetora.
[

Definicao 4.2.4. A transformacao linear T' : X — Y serd sobrejetora se a imagem de T

coincidir com Y, ou seja T(X) =Y.

Isto significa que para qualquer vetor w € Y podemos encontrar um vetor v € X, tal

que T'(v) = w.
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A seguir, demonstraremos um resultado basico para espacos de dimensao finita, co-
nhecido como Teorema do niucleo e da imagem, do qual decorre o objeto de estudo desta
se¢ao, que é provar que para espagos com dimensao finita, a transformacao linear

T : X — X é injetora se e somente se ela é sobrejetora.

Teorema 4.2.1 (Nicleo e Imagem). Sejam X, Y espacos vetoriais de dimensdo finita.

Para toda transformacao linear T : X — Y, tem-se
dimX = dimN(T') + dimIm(T).

Demonstracao. A demonstracao deste teorema decorre da seguinte afirmagcao, que provare-
mos a seguir: Se {T'uy,...,Tu,} é uma base de Im(T) e {vy,..., v} é uma base de N(T)
entdo B = {uy,..., Uy, v1,...,0,} é uma base de X.

De fato, se tivermos
g + ..o+t + 1o+ F Bty = 0 (4.1)

entao aplicando o operador T a ambos os membros desta igualdade e como vy,..., v,

pertencem ao nicleo de T, obtemos
ayTu + ...+ o, Tu, =0.

Por hipétese, Tugy, ..., Tu, sao L.I., entao a1 = ... = a,, = 0. Assim, a igualdade (3.2)
se reduz a
B1U1+-'-+Bmvm20-

Como vy, ..., v, sao L.I.; concluimos que #; = ... = [, = 0. Logo, u1,..., U, V1,...,Up
sao L.I.
Vamos provar que B gera o espaco X e portanto é uma base para X.

Consideremos um vetor w € X. Como Tw € Im(T), podemos escrever
Tw=ao;Tu + ...+ a,Tu,,
pois, {Tuy,...,Tu,} é uma base de Im(T). Segue que,
Tw— (a1ug + ... + ayuy,)] = 0.

Ou seja, o vetor w — (aqug + . .. + a,u,) pertence ao nicleo de T, logo pode ser expresso

como combinacao linear dos elementos da base vy, ..., v,,. Temos entao
w— (aquy + ... + apuy) = B + ...+ B,
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portanto,
w:011U1+~--+anun+ﬂlvl+--~+ﬂmvm-

]

Teorema 4.2.2. Seja X um espago vetorial de dimensao finita n eT : X — X uma

transformacao linear. Entao T € injetora se e somente se T é sobrejetora.

Demonstragao. Do teorema anterior (4.2.2) resulta que
n = dimX = dimN(T) + dimIm(T).

Logo, N(T') = {0} se e somente se dimIm(T) = n, ou seja, Im(T) = X.
[

Os exemplos a seguir ilustram que a hipotese de a dimensao de X ser finita é essencial

para a validade do teorema acima.

Exemplo 4.2.1. Considere o espago vetorial P(R) dos polindmios sobre R e seja
T:PR) = PR),p— (Tp)(t) =p'(¢)

a tranformacao linear dada pela derivacdo. Observe que T ndo € injetora pois todo
polinémio constante pertence ao N(T). Por outro lado, T € sobrejetora pois todo polinémio

de P(R) tem uma primitiva.

Exemplo 4.2.2. Considere o operador shift S : R>® — R* definido por
S((Il, T2, T3, .. )) = (O,ZEhfL’Q, T3, .. )

Temos que S € injetivo, pois N(S) = {0}. Porém, S ndo é sobrejetivo, uma vez que a
sequéncia (Tp)nen, onde x1 = 1 e x; = 0, para todo i > 2 ndo é imagem de nenhuma

sequéncia de R* por meio do operador S.

Exemplo 4.2.3. O operador truncamento T' : R* — R> definido por

T((ZL’l, Lo, T3, .. )) = (l‘g, T3, .. .),

¢ sobrejetivo, pois, dada uma sequéncia (Yn)nen, podemos tomar x = (0,y1,Ys,...) para

termos que

T(07y17y27 .. ) = (yl’y%yi’)a .- )
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Por outro lado T nao é injetivo, uma vez que

N(T) = {(21,0,0,...); a1 € R} £ {0}.

4.3 Unicidade da extensao de uma Transformacao

Linear definida nos vetores de uma base

Definigao 4.3.1. (Igualdade, Restrigao, Extensao)

1. Duas transformagoes lineares Ty, Ty : X — Y dizem-se iguais, e escrevemos Ty = Ty,

se Ty(z) = Ta(x) para qualquer x € X.

2. A restricao da transformacao linear T : X — 'Y a um subconjunto B C X, deno-
tada por T'|g, € a transformacao linear T|p : B — Y tal que T|g(z) = T'(z) para
qualquer x € B.

3. Uma transformacao linear T: M — Y ¢ uma extensio da transformacao linear
T:X—>YseT:M—=Y ¢étal que T|x =T, isto é, T(z) = T(z) para qualquer
x € X. Assim, T € a restricao de TaX.

Teorema 4.3.1. Sejam X um espaco vetorial de dimensao finita,Y um espaco vetorial
qualquer. Entao se T :{e1,...,e,} =Y é uma funcao (note que T nao € transformag¢ao
linear pois {ey,...,e,} € apenas um conjunto) existe uma unica transformacao linear
T:X =Y tal que T(e;) = T(e;).

n

Demonstragio. Dado & = 3 Aie;, defina T(z) = S \T(e;). Entao T é transformacao

i=1 i=1

linear, e T(e;) = T(e;) por definico.

Vamos provar que 7' é tnica.

Suponha que exista outra transformacao linear L : X — Y tal que

Entao,
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ou seja, L = T. Portanto, T é tinica.
O

Usando-se a mesma idéia da demonstracao anterior, podemos mostrar o seguinte re-

sultado:

Teorema 4.3.2. Sejam X um espaco vetorial de dimensao infinita e Y um espaco vetorial
qualquer. Entao se T : B —'Y € uma funcdao, onde B é base de Hammel para X, existe

uma tinica transformacio linear T+ X — 'Y tal que T(e) = T(e), Ve € B.

A questao que se coloca agora é a seguinte: Serd que existe uma unica transformagao
linear T: X — Y que estende T quando B for uma base de Schauder?

Vamos analizar a situagao em que D C X é uma base de Schauder.

Sejam X um espago vetorial de dimensao infinita em que D C X é uma base de
Schauder para o mesmo, e T' : D — Y ¢é uma funcao onde Y é um espaco vetorial
qualquer. Pela proposigao 1.4.1, existe uma base de Hammel B de X tal que D C B (Note
que T estd definida s6 em D). N

Defina T : B — Y de forma que T estenda T, isto é,

%(v):{ T(v), se veD

qualquer vetor de Y, se v ¢ D.
Pelo teorema anterior, existe T que estende T, e portanto, em particular estende 7.
Porém, esta extensao de T néo é uinica, pois para v ¢ D podemos definir inumeras fungoes.

Logo, existem inumeras transformagoes lineares que estendem 7' : D — Y.

Por exemplo, considere a fun¢do 7' : D = {e1,...,€,...} = Cp, onde D C Cj é uma
base de Schauder para Cy, e T'(e,) = ne,. Vamos mostrar que existem transformagoes

lineares 7 1, T: 51 Cy — Cp, onde YN} #* fg, que sao extensoes de T.

1

Seja xg = (1, %, 35+ --), que é um elemento de Cy. Temos que xo € D e DU {20} ¢ um
conjunto L.I.

De fato, para que

N
Z An€n + Brog =0
n=1
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devemos ter 5 =0 e A\; = 0. Pois,

3 5 g
)‘nen+/8x0 = ()\17)\27"'7AN)0707"‘)+(67§)§7"')
n=1
_ B g B B
= Mt hat oA T )

Como, A\; = 0 para todo i € {1,2,..., N} (pois D é base de Schauder) e N é um
numero natural maior que zero temos que § = 0. Logo,D U {zy} é um conjunto L.I.

Assim pela proposigao 1.4.1, existe uma base de Hammel H de Cy tal que DU{z} C H.
Defina, fl . H — Cj tal que

_ T(v), se veD
T1(v) = €1, se v =g
0, se ve H\DU{x}.
Pelo teorema 4.3.2 existe 71 : Cy — C que estende Tvl, e portanto, em particular
estende T'. B
Agora defina, Ty: H — Cp tal que

_ T(v), se veD
Ty(v) = €9, se v =xp
0, se ve H\DU{x}.

Da mesma forma, pelo teorema 4.3.2 existe Ty : Cy — Cy que estende TQ, e portanto,
em particular estende T.
Logo, Ti.Ty : Cy — C,, estendem T, mas T #+ Ts, pois ﬁ(xo) + fg(l’o), como

queriamos demonstrar.
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Consideracoes Finais

Quando estudamos propriedades de espagos vetoriais de dimensao finita, temos a idéia
intuitiva de que, a generalizacao destas para espacos cuja dimensao ¢é infinita é trivial.
Contudo, depois de analizarmos, notamos que muitas delas perdem sua eficicia quando
passamos a considerar espacos com dimensao infinita.

Ao longo deste trabalho, observamos uma série de resultados que comprovam esta
discordancia entre estes espacos, pelo fato de a dimensao ser finita ou nao. Por exemplo,
a continuidade e limitacao das transformacoes lineares, onde, para espacos de dimensao
finita, todas as aplicacoes sao limitadas e portanto continuas. Ja para espagos de dimensao
infinita, nem sempre temos a continuidade destas transformagoes, tendo em vista que
varias transformagcoes lineares nao sao limitadas.

Enfim, este trabalho proporcionou um conhecimento matematico, até entao nao obtido
com as disciplinas de graduacao. Espera-se que este possa ser util como material de

consulta ou de estudo.
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Apeéendice

Segue abaixo a demonstragao do resultado utilizado no exemplo 2.1.2.

Resultado. Seja h : [a,b] — R, uma fungdo continua e nao negativa, ou seja, h > 0

b
para todo x € [a,b]. Entdo, [ h(z) =0 se e somente se h(z) = 0 para todo = € [a,b].

Demonstragao. (=) Suponha que h(zg) > 0 para algum zq € [a, b].
Seja £ = —h(ﬁo).

Como h é continua em xg, existe 6 > 0 tal que, |z — xo| < ¢ implica

[h(x) = h(xo)| < E.

Assim, para todo x € [xg — §, g + J] temos

2 72
ou seja,
h(z) > h(;‘o)’ Vo € [zg — d, 20+ 0]
Segue que,
20+6 20+6
h(x)dz > / h ;0 dr = h(;co) .20 > 0.
z0—06 z0—06
Note que,
b zo—6 2046 b
/h(:v)dx = / h(x)dx + h(x)dx + / h(x)dx
a a z0—6 20+6
2046
> h(z)dz > 0.
2o—6
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Conclusao,

b
/h(m)dm > 0,Vz € [a,b].

b
Absurdo, pois, por hipétese [ h(z)dx = 0 para todo z € [a,b]. Portanto, h(z) = 0 para

todo x € [a, b].

(<) E trivial.
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