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Introducao

O célculo do determinante é matéria base no estudo e desenvolvimeto de sistemas
de equacdes lineares, entretanto falar apenas sobre determinantes seria inGtil se n3o
houvesse algo diferente para mostrar, considerando que o determinante é ferramenta
fundamental da algebra linear ja tdo discutida no meio cientifico. Por isso, esta mono-
grafia tem como objetivo indicar outro método para encontrar o determinante de uma
matriz, a condensacdo de Dodgson, que é um processo ndo muito conhecido para calcular
determinantes.

Desta forma sera lembrado, no primeiro capitulo, um pouco da histéria do determi-
nante e quem foi o autor da condensacdo que se quer mostrar. No segundo capitulo,
a teoria dos determinantes é vista de uma forma mais atual, como uma fungdo sem o
recurso das matrizes. No terceiro capitulo serdo estudados os determinantes das ma-
trizes com seus conceitos fundamentais e toda a teoria para se efetuar uma regra para
calcular um determinante. O quarto e Gltimo capitulo tem como objetivo observar al-
guns métodos conhecidos de condensacdo de determinantes em conjunto da regra de

Dodgson.



Capitulo 1

Um Pouco de Historia

Qualquer estudante, ap6s se defrontar com o desenvolvimento de um determinante e
sua soluc3o pela primeira vez, questiona, muitas vezes sem declarar, como surgiu aquele
calculo ou quem foi o responsavel por introduzir este conceito e utilizar na solucio de
algum problema. Para esclarecer estas davidas nada melhor do que conhecer um pouco

da histéria sobre determinantes e quem tornou possivel uma teoria sobre este assunto.

1.1 Sistemas de Equacoes e Determinantes

A teoria sobre determinantes € um capitulo muito recente da histéria da matematica.
Entretanto tem origem muito remota e é fruto do desenvolvimento dos sistemas de
equacdes lineares que por sua vez surgiram com a evolucdo das sociedades para formas
mais avancadas.

Os primeiros registros que se tem sobre equacgdes levam aos babilénios e um pouco
mais tarde aos chineses. Na Asia, nas proximidades dos rios Trigre e Eufrates, trabalhos
de irrigacdo, drenagem e administracdo das terras cultivaveis necessitavam do desen-
volvimento de consideravel tecnologia em conjunto da matematica. Os babil6nios se
desenvolveram na regido do rio Eufrates e como usavam tabulas de argila cozida para
gravar seus escritos cuneiformes, deixaram os registros mais antigos (tabulas datadas
de até 2100 a.C.). A possibilidade de conservagio das tabulas no tempo favoreceram
sua posterior descoberta em escavacdes, cerca de quinhentas mil, sendo que mais de

quatrocentas eram sobre matematica e algumas continham equacdes. As equacdes dos



babilénios foram escritas na forma de sentencas, a algebra com simbolos estava muito
longe de ser inventada, e possuiam duas incégnitas. Segue como exemplo o problema

14 de uma tabula datada de 1800 a.C., a qual encontra-se no Museu Britanico.

"Adicionei as areas dos meus dois quadrados, de tal forma que tinham

25 5/12. O lado de um quadrado tem 2/3 do lado de outro e 5 rods."

E na matematica chinesa, bem mais tarde (por volta de 206 a.C. a 221 d.C.), que
se tem relatos dos primeiros sistemas de equacdes com duas ou trés variaveis. De
uma forma muito interessante formavam tabelas de nimeros e utilizavam estas para
efetuar operacdes elementares sobre colunas, a nota¢do e o processo de resolu¢do eram
muito parecidos com os utilizados atualmente. O texto "Nove Capitulos sobre a Arte

Matematica" fornece os primeiros exemplos de métodos sobre resolucdo de sistemas.

"Ha trés quantidades de grdos, das quais trés fardos do primeiro tipo, dois
do segundo e um do terceiro fazem 39 medidas. Dois do primeiro, trés do
segundo e um do terceiro fazem 34 medidas. E um do primeiro, dois do
segundo e trés do terceiro fazem 26 medidas. Quantas medidas de grios

estdo contidas em um fardo de cada quantidade?"

Depois faz algo notavel, ajusta os coeficientes do sistema de trés equacdes lineares
em trés incégnitas como uma tabela (um diagrama muito parecido ao que se utiliza

hoje),

1 2 3

2 3 2

3 1 1
39 24 39

Mais adiante, escrevendo em 200 aC, instrui o leitor a efetuar operacdes sobre co-

lunas, encontrando a solu¢do do sistema proposto. Este método é chamado hoje de



eliminacdo gaussiana, e se tornaria bem conhecido somente no século XIX.

Somente em 1683 o japonés Seki Kowa (1642 - 1708), utilizando as idéias de siste-
mas desenvolvidas em livros chineses, escreveu "Kai Fukudai no Ho", no qual discutia
determinantes e como resolvé-los associando a um quadrado de nameros.

O estudo de determinantes apareceu dez anos depois no Ocidente (1693) em um
trabalho do alemdo Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1760), que mostrou como resolver
um sistema de equacdes através de determinantes. Entretanto, uma regra geral, para
resolver sistemas de equacdes de n incognitas por n variaveis, foi estabelecida apenas
em 1750 pelo suico Gabriel Cramer (1704 - 1752).

Foi de autoria do matematico francés Alexandre-Thedphile (1735 - 1793) Vander-
monde a notacdo mais completa e apropriada, das sugeridas até entdo, sendo o primeiro
a interpretar, em 1771, o determinante como um conceito matematico independente do
estudo de sistemas lineares, embora utilizando na solucio destes.

No ano seguinte, Pierre Simon de Laplace (1749 - 1827) escreveu seu importante
teorema que permite a expansdo através dos menores, e Joseph Louis Lagrange (1736
- 1813), em 1773, também descreveu um método para o desenvolvimento de determi-
nantes.

O francés Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857) estabeleceu o termo determinante,
em 1812, em um artigo e deu uma demonstracido do teorema da multiplicaco de deter-
minantes. A consolidacdo dos estudos sobre determinantes ocorreu com os trabalhos de
Carl Gustav Jakob Jacobi (1804 - 1857), que tornou a notag¢do mais simples.

E importante ressaltar que os determinantes surgiram primeiro. As matrizes e suas
propriedades algébricas aparecem pela primeira vez apenas em 1839, apesar de se orga-

nizar, atualmente, as matrizes como conceito anterior ao estudo de determinantes.

1.2 Um Método Novo de Condensacao

Na histéria da matematica pouco se ouviu falar a respeito de Charles Lutwidge
Dodgson (1832 - 1898). Matematico e escritor, e este é o fato mais curioso pois além

de ter sido matematico foi um grande escritor nas horas vagas, talvez o mais famoso



dos matematicos (mas ndo como matematico), era mais conhecido pelo pseudénimo
de Lewis Carroll, entre suas obras literarias mais conhecidas esta "Alice no Pais das
Maravilhas", classico da literatura. Sua atividade profissional era ensinar matematica
no colégio da Universidade de Oxford, escrever livros infantis, criar quebra-cabecas, e
redigir poesias eram atividades realizadas como lazer.

Em Oxford, sem seu pseudénimo e como professor e matematico, publicou o livro
intitulado "Um tratado Elementar sobre Determinantes" [4] em 1866, propondo nesta
obra um método diferente para calcular determinantes, também conhecido como método
dos contractantes.

A condensacdo de Dodgson foi desenvolvida no apéndice Il da obra e utilizada como
algoritmo para resolucdo de sistemas de equagdes lineares. O livro obteve pouca aceita-
¢d0 na comunidade cientifica ndo passando da segunda tiragem e, portanto, a conden-
sacdo de Dodgson foi deixada em relativa obscuridade, pois, como sera visto no capitulo
4, os determinantes envolvidos no calculo ndo poderiam possuir zeros no seu interior
para que o processo ndo necessitasse ser refeito.

O esquecimento do livro, conseqiientemente do algoritmo, tornou a condensacdo de
Dodgson um método totalmente novo. Em 1986 David P. Robbins e Howard Rum-
sey estudaram o processo e modificaram a notacdo, denominando o método de DDI
(Dodgson's Determinantal Identity), no qual a condensacdo é utilizada implicitamente.
A condensacdo de Dodgson, entdo, ressurgiu pois este método para calcular determinan-
tes possuia vantagens como algoritmo computacional, principalmente em computacdo
paralela. Entretanto, tanto o método de condensacdo de Dodgson quanto o DDI, ainda

sdo pouco conhecidos e serdo descritos de forma detalhada no capitulo 4 deste texto.
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Capitulo 2

Funcao Multilinear Alternada

2.1 Permutacoes
Seja {1,2,..,n} C Z.
Definicao 2.1.1. Uma Permutacao é uma aplicagao bijetora
o:{1,2,..,n} —{1,2,..,n}

do conjunto {1,2,..,n}.

Obs.: Uma permutagdo o de {1, 2, .., n} sera denotada por, {o(1),0(2),0(3),...,0(n)}.

Exemplo 2.1.1. Dado o conjunto de inteiros {1,2}, as seqiiéncias de elementos

distintos (1,2) e (2,1) s@o as permutagoes dos elementos do conjunto.

Exemplo 2.1.2. Dado o conjunto de inteiros {1,2, 3}, as seqiiéncias de elementos
distintos b1 = (1727?))7 b2 = (17372)7 b3 = (27173)7 Py = (27371)7 b5 = (37172)7

pe = (3,2,1) sdo as permutagoes dos elementos do conjunto.

Definicao 2.1.2. O conjunto de todas as possiveis permutagoes dos n primeiros
nameros inteiros de {1,2,3,...,n} serd denotado por P,. Observe que P, possui n!

elementos.

11



Definicao 2.1.3. Em uma permutagao o de P,, ocorre uma inversao, ou trans-
posigao, dos elementos (i) e o(j) de pr quando o(i) > o(j), sempre que i < j,
para alguns i, j € {1,2,3,...,n}. Uma permutacao é dita par ou impar se o total de

inversoes for par ou fmpar.

Exemplo 2.1.3. Em ¢ = (3,1,2), ha trés inversdes: o(3) < 0(2), 0(3) < o(1),
(1) < a(2).

Teorema 2.1. Se um niumero de transposi¢oes utilizadas para chegar da identidade
e=(1,2,3,...,n) a uma permutacao o de P, for par entdo qualquer nimero possivel

de transposigoes feitas saindo de e e chegando em o € par também. Idem para impar.

Demonstragdo:ver proposi¢do v. 10.10. em [10]

Exemplo 2.1.4. Em ¢ = (3,2,1), bastam trés inversoes para ir de (1,2,3) para
(3,2,1): (1,2,3) — (1,3,2) — (3,1,2) — (3,2,1). Logo, qualquer outro

caminho que leve (1,2,3) a (3, 1,2) demandara um namero impar de inversoes.

Definicao 2.1.4. Se ¢ é uma permutacao e t o niimero total de transposicoes de o,

entao o sinal de o sera:

_ 1, se t for par
sinal(o) =
—1, set for impar

12



2.2 Funcao Multilinear Alternada e Determinante

Defini¢ao 2.2.1 (Fungao Multilinear). Sejam Vj, V3, ..., V,, e U espagos vetoriais
reais (complexos). Uma funcao f : Vi x Vo X ... x V,, — U sera dita n-linear ou

multilinear, se:

a) Para todo k € 1,2,...,n, para todos 1 € Vi,..,xx + yr € Vi,...,tpn € Vj,

tem-se f(x1, ..., Tk + Yky ooy Tn) = F(T1, oy Ty ooy ) + F(T1, ooy Ypy ooey ).

b) Para todo namero real (complexo) a, para todo k € 1,2,....,n, para todos
x1 € Vi, 1k € Vi, ooy € Vi, tem-se f(xq, ..., aZp, ..y Tp) = af(T1, .y Ty ooy Tny).

Ou seja, f é linear em cada uma de suas variaveis

Obs.: Se f é uma fungdo multilinear entdo: claramente

f(0, 29, 23, .oy xy) = f(21,0,23,...,2,) = ... = f(x1, 29,23, ..., 2,-1,0) =0

Teorema 2.2. Suponha que, para todo k € {1,...,n}, Vi é um espago vetorial real
(ou complezo) de dimensao finita. Seja U um espago vetorial real (complexo). Nesse
caso, uma funcao multilinear f de Vi x Vo x ... x V,, em U fica bem determinada se
s@o conhecidos os valores de f em [y X ... X B, em que, para todo k € {1,...,n}, By

€ uma base de V.

Demonstragdo: Sejam 31 = {vi1,...,v14, }, ooy On = {Un1, .., Una, }. LOgo, se z1 =

a11v11 + ... + @14, V1dys -y T = Ap1Un1 + ... + Qpg,, Und,,,» t€EM-se que

f(xl,...,xn) = Z aljl...anjnf(vljl,...,Unjn)

1§j1§d1, sy 1Sjn§dn

Por essa igualdade, verifica-se que f fica unicamente determinada uma vez que se

conhece f(vyj,,...,Un;,), Para cada (ji, ..., Jn) € {1, ...di} x ... x {1,....d }.

Para tornar mais clara a nog¢3o de fun¢do n-linear toma-se um exemplo para o caso

n = 2.

13



Exemplo 2.2.1. Seja f : R* x R* — R definida pelo produto interno usual f(u, v)
= < u,v >. Tém-se que f é 2-linear ou bilinear. De fato, fixando v e considerando

u, v € R3ea€R, entdo
flu+d,v) =<u+v,v>=<uv>+<u,v>= fluv) + f(u,v)
flau,v) = < au,v > = a < u,v > = af(u,v)
da mesma forma fixando u, tem-se
flu,v+0") = f(u,v) + f(u,v)

fu,av) = af(u,v)

escrevendo u, v como combinagao linear da base (eq, g, €3):

3
U = U1 + Ugsey + Ugey = E U;€;

=1

3

V = U161 + Vg€y + VUzey = E V;€;
=1

3 3
flu0) = F D wer, > vje;
i=1 j=1

=< (u161 + Ugeq + U3€3), <U1€1 + vgeq + U3€3) >
= < uieg,vie; > + < up€1, v > + < ujep, vzesz >
+ < Ugeg,v1€] > + < Ug€g, U2ty > + < Uglg, U3€3 >
+ < uges,vie; > + < uges, Vaeg > + < uges, Vzeg >
= U1y < e1,€1 > Fuvg < €1, ey > +u vy < er, ez >
+ Ugvy < €g,€1 > +UVa < €2, €9 > +UaV3 < €9, €3 >
+ usv; < e3,e1 > +uszvy < €3, €3 > +uUszvsy < e3,€3 >
3 3

-5

=1 j

UV < €, €5 >
1

14



Generalizando para R™ e a base canonica tem-se

n
€T; = E a;,. €;
=1

logo,

f(x1, 9,0 m,) = f Zn:agl)ei,i:af)ei,...,Zagn)ei
=1 =1

i=1

como f é multilinear, tem-se

1) (2 n
flzy, 2o, . xy) = Z Z Z a,(gl)aég)...algn)f(ekl, Chys -y €k )

De agoraem diante, Vi =Vo=.. =V, =R"e U =R

Seja f : R" x R" x ... x R — R uma funcdo n-linear. A funcdo f serad dita
alternada quando f(x1,...,%;, ...,z ,...,x,) = 0 sempre que x; = x;, para i # j
Teorema 2.3. Seja f uma funcao n-linear alternada sobre R™, entao

f(@1, Toy ooy Ty oy Ty ooy Tp) = — f (21, T, Ty ooy Ty ooy Tyy)

para todo x1,xq,....,x, € R" i # 7

Demonstracdo: Aplicando a definicdo de funcdo multilinear alternada, tem-se
flxe, o x + 2, + 24, 2,) =0

fl@e, oy + 24, o xn) + (21,0, Ty ey T+ 25, o ) = 0

F@1, oy Ty s Ty ooy Tp) + (@1, Ty o, Ty o, X))

+ f(1, oy Tjy ey Ty ooy ) + f(T1, s Ty oy Ty ooy ) = 0

sendo a funcdo alternada, os indices iguais anulam estas, assim

15



Teorema 2.4. Se o conjunto xq,xs,...,x, € linearmente dependente, entdo

f(‘rhx% 7xn) =0

Demonstracdo: Deve-se supor, sem perda de generalidade que
T1 = Qoxy + ... + anTy,

assim,

f(ilfl,l’g,l'g, vy Ly ey Ly ,.Z'n)

= as f (22, T2, T3..., Tn) + ag (23, X2, 3., ) + ... + O f (T, T2, 25...,2,) =0

Exemplo 2.2.2. Seja ds : R? x R? — R uma funcao multilinear alternada. Escre-

vendo a, b € R? como combinacao linear da base canoénica tem-se,

a = aie1 + ases

b= b1€1 + b2€2

deste modo,

dz(a, b) = dg((alel + a262), (b1€1 + bz@g))

= arbidy(e1, e1) + arbada(e1, €2) + agbida(ey, e1) + asbads(ea, e2)
porém ds é multilinear alternada, portanto
dy(e1,e1) = da(eg,e2) =0 e dy(eq1,es) = —ds(eg, 1)
assim pode-se escrever:
do(a,b) = arbads(eq, e2) — agbida(eq, ea) = da(eq, e2)(aiby — asby)

16



Exemplo 2.2.3. Seja ds : R? x R?* x R® — R uma funcao multilinear alternada.

Escreve-se a, b, ¢ € R3 como combinacao linear da base canonica:
a = a1e; + agey + ase€s, b= b1€1 + b262 + b3€3€C = c1e1 + 69 + C3€3.

Entretanto pode-se perceber, pelo exemplo 1, que quando os indices das bases sao
iguais, pela propriedade da funcéo multilinear alternada, tem-se ds(e;, ej,ex) = 0
sempre que i = j = k € {1,2,3}, ou seja, s6 interessa quando ocorre permutagao da

base. Assim,
dS(aa b7 C)
= d3((a161 + Qa9€9 + CL3€3), (blel + b262 + b3€3>, (0161 + Co€9 -+ Cg@g))
= arbaczds(eq, €2, e3) + arbzcads(eq, €3, e2) + azbicsds(eq, 1, €3)

+ agbscids(es, es, 1) + asbicads(es, e1, €2) + agbacids(es, e, €1)

= d3(€1, €39, 63)[(115203 — a1b302 — azblcg + CLngCl — agblcg) + a3b261] .

Teorema 2.5. Seja [ uma funcio multilinear alternada. Entdo seV k € {1,2,...,n}

e Ty = ap, €1 + ap,e2 + ... + ag, e, tem-se

f(xla Lo, ... xn) = Z Aj11Aj52, -y ainnf(eiu €igy -+ ein>
= Z Ue(1)100(2)2--Aomnf (€s(1), €a(2)--Ca(n))
= Z SZTLCLZ aa(l)laa aa(n)nf(eh €2, --uy 6n>

= f(e1,eq,...,€ Zsznal 0) Ao (1)100(2)2--Cor (n)n

OBS.: Se f & uma fungdo n-linear alternada f(zy, xs, ..., x,) das colunas da matriz

A =[xy, 29, ..., zy), define-se

d(A) = f(xy, 29, ..., 2p)
entdo tém-se que d(A) = ¢ det(A) no qual

c=d(I,) = f(ey, e, ..., e,)edet(A Z sinal(0)ay(1)100(2)2---Go (n)n

17



A matriz I,, € chamada de matriz identidade.

O determinante é a expressdo denotada por det(A).

Assim, verificam-se as seguintes propriedades:

L. det|...,zq, ...,xj, .| = det[...,x;, ..., ] + det|..., x5, ...]
2. det|...,az;, ...,| = a det]...,x;, ..., ]

3. detl..., i, ...y, ] = — det]...,xj, ..., T, .

4. detley, e, ....,e,] =1

As proposicdes 1 e 2 provém do fato de det(A) ser uma fun¢do multilinear. A propo-
sicdo 3, porque a funcido determinante é alternada. A proposicdo 4 é a que caracteriza

o determinante como uma func¢ido multilinear alternada.

18



Capitulo 3

Determinante e Propriedades

Elementares

3.1 Determinante de uma Matriz

Defini¢ao 3.1.1 (Notagao). Seja A = [a;;] uma matriz de ordem n. O determi-

nante de A, notado por det(A) ou |A|, significa
det(A) = Z s1nal(0)r(1)100(2)2---Co (n)n

em que a soma ¢é acoplada pelas n! permutagoes de (1,2, ...,n). Cada nimero

5inal(0)ay(1)100(2)2---Go(n)n € dito um termo do determinante.

Observacdes em relacdo a definicio:

1. se o namero de inversdes de py, for par o coeficiente sinal(py) sera (1) (positivo)

e (—1) (negativo) se o nimero de inversdes for impar, de acordo com se¢do 2.1.

2. Em cada termo da somatéria existe somente um elemento de cada linha, ou so-

mente um elemento de cada coluna.
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3. Na definicdo de determinantes poderiam ser permutados os segundos indices da

soma e mantidos fixos os primeiros e a mesma regra valeria para o sinal, ou seja

det(A) = Z sinal(0)a15(1)020(2) - Gno(n)

(e

variando os segundos indices e deixando fixos os primeiros.

Exemplo 3.1.1. O determinante de ordem 3 (n = 3)

11 Qa2 Q13
G21 Q22 Q23
a31 a3z (33
= (11022033 + Q21032013 + A31A12023

— 31022013 — (11032023 — (21012033

3.2 Propriedades Elementares dos Determinantes

Fila Nula

Teorema 3.1. Se todos os elementos de uma linha (coluna) da matriz A sao nulos

entio det(A) =0

Demonstracio:
Este fato é justificado pelo item 2 das observacdes da definicio, pois se cada termo
possui um elemento de cada linha (coluna), e uma delas é nula, entdo todos os produtos

contém, pelo menos, um elemento zero, anulando o determinante.
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Matriz Transposta

Definigao 3.2.1. Seja A uma matriz de ordem n. Chama-se matriz transposta
de A, denotado por A", a matriz obtida trocando ordenadamente as linhas pelas

colunas de A. Assim, se A = (a;;), entdo AT = (aj;)n.

Teorema 3.2. Se A é uma matriz quadrada. Entdo det(A) = det(AT)

Demonstragdo: Sejam

ai;lr a1 ... QAip a11 Qa21 ... QApi

a21 A29 ... Agpn 12 A29 ... Ap2
A - e B = AT =

Ap1 Ap2 ... Qpp A1p A2 ... Qpp

Entdo temos b;; = a;; para todos os valores de i e jem (1,2,3,....n).

Portanto pela definicio de determinante

d€t(B> = Z sinal(a)bljlbgjg...bnjn

o
= Z sinal(0)a;,1a y2...a4,n
o
= det(A)

pela observacdo 3 da definicdo. Ou seja, permutar os primeiros indices dos termos da
matriz A, corresponde a permutar os segundos indices da matriz B. Assim, o determi-
nante de uma matriz pode ser calculado permutando-se os segundos indices da soma
de permutacBes, mantendo a mesma convencdo para os sinais dos termos. Isto mostra
que, det(A) = det(AT)

Em linguagem comum pode-se dizer que o determinante n3o se altera quando s&o

trocadas as linhas pelas colunas.

Exemplo 3.2.1.
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Produto por uma Constante

Teorema 3.3. Multiplicando a matriz A de ordem n por uma constante ¢, o de-

terminante de A fica multiplicado pela constante elevado a ordem da matriz, ou

det(c- A) = ™ - det(A).

Demonstracio:
Através da definicdo de determinante é possivel perceber que cada elemento de A

esta multiplicado por ¢, ou seja:

c-a;; C-a12 ... C-Qip

C-Q921 C-Q292 ... C-AQ2pn
det(c- A) =

C-Qp1 C-Qpo ... C-Qpp

= Z sinal(o)c - 15(1)C * A25(2)---C * no(n) = Z(c")sz'nal(a)ala(l)agc,@)...am(n)

(e

=c" Z sinal(0)a15(1)a20(2)--Ano(n) = " - det(A)

o

Exemplo 3.2.2.

Troca de Filas Paralelas

Teorema 3.4. Quando se troca duas linhas (colunas) de posi¢cao, o sinal do deter-

minante muda.
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Demonstracdo:
Ao trocar duas linhas de posicdo altera-se também a ordem dos indices dos elementos
na permutac3o, alterando conseqiientemente o sinal da permutacio e por isso o sinal

dos termos também muda.

Exemplo 3.2.3.

Filas Paralelas Iguais

Teorema 3.5. Quando duas linhas (colunas) de uma matriz sao iguais o determi-

nante € igual a zero.

Demonstrac3o:

Suponha que duas linhas de uma matriz A sejam formadas por elementos respec-
tivamente iguais. Seja B a matriz obtida pela troca destas linha iguais de A. De
acordo com a propriedade da troca de filas paralelas, se estas linhas forem trocadas,
det(A) = —det(B), e como as matrizes A e B s3o iguais isto s6 serd possivel se

det(A) = det(B) = 0. ( o mesmo é valido para duas colunas quaisquer da matriz A)

Exemplo 3.2.4.
1 57

3 221(=0
1 5 7
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Soma em uma Coluna

Seja A uma matriz de ordem n, ent3o

ai;lr a1 ... (blj + Clj) e Q1p
91 A9292 (bgj + ng) o Qop
A: =
Ap1 QAp2 ... (bn] + an) oo Qpp
ai; aig ... blj ... Qip @11 ai2 ... Ci; ... Qip
ag1 Q22 ... b2] ... Qap Q21 Q22 ... Co5 ... Qap
_l_
Ap1 QAp2 ... bpj oo Gpp Api A2 ... Cpj . Qpp

Para mostrar esta propriedade faz-se necessario usar a definicio de determinante e a

propriedade distributiva, ou seja se
det(A) = Z stnal(o)ayj, @y -.-Qujy, ---Onijn,

poOrém a,;, = buj, + Cwj, Para todo w € {1,2,...,n}. Entdo pela propriedade distribu-

tiva é possivel escrever:

det(A) = Z stnal(0)a1j, a4, -bujy + Cuj---Onijn

ez
= g sinal(o)ayj, agjy-..bujy ---Anjy, + g sinal(o)ayj, @z, - -Cujy ---Anjy, -
ag

OBS.: Por esta propriedade é possivel perceber que n3o é verdade que det(A+ B) =
det(A) + det(B).
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Soma entre Colunas

Teorema 3.6. Adicionando a uma coluna (linha) de uma matriz A, de ordem n,
uma outra coluna (linha) paralela, previamente multiplicada por uma constante, ob-

teremos uma nova matriz A', tal que det(A’) = det(A).

Demonstracio:
Seja A = [a;j] uma matriz de ordem n. Adicionando a j-ésima coluna a p-ésima

coluna multiplicada pela constante ¢ . Obtém-se a matriz

a1 Q12 ... A1p ... (alj +c CLlp) . Q1p
Q21 Q22 ... QAgp ... ((12]‘ +c Clgp) oo Qo
AR —
d6t<A ) — | as1 az2 ... a3p ... (agj +c agp) o Qsp | —
Ani Qp2 oo Qpp oo (GnjFCapp) oo Qg
11 diz ... Adip ... A1 ... Qi1p
Q21 Qg2 ... QAgp ... Agj; ... Q2
a3y Qg2 ... aAzp ... Az; ... Qa3p +
Ap1  Gp2 Anp Qnpj Apn
a1 a2 ... Adip ... CQip ... Qipn
Q21 A22 ... QAgp ... CQzp ... Q2pn
asy azz ... azp ... €A3p ... Q3p | —
ap1 QAp2 ... App ... Cdpp ... Qpp
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ai; a1 ... alp (llp o Q1p
Q21 Qg2 ... dgp ... Agp ... Agp
asy Qagz ... Qagzp ... Azp ... A3 +c-0= det<A) .
Ap1 QApo2 ... anp e Can ver Qpp

Determinante de uma Matriz Triangular

Teorema 3.7. Se A é uma matriz triangular (superior ou inferior) entao o deter-

minante de A € igual ao produto dos elementos da diagonal principal.

Demonstracio:

Seja A = [a;j] uma matriz quadrada de ordem n, na qual a;; = 0 sempre que
i > j (triangular superior). Pela definicdo de determinante o Gnico termo, da soma
das permutacdes dos elementos a;;, que ndo possui um elemento nulo é o produto da

diagonal principal. ( o mesmo raciocinio é valido para matriz triangular inferior)

Exemplo 3.2.5.
1 57

02 2|=14
007

Determinante da Matriz Singular

Definicao 3.2.2. Seja A uma matriz de ordem n, entao A serd chamada matriz

singularse as colunas (ou linhas) sdo linearmente dependentes.

Teorema 3.8. Se A é uma matriz singular, entao o det(A) =0
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Demonstracdo: Como o determinante é uma funcdo multilinear alternada, entdo pelo

teorema 2.4. , tem-se det(A) = 0.

Exemplo 3.2.6.
2 51

4 2 2(=0
6 0 3

A coluna 1 é o dobro da coluna 3, portanto o determinante é nulo.

Calculo de Determinantes Através de Operacgoes Elementares

O que sdo operacdes elementares?

Definigao 3.2.3. As operagoes elementares sobre linhas (ou colunas) séo:
a) permutar linhas.
b) multiplicar uma linha por uma constante nao nula.
¢) substituir uma linha pela soma desta com outra previamente multiplicada por

uma constante.

Teorema 3.9. Se A, € uma matriz obtida através de uma operagao elementar sobre

uma linha de uma matriz A de ordem n entao existe a matriz 1 tal que B4 x A = A;.

Demonstracdo: Existem trés casos de operacdes elementares sobre linha, e como se
quer efetuar apenas uma operacio, ent3o se faz necessario considerar cada caso.

1° - A matriz A; é obtida a partir de A ao se permutar duas linhas.

Admitindo que A; foi obtida de A permutando entre si as linhas k e w da matriz A.
Toma-se a matriz £y obtida ao efetuar a mesma permutac3o das linhas k e w na matriz
identidade de ordem n,e escreve-se £ - A = C' = (¢;5)

Entado

n
Chj :Zeksasj =0+...4+0+1 ay; +0+ ...+ 0= ay,,
s=1
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n

Coj = 3 Custtsy = 0+ o+ 0+ 1o agy + 0+ .+ 0 = ay,

s=1

Parai # k e i # w,

Cij =Y €istyy =0+ . +0+1-a;+0+ ...+ 0=ay

s=1

Portanto o produto F; - A é a matriz obtida permutando as linhas k e w da matriz

2° - A matriz A, é obtida de A multiplicando-se uma de suas linhas por uma constante
ndo nula.

Admitindo que A; foi obtida de A multiplicando-se uma linha w por uma constante
k ndo nula. Toma-se a matriz identidade com sua linha w multiplicada pela constante
k, e nomeando esta de E, escreve-se E - A = C = (¢;;).

Entdo

n

Cij =Y €istyy =0+ .+ 0+ 1 a;+0+...40=ay,

s=1

para todo i # w e

n

Coj = 3 Custls; =04 .+ 0+k-ay+0+ .. +0=Fk-ay

s=1
3° - A matriz A; é obtida substituindo uma linha de A pela soma desta linha com
outra previamente multiplicada por uma constante.

Admitindo que A; foi obtida de A substituindo a linha w pela soma desta com uma
linha z previamente multiplicada por uma constante k. neste caso toma-se £, = [ + D,
todas matrizes de ordem n, onde D = (d;;) com d,,, = k e d;; = 0 para todo ij # wz.

Entdo

E-A=(I+D)-A=A+D-A

Escrevendo D - A = M = (m;;) tem-se

n
mi; = E disasj =0
s=1

para todoi # j e

n
Myj = E dwsasj =k- Qo5
s=1
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qualquer que seja j € {1,2,...,n}. Portanto m,; = a,; + k - a,; para todo j €
{1,2,...,n} e my; = a;; sempre que i # w. O resultado acima obtido terd a mesma
validade se as operacdes forem efetuadas sobre as colunas da matriz A e a demonstracdo

seria da mesma forma.

Definicao 3.2.4. uma matriz elementar ¢ uma matriz obtida a partir da matriz

identidade, através da aplicacao de uma operacgao elementar sobre linhas.

Exemplo 3.2.7. seja

4 1 5
A=121 0 |,
1 31

multiplicando a terceira linha de A por 2 obtém-se

4 15
Ai=12 10
1 31

e fazendo a mesma operagao sobre a matriz identidade obtém-se

100
E=1010
00 2
A matriz A é exatamente o produto
4 15 1 00

A=121 0| x|l 010
1 31 00 2

€ 0 mesmo ocorre com as outras opera(;ées elementares.
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Teorema 3.10. Se E for uma matriz elementar e A uma matriz qualquer, ambas

de ordem n, entio det(E.A) = det(E) . det(A)

Para demonstrar é preciso considerar trés possibilidades:
1 - E é obtida da matriz identidade por uma permutacéo de linhas. Como foi visto no
teorema 3.4. de troca de filas de uma matriz o sinal do determinante muda e portanto

odet(E)= -1

2 - E é obtida da matriz identidade pela multiplicacdo de uma das linhas por uma
constante k. Pelo teorema 3.3. visto, se uma linha de uma matriz for multiplicada por

uma constante o determinante da matriz fica multiplicado por esta, entdo det(E) = k

3 - E é obtida pela substituicdo da i-ésima linha da matriz identidade por k vezes
a sua j-ésima linha (teorema 3.6.). Neste caso o determinante de uma matriz ndo se

altera e portanto det(E) =1

A aplicacdo repetida deste teorema fornece o resultado a seguir.

Corolario: Se B € uma matrizde ordem n e se E, Es, ..., Er sdo matrizes elementares
de ordem n, entdo det(Ey - Ey - ... - E, - B) = det(E,) - det(Ey - ...E, - B) = ... =
det(E)) - det(Ey) - ... - det(E,) - det(B) .

Teorema 3.11. Qualquer matriz elementar € inversivel e sua inversa €, também,

uma matriz elementar.

Demonstracdo: Seja £ uma matriz elementar, entdo E é o resultado de alguma
operacdo elementar sobre linha de I. Aplicando o teorema que diz que o produto F - A
resulta quando a mesma operacio elementar for realizada em A, sabendo que operacées
elementares e suas inversas se cancelam mutuamente e sendo E, a matriz elementar

com operacdo inversa de F, segue que
Ey-E=1eFE -Ey=1.
Portanto E, Ej sdo inversas.
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Teorema 3.12. Se uma matriz A € nao singular entao € um produto de matrizes

elementares.

Demonstragdo: ver [6]

Determinante do Produto de Matrizes

Teorema 3.13. Se A e B siao matrizes quadradas de ordem n, entio det(A.B) =

det(A).det(B) .

Demonstracio:
1° caso: Se A é singular, tem-se que A.B é singular. Neste caso det(A.B) = 0, e

como det(A) = 0, a igualdade permanece verdadeira.

2° caso: Se A ndo é singular, tem-se que A= F, - FEy-...- E} , ou seja, A pode ser

escrito como produto de matrizes elementares. Assim,

det(A.B) = det(Ey - Es - ... By, - B) = det(E)) - det(Es - ... - By - B)
= ... =det(E) - det(Es) - ... - det(Ey) - det(B) = det(Ey) - ... - det(Ey_y - Ey) - det(B)

=det(Ey - Ey- ... Ey) - det(B) = det(A) - det(B) .
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Capitulo 4

Métodos de Condensacao

4.1 Condensacao de Laplace

O teorema de Laplace depende de duas definicdes iniciais, entretanto veja primeiro o

que pode ser feito com o determinante de ordem 3:

a11 Aaiz2 i3
Q21 Q22 23

az1 az2 asg
= 11022033 + A21A13032 + A31012023 — 431022013 — 11432023 — A21033012

= (G11a22a33 - C11161326123) + (0216113@32 - @21a33&12) + (G31a12G23 - G31G22G13)
= a11(ag0ass — azaa23) + a2 (—1)(assarz + as2a13) + azi(a12a23 — ag2a13)

Q22 A23 Q12 A13 Q12 Aa13
= ay + ag (—1) + a3

a3z Q33 a3z Aa33 Q22 A23

Simplificando a escrita, tem-se
3
a11An + an Aoy +azAs = Z anAn

i=1

Os elementos A;; da soma s3o chamados de cofatores conforme as definicdes adiante.
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Definicao 4.1.1 (Menor). Seja A uma matriz quadrada de ordem n > 2. Chama-
se menor, de um elemento a,;, o determinante da matriz obtida eliminando-se a

linha i e a coluna j da matriz A. O menor serd denotado por, M;;.

. . , aiz a3 .
No determinante de ordem 3, anterior, 0 menor de a9; € My = que é

g2 Aass
o determinante obtido eliminando a linha 2 e coluna 1 de As.

Definicao 4.1.2 (Cofator). Se A ¢ uma matriz quadrada de ordem n > 2 , entdo

o cofator, denotado por A;;, seréd
Ayj = (1) M .

Teorema 4.1 (Laplace). O determinante de uma matriz A € calculado pela soma
dos produtos de cada elemento de uma linha, ou coluna, qualquer por seus respectivos

cofatores, ou seja:

n n

det(A) = Z aiinj ou det(A) = Z CLz‘inj .

j=1 i=1

Demonstracdo: Ver [6]

Por exemplo, seja a matriz

11 A1z Az ... Qin
Q21 A2z Q23 ... Q2n
A= as1 a3z A3z ... A3y
ap1 Qp2 Ap3 ... App

pode-se calcular o determinante da matriz A pela segunda coluna:
n
det(A) = Z aipAiz = a12A12 + a2 Az + azAsy + ... + apaAng
i=1
ou pela terceira linha :
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det(A) = Z azjAz; = as1 Az + azeAss + asgAss + ... + azp Asn
j=1

Exemplo 4.1.1.

15 7
32 2
141
5 7 17 15
=-3 +2 —2
41 11 1 4

=-3-(-23)+2-(—6)—2-(—1) =59

A grande desvantagem em utilizar este método é justamente o fato da necessidade
de se fazer uma condensacdo para cada determinante quando a ordem deste & maior que
trés. Por exemplo, quando o determinante tem ordem 4 é preciso realizar a expansdo
de cada um dos cofatores de ordem 3 descobertos na primeira condensacdo. Isto torma

este método extremamente trabalhoso para célculos feitos a m3o.

4.2 Condensacao de Chio

Considere A uma matriz quadrada de ordem n, n > 2. Para calcular o determinante
de A utiliza-se o seguinte processo:

O elemento a;; de A deve ser 1. Caso n3o seja, efetua-se operacdes elementares
sobre linha, ou coluna, para tornar a;; = 1.

Para baixar a ordem de A em n—1 procede-se da seguinte forma, subtrair do elemento
ann 0 produto entre o elemento da primeira linha, em sua respectiva coluna, e o elemento
da primeira coluna, em sua respectiva linha, ou seja, a,,, — a1, X a,1. Este serd o novo
elemento a(,—1)x(n—1) da matriz B, que sera formada, de ordem n — 1. Portanto, em
uma matriz de ordem 4, o processo pode ser escrito de forma mais clara da seguinte

forma:
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I a2 a3 au
(22 — Q12G21 Ag3 — A13A21 (24 — Q14021
(21 Qg2 G23 A4
32 — Q12031 A33 — A13A31 34 — Q14431
a31 a3z azz aAzq
Q42 — Q12041 A43 — A13041 Q44 — 14041

Q41 Q42 Q43 QA44q

este processo pode ser repetido até a ordem da matriz resultante se tornar n = 2.

Para exemplificar toma-se a matriz

2 3 —-120

4 -2 1 3
A=

1 1 2 1

0 3 -2 6

como o elemento ay; = 2, ou seja é diferente de 1, é necessario efetuar duas trocas

de linhas para manter o sinal do determinante e obter:

1 1 2 1

2 3 —-10
A=

4 -2 1 3

0 3 -2 6

agora é possivel baixar a ordem aplicando a regra de Chio

3-12 —-1-22 0—12 1 -5 -2
—2-14 1-24 3-14|=|-6 -5 —1
3-10 -2-20 6— 10 3 -2 6

—5—(=5).(=6) —1—(=2).(=6) —35 —13
—2—(-5)3 6—(—2).3 13 12

= —420 + 169 = —251
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Para justificar o processo é necessario entender que a regra de Chio € uma con-

seqiiéncia da propriedade de soma entre colunas e do teorema geral de Laplace.

Considere a matriz A de ordem n > 2, tal que a;; = 1, ou seja

1 a2 @13 ... QAip

Q21 Qg2 Q23 ... Q2n

A= a3 azx az .. as,
ap1 Ap2 Ap3 ... Qpp

Efetua-se operacdes sobre coluna para que os elementos da primeira linha, a2a13...a1,,

se anulem, ou seja:

1 aipg—ana=0 a3z —anaz=0 ... ay, —apa, =20
a1 Q22 — Q21012 (23 — Q21013 Qop — A2101n
a3 32 — a31412 a33 — a31413 a3n — A1301n
Qn1 Ap2 — Ap1a12 ap3 — Ap1a13 Apn — Ap1QA1n

Pelo teorema geral de Laplace, os elementos da primeira linha, exceto a7, anulam

seus respectivos cofatores e, portanto, a nova matriz de ordem n-1 é&:

Q22 — G21Q12 A23 — A21013 ... d2p — A2101p
32 — 31412 A33 — A31A13 ... A3p — A130A1p
Ap2 — Ap1Q12 Ap3 — Ap1d13 ... App — Ap1Qdip

Repetindo o processo, com a condic3o de que o elemento da primeira linha e primeira

coluna seja a unidade, calcula-se o determinante de A.
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Agora observe o seguinte exemplo:

Seja A a seguinte matriz

2 2 5
A=\ 7 3 2
350

Para aplicar a regra de Chio é necessari efetuar operacdes sobre linhas ou colunas.

Portanto sera realizada a seguinte operacdo sobre colunas, a coluna 2 multiplicada por

um meio subtraida da coluna 1. Isto forneceria:

1

1

—
ot w [\]
@] [\] ot

2
1
2

E com este exemplo é facil concluir que o método de Chio possui uma grande desvan-
tagem para calculos manuais, o fato da primeira entrada da matriz ser a unidade, pois

nem sempre as operacdes sobre linha ou coluna fornecem resultados inteiros, tornando

o método bastante trabalhoso.
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4.3 Condensacao de Dodgson

Como foi dito, na secdo 1.2, o método de condensacdo de Dodgson foi estudado
por D. Robbins e H. Rumsey, sendo modificada a notacdo e denominando método DDI
(Dodgson's Determinantal Identity), no qual a condensacdo é utilizada implicitamente.
Portanto a primeira parte desta secdo trata do método proposto por Dodgson em seu
livro e como ele funciona detalhadamente, ja na segunda parte desta secdo tem-se uma

forma mais atual de efetuar a condensacdo mas com uma escrita um pouco diferente.

4.3.1 O Método de Dodgson

Dada uma matriz A quadrada de ordem n , com n > 3. O método de condensacio

de Dodgson consiste nos seguintes passos:

1. Obtém-se o interior de A eliminando as primeiras e dltimas linhas e colunas, ou

seja, a matriz do interior de A tem ordem n — 2.

2. Encontre os determinantes 2 x 2 dos termos adjacentes formando uma nova matriz

quadrada de ordem n — 1.

3. Use operacdes elementares sobre linha, ou coluna, para remover os zeros do interior
de A (este passo sera necessario somente se um ou mais elementos do interior de

A forem nulos).

4. Repita o processo de 3 e encontre uma matriz quadrada C de ordem n—2 dividindo

cada termo pela entrada correspondente do interior da matriz A.

5. Continue "condensando" a matriz obtida, considerando o interior desta, e repe-
tindo os passos 3 e 4, até encontrar um namero sozinho. Este nimero serd o

determinante da matriz inicial A.

Agora, um exemplo do método de condensacdo de Dodgson.
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Exemplo 4.3.1. Seja

2 3 =10

4 -2 1 3
A—

1 =5 2 1

0 3 -2 6

Eliminando-se as primeiras e tltimas linhas e colunas de A, tem-se:

-2 1
Aint =
-5 2

Como o interior de A nao possui zeros é possivel realizar a primeira condensagao,

calculando o determinante dos termos adjacentes:

2 3 3 -1 -1 0
4 =2 -2 1 1 3
-16 1 -3
4 =2 -2 1 1 3
B = =] -18 1 -5
1 -5 -5 2 2 1
3 4 14
1 -5 -5 2 2 1
0 3 3 =2 -2 6

Da mesma forma que na matriz A inicial, B também possui interior: B;,; = 1
Na seqiiéncia, sera repetido o processo anterior para baixar a ordem de B e cada
termo é dividido pelos respectivos valores do interior de A (A;,;), efetuando nova

condensacao, encontrando C.
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—16 1 1 -3
—-18 1 1 -5 2 =2
—-18 1 1 =5 —75 34

2 -2
o = T [t 2
=L 15 17

Por dltimo, restara a matriz D com uma tnica entrada, a qual serd encontrada

calculando o determinante de C

—1 =2
7 |02

Portanto o determinante da matriz A de ordem 4 ¢é igual ao determinante de D

dividido pelo interior de B, sendo este o ntimero ’sozinho’ do processo. Assim,

_ det(D) _ 13 13

det(A
6() Bint 1

Charles Dodgson escreve o algoritmo de forma bastante sintetizada, assim

W
|
[\
—
(@) ot w o
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15 17

13

A prova de como o método funciona é dada por Dodgson no apéndice Il do livro [4],
através de um teorema sobre determinantes do capitulo Il, teorema este que ja havia

sido provado por Jacobi.

Para entender porque o método funciona é necessaria a seguinte definicdo:

Se A = [a;;] € uma matriz de ordem n, entdo sua matriz de cofatores é

Ao Asy . . . Ay,
Ang A . . . A
em que A;; = (—1)""D;; é o cofator de a;; em A, e D;; é o menor da matriz a

eliminando a linha i e a coluna j.

Exemplo 4.3.2. Seja

entao sua matriz de cofatores deve ser
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Para entender a mecanica do método de condensacio de Dodgson basta dar uma

olhada no teorema a seguir.

Teorema 4.2 (Jacobi). : Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Considerando

a matriz das sequintes entradas de A,

a1

an1

-2 1 3 1| |3 -2

31 2 1| | -2 3
-5

2 -3 13 12
- - =| -1

31 —2 1 -2 3
—4

2 -3 1 -3 1 2

2 1 3 1 3 —2

Q1n

ann

-5 13
7T =7
8 —8

e a submatriz da matriz dos cofatores associados a essas entradas €

entao

All
Anl

det

Demonstracdo: Ver [4]

Dodgson percebeu que o teorema de Jacobi fornece um algoritmo para encontrar o

determinante de A.

Exemplo 4.3.3. Seja

All
Anl

Aln
Ann

Aln
Ann

= det(intA)det(A)

1 2 =3
3 =2 1
-2 3 1



cujo determinante é —30. Utilizando a matriz dos cofatores associados as entradas

ai; ais
asy ass
que é:
-2 1 3 =2
Aszr Ass 2 =3 1 2 -4 -8
-2 1 3 =2
sabendo que
-5 5
det =60
—4 -8
pelo teorema de Jacobi
-5 5
det = det(intA) - detA = agy - detA = —2 - det(A)
-4 -8

Entao det(A) = % = —30
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4.3.2 O Método DDI (Dodgson’s Determinantal Identity)

Para uma matriz A de ordem n, A,(i,7) denota o menor de ordem r, que possui
r linhas e r colunas adjacentes de A, ou seja, é o menor de ordem r que mantém as

entradas da linha i e coluna j da matriz A.

Exemplo: seja
1 25
A=|[346
789
O menor Ay(2,1) é o determinante da submatriz de A de ordem 2 que mantém a linha

2 e coluna 1 de A, ou seja:

Agora vamos considerar a mesma matriz A do exemplo 4. 3. 1.

O determinante que se quer encontrar é

2 3 -1 0
4 -2 1 3
Ay(1,1) =
1 -5 2 1
0 3 -2 6

O interior de A4(1,1) é

-2 1
-5 2

Para iniciar a condensagdo é necessario calcular os menores 3 x 3 de A4(1,1), que

sao
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2 3 -1 -2 1 3
As(L,L1) =14 -2 1 |, A3(2,2)=| -5 2 1
1 -5 2 3 -2 6
3 -10 4 -2 1
A3(L,2)=] -2 1 3 e  A(2,1)=|1 -5 2
-5 2 1 0 3 =2

Para calcular os determinantes destes menores 3 x 3 é preciso calcular, primeiro, seus

respectivos menores 2 x 2. Portanto, para o menor

2 3 -1
As(L,1)=14 -2 1 |, que possui interior A;(2,2) = —2,
1 =5 1

calculam-se os seguintes menores 2 X 2 ,

2 3 -2 1
Ay(1,1) = : A5(2,2) =

4 =2 -5 1

3 -1 -2
Ag(l, 2) = (S A2(2, 1) =

-2 1 1 -5

O determinante de A3(1,1) é igual ao determinante, formado por seus menores,

divididos pelo determinante do interior dele mesmo, ou seja,

Ay(1,1)  Ay(1,2) —16 1
det( Ay ) — 2D AR S
en] [

O mesmo processo é feito nos demais menores 3 x 3. Assim, para 0 menor
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A3(2,2)=| -5 2 1], que tem interior A;(2,2) =2

3 =26

calculam-se os seguintes menores 2 x 2,

-2 1 2 1
As(1,1) = , Ay(2,2) = ,

-5 2 -2 6

1 3 -5 2
A2(172) = € A2(271) =

2 1 3 =2

e o determinante de A3(2,2) é calculado da mesma forma que no menor anterior,

ou seja,

1 =5

4 14
&=17.

det(A5(2,2)) = T — &

O processo continua no menor 3 X 3,

3 -1 0
Ay(2,2)=| -2 1 3|, cujo interior &€ A;(2,2) =1
-5 2 1
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-1 0 -2 1
Ag(l, 2) = S A2<2, 1) =
1 3 -5 2

e o determinante é encontrado como nos menores anteriores, assim

det(Ag(1,2) = | = =2 = _9_

O altimo menor 3 x 3 sera calculado repetindo o processo, entdo

4 -2 1
A3(2,2)=|1 -5 2 tem interior A;(2,2) = -5,
0o 3 =2

seus menores 2 X 2 s3o

4 =2 -5 2
A2(1> 1) = ! A2(27 2) = )

1 =5 3 =2

-2 1 1 =5
Ag(l, 2) = € A2<2, ].) =

-5 2 0 3

e o determinante é

—-18 1

3 4

det(A3(2,1)) = =5 =15

-3

Por fim o determinante da matriz A que se quer obter é encontrado calculando o

determinante de seus menores 3 x 3 e dividindo pelo determinante do interior de A, ou

seja,
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A3(2,1) A3(2,2 15 17

det(As(1,1)) = 21 A22) ] = 1813
‘ A(2,2) ' —2 1
-5 2

Perceba que a condendasacdo de Dodgson é utilizada repetidamente ao se calcular
os menores e dividir pelo interior, ou seja, o método DDI nada mais é do que a aplicacdo

da condensacdo de Dodgson com uma notacdo diferente.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho foram apresentados trés métodos de condensacio de determinantes,
com o objetivo principal de verificar a facilidade de utilizacdo de cada um deles, com a
intencdo de utiliza-los para calculo manuais.

Ficou evidente que a condensacdo de Laplace é a melhor forma de compreender o
determinante. Por isso, & fundamental no estudo inicial de determinantes.

A condensacdo de Chio é um método ja difundido e bastante pratico para o calculo
de determinantes. A desvantagem é que a matriz precisa ser alterada para que a primeira
entrada seja igual a um.

Por fim, foi possivel perceber que a condensacdo de Dodgson é um método alter-
nativo e que também pode ser lecionado pelos professores de matematica a partir do
ensino médio, pois é bastante pratico em calculos manuais de determinantes de ordem

maior do que trés.
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