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Introducao

Neste trabalho de conclusédo de curso aplicaremos determinados topicos de
Algebra Linear na resolucdo de Equacdes Diferenciais Ordinarias.

No primeiro capitulo abordaremos o assunto de Autovalores e
Autovetores, que sdo topicos da Algebra Linear. Iniciaremos com algumas
definicbes e propriedades sobre o tema, j& em um segundo momento,
abordaremos a forma candnica de Jordan, pois sabemos que toda matriz é similar
a uma matriz que esteja na forma canoénica de Jordan.

No segundo capitulo nos fixaremos nas Equagdes Diferenciais
Ordinarias (EDO’s) de primeira e segunda ordem. Sabemos que o estudo das
EDO’s teve inicio com os criadores do Célculo, Newton e Leibniz, no fim do
século XVIII, que foram motivados por problemas da area de Fisica. Desde
aquela época até meados do seculo XIX, a maior preocupacdo era obter solucdes
das equacdes em forma explicita. A priori, tentava-se expressar as solucdes em
forma de funcdes elementares, porém, logo se verificou que o numero de
equacdes que podiam ser resolvidas desta forma era muito pequeno, gerando
assim a busca de novos métodos. Neste contexto surgiu o uso de séries de
funcdes, no século XIX. Com o rigor que a Analise ganhava nesse periodo,
surgiram os teoremas de existéncia e unicidade de solugéo, iniciando-se a fase
moderna de estudos nessa area, com destaque para Poincaré no fim do século
XIX. Hoje as equagOes diferenciais sdo muito utilizadas para descrever
fenbmenos em Fisica, Quimica, Biologia, Economia, entre outros.

Para finalizar, no terceiro capitulo iremos utilizar os conhecimentos
adquiridos nos capitulos anteriores e aplica-los na resolucdo de sistemas de

equacOes diferenciais ordinarias lineares de primeira ordem com



coeficientes constantes. Com base nesses sistemas determinaremos a solucéo
geral de uma equacdo diferencial ordinéria linear com coeficientes constantes de
ordem arbitraria

No apéndice, encontram-se propriedades, que foram utilizadas no decorrer

do trabalho, de derivadas e integrais de matizes.



Capitulo 1

Autovalores e Autovetores

Neste capitulo serdo apresentadas algumas definigdes e propriedades bésicas
sobre autovalores e autovetores de uma matriz. Ndo provaremos todos os resultados,
porém serdo enfatizados através de exemplos. Para este capitulo, a referéncia em que

os resultados foram pesquisados foi a [1].
1.1 DefinigOes e Propriedades

Definicdo 1.1.1: Seja A uma matriz nxn. Um autovalor de A é um numero A, real
ou complexo, que satisfaz a equacao

Ax= X (1.1)
para alguma matriz x de ordem nx1, ndo nula, chamada de autovetor de A

associado a 1.

A equacdo (1.1) pode ser escrita na forma
@-1l 3=0, (1.2)

emque | € amatriz identidade nxn.

Teorema 1.1.1: Seja A uma matriz nxn. Entdo

i. A éum autovalor de A se, e somente se,



det(A-Al) =0, (1.3)

ii. det(A-Al) é um polinbmio de grau n em A, com 1 como coeficiente de A",
chamado polinémio caracteristico, de forma geral

det@-A1l =€-4"€-24,"--€-2 7, (1.4)

p

emque 4,...,4, sdo os autovalores distintos de Ae > r, =n. O nlmero r, é
i=1

chamado de multiplicidade do autovalor 4,

iii.  Atem precisamente n autovalores, contando as multiplicidades.

Os possiveis autovalores de A sdo, portanto, raizes de um polindmio de grau n,
chamado polindmio caracteristico, determinado por (1.3). Assim, A tem

precisamente n autovalores, ndo necessariamente distintos.

Exemplo 1.1.1: Considere a matriz

Temos que

det(A—Al) =

1-4
1—

2 - -
ﬂ‘: (-1°-4=7-21-3=€+1€-3..
Pelo teorema acima, -1 e 3 sdo autovalores de A. Para encontrar os autovetores

X

associados a -1 resolvemos a equagdo @ —Al 3 =0 com x =( j e A1=-1:

X2
~ (2 2
0=@+1l x= X,
0 que implica x, +x, =0 ou x, =—x,. Portanto, para todo x, #0, 0s autovetores de

. ~ ‘e 1
A associados a -1 sdo multiplos escalares de u :( J .



Resolvendo a equacdo para A =3, obtém-se que os autovetores de A associados a 3

x e 1
sdo multiplos escalares de w = @ :

Exemplo 1.1.2: Considere a matriz

7 4 -4
A=l 4 -8 -1|.
-4 -1 -8
Neste caso, temos
7-1 4 —4
det(A-Al)=| 4 -8-12 -1 |[=€@-9€+9°
-4 -1 -8-1

Entdo 9 e -9 sdo os autovalores de A com multiplicidade 1 e 2, respectivamente.
Procedendo como no exemplo anterior, os autovetores de A associados a 9 sao todos

4
0s multiplos escalares ndo nulos de u=| 1
-1
Para 1 =-9, a equacéo
16 4 —4\x
@+91 x=0= 4 1 -1|x,
—4 -1 1 )\x

implicaem 4x, + X, — X, =0. Tomando x, = 4x, + X, encontramos

X, X, 1 0
X=|X, [=X, X, =X|0[+X%,|1].
Xq 4X, +X, 4 1

Entdo, para escalares x, e x, ndo simultaneamente nulos, os autovetores de A
associados a -9 sdo todas as combinac0des lineares ndo nulas dos vetores

1 0
w=|0|lev=|1].
4 1
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Exemplo 1.1.3: Seja A:[ 0

1
} . Temos
0

-4 1 ~ .~
det(A—/II):‘ /1‘:22+1:(%—i/(1+|/.

Entdo, i e —i sdo os autovalores de A. Procedendo como antes, 0s autovetores de A,

associados com i, sdo todos multiplos complexos ndo nulos de

)

Da mesma forma os autovetores de A, associados a —i, sdo todos multiplos

complexos ndo nulos de

Teorema 1.1.2: O determinante de uma matriz A, nxn, é igual ao produto de seus
autovalores.
Prova: Vimos que os autovalores de uma matriz A, nxn, sd0 as n raizes do

polinbmio caracteristico det(A—Al)=0. Sejam A,,4,,...,4, 0S autovalores de A.
Entdo podemos escrever
det(A- ) =€, -1 &, -1 ). €, -/ _.
Para 1=0,
det(A) = 4,4, ... 4, .

Coroléario 1.1.1: Uma matriz A, nxn, € ndo singular se, e somente se, todos 0s seus

autovalores sdo ndo nulos.

Exemplo 1.1.4: No exemplo 1.1.1, vimos que 4, =-1e A, =3 sdo autovalores de

0

11



Note que det(A) =-3=14,4,.

Exemplo 1.1.5: No exemplo 1.2 encontramos os autovalores 4, =9,4,=-9 e

A, =-9 da matriz

7 4 -4
A=l 4 -8 -1|
4 -1 -8

Efetuando os devidos célculos temos det(A) =729 = 1,4, 4,.

0
Exemplo 1.1.6: Os autovalores de A=(

1 - . _
0], do exercicio 1.3, sdo A4, =i e

A, =—i. Note que det(A)=1= 4 4,.

Pode-se observar nos exemplos que a soma dos autovalores de uma matriz é
igual @ soma dos elementos da diagonal da matriz. 1sso ndo é uma coincidéncia, mas
uma propriedade geral. A soma dos elementos, que formam a diagonal de uma

matriz A, nxn, é chamada de traco de A e indicada por tr(A).

Teorema 1.1.3: Sejam 4, 4,,...,4, 0s autovalores de uma matriz A, nxn. Entéo,

tr(A) =4 +4,+...+ 4. (1.5)

Teorema 1.1.4: Seja A uma matriz nxn com autovalores 4,,4,,...,4,. Entao,

i. Ae A'tem os mesmos autovalores, e
ii. Se A éndo singular, os autovalores de A™ sdo 4, 4,7, A4 .

n

Definicdo 1.1.2: Diz-se que a matriz B é similar a matriz A se existe uma matriz P
n&o singular tal que
B=PAP. (1.6)

12



Teorema 1.1.5: Seja B similar a A. Entao:
i. A e B tem o mesmo polindbmio caracteristico e, portanto, 0s mesmos

autovalores, e

ii. Sexéum autovetor de A, entdo P'x é autovetor de B.
Prova: Temos que

det@— Al >det@ AP PP =detp @-41 .
Usando a propriedade dos determinantes segundo a qual det(CD)=detC.detD,
segue
det@ — 1 > detP ™ det@— Al JetP =det(P'P)det@— Al > det@ -l .
Entdo, se 4 € autovalor de A, temos que det(A—Al)=0 e, logo, det(B-Al)=0,
provando que A também é autovalor de B. Seja x autovetor de A, Ax= Ax. Entéo,
BPx =P APP x = P Ax = A(P!X),

ou seja, P'x é autovetor de B.

Definicdo 1.1.3: Uma matriz A, nxn, é dita ser diagonalizavel se existe uma matriz
diagonal D similar a A, ou seja, existe uma matriz ndo singular P tal que

P*AP=D. (1.7)
Teorema 1.1.6: Uma matriz A, nxn, é diagonalizavel se, e somente se, A tem n

autovetores linearmente independentes.

Teorema 1.1.7: Sejam A4,,4,,...,4, 0s m autovalores distintos de uma matriz A,
nxn, € V,V,,...,V,, 0S autovetores correspondentes. Entdo v,,v,,...,v, Sao

linearmente independentes.

13



Prova: Suponha que 4,v,,....v, € linearmente dependente. Desse modo,

satisfazem a equacéo
m
>cv, =0
i=1

em que as constantes c,,c,,...,c,, ndo sdo todas nulas. Sem perda de generalidade,

suponha c,, = 0. Entdo, multiplicando a matriz A pela esquerda, obtemos
0=A> ¢V, = D CGAV, =D AV, .
i=1 i=1 i=1

Em seguida, subtraia 4, > c,v, =0 deste resultado:
i=1

Ozzciﬂ“ivi _Zciﬂ’lvi :ZCi q’i _ﬂlgi :ZCi q’i _ﬂlgi '
i=1 i=1 i=1 i
e multiplique o obtido por A- 2,1 . Segue-se que

(A—/IZI)ZCi Qi _ﬂ*lEi :ZCi @i _ﬂll’i _/?’ZEi =zci Qi _ﬂll’i _ﬂ'in .
i=2 i=2 i=3
Continuando, multiplique este resultado por A- 4,1, depois por A—A,1, e assim
por diante. Conclui-se que
0=Cm Qm _ﬂ“m—llm _ﬂ“m—zl"q’m _ﬂ’lym!
0 gue contradiz a hipotese de que c, #0 ja que v, =0e os autovalores sdo todos

distintos entre si. Logo, a hipotese de que v,,v,,...,v,, sdo linearmente dependentes

néo pode ser mantida.

Teorema 1.1.8: Se uma matriz A, nxn, tem n autovetores linearmente

independentes v,,v,,...,v, com autovalores associados 4,,4,,...,4,, € P € matriz com
V,,V,,...,V, cOmo suas colunas, entao
PAP =D, (1.8)

em que D € a matriz diagonal com 4,,4,,...,4, como seus elementos.

14



Exemplo 1.1.7: A sequéncia (p, )., de nimeros em que

p1:p2=1

Py = Py + Py
para k >3, é conhecida pelo nome de seqiéncia de Fibonacci. A formula que

define p, pode ser expressa matricialmente como

P, =AP ,, k>2
em que
01 1
P =| P, A= e P, =| |
P, 11 1
Observe que
P, = AR,
P, = AR, = A’P,
P = AP,

Os autovalores de A sdo dados pelas raizes do polinbmio caracteristico

) ~
det(A—Al) = = A-1 “1=2-1-1=0,
1 1-2 -
Ou seja,
ﬁl:1+2\/§ e%:#.

Vamos, agora, determinar os autovetores correspondentes. Substitua 4, na equagéo
€@-13=0:
1++/5
-1 X 0
2 1|
-1 _1+\/§ [XZJ (0]

2

0 que nos da

15



X, —X, =0.

1+\/§
2

Entdo, os autovetores associados a 4, sdo da forma

1
u—x1[1+\/§],

2

um para cada x, € ®. Usando argumento similar,

1
w=x|
2

sdo 0s autovetores de A associados a A,, um para cada x, eR®. Como A, # 4,, 0
conjunto fw € linearmente independente.

Aplicando, agora, o teorema acima sabemos que A € diagonalizavel. Portanto, temos

pz(l 1]eD=[% Oj.
A A, 0 4,

P*AP=D, em que

Entdo,
A=PDP"
A? = AA= ¢DP* €DP* = PD?P
A? = AA% = GDP* €D?P = PD°P™
A2 = PD*?P.
Mas,
k-2 _ /11k_2 0 pl_ 1 /12 -1
0 A4 bo=A\~4 1
Logo,

16



R AR

Multiplicando as matrizes, segue que

p_ 1 22 €, -1 2, €2 +1)
EIEEVAV A RV YRR

/

/\

\

Entdo,

D, = 1 . Q_lk-l;tz _ﬂq;tzk_l _ﬂlk—l +/,sz—1:

Ay —
1 k—l 1+\/§ k-1 k-1 k-1
= —E[ 5k A A J
k 1, 1- \/_ k
[ S R e

-ifﬁﬁfmiﬁzﬁy
NG B2 )

Definicdo 1.1.4: Seja A um autovalor de uma matriz A, nxn. O conjunto

A, = ¥ Av=Av échamado autoespago de A associado a A.

Exemplo 1.1.8: No exemplo 1.3 vimos que a matriz

7 4 -4
A=| 4 -8 -1
-4 -1 -8

tem -9,-9 e 9 como seus autovalores.
Os autovetores associados com 9 séo os multiplos escalares ndo nulos de

4

enquanto os autovalores de A associados com -9 sdo todas combinacdes lineares ndo

nulas de

17



0
v, =(0jev,=[1].
1

Portanto, A, consiste em todos os multiplos escalares de u e A4 consiste em todas

as combinacdes lineares de v, e v,.

Teorema 1.1.9: Seja 1 um autovalor de uma matriz A, nxn. Entdo, A, é um
espaco vetorial com respeito as operacfes usuais de adi¢cdo e multiplicacdo por
escalares . Além disso, se ve A, , entdo Ave A,.

Prova: Por definicdo, ve A, se Av=Av. Seja aeN, entdo A(w) = a(Av) = aiv,
portanto, A(av)=A(awv) e aveA,. Seja weA, e LeR. Temos que
AQ+ v Fa@v Y S@w = alv+ piw= 1€ + pw . Portanto, av+pwe A,. Uma

vezque v e A, ,Va e R, tomando a =1 segue que Av=AveA,.

Teorema 1.1.10: Seja A matriz nxn e A um autovalor de A com multiplicidade n.

Entdo, dimA, <n.

1.2 Forma Canoénica de Jordan

Defini¢do 1.2.1: Uma matriz nxn da forma

al O0®o0- 00
0alo0 . 00
SN P (1.9)
0 000 - a
0000 -0 a

é chamada de matriz bloco de Jordan. Uma matriz nxn é dita estar na forma
canbnica de Jordan se é uma matriz diagonal da forma
diag@,,J,,... J, , (1.10)

18



emque J,,J,,...,J, sdo:
I.  Matrizes blocos de Jordan, ou

ii. J, éuma matriz diagonal e J,,J,,...,J, sdo blocos de Jordan.

Vimos anteriormente que se uma matriz A, nxn, tem n autovetores linearmente

independentes v,,v,,...,v, com autovalores associados 4,,4,,...,4,, € P é matriz com
V;,V,,...,V, cOmMo suas colunas, entio P*AP=D, em que D é matriz diagonal com
A y,..s A, cOMo seus elementos. No caso em que A ndo tem n autovetores

linearmente independentes, ainda é possivel obter uma matriz M tal que M AM tem
uma forma bastante simples, chamada forma canénica de Jordan, apresentada a

seguir.

Teorema 1.2.1: Toda matriz A nxn é similar a uma matriz na forma canonica de

Jordan.

Definicdo 1.2.2: Seja uma matriz A, nxn, e A autovalor de A. Diz-se que X, matriz
nx1 ndo nula, é autovetor gerado de posto r associado com 4 se € -4l Dx=0 e
€ -1 0'x=0. Note que o autovetor gerado de posto 1 é um autovetor de A

associado a 4.
Teorema 1.2.2: Se A é um autovalor de multiplicidade m de uma matriz A, nxn,
entdo, existem exatamente m autovetores gerados linearmente independentes

associados a 4.

Exemplo 1.2.1: Considere a matriz

>

1l
o o M
o N~ B
N RN

19



que tem 4 como autovalor com multiplicidade 3. Pelo teorema 1.2.2, existem trés

autovetores gerados linearmente independentes associados a 4. Por calculo direto,

01 2 0 01 000
(A-41)=|0 0 1|, (A-41)>=|0 0 0|e (A-41)>’=|0 0 0.
000 000 000

Vamos determinar os autovetores gerados, de posto k =1,2,3. Resolvemos as
equacles (A-41)x=0 e (A-41)“'x=0.
Segue gue um autovetor gerado de posto 1 tem a forma

a
01,
0
com a =0, um autovetor gerado de posto 2 tem a forma

a
b |,
0
com b =0, e um autovetor gerado de posto 3 tem a forma

a
b,
c

com c#0.
Escolhendo, por exemplo, a=1, no primeiro caso, a=0,b=1, no segundo caso, e

a=b=0,c=1, no terceiro caso, obtemos

um conjunto de autovetores gerados linearmente independentes sendo um de posto

1, um de posto 2 e um de posto 3, associados ao autovalor 4 com multiplicidade 3.

20



Definicdo 1.2.3: Seja x, um autovetor gerado de posto r associado a A, isto é,
€-17x, =0e @€-1 0'x, 0. O conjunto de vetores #,x,,.., x, definidos por
X, = @-Al X
X ,=@-Al 3, = €- 3x, (1.11)

N 3
X3 = ‘A_/u X, = ‘A‘_AI X

x = @-Al 3, =@-a O'x

é chamado de cadeia gerada por x,. Note que x =@—-Al"“x e que

r

@-Al "x, =€@-1l"x =0. Portanto, x, é um autovetor gerado de posto k

associado a 4.
Teorema 1.2.3: Os vetores x,,X,,..., X, Sao0 linearmente independentes.

Exemplo 1.2.2: No exemplo 1.2.1,

0
X, =0
1

é solucdo de (A—41)°x=0. A cadeia gerada por x, € o conjunto §,x,,x, em que

2 1
X, =(A-4)x,=|1|e x,=(A-41)x,=|0].
0 0

Pelo teorema anterior, x,,x, € x; sdo linearmente independentes.

Definicdo 1.2.4: Um conjunto S, de autovetores gerados associados a A4 €

chamado de conjunto candnico se:

21



I. 0 numero de elementos em S, é a multiplicidade de 4;
ii. S,élinearmente independente e

lii. S, consiste na cadeia de autovetores gerados associados a A .

Para obter-se o conjunto S,, convém saber qual é o nimero de autovetores

gerados de cada posto presentes no conjunto canénico. Essa informacéo é dada pelo

seguinte teorema:

Teorema 1.2.4: O nimero de autovetores gerados linearmente independentes de
posto k no conjunto candnico de autovetores gerados de A €

r. = posto(A—A1)** — posto(A-A1)*, k=12,...m,

em que m é a multiplicidade de 4. Note que posto(A—Al1)° = posto(l) =n.

Exemplo 1.2.3: Considere a matriz

O O O N O O O O
O O N P O O O O
W kL O O O O O O

O O O O O O N =
O O O O o N - BB
O O O O N B O O
O W O O O O o o

O O O O O o o

O autovalores de A séo 2, com multiplicidade 6, e 3, com multiplicidade 2.

Por célculo direto, obtemos que o posto de A é 8-6=2,

22



,(A-21)° =

O O O O O o o o
O O O OO O o o
O O O O O N P+ B+
O O O O O r»r O O
O O O O O B+, O
O O O O O o o o
O B O O O O O o
P P O O O O O O
O O O O O O o o
O O O O O o o o
O O O OO O o o
O O O O O O F k-
O O O O O o o
O O OO O o N -
O r O O O O O O
P N O O O O o o

(A-21)° = J(A=21)* =

O O 0O 0O o0 o o o
O O 0O 0 o0 o o o
O O 0O 0 o0 o o o
O OO0 0o o o
O 0O 0 o0 oo o o
O OO0 OO0 o0 oN
O R OO0 O O o o
P WO O O O o o
O O 0O 0O o0 o o o
O O 0O 0 o0 o o o
O 0O 0 o0 oo o o
O 0O 0 o0 oo o o
O O 0O 0o o o o
O O 0O 0O o0 o o o
O L OO O O o o
AN OO OO O O

Entéo, 4 € o menor inteiro r tal que (A-21)" tem posto 8-6=2. Além disso,
r, = posto(A—21)° — posto(A—21)' =8-6=2
r, = posto(A—2l1)" — posto(A—21)* =6-4=2
r, = posto(A—21)? — posto(A—21)* =4-3=1
r, = posto(A—21)° — posto(A—-21)* =3-2=1
O conjunto candnico de autovetores gerados do autovalor 2 tem
I. 1 autovetor gerado de posto 4,
ii. 1 autovetor gerado de posto 3,
lii. 2 autovetores gerados de posto 2 e
Iv. 2 autovetores gerados de posto 1.

Note que,
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O O O O r O O O

é 0 autovetor gerado de posto 4. A cadeia gerada por x, é:

X, = (A=-21)x, = , X, =(A=-21)X, =

O O O O O +— O

O O O O O O B+~ k-

, 8 X, =(A-2I)x, =

O O O O O o o k-

Encontramos, assim, a cadeia %, x,,x;, X, de autovetores gerados de postos 1,2,3 e

4. Qualquer conjunto candnico contendo esta cadeia vai conter outra cadeia com

dois vetores.

Um autovetor gerado y, de posto 2 que ndo é uma combinagdo linear da cadeia

encontrada anteriormente é o seguinte

[EEN

o O +— O

E encontramos o outro vetor da cadeia ¥§,y, que é determinado por vy,
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N

Y, = (A_Zl)yz =

O O O+~ O

Entdo  %,X,,%,X,,Y,,y, € 0 conjunto candnico de autovetores gerados do

autovalor 2.

Definicdo 1.2.5: Um conjunto ordenado linearmente independente ¥,v,,...,v,

consistindo da cadeia de autovetores gerados da matriz A, nxn, é chamado uma
base de Jordan relativa a A se
i. toda cadeia é o comeco de uma cadeia maior,
Il. todos vetores em uma cadeia aparecem consecutivamente, e
lii. cada cadeia aparece na ordem de aumentar o posto. Ou seja, 0 autovetor
gerado de posto 1 em uma cadeia aparece antes do autovetor gerado na
cadeia de posto 2, que por sua vez aparece antes do autovetor gerado na

cadeia de posto 3, etc.

O teorema 1.2.5 seguinte estabelece como uma base de Jordan relativa a uma matriz

A esta associada aos seus autovalores.

Teorema 1.2.5: Seja 4,,4,,..., 4, 0s distintos autovalores de A e sejam S,,S,,...,S;

0S conjuntos candnicos de autovetores gerados correspondentes. Depois de um
S

apropriado reordenamento, se necessario, 0 conjunto S=USi é uma base de
i=1

Jordan relativa a A.
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Exemplo 1.2.4: Neste exemplo obteremos uma base de Jordan relativa @ matriz de
ordem 8x8 do exemplo 1.2.3. Naquele exemplo encontramos um conjunto canonico
de autovetores gerados do autovalor 2. Neste exemplo faremos 0 mesmo para o

autovalor 3, que tem multiplicidade 2. Para comecar devemos encontrar um r

pequeno e inteiro tal que (A-31)" tenha posto 8-2=6.

-11 1 0 0 0 00
0O -1 1 0 1 0 00O
0O 0 -1 1 0 1 0O
0O 0 0 -1 0 O OO
(A-31)= :
0O 0 0 0 -1 1 0O
O 0 0 0 O -100
O 0 0 0 O 0 01
0O 0 0 O O O 0O
1 -2 -1 1 1 1 0O
o 1 -2 1 -2 2 0O
o 0 0 -2 0 -2 00
(A—31)? = o 0o 0 1 0 0 0O .
o 0 0 0 1 -200
o 0 0 O O 1 00O
o 0 0 O O 0 00O
o 0o 0 0 O 0 OO
Entdo r = 2. Note que
0
0
0
. 0
2710
0
0
1

é 0 autovetor gerado de posto 2 associado ao autovalor 3. Entdo, #,z, em que
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z, =(A-3l)z, =

O b O O O O O O

¢ a cadeia gerada de z,. Sejam X;,X,,Xs,X,,Y;,Y, 0S autovetores gerados obtidos no
exemplo 1.2.3. Entdo o conjunto  %,X,,X;, X,, Yy, Y5,2,,Z, € uma base de Jordan

relativa a matriz A do exemplo 1.2.3.

Teorema 1.2.6: Seja S uma base de Jordan relativa a uma matriz A, nxn, e seja M
uma matriz tendo os vetores de S como suas colunas. Entdo, M *AM esta na forma

canonica de Jordan.

De fato, podemos determinar a forma da matriz que esta na forma candnica
de Jordan M *AM relativa a base de Jordan S. Se v,,v,.,,...,V,,, € uma cadeia em S

de autovetores gerados de posto r associados ao autovalor A de A, entdo o bloco
rxr de Jordan

N
—
R o
o
o
o

o
o
o
N
=

aparece na matriz M *AM ocupando as k-ésima e (k+r)-ésima colunas e as k-ésima

e (k+r)-ésima linhas.
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coluna k coluna k+r

v |

linhak — |-.. 2 1 0 0 --- 0 O

linhak+r —{... 0 0 0 0 --- O

Exemplo 1.25: No exemplo 1.2.4 encontramos a base de Jordan

R, X, X5, X4, Y1, Y5, 24,2, da matriz 8x8 dada no exemplo 1.2.3. Considere a matriz

M que possui 0s vetores de S como suas colunas. Entdo, teremos

1100 0 1 0O
0100 0 1 0O
0010 1 -100
M:O 001 -2 0 0O
0000 O 1 OO
000O0O 1 0 0O
0000 O O 10
0000 O O O01

apos calcular sua inversa, M, basta fazermos o produto M *AM , obtendo assim a

matriz
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0 0 0 O

0
1
2

0 0 0 O

0 0 0 O

0

0
0

0 0 0 O

0

0 0 0 O

0 0 0 3

0 0 0 O

M*AM
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Capitulo 2

Equacdes Diferenciais Ordinarias de 12 e 22 ordem

Chama-se de equacéo diferencial uma equacgdo envolvendo uma funcgéo
incognita e algumas de suas derivadas.
As equac0es diferenciais lineares com coeficientes constantes sdo equacoes

da forma

a fOx)+a,  f X +..+a f (X)+a,f (X)=9(x),
emque f@(x), i=12,...n, denota a i-ésima derivada da funcdo f(x), xel c R, |
um intervalo aberto e g(x) uma funcdo continua dada, em I. Os coeficientes

a,,a,,., a, SA0 constantes reais. A equacdo é chamada de homogénea se g(x) =0,
vxel. A ordem da equacdo é a ordem da maior derivada na equacdo. Se a, =0,

entdo, a equacao tem ordem n.

Neste capitulo, serdo consideradas as equacdes de ordem n=1e n=2, bem
como suas resolucgdes. O caso geral sera tratado no capitulo 3.

A referéncia em que os resultados foram pesquisados € a [2].

2.1 Equacdes Diferenciais de Primeira Ordem

Consideremos a EDO linear de primeira ordem com coeficientes constantes
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(j—i) +af=g(x), xel (2.1)

com a uma constante e g uma funcéo definida g: I - R, continua no intervalo aberto
I. Uma solucéo de (2.1) é uma fungdo continua e diferenciavel f: I — R que satisfaz

a EDO acima.

Teorema 2.1.1: Uma funcéo f(x)é solucéo da equacdo (2.1) se, e somente se,
f(x)=ke™ +e™ jeaxg(x)dx (2.2)

em que k é uma constante real.

Prova: Suponha que f(x) é solucdo. Entdo, f'(x)+af =g . Queremos mostrar que,

nesse caso, f é da forma (2.2). De fato, observe que multiplicando a equacéo por e*

obtemos
f'(x)e®+a f(x)e®=g(x)e*.
como
fr(x)e™+a f(x)e™=(f(x)e*y
entéo,

(F(x)e*)=e™g(x).
Integrando ambos 0s membros desta ultima relagdo, temos
f(x)= ke™ +e™ je“g(x)dx.
Provaremos, agora, a reciproca deste resultado, ou seja, toda funcdo da forma (2.2)

é solucdo da equacdo. Para verificar isso, basta derivar a expressdo (2.2) com

respeito a x. Isso conclui a prova do teorema.

A funcdo f(x) dada pela expressdo (2.2) € chamada de solucdo geral da equacéo
(2.1), pois sendo k uma constante arbitraria, a cada k e R correspem que uma
solucdo particular da equacdo e o conjunto destas solucdes particulares inclui todas

as solugdes possiveis.
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Exemplo 2.1.1: Considere a equagdo f'(x)+3f(x)=x, xeR.
Pelo teorema anterior, a solucdo geral desta equacgéo é da forma
f(x)=ke™ +e™ [exdx.

Resolvendo a integral obtemos

3X 3x
f) =ke ™ +e | X _& ¢,
3 9

em que c é uma constante arbitraria. Tome c+k =c,, entdo a solucdo geral é

x 1
f(x) = ce™¥+ =—=.
(= e+ 2o

2.2 Equacdes Diferenciais de Segunda Ordem Homogéneas

Nesta secdo vamos estudar as EDO’s lineares de segunda ordem com

coeficientes constantes da forma

d*f df
+b — +cf=g, 2.3
dx? dx g (2:3)

com b e ¢ constantes reais e g: I - R uma fun¢do continua no aberto I = R.
Consideremos, primeiramente, a equacdo homogénea associada a (2.3), isto &,

f"(x) +bf ' (x) +cf (x) = 0. (2.4)
O polindmio

p(1)= 2F+bi+c (2.5)

é dito polinbmio caracteristico associado a equacdo homogénea (2.4).

Teorema 2.2.1: Sejam A, e A, raizes reais do polinémio caracteristico (2.5), entao:
Se 4, # 4,, uma funcdo f(x) é solucdo da equagdo homogénea (2.4) se, e
somente se,
f(x) =A e®™+ Be™,

com A,B constantes reais e
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ii. Se A4, = A,, uma funcéo f(x) é solugdo da equacdo homogénea (2.4) se, e

somente se,
f (x) = A e+ Bxe™,
em que A e B sdo constantes reais.

Prova: As raizes de

A+bi+c=0
sdo dadas por
= ~b++/b* —4c o 4 = ~b—-+/b* -4c
1= 2 - T 5

2 2

satisfazendo
-A-A, =be 4, 4, =C.
Logo, a equacéo (2.4) pode ser reescrita como
0= f"(X) +(-4,-4,) f'(X) + (4, 4,) (X
= f"(X)-4, F'(X)-4, F'(x) + (4 4,) f(X)
ou ainda,
0= (fF'(X)-4 f(X)) -4, (f'(x)-4, f(x)).
Portanto, f é solucdo de (2.4) se, e somente se,
fr(x)- 4, F(X)
for solucdo de
uw'(x)- 4, u(x) =0.
Pelo resultado da secdo anterior, sabemos que a solucédo geral da equacéo é
u(x) = k, e
Entéo, f € solucéo de (2.4) se, e somente se, satisfaz
fr(x)-4, f(x) =k, e™.
A solucéo geral da equacéo acima é

f(x) =k, e*+e™ J‘e‘“kze’“xdx

=k, e +e¥ k, [e e dx
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=k, " +k, e** Ie(’w“)xdx.
No caso de 2, = 4,,
J‘e(zﬂl)xdx = Ieodx = Ildx= X +C,.
Entdo f(x)= Ae™ +Bxe™, com A=k, +c, e B=k,.
No caso de 4, # 4,

e(izfji)x

2‘2_2’1

~4)
J‘e(b "ax = +C,

Entdo,

k 2o- k
y(x): kl phX g "2 ghx (™ A)X _ k1 e 4 2 /XXX = p ahX 4 B g X
/12 - A’l /12 - /11

K,
ﬂ“z_ﬁl .

Finalizando assim a prova.

comA=k,+c,eB=

Exemplo 2.2.1: Considere a EDO
f"+5f'+6f =0

e as condicdes iniciais f'(0) = 4 =1 (0).

O polindmio caracteristico associado a equacao considerada sera
p(A)= 2’+51+6

com raizes reais
A =-2€e 4, =-3.

Como 4, # A, ,asolucdo geral de f"+5f'+6f =0sera
f=Ae?+Be®,

em que A e B sdo constantes arbitrarias. Para cada par destas constantes obtemos

uma solucéo particular da equacéo.

Impondo agora as condicdes iniciais f(0) =4 e f'(0) = 4 obtemos
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A+B=4
—2A-3B=4
do qual seque A=16 e B=-12

Logo,
f(x)=16e™> - 127>,

Exemplo 2.2.2: Considere a EDO

f*(x)-6 f'(x) +9f(x) =0
e as condicdes f(0) =3 e f'(0) = 2.
O polindmio caracteristico associado a equacdo acima é

p(1)= 21 -61+9,
sendo as raizes
A, =3=1,.
Portanto, a solugédo geral de f"(x)-6 f'(x) +9 f(x) =0 sera da forma
f=A e+ Bxe™.

Impondo as condigdes f(0) = 3 e f'(0) = 2, e realizando os devidos célculos,
obtemos

f=3e™- 7xe™,

Teorema 2.2.2: Seja a equacdo (2.4), com b,c €N, e suponha que o polindbmio

A 2 f—
caracteristico tenha raizes complexas A=a+fi, com « =_7b e B= b 5 4 :
Entéo a solucéo geral de (2.5) sera

f= e™[Acos(px)+ Bsen(px)], comAB eR. (2.6)
Prova: Tome as fungdes h, j definidas em R, em que Vx
-b
h(x)=e? j(x). (2.7)
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Iremos mostrar que h(x) serd solucdo da equagdo f"(x)+bf'(x)+cf(x)=0 se, e

somente se, j for solucdo de

-A
fr4[Z2)f= 2.
+[4j 0, (2.8)
em que
A=b*-4c (2.9)

De fato, se h for solucdo de (2.8) tem-se que, para todo x e R,
h”(x)+bh’x)+ch(x)=0

ou
{e_szxx)] +b {e_szj(x)}+ c{ef*j(x)} =0. (2.10)
Desenvolvendo os termos,
{e_szj(xﬁ: ‘Tbe_zb*j(xn (ge " (2.11)
e
{e_zb* j(x)}' = %e_zb* 100+ 008 2~ J(be 2 (2.12)

Substituindo em (2.11) e (2.12) em (2.10), e simplificando, segue
b, 2
e’ (j(x)"{—b Zﬂj(x)j:o

~

Usando (2.9), segue que

0+ 2500 =0.

Portanto, j é solucéo de (2.8), se h é solucdo de (2.4). Sendo j solucdo de (2.8), entdo

j(x) = Acos(px)+ Bsen (5Xx) (2.13)
com
B = %. (2.14)
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Segue, entdo, que

h(x) = e”[A cos(Bx) + B sen (S X)] (2.15)
em que
-b
a=—. (2.16)

Reciprocamente, suponha que j é solucdo de (2.8). Nesse caso, j € dada por (2.13) e,
assim, a funcéo h(x) dada por (2.7), satisfaz a equacdo (2.4). A verificacdo é direta.

Isso conclui a prova.

Exemplo 2.2.3: Considere a equacao
f?+f>+2f=0.
O polindmio caracteristico associado a EDO acima sera

p(1)= 1+ A+2.

Resolvendo
AP+ 1+2=0
tem-se
1441242 1447 1407
A, = = = e
2 2 2
L= —“1-V12-42 -1-J-7 _-1-i7
2 2 2 2
com
1 J7
a=—¢e f=—.
2 p 2

Como as raizes sdo complexas as solucdes serdo da forma abaixo

f(x) = ezlx{Acos[g xj + Bsen[g x]] :

37



2.3 Equacdes Diferenciais de Segunda Ordem N&o Homogéneas

2.3.1 Solucéo Geral

Consideremos, agora, a equacao ndo-homogénea

Jx) +bf(x) +cfiX)=9(x). (2.17)
Suponhamos que f, e f,sdo solucbes da equacdo acima. Nesse caso, f,-f, €
solucédo da equacdo homogénea associada

f°(x) +bf'(x) +cf(x) =0,
pois
(f,-f,)"+b(f,-f,) +c(f-f,)=g(x)-g(x)=0.
A partir da afirmacdo pode-se dizer que f,-f,= f, € solucdo da equacgéo
homogénea.
Seja f, uma solucéo particular da equacdo (2.17) e f uma solugdo qualquer de
(2.17). Pelo que foi visto anteriormente,
f(x) - f,(x)
é uma solucdo da equacdo homogénea associada. Chame-a f,(x). Entdo uma
solucdo qualquer e, portanto, a solucéo geral da equacdo ndo-homogénea é da forma
fx) = f,(x) + £,(x),

emque f,(x) ésolucdo geral da equacdo homogénea.

2.3.2 Método da Variacéo das Constantes

A seguir, apresentaremos um método para se calcular uma solucéo particular
de uma EDO ndo-homogénea. O método ¢ conhecido pelo nome de “Método da
variagao das constantes”.

O metodo consiste em determinar uma solucdo de (2.17) da forma
f(x) = A(X)9, () + B(x)g, (%), (2.18)
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em que g,(x) e g,(x) sdo sol ugdes linearmente independentes da equagéo
homogénea associada, satisfazendo a condi¢cdo w=g,9',—g9,9",#0, e A e B precisam

ser calculados.
Derivando f(x):
f'(x)= A'(x)9.(x) + A(X)9,"(X) + B'(x) g, (X) + B(X)g,"(X) .

Em seguida, imponha que

A'(x)g,(x)+B'(x)g,(x)=0. (2.19)
Obtem-se

()= A(X)9,'(x)+ B(xX)g,'(x) (2.20)
e, por conseguinte,

ST = A9, () + AX)9,"(x)+ B(x)'g,'(x)+B(X)g,"(x). (2.21)

O objetivo é que f(x) = A(x)g,(x)+B(x)g,(x)seja solucdo de (2.17). Entdo,
substituindo (2.21),(2.20) e (2.19) na equagéo (2.17), resulta

90)= A€ b, €3 by,' €} cy, € +BE& b, " €3 by, €3} cg, €
+A€9,'€ 3B €3, €.

Como, por hipotese, g,(x) e g,(x) sdo solucdes da equagdo homogénea segue que

9, (}b91' (}Cgl (} 0

g," € by, € 3cg, € -0
Logo,
g(x) = A€J,'€ 3B €3, €. (2.22)
Obtém-se, entdo, o sistema
g(x)= A€ J,'€ 3B €3, €
{ 0=A€J,€3B€J, €

Na forma matricial
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(gl(X) gz(X)j(A'(X)]:(O ]
9,'(x)  9,'(x)) \B'(x) 9(x))

Utilizando a condig&o, j& imposta, de que w(x) = g9,9',—9,9", # 0, podemos inverter o

sistema:
[A'(x)] 1 (gz'(x) —92(X)J(0 ]
B'(x)) wx)\(-9,'(x) 9,(X) g(x))
Portanto,
Afx) = ~9.(09(x) B'x) = 9:(x)9(x)
w(x) w(X)
Integrando,
AR = [~9:090) gZ(X)g(X)dx e B(X) = jgl(v’v‘zg)(x)dx. (2.23)

Exemplo 2.3.1: Considere
f7(x) + 6 F'(x) + 9f(x) = e, xeN.
A equagdo homogénea sera
f'(x) + 6 f'(x) + 9f(x) =0,
com o polinébmio caracteristico
p(A)= A*+61+09,

cujas raizes sdo

_ —6+6°-49 _ _ —6-+6-49 _
A, = > =3 e 1,= > =-3

Sendo 4, e 4, raizes reais e iguais a solucdo geral da equacdo homogénea é

f. = Ae™ +Bxe ™. (2.24)

-3x

Sejam g,(x)=e™* e g,(x) = xe™™, temos que W(x) =9,9',-09,9, = #0,VxeR.

Pelo método da variacao das constantes, com

-3x \ 3X —6x 2

AK) = - j—Ad [ == frax =2
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o
o

e—3xe—3x
BO) = [F——dx= |

obtemos a solugdo particular da equagéo

2

x> .
fo(x)= ——e™ +x%™.
2

Portanto, a solucgéo geral é

f(x) = f,(x) + f,(x) = f(x) = Ae™ +Bxe ™ +x%e™> -

Z: dx = Ildx =X

X

2

—€

-3X
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Capitulo 3

Sistema de Equac0tes Lineares de Primeira Ordem

Neste capitulo consideraremos um sistema de n equacdes diferenciais lineares

de primeira ordem, da forma

d
d);l = 2y, (X)Y; +a, ()Y, +...+a, ()Y, + f(X)
d
% =28, (X)Y; +8, ()Y, +...+ 85 (X)Y, + f,(X) (3.1)
dy,
o - Am Vs AR ()Y, + 8, ()Y, + 1, (X)

em que os coeficientes a; (x) e as fungdes y;(x) e f(x), i, j=12,...n, sdo funcOes
continuas em um intervalo aberto comum I. O sistema é chamado homogéneo se

f.€ =0, Vi=12,...n, em |. Caso isso ndo ocorra o sistema é chamado de n&o-

homogéneo. O conteddo deste capitulo baseia-se nas referéncias [3] e [4].

3.1 Matrizes e Sistemas de Equac0es Lineares de Primeira Ordem

Defina as seguintes fungdes matriciais Y (x),A(x) e F(x),xel c R:
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¥1(X) a; (X)) a,(x) ... a,(x) f,(x)
Y, (X) Ay (X) an(X) ... a,(x) f,(x)

Y(X)=| y5(X) |, A(X) = : : : : e F(x)=| f5(x) |. (3.2)
yn (X) anl (X) an2 (X) e ann (X) fn (X)

Em termos destas funcBes, o sistema (3.1) pode ser expresso em forma matricial
como:

av _ A(X)Y +F(x). (3.3)
dx

Veja o0 apéndice para a definicdo de derivada e integral de uma matriz.

Exemplo 3.1.1: Considere o sistema abaixo:

ay = -2x°y +5xz +e* - 2x
X

gz =4cos(x)y 3 +10x,
dx X

com x e €, .

Podemos reescrevé-lo na forma matricial (3.3), tomando
—2x*  5X x
y e’ —2X
Y = , A(X) = 3leF(x) = .
(z] ) [400500 ;} ) ( 10x j

Definicéo 3.1.1: A funcéo Y(x), xe |, dada pela matriz coluna,

y1(X)
Y, (X)
Y = Y3 (X)

(3.4)

Yo (X)
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¢ chamada de vetor solucdo da equacdo matricial (3.3) se é diferenciavel em | e
verifica a equacdo (3.3) em todo xel, ou, equivalentemente, se as funcgdes

Y, (X),..., ¥, (x) s@o diferenciaveis em | e verificam o sistema (3.1).

Exemplo 3.1.2: Os vetores

De fato,

—2X\1 _ —2X
Y= (e 2) _ 2e2
(-e ) 2"
1 3 -2X —2x_ -2X _ -2X
AY, = e _ e 3e _ 2e .
5 3 -e® Se 2* —3e ¥ 267
v (3e™)' _ 18e®
2 1 (5e*)) (30e™

1 3)3e* 3% +15e® 18e®*
AYZ = = =
5 3) 5e® 15e®* +15¢® 30e®

Definicéo 3.1.2: O problema que consiste em determinar uma solugéo da equacao
Y'=AX)Y(X)+F(x),xel (3.5)

Da mesma forma,

sujeita a condicéo
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Y(x) =Y, com Y, =| 2|, x, el (3.6)

Vn

é chamado de problema de valor inicial (PVI) ou problema de Cauchy.

Teorema 3.1.1: Sejam A(x) e F(x) funcBes matriciais continuas e x, €l. Entéo, o

PVI (3.5-3.6) tem solucgéo Unica.

Observacao: Daqui por diante admitiremos sempre que as funcgdes a,(x) no sistema

(3.1), sdo constantes e, portanto, a matriz A é constante e F(x) € uma funcéo

matricial continua no intervalo I.
3.2 Sistemas Homogéneos

Teorema 3.2.1: (Principio de superposi¢do) Sejam Y,,Y,,...,Y, vetores solugdo do

sistema homogéneo
ay _
dx

em um intervalo I. Tome c,, i=1,2,...,k, constantes quaisquer. A combinacéo linear

AY (3.7)

Y =c,Y, +C,Y, +...+¢CY, (3.8)
também é uma solucdo do sistema no intervalo 1.
Prova: Da linearidade da derivada, segue que
dy dy, dy, dy,
—=¢,—>+C,—2+...4+4C, —.
dx dx dx dx
Mas V,,Y,,...,Y, sdo vetores solucdo; logo,

av _ AY,, i=1..k
dx
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dy (x)

=CAY, (X) +...+C AY, (X)

= A(C,Y,(X) +...+ .Y, (X)) = AY (X).

Exemplo 3.2.1: Considere a equagdo Y'= AY em que

1 0 1
A=|1 1 0
-2 0 -1
As funcges
cos(x) 0

Y, = —%cos(x)+%sen(x) ey,=|e"

—cos(x) —sen(Xx) 0

séo solucbes da equacao dada pois:

cos(x) —sen(x)
dy, d 1 1 1 1
—= =—] —=cos(X) +=sen(x) | = | =sen(x) +—=cos(x
-l 32 ()+2 (x) 5 ()+2 (X)
—co0s(x) —sen(x) sen(x) —cos(x)
e
1 0 1 cos(x)
A, =1 1 0 —%cos(x)+%sen(x)
-2 0 -1)| —cos(x)-sen(x)
—sen(x)

1 1
=| Zcos(x) +=sen(x) |.
5 C0s(x) + = sen(x)

—co0s(X) + sen(x)

Da mesma forma,

0 0
dYZ d X X
x| || ¢
0 0
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Pelo principio de superposicao,
—sen(x) 0
1 1 )
Y =cY, +C,Y, =¢C, Ecos(x) + Esen(x) +C,| e

—cos(x) + sen(x) 0

também é solucdo da equagéo dada, quaisquer que Ssejam as constantes c, € c,.

Definicdo 3.2.1: Sejam Y,,Y,,...,Y, solucdes do sistema homogéneo (3.7) em um
intervalo |. Caso existam constantes, ndo simultaneamente nulas, c,,c,,...,c,, tais
que

c,Y, +c,Y, +...4¢Y, =0, Wxel (3.9)
entdo as solucdes sdo ditas linearmente dependentes em |. Caso isso ocorra

somente se ¢, =c,=...=c, =0, entdo as solucdes sao ditas linearmente

independentes.
Exemplo 3.2.2: O sistema

2 - -
o2 o ren 610

admite as solucdes

RN N ey

Considere a equacao
C 3 e*+c . e =0
1 (1 ’

ou ainda,
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3ce*+c,e =0

ce’+ce=0.
Resolvendo o sistema, verifica-se que ele admite solu¢do Unica ¢, =c, =0,
V Xe (—oo,oo:.
Portanto, Y, e Y, sdo linearmente independentes em € o, . Contudo os vetores

solucdo Y,, Y, e Y, sdo linearmente dependentes, pois Y, = %Yl +%Y2.

Teorema 3.2.2: Seja A uma matriz nxn continua no intervalo I. Entdo, as solucdes
do sistema
Y'=AY, xel (3.11)

em que A é matriz constante, formam um espaco vetorial de dimenséo n.

Definicdo 3.2.2: Chama-se conjunto fundamental de solugbes do sistema
homogéneo (3.7) qualquer conjunto de n vetores solugdo linearmente

independentes.

Exemplo 3.2.3: No exemplo anterior, as solugbes Y,(x) e Y,(x), formam um

conjunto fundamental de solugdes do sistema (3.10).

Definicdo 3.2.3: Considere um conjunto fundamental de n vetores solucdo do

sistema homogéneo Y'= AY , Amatriz nxn,

yll ylZ yln
Y, = yfl Y, = y:22 o Y= yf”. (3.12)
ynl yn2 ynn

A matriz
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Yu Yoo oo Y
¢ ‘(:: y.21 y:22 o y.2n (3.13)
ynl yn2 M ynn

chama-se matriz fundamental do sistema.

Exemplo 3.2.4: Considere o sistema Y'= AY em que

2 -3
A= .
L
Ja se sabe, pelo exemplo 3.2.2, que

3 X 1 —X
Yo=| ke Y, =| e

formam um conjunto fundamental de soluc@es do sistema em | = €, . Entdo
~ (3" e
o[ 2
é uma matriz fundamental do sistema em € oo, .

Teorema 3.2.3: Uma matriz fundamental do sistema (3.7) é ndo singular.
Prova: Seja ¢(x) matriz fundamental do sistema (3.7) e Y,,Y,,.,Y, conjunto
fundamental de solucdes do sistema (3.7), conjunto este que forma as colunas de ¢.
Seja C a matriz coluna constante com os elementos a,,a,,.,a,. A equagao
#(x)C =0, € equivalente a ter

aY,(x)+a,Y,(x)+..+a,Y,(x)=0.

Como Y,,Y,,..,Y, sdo linearmente independentes em I, entdo a, =a, =..=a, =0.

Entéo, a Unica solucdo possivel da equacdo 4¢(x)C =0 € C=0. Logo, devemos ter que

detg(x) =0,vVxel .
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Teorema 3.2.4: Seja ¢ € _matriz fundamental do sistema homogéneoY'= AY, xel.

Entéo, Y(x) é solucdo do sistema se, e somente se,

Y(x)=¢€C (3.14)
em que C é uma matriz coluna constante com n linhas. A fungéo Y = ¢C é chamada
de solucdo geral do sistema homogéneo. Se Y(x,) =Y,, X, €I, entdo

Y(X)=4€J" €Y, . (3.15)
Prova: Suponha Y(x) solugdo do sistema. Sejam Y, € .Y, € ,..,Y, € , um conjunto
fundamental de solucdes do sistema. Entdo, existem constantes c,,c,,...,c, tais que
Y(X)=cY, € }c,Y,€¥...+cY, €.

Seja C a matriz coluna formada com os coeficientes c,,c,,...,c, , OU Seja,

Seja ¢ € _ matriz fundamental com Y, € .Y, € ..,Y, € como colunas. Entfo,

Yu Y 0 Y [ G C Y G Y +...+C Yy,
¢((t _ Yoo Yo 0 Y | G _ Ci Yo +CY, +...1CLY,,
Yr Yn2 0 Y ACh C Y tC ¥ +...+C Yy,

=c,Y, € }c,Y,€ F...+c,Y, € =Y(x).
Provemos a reciproca, ou seja, se ¢ € _ é matriz fundamental do sistema e C é matriz
coluna constante, entdo #€ ¢ é solucdo do sistema. De fato, seja Y(x):=#(x)C.
Entdo,
Y'(X) = (#(X)C)=c,Y', € F...+C,Y', €
=, A(X)Y, € ¥ ...+, A(X)Y, €
= AX)(CY, € ¥...+c,Y, €)
= AX)Y (x).
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Definicdo 3.2.4: Sera chamada matriz solucdo do sistema homogéneo (3.7) a uma

matriz, nxn, cujas colunas sdo solucéo do sistema.

Teorema 3.2.5: (Férmula de Abel) Seja S(x), xel, matriz solucdo do sistema
homogéneo Y'= AY, A nxn. Entéo,
det S(x) = det S(x,)exp Ix—xo)TrA_ (3.16)

paratodo xel e x, €1,emque Tr(A)=) a; .

i=1

Observacdo: Segue da formula de Abel a importante conseqiéncia que se

detS(x,)#0, para algum x,el, entdo detS(x)=0 em todo xel; se

detS(x,) =0emalgum x, € |, entdo detS(x) =0, em todo intervalo I.

Teorema 3.2.6: Uma matriz solucdo S(x) do sistema Y'= AY, xe |, € uma matriz
fundamental em | se, e somente se, detS(x) #0, Vxel.

Prova: Suponha que S é uma matriz fundamental. Entdo pelo teorema 3.2.3,

detS(x) #0, Vxel. Suponha, agora, que a matriz solucdo tem detS(x) #0, ¥xel.

Considere a equacao

S(X)C =0
em que
al
c=| %
a

€ uma matriz coluna constante. Como detS(x) #0, Vxe |, existe a inversa S(x) e,
portanto,

S*'SC=C=S5"0=0.
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Logo, C=0¢e a, =a,=...=a, =0 € a unica solugdo possivel da equacdo. Como a
equacdo S(x)C =0 € equivalente a

a,5,(x)+..+a,S,(x)=0,
emque S,,..,S, sdo solucBes da equacdo Y'= AY que formam as colunas da matriz
S(x), segue do resultado anterior que S,,..., S, sdo linearmente independentes e S €

uma matriz fundamental.

Teorema 3.2.7: O sistema homogéneo i—YzA.Y, xel, tem um conjunto
X

fundamental de solugbes no intervalo I.

Definicdo 3.2.5: Chama-se solucéo geral do sistema homogéneo (3.7), no intervalo
I, a funcdo
Y =cY,+C,Y, +...+¢C.Y, (3.17)

em que ¢,C,,...,c, Sd0 constantes arbitrarias e Y,,Y,,....Y, & um conjunto

fundamental de solug6es do sistema.

Exemplo 3.2.4: Por célculos ja efetuados, no exemplo 3.1.2, observou-se que

1 -2X 3 6x
Y, = e"eY,=|_1l
-1 5

sdo solucgles linearmente independentes de

1 3
Y'= Y
5 3
em €, . Portanto, pode-se formar com Y, e Y,um conjunto fundamental de

solucgdes no intervalo considerado. Assim, a solucdo geral do sistema é

e—2x 3e6x
Y =cY, +¢c,Y, = ¢, (—e‘zxj+c{5eﬁxj'
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3.3 Sistemas Nao - Homogéneos

Qualquer vetor sem parametros arbitrarios, que tenha como elementos

funcbes que satisfazem o sistema Y'(x)=AY(X)+F(x) é chamado de solucéo

particular de um sistema ndo-homogéneo. Uma solugdo particular seré indicada por
Y

p*

Exemplo 3.3.1: O sistema ndo-homogéneo
1 3 12x-11
Y'= +
o o ()
tem como solucdo particular
3x-4
Y, = .
(—5x+6]
Substituindo Y por Y, tem-se
13}, (12x-11)_(1 3) 3x-4) (12x-11)_
5 3)° -3 5 3\ -5x+6 -3

3x—4-15x+18 12x -11
= + =
15x —20-15x+18 -3

-12x+14 12x-11 3 .
= + = :Yp .
S

Teorema 3.3.1: Seja Y, (x) a solugdo geral do sistema homogéneo Y'= AY, A uma

matriz nxn, no intervalo I, | intervalo dado, associado ao sistema ndo- homogéneo

(3.3), seja Y, uma solugao particular qualquer do sistema nao-homogéneo (3.3), no

mesmo intervalo I. Entdo, a solucéo geral do sistema ndo-homogéneo é da forma

Y(x) =Y, (x)+Y,(x) . (3.18)
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Exemplo 3.3.2: Anteriormente verificamos que
3x—4
Y, =
(— S5X+ 6]

é uma solucdo particular do sistema ndo- homogéneo

13 12x-11
Y'= +
s o ()

no intervalo €, , e verificamos também que uma solucdo geral do sistema

e—2x Beﬁx
Y. =¢C +cC .

Pelo teorema 3.3.1, a solucéo geral do sistema dado é

e 3e 3x—4
Y=Y +Y =c +cC + )
e 1(—e2XJ {Se“] (—5x+6]

no intervalo €, .

homogéneo associado €

Teorema 3.3.2: Se¢ € uma matriz fundamental do sistema Y'= AY, em I, entdo a

solucdo geral do sistema ndo-homogéneo Y'= AY + F(x) €
Y (X) = #(X)C +$(x) [ (s)F (s)ds . (3.19)

Prova: Vamos determinar a funcdo matricial U(x), x eI, tal que

y(X) = ¢(x)U (x) (3.20)
seja solucéo particular do sistema ndo homogéneo.
A derivada de (3.20) €

Y'=¢ (U (x) + (U (X) . (3.21)
Substituindo (3.21) e (3.20) em Y'= AY + F(x) resulta
U (X) +¢' (U (X) = Ag(x)U (x) + F(X) . (3.22)

Como ¢'(x) = Ag(x), pode-se reescrever a expressao (3.22) da seguinte forma

$()U'(X) + Ag(x)U (x) = Ag(x)U (x) + F(x),
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ou ainda,
(U (x) = F(x) . (3.23)
Multiplicando os membros da equacéo (3.23) por ¢ *(x) obtemos

U'(x) =g~ (NF(x).

Integrando esta ultima equacao, segue
U= JUre)ds = [ (Fs)s.
Entéo, | |
w(X) = ¢(X):f¢‘1 (s)F(s)ds (3.24)

é uma solucdo particular do sistema ndo homogéneo.
A solucéo geral do sistema ndo homogéneo é, pelo teorema 3.3.1,
Y=Y, +Y,.

Tomando Y, =w(x) e Y, =¢(x)C (ver teorema 3.2.4), obtemos

Y (X) = #(X)C +$(x) [47(s)F (s)ds - (3.25)

Observacdo: Em particular, se for imposta a condicao inicial Y(x,)=Y,, entdo a

Unica solucdo que satisfaz esta condicao inicial é

Y () = 004 (% )Yo +#(X) [ (5)F (s)ds .

Exemplo 3.3.3: Considere o sistema ndo-homogéneo
-3 1 3X

Y'= +
( 2 _4}/ (e_xj

O sistema homogéneo associado

eml = (—oo,oo:.
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tem os vetores solucdo linearmente independentes

A matriz

e—2x e—Sx
¢(X) _(eZX _ZESXJ

¢ uma matriz fundamental do sistema homogéneo associado. A matriz inversa de

#(x) €

EeZX 1 e2x
0= 3
e5x __e5x
3 3
Obtemos, entéo, que:
2507 4+ g8
¢ (S)F(s) =
5% _ g

X
l 2x 2X,
25 4 ~@s e e 1 1
I(ZSe +3e st xe2* _ . _x,e? + L leX_Tax
X

4 s)F(s)ds = | = 2003 5 3
J.¢ () () X o 1 " e4x e4x0 Xe5x X095X° e5x e5><0
% _[ se” —=e™ |ds -+ + - -—+

. 3 12 12 5 5 25 25

0

Multiplicando ¢(x) a esquerda deste ultimo resultado, segue que

Y, =¢(0) [ (S)F (s)ds =
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2x 2X%g X Xo

xe? — S xS 4 & _E
-2X -5x — —_ B
_|[¢© € 2 2 3 3
xe™  x,e™  e™ e
- + - -+
12 12 5 5 25 25

6 27 . 1) e™* el g NG|
—X =P Ty - + —e ) 0 =

5%

) 50 2 4 3 12 5 25

- X Xo=2X 4x,-5x '
ZX—Q—ez(x"x)(x0 —£J+ e & ,° — 2% ﬁ—iJ
5 50 2 6 3 6 5 25

Entao,

<
I
o
S
VAR
-
N—
@D
N
=<
+
(@)
N
|
[N
N
N——
D
&
>
_|_
o~ | o
=
|
7\
P
o
|
N—
D
N
x
=
VR
=
N—
_+_
D
x
OlkRrMN|E

3.4 Método da Solucéo Exponencial

No capitulo 2.1, mostramos que a solucdo geral da equacéo diferencial
f'=af +g(x),
em que fe g sdo fungBes continuas e diferenciaveis em algum intervalo real I, com

a constante, pode ser expressa em termos de exponenciais como:
f =ke™ +e™ Ieaxg(x)dx : (3.26)

No0sso objetivo, nesta secdo, é mostrar que a solucdo de um sistema ndo homogéneo

Y'= AY + F(x), em que A é uma matriz constante nxn, também pode ser expressa

em termos de exponenciais.
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Definicdo 3.4.1: Para qualquer matriz constante A, nxn, definimos “a matriz

exponencial’ por

e = Z(; An)!( XeN (3.27)

emque A" =AA...A, nvezes,e A’=1,emque |éamatrizidentidade nxn.

A série (3.27) deve ser entendida da seguinte maneira. Seja B, =(b;),

1<i, j,<n, a matriz obtida multiplicando-se a matriz A n vezes, ou seja, B, = A".

Entdo, a matriz exponencial é igual a matriz cujos elementos sdo da forma

>

n=0 n!

n
b; x

Exemplo 3.4.1: Seja A= ((1) cl)j Nesse caso,

Teorema 3.4.1: A matriz exponencial tem as seguintes propriedades:

a) A série (3.27) e convergente para todo x € R.
b) ieXA — AeXA
dx

c) e*® =e"e® se AB=BA
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Teorema 3.4.2: A fungéo
Y (x)=e™C
em que C é matriz coluna constante arbitraria nx1 é matriz solugcdo da equacéo

dy

— =AY (3.28)
dx

em que A é matriz constante nxn.

Prova: Imediata a partir da propriedade (b) do teorema 3.4.1.

Observacdo: Se for imposta a condicdo inicial Y(x,)=Y, , entdo a solucdo €

Y (x) = e 0y

Teorema 3.4.3: Se A=diagq,,.., 4, , isto é, A é matriz diagonal nxn com 4,,..., 4,
na diagonal, entéo
e™ =diag(e™,e™,.., e™) . (3.29)

Prova: Como A é diagonal, segue que

Logo, pela (3.27),

De

0 resultado segue.

Corolario 3.4.1: No caso em que A=diag€,..A, € matriz diagonal com
autovalores 4,,.., 4,, a solucdo da equacéo (3.28) pode ser expressa como

Y(x) = diag(ell(X—Xo) ’ g% (x-%) - ein(x—xo))Yo .
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Exemplo 3.4.2: Considere a equacao

2 0
Y'=(0 oly,
0 2
com a condicéo inicial
Y(x,)=|1].
A matriz
2 00
A=|0 2 0
0 0 2

é matriz diagonal cujos elementos sdo os autovalores de A.

Entdo, pelo corolario acima, a solucdo da equacdo considerada pode ser expressa

como
Y (x) = diag(e?* ™, g0 @20 )yy
100 1
=e’ 0|0 1 0|y, =e*|1].
001 1
Portanto,

2(x=Xg)

yl(X) =Y, (x) = y3(X) =€

Exemplo 3.4.3: Considere a equacao

300 O

0 80 O
Y'= Y,

0 03 O

0 00 -3

tomando a condicao inicial
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Y(Xo)= B
0
A matriz
300 O
0 8 0 O
A=
0 0 3 O
0 0 0 -3

é matriz diagonal cujos elementos sdo os autovalores de A.

Entdo, pelo corolario 3.4.1, a solugdo da equacdo considerada pode ser expressa da

forma
\% (X) — dlag (e3(x—x0) ’ e8(x—xo) , e3(x—><0) , e—3(><—><0) )Yo
e Y1 0 0 0
~ e?) 10 1 0 OY
e 10 0 1 0|°
e3x) 0 0 0 1
et 0 0 0 4
~ 0 e8(x—x0) 0 0 5
1o 0 e o |-1f
0 0 0 et R0
Portanto,

y,(X) = 46307 'y (x) =507 [y, (x) = -3 e y,(x) =0.

Teorema 3.4.4: Suponha que a matriz A é similar a uma matriz diagonal D, ou seja,
existe uma matriz néo singular P tal que

A=PDP?. (3.30)
Entao,

e™ =Pe”P . (3.31)
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Prova: Temos que

A" = PDP'PDP*..PDP'=PD"P™

ZX—, PZ—D P = Pe*P = Pdiag(e*",.., e )P
n! ~ nl

n=

Coroléario 3.4.1: Suponha que A ndo é diagonal mas é similar a uma matriz
diagonal D. A solucdo da equacéo (3.28) é dada em termos dos autovalores de D
como

Y (x) = Pdiag(e**,..., e™*)P'C,
em que C é matriz coluna constante. Seja a,, i =1,...,n, elemento da matriz P~'C na

i-ésima linha. Segue que
Y(x) =) Pe™a,
i=1

emque P, é ai-ésima coluna da matriz P.

No caso de ser imposta a condigéo inicial Y (x,) =Y,, entdo

Y(x) =Y Pettq,

i=1

em que a, é elemento da matriz P~'Y, na i-ésima linha

Teorema 3.4.4: Seja A uma matriz, nxn, e J =diag(J,,..., J,) sua forma canbnica
de Jordan, em que J, é um bloco de Jordan r, xr, com autovalor £, . Entéo,
e™ = pe”P* = Pdiag(e’,e’*,.., e )P,

tal que
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1 x = X
2! (r. —1)!
2
0 X L . :
JiX AiX 2! . .
e =e"0 0 1 x . L (3.32)

o X2

2

0 0 O . X

00 0 0 O 1

em que cada elemento da primeira linha é repetido ao longo da sua diagonal.
Prova: Sabemos que existe P ndo singular tal que
A=PJIP,
Entéo, lembrando que x é uma variavel real, temos
Ax = (PIPY)x = P(IX)P?,
(AX)* = P(IX)P'P(IX)P..P(IX)P ' = P(IX)" P!,

e
e = i P(JXZ: P =pe P~
= !
Além disso,
e = i (‘]l)(?k =diag{i Jllk(:(k i ) p;Xk ] = diag(e”,... e’).
= k! = K = K

Na seqiéncia, obtemos a forma geral de e”*, i=1,...,p.

Lema 3.4.1: Denote por J um bloco de Jordan rxr com autovalor A :

2100 0
041 0 - !

J={0 0 2 1 . 0} (3.33)
S S |
000 0 - 4

Temos que
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1 X X_ . . X
2! (r —1)!
2
01 x %— o
e =e* 0 0 1 X. : . (3.34)
X2
2
0 0 ) X
00 0 0 O

Prova: Podemos expressar J na forma

J=A+E,
emque Eéamatrizrxr
010 -0
001 -.0
E=|{0 O . 0f.
- .1
0 0O 0

A matriz E tem a seguinte propriedade:

a) Sek<r
0 1 0
0 01

0O 000 :0
em que todos os elementos da k-ésima superdiagonal sdo iguais a 1 e 0s demais
elementos da matriz sdo nulos.

b) Se k>r,entdo E* =0. Segue que

(Ex)"*

e =1+EX+..+ .
(r=2!

Portanto,

N r-1
eJx — eﬂxI+Ex :elxIeEx :elx 1+ EX+...+ (EX) .
(r=-n!
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Usando a) segue o resultado.

No caso geral, expresso pelo teorema anterior, a solu¢do da equacéo (3.28) é
dada por

Y(X) — Pdiag(eJl(X_XO)1eJ2(X_XO) ps er(X*Xo))P—lc (335)
em que C é matriz coluna constante arbitraria. Se a condicéo inicial Y(x,) =Y, for

imposta, entdo a solucdo que satisfaz esta condicao é:
Y (x) = Pdiag(e*0),g=0) | eRCyply (3.36)

A solucdo (3.35) pode ainda ser expressa na seguinte forma
p
Y(x)=) Pe’z, . (3.37)
k=1

Para obter este ultimo resultado, particionamos P em submatrizes P, nxr,,
correspem que ndo aos blocos de Jordan J, e, similarmente, particionamos a matriz
coluna P*C em submatrizes coluna z,, r, x1.

Usando a matriz (3.34) para e’**, resulta que

p er—l
Y(X)=> e*4lc, 4+..+C —r
( ) ; {|: Q-1 +L Ok (rk _1)|:| qu71+1

er—2
+{cqk1+2 +..+Cy —(r P Py sz +otCq Py (3.38)
o !

emque q,=0,eq,=r+..+r,com a=1...k, p; representa a i-ésima coluna da
matriz P, e c,; representa os elementos da matriz z, .
No caso de se imposta uma condicdo inicial Y(x,) =Y, a equacdo, substitui-se x por

X — X, no lado direito de (3.38) para obter a solucéo.

Exemplo 3.4.4: Considere o sistema Y'(x) = AY(x) em que
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3 0 01
1 5 11
A=t
2|1 -1 3 1
1 0 0 3
Tem-se que
1 000 1 0 01
0 210 0 1 10
J = e P= .

0 0 21 0 -1 10
0 0 0 2 -1 0 01

As colunas, da matriz J, 1 e 2 sdo autovetores com autovalores 1 e 2, ja as colunas 3
e 4 sdo autovetores gerados.

A matriz J tem blocos de Jordan

J=1e],

I
o OoOnN
o N
N B O

Portanto, r, =1e r, =3.
Além disso, p=2,9,=0,q,=r,=1¢e q, =1, +r, =4. Entdo, por (3.38), a solucéo é a
seguinte:

0 C, X -
Y (x) =c,e* 0 +{c2+csx+ 42 e . + | +c,xe®

+c,e

o  » O
. O O -

-1 0

em que c,,c,,C, € ¢, SA0 constantes arbitrarias.

3.5 EDO’s de ordem n>2
Vimos no capitulo 2.2 como obter a solucéo geral de uma EDO linear de 12 e

2% ordem com coeficientes constantes. VVamos considerar, agora, equagdes de ordem

superior.
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Uma importante aplicagdo dos resultados obtidos na secdo anterior € no célculo da
solucdo geral de uma EDO linear de ordem n, com coeficientes constantes. Esta

equacdo tem a forma

d"f dntf df
> +a,, v +...+a1&+a0f =0, xel (3.39)

em que a&,i=01.,n-1, sdo constantes reais e | € um aberto de %R. No que segue

vamos mostrar o seguinte resultado.

Teorema 3.5.1: A solucéo geral da equacdo (3.39) é

P
f(x) :Ze“(ckl +ck2x+---+ck,kx“k*l) (3.40)

k=1
em que os expoentes 4,..., 4, sdo as raizes distintas com multiplicidade r,,...,r, do
polindbmio

PA)=2"+a, A" +-+al+a,.

Para obter este resultado, vamos transformar a equacgdo (3.39) num sistema de

equacdes de primeira ordem. Com esta finalidade, definimos novas variaveis.

Defina
f,(x) = f(x) (3.41)
e
dévf
fk(x)::dX(Tl), k=2,..,n. (3.42)
Entdo,
I ¢ (0, k=1..n-1 (3.43)
dx
Em termos dessas novas variaveis a equacao (3.39) se escreve como
C:jf): =-a,,f,—...—af,—a,f . (3.44)
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As equacgOes (3.40) e (3.43) formam um sistema de n equacOes diferenciais de

primeira ordem nas incognitas f,,---, f,. Em forma matricial, ele se expressa como

Y'=AY
em que
0 1 0
f, 0 0
Y(x)=| : |e A=| O 0 1 (3.45)
f 0
-8, —& —& —8h,

Os autovalores de A sdo as raizes da equacéo

det(Al —A)=4"+a, , A" +---+a, =0.

O proximo teorema afirma que se A € um autovalor de multiplicidade r da matriz

A, entdo o bloco de Jordan associado € rxr .

Teorema 3.5.2: Sejam 4,,.., 4, 0s autovalores distintos da matriz A em (3.45), em
que 4, tem multiplicidade r,. Entdo, a forma can6nica de Jordan de A €
J =diag(J,,..., J,), (3.46)

em que J; € uma matriz de blocos de Jordan, r,xr,, associada ao autovalor £, .

Com base neste ultimo resultado, vamos provar o teorema 3.5.1.

Prova do teorema 3.5.1: Pelo visto na secdo anterior, a solugdo do sistema Y'= AY
é

Y (x) = Pdiag(e™™,..., e**)P'C, (3.47)
em que os autovalores associados a J,,.., J, sdo distintos. Seja L a primeira linha
de P e q=P'C. Entdo, f,, a primeira componente de Y(x), que coincide com a

solucdo da equacdo original, é dada por
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P
f(x) = f,(x) = Ldiag(e”” ... e™)g=> Le’q, (3.48)
i=1

em que L e g foram particionados em subvetores L, e g, de tamanho compativel

com as dimensdes de e”*. Usando (3.40), chega-se no resultado final
p
f(x) =D e (Cpy +CipX+ -+, X" ) (3.49)
i=1

em que c; sdo combinacgOes dos componentes de L e f.

Exemplo 3.5.1: Determine a solucéo geral da equacéo

3 2
d*f de

dx® i dx? =0

O polindmio caracteristico é
A +21 =0,
cujas raizes sdo zero (raiz dupla) e -2.

Entdo tomando r, =2 e r, =1, em (3.49), obtemos

f(x)= € +c,x Fc.e™,

Exemplo 3.5.2: Determine a solucéo da equagéo

d®f d?f df
+
dx®  dx? dx

O polindmio caracteristico é
B-2-2+1=€-12€+1 >0,
cujas raizes sdo 4, =1, raiz dupla, e 4, =-1.
Portanto, tomando r, =2 e r, =1, e substituindo em (3.49), obtemos

f(x) =e*(c, +C,x) +ce".
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Exemplo 3.5.3: Considerando a equacgéo seguinte, determine sua solucao.

5 4 3 2
d I+1Od I+32d I +26d :—33d—f—36f =0
dx dx dx dx dx

O polindmio caracteristico é
B0+ R +262-3B1-36=(1+3)’(A-D(A+4)(1+1) =0,
cujas raizes sdo A, =-3, raizdupla, 4, =1, 2, =-4 e 4, =-1.
Portanto, tomando r, =2, r, =1, r, =1 e r, =1 e substituindo em (3.49), obtemos

f(x) =e ¥ (c, +C,X) +c,e* +c,e ™ +c.e .

Por fim, consideremos o sistema (3.1) reescrito na forma matricial
Y'+AY = F(X).

A solucdo geral, dada em termos de uma matriz exponencial, é facilmente obtida
multiplicando, matricialmente, ambos os membros por e**, pela esquerda, ou seja:

e MY +e M AY = e MF
Este resultado é equivalente ao seguinte:

¢y e MR (x).

Integrando ambos os membros, obtemos:

ey = je*AXF(x)dx+C :
em que C é uma matriz coluna constante arbitraria. Portanto,

Y =eMC+e™ [e™F(x)dx.
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Apéndice

Derivada e Integral de Matrizes

Segue, abaixo, as propriedades de matrizes relacionadas a derivadas e integrais.
Considere uma matriz A, de ordem nxn, tal que cada entrada desta matriz ¢é

composta por uma fungédo, conforme exemplo abaixo:

f11 f12 f13 fln
f21 fzz f23 E f2n
A= f31 f32 f33 : fsn
fnl fn2 fnS o fnn

Entdo, quando tomamos a derivada da matriz A devemos derivar cada entrada da

matriz, ou seja

f '11 f l12 f '13 f l1n
flzl f'zz fl23 f'2n
A= f|31 flsz f'33 flan
flnl fan f|n3 f'nn

Ja quando consideramos a integral da mesma matriz A, devemos agir conforme

quando derivamos, ou seja, devemos integrar cada entrada da matriz, logo
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fa-

jfll _[flz jf13 jfln
If21 Ifzz jfzs 3 If2n

J.T31 .“32 jfss ITSn '

J.%nl J‘.I;nZ _[.I;n3 _[.I;nn

Lembre que s6 podemos derivar e integrar funcGes devidamente definidas em um

intervalo .
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