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“O wvalor das coisas nao estd no tempo em que elas duram, mas na intensidade com que
acontecem. Por isso existem momentos inesqueciveis, coisas inexplicdveis e pessoas

incompardveis”. (Fernando Pessoa)
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Resumo

Neste trabalho mostramos alguns aspectos recorrentes da Teoria do Controle Exato apli-
cado a equacao da onda e a equacao do péndulo. No controle exato da equacao da onda
(dimensao infinita) abordamos o problema da corda vibrante, onde duas pessoas estao
segurando uma corda em movimento e a partir de certo instante comecam a agir sobre
os extremos dessa corda, a fim de leva-la ao repouso através de movimentos transver-
sais. Mostramos entao, que existe uma forma de agir sobre a corda para que ela fique
em repouso o mais rapidamente possivel, e que podemos calcular essa forma de agir nos
extremos da corda através de controles na forma de fungoes iguais as forcas de tensoes
nos extremos da corda, uma delas tomada em sentido contrario para ir eliminando o
movimento. No controle exato do péndulo (dimensao finita) abordamos um problema
de robdtica, onde queremos controlar um brago rigido giratorio através de um motor
localizado no extremo que o conecta ao resto da estrutura, aplicando um controle u ao

sistema, para conter as oscilagoes e a velocidade desse brago.



Abstract

In this work is presented some recurring aspects of the Theory of the Exact Control
applied to the wave equation and to the pendulum equation. On the exact control of
wave equation (control in infinite dimension) our approach was based on the vibrating
string problem, where two people are holding a moving string and at certain moment they
start to act at the ends of this string, in order to lead it to repose through transversal
movements. We will show that there is a way of acting at the string so that it stays in
repose as fast as possible. We are also able to calculate this way of acting at the ends
of the string through controls in the form of equal functions the forces of tensions in
the extremities of the string, one of them taken in contrary direction to go eliminating
the movement. In the pendulum exact control (control in finite dimension), a problem
usually found in robotics is addressed, in which one wants to control a rigid gyratory arm
by a rotor located at the end that connects it to the rest of the structure, applying a

control u to the system, to contain the oscillations and speed of the robotic arm.
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Introducao

O estudo da Teoria do Controle existe ha muito tempo, mesmo antes de ter esse nome.
Sua esséncia estda baseada em algumas nocoes que nos sao familiares. Por exemplo:
Quando, em alta velocidade, tentamos frear o carro, nao fazemos de uma sé vez se nao as
rodas travariam e nés perderiamos o controle do carro. Devemos frear de forma intermi-
tente. Controlar os sistemas que surgem na natureza ou no desenvolvimento tecnolégico,
frequentemente muito complexos e com um grande nimero de parametros, nao se trata
simplesmente de forgar o sistema para conduzi-lo de maneira monétona e ininterrupta ao
objetivo procurado, mas que, frequentemente, temos primeiro que nos afastar do objetivo
procurado em harmonia com o sistema para depois alcancar o objetivo com um esforco
adequado mas nao excessivo. O processo de controle consiste em direcionar uma solugao
do sistema do estado inicial para o estado final, num tempo finito de acordo com acao do

controle sobre o sistema.

Nos trabalhos de Christian Huygens e Robert Hooke sobre a oscilagao do péndulo ao final
do século XVII, cujo objetivo final era uma medigao precisa do tempo, surgem elemen-
tos do que hoje conhecemos como a Teoria do Controle. O objetivo era proporcionar
instrumentos que servissem a navegacao. KEstes trabalhos foram depois adaptados ao
controle da velocidade nos moinhos de vento. FEra utilizado um sistema mecanico de
esferas girando em torno de um eixo cuja velocidade de rotacao era proporcional a do
moinho. A medida que a velocidade de giro aumentava, as esferas se afastavam do eixo,
acionando as asas do moinho através de mecanismos engenhosos. James Watt adaptou
este tipo de mecanismo a maquina de vapor. Neste caso, a medida que a velocidade
das esferas aumentava, as valvulas se abriam, deixando escapar o vapor. Ao diminuir a

pressao na caldeira, a velocidade diminuia. O problema era entao manter a velocidade da



maquina constante. O astronomo inglés Georges Airy foi o primeiro a tentar fazer uma
andlise do regulador das esferas de Watt. Mas foi somente em 1868 que o fisico escocés
James C. Maxwell fez a primeira andlise matematica convincente da maquina de vapor.
Ele explicou alguns dos comportamentos irregulares observados nas maquinas e propos

mecanismos diversos do controle.

Em 1930 se produziu um importante avanco. As aplicagoes eram numerosas. E deste
modo foram surgindo conceitos sélidos, e ao final dessa década ja haviam dois modos de
abordar os problemas de controle. Um, era baseado na utilizacao de equagoes diferencias
e, portanto, os desenvolvimentos matematicos notaveis que se haviam produzido nos
séculos XVIII e XIX pelos cientistas mais célebres da histéria tinham um papel central.
O outro, baseado na andlise frequéncial, seria impensavel sem a utilizacao das técnicas

desenvolvidas pelo genial matematico francés Joseph Fourier.

Durante a Segunda Guerra Mundial os mecanismos de controle tiveram um importante
desenvolvimento. A partir de 1960 come¢a uma nova era, os modelos utilizados até esse
momento eram inadequados para representar a complexidade do mundo real posto que
os sistemas reais sao nao lineares e estao sujeitos frequentemente a perturbacoes nao
determinadas. As contribuigoes de Richard E. Bellman (programagao dinamica), de R.
E. Kalman (filtros e andlise algébrica de problemas de controle e teoria de sistemas)
nos Estados Unidos e de Lev Semenovich Pontryagin (principio do maximo no controle
6ptimo nao linear) na antiga Unido Soviética estabeleceram os pilares fundamentais da

Teoria do Controle nas ultimas décadas.

Neste trabalho abordamos alguns tépicos sobre a Teoria do Controle Exato. No primeiro
capitulo mostramos alguns aspectos preliminares, com defini¢coes importantes utilizadas
no decorrer do trabalho e algumas propriedades do espaco de Sobolev de ordem um,
necessarias ao estudo do problema misto da equagao da onda. No segundo capitulo
apresentamos a solucao classica da equacao da onda. No terceiro capitulo aplicamos
o controle exato na equacao da onda, abordando o problema da corda vibrante, onde
duas pessoas estao segurando uma corda em movimento e a partir de certo instante
comegam a agir sobre os extremos dessa corda, a fim de leva-la ao repouso através de

movimentos transversais, o mais rapidamente possivel. Queremos entao, descobrir se



existe uma forma de agir sobre a corda para que ela fique em repouso, e como podemos
calcular essa forma de agir nos extremos da corda. E qual o tempo minimo para isso.
Nesse capitulo estudamos a existéncia de solucgoes fracas para o problema e o método de
unicidade Hilbertiana. No quarto capitulo estudamos a controlabilidade de um sistema
linear em dimensao finita, onde apresentamos as condi¢oes de controle de Kalman e a
propriedade de observabilidade. Finalmente, no capitulo 5, apresentamos o Controle
Exato do Péndulo, através de um problema de robdtica, onde queremos controlar um
brago rigido giratério através de um motor localizado no extremo que o conecta ao resto
da estrutura. Nesse capitulo estudamos controles do tipo digitais e do tipo bang-bang.

Com isso mostramos alguns aspectos recorrentes da Teoria do Controle.



Capitulo 1

Nocoes de Analise

1.1 Preliminares

Nesta segao trazemos algumas defini¢oes importantes que serao utilizadas no decorrer do

nosso trabalho.

Definicao 1.1 Seja E um espaco vetorial. Uma distancia sobre E € uma aplicacdo d de

E x E no conjunto dos nimeros reais satisfazendo as sequintes propriedades,

i) d(z,y) >0 ed(xz,y) =0, seesésex=y
i) d(z,y) = d(y, x)

iii) d(z,y) < d(z,y) +d(z,y), Ve,y,z em E.

Espago Métrico é um espago vetorial F juntamente com uma distancia sobre F.

Definigao 1.2 Uma norma em um espago vetorial E é uma aplicacao || ||: E — R,

satisfazendo as sequintes propriedades:
i)||z|| >0e|x]=0,seesdsex=0
i) || Az = AL ]

W) | e+y||<|[z||+ |yl Ve,y em E e VA € R

4



Destas propriedades resulta que a fungao definida por d(x,y) =|| = — y || é uma métrica

em F. Um espaco vetorial munido com uma norma ¢é dito espago vetorial normado.

Defini¢ao 1.3 Uma sequéncia {x,} de pontos de um espago vetorial normado E € uma

sequéncia de Cauchy se, dado € > 0, existe N(€) tal que, para

m, n>N() = |zm—a,||<€e em E.

Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Observacao 1.1 A wvolta nao € verdadeira, so € vilida quando o espaco € completo.

Definicao 1.4 Um espaco E é completo quando toda sequéncia de Cauchy em E é con-

vergente.

Definicao 1.5 Um espaco vetorial normado completo chama-se espaco de Banach.

Defini¢ao 1.6 Sejam X,Y espagos vetoriais normados. Representamos por L(X,Y) o
espago vetorial das transformagoes lineares continuas de X em Y. Chamamos L(E, K)

de dual, ou adjunto, do espaco vetorial normado E, e representamos por E'.

O dual E' de um espaco vetorial normado E, também tem, por sua vez, um dual que

denotaramos por E”.

Definicao 1.7 Seja E um espago vetorial sobre o corpo K. Um produto interno sobre
E é um funcao (-,-): E x E — K, que associa a cada par ordenado de vetores x,y € FE
um numero real (x,y), chamado o produto interno de x pory, que satisfaz as sequintes

propriedades:
i) (x+y,2) = (z,2) + (y,2)
i) (Az,y) = Mz, y)

ii) (z,y) = (y, )



w) (z,2) >0, (r,x) =0seesdsex=0 Vr,y,zemE eV\eK.

Das trés primeiras propriedades resultam

(z,y +2) = (z,y) + (2, 2),
(z,Ay) = AMx,y) e (0,y)=0.

Observacao 1.2 O produto interno pode ser chamado também de produto escalar e

muitas vezes € representado pelo simbolo (- | -).

Observacao 1.3 Um espaco vetorial munido de um produto interno é chamado de

espaco preé-hilbertiano.

Definicao 1.8 Um espaco de Hilbert H é um espago de Banach cuja norma deriva de

um produto interno, isto ¢ || x |= (z,2)2, V& € E.

Definicao 1.9 Um espaco de Hilbert é chamado de separdvel se ele possui um subcon-

junto enumerdvel denso.

Definicao 1.10 Seja S um subconjunto do espaco de Hilbert H. Definimos seu comple-

mento ortogonal como o conjunto S dado por

S+ ={xec H|(s,z) =0 Vsec S}

Teorema 1.1 Um subespaco S C H ¢ denso em H se, e somente se, v = 0 € o unico

elemento de H ortogonal a S.

Definicao 1.11 Um conjunto S de wvetores de um espaco de Hilbert diz-se ortogonal
quando x Ly, isto é, (x,y) = 0 para todo par de elementos distintos x,y de S. Se além

disso || z ||= 1 para todo x de S, S € dito ortonormal.

Definigao 1.12 [O espago L?]. Seja p um nimero real tal que 1 < p < 0o e 0 um
aberto do R™, a qual pode ser o espago R™ todo. Denotaremos por LP(Y), ao espago de
Banach das fungoes u definidas em Q com valores em K (K € corpo dos nimeros reais),

tais que |ulP € integrdvel no sentido de Lebesgue em €2, com norma definida por

It loogoy= [ / \u(xﬂpdx]’l’

6



Quando p = 2, temos o espago L?(Q2), com a norma definida por:

| w 2= {/Q |u(x)|2dx} : .

L?(2) é um espaco de Hilbert. Denotaremos por (- ,-) e || . || o produto interno e a

norma, respectivamente, deste espago. Assim

(u,v) = /Qu(x)v(x)dx,
com u,v € L*(Q) e

Il "= ().

Proposigao 1.1 (Desigualdade de Holder). Sejau € LP e v € LY, entdo uv € L' e

onde 1 < p < oo eq € definido por q = P
p_

tem-se a desigualdade:

<[l wllpll v llg,

, 1 1
17 € portanto satisfaz — + — = 1.

Proposicao 1.2 (Desigualdade de Minkowski). Se u,v € L?, entao
[u+v [p<[luly+vlp

onde 1 < p < oo

Proposicao 1.3 (Identidade de Parseval). Seja V. um espaco de Hilbert com pro-
duto escalar (+,-)y e norma || - ||v. Uma condigdo necessdria e suficiente para que uma
sucessao {w,} de vetores ortonormais em V', seja completa em V', € que para todo v € V

se tenha:
oo
o l[5="> (v, wy)y |
v=1
A identidade acima denomina-se identidade de Parseval.

Teorema 1.2 Se x 1y implica que

le+y P=l= |+ 1y *.

7



Definigao 1.13 (Convergéncia Fraca no Espaco L?). Suponhamos que {u,} seja
uma sucessio de fungoes em L? que converge forte para uma fungdo u € L. Entdo {u,}

satisfaz as sequintes condigoes:
i) Para toda funcao v € L?, tem-se que
lim [ u,v = / uv.
n—oo
ii) As normas dos elementos da sucessao,

T | g [|= ]

Dizemos que a funcio {u,} converge fracamente para u em L* se satisfaz a condicdo
(1) acima. Portanto as fungoes que convergem forte em L? sdo sucessoes fracamente

convergentes.

1.2 Espaco das Distribuicoes

Definicao 1.14 Seja 2 um aberto do R™. Representa-se por C*®(§2) o espago vetorial

das funcgoes numéricas definidas em ) que sao indefinidamente diferencidaveis em ().

Definicao 1.15 Seja u : 2 — K continua, definimos o suporte de u, o qual denotaremos

por supp(u), como o fecho em Q do conjunto {x € Q: u(x) # 0}.

Definigao 1.16 Denotamos por C§°(Q2) ao conjunto das fungoes u : Q — K que sao
indefinidamente diferencidveis em ) e que tem suporte compacto, sendo que este suporte

depende de u.

Nogao de convergéncia em C°(€2); dizemos que uma sucessao {¢, } de fungoes de C§°(£2)

converge para zero, quando satisfaz as seguintes condigoes:

i) Se existe um compacto K de 2 tal que supp(y,) C K,  supp(yp) C K e Vv.

ii)A sucessao {¢,} converge uniformemente para zero em €2 juntamente com todas as

suas derivadas.



Dizemos que uma sucessao {y, } de fungoes de C§°(£2) converge para ¢ € C§°(£2), quando

a sucessao {p, — ¢} converge para zero no sentido acima definido.

Definigao 1.17 O espago vetorial C3°(€2) com a nogdo de convergéncia definida acima,

denominamos o espago de fungoes testes e o representamos por 2(52).

Denominamos distribuigoes sobre §2 a toda forma linear 7" continua em Z(Q2). E Repre-

sentamos por (T, p) o valor de T" em .

Representamos por 27(£2) ao espagos dos funcionais lineares definidos em Z2(f2) com

valores em K tais que se

o, — ¢ em P(Q) entao (T, ¢,) — (T,p).

Seja {1, } uma sucessao em Z'(2) e T € 2'(2) entdo dizemos que:
T, — T em 2'Q) se (T,,¢) —(T,0), Yoe D(NQ).

O espago Z'(€2) munido da convergéncia acima é denominado o espago das distribuigoes

sobre €.

A seguir veremos a noc¢ao de derivada fraca no sentido das distribuigoes.

Definicao 1.18 Seja T uma distribuicao sobre um aberto ) do R™ denominamos de
derivada primeira de T em relacdo a x;, 1 = 1,2,...,n, ao funcional linear representado

por 0., T e definido em 2(2) do sequinte modo:

<asz7 (10> = - <T> 82?190> )

para toda p € D(2).

Definicao 1.19 Seja k = (ky,ko,...,k,), 1 < N < n, um multi-indice de nimeros
inteiros nao negativos. Define-se a derivada de ordem k de uma distribuicao sobre €2

como sendo o funcional D*T definido em 2(Q) por:
(DFT, p) = (=1)"(T, D*p),

para toda @ em P ().



Toda distribuicao sobre €2, possui derivadas de todas as ordens, derivadas estas que sao,

também distribuicoes sobre (2.

Observagao 1.4 Uma fung¢ao do LP(2) € uma fungao que é definida quase sempre em
Q, ou seja, € uma funcdao que € definida em todo 2 a menos de um conjunto de medida
nula. Em geral, uma func¢ao de LP nao € nem sequer continua muito menos derivdvel no

sentido cldssico.

Logo a derivada de uma funcao do LP, nao pode ser no sentido classico, o sentido é o das
distribuicoes. Nesse sentido, o das distribuicoes, a derivada de uma fun¢ao do L” fica bem
definida, uma vez que toda funcao do LP define uma distribui¢cao. Como toda distribuigao
possui derivada fraca de todas as ordens, isto é, derivada no sentido das distribuigoes,

temos que toda fun¢ao do LP tera derivada fraca de todas as ordens.

1.3 Espaco de Sobolev de Ordem Um

Representamos por H'(0,L) o espaco das funcoes u € L?(0,L), cuja derivada no

sentido das distribuigoes pertence a L*(0, L).

Em H'(0, L) o produto escalar ((-)) é definido por:

L Ld d
((u,v)):/o uvda:+/0 d_zd_::dx’

para todo par u,v € H'(0, L)

e a norma | - || é definida por

L L du 2
2_ 2
Hv\|—/0vdas+/0 (dx)dx'

O espago H'(0, L) denomina-se espaco de Sobolev de ordem um sobre o aberto =0, L.

A seguir veremos algumas propriedades do espaco H'(0, L) necessirias ao estudo do

problema misto da equacao da onda.

Proposigao 1.4 O espaco de Sobolev H' (0, L) é um espacgo de Hilbert.

10



Proposigao 1.5 O espaco de Sobolev H'(0, L) é um espago separdvel.

Proposigao 1.6 O espaco de Sobolev H'(0, L) estd imerso em C°([0,L]), espaco das

fungoes continuas em [0, L].

Sendo as fungoes u de H'(0,L) continuas em [0, L], faz sentido falar em u(0) e u(L).
Assim definimos o espago H{(0, L), formado pelas fungoes u € H'(0,L) tais que os

valores u(0) = u(L) = 0.
Proposigao 1.7 Seja u € H'(Q) com suporte compacto entio u € H ().

Representamos o produto escalar ((-,-)) de Hj (0, L) por

L du dv
((U,U)) - %%d‘rv

para todo par u,v € HJ ()
e a norma || - || é definida por
L
dun 2
o |P= / (55) de.
o \dx

Considere uma forma linear continua f sobre H}(), isto é, f : Hj(Q) — R, uma
aplicacao linear e continua. A continuidade equivale a existéncia de uma constante ¢ > 0

tal que |f(v)] < ¢ || v ||m1 () para todo v em Hj(L).

Em seguida faremos uma caracterizagao do dual do espago de Hilbert Hj ().

Proposigao 1.8 Se f for uma forma linear continua sobre H}(Q)), entio existem n + 1

fungoes v, vy, v, . .., v, de L?(Q) tais que
f=wvo+ Z@xivi.
i=1

Definigao 1.20 O espago vetorial das formas lineares continuas sobre H} () denomina-

se o dual de H}(Q) e representa-se por [H} ()] ou H1(Q).

Observacao 1.5 O espaco definido acima € também um espaco de Hilbert, pois € o dual

do espago de Hilbert H}(Q).

11



Representamos por L*(]0, T[; L*(0, L)), o espago vetorial das fungoes u(x, t) tais que para
cada t em |0, T[ pertencem a L?(0, L) sendo a norma de u(x,t) em L?(0, L) uma fungao

de L*(0,T).Definimos o produto escalar em L*(]0, T[; L*(0, L)):

T
(U,U)L2(]O,T[;L2(0,L)) :/ (%U)dsa
0

onde (u,v) é o produto escalar em L?*(0, L) e a norma definimos:

T
2 2
|“|L2(10,T[;L2(0,L)) = / u(s)|*ds.
0
O espago acima representado é um espacgo de Hilbert.

Definimos L?(]0, T[; H3 (0, L)) como o espago vetorial das fungoes u(z,t) tais que para
todo t em ]0,7T| a fungao u(z,t) pertence a H}(0,L) sendo a norma de H}(0, L) das

funcoes pertencentes a LQ(O, T). Representamos o produto interno neste espago por:

T
((u, U))L%}O,T{;H&(O,L)) = / ((u,v))ds
0
e a norma:
T
2 2
| u ||L2(]07T[;H§(O,L)):/O | u(s) ||° ds.
O espago que acabamos de definir também é um espaco de Hilbert.

De maneira andloga definimos C°([0,T]; L*(0, L)), o espago vetorial das fungoes u(z,t)

tais que para todo t € [0, 7], u(x,t) pertence a L?(0, L) e a fungao ¢ — |u(z,t)|, norma

L*(0,L) de u(z,t), pertence a C°([0,T]). Este espaco vetorial com a norma :
]u(x,t)|00([07T};L2(07L)) = Imax ]u(x,t)|

0<t<T

é um espaco de Banach.

12



Capitulo 2

Solucao da Equacao da Onda

Para encontrar a solucao da equacao da onda utilizando o método cléssico de Fourier,

devemos resolver o seguinte sistema;

u € C*(]0, L[x]0, 00[) N C([0, L] x [0, 00]) (2.1)
Pu(z,t) = 0%u(x,t), (x,t) € ]0,L[x]0, 00| (2.2)
w(0,t) = u(L,t) =0, t>0 (2.3)
u(z,0) = f(z) € C*([0, L)) (2.4)
duu(x,0) = g(z) € CH[0, L)) (2.5)
f(0) = f(L) = f"(0) = f"(L) = g(0) = g(L) = 0 (2.6)

A funcado u(x,t) descreve neste caso o deslocamento vertical de uma corda vibrante com
extremos fixos u(0,t) = u(L,t) = 0, t > 0, forma inicial u(z,0) = f(z) € C*([0,L]) e
velocidade inicial dyu(z,0) = g(z) € C*([0, L]).

Em primeiro lugar vamos resolver o problema homogéneo
u € C*(]0, L[]0, 00[) N C([0, L] x [0, 00])
Otu(z,t) = A0%u(z,t), (x,t) € ]0,L[x]0, 00|
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0

utilizando o método de separacao de variaveis, escrevemos a funcao u candidato a solucao

como um produto
u(z,t) = ¢(z)T'(t)
13



Assim sendo, derivando com relacao a variavel x e t duas vezes e substituindo na equacao

diferencial, obtemos,

o(2)T(t) = 2¢"(x)T(t) onde c é a velocidade da onda

Portanto, supondo que ¢(z)T'(t) # 0 temos

) _ ¢'(@)
AT o)

= —a, com « constante real.

Obtém-se entao as seguintes equagoes diferenciais ordinérias:
T € C*(]0, 00) N C([0, o0|)
T(t) = —ac*T(t), te ]0,00]
e o famoso problema de autovalores para o laplaciano
¢ € C*(J0, L) N ([0, L])
¢'(x) = —ag(z), ze 10,L] (2.7)

No problema (2.7) temos o > 0, pois do contrario terfamos apenas a solugao trivial. Para

provar essa afirmagao vamos introduzir o produto interno

(flg) = / f(2)g(@)da

onde f, g € C([0, L]) e g significa o complexo conjugado de g.

LEMA 1: Sejam f,g € C?(]0, L[) N C([0, L]) tais que f(0) = f(L) = g(0) = g(L) = 0.

Suponha que f” e ¢” sdo limitadas. Entao
(=f"lg) = (f'lg") = (fI = g"). (2.8)
DEMONSTRACAO: Fazendo integracao por partes,
ar, / (e
- / P = (| o)
= f@7 @, - / F@)g e = (f |- )




Agora, se ¢ é uma solucao de (2.7), é facil verificar que as condigoes do lema sao satisfeitas,

e (2.8) mostra entao que,

a(d|o) = (—¢"|¢) = (9| — ¢") = a(e]¢) (2.9)
a(dlo) = (¢'|¢) (2.10)

Como ¢ nao é identicamente nula, a relagao (2.9) implica que o = @, portanto « é real.
Como (¢|¢) > 0e (¢'|¢') > 0, a relagdo (2.10) mostra que devemos ter o > 0. Mas se
a = 0 temos
L

| W @ra o
Consequentemente, ¢ (r) = 0 em 0, L], de modo que ¢(x) deve ser constante. Mas
¢»(0) = ¢(L) =0, e portanto ¢ = 0.
Agora basta procurar solugoes nao triviais no caso a > 0. Dessa forma, a solu¢ao geral
de

¢"(x) + ag(x) =0

com « > (0 é dada por

é(x) = By cos(v/ax) + Bysen(y/ax),

onde B; e By sao constantes complexas arbitrarias.

Em particular, toda solugdo de (2.7) deve ter esta forma. Impondo as condigoes de

contorno, ¢(0) = ¢(L) = 0, obtem-se,

$(0) = B, =0 (2.11)
@(L) = By cos(v/aL) + Bysen(y/aL) =0 (2.12)

Substituindo (2.11) em (2.12), temos que By sen(y/aL) = 0. Como B, # 0, para poder

obter solugoes nao triviais, é preciso impor sen(y/aL) = 0. Daf tiramos que /oL = km,
km k22
ortanto /o = —ea=——,com k=1,2,3,....
p va=— 73
Portanto temos

k
¢r(x) = Bysen %
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E tomando By, = 1 temos

¢r(z) = sen kﬂ

A equacao T'(t) tomard a forma

kmt kmt
Ty (t) = A}gcoscgT +AksenCL7T.

Assim, a solugao satisfazendo as condi¢oes de contorno serd

kmt kmt k
ug(z,t) = {A;coscg +Agsencg}sen zx

Falta agora determinar as constantes A e A}. Como a equagdo proposta é linear e

homogénea, sabemos que

kmt kmt k
Zuk z,t) 2 {A;c 08 CL + Al se %] sen% (2.13)

também é solugdo. Aplicando as condigoes iniciais em (2.13), segue que

ZAksen@ = f(z)

Os coeficientes A}, e A} poderao ser determinados expandindo, em série de Fourier em

senos, f(x) e g(x). Dessa forma temos:

/ f(z)sen @dx (2.14)

k
ckw/ f(zx senﬂdx (2.15)

Assim, a funca@o definida por (2.13) com os coeficientes Aj e A} dados por (2.14) e (2.15),

respectivamente, ¢ um candidato a solugao do problema (2.1)-(2.6).
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Capitulo 3

Controlabilidade Exata da Equacao
da Onda

3.1 Controle Exato da Corda Vibrante

Pretendemos divulgar de uma maneira simples o conceito de controlabilidade exata de
sistemas de equacoes diferenciais parciais. A guisa de motivagao colocaremos o seguinte
problema. Se duas pessoas seguram uma corda em movimento e a partir de um certo
instante ¢t = 0 elas comecam a agir nos extremos, pretendendo levar a corda a posicao de

equilibrio através de movimentos transversais, o mais rapidamente possivel.

Sera que existe uma forma de agir sobre a corda, para que ao final de um determinado
tempo T ela esteja equilibrada? E se isto for possivel, como pode-se calcular explicita-
mente esta forma de agir nos extremos da corda? Qual é o tempo minimo em que a
situacao de equilibrio é alcancada? Todas estas perguntas serao respondidas ao longo

desse capitulo.

Se u(z,t) define a posigao do ponto x da corda no instante ¢, entao u deve ser solugao da

equacao:
Otu(z,t) — O2u(z,t) =0 em |0, L[x]0,T (3.1)
u(0,t) = f(t), wu(L,t)=g(t) em 0,7 (3.2)
u(z,0) = up(x), Owu(z,0) = uy(z) em 0, L] (3.3)
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onde f(t) e g(t) sao fungdes que definem os movimentos transversais dos bordes z =0 e
x = L em cada instante de tempo t. As fungdes ug(z) e ui(x) sdo a posigao e a velocidade

inicial do ponto x respectivamente, e assumindo despreziveis as forcas externas.

A posicao inicial e a velocidade inicial de cada ponto da corda sao conhecidos. Devemos
encontrar quais devem ser as funcoes f e g que definem os movimentos transversais nos
extremos da corda, para que ao final de um tempo T, o menor possivel, seja valida a
igualdade:

w(z,T) = Ow(z, T)=0 Vazel0 L] (3.4)

Quando a relacao anterior é satisfeita, para quaisquer que sejam a posicao e a velocidade
inicial da corda, definida pelos dados iniciais ug e u; tomados num espaco que definiremos

posteriormente, diremos que o sistema € exatamente controldvel.

O conceito de controlabilidade é novo, e tomou maior enfase quando o matematico frances
Jacques-Louis Lions introduziu o método da Unicidade Hilbertiana, que sera explicitado
posteriormente. Esse método permite conhecer novas propriedades de regularidade in-
clusive para modelos nao lineares (ver Lions [2]) e também novos resultados de unicidade

para equacao linear da onda.

3.2 Existéncia de Solucoes Fracas.

Estudaremos agora a existéncia de solugoes fracas para o problema (3.1)-(3.3) quando os
dados iniciais sao tais que ug e u; pertencem a L*(0,L) e H(0, L), respectivamente.

Vamos definir primeiro o que entenderemos como solucao fraca.

Definigao 1 Sejam as fungoes ug, up tais que
ug € L*(0,L), w; € H*(0,L) easfuncoes f, g € L*(0,7).
Diremos que u ¢ solugao fraca do problema (3.1)-(3.3) se
T L L
/ / u(z, t)F(z, t)dedt = —/ uo(z)0pp(z, 0)dx + (ui(x), ¥ (x,0))
o Jo 0
T
+ [ 0000 - gLl (35)
0

18



para todo par ¢ e F' satisfazendo

O — 0% =F em ]0,L[x]0,T]
U(x, T) =0(x,T)=0 em |0,L]
¥(0,t) =(L,t) =0 em ]0,T]

Verificando a equacao (3.5) mostrada acima:
T L T L

/ / u(z, t)F(z, t)dzdt :/ / u(z, 1)[02 (2, 1) — 02)(z, t)]dxdt (3.6)
o Jo o Jo

T L
:/ / u(z, )X :L‘tdIdt—// (x,t)0s0(x, t)dxdt
o Jo

Resolvendo a integral dupla fo fo w(x, t)0%(x, t)dxdt:

/ / (z, )07 (x, t)dzdt = /OL [/OTu(x,t)afl/z(x,t)dt] dx

Como

T

/o u(z, t)07(x, t)dt = u(x,t)atw(m,t)o

/T Oyu(x, t)0p)(x, t)dt
= u(z, T)ou(z,T) — u(x,0)0u)(x,0) — /0 Owu(z, t)0pp(x, t)dt
= —u(z,0)0u)(z,0) —/ Opu(z, )0 (x, t)dt

= —u(z,0)0(x,0) — u(z,t)y / Oru(z, t)y(z,t)d
= —u(z,0)0.¢(x,0) — Qu(x, T)Y(z, T
+ Ou(x (x,0) + / (92 u(z, t)(x,t)d

— (@, )9 (x, 0) + dyul, 0)(x, 0) + / O, )z, £) dt

= —up(x)0p(z,0) + uy(x)Y(z,0) /82 (x,t)(x, t)d

T L
/ / u(z,t)0X)(z, t)dzdt =
o Jo

/OL {—uo(x)ﬁtw(x,O) + ui (@)(z,0) + /OT 8fu(x,t)w(g;,t)dt] dx

temos que,
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/ / u(z, t)0;v(x, t)dxdt =
_ /0 " o), 0)dz + (g (), (. 0)) + / / C Rule V(e dedt (37)

Agora resolvendo a integral dupla — fo fo w(x, t)0%Y(x, t)dxdt:

/ / u(z, t) 02 (x, t)dzdt = /DT UOL u(x,t)@il/z(m,t)dx} dt

Como

L L L
/ (e, )O2(x, t)de = u(x,t)@xib(x,t)‘o— / Byu(a, 1))z, t) dar
0 0

= LD~ u(0.00.00,0 ~ [ G090
(L)L) — u(0,00,0(0.1)
— Opu(z, t)(x,t) /82xt Y(z,t)d

L, OB, §) — {0, )0(0,0) — (L (L,

+ &cu((),t)w((),t)—i-/o Ou(z, )y (z, t)dx

= u(L,t)aw(L,t)—u(o,t)axw(o,tw/0 O2u(x, t)(z, t)dx

= GO0, 1) — F(D)D(0,8) + / Su(e, t)(, t)da

temos que,

T
—/ uxt82 (z,t)dxdt =
0o Jo

T
—/ [g O 0(L,t) — f(t)0,4(0,t) + /82 (z,t)(x, t)dx| dt
0

- / / w102z, t)ddt = /0[f<t>axw<o,t>—g<t>azw<L,t>1dt

_/OT/OLagu(x,t)¢(x,t)dmdt (3.8)
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Substituindo (3.7) e (3.8) em (3.6) temos,

// (2, t)F(z,t)dzdt =

/0 o ()00 (z, 0)dz + {1y (), 1 (, 0) / / Ol )ib(w, 1) dwdt
+ /O F (00,060, 8) — g(H)dub(L, )]t — /0 /0 Oz, )z, t)dudt

[ [ v ore o=

- /0 Uo($)at¢($a O)dl’ + <u1(ZE), ¢($, O)> + /0 [f(t)ax¢(07t) - g(t)aa:d)(Lvt)]dt
; / / D2, D), £) — Oule, )y a, O]dadt

/oT /OL u(x, t)F(z, t)dvdt =

_A’““WW@ﬂﬂw+wmmwmﬂ»+A[ﬂw@waw—mw@wuout
+K AWﬁ@ﬂ—%wmwm@mﬁ

Portanto,

// (z,t)F(z,t)dxdt =

A (Wwwowx+Wﬂ)¢@ﬂ»+A[ﬂﬂ&M&ﬂ—ﬂﬂ@M&ﬂMt

Observacao 1. Essa definicao de solucao é também chamada de solucao por trans-
posicao, para mais informagoes ver Magenes [3]. Note que se u for uma fungao C?(]0, L[x]0,TY),
entao u é solugao cléssica de (3.1)-(3.3). De fato, considere 1) uma fungao de C§°(]0, L[x]0, T[),

entao teremos que
aﬂﬁ(l', 0) = awl/}(oa t) = axl/}(L,t) =0,

e tomando F = 921 — 9?1 em (3.5) e integrando por partes em |0, L[x]0, T'[ temos:
L
/ / u(z,t)| — 0% (z,t)]dwdt = —/ uo(x) 0 (z,0)dzr + (uy(x), ¥ (z,0))
0
T
= [ @060, = gno.(L )
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/OT /OL u(z, t)07(x, t)dxdt — /T /Lu(x,t)aiw(x,t)d:cdt = - /OL ()9 (x, 0)da:

+ (ui(z), ¥(z,0))
+/0 [F(£)01(0, 1) — g(t)Dpb(L, )] dt (3.9)

Resolvendo a integral dupla fOT fOL u(x, )02 (x, t)dzdt.

/OT /OL u(z, t)0X)(z, t)dxdt = /OL {/OTu(x,t)afq/z(g;,t)dt} dx

Como

/0 w02z, )t = u(w, DOb(x, t)| — /0 O, ) O (1) dt

= u(x,T)0(x,T) — u(x,0)0)(z,0) —/0 Oyu(z, t)0ph(x, t)dt
= —u(z,0)0(z,0) —/ Oyu(x, t)0pb(x, t)dt

= —u(x,0)0(x,0) — Opu(x,t)y / Otu(z, t)(z,t)d
— —%(I,O)atz/}(x,()) — dyulz, T)Y(x, T) + Oyu(z, 0)y(x,0)
+ / O2u(w, t)ap(x, t)dt

= —u(x,0)0(x,0) + dyu(z,0)(x,0) —i—/o OFu(x, t)(w, t)dt

temos que

T L
/ / u(z, )02 (x, t)dedt =
o Jo

/OL {—u(x, 0)9,4(x,0) + dpu(x, 0)ap(z,0) + /OT 8fu(x,t)w(x,t)dt} dr

/0 /0 (e, )02 (, £ dwdt = — /O o), 0)dar + (us (), v, 0))
—I—/T /L Ofu(z, t)y(z, t)dzdt (3.10)

Agora resolvendo a integral dupla — fo fo (z,t)0%(x, t)dzdt.

— /OT /OL u(z, )02 (x, t)dxdt = _/o {/OL u(z, )02 (x, t)dz | dt
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Como

/O (e, 02 (z, ) dz = u(x,t)@xiﬂ(x,t)‘j— /0 Dyulz, )0z, ) da

= WD) 000000 ~ [ e, 00,00,
= u(L, )0, (L t) £)0:10(0,1)

— Oyu(z, t)(x,t) /82xt Y(z,t)d

= u(L, )0 (L, )—uOt 9.(0, 1)

— Opu(L,t)(L,t) + 0,ul(0, t)w((),t)—i-/o O2u(x, t)(z, t)dx
= (L, t)d,0(L, 1) —u(O,t)axlb(O,t)—l-/oL OPulx, t)y(x, t)dx

// (z,1)0%(x, t)dwdt =

—/ { (L, )0, (L, t) — u(0,)9,1(0, 1) / OPu(x, t)(z, t)dx] dt

temos que

/ / (z,4)0% (v, t)dxdt = / [u(0,1)0,0(0,t) — u(L,t)0p1b(L, t)|dt
—/0 /OLé?gu(x,t)w(:v,t)da:dt

-/ ) / i, 000, e = | @000, = gz ol
—/OT/OL O2u(z, )y (z,t)dxdt (3.11)
Substituindo (3.10) e (3.11) em (3.9) temos:
—/OL o(2)0pp(, 0)dz + (uy (), v (z,0)) //62 (z, )¢ (z, t)dzdt
~|-/OT[f(t)6xw(0,t)—g(t) Os(L, t) dt—/o /0 Dou(x, t)(z, t)dedt =
-/ )00, 00+ (1n(2), 0, 0)) + / L 00:6(0.1) — g(00,(L, D)

/ /0 Pulw, )i (x, t)dxdt—/ / P, 0 (. )dndt — 0

/ / [02u(z, t)(x,t) — O2u(z, t)(z, t)]drdt =0
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Portanto,
T L
/ / [07u(z,t) — D2u(x, )] Y(z, t)dadt =0 Vp € C°(]0, L[x]0, T7).
o Jo
Do lema de Du bois Raymond segue que
Otu(z,t) — Pu(z,t) =0, em ]0,L[x]0,TT.

Tomando ¢ = 6(t)¢p(x), onde #'(0) =1, #(0) =0 e ¢ € C5°(]0, L[), substituindo a relagao
F = 0% — 0% em (3.5) e integrando por partes em |0, L[x]0, T[ temos:

/0 /0 (e, D [H)6(x) — 6()¢" (x)]dadt = — /0 o (2)6(0) () d
+(ui (), 6(0)d(2)) +/O Lf()0(t)¢'(0) — g(t)0(t)¢'(L)]dt

[ vt v = [ [ ato oot = [“tsroteyi

+Amewwm—mwwawwt@w>

Resolvendo a integral dupla fOT fOL w(x, 1)0(t)p(x)dxdt.

/ / u(x,t)d x)dxdt = /OL o(z) [/OT u(x,t)é(t)dt} dx

Como

T . LT T .
/ u(z,)0(t)dt = wu(z,t)0(t) ’ —/ Ovu(z, t)0(t)dt
0

= u(x, T)0(T) — u(:z:TO) 8tu (x, T)0(T)
+  Owu(r, )9(0)+/ OFu(w,t)0(t)dt

= u(z, T)O(T) — u(z,0) — dyu(x, T)0 / Otu(z,t)0
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temos que

/ / v)drdt =

/0 o(x {u x, T — u(x,0) — yu(x, T)0(T) + /OT afu(x,t)e(t)dtl dx

/ / u(z, )0(t)o(x)dadt = / ’ u(x, T)O(T) ¢ (z)da
—/ dx—/ Ou(z, T)6 d:c+//a2 (z,1)0(t)p(x)dxdt

L
/ / u(x,t)f x)dxdt = / u(z, T)ow)(x, T)dx
—/ dx—/ Opu(x, T de:v+//82 (x,t)(x, t)dxdt

/ / (z,1)0 x)dzdt = /0 u(z,0)p(x )daH—/ / OPu(w, t)ah(x, t)dxdt (3.13)

Agora resolvendo a integral dupla — fo fo (t)¢" (z)dxdt.

/ / u(z,t)d x)dzdt = /OTH(t) l/oL u(x,t)qb”(x)dx] dt

Como
/0 u(z, t)¢" (x)de = u(z,t)¢'( ‘L —/ Opu(x, ) (

= wu(L,t)¢'(L) — u(0,t)¢ /8uwt
= GF(L) ~ FO)F(0) - Dot )o(a)|
+ / O*u(z, )¢
= = f()¢'(0) — Dpu(L, t)p(L)
+ &gu(O,t)gb(O)—i-/O O2u(z,t)p(z)dx

temos que

/ / u(z,t)0 x)dxdt =

- / () {Q(W’(L)—f(t)cﬁ’(O)—@xu(L,tw( )+ 0,u(0.6)9 / Bu(z, 1)
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[ s | T[f<t>e<t>¢'<o>—g<t>9<t>¢'<L>]dt
+/OT8xu(L,t)9(t)¢(L)dt—/0 D,u(0,1)0 dt—/ / O2u(z,t)0(t)p(x)dxdt

[ vt tooet @y = /T[f() 0,0(0,1) — g0, (L, D)t
/auLt Ltdt—/ O, u(0, 1)1 Otdt—//82 (z, ) (z, t)dxdt
/ / (2, )0()¢" () dwdt — /OT[f(t)amw(O,t)— 9(0(L, 1)) dt

_/OT/DLagu(x,t)w(x,t)dxdt (3.14)

Substituindo (3.13) e (3.14) em (3.12) temos:

/O ne: dx+/OT/OLafu(a:,t)w(x,t)da;dt

+ [ 0o00.0 - g0l — [ [ oEute. izt -
—/0 uo(w)cb(x)dwr/o [f()0(t)8'(0) — g()0(t)¢'(L))dt
Portanto, temos que

/0 " u(z, 0)(z)dz = /0 ’ wo(2) () dx

de onde, pelo lema de Du bois Raymond, concluimos que

u(z,0) = up(x), em ]0,L[

De forma analoga provam-se as outras condigoes.

Antes de mostrar a existéncia de solugoes fracas para o problema (3.1)-(3.3) provaremos

um resultado de regularidade de solugoes fracas para a equacao da onda homogénea.

TEOREMA 1. Seja 1 € HL(0,L), ¢y € L2(0,L) e F € L'(]0,T[; L*(0,L)). Se ¢ &

solugao do problema

O2p(x,t) — Op(x,t) = F(x,t) em )0, L[x]0, T (3.15)
»(0,t) =(L,t) =0 em ]0,T] (3.16)
W(x,0) = o(x), y(x,0) =11(x) em 0, L[ (3.17)
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entao sao validas as seguintes identidades:
L L L L
| o opdr [ 0P = [ n@pde s [ oPds
0 0 0 o 0
+2// F(z,t)00)(x, t)dzdt (3.18)

L =T

1 Dotz op +low00F d = [ @ Dot 00wt do

4
// [0 (2, 1) + O (x, 1) dxdt—//x—— (z,1)0x1)(x, t)dzdt. (3.19)

Demonstracao. Tome v e ¢, € C§°(]0, L]). Multiplicando a equagao (3.15) por 9y,
com ¢ de (3.15)-(3.17), e integrando por partes nas variaveis x e ¢t obtemos (3.18).

/0 t /D L[afwx,t) — P(x, )]0 (x, t)dadt = /0 t /0 " F(z, )00 (x, t)dzdt

t oL t oL
// 8f¢(x,t)8tw(x,t)dxdt—// O (z,t)Op(x, t)dwdt
0 Jo 0 Jo
t L
- / / F(z, )00(x, t)dadt (3.20)
0 Jo

Resolvendo a integral dupla [} fOL 02 (x, )0 (, t)dzdt.

t L L ot
/ / OX)(x, 1) 0ptp(w, t)dadt = / [/ 8fw(x,t)8tw(:v,t)dt1 dx
0 Jo o LJo

Como
/ 02 (. O D)t = Gtz/)(:p,t)z‘t— / 02 (. )0 (o 1)l
0 0 0

= Ou(z,t)* — Op(w,0)* — /t OXp(z, 1) 0p(w, t)dt
0

1 1
= SO(e,t)? = Su(w,0)

temos que,

Lt L1 1
/ / (2, 1)Oyp(x, t)dudt = / [58t¢($,t)2 — 58,5@&(96, 0)2} dx
/ / Ol (z,t)Opb(x, t)drdt = / |00 (. 1) dx — —/ |91 ()| Pdx (3.21)
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Agora resolvendo a integral dupla — fot fOL 02 (z, 1)) (x, t)dxdt.

t L L t
_ / / 2 ()0 (., ) ddt — — / [ / 8§w(x,t)8tw(x,t)dt] da
0 0 0 0

Como
/0 G, D0, )t = (o, 02, . - /0 ()P0 o, 1)t
= Ul R 0) — 00, 00200.0) — [ btz 0020000
temos que,

/ U(x, t)op(z, t)dxdt =

0

L
[¢ z, )02 ( Y(z,0)0%(x, 0) / V(z,1)0200) (x, t)dt} dx

L
/62wa:t8thtdazdt /¢xta2¢xtdx+/¢ 0)0%¢)(z,0)dx

0

hc\c\c\

+ /@Dxtagathtdmdt

0

E como
L
—/ V(z, )02 (x, t)dr = —i(x,t)00( xt / 10,9 (z,t) | dx
0
= (L)L) + (0, )0,0(0,) + / 0,0, 1) Fda
0

L
- / 0,0, )|,
0

L L L
/ V(. 020, 0)dr = ¥(r.00,0(.0)| - / 10,0(x, 0)Pda
0 0 0

= G(L.0)2u (L. 0) — (0,0)0,5(0,0) — /0 0,0(x, 0) 2da

L
= —/ |0,00 () |2dx:
0
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t L t L L
| [ owoave o~ [ [wx,t)axaw,t)\ -/ axwx,t)axaw,t)dx} at
o Jo 0 0 0
t L
= —/ / Op(x, 1) 0,0 (x, t)dxdt

_ /t{zz/;(xtatht‘ —/ 82th8tw(:ct)dx}

= // 02 (z,t)0p(x, t)dxdt

t L L L
- / / 2 ()00, )t = / 10,0, 1) Pdz — / 10,0 () P
0 0 0 0
t L
+ / / O2p(x, 1) 0ptp(w, t)dadt

entao,

/ / 02 (z,t)Opb(x, t)drdt = / 10,0 (z, ) Pdx — —/ 10p00(z)Pdz (3.22)

Substituindo (3.21) e (3.22) em (3.20) temos:

/|8t¢mt2dm+ /|8x¢xt|dx— /|¢1 ) [2da

+—/ |0:10()] d:zc—l—/ / F(z,t)00)(x, t)dxdt
2 Jo 0o Jo
Portanto, temos que

L L L
O , 2d Oy , 2dr = 24
/0| (1) x+/0| (1) P /Orw1<x>| v
L t L
O 2dx + 2 F(z,)0,0(x, t)dzd
+/0\ dola)Pde + // (a0, )00z, t) drdt

L
Multiplicando agora a equagao (3.15) por (x——) O, com 1 de (3.15)-(3.17), e integrando

por partes nas variaveis x e ¢t obtemos (3.19).

/ / [02)(,t) — O (x t)](x—— Op(z, t)dzdt = / / (x,t)(x — =)0 (x, t)dxdt
/ / 82 (z, )0, (z, t)dxdt — / / T — —)82¢(x )0, (z, t)dzdt =
/o /o (m—E)F(m,t)ﬁmw(m,t)dxdt (3.23)
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L
Resolvendo a integral dupla fOT fOL(z - 5)331/)(% )00 (z, t)dxdt.

/ / azw (2, )0, (x, t)dadt = /OL [/OT(x — g)af¢(x,t)8xw(x,t)dt] dx

Como

| =St notai = = o00.
= (- 5000w, 0) $<x,t>:

T L
_ / (¢ — )0, .00, 1)
0

temos que,

l
/
[

82¢ (x, )0, (z, t)dzdt =

[e-
[( . g)at@u(g; 1), (1) ) —/T(:v— o, 1) DBz, t)dt] dx
[

(v~ 510200000 et = [ (o~ Dyt oo, 0|
- /0 /0 v~ D)0, 00,00, 1)
[ [ pawt oo nwa=- [ {(xl)atw(x 0.
/ O, )[40, )+8t(:z: t)]dx] dt

_—/T[ Oub (L, 1) + 2 0(0, t)]cm/ / 000, 10,0, (x — )t

//8txtdxdt
:5[ 2/0[8t¢(Lt) + 9:(0,)?] } //atxt V2dadt

L T
=& [ +owooie [ [ o
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temos que
L _
/ / a%pm V0, (£ ddt — /(x—é)atw(x Dou(e0)|_ dr
0 _
L
_Z/o [3t¢(L,t)2+3t¢(0,t)2]dt+5/0 /0 O, t)*dxdt

Mas .
| ez + oo, 0Plar =0
0

/ / 0.z, £)dadt — (3.24)

L 1 (T L
/O(x—g)f)ti/}(x,t)am(x,t) t_odx+§/0 /0 Oy (w,t)*dxdt

L
Agora resolvendo a integral dupla — fOT fOL(x — 5)83@/)(% )0, (x, t)dxdt.

—/OT /OL O2p(x, )0, (, t)dxdt = —/OT |:/OL(:L‘ — g)a§¢(x,t)a$¢(x7t)dx dt

Como

Entao

/0 (0 = )00 D0 (e e = (z — )0l 07

B /0 0.0 1)[( — $)0R(, 1) + (e, D)
_ g (L, )2 + 5811#(0,15)2

N /0 (z — g)@x@b(x,t)ai(x,t)dx

_ /OL Opt(z,t)%dx

L 1 [t
— 0L+ 000,07 = 5 [ Dutatds

temos que,
T L
- [ [ et 0onite st -
0 0
T L 1 L
- [ [Foww o+ o000 - [ ot a
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/ / O2p(w, 1) 0ptp(x, t)dadt = —%/ [0,0(L, t)* + 0,10(0,)%]dt

/ / Op)(x,t)?dxdt (3.25)
d:v + = / / Oy, t)*dxdt
L

5 [ ot o [ [ ot i -
/OT /OL(x - g)F(fCat)@xl/J(x,t)dxdt

Substituindo (3.24) e (3.25) em (3.23) temos:

| = Sowi. 0ot

Portanto, temos que

L

5[ w7+ o010 =

1 (T [L
dx+§/0 /0[at(x,t)2+8x1/1(x,t)2]dxdt

_/OT /OL(x - g)F(:c,t)ﬁx@/z(m,t)d:vdt

Por densidade as identidades continuam sendo vélidas para todo vy € Hj(0,L) e para

| e=Savenon|

todo ¢ € L*(0, L), concluindo assim o resultado.

Desigualdade de Gronwall. Seja u € C°([0,7];R), nao negativa em [0,7] e que

satisfaca
t
u(t) < K —i—/ u(s)ds.
0

Entao
u(t) < Ke', tel0,T]. (3.26)
Em particular tem-se u = 0 se a constante K = 0.

Ver a demostragao no texto de Adams [1].

Da identidade (3.18) e da desigualdade de Gronwall (3.26) acima temos que

L L
/ |00 (0, t) [P da +/ 10,10 (2, ) |Pd <
0 0

{/OL |th1(z) [d + /OL 0100 (2)|?da + /Ot /OL |F(l‘,t)|2dxdt] o7
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Demonstracgao. Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz na integral dupla
2 [ fo (z,t)0p)(x, t)dxdt, da identidade (3.18), temos
t L L 1/2
2/ </ F(x,t)@tw(x,t)dx) dt < 2/ (/ |F(z,1)| d:v) : </ \8tw(x,t)\2dx) dt,
0o \Jo 0
1
e aplicando a desigualdade ab < §(a2 + b?) obtemos

2/0t (/OLF(x,t)atw(x,t)dx) dt < /Ot/OL]F(az,t)FdxdtJr/ot /OL|8tw(x,t)|2dxdt.

Dessa forma temos que

1/2

L L L L
op(x, t)|%d Opth(z, ) Pdx < 2d Dy 2d
/0| (e, D) a:+/0| (o, )|Pde /Owl<x>| x+/0| (o) Pdz

t L t oL
+/ / |F(:E,t)|2d:vdt+/ / 00 (z, ) Pdadt
0 Jo 0 Jo

L L L L
op(z,t)|2d Op(z, t)Pdr < 2d O, 2d
/0| (o) x+/0| ()| a:</0 s () x+/0| do(x) P

t L t L t L
+ / / P, ) [2ddt + / / 0z, )2t + / / 00, )Pt
0 0 0 0 0 0

Utilizando agora a desigualdade de Gronwall (3.26) temos

e assim podemos escrever

L L
/ Oz, 1) 2 + / 0z, 1) Pz < (3.27)
0 0

[/OL |th1(z) [Pd + /OL |0p1b0(2)|?da + /Ot /OL |F(£C,t)]2da:dt} o7

Observacao 2. A relacao anterior nos diz que o traco da derivada de 1 se identifica

com um elemento de L?(0, L). De fato, de (3.19) segue que

L [ L L
Z/ [10,0(L, t)|* + [0:20(0,8)*] dt < 5[80115/ [10c)(,t)]* + |0ptp(, 1) [P] da

/ / [0 (2, t)* + Opt (2, t)?] dadt + = / / |F(x,t)Pdzdt.

1 L L
Demonstragao. Aplicando a desigualdade ab < 5(@2 + %) e tomando sup(x — 5) =3
t=T

na integral fOL(x - §)8t¢(x>t)8x¢($at) t_

dz, da indentidade (3.19), temos
0

L L
| = 5owta o] o< Fsw [ 0wl 0f + oot 0
0 2 2

(0,77
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Utilizando agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz na integral dupla

Dot~

L L
— fOT fOL(x — E)F(x,t)ﬁxw(a:,t)dmdt, da identidade (3.19), tomando sup(z — 5) =

sabendo que = < |x|, temos

// F(z,t)0,0(x, t)dedt < = // (2, 1)0x (2, t)dzdt
<l /0 (/0 |F<x7t>r2dm) ~(/OL|amw<x,t>|2dx)dt,

(a* + b*) obtemos

(NSRS

e aplicando a desigualdade ab <

//x—— (2, )00 (w, £)dadt < = /U ]F:ct\d:c+/ \wa:ct)\dx]dt
§4/ / Pz, t)Pdadt + & //mﬂpxm drdt.

Dessa forma temos que

L (" L L
_/0 [’8x¢(L>t)‘2 + |5x¢(07t)’2} dt é 5 SUP/ [|5t¢($,t)|2 + |5x1/1(937t)’2} dx

4 0,77 Jo

1 T L , ,
/ / [0 (,8)? + 0,0 (,t)?] dudt

//!Fwt)\ dvdi + & //mmm)\ ddt.

E com (3.27) obtemos

L

Z/O o (L O + 90 (0, )] dt <

L+27[ [ L oL
—I UO |¢1(x)|2dx+/0 |¢07z(x)|2dx+/0 /0 |F($,t)|2dxdt} ToT

concluindo assim nossa afirmacao. Este é o novo resultado de regularidade. Observe que
esta regularidade nao pode ser deduzida diretamente da equacao, por isto alguns autores

referem-se a ela como regularidade escondida.

L 1/2 T 1/2
sup ess (/ |u(z, t| dx) ( ]u0|2d$> + JJua]|—1 + (/ [f2+ gZ]dt) ]
(0,7 0 0

Da linearidade do problema e da convergéncia em L>(]0, T[; L?(0, L)) segue que a fungio

u deve pertencer a C(]0,T[; L*(0, L)) o que prova totalmente o teorema.

34



3.3 Meétodo de Unicidade Hilbertiana.

A ideia de resolugao do problema é estudar o sistema (3.1)-(3.3) nao por ele préprio, mas

como o seguinte problema retrogrado, isto é,

Otu(z,t) — O*u(x,t) =0 em )0, L[x]0, T (3.28)
uw(0,t) = f(t), wu(L,t)=g(t) em ]0,7] (3.29)
w(z,T) =wu(z, T)=0 em ]0,L[ (3.30)

Para que o sistema (3.1)-(3.3) seja exatamente controldvel falta que u, solugao do prob-

lema acima, satisfaca a condicao (3.3),

u(z,0) = up(x), Owu(z,0) =uy(z) em ]0,L[

Estudaremos entdao o comportamento da func¢do, que a cada par (f,g) associa o par
(u(z,0),us(z,0)). Se esta aplicagdo for uma bije¢do entre os espagos onde tomaremos
os controles (f,g) e os dados iniciais (u(z,0),dyu(x,0)) entdo teremos resolvido nosso
sistema, pois assim teriamos mostrado que para quaisquer par de dados iniciais escolhidos,
digamos (ug, u1), existirdo condigoes de contorno (f, g) (formas de agir sobre a fronteira)

tal que
(f,9) = (u(z,0), du(z,0)) = (uo(z), ur(x)).

Teremos encontrado assim, uma solu¢ao u de (3.1)-(3.3) satisfazendo (3.4). Até agora
(f,g) sao elementos que nao estdo necessariamente relacionados entre si, na verdade
estas fungoes nao precisam ser totalmente arbitrarias, o que faremos sera escolher estas
fungoes como sendo iguais as forgas de tensoes existentes (uma delas tomada em sentido
contrario para ir eliminando o movimento) nos extremos de uma corda que se encontra
numa posi¢ao ¢y e que inicia seu movimento a uma velocidade inicial ¢;. Isto é, se ¢ ¢é

solugao do problema

Oip(w,t) — P¢(x,t) =0 em ]0,L[x]0,T] (3.31)
¢(2,0) = ¢o(x),  0(2,0) = ¢1(x) em ]O, L] (3.32)
#(0,t) =p(L,t) =0 em ]0,T] (3.33)
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entao, tomaremos

E —70,¢(0,t) e 70,¢(L,t) representam as componentes verticais da for¢a exercida pela
corda nos pontos x = 0 e z = L, cujo movimento esta definido pelo sistema (3.31)-(3.33).
Por 7 estamos denotando a tensao horizontal da corda que é considerada no modelo como
constante. Note que, se ¢g e ¢; pertencem a C§°(]0, L[) é simples de verificar que 0,¢(0, t)

e 0:¢(L,t) pertencem a C*°(]0,T[) consequentemente existe uma tnica solu¢do para o

problema,
O*u(z,t) — Pu(x,t) =0 em ]0,L[x]0,T] (3.34)
u(0,t) = —0,¢(0,t), u(L,t) =0,¢(L,t) em ]0,T] (3.35)
u(z,T) = Ow(x, T)=0 em ]0,L[ (3.36)

Neste caso agora a funcao que associa as condigoes de contorno aos dados iniciais é dada
por:

(0:6(0,1), 0:0(L, t)) — (u(0), 9yu(0)).

Mas a funcdo 0,¢ esta univocamente determinada pelos dados iniciais (¢g, ¢1), assim
para simplificar definiremos agora a funcao que associa os dados iniciais do problema

(3.31)-(3.33) aos valores iniciais do problema (3.34)-(3.36). Dessa forma temos:
(¢0(x), ¢1(2)) = (=Ou(z,0),u(z,0)) = A{¢o, d1}. (3.37)

Como ja tinhamos discutido acima o problema aqui se reduz a mostrar que o operador A
definido acima é sobrejetivo. De inicio isto nao é verdade. O que faremos serd estender
o espago C§°(]0, L]) x C§°(]0,T]) (completéd-lo com uma norma apropriada), para isto
multiplicamos agora a equagao (3.34), por ¢, de (3.31)-(3.33), depois integramos por

partes nas variaveis x e t.

/oT /OL [OFu(z,t) — Oyu(z, t)]d(w, t)dxdt = 0

/T /L O*u(z,t)p(z, t)dzdt — /T /L O*u(z, t)p(z, t)dzdt = 0 (3.38)
o Jo o Jo
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Resolvendo a integral dupla fOT fOL O2u(z, t)¢(z, t)dzdt:

//82 (z,t)p(z, t)dxdt = /0 U Otu(z,t) xtdt}

Como
T T T
/ Otu(z,t)p(x,t)dt = atu(x,t)gzﬁ(x,t)‘ — / Owu(z, t)0pp(x, t)dt
0 0 0
= owu(z, T)p(x, T) — Oyu(x,0)p(x,0)
_ / ol )ub(x 1)t
0

integrando por partes novamente

T

= =0u(z,0)9(x,0) = u(z, )okd(w, )|

N /0 (i )0z )t

= —0uu(x,0)¢(x,0) — u(z, T)dp(x, T)

+ u(z,0)8,¢(x, 0) + /OT u(z, )0l p(x, t)dt
= —duu(z,0)(x,0) + u(z, 0)d,6(x, 0)

T
+ /0 u(z, )02 p(z, t)dt

temos apods integrar com relagao a variavel espacial,

T L
/ / Otu(z,t)p(z, t)dzdt =
o Jo

/0 [—&u(z,Oﬁb(m,O)+u(m,0)8t¢(x,0)+/0 u(z, t)02¢(z, t)dt | dx

/0 /0 Pz, )bz, t)dwdt — /0 [—Bhu(z, 0)do(x) + u(z, 0)é ()] dx
+ /T /L u(z, )07 d(z, t)ddt (3.39)

Agora resolvendo a integral dupla — fo fo 2u(z, t)p(x, t)dxdt:

//82 (x,t)p(x, t)dxdt = /{/ 82 (x,t)p(x, t)dx| dt
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Como

/ O2u(z, t)p(z, t)dr = Opu(w, t)p( / Oyu(z,t)0,p(x, t)dx

- 835“([” t)¢( ) ) - aa:u<07 t>¢(07 t)

L
— / Opu(x,t)0p0(x, t)dx
0

L
= —/ Opu(z, )0, p(x, t)dx
0

integrando novamente por partes

= —u(z,t)0,0(x, 1) OL+ /O u(z, t)05¢(x, t)dz
= —u(L, t)ax(b(L, t) + U(Oa t)am¢(07 t)
—|—/0 u(z,t)0%¢(z, t)dx

temos que

T L
N / / Sou(x, t)p(x, t)dedt =
0o Jo

— /T {—U(L,t)axgzﬁ(lz,t) + u(0,t)0,6(0,t) + /Lu(x, )02p(z, t)dx | dt

T L
- / / ru(x, t)p(x, t)dwdt =
0 Jo

/0[u(L,t)@mgb(L,t)—u(O,t)@xgb(O,t)]dt—/O /0 u(z, )0 p(z, t)ddt

e utilizando a relagao (3.35)

—/0 /0 qu(a:,tw(a:,t)da:dt:/o [10:0(L, t) > + |0:¢(0, t)|]dt

T L
— / / u(z, t)02p(x, t)dxdt.
o Jo

Substituindo (3.39) e (3.40) em (3.38) temos
L T L
/ [—8tu(x,0)¢o(x)+u(x,0)¢1(x)]dx+/ / u(z, )02 ¢(z, t)dwdt
0 o Jo
T T L
2 2174 _ 2 =
+ [ 10.0(n 08 +0.00.0R— [ [ ute.0szo(e et =0
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T

[ ot 000te) + a0t + [ 10,0020 + 10,000,
+/OT/OLu(:z;,t)a§¢(x,t)dxdt—/OT /OLu(x,t)a§¢(x,t)dxdt:o
[ ot 0060e) + e 001wt + [ 10,0010 + 10,000,
+/OT /OL[a,?QS(:c,t) — 2¢(x, t)|u(x, t)dwdt = 0
Portanto, teremos

/(; [‘8z¢(L7t)‘2 + |ax¢(07t)‘2]dt = /0 [_atu(xv 0)¢0($) + u(:r;, 0)¢1(1’)]d$

De onde segue que,

T

/0 [A{Go(a), 61 (2)}] - {do(x), é(x)}dx = / [10,6(L. DI + 18,600, 0)?] dt.

Denotemos por || - ||« o seguinte funcional:
L
{0, #1}1IZ = / Mao(x), 1(2)} - {¢o(@), ¢1 ()} (3.41)
0
O operador A esta estritamente vinculado as propriedades do funcional | - ||, definido
acima. Isto ¢, se || - ||, for uma norma, A sera injetor (pela linearidade). Mas o que acon-

tece com a sobrejetividade? Para isto precisamos que o espago C§°(]0, L]) x C§°(]0,T),
seja completo. De fato suponhamos que || - ||, seja uma norma e denotemos por F a com-
pletagao deste espago com relagao a || - ||.. Neste caso A pode ser estendida continuamente
como uma aplicacao

A E— E,

onde E' é o espago dual de E (estamos denotando da mesma forma ao operador que na
realidade é a extencao de A a E). Se || - ||« é uma norma entao A é sobrejetor entre E e

E’, pois se w € E’, pelo teorema da representacao de Riesz, existe um elemento, digamos,
{0, 1} € E tal que
<w7 {9007 901}> = ({¢07 ¢1}> {(1007 ¢1})E7

mas

({#0, 1}, {0, 1})E = (Mo, 1}, {0, ¥1}),
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de onde concluimos que,
(Mo, 1} {po, 01}) = (w {wo,1}), V{wo, 1} € E.

Temos assim que A{¢g, $1} = w em E’. Por tanto A é bijetora.

Para que isso faga sentido temos que provar primeiro que || - ||, é uma norma. Segundo,
determinar uma forma apropriada do espago F, e finalmente, estudar a existéncia de
solugdes fracas do problema (3.1)-(3.3) quando os dados iniciais sdo tomados em E’ e f,
g em L?(0,T). Em geral || - ||, é apenas uma seminorma, mas no caso em que 7" > L

temos o seguinte teorema.

TEOREMA 2. Para T" > L o funcional || - |, é uma norma em E e este espago é
E = HY0,L) x L*(0, L).
Demonstracao - Aplicando a identidade (3.19) a ¢, de (3.31)-(3.33), temos

L

T om0 +10.00.08) it = [ (= 00000001

t=T

dx

t=0
1 [T L
+ 5/ / [0:(2,1)* + O, ¢(x,1)*] dadt. (3.42)
0o Jo
O sistema que determina a posi¢ao de cada ponto da corda é um sistema conservativo,
em outras palavras a energia potencial mais a energia cinética é constante durante todo

o periodo em que se realiza o experimento. Para visualizar isto analiticamente, basta

considerar o Teorema 2. Temos assim que:
L L L L
| oot 0Pzt oo P = [ jo@pPde+ [Pl (.03
0 0 0 0
Denotemos por E(t) a energia, isto é:

1t ) [t )
B(1) = / 00l 1) P + / 9,6(z, t)de.

1
De (3.42) e utilizando a desigualdade ab < §(a2 + %) obtemos:

/0 (2 — g)a@(@«, 0,b(x, 1) :zjdx > —gE(O). (3.44)
De (3.42)-(3.44) temos:
T 0P + 000,08 > 57~ 1)) (3.45)
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L

—/T 10,0(L, 1)|* + |0:0(0,t)|?dt < =(T + L)E(0). (3.46)

DN | —

4

Assim de (3.45) quando T" > L, a seminorma definida acima, constitui realmente uma
norma, o que implica que o operador A é uma bijecao entre F e E’. Finalmente de (3.45)

e (3.46) e sendo que as fungoes C5°(]0, L[) sao densas em H}(0, L) e L*(0, L) temos
L L L L
o [ NonPde+ [ osnPds < on o)l <o [ oo+ [ 1o
0 0 0 0

Por tanto,
E = Hy(0,L) x L*(0, L)
provando assim o resultado.

Observagao 4. Da relagao (3.45), temos para T > L, um novo resultado de unicidade,
pois se o trago das derivadas nos extremos do intervalo ]0, L[ sdo iguais entao as solugoes

deveram ser iguais, isto é,

Opd(L,t) = 0,6(0,6) =0 = ¢=0.

Conclusao. Sendo a aplicacio A sobrejetiva, para {—uy,uq} € H~1(0,L) x L*(0, L)
existe {¢g, ¢} € L*(0,L) x H}(0, L) tal que A{¢g, d1} = {—u1,up}, o que significa que
existe uma forma de agir nos extremos da corda, de tal forma que o sistema vao ao repouso

mesmo que a posi¢ao inicial assim como a velocidade inicial sejam muito irregulares.
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Capitulo 4

Controlabilidade de um Sistema

Linear Finito

Um dos resultados mais importantes em que se caracterizam os sistemas lineares em

dimensao finita que sao controlaveis, é devido a Kalman.

Consideramos o sistema

¥’ =Ax+ Bu, t>0 (4.1)

z(0) = zg (4.2)

em que o estado x = (x1,...,7y) é um vetor de RY dependente do tempo ¢ e o controle
u = (uy,...,ups) 6 um vetor de M componentes que também depende do tempo. A matriz
A é quadrada de dimensao N x N e de coeficientes constantes de modo que o sistema
subjacente é autonomo. A matriz B é também de coeficientes constantes e de dimensao

N x M.

Suponhamos que 1 < M < N. Na pratica, sao especialmente significativos os casos em
que M ¢é muito menor que N podendo chegar na extremidade em que M = 1 e, nao
obstante, N é muito grande. Neste caso nds terifamos um tinico controle para controlar

um nimero N muito grande de componentes do estado.

Dizemos que o sistema é controlavel em um tempo 7' > 0 se para cada dado inicial

zo € RY e estado final ou objetivo pré-estabelecido z; € RY existe ao menos um controle
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u € C([0, T]; RM) tal que a solucdo de (4.1)-(4.2) satisfaga

z(T) = z1. (4.3)

Segundo R. E. Kalman, “a condi¢do necesséria e suficiente para que o sistema (4.1)-(4.2)
seja controldvel em algum tempo 7" > 0 é que o posto da matriz (nimero de linhas nao
nulas do sistema)

[B,AB, ..., AN "' B] (4.4)
seja V.
Além disso, se o posto é N, o sistema é controlavel em todo tempo T > 0.

Quando o posto dessa matriz é k com 1 < k < N o sistema nao é controlavel e para cada
7o € RY o conjunto de solugoes de (4.1) em cada instante T' > 0 recorre a um subespaco

afim de RY de dimenséo k”.

Cabe fazer as seguintes observagoes:

e O posto da matriz (4.4) determina o grau de controlabilidade do sistema (4.1). Este

mede o nimero de componentes do sistema que sao afetados pelo controle.

e A matriz (4.4) é de dimensao (N x M) x N de modo que quando se dispoes de um
s6 controle (m = 1) a matriz é N x N. O sistema é mais facilmente controlavel

quando ha mais controles.

e O sistema é controlavel em um tempo T > 0 se, e somente se, for em todo intervalo
temporal. Isto indica que no sistema (4.1) a informacao se propaga a velocidade

infinita.

O sistema adjunto de (4.1) possui um papel central na Teoria do Controle. Este adota a
forma
o =—-Ayp, t>0 (4.5)

e(T) = o (4.6)

Nele o sentido do tempo é invertido, a matriz A foi substituida por sua transposta A?,

e a condic@o inicial do sistema (4.1) no instante inicial ¢ = 0 foi substituido por uma
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condicao no instante final ¢ = 7. O estado adjunto ¢ = (1, ..., p,) é também um vetor
de N componentes dependentes do tempo ¢. Obviamente, o posto da matriz (4.4) é N

se, e somente se, for também da matriz transposta

[B',B'A", ..., B" (AN ] (4.7)

Se pode comprovar que o posto da matriz (4.7) é N se, e somente se, para cada tempo

T > 0, existe uma constante C'(T") > 0 tal que

<o / " Bl (4.8)

o

para toda solucao de (4.5).

A Desigualdade (4.8) é conhecida como a desigualdade de observabilidade. E a pro-
priedade “dupla”da controlabilidade do sistema (4.1). Nela se estabelece que a totali-
dade do sistema pode ser “observado”através de B'e que proporciona M combinacoes
lineares do estado adjunto. Quando (4.8) se cumpre podemos garantir que a matriz B
captura adequadamente todas as componentes do estado adjunto ¢ e isto é equivalente a
controlabilidade do sistema original (4.1) desde que neste caso, o controle u, através da

matriz B, atue de maneira efetiva sobre todas as componentes do estado .

A propriedade de observabilidade (4.8) é excelente no contexto do controle de sistemas
pois é equivalente a controlabilidade do sistema (4.1). Mas sua relevancia vai além da
Teoria do Controle. Estas desigualdades possuem também um papel central na Teoria
dos Problemas Inversos onde se trata de reconstruir as propriedades dos meios com as
medidas parciais realizadas sobre o mesmo. A desigualdade de observabilidade vem dizer
quando as medidas realizadas sao suficientes ou nao para detectar todas as propriedades

do meio.

A demonstracao dos resultados que acabamos de mencionar é relativamente simples. Ela
repousa sobre a descricao da solucao de um sistema mediante a férmula de variagao das
constantes e o Teorema de Cayley-Hamilton que assegura que toda matriz anula seu

polinomio caracteristico.

2
Para provar que (4.8) se cumpre, basta ver que ( fOT |Btg0|2dt> define uma norma em

RY. Para isto ¢ suficiente comprovar que se verifica o seguinte resultado de unicidade ou
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continuagao tnica: Se B'y = 0, para todo 0 < ¢ < T, entao necessariamente ¢ = 0. E na
prova desde resultado onde a condigao do posto da matriz (4.7) é necessério. Mas uma vez
que sabemos que isto se cumpre, podemos provar numerosas variantes da desigualdade

de observabilidade (4.8). Em particular, teremos:
T
o] <y [ 1Bt (4.9)
0

Isto nos permite construir controles distintos aos deduzidos de (4.8). De fato, vemos
como a partir de (4.8) se pode construir os controles de (4.1), o qual nos dara outra ideia

das conexoes que existem entre os problemas de controlabilidade e de controle 6ptimo.

Supondo que se cumpra a condi¢cdo do posto da matriz (4.4) ou (4.7) sabemos que se
cumpre a desigualdade (4.8). Entao, dados os estados iniciais e finais g, z; € um tempo

de controle T', consideramos o funcional quadratico:

1

Tew) =5 [ 1Bt = (ar,0) + (a0, (0), (4.10)

sendo ¢ a solucao do sistema adjunto (4.5) associado ao dado ¢y.

Se trata de um funcional estritamente convexo e continuo em RY. Por causa de (4.8)
é também coercivo porque admite um tinico minimo em RY que denotamos por Q.
Escrevendo a equacao de Euler-Lagrange associada ao problema da minimizacao do fun-
cional (4.10) é facil comprovar que o controle u = B'¢, onde ¢ é a solu¢ao do sistema

adjunto (4.5), é um controle para (4.1) que faz com que (4.3) se cumpra.

Consideramos agora o seguinte funcional
2

duton) = ([ 1Bldt) (o + o O, (a.11

Novamente, se trata de um funcional estritamente convexo, continuo e coercivo. Admite
por tanto um tnico ponto de minimo ¢p, que conduz a uma nova solugao do sistema

adjunto que denotaremos por @. O controle correspondente é agora da forma

T
u :/ | B* oy dt sgn(B' ¢y, (4.12)
0

sendo sgn a funcao sinal. Se trata de um controle do tipo bang-bang que sé toma dois

valores
T
4 / (B G
0
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e que oscila de acordo com o sinal de By, de modo que s6 muda de sinal um ntimero

finito de vezes.

Visto que o controle obtido minimizando J é o de norma minima em L?(0,T'), este tiltimo
¢ de norma minima em L*(0,7"). Visto que o primeiro é regular o segundo apresenta
descontinuidades mas, as vezes, apresenta também a vantagem de ser mais simples na

medida que alterna entre dois valores constantes.

Ambos sao, em qualquer caso, 6timos com respeito a um critério de optimalidade. De-
vemos escolher um controle levando em conta um critério desse tipo com o objetivo de

criar metodologias de controle mais economicas.

Acabamos de ver que, quando a controlabilidade se cumpre, o calculo efetivo do controle
se realiza resolvendo um problema de minimizacao. Isto é também relevante de um ponto
de vista computacional pois nos indica o modo de construir esquemas numéricos eficientes

para o calculo dos controles.
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Capitulo 5

Controle Exato do Péendulo

Um dos problemas de robdtica mais bésicos que se tem é o de controle de um braco rigido

giratorio através de um motor localizado no extremo que o conecta ao resto da estrutura.

Supondo que toda a massa m esta localizada no extremo livre, que a barra tenha com-
primento 1 e ignorando o atrito, aplicando a segunda lei de Newton para os objetos que

giram, obtemos a equacao

mé(t) + mgsen[d(t)] = u(t) (5.1)

onde 0 = 0(t) é o angulo do brago em relagao a vertical medido em sentido anti-horério,
g ¢ a aceleracao da gravidade e u é o momento de torgao externo aplicado. O estado do

sistema é nesse caso (6,6) visto que u é o controle. Veja a figura 5.1

Para simplificar a andlise consideramos que m = g = 1. A posicao vertical estacionaria
(0 = m,0 = 0) é um ponto de equilibrio na auséncia de controle, isto é, com u = 0.
Mas, obviamente, é instavel. Analisemos o sistema em torno da dita configuracao com o

objetivo de compensar esta instabilidade mediante o controle .

Como sen[f] ~ (7 — ) em torno de # = 7, em uma primeira aproximagao, o sistema

linearizado correspondente na variavel ¢ = 6 — 7 pode ser escrita na forma

= =u (5.2)
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Figura 5.1: Péndulo Estavel

Verificando o que foi citado acima (sen[f] ~ (7w — 0)) através da série de Taylor.

= sen™ (7
sen() = Z A(@ — )"

|
e n:

Para n = 1 temos

sen(7)
0!
=0+cos(m)(@ —7)=—(0—7)=m— 0.

sen(f) = 0 —m)° +

Condicoes de controle de Kalman: Vamos verificar agora as condigoes de controle

de Kalman para o sistema (5.2). O sistema

p—-—p=u
pode ser escrito como
g %2 2
ot @ 0+ u
Entao,
0 0 1 N 0
el — u,
ot 10 1
0 1 @
com A = e B= . Fazendo x = teremos
10 1 v
' = Az + Bu.
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5

Figura 5.2: Péndulo a esquerda e Péndulo a direita

Dessa forma temos a matriz
01

10

(B, AB] =

com o numero de linhas nao nulas igual a n = 2. Portanto o sistema é controlavel.

O objetivo é entao conduzir ¢ e ¢ a zero para dados iniciais pequenos e fazé-lo mais
rapido possivel e sem que o angulo e a velocidade se tornem muito grandes ao longo da

tragetoria controlada.

Quando a massa se encontra a esquerda da vertical, veja figura 5.2, isto é, quando ¢ > 0,

tomamos u < 0.
Consequentemente, quando ¢ < 0 tomamos u > 0.

Uma possibilidade é entao eleger uma solugao proporcional:
u=—ap (5.3)
com « > 0. Obtemos assim,
S+ (a—1)p=0 (5.4)
cujo polindmio caracterfstico é 22 + o — 1 = 0.
As raizes desse polinomio sao: z = £+v/1 — a.

Para o < 1, temos:

P(t) = creV! ™ 4 cpem VI
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Para a > 1, temos: z = +iv/a — 1, entao

@(t) = c1 cos Vo — 1t + cosenvar — 1t

Analisando essas raizes vemos que as solucoes desta equacao diferencial sao oscilantes

quando a > 1 e que, quando a < 1, todas as solugoes divergem para oo, exceto aquelas

em que $(0) = —v/1 — ap(0). De fato, pois

e(0)=c1+c2 e ¢0)=—V1—-alca—c1).

Para ¢(0) = —v/1 — ap(0), temos que ¢; = 0 e assim, ¢ toma a forma

o(t) = cpe™ VI,

E portanto convergem.
Quando a = 1 cada ponto em que ¢ = 0 é um estado de equilibrio do sistema.

Portanto, em nenhum dos casos podemos garantir que o sistema alcance a configuracao
buscada. Embora nés tenhamos comprovado este fato no sistema linearizado, o mesmo
ocorre no modelo nao linear. A explicacao ¢ a seguinte. Consideramos em primeiro lugar
o caso o < 1. Quando ¢(0) é positiva e pequena, para ¢(0) = 0, da equacao (5.4) se deduz
que $(0) > 0. Portanto ¢ e, consequentemente, ¢ sdo crescentes e, por consequéncia, o
péndulo se afasta da posicao vertical. Quando a > 1 o controle atua na direcao correta

mas introduz excessiva inércia.

A solucao mais natural é manter o > 1 mas introduzindo um novo termo que contenha
a oscilagao penalizando a velocidade. Obtemos assim uma nova solugao proporcional-

derivada:
u=—ap— B¢ (5.5)
com a > 1e 3> 0. Deste modo deduzimos o novo sistema
P+ 0o+ (a—1)p=0, (5.6)
cujo polindmio caracteristico é 22 + 8z + o — 1 = 0, com raizes

:_ﬁi\/ﬁ2_4(&_1) (57)
5 . .

20
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Como a > 1, temos que
a—1>0=4(a—-1)>0= —4(a—-1)<0

P a1 < o R T < g VIO 0

2

e portanto,

E como [ > 0, entao —g < 0. E ainda —/3% — 4(a — 1) < 0. Portanto,

— < 0.
2

16 B2 —4(a—1)
2

Como a parte real de ambas raizes é negativa, todas as solugoes tendem a zero.

Com 3?2 > 4(a — 1):

B, VB2-4(a-1) B VB2-4(a-1)
2 + 2 t 2 2 t

p(t) = cre +coe (5.8)
Com 3? < 4(a — 1):
<_§+i7\/4(0‘g1)_ﬁ2>t <_§_iv4(a;1)—ﬁ2>t
p(t) = cie + e
Y PR AV CEa D e L P VA TCESVEYED
p(t) =ce 2" -e 2 + e 2" e P
I 4l — 1) — 32 MHo—1) —52 \|
o(t) = cle_gt - | cos ( (o 5 ) =P t> + isen ( (o 5 )= 0 t)
[ 4l — 1) — 32 Mo—1)—232 \ |
+ 6287%- cos ( (o )=/ t> —isen( (o )=/ t)
2 2
Se nés impusermos a condicao
3> 4(a - 1), (5.9)

fazem-na de forma monétona, sem oscilar, pela equacao (5.8)

Apesar da simplicidade desde modelo ja vemos nele alguns aspéctos recorrentes da Teoria

do Controle:

e A linearizagao do sistema pode ser uma boa maneira para determinar seu controle,

embora os resultados obtidos deste modo terao apenas uma validade local.

51



e E possivel obter controles na forma de realimentacao mas o efeito que estes intro-
duzem no sistema nem sempre obedecem a mais simples intuicao, é preciso fazer

um estudo cuidadoso da estabilidade do sistema obtido.

e Aumentando a dissipagao podemos conseguir que desaparecam as oscilacoes, tal
como se indicou em (5.9). Neste caso ¢ introduzido trajetérias em que a velocidade
de convergéncia é mais lenta. De fato, analisando (5.7) se observa que a escolha de
08 que faz com que essa abscissa espectral o, isto é, maximo das partes reais das

raizes do polinémio caracteristico (5.6), seja minima é quando
B =4(a-1),

em cujo caso seu valor é:

ES

z=0 =—/a—1.
Demonstragao: Se 3? = 4(a — 1), entao z = _76 E ainda # = 2y/a — 1, portanto

z=—a—1

Ao aumentar 3 é facil comprovar que a raiz de (5.7) correspondente ao sinal positivo é

R

Este é o fenomeno da sobredissipacao.

maior:

A implementagao dos controles (5.5) que acabamos de mostrar nao é tao simples, pois
o calculo de u exige o “conhecimento”da posi¢ao ¢ e da velocidade ¢ em cada instante.
Uma alternativa para conhecé-los é avaliar ¢ e ¢» em um conjunto discreto de instantes

de tempo
0,0,20,...,ko,...
e reajustar o controle em cada um destes instantes. O controle obtido deste modo se

mantem constante durante o intervalo [kd, ko + ¢].

Resolvendo o sistema (5.2) vemos que o resultado ao aplicar um controle constante vy no

sistema durante o intervalo [kd, kd + 0] é o seguinte:

ko + 0 ko
ewosa)| _ fewn]

o(kd +0) o (k)
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onde
coshé senhd B coshd — 1

senhd coshd 7 senh §

Desta forma temos:

Thy1l = Az, + Buy,.

Seja ' um vetor tal que

Vg = F:Bk.
Entao, xxy1 = Axy + BFxy, e deste modo obtemos o sistema discreto

Lh4+1 = (A + BF)l'k

E fundamental observar que se o vetor F' é tal que a matriz A + BF é nilpotente, isto é,
[A+ BF* =0,

entao em duas etapas nos teremos alcangado o equilibrio em que o sistema permanecera

indefinidamente. Um simples calculo mostra que esta propriedade se cumpre quando

F = (fi1, f2) com
1—2005115_ 14+ 2coshd

2(cosho — 1)’ Jo=- ' (5.10)

h= 2senh

Observa-se que a vantagem da utilizacao deste tipo de controle é que se obtém a esta-
bilizacao completa do sistema em tempo finito e nao assintoticamente. Se trata de um
controle digital cuja robustez e a facilidade com que pode ser implementado e mantido

fazem-no extramamente util.

Os controles digitais que acabamos de introduzir sao de algum modo semelhantes aos

controles bang-bang.

Controles Bang-Bang:

Uma vez fixado a > 1, por exemplo o = 2, podemos supor que

u=—2p+v (5.11)
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de modo que o sistema (5.2) pode ser escrito na forma
o+e=nu. (5.12)

Se trata da lei de Newton para a vibragao de uma mola.

Neste caso buscamos controles abaixo de um nivel de custo admissivel pré-fixado. Por
exemplo,

o] < 1

O controle com estas caracteristicas que estabiliza o sistema em tempo minimo, o controle

optimo, é necessariamente da forma

v(t) = sgnn(t)],
onde n é uma solucao de
1+mn=0.

No caso,

n(t) = ¢y cos(t) + cosen(t).

Tomando ¢; = ¢o = 1, temos

n(t) = cos(t) + sen(t),

1 se n(t)>0
-1 se n(t)<0

v(t) = sgnn(t)] =

Portanto, o controle sé toma os valores +1 e basta determinar os instantes em que alterna
entre um e outro sinal. Para determina-lo construimos trajetorias que se obtém com os

controles extremos +1, isto é, resolvemos as equagoes diferenciais,
pre=1 e o+p=-1L

Fazendo ¢ = x e © = y, podemos escrever as equagoes anteriore como sistemas,

T=1y =1y
y=-—-c+1 y=—x—1
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As solugbes sao circunferéncias concéntricas com centros em (1,0) e (—1,0), respectiva-

mente.

O lugar geométrico dos pontos em que o sinal do controle alterna é a uniao da semicir-
cunferéncia

(-1 +y’ =1, y<0

junto com todos seus translados de raio 1 ao longo do semi-eixo positivo dos x, com a
semicircunferéncia

(z+1)°+y*=1, y>0
e todos seus translados de raio 1 ao longo do semi-eixo negativo dos .

A trajetéria éptima consiste entao em percorrer semicircunferéncias alternando entre os
valores +1 do controle ao atravessar esse conjunto. Deste modo alcangamos o ponto de
equilibrio (0,0) em tempo finito. Obtemos assim um mecanismo de controle na forma de

realimentacao que pode ser escrito da forma

¢+ = F(p,9)

onde F' é a fungao que vale —1 por cima da curva de alternancia de sinal do controle e 1

por baixo. Com respeito ao sistema original (5.2) terfamos entao

G —p=-20+F(p,¢).

O interessante desses controles é seu carater bang-bang que, mesmo sendo grosseiro, os
fazem facilmente implementaveis e sao os que realizam o controle do sistema em tempo

minimo.

Embora o problema mecanico considerado neste capitulo e o modelo matematico corre-
spondente sejam muito simples, as ideias aqui entroduzidas sao recorrentes da Teoria do

Controle.
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Consideracoes Finais

No Controle do Péndulo vimos que o controle u deve conter as oscilagoes e a velocidade
através de uma forga elastica —ap e uma forca amortecedora —(3¢ tomando a forma
u=—ap—Fp, com a >1eF > 0. As solugoes do sistema obtido com esse controle

devem convergir de forma monoétona, sem oscilar. Portanto as solugoes sao da forma
_ 21t 2ot
o(t) = c1€”" + o€

onde,

2 — 7 _ —
Z1:—§+ I} ;l(oz 1) . 22:—2— I6; ;l(a 1)7

com (3% > 4(a —1).

Para a implementagao desses controles devemos ter o “conhecimento”da posigao ¢ e da
velocidade ¢ em cada instante. Uma alternativa para conhecé-los é avaliar ¢ e ¢ em um
conjunto discreto de instantes de tempo (0,4,24,...,kd,...) e reajustar o controle em
cada um destes instantes. O controle obtido deste modo se mantem constante durante o

intervalo [kd, ko + ¢].

Observa-se que a vantagem da utilizagao deste tipo de controle, o controle Digital, é que

se obtém a estabilizacao completa do sistema em tempo finito e nao assintéticamente.

Ja nos controles Bang-Bang, tomamos o = 2 e u = —2¢ + v, tendo assim um novo

sistema:
preo=uv
onde, v s6 toma os valores +1.

E necessario, entao, determinar os instante em que se alterna entre um sinal e outro.
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Para isso construimos trajetérias que consistem em percorrer semicircunferéncias,

(x—1)+y*=1, y<0

(+12+9y%=1, y>0,

alternando entre os valores +1 do controle ao atravessar esse conjunto. Deste modo
alcangamos o ponto de equilibrio (0,0) em tempo finito. Obtemos assim um controle na

forma de realimentacao.

Vimos também as condicoes de controle de Kalman que diz que: “a condigao necessaria
e suficiente para que um sistema linear em dimensao finita seja controlavel em algum

tempo 7" > 0 é que o posto da matriz (nimero de linhas nao nulas do sistema)
[B,AB, ..., AN B]

seja N. Além disso, se o posto da matriz é N, o sistema é controlavel em todo tempo

T>0.

No controle exato da equacao da corda vibrante vimos que o sistema é exatamente con-

trolavel se u, solucao do problema, satisfaz a condicao

w(z,T) = Ow(z, T)=0 em ]0,L],
para quaisquer que sejam a posicao e a velocidade inicial da corda. E que u deve pertencer
a C(]0,T[; L*(0, L)).

Vimos também a existéncia de solugoes fracas para a equacao da onda quando os dados
iniciais sao tais que ug e u; pertemcem a L?(0,L) e H~'(0, L), respectivamente. E as

fungoes f, g pertencem a L?(0,T). Dessa forma, u é solucao fraca do problema se
T L L
/ / u(z, t)F(z,t)dzdt = —/ up(2) 0 (x, 0)dx + (uqi (), ¥ (z,0))
o Jo 0
T
+ [ 00.0(0.0) ~ glt)a0 (L) de.
0

Para resolver o problema devemos mostrar que para quaisquer par de dados iniciais

escolhidos, digamos (ug, u ), existem condigoes de contorno (f, g) tal que

(f,9) = (u(z,0), Guu(z,0)) = (uo(), ui(x)).
o7



Para isso devemos ter uma bijecdo entre os espagos onde tomamos os controles (f,g)
e os dados iniciais (u(x,0),du(z,0)). E devemos escolher (f,g) como sendo iguais as
forcas de tensoes existentes nos extremos de uma corda que se encontra numa posicao ¢
e que inicia seu movimento a uma velocidade inicial ¢;. Uma delas tomada em sentido

contrario para ir eliminando o movimento.

Temos também que para T > L o funcional || - ||, é uma norma em F e este espago é
E = H}(0,L) x L*(0, L). E temos para T > L, um novo resultado de unicidade, pois se o
trago das derivadas nos extremos do intervalo |0, L[ sao iguais entdo as solugoes deveram

ser iguais.

E sendo a aplicagao A sobrejetiva, para {—uy,ug} € H1(0, L) x L*(0, L) existe {¢o, ¢1} €
L*(0, L) x H}(0, L) tal que A{go, d1} = {—u1,uo}, o que significa que existe uma forma
de agir nos extremos da corda, de tal forma que o sistema vao ao repouso mesmo que a

posicao inicial assim como a velocidade inicial sejam muito irregulares.

o8
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