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1 Introducao

Durante a graduacgao, em algumas disciplinas de matematica e de educagao, éramos
incentivados a utilizar ferramentas que auxiliassem no ensino de matematica. O computa-
dor é uma grande ferramenta para o ensino de matematica, pois realiza caculos complexos
rapidamente e possui recursos graficos poderosos. Mas porque apesar de o uso de compu-
tador ser tema de campanhas ptublicas a todo momento e de laboratoérios serem instalados
em escolas publicas do ensino fundamental e médio ainda hé resisténcia do uso de pro-

gramas computacionais na pratica docente dos professores?

Participando no projeto Bahia, programa especial de formacao pedagdgica de docen-
tes na area da matematica, como bolsista, em conjunto com os professores da disciplina
matematica e informatica, percebemos que além dos professores-alunos ainda nao domi-
narem esta tecnologia, tinham dificuldades em aplicar os softwares matematicos utilizados
na disciplina, nas escolas em que trabalhavam, pois nem as escolas e nem eles podiam

comprar os softwares para utiliza-los nos laboratorios das suas escolas em suas aulas.

Pensando nestas dificuldades comecamos a procurar softwares livres que fossem acessi-
veis tantos as escolas como aos professores e alunos, mas ao longo da pesquisa percebemos
que softwares livres ainda nao eram o suficiente pois quando falavamos em softwares livres
pensavamos em softwares gratuitos. De acordo com a definigao do Prof. Roberto Hexsel
do Departamento de Informatica da Universidade Federal do Parana, parte disponivel na
pagina http://www.softwarelivre.gov.br/Swlivre/ (site do governo federal) e por completo

no site http://www.inf.ufpr.br/ roberto/public.html. Software livre:

”¢é o software disponivel com a permissao para qualquer um uséa-lo, copid-
lo, e distribui-lo, seja na sua forma original ou com modificacoes, seja
gratuitamente ou com custo. Em especial, a possibilidade de modi-
ficagOes implica que o cédigo fonte esteja disponivel. Se o programa é
livre, potencialmente ele pode ser incluido em um sistema operacional
também livre. E importante nao confundir software livre com software
gratis porque a liberdade esta associada ao software livre de copiar, mo-
dificar e redistruibuir, independente da gratuidade. Existem programas
que podem ser obtidos gratuitamente mas nao podem ser modificados,



nem redistribuidos”

E além do software gratuito precisariamos de algo que incentivassem os professores ao
uso dos programas que disponibilizariamos e, ao mesmo tempo aproximassem os profes-
sores da ferramenta informatica. Por este motivo este trabalho tem como objetivo criar e
apresentar cendrios, utilizando programas computacionais, em contetidos especificos das
disciplinas de matematica para o ensino médio e porque nao, superior, proporcionando
ao professor uma ferramenta de grande utilidade para que ele se utilize de programas

computacionais para o ensino de matematica.

Para a elaboracao do cenario, pesquisamos em livros de matematica, indicados nas
escolas de ensino médio, na apostila Geometria com o Cabri Cenarios para o Ensino
Médio, e em livros de matematica e informatica buscando uma base tedrica para o de-
senvolvimento deste trabalho. Outra parte do estudo foi feita na internet, pois foi 14 que
basicamente encontramos os softwares que seriam utilizados. Pesquisa esta, feita em sites

especializados em matematica e educagao.

Os softwares escolhidos foram o WinMat, que trabalha com matrizes e sistemas line-
ares, e o WinPlot que trabalha com fungoes. Ambos sao softwares pequenos, encontrados
no site http://math.exeter.edu/rparris/ juntamente com outros softwares, com menus
amigaveis faceis de se trabalhar, disponiveis em diversas versoes para diversos idiomas e
disponivel para qualquer um que tiver interesse em utilizé-los. Exitem outros sites falando

sobre estes programas.

Com o software gratuito escolhido passamos para a préxima etapa - criagao de cenarios,
para os assuntos de matrizes, sistemas lineares e funcoes, moldados de acordo com as pro-
posi¢oes de Clarou, Laborde e Caponi (2001). Os exercicios apresentados nos cenarios
foram baseados nos livros didaticos de matematica pesquisados e com adaptagoes para os

softwares escolhidos.

O trabalho estd dividido em trés temas principais. No primeiro apresentamos a de-
finicao e a estrutura de um cenério. No segundo mostramos o estudo que fizemos para
a elaboragao do cendrio para matrizes, determinantes e sistemas lineares. Neste estudo
apresentamos os tépicos dos conteuidos que sao apresentados no ensino médio, os softwa-
res pesquisados para este assunto a escolha dos exercicios para o cenario e finalmente os
cenarios referentes a este assunto. No terceiro tema fizemos o mesmo trabalho descrito
anteriormente para o assunto de funcoes. Ainda deixamos como apéndice comandos que

os softwares realizam mas que nao se aplicam em conteidos para o ensino médio.



2 (Cenarios

O uso de tecnologias no ensino de matematica traz significativas contribuicoes para o

processo de ensino aprendizagem, na medida em que:

e Relativiza a importancia do célculo mecanico e da simples manipulacao simbdlica,
uma vez que por meio de instrumentos eles podem ser realizados de modo mais

rapido e eficiente;

e Destaca para os alunos a importancia do papel da linguagem grafica e de novas

formas de representacao;

e Faz com que desenvolva, nos alunos, um crescente interesse pela realizagao de pro-

jetos e atividades de investigacao e exploracao com parte de sua aprendizagem:;

e Permite que os alunos construam uma visao mais completa da verdadeira natureza

da atividade matematica e desenvolvam atitudes positivas frente ao seu estudo.
(Parametros Curriculares Nacionais, 1997, apud Lentz, 2002).

A chegada da tecnologia, sugere ao professor, um novo estilo de comportamento em
sala de aula. Tem liberdade para integrar essa tecnologia em suas aulas, mas também

responsabilidades e novas competéncias.

A preparagao de aulas com o apoio computacional exigira do professor mais reflexao
e mais tempo na preparacao do que na preparacao das aulas tradicionais. O professor
pode usar uma aula com o apoio computacional para motivar e/ou introduzir um novo

contetido, revisar ou fixar um conteido ja estudado em aulas anteriores.

Algumas questoes devem ser resolvidas anterior mesmo a aula: Quais os documentos
serao escritos para os alunos? Que equilibrio buscar entre as atividades com o computador
e as atividades no ambiente lapis - papel? Quais exercicios de aplicacao propor? Quais

sinteses prever?



Para auxiliar o trabalho do professor no desenvolvimento de aulas com apoio compu-
tacional sao apresentados documentos com toda a descricao do desenvolvimento para um

dado ensinamento, chamado de cenario.

2.1 Definicao

Um cendrio é a descricao do desenvolvimento previsto de um para um
dado ensinamento, contendo nao somente a apresentacao da seqiiéncia e
de seus objetivos e os documentos utilizados pelos alunos, mas também
documentos complementares devendo facilitar a aplicagao pratica na sala
de aula por um professor que nao participou de sua elaboragao.

Esta tltima componente nos parece central para que os professores pos-
sam verdadeiramente se apropriar do cenario, em particular, modifica-los
para se adaptarem as suas necessidades. Nesses documentos complemen-
tares figuram ajudas de trés tipos:

- sobre os objetivos do cenario em termos de contetdo,

- sobre o software a ser utilizado,

- sobre os conhecimentos dos estudantes e suas possiveis condutas
em relagdo ao manejo do software e ao contetido, sobre a gestao da
classe pelo professor e os possiveis desdobramentos.

(Clarou, 2002)(tradugao livre.)

2.2 Estrutura de um cenario:

e Tema - Indica o(s) asssunto(s) a serem trabalhados no aula.

e Pré-requisitos - Indica quais os conteidos que os alunos devem conhecer para

resolver as atividades.

e Piblico Alvo - Indica o nivel dos alunos ou seja, em qual série ou curso o professor

poderd aplicar o cendrio.

e Justificativa - Neste item é dada uma justificativa do tema e da escolha do contetido
e esta justificativa é dupla. Primeiro em relacao a aprendizagem e segundo sobre a
utilizagao da ferramenta informaética, apresentando os principais comandos do soft-
ware escolhido. Em particular os cenarios pretendem considerar aqueles contetdos
especificos que seriam mais facilmente e/ou mais profundamente trabalhados com a

ferramenta informaética.



10

e Tempo estimado - Permite ao professor que vai utilizar o cendario e que nao o

criou, o controle de um bom desenrolar das atividades.

e Objetivos - Neste item o professor deve esclarecer quais objetivos ele quer que os
. . e
alunos alcancem, ou seja, o professor deve a cada objetivo completar a frase: ”apds

esta aula os alunos serao capaz de ...”

e Atividades - Série de exercicios sobre o(s) tema(s) propostos no cendrio. Essas

atividades sao dirigidas aos alunos.

Nos capitulos 3 e 4 apresentaremos exemplos de cendrios para os assuntos matrizes, siste-
mas lineares e fungoes, ultilizando softwares gratuitos adequados para o desenvolvimento

dos mesmos.
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3 FEstudo de matrizes e sistemas
de equacoes lineares

Neste capitulo apresentaremos a relacao dos livros pesquisados, dos topicos dos conteidos

matrizes e sistemas de equagoes lineares, dos softwares gratuitos pesquisados adequados

para trabalhar com esses topicos e os cenarios utilizando o software escolhido.

Os resultados apresentados nos itens 3.1, 3.2 e 3.3 serviram de base para a elaboracao

dos cenarios apresentados no item 3.4

3.1 Relacao dos topicos sobre matrizes e sistemas de
equacoes lineares nos livros didaticos pesquisados

O contetido de matrizes e sistemas lineares é ensinado, no ensino médio, na segunda
série e seguindo praticamente a mesma ordem apresentada nos livros didaticos, comecando

por matrizes, passando para determinantes e terminando com sistemas lineares.

Foram escolhidos seis livros para a pesquisa do assunto matrizes e sistemas de equagoes

lineares. Os livros relacionaidos abaixo sdo indicados nas escolas de ensino médio.

3.1.1 Livros didaticos pesquisados

Os livros didaticos de matematica pesquisados neste trabalho foram:

Matematica: 2° grau, volume unico. Autores: José Ruy Giovanni, José Roberto Bon-

jorno, José Ruy Giovanni Junior;

Matematica para o ensino médio: volume tnico. Autor: Manoel Jairo Bezerra;

Matematica volume: tnico. Autores: Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn,

Roberto Périgo;

Matematica aula por aula: volume tnico : ensino médio. Autores: Benigno Barreto Fi-

lho, Claudio Xavier Barreto;
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Matematica 2: 2° Grau, segundo livro de uma série de trés volumes. Autores: José Ruy

Giovanni, José Roberto Bonjorno;
Matematica contexto e aplicagoes, segundo livro de uma série de trés volumes. Autor:

Luiz Roberto Dante.

3.1.2 Relacao dos Tépicos

Nos livros didaticos pesquisados, os topicos sobre matrizes e sistemas de equagoes
lineares sao apresentados praticamente com a mesma abordagem distribuidos da seguinte

forma:

1. Matrizes

e Definicao

e Representacao algébrica

e Matriz quadrada

e Diagonal principal e diagonal secundaria
e Matriz unidade ou matriz identidade

e Matriz transposta

e [gualdade de matrizes

e Operacao com matrizes

2. Determinantes

Introdugao (dando uma idéia do que seria um determinante)

e Determinante de uma matriz de 1* ordem

Determinante de uma matriz de 2% ordem

Determinante de uma matriz de 3* ordem

Cofator

Teorema de Laplace

Determinante de uma matriz de ordem n>3

3. Sistemas Lineares

e Equacao Linear
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Sistema Linear

e Expressao matricial de um sistema de equagoes lineares

Regra de Cramer

Classificacao de um sistema linear

Discussao de um sistema linear

Observamos pouca diferenca entre um livro e outro, por exemplo, no livro do Dante
¢ apresentado o calculo do determinante de uma matriz utilizando a regra de Chi6 além
dos métodos, regra de Sarrus e Teorema de Laplace, que foram apresentadas nos outros
livros. Mas em todos, foram mostrados pelo menos estes dois tltimos métodos citados, de
calcular o determinante de uma matriz. O contetido de matrizes apresentado em qualquer
um destes livros da condigoes para qualquer aluno poder trabalhar com algum software

que trata deste assunto.

3.2 Softwares Pesquisados

Antes de comecarmos a elaborar um cenario temos que decidir qual software utilizar.
Até a escolha do winMat, pesquisamos e trabalhamos com véarios softwares. Sendo que
apenas este software atendeu aos nossos pré-requisitos, que era o de encontrar softwares
gratuitos, que trabalhasse, no mesmo ambiente, todo o conteido de matrizes, determi-
nantes e sistemas lineares. Procuraremos agora listar os programas encontrados, de qual

site foi baixado e explicar porque eles nao foram escolhidos.

e Projeto Gauss - Nao foi escolhido porque apenas calcula sistemas lineares pelo

método de escalonamento;
e Det.exe - Além de trabalhar no ambiente DOS ele s6 calcula determinantes;

e DETERMINANTE.exe - S trabalha com determinantes e de no maximo ordem
4x4:

?

e MatTrab.exe - Trabalha apenas com determinantes;

e Winmat.exe - Talvez este seja uma versao mais antiga do winMat. Calcula deter-
minante, sistemas lineares e nao tinhamos problema com a ordem de suas matrizes.

Trabalhamos com esta versao até perceber que para o calculo de determinantes de
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ordem maior que 3x3 ja nao era confidvel pois na maioria dos casos estava dando

um resultado que era o oposto do correto;

Winmatfr.exe - é uma versao em francés do programa anteriormente citado. E

que nao foi escolhida porque esta em frances.

Os softwares relacionados acima estao disponiveis no site www.somatematica.com.br

Mupad Light - encontrado no site www.ime.usp.br/~leo/free.html o programa
Mupad Light versao 1.4 se assemelha ao maple, calcula derivadas, integrais,
matrizes e etc.... Nao foi escolhido, porque seu ambiente é um pouco complicado
para se trabalhar no ensino médio pois todos os seus comandos tém que ser digitados.
Além disso toda a sua documentacao estd em inglés ficando dificil para o usuario,

caso precise de consultar o help do programa.

Scilab - Encontrado no site http://scilabsoft.inria.fr/ é um software cientifico de
calculo numérico. Foi criado em 1990 por investigadores de INRIA e de ENPC
e agora esta sendo desenvolvido por Scilab Consortium desde sua criagao em maio
2003. Distribuido livremente com fonte aberta através da Internet desde 1994, Scilab
¢ usado atualmente em ambientes educacionais e industriais em todo do mundo.
Nele encontramos centenas de fungoes matematicas incluindo , polinomios, funcoes
racionais, sistemas lineares. O Scilab foi projetado ser um sistema aberto onde o
usuario pudesse definir tipos e operacoes novas de dados. Nao elaboramos nenhum
cendrio a respeito deste software pois quando ficamos sabendo dele estavamos com

todo o trabalho ja concluido.

WinMat (software utilizado neste trabalho) - E encontrado em uma versio em
inglés. Produzido por Rick Parris, do departamento de matematica da Academia
Phillips Exeter, este software é indicado para o ensino médio e superior. E esta
disponivel no site http://math.exeter.edu/rparris/winmat.html. Foi desenvolvido
para ser utilizado como ferramenta no calculo de matrizes, determinante, sistemas

lineares e outros contetidos de algebra linear.

Escolhemos o software winmat porque é um software gratuito, de facil acesso, pe-
queno, apenas 566 Kb e principalmente porque nao tem problemas com o tamanho
do sistema, ou o determinante ou ainda a matriz que queremos trabalhar. Pois
como vimos nos itens acima a maioria dos programas estavam limitados ao calculo
de sistemas, determinantes e logicamente matrizes que eram no maximo de ordem

3 %3
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Comecamos com uma versao anterior a que foi lancada no dia trés de abril de 2004.
Visto que a nova versao tinha ficado melhor que a antiga, refizemos todo o capitulo
sobre o software winmat. No dia dez de julho de 2004 surge outra versao com
a mesma interface da anterior corrigindo alguns ”bugs”apresentados, nao havendo

necessidade de modificacoes no trabalho.

Para utilizar o programa o usuério deve ter um conhecimento prévio dos contetdos
de matrizes, determinantes, sistemas lineares e se familiarizar com os comandos do
software, pois na maioria das vezes, é o usuario quem digita quais as operagoes que

ele deseja que o programa execute. Por exemplo, para calcular a matriz transposta
de A, digita-se A’

Em cada cendrio apresentaremos os comandos deste software necessarios para o
desenvolvimento das atividades propostas. Na janela com as respostas de traco
e determinante de uma matriz (figura 11) aparece também informagoes sobre o
posto (rank) de uma matriz, os coeficientes do polinémio caracteristico, e as raizes
do polinémio caracteristico. Estes topicos nao serao comentados, pois no ensino
médio estes cdlculos nao sao ensinados, apresentaremos no apendice A, exemplos

envolvendo esses assuntos.

3.3 Escolha dos exercicios

Ao selecionarmos as atividades para os cenarios de matrizes e sistemas lineares, ana-
lisamos os exercicios apresentados nos livros pesquisados e mencionados no capitulo 3.
Na selecao das atividades nos preocupamos em escolher exercicios que podiam ser resol-
vidos com o auxilio do software WinMat e exercicios onde o aluno ao fazé-lo no programa
ira verificar que ele nao é possivel de ser resolvido ou calculado. Pois o software avisa
através de mensagens de erro ou de adverténcia. Fazendo entao que o aluno perceba que

propriedade nao estd sendo respeitada naquele exercicio.

Na analise dos exercicios propostos no livros didaticos escolhidos verificamos que na
apresentacao do conteido eles, exceto o Dante, traziam como exemplos exercicios resol-
vidos. No livro do Dante ele separa os exercicios em resolvidos e propostos e o demais
em exemplos, que nada mais sao do que exercicios resolvidos, e exercicios, para aqueles
que sao propostos aos alunos. Todos eles trazem exercicios parecidos, o que nos levou

logicamente a colocar alguns destes exercicios nos cenarios.

Na pesquisa, notamos que alguns exercicios dos livros didéaticos pesquisados nao po-
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deriam ser resolvidos. Pois como podemos observar nos seguintes exemplos:

Exemplo 1 Determine x para que o determinante da matriz A seja 3:

0
A= 2 1
010

nao podemos resolver este tipo de exercicio porque o programa aceita apenas nimeros
nas componentes da matriz, nao podendo colocar incognitas dentro das matrizes ou de

sistemas lineares.

Exemplo 2 FEscreva a matriz A = (a;j)3x3 assim definida:

1, se 1=y

0, se i1 #]

CLZ'j =

0 programa nao permite a construcao de matrizes atravéz de uma sentenca.

No caso de sistemas lineares os exercicios que envolvam interpretagoes geométricas
também nao podem ser resolvidos pois o software nao trabalha com graficos. Como no

caso do exemplo abaixo:

Exemplo 3 Resolva o sistema linear 2 X 2; classifique quanto ao niumero de solugoes e
faca sua representacao grdfica.

3z +4y =10

20 +y=2
Neste caso nao poderiamos fazer o 1ltimo item pedido no exercicio.

Outro exercicio, até um pouco parecido com o do primeiro exemplo pois evolve o
mesmo problema é o de determinar o valor de uma incégnta para que o sistema seja
possivel ou possivel e indeterminado ou impossivel. Como por exemplo:

2c+ 1y =0
Exemplo 4 Para que valores de a e b o sistema € possivel e indeter-

ax + 2y =10
minado

Nao podemos resolver este exercicio pelo fato de o programa nao aceitar letras nas

componentes de suas matrizes.
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3.4 Cenarios sobre matrizes e determinantes

Introducao

Apesar de que os assuntos de matrizes e determinantes possam ser ensinados sem o uso de
computador, acreditamos que os exercicios computacionais com matrizes possam melhorar

o aprendizado do aluno.

Devemos indicar exercicios que envolvam muito mais que simples calculos mecanicos,
fazendo com que os alunos efetuem calculos com matrizes e respondam perguntas sobre
os resultados obtidos. Estas perguntas servirao para esclarecer o significado matematico
dos calculos. Devemos, também, enfatizar que o uso de um software pode reduzir signifi-
cativamente o tempo destinado a obtencao de inversas de matrizes, resolucao de sistemas,
e etc, principalmente quando trabalhamos com matrizes de grande porte, ou com matriz

cujos elementos sao apresentados na forma decimal.

E recomendavel que a primeira aula em laboratorio tenha como um dos objetivos a

demonstracao dos comandos béasicos para se trabalhar com matrizes.

Por este motivo dividimos o cenario em duas segoes:
e Secao 1 - Operacoes basicas, como adigao, subtragao, multiplicacao de uma ma-

triz por um escalar, multiplicacao de matrizes, transposta de uma matriz, traco e

determinante de uma matriz.

e Secao 2 - Matriz inversa e suas propriedades.

Secao 1 - Operacoes com Matrizes
Tema: Matrizes e determinantes

Pré-requisitos: Matrizes (Operagoes com matrizes, trago e determinante)

Piblico alvo: Alunos da segunda série do ensino médio ou alunos da primeira fase

dos cursos de ciéncias exatas.

Objetivos:

- Aplicar os comandos do WinMat no estudo de matrizes
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Identificar quando é possivel adicionar matrizes

Reconhecer que a adi¢ao de matrizes é comutativa e associativa.

Identificar quem ¢é o elemento simétrico e o neutro da adicao de matrizes.

Reconhecer algumas propriedades de transposta de matrizes.

Reconhecer quando é possivel a multiplicacao

Indentificar que a multiplicacao é associativa e distributiva.

Identificar que a matriz identidade é elemento neutro da multiplicacao.

Tempo estimado: 45 minutos

Software: WinMat

O software WinMat, é encontrado em uma versao em inglés e esta disponivel no
site http://math.exeter.edu/rparris/winmat.html. Produzido por Rick Parris, do depar-
tamento de matematica da Academia Phillips Exeter, este software é indicado para o
ensino médio e superior. Foi desenvolvido para ser utilizado como ferramenta no célculo

de matrizes, determinante, sistemas lineares e outros contetidos de algebra linear.

Conhecendo os comandos

Ao abrir o programa a primeira tela que aparecera serd esta indicada pela figura 1:

Matix Calc View Help

Figura 1
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Menu Matrix

inmat [real]
Matrix  Calz Wiew Help
Hew .. Chl+M
Open..  Cuk0
Faste Eliflrf
Mode 3

Fiotate 20 ...
Rotate 30 ...
Reflect | Project ...

Copy column ..
wihite ba'c;kground
Help ...

Exit

Figura 2

Dentro deste menu, mostrado na figura 2, temos os comandos:

e New - que serve para escolher o tipo de matriz que o programa gere;

e Open - que serve para abrir uma matriz ja feita e salva anteriormente neste pro-

grama;

e Mode - este comando serve para o usuario indicar quais vao ser os tipos de niimeros
que serao utilizados em suas matrizes, isto é, se estes serao inteiros, reais, ou com-

plexos.

e White backgrounds - serve para deixarmos o fundo das matrizes branco, se estiver

ativado ou azul se estiver desativado.

e Menu Calc - Serve para fazermos operagoes com matrizes, como soma, multi-
plicacao, calcular a matriz transposta, inversa e também neste menu, temos a opgao

de calcular sistemas lineares, determinantes e etc...

e Help - Este comando é usado para o auxilio no uso de determinados comandos que
temos duvidas, seja de como funciona ou para saber se o programa faz determinada

operagao que nao saibamos que ele faca e como faz.

Construindo matrizes

Para que apareca alguma matriz na tela, o usudrio deve clicar no menu matrix new.

Clicando neste menu aparecera a tela mostrada na Figura 3.
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new matrix [real]
size I X 13 narne IM vl

¥ zeios

random !D.D to ]1.0

diagonal value I'I 0

~
o
" prabability rows
-

probability clms

create I cloze |

Figura 3

As opgoes de matrizes existentes no software, na tela new matrix (figura 3), sao:
zeros, random, diagonal value, probability rows e probability colms, mas o que
apresentaremos neste cendrio sao as opgoes zeros e diagonal value e a partir destas,

construiremos outros tipos de matrizes.

Sendo que se for escolhida a opc¢ao zeros, o software criard uma matriz com todos os
seus valores nulos. Caso a escolha for diagonal value o programa montard uma matriz

diagonal.

Para criar uma matriz de zeros, clicamos primeiramente na opgao zeros, depois preci-
samos digitar na caixa de dialogo size as dimensoes da matriz, na op¢cao name escolhemos
qual o nome que serd dado a nossa matriz. Podemos observar que na figura 3 que a matriz
que seria gerada teria o nome de M. E por tdltimo clicamos no botao create. A matriz

aparecera da forma como é mostrada na figura 4

File Edit Mizc Close

1: 0.00000 0.00000 0.00000
2 0.00000 O.00000 0.00000
5 0.00000 0.00000 0.00000

3k & 23

Figura 4

Para criar uma matriz diagonal, clicamos primeiramente na opcao diagonal value,
depois precisamos digitar na caixa de dialogo size as dimensoes da matriz. Observamos

que na opg¢ao size agora aparece apenas uma unica caixa de dialogo, como ja deveriamos
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esperar, pois uma matriz diagonal é sempre uma matriz quadrada, depois na op¢ao name
escolhemos qual o nome que serd dado a nossa matriz. Podemos observar que o programa
deixa como sugestao na caixa name o nome M, mas que poderiamos mudar para qualquer
outra letra do alfabeto que ele nos disponibiliza. Digitamos na caixa em frente a opgao
diagonal value o valor que serd colocado em sua diagonal e clicamos no botao create e

aparecera uma matriz diagonal numa janela igual a da figura 4.

Sabemos que em uma matriz diagonal os valores da diagonal principal nao precisam ser
iguais e podemos notar que no software quando montamos uma matriz diagonal através
da opc¢ao diagonal value o programa permite que coloquemos apenas um valor para
toda a diagonal. Caso quiséssemos construir uma matriz diagonal com as componentes
da diagonal todos diferentes, temos duas opgoes, a primeira seria montar uma matriz de
zeros e depois digitar as componentes da diagonal ou gerar uma matriz diagonal e mudar

os elementos da diagonal.

Na maioria dos casos a matriz nao vira do jeito que queremos, entao para criarmos uma
matriz qualquer precisamos mudar alguns ou todos os valores nela existentes e para isso
o processo de mudanca é muito simples, basta clicar no elemento que queremos mudar, e
apertar a tecla enter e continuar o processo até que esteja toda a matriz alterada da forma
que queremos. Caso nao quiséssemos mudar um item que foi clicado basta apertarmos a
tecla esc que o software entende que nao queremos mais alterar este valor. Neste programa
nao é aceito nas componentes da matriz, valores diferentes dos pré-determinados no item
mode do menu Matrix ou deixar em vazio algum elemento da matriz. Caso isto aconteca
o programa procedera de trés formas, dependendo da acao do usuario. Na primeira o

software daria uma mensagem de adverténcia conforme a figura 5:

hmim...

cannot understand

Figura 5

Na segunda ele apresentaria uma adverténcia conforme a figura 6.



22

niathing ko do

Figura 6

E se caso digitassemos letras ao invés de nimeros ele ignoraria a letra que colocamos

e deixaria no lugar o valor zero.
Operando com matrizes no WinMat

No programa WinMat utilizamos os seguintes operadores:

+ - soma
— - subtracao
* - multiplicacao

divisao

~
1

A - potenciacao, por exemplo, A~2 significa que a matriz a esta elevada ao quadrado,

A~ — 1 determina que queremos calcular a matriz inversa e etc. ..
= operador que indica igualdade

" este serve para calcular a transposta de uma matriz, ou seja, A’ indica que queremos

a transposta de A.

Estes sao alguns dos operadores mais importantes e que serao usados no decorrer deste

capitulo.

Para operar com matrizes devemos primeiramente criar as matrizes necessarias para
a operacao que desejamos fazer. Em seguida clicamos no menu Calc, depois na opc¢ao

calculate e o software nos mostrard a seguinte janela mostrada na figura 7:
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name result ! C vI

| create I cloze |

Figura 7

Observamos acima que para esta operacao precisariamos ter as matrizes A e B pre-
viamente digitadas e neste caso o programa gerara uma terceira matriz que ele chama de
C, mas que poderiamos mudar para outro nome, escolhendo uma outra opcao na caixa

name result, caso tivéssemos interesse em um outro nome.

Caso quiséssemos sobrescrever uma matriz existente, ou se por ventura nao per-
cebéssemos que a matriz ja existisse na hora em que fossemos gerar ou fazer alguma
determinada operacao o programa nos daria a seguinte mensagem através de um aviso

indicado na figura 8:

careful!

ovenarnte exigting file?

Figura 8

Nela é perguntado se queremos sobrescrever o arquivo existente. Pois no winmat ele

entende cada matriz como um arquivo.
Alguns possiveis erros na hora de operarmos com matrizes.

Sabemos que na hora de operarmos com matrizes temos que tomar alguns cuidados,
quanto a ordem da matriz, se quisermos somar duas matrizes ou multiplicar, quanto ao
fato de ela ser singular, caso quisermos calcular sua inversa e etc. .. Mas se por acaso nao
nos dermos conta destes detalhes o winmat nos avisa com mensagens de erro ou mesmo

de adverténcia. Como nos mostra a figura 9.
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hmm...

imcompatible

Figura 9

Podemos observar nesta figura que o programa estd dizendo que as duas matrizes sao
incompativeis para a operacao que foi pedida para fazer. Esta operacao poderia ter sido

tanto a soma entre elas, quanto a multiplicacao, que a mensagem seria mesma.

Outro erro que poderia ser gerado é para o caso de quando quisermos calcular a inversa
de uma matriz. Sabemos que uma matriz A admite inversa se A é uma matriz quadrada e
nao singular. Mas se caso nao nos déssemos conta disto o programa nos avisaria conforme

descrito na figura 10.

hmm...

inconzigtent data

Figura 10

Para o caso de tentarmos calcular a inversa de uma matriz de ordem nxm com n

diferente de m. A mensagem sera a mesma da figura 9.

Calculando o traco e o determinante de uma matriz

Os célculos do determinante e do trago de uma matriz sao feitos todos através de um
mesmo menu. Para que o programa faca estas operagoes basta ir no menu calc, depois
em one matrix e por ultimo clica-se na matriz que desejamos que sejam feitos os calculos
do determinante e do trago. Fazendo isto o software abrird uma outra janela conforme

mostrado na figura 11.



calculations for M

File Edt Help Cloze
ranlc 3

trace: 10.00000
determinant: 42 00000

characteristic polynormial
degree coefficient

3 1.00000

20 -10.00000

1. -46.00000

0. -42.00000

roots

-2.21155
-1.393540
1260736

|

s 1

Figura 11
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Notamos através da figura 11 que o traco e o determinante de uma determinada ma-

triz M sao respectivamente, dez e quarenta e dois.

Atividades:

1. Digite as matrizes A =

[ 15 7 8 10
23 1 9 2
30 -5 -1 3],
91 2 4 1

30 8 1 1

—8,57 7,85

3 25|, D=

8,333 7,8

-5 1 55

8,03 |,G=| -3 —2,7
0 0

587 —695 |,

8 3
7T =21,
8 7

2. Calcule se possivel: C+ G, B4+ D' A+ B, F-C, E -G, A- D, det(A), det(F),
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det(B),tr(A), tr(F), tr(B), caso nao seja justifique porque.

3. Calcule: C+E, C+(-C), E+C, E+G G+E, C+(E+G)e(C+E)+G.

Quais as propriedades da adicao vocé identificou nos exercicios?

4. Caleule: F-C,E'-G,G-E',C-F,C-(B+D"),C-B+C-D'\F-1,1-F

e A - I . Quais as propriedades da multiplicagdao vocé identificou nos exercicios?

1 -2 1

5. S¢jaH=1| -1 1 2

0 2 1
3 5 2
J=1-479
0 6 1

a) Digite a matriz H

(
(b) Calcule H*, (H")!, J*, (J*)!

)
)

(c) Calcule (H+ J)' e H' 4+ J*

(d) Calcule (H - J)t, H" - Jt eJ" - H".
)

(e) Quais as propriedades da transposta vocé identificou nos exercicios?

Secao 2 - Matrizes inversas

Tema: Matrizes inversas
Pré-requisitos: Matrizes (célculo da inversa e suas propriedades)

Piblico alvo:Alunos da segunda série do ensino médio ou alunos da primeira fase dos

corsos de ciéncias exatas.

Objetivos:

- Calcular a inversa das matrizes utilizando o software WinMat.

- Identificar matrizes inversiveis.

Software: WinMat

Tempo estimado: 45 minutos
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Atividades:
1 —-0,25 5 6
1 2 3
. . 1,5 —4 0,42 1
1. Digite as matrizes A= | 4 —4 6 |, B= ,
6 0,28 02 —15
7T -8 9
5 1 —10 0,5
1 2
C =
2 4

2. Calcule det(A), det(B) e det(C).

3. As matrizes A, B e C sao inversiveis? Justifique.
4. Encontre a inversa de A e de B.

5. Verifique que A A'=1Te B.B™' =1.

—6 7
-5 6

)

6. Dada a matriz D = [

(a) Mostre que D é inversivel.
(b) Calcule a sua inversa.

(c) Existe uma relagao especial entre D e D! Repita os exercicios com as matrizes:

-8 9 -4 5 —10 11 . .
, , para encontrar esta relacao. Generalize o
-7 8 -3 4 -9 10

a

. ] encontre a definicao de M 1.
c

resultado observado, ou seja, se M = [

3.5 Cenario sobre Sistemas Lineares
Introducao

A utilizacao de um cendario no ensino de sistemas lineares, como apoio didatico, tem
como objetivo auxiliar o aluno na compreencao de conceitos matematicos, uma vez que
ajuda na reflexao dos resultados obtidos, provocados por uma seqiiéncia de exercicios que

sugerem ao aluno muito mais que simples calculos mecanicos.
Tema:Sistemas lineares

Pré-requisitos: Matrizes (Operagoes com matrizes, matriz inversa e determinante)
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Piblico alvo: Alunos da segunda série do ensino médio ou alunos da primeira fase dos

corsos de ciéncias exatas.

Objetivos:

- Aplicar os comandos do software no estudo de sistemas lineares
- Resolver sistemas de equagoes lineares utilizando o WimMat.

- Identificar quando o sistema é possivel determinado, possivel indeterminado e im-

possivel.

Tempo estimado: 45 minutos
Software: WinMat

O software WinMat, é encontrado em uma versao em inglés e esta disponivel no
site http://math.exeter.edu/rparris/winmat.html. Produzido por Rick Parris, do depar-
tamento de matemaética da Academia Phillips Exeter, este software é indicado para o
ensino médio e superior. Foi desenvolvido para ser utilizado como ferramenta no calculo

de matrizes, determinante, sistemas lineares e outros conteidos de algebra linear.

Conhecendo os comandos

Ao abrir o programa a primeira tela que aparecera serd esta indicada pela figura 12:

mat [real]
Matiix Calc View Help.

Figura 12
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Menu Matrix

inmat [real]
Matrix  Calz Wiew Help
Hew .. Chl+M
Open..  Cuk0
Faste Eliflrf
Mode 3

Fiotate 20 ...
Rotate 30 ...
Reflect | Project ...

Copy column ..
wihite ba'c;kground
Help ...

Exit

Figura 13

Dentro deste menu, mostrado na figura 13, temos os comandos:

e New - que serve para escolher o tipo de matriz que o programa gere;

e Open - que serve para abrir uma matriz ja feita e salva anteriormente neste pro-

grama;

e Mode - este comando serve para o usuario indicar quais vao ser os tipos de niimeros
que serao utilizados em suas matrizes, isto é, se estes serao inteiros, reais, ou com-

plexos.

e White backgrounds - serve para deixarmos o fundo das matrizes branco, se estiver

ativado ou azul se estiver desativado.

e Menu Calc - Serve para fazermos operagoes com matrizes, como soma, multi-
plicacao, calcular a matriz transposta, inversa e também neste menu, temos a opgao

de calcular sistemas lineares, determinantes e etc...

e Help - Este comando é usado para o auxilio no uso de determinados comandos que
temos duvidas, seja de como funciona ou para saber se o programa faz determinada

operagao que nao saibamos que ele faca e como faz.

Construindo matrizes

Para que apareca alguma matriz na tela, o usudrio deve clicar no menu matrix new.

Clicando neste menu aparecera a tela mostrada na figura 14.
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new matrix [real]
size I X i3 narne IM vl

¥ zeios

random !D.D to 11.0

diagonal value I'I 0

~
o
" prabability rows
-

probability clms

create I cloze |

Figura 14

Na maioria dos casos a matriz nao vira do jeito que queremos, entao para criarmos uma
matriz qualquer precisamos mudar alguns ou todos os valores nela existentes e para isso
o processo de mudanca é muito simples, basta clicar no elemento que queremos mudar, e
apertar a tecla enter e continuar o processo até que esteja toda a matriz alterada da forma
que queremos. Caso nao quiséssemos mudar um item que foi clicado basta apertarmos a
tecla esc que o software entende que nao queremos mais alterar este valor. Neste programa
nao € aceito nas componentes da matriz, valores diferentes dos pré-determinados no item
mode do menu Matrix ou deixar em vazio algum elemento da matriz. Caso isto aconteca
o programa procedera de trés formas, dependendo da agao do usuario. Na primeira o

software daria uma mensagem de adverténcia conforme a figura 15:

hmim...

cannot understand

Figura 15

Na segunda ele apresentaria uma adverténcia conforme a Figura 16

nathing to do

Figura 16

E se caso digitassemos letras ao invés de nimeros ele ignoraria a letra que colocamos
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e deixaria no lugar o valor zero.

Calculando o determinante de uma matriz

Para que o programa calcule o determinante de uma matriz temos que ir no menu calc,
depois em one matrix e por 1ltimo clica-se na matriz que desejamos que seja calculado
o determinante. Fazendo isto o software abrirda uma outra janela conforme mostrado na

figura 17.

calculations for M

Eile Edt Help Cloze

deterrnant: 0, 00000
4] [

oy

Figura 17

Sistemas lineares

Os sistemas lineares no winmat sao resolvidos através da expressao M X = B, Onde
M representa a matriz dos coeficientes, a matriz X representa a matriz das incognitas e

B a matriz dos resultados, por exemplo, o sistema:

20 — 5y = =2
3r + 2y =16
Logo:
2 =5 x —2
M = , X = , B =
3 2 Y 16

Agora que sabemos como é a representacao de um sistema linear no WinMat, apresen-
taremos a resolu¢ao do mesmo, para isso vamos resolver o sistema acima. Entao criamos
as matrizes M e B conforme o exemplo acima, depois basta clicarmos no menu solve que
estda dentro do menu calc, podemos observar que aparece uma tela como a mostrada na

figura 18.
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[ e-

i jv
IX vl kernel = IK 'I
z0lve I cloge |

b =
W

Figura 18

Aparecendo esta tela, como nossa matriz M tem o nome de M e nossa matriz B tem
o nome B, basta clicar no botao solve que aparecera a resposta em forma de uma matriz

X. Conforme mostrado na figura 19.

File Edit Misc Cloge

i: 4.00000
2 Z.00000

Figura 19

Caso tivéssemos montado a matriz M ou a B com outro nome nao precisariamos cria-
las novamente com esses nomes porque como podemos observar na figura 18 o programa
permite com que possamos informar qual serd a matriz M e B para o sistema. O software
apresenta como solucao de um sistema que seja possivel e indeterminado, duas matrizes

colunas, ou seja, no caso do sistema:

r+y+2z=1
3r+2y+52 =2
dr+3y+T72=3

A resposta que estamos acostumados a obter é (—k,1 — k, k), Vk € R

Mas no programa o que ele apresenta como resposta sao duas matrizes colunas, sendo

a primeira representando que o software chama de Kernel basis for M X = B, ou seja, o
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-1 0
nucleo do sistema, no caso: | —1 | e asegunda |1]| , que é uma solucao particular para
1 0

o sistema. O que nada mais é do que (0, 1,0) + (—k, —k, k) que ainda pode ser melhorado
para (0,1,0)+k(—1,—1,1) e que como esperdvamos estes dois vetores sdo iguais as nossas
duas matrizes. Quando calculamos este sistema, o programa apresenta as duas solugoes
a0 mesmo tempo, em janelas separadas, mas com a tela da matriz Kernel exatamente por
cima da outra tela, dando-nos a impressao de haver apenas uma unica solug¢ao. Mas se
arrastarmos a janela da matriz Kernel para o lado veremos a outra janela. E se o sistema
for impossivel o programa apenas apresenta uma mensagem de erro, como mostra a figura

20, informando que essa matriz possui dados inconsistentes.

hini...

inconzistent data

Figura 20

Atividades

1-Resolva os sistemas abaixo:
4

—lze4+y+z2z=-1 2+ 3y+z+w=1
2v4+y =9

r+1,4z24+w=5 T+2y+z+w=2
r+32=238

y+z+3w="7 r+3y+2z2+w=3
1,6y +2z=5

\x+2,5y+w:4 \:c+y+4,1z—|—2w:4

2- Classifique os sistemas lineares abaixo em: possivel determinado, indeterminado e
impossivel, calculando apenas determinantes.

20 +4y =9 r+2y=-3 r+2y=-3 x4+ 2y =0.5
9z + 18y =8 20 4+ 4y = —6 20+ 4y =6 3xr—5.by=3
rT+2y+2=-8 r+y+z=-1 r—2y—z=—-12
r+dy—2=3 —15x -8y —2=0 3r—2y+z2=3

dor + Ty = =5 rT—y—2=2 20 +22 =05
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4 FEstudo de funcoes

Neste capitulo iremos apresentar um estudo semelhante ao do capitulo 3 sobre matri-
zes, determinantes e sistemas lineares. O assunto tratado aqui ¢ fungoes, que ¢ estudado

na primeira série do ensino médio.

Como uma das grandes potencialidades da utilizacao do computador no ensino da
matematica é a representacao grafica, exploraremos varias atividades no cenario utilizando

grafico de funcoes.

As fungoes em estudo sao: polinomial do 1° grau, polinomial do 2° grau, modular,

exponencial e logaritmica.

4.1 Relacao dos téopicos sobre funcoes: polinomial do
primeiro grau, polinomial do segundo grau, mo-
dular, exponencial e logaritmica nos livros didaticos
pesquisados

Para este trabalho escolhemos quatro livros didaticos indicados no ensino médio, sendo
que um ¢ livro do professor, o que na realidade nao faz diferenca, pois o que este livro tem

a mais que os outros é apenas a resolucao de todos os exercicios propostos para o aluno.

4.1.1 Livros didaticos pesquisados

Matematica: 2° grau, volume tnico. Autores: José Ruy Giovanni, José Roberto Bon-

jorno, José Ruy Giovanni Junior;

Matematica para o ensino médio: volume tinico. Autor: Manoel Jairo Bezerra;

Matematica volume: tinico. Autores: Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn,

Roberto Périgo;

Matemaética aula por aula: volume tnico : ensino médio. (livro do professor) Autores:
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Benigno Barreto Filho, Claudio Xavier Barreto;

4.1.2 Relacgao dos téopicos apresentados nos livros didaticos pes-
quisados

Em todos livros didéticos pesquisados, sao apresentados estes topicos:

e Funcao polinomial do 1° grau

— Definigao.

— Funcao crescente.
— Funcao decrescente.
— Raiz ou zero.

— Grafico.

— Estudo do sinal.

— Inequagoes.
e Funcao polinomial do 2° grau

— Definicao.

— Grafico.

— Raiz ou zero da funcao.
— Estudo do sinal.

— Estudo do vértice.

— Inequacoes.
e Funcao modular

— Definigao.

— Graficos.
e Funcao exponencial

— Equagoes exponenciais.

— Definigao de fungao exponencial.
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— Grafico.
— Inequacoes.
e Funcao logaritmica
— Definigao.
— Propriedades.

— Mudanca de base.

— Equacgoes.

Inequacoes.

Gréfico.

Estes topicos sao apresentados, com algumas diferencas na abordagem de livro para
livto. Em alguns livros aparecem sob forma de capitulos , em outros sao citados como

secoes e as vezes sao apenas comentados dentro de alguma segao do topico.

Observamos que o livro do Bezerra apresenta dentro do capitulo de fungao modular
as segoes: transformagoes no grafico, gréaficos de fungoes y = f(z) e y = —f(z), graficos
dey = f(x) ey = f(z) £ N e graficos de y = f(x) e y = f(z £ XN) que sdo temas que
exploraremos no cendrio sobre funcoes e nao apresenta equacoes e inequagoes modulares,

que sao apresentados nos outros trés livros.

Todos dos livros didaticos pesquisados, exceto do lezzi, trazem antes de apresentar
qualquer tipo de funcao um capitulo sobre funcoes. Neste capitulo é apresentado a de-
finicao de funcao, dominio, contradominio, imagem, fungao par e impar, construcao e

analise de graficos, funcao injetora, sobrejetora e bijetora e fungao composta.

No livro do Iezzi a composicao de fungoes é definida e explorada em funcao modular e
os conteudos de funcao injetora, sobrejetora, bijetora e inversa sao definidos e explorados

na introducao de fungoes logaritmicas.

No livro do Benigno os assuntos: funcao crecente e decrescente sao definidos e explo-

rados no capitulo de funcao polinomial do primeiro grau.

4.2 Softwares pesquisados

Para elaboracao de um cendrio para funcoes, precisamos pesquisar softwares que tra-

tassem deste assunto. Na pesquisa encontramos diversos softwares, sendo que, totalmente
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gratuito (Freeware) foram poucos. Listaremos agora alguns dos softwares encontrados,
com suas devidas descricoes, localizacao para download e porqué foram escolhidos ou nao

para a construcao do cenario.

e MathGYV - Encontrado no site http://www.mathgv.com/, é um software que cons-
troi graficos a partir de funcoes elementares. Podemos construir os gréaficos em duas
ou trés dimensoes em coordenadas cartesianas ou polares. Nao escolhemos este
programa porque ele é encontrado apenas em inglés e como nosso cenario estd dire-
cionado para o ensino médio decidimos que seria melhor trabalharmos com softwares

em portugueés.

e GnuPlot - Encontrado em versoes para windows, msdos, linux e unix, no site
http://archives.math.utk.edu/software /multi-platform/gnuplot /msdos/ é um soft-
ware que constroi graficos das mais variadas funcoes em duas ou tres dimensoes,
permite construcao de graficos em coordanadas polares além das cartesianas um
programa muito completo, que nao se limita apenas a plotagem de graficos. Mas os
comandos tem que serem todos digitados em inglés e os gréficos sao plotados em uma
tela separada semelhante ao do matlab, o que dificultaria para um aluno do ensino
médio sua visualizacao. Pois nao é desta forma que os graficos sao apresentados nos

seus livros did4ticos.

e Oficina de Funcoes - Encontrado no site http://server.fsc.ufsc.br/ canzian/oficina/
é um programa que foi desenvolvido por Nelson Canzian da Silva do departamento
de Fisica da UFSC em Junho de 1999. Este software plota gréficos das fungoes
de primeiro e segundo grau, exponéncial, logaritmica apenas na base e, seno, cos-
seno e tangente. Mas restringe o dominio entre —10 e 10, os eixos coordenados nao
sao numerados e nem foi encontrado op¢ao para numerar. Nao foi escolhido pois
queriamos um programa que nos fornecesse além do grafico mais comandos como

por exemplo: calculo de raizes, estremos, intersecssoes.

e Graphmatica - E um software para desenhar fungoes. Encontrado no enderego
http://www107.pair.com/cammsoft /graphmatica.html na versao em portugués . Com-
porta graficos cartesianos, polares. Faz interpolagoes, calcula raizes, intersecoes,
extremos. Nao foi escolhido porque nao é totalmente gratuito, pois para resgistrar
o programa € necessario pagamento conforme descrito na pagina. Mas foi citado
aqui, porque sua versao demo executa todos estes comandos necessarios para o

cenario e pode ser utilizado normalmente sem limite de tempo. Mesmo em versao
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demo s6 nao escolhemos este software porque ele trabalha apenas com as funcoes
logaritmicas nas bases dez e e sendo que para se plotar fungoes logaritmicas em ou-
tras bases teriamos que antes no ambiente 1apis papel fazer uma mudanca de base

e em seguida digitar a funcao para ser plotada.

e WinPlot(software utilizado neste trabalho) - Encontrado nos idiomas inglés, frances,
espanhol e outros no site http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html . A versao
que utilizamos em portugués foi preparada com a assisténcia de Adelmo Ribeiro de
Jesus, professor Adjunto da UFBA (aposentado), professor do curso de matematica
da universidade catélica de Salvador e da faculdade Jorge Amado. Inteiramente gra-
tuito, ¢ de simples utilizacao, pois 0os menus, sao bastante amigaveis, existe ajuda
em todas partes do programa e aceita as fungoes matematicas de modo natural. E
muito pequeno e portavel comparado com os programas existentes hoje em dia, cabe
em um disquete (1.271 Kb) e roda em sistemas Windows 95/98/ME /2K /XP. Existe
uma pretensao de coloca-lo também em linux. Este foi o software escolhido para
nosso cenario. Para utiliza-lo é necessario que o usuério ja tenha um determinado
conhecimento das funcoes que ird trabalhar e familiarizar-se com os comandos do
programa. Nos cendrios sao apresentados os comandos deste software necessarios
para o desenvolvimento das atividades propostas. Para os cenarios utilizamos ape-
nas a forma explicita de escrever as funcoes. As outras formas de escrever uma

fungao (paramétrica, implicita, polar) sao apresentadas no apéncice B.

4.3 Escolha dos exericios

No estudo em que fizemos sobre quais exercicios colocariamos no cenario de funcgoes,
percebemos que para todas as fungoes os livros didédticos apresentam atividades envol-
vendo: dominio, imagem, graficos, raizes, equagoes, inequagoes, sinal, crescimento e des-

crescimento.

Para o cenario de fungoes nos preocupamos em escolher exercicios que verificassem as
transformacoes que podem ocorrer no grafico de fungoes, plotando o grafico das fungoes
y=flx),y=—f(x),y=f(x) XN, y= fx £X) ey =af(z), exercicios que pudessem

ser resolvidos com o auxilio de graficos, pois o WinPlot trabalha principalmente isto.

Quanto aos exercicios que pudessem ser resolvidos com o auxilio de graficos, nos
referimos a exercicios em que a visualicao do grafico é de grande auxilio na resolugao

dos mesmos, como por exemplo exercicios que envolvam crescimento e decrescimento de
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funcoes, funcao par e impar , interseccoes entre duas ou mais funcoes, raizes de fungoes.

Listamos alguns exemplos de exercicios que nao podem ser resolvidos com o software.
Exemplo 5 Se f(z) = —3x+ 2, calcule os valores reais de x para que se tenha, f(x)=11.

Este exercicio nao é indicado pois o software nao resolve equagoes. Teriamos entao
que escrever a nova funcao f(x) = —3z —9 fazendo f(z) = =3z +2 — 11 e perguntar qual

a raiz desta funcao.
Exemplo 6 Sabendo que f(x + 1) = 2x, calcule f(4).

O software nao ajudaria neste caso pois nao permite manipular f(z), entdo no caso

deste exercicio nao conseguiriamos determinar o valor de x usando apenas o software.

Exemplo 7 Dada a fungio f(x) = ax+b e sabendo que f(3) =5 e f(—2) = —5, calcule
f(3)

Este exercicio nao é possivel de ser feito no WinPlot, porque ele nao faz interpolagoes,

e nem trabalha com sistemas, que é o caso deste exercicio.

Exemplo 8 Dada a funcao f(x) = 3z* — 5z + m, calcule m para que a funcao tenha

TaizZes reais 1guais.

Para este exercicio ser feito com o auxilio do software o aluno teria que montar a
equagao que determinaria que f(z) = 3z% — 5x + m tenha raizes reais iguais no ambiente
lapis e papel, isto é, determinar esta equacao —12m + 25, em seguida trocar o m por z,
aplicar no programa, para depois pedir para ele calcular as raizes. Isto mostra que teriamos
muito trabalho e perderiamos muito tempo, para resolver um exercicio utilizando algum

comando do programa que seria resolvido rapidamente em sala de aula.
Exemplo 9 Seja f(z) = 4%+ 1, calcule a f(3).

Este exercicio ndo pode ser resolvido usando o WinPlot, pois ele ndo calcula f(x) em

um ponto.
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Os exemplos que citamos aqui, valem para os outros tipos de fungoes apresentadas no
capitulo 4. Quer dizer que nao sao possiveis ou adequados para qualquer uma das fungoes

que apresentamos neste trabalho.

Estes tipos de exercicios, apresentados nos exemplos acima, aparecem em todos os
livros didaticos pesquisados, a maioria deles elaborado para serem resolvidos sem auxilio

de grafico.

4.4 Cenario sobre funcgoes

Além da representacao analitica e da linguagem natural uma das principais repre-
sentacoes que usamos no ensino de matematica é a representacao grafica. A conversao
de uma representagao para outra é importante para a aprendizagem e, em geral, é dificil

para os alunos.

Quando estudamos fungoes, a passagem da representacao analitica para a gréfica e
vice-versa ¢ muito importante para o entendimento de varios conceitos com dominio, ima-
gem, grafico, periodo, fungoes pares e impares, transformagoes no grafico (deslocamentos

verticais e horizontais, expansoes, contragoes), funcao inversa e etc.

E como uma das grandes vantagens da utilizacao do computador no ensino da ma-
tematica é a representacao grafica, desenvolvemos o cendrio de fungoes, com o objetivo

de fazer com que o aluno ande naturalmente entre a representacao grafica e a analitica.

E recomendado que na primeira utilizemos o laboratério para a demonstracao dos

comandos basicos do WinPlot para se trabalhar posteriomente com funcoes.

O cenério sobre funcoes esta dividido em duas segoes.

e Secao 1 - Representacao grafica das fungoes, dominio, imagem, fungao crescente e

descrescente, fungao par, impar nem par nem impar, raizes, intersecgoes.

e Secao 2 - Aspectos basicos do estudo de fungoes, fungoes e inequacoes do primeiro

grau, transformacoes no grafico.

Secao 1 - Funcoes: polinomial do primeiro grau, polinomial do
segundo grau, modular, exponéncial, logaritmica.

Tema: Funcgoes: polinomial do primeiro grau, polinomial do segundo grau, modular, ex-

ponéncial, logaritmica.
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Pré-requisitos:conhecimento das fungoes: polinomial do primeiro grau, polinomial do

segundo grau, modular, exponéncial, logaritmica, sistema cartesiano.

Publico alvo: Alunos da primeira série do ensino médio e das disciplinas de caculo

da 12 fase dos cursos de ciéncias exatas.

Objetivos:

Aplicar os comandos do WinPlot no estudo de funcoes

Identificar dominio e imagem de fungoes

Reconhecer quando a funcao é crescente ou decrescente.

Reconhecer quando a funcao é par ou impar.

identificar as raizes no gréfico

Identificar pontos de interseccao.

Tempo estimado: 45 minutos
Software: WinPlot

O software winplot, encontrado no site http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html,
foi produzido por Richard Parris da Phillips Exeter Academy e a versao em portugues
foi preparada com a assistencia de Adelmo Ribeiro de Jesus, professor Adjunto da UFBA
(aposentado), professor do curso de matemdtica da universidade catélica de Salvador e

da faculdade Jorge Amado.

Este software é simples, de acesso facil, gratuito, podendo ser utilizado por professores
e alunos do ensino fundamental, médio, e superior. Cabe num disquete, pois seu tamanho
¢ de apenas 1.271 Kb. Para utiliza-lo é necessario que o usuéario ja tenha um determinado
conhecimento das fungoes que ird trabalhar e familiarizar-se com os comandos do pro-
grama. Neste capitulo apresentaremos apenas os comandos que utilizaremos nos cenarios

de fungoes.
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Conhecendo o programa

Quando abrimos o programa, aparece uma tela com apenas dois menus: janela e

ajuda. conforme figura 21.

I yvinplot HEE

Janela  Ajuda

Figura 21

Sendo que dentro do menu janela temos as opgoes de representacao de grafico em duas
ou trés dimensoes, adivinhar, mapeador , abrir ultima, usar padrao e sair como mostra a

figura 22.

W winplot [_ O]

| Janela  Ajuda
2dm  F2
Zdm F3

Adivinhar
I apeadar

Abrir dltima
Uszar padrao

Sair

Figura 22

Na opc¢ao 2-dim F2, abre uma nova janela para graficos em duas dimensoes. Em
3-dim F3, abre uma nova janela para graficos em trés dimensoes. Ao clicarmos no menu
adivinhar abre-se uma janela com um grafico onde o usuario tem que adivinhar a que
funcao pertence aquele grafico. Abrir ultima, quando ativamos esta opcao e a deixamos
marcada, assim que o Winplot for aberto novamente ele automaticamente abrird o tltimo

arquivo utilizado. Usar padrao, usa as configuragoes padronizadas do Winplot.

Dentro do menu ajuda temos duas opcoes: ajuda e sobre. Na opcao ajuda aparece
uma tela com uma pequena explicao sobre as nogoes iniciais a respeito do programa. No

menu sobre aparece uma outra janela contendo algumas informagoes sobre o programa.
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Para o cenario que desenvolveremos para o esnsino médio, exploraremos mais as opgoes

do menu 2-dim F2.

Menu 2-dim F2

Nesta janela é que escrevemos a funcao a ser plotada, se queremos marcar pontos,
definir segmentos, funcoes explicitas, implicitas, polares, paramétrica e etc. Enfim todo

trabalho, em duas dimensoes, com fungoes pode ser feito nesta janela, mostrada na figura

23.

& semnome3.wp?2 M=
Arquivo Equacdo Mer Btn: Um Doz Anim Misc
2 + + + + 40+ + +
3 + + + + 304+ + + + +
3 + + + 204+ + +
r -+ - + + 1.0+ + - + +
X
R ]
=40 -3.0 =20 -10 10 2Z0 3l 40 5
F + + + +-1.04+ + + + +
r + + + +=2 [+ + - + +
2 + + + +=3 =+ + +
v + + + +=4 [+ + + + +
Figura 23

Observamos na figura 23 os menus: arquivo, equagao, ver, btns, um, dois, anim

e misc.

Observagao 1 Podemos notar na janela mostrada na figura 28 que o eizo x varia entre
-5 e b e o eixo y varia entre -4 e 4. O que nao quer dizer que a nossa visualiza¢ao
do grdfico fique restrita a isto. Pois para resolver este problema basta apertar as teclas

PageUp para aprozimar e PageDown para afastar.
Menu arquivo

Quando clicamos no menu arquivo temos as seguintes opgoes:
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e Abrir - Neste item podemos abrir algum arquivo antigo que ja tenha sido salvo
antes. Quando abrimos o arquivo, este aparecera exatamente igual a quando foi
salvo, inclusive contendo configuragoes adicionais, que eventualmente tenham sido

feitas.

e Imprimir: Esta op¢ao imprime a figura que esta na tela do WinPlot. Contudo, antes
de imprimir uma figura verifique as configuragoes definidas nos dois itens do menu,

a seguir.

e Formatar: Esta opcao abre uma janela onde podemos posicionar a imagem a ser
impressa na pagina. Alterando as margens horizontal (horiz) e vertical (vert),
que sao medidas em centimetros e a partir do canto superior esquerdo. A opcoes
espessura e intervalo horiz determinam o tamnho da imagem a ser impressa e sao
também especificadas em centimetros. Quando Selecionamos a opcao moldura o
programa desenha um quadro ao redor da figura. E ativando a op¢ao impressora a

cor o software imprime a figura colorida, mas somente se a impressora for colorida.
e Selecionar Impressora: Permite escolhermos a impressora.

e Copiar: com esta opcao copiamos a figura para area de tranferéncia do computador,
para podermos colar a figura atual para outro programa do Windows. Se desejamos
incluir uma cor de fundo teremos que deixar a opcao cor de fundo acionda. Note
que a figura quando colada ela se adapta ao tamanho da tela do programa a ser
colado. Entao para a figura ficar no tamanho original quando colada devemos ajustar

a tela de acordo com o tamanho da figura.
e copiar bitmap: copia a figura em formato Bitmap.

e Tamanho de Imagem: nela determinamos o tamanho da figura para quando impri-
mirmos ou copiarmos a tela as suas proporc¢oes sejam mantidas, por isso nao ha
problema em imprimir uma janela grande a partir de uma imagem pequena. O
problema é com o texto, que nao é escalonado pelo processo de impressao, portanto
pode parecer desproporcional, a menos que ajustemos o tamanho da janela com

tamanho o da impressao.

e Senha: serve para colocarmos uma senha no arquivo desejado.
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Menu equacgao

No menu equagao encontramos as opgoes: explicita, paramétrica, implicita, polar,
ponto, segmento, reta, desigualdades explicitas, desigualdades implicitas, inventario, ta-

manho do inventario e etc. Como nos mostra a figura 24.

Figura 24

Opcao Explicita

Dentro desta opgao contruimos as fungoes explicitas, isto é, aquelas que sao possiveis
de se representar com y em funcao de x. Quando clicamos em explicita aperece uma

nova janela como nos mostra a figura 25.
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[ travar intervalo tornar periadica
®min |-f 00000
% max |5.00000

ezpezzura da linha |'|

derizidade de platagem I1

tolerdncia do passo !1 .00 cor |
ks l cancelar | ajuda |

Figura 25

Na caixa de dialogo f(z) = digitamos a func¢ao desejada. Segue abaixo uma lista das

principais funcoes explitas com suas respecitivas sintaxes:

e funcoes elementares

— pi - representa o 11

— In(x) , log(x) - In(x) logaritimo de x na base e e log(x), logaritimo de x na base

10

— exp(x) - representa e”, mas se quisermos usar outra base basta entao colocar
o acento circunflexo ao lado da base desejada. Por exemplo: 2* é escrito como
2°x

— sqr(x) ou sqrt(x) - raiz quadrada de x,

— abs(x) - médulo de x
e Outras fungoes

— root(n,x) - raiz enésima de x

— power(n,x) - enésima poténcia de x

— abs(x,y) - sqrt(x*x+y*y)que significa /22 + ¢2

— abs(x,y,2) - sqrt(x*x+y*y+2z*z)que significa \/m

— log(b,x) ou In(x)/In(b) - que nada mais é que log,(z), mas observe que o pro-

grama quando recebe o comando log(b,x) ele aplica uma mudanga de base para

In(x)
In(b) -

e e desenha o grifico, ou seja, para ele log(b,x)=
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e fungoes definidas por vdrias sentencas : se digitarmos, por exemplo joinx(x | 1,x+1

| 2,4) o programa entendera :

N
—

xr se T
Yy=q9rx+1 se 1 <2

4 se =2

Entao atravéz deste exemplo podemos perceber que joinx indica que a funcao é
de vérias varidveis, que a virgula (,) separa uma fun¢do da outra e que | indica
o intervalo. Note que quando a func¢ao esta no inicio o | representa até o valor
indicado, no caso do nosso exemplo 1. Quando a fungao fica entre outras duas | usa
o valor anterior “1”e faz até o préximo “2”e a ultima fungao nao precisa do | porque

o WinPlot entende que é do valor anterior até o infinito.

Se quisermos desenhar apenas um pedago do grafico entao ativamos a opgao travar
intervalo e em seguida altermos os intervalos na caixa de didlogo x min e X max para
o intervalo em que queremos que seja plotado o grafico. Ainda temos a possibilidade de
tornar periédico apenas aquele pedago de grafico, para isto basta ativar a opg¢ao tornar
periodica no botao cor altermos a cor da linha do grafico e na expessura da linha

definimos a nova espessura da linha do gréfico.

Observagao 2 Apesar de o programa estar em portugués, note que o0s comandos S$ao
digitados em inglés,isto €, ao invéz de digitarmos seno(x), digitamos sin(x), pois a unica

coisa que foi modificada nesta versao em portugués foram as etiquetas dos menus.

Observacao 3 Se caso o usudrio queira saber mais alguma func¢ao, entao basta ir no
menu biblioteca, dentro de equacao, que o programa lista mais outras fungoes que ndao

serao abordadas aqua.

Entao depois de escrevermos a funcao e alterarmos todos estes parametros para que o

grafico seja plotado devemos clicar no botao ok.

Quando clicamos no botao ok o programa plota o grafico na tela mostrada na figura
23. Em seguida abre uma outra tela chamada de inventario onde ficam listadas todas

as fungoes plotadas na tela. Conforme mostra figura 26.
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i0 para semnomez2.wp2

4] | 2
apagar | dupl copiar tabela familia
mogtrar gréfiu:-:ul mostrar equa nome derivar wieh
Figura 26

Note que nesta janela temos onze botoes, que servem para modificar a fungao em
questao. No botao editar o programa abre novamente a tela da figura 25 para podermos
alterar a funcao, o botao apagar apaga a funcao e o grifico atual ou escolhido pelo
usuario, o botao dupl permite com que coloquemos outra funcao ou troque uma funcao
por outra, isto depende do que escolhermos, porque o programa pergunta se queremos
apagar a fonte, isto é, apagar a funcao escolhida para desenhar o novo grafico. O botao
copiar copia a funcao para colar o texto em outro programa, o botao tabela mostra
os valores que o programa aplicou na fungao para construir o grafico, o botao mostrar
grafico ,como o nome j4a diz, mostra ou esconde o grafico na tela, o botao mostrar equa
faz a mesma coisa que o mostra grafico mas ao invés do grafico ele faz isto com a funcao,

botao nome permite que se um nome para a funcao.

Botao familia: clicamos neste item para converter um determinado exemplo em uma
familia de curvas (ou pontos). Para que isto funcione, devemos definir o exemplo desejado
para uma equacao que tenha um parametro extra. Por exemplo, y = az? + bx + ¢ define
uma funcao quadratica que depende de trés parametros a, b, e ¢ . Cada um dos trés
podem ser usados para criar uma familia de curvas. Se digitarmos c na caixa parametro,
colocarmos o intervalo dos valores ao preencher as caixas min e max e dissermos quantas
curvas devem estar na familia preenchendo a caixa passo. E por fim, clicarmos em definir
para completar o processo, veremos uma familica de curvas definidas pelo parametro

escolhido. Para desfazer esta construcao, selecione o exemplo e clique desdefinir.

Veja o gréfico da equacao quadratica y = 22 + a figura 27
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3 + + + +-4 4 + + + +

Figura 27

Podemos notar que para esta funcao escolhemos como parametro a variavel a, cofigu-
ramos o minimo para menos trés e o maximo para mais trés, pedimos dez curvas. Na
figura 27 observamos onze curvas apesar de ter escolhido dez é que o WinPlot desenha a
primeira curva mae e depois constroi mais o nimero de curvas que pedimos. No nosso
exemplo ele construiu uma curva com a funcao y = x% + a, sendo a mae 2? e depois
mais dez curvas com a variando entre menos trés e trés. Observemos agora a figura 28

ilustrando todas as alteracoes feitas.

familia [y = 2 +a] B |
parametro IE [& .. 0]

minimao |-3.00000
marirmo | 3.00000

paszos |'IEI
[ olhar retraso lEEI

defini | desdefini |

Figura 28

Na figura 28 ainda vemos as opgoes: olhar e retraso que significam respetivamente

que queremos olhar a construcao e quanto tempo ele levara para construir as curvas.
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Reta

Usamos este item para descrever uma reta ax + by = ¢ na tela. Digitando os coefici-
entes a, b, e ¢ nos espagos correspondentes. Se tivermos desenhando uma linha utilizando
a espessura 1 (normal) poderemos entao desenhd-la pontilhada ou tracejada. Como nos

mostra a figura 29.

retaax+by=c I

b= [1.732
c= 3141

ezpezzwra da linha |1 cor

" eflido © pontihade © hacejado

ok I u:anu:elarl ajuda |

Figura 29

Desigualdades explicitas

Esta opcao s6 podemos usar caso se tenha alguma funcao y = f(x) no inventdrio.
Essas curvas sao usadas para definir regioes sombreadas. Cada uma dessas regides sao
obtidas sombreando acima ou abaixo de uma determinada curva, ou entre duas curvas
selecionadas. Os botoes existentes na tela selecionam apenas um dos trés casos. Para
restringir os valores de x entre dois extremos, selecione definir intervalo e digite os valo-
res extremos no espaco apropriado. O sombreamento é feito por um padrao de pequenos
pontos, cuja cor podera ser selecionada. Uma vez que descrevemos a regiao, devemos
clicar em sombrear para ver o resultado e para adicionar na lista de regides. Cada clique
no botao sombrear aumentara a densidade do sombreamento. Para reduzir ou retirar

todo sombreamento, clique em deletar um ou deletar todos, respectivamente.

Vejamos o grafico na figura 30.
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Figura 30

Neste grafico sombreamos a parte entre as retas y = x e y = x + 5. Observemos
também a tela, figura 31, de desigualdade explicita com as alteracoes devidas para obter-

mos o resultado da figura 30.

sombrear |
™ acima " abaixo
oE 3
& enire
|5r = ®+5 j

[ wintervalo def abaixo

esquerdo |-5.00000

dieita  |5.00000
cor
Ientrey=:-:e_l,l=:-:+5 j
deletar um | deletar todos |

fechar |

Figura 31

Menu Um

Dentro deste menu temos dois comandos importantes para o estudo de funcgoes, as

opgoes: zeros e extremos.
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Zeros

Este comando permite acharmos as raizes (zeros) da funcao desejada. Por exemplo,
seja a funcao y = 22 —1, sabemos que as raizes desta funcao sao: —1 e 1. Mas supondo que
nao soubessemos e resolvessemos pedir para o WinPlot calculé-las. Entao apés plotarmos

o grafico devemos clicar no menu um em seguida em zeros. Observe que aparecera uma

janela conforme figura 32.

1.00000 prowimo |
zalvar ¥ como ||.-’.'q vI fechar |

Figura 32

Podemos observar que o programa traz uma raiz que ¢ —1 para vermos a outra basta
clicarmos no botao préximo. Caso funcao que apareca na tela nao seja a desejada entao
é s6 trocar clicando na seta para baixo ao lado da funcao ilustrada na tela. Temos ainda

a opcao de salvarmos aquele ponto com um nome, que seria uma letra de A a Z.
Extremos

Vamos pegar o mesmo exemplo da funcao usada anteriormente y = 22 — 1. Para
calcular o seu extremo, ou seja, o seu minimo devemos clicar no menu um em seguida

clicar em Extremos. O programa abrira uma tela como mostra a figura 33.

valores extremos |

% = 0.00000
y =-1.00000

zalvar |I>< vI
Camo m fechar |

Figura 33
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Observamos neste exemplo que ele nos mostra x = 0 e y = —1, que nada mais sao que
o x do vértice e o y do vértice, ou seja, o minimo desta parabola. E se olharmos o grafico
o software marca as coordenadas dos extremos mostrada na tela da figura 33 com um x
no grafico. Caso a fungao em estudo tenha mais de um extremo, entao basta ir clicando
no botao proximo extremo de que o WinPlot vai mostrando as coordenadas dos outros

extremos e ao mesmo tempo vai marcando um x em cada coordenada no grafico.

Dois

Neste menu temos a op¢ao Intersegoes que utilizamos quando queremos ver as in-

tesecoes entre duas fungoes.

Para construirmos mais de uma funcao num mesmo grafico o método é simples, basta
ir em no menu Equagao, em seguida em Explicita, digitar a funcao e apertar no botao
ok. Depois devemos repetir o processo para a proxima fungao e assim por diante. Entao
o WinPlot deixa os gréficos ao mesmo tempo plotados na tela. No programa podemos
ter até trinta e seis fungoes plotadas juntas. Este nuimero pode ser mudado no menu

tamanho do inventario que esta dentro do menu Equacgao.

Para verificarmos as intersecoes entre duas fungoes, o processo é o seguinte: primeiro
plotamos as fungoes no grafico, em seguida devemos clicar em Dois e depois em In-
tersegoes. Podemos observar que aparece uma tela como mostra a figura 34, mostrando
uma das intersecoes, para visualizarmos as outras interse¢oes basta irmos clicando no
botao prox intersegao, observe que aqui também o programa vai simultaneamente mar-
cando no grafico as interse¢goes com uma cruz e se quisermos que este ponto fique mesmo
marcado, pois ao clicarmos no botao prox intersecao o programa desmarca o ponto

anterior e marca o préoximo, devemos clicar no botao marcar ponto.
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I*_:,r = zinix)

pros interzecdon |

marcar ponko |

4

% = 0.00000
¢ =0.00000

z =0.78540

guardar | Ix vI
Camo I,-i'-. vI

™ &ngulo de intersecio em graus

fechar |

Figura 34

Como podemos ver na figura 24 existem dentro do menu Equagao ainda os coman-

dos: paramétricas, implicita, polar, ponto e segmento, que nao serao apresentados neste

capitulo.

Atividades

1. Faca o grafico das funcoes e determine o dominio e a imagem de cada uma delas:

(a) y = z no intervalo [2,3]
(b) y =2 — 4z + 4

(c) y = logy(x)

(d) y=+vVx+3

(e) y=x+2

(f) y=2°

(8) y=l|z|

2. Faga o gréifico das fungoes y = v + 1, y = 22 =4y = |[x + 1| y = logz(z +5) e

determine para cada func¢ao o intervalo onde sao crescentes ou decrescentes.

3. Faca o grafico de cada uma das funcoes identificando quais sao pares, impares ou

nem par nem impar.

(a) y==
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4. Determine as raizes das fungoes abaixo, no ambiente lapis e papel e com o software.
Qual a relacao entre as raizes de uma funcao e os pontos de interseccao do grafico

como o eixo dos x7?

() f(@) =22 +2 6
(b) g(z) =2" =1
(c¢) h(z) =3z —1

5. Ache o ponto de intersecgao entre as fungoes indicadas abaixo, no ambiente lapis e
papel e com o software. Qual a relacao dos pontos de interseccao, marcados na tela,

entre os graficos das funcoes com as repostas obtidas no papel?

(a) f(x) =a+1eg(e)=—z+3
Secao 2 - Transformacgoes no grafico
Tema: Transformacoes no grafico.

Pré-requisitos: Conhecimento das fungoes: polinomial do primeiro grau, polinomial

do segundo grau, modular, exponéncial e logaritmica.

Piblico alvo: Alunos da primeira série do ensino médio e das disciplinas de céaculo

da 12 fase dos cursos de ciéncias exatas.

Objetivos:
- Identificar transformacoes no gréfico.

Software: WinMat

Tempo estimado: 45 minutos
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Atividades:

1. Faga o grafico das funcoes: y = 22 +2rx+1ley=—(2?2+2r+1),y=e® ey = —¢c°

y =log(x) + 1 ey = —(log(x) + 1). Dado o grafico de f(z), o que se pode afirmar
sobre o grafico de g(z) = —f(x)?

2. Faca o grafico das fungoes:

1= 0= () = () 2= () = () = () =

(c)y=lzl,y=lz|+ L y=|z|+2, y=|z|+3, y=|z| +4,y=|z|+5

—~
o
~—

D=

d) y=lzf,y=lz|-Ly=lz| -2, y=|v| -3, y=|v| -4, y=|r| -5

2.1 Analisando o grafico da fungao y = f(z) + A, observamos que foi alterado o
posicionamento de f(z) em relagdo ao eixo das ordenadas. (Transformacao

vertical)

(a) O grafico de f(x) 4+ A, com A > 0, serd uma translagao vertical do gréfico
de f(z) para

(b) O grafico de f(z)+ A, com A\ < 0, serd uma translacdo vertical do grafico
de f(z) para

3. Faca o grafico das fungoes:

=lz,y=lz—1,y=|lz -2, y=|r—3|,y= |z — 4], y = |z — 5|
y=2y=(+1%y=@+2*%y=(+3)%y=(x+4)>* y=(r+5)>=~

(d) y=22y=(—-1%y=(x-2%y=(x—-3)2%y=(r—4)? y=(xr—5)>~

o
~— ~— ~— ~—
<

3.1 Analisando o grafico da funcdo y = f(x + A), observamos que foi alterado
o posicionamento de f(x) em relagdo ao eixo das abscissas. (Transformacao

horizontal)

(a) O gréficode f(z+\), com A > 0, serd uma translac¢ao horizontal do gréfico

de f(z) para o lado

(b) O gréfico de f(z+\), com A < 0, serd uma translagao horizontal do gréfico

de f(z) para o lado
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. Faca o grafico das fungoes

2 9, 1,2 . _ 1.2
5 Y =325, Y= zT

—
Y

S~—
<
Il
8
<
|

N

8
<
|

Wl

b) y =%y =222, y = 322, y = 422, y = 52>
(b) v y y y y

Determine em qual item a parabola contraiu e em qual expandiu.

. Encontre as familias das curvas, usando o comando familia:

2 com a variando entre 1 e 5 e com a variando entre 0 e 1.

(a) y = ax
(b) 5@+ com a variando entre 1 e 5 e com a variando entre -5 e -1.

(¢) y =log(z) + a, com a variando entre 1 e 5 e com a variando entre -5 e -1.
. No item a, em qual variacao o grafico contraiu, em qual expandiu.

. No item b, em qual variagao o grafico se deslocou para a esquerda, em qual se

deslocou para a direita.

. No item ¢, em qual variagao o grafico se deslocou para baixo, em qual se deslocou

para cima.
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5 Conclusao

Ja foi mensionado neste trabalho que o uso do computador no ensino, é tema de
campanhas ptublicas a todo momento. E com laboratorios de informatica sendo instalados
em escolas publicas do ensino fundamental e médio, esta ficando cada vez mais facil o

acesso a tecnologia informatica.

Como a informética estd avangando tanto, que hoje até se fala em analfabeto digital,
para a pessoa que nao domina esta tecnologia, optamos pela utilizacao de softwares gra-
tuitos na criacao de cenarios com objetivo de proporcionar ao professor a aplicacao dos
mesmos em sua escola e aos alunos em qualquer ambiente computacional, seja em casa

ou na escola.

Os softwares WinMat e WinPlot, utilizados nos cenérios sao gratuitos de simples
acesso, de facil manuseio, pois os programas usam a mesma notacao dos livros didaticos,
podem ser copiados para qualquer ambiente windows, ambos cabem em num disquete. E
ambos possuem versoes em portugues. Comparados com MatLab, Mapple e Derive sao
mais simples de se trabalhar, pois os comandos estao todos em menus nao precisando
saber sintaxes muito menos digita-las. Claro que MatLab, Mapple e Derive possuem mais
recursos matematicos que o WinMat e WinPlot, mas estes tltimos, para uma aula no

ensino médio, sao muito mais acessiveis.

Esperamos que os cenarios apresentados sirvam para facilitar ao professor o uso dos
computadores em suas praticas docentes, fazendo com que ele se habitue a usar esta
tecnologia como mais uma de suas estratégias para facilitar o entendimento dos alunos.
E que a sequéncia didatica apresentada no trabalho faca com que os alunos repenssem
seus conceitos e tenham um melhor entendimento a respeito dos conteudos tratados nos
cenarios. Mas apenas saberemos que alcancamos com os cenarios os objetivos desejados
a partir da experimentacao dos mesmos, mais isto fica como sujestao para um proximo

trabalho.
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APENDICE A - Rank (Posto), Auto

Valores e Auto Vetores

Podemos observar ao calcular o determinante e o traco da matriz que o software

também fornecia o Rank (posto), o polinémio caracteristico (characteristic polynomial)

e as raizes (roots) deste polinomio juntamente com suas multiplicidades, quando houver.

Conforme descrito na figura 35.

calculations for M

CFile | Edt Help Close
rank: 3

trace: 2.00000
determinant; 1.00000
characteristic polynomial

degree coefficient

3100000
2: -3.00000
1. 300000
0 -1.00000
roots

1.00000 (multiplicity 3)

L3

|

Figura 35

Na disciplina de algebra linear quando discutimos sistemas lineares , isto é, se ele tera

infinitas solucoes, uma tnica solucao ou nenhuma usamos o posto da matriz do sistema.

Mas o que é o posto? O posto é o nimero de linhas nao nulas de uma matriz na forma

escalonada.



63

Definicao 1 Dada uma matriz Apxn, s€ja Bnxn a matriz-linha redu-
zida o forma escada linha equivalente a A. O posto de A, denotado por
p, € o numero de linhas nao nulas de B. A nulidade de A € o nidmero

n—op.

(Boldrini,p.38)

Quanto aos outros dados fornecidos eles estao diretamente relacionados com o assunto
de auto-valores e auto-vetores. Muitas aplicagoes da algebra linear envolvem sistemas de
n equagoes lineares e n incognitas que aparecem no formato Ar = Az, onde A é um
escalar. E o que nos interessa em relacao aos sistemas neste formato é determinar para

quais valores de A tem uma solucao nao trivial e é este A que chamamos de auto valor,

Definigao 2 Se A € uma matriz n X n, entdo um vetor ndo-nulo r em
R™ ¢é chamado um auto vetor de A se Ax € um multiplo escalar de x,
ou seja,

Ax = Mz

Para algum escalar X\. O escalar A € chamado um auto valor de A e
dizemos que x € um auto vetor associado a .

(Anton,p.240)

Para encontrar os auto-valores de uma matriz A de tamanho n X n reescrevemos

Ax = Az como

Ax = \z

(M — A)z =0

Para A\ ser um auto valor, precisa haver uma solugao nao nula desta equacao. No

entanto a equacgao acima tem uma solucao nao nula se e somente se,

det(\ — A) = 0

esta equacao é a equacao caracteristica de A e quando expandido o determinante

det(A — A) é uma polinémio caracteristico de A.

Para encontramos os auto valores, posto e polinomio caracteristico no winMat basta
irmos no menu calc, One matrix e clicar na matriz desejada. Note que esta matriz tem

que ser quadrada, e que ela faz o papel da matriz A dita nas defini¢oes acima.



Exemplo: Digite a matriz A = | 3 8 5

1 2 4

76 9

64

Clique no menu calc, One matrix e

por ultimo clique na matriz A. Observe que os resultados ficarao iguais aos mostrados na

figura 36

calculations for M

File Edt Help Cloze
rank: 3

trace: 18.00000
determmant; -%4 00000

characteristic polynomial

degree coefficient
1.00000
-18.00000
25.00000
94 00000

2o byl

roots
355990
1608202
-1.64191

=

] | =

P

Figura 36
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APENDICE B - Outras opcoes do menu
Equacao

Dentro do menu Equagao também temos as opgoes: paramétricas, implicita, polar,

ponto, segmento, que nao foram apresentadas dentro do capitulo 4.
Opcao paramétrica

Usamos esta opgao para definir a curva na forma paramétrica. Quando clicamos em

paramétrica do menu, o programa abre uma janela, igual a mostrada na figura 37.

% =1{t), ¥ = (D) E|

glt] = |3$in[4t
polar [

tmin {0.00000
tmds (B 28319

ezpeszuia da linha i‘l

denzidade de plotagem i‘l
[T colocar setaemt = iEI.EIEIEIEIEI

tamanho da seta l'l 0

cor tolerdncia do passo ID.DD

ak cancelar I ajuda |

Figura 37

A caixa de didlogo f(t) = e g(t) = representam os parametros x e y, respectivamente,
na equagao paramétrica. As caixas de didlogo t min e t max determinam os limites
inferiores e superiores de t. Na opgao colocar seta em t= faz com que o programa na

hora em que passa por t igual ao valor escolhido coloque uma seta, indicando por onde



66

passa o grafico em determinado valor de t e o tamanho da seta pode ser modificado na
opcao tamanho da seta, o botao cor muda a cor do grafico. E se marcamos o item
polar ele desenha o a funcao paramétrica em coordenadas polares. Por exemplo, vejamos
o grafico da equagao paramética, x = 3 cos(3t) e y = 3sin(4t), com o item polar marcado

e a mesma equacao com a opgao polar desmarcada nas figuras 38 e 39.

F + + + + A 0+-F + + + +

k + + - + +

F + + + 2 I+ + + +

F + + + ] - + + +
X

| |
101 5

3 + + + +=4 [+ + + + +

Figura 38: Grafico desenhado com a opgao polar desativada

F + + + + A 0+-F + + + +
r + + + + - + - + +
F + + + 20+ + - +
F + + e + + +
X
I ! I !
I 1 1 1
-0 - -1.0 L= A 40 5
F + + +=1. + + +
k + + + +=2 - + + + +
F + + + +=3 1+ + + + +
3 + + + +=4 [+ + + + +

Figura 39: Grafico desenhado com a opgao polar ativada
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Na opcao paramétricas apds a contrucao das fungoes ao apertar o botao ok da tela
da figura 37, aparece novamente a tela inventario, figura 26, onde podemos fazer todas as

mesmas modificagoes descritas ateriormente.

Opcao implicita

Este item do menu serve para a construcao de fungoes definidas implicitamente. Note

que quando clicamos na op¢ao implicita aparece uma janela igual a mostrada na figura
40.

curva implicita |
[T buscalonga cor
[ alhar ezpeszUrg da Iinha!1
v fronteira
ok can-:elarl ajuda |
Figura 40

As fungoes definidas implicitamente sao desenhadas por um método especial. O pro-
grama procura randomicamente por um ponto inicial que se encaixa na funcao dada. Uma
vez que este ponto é encontrado, a curva, a partir deste ponto, é desenhada ao se calcular
numericamente certas equacoes diferenciais. Tendo em vista que o grafico desenhado pode
nao ser conexo (nao ter um sé pedago), o programa demora mais tempo procurando por
mais pontos iniciais. Se o usuario desejar continuar a busca antes de pressionar a letra Q,
em maiusculo, para parar, selecione a caixa “busca longa”. Se vocé quer ver o andamento
do processo de desenho na tela, que deixa o programa mais lento, se escolhermos iste item,

selecione olhar. Este modo permanece ativo sempre que a janela é atualizada.

Opcao polar

Usamos esta caixa para construcao de curvas em coordenadas polares e o programa
usa a letra t para representar o angulo polar teta, que é dado em radianos. O dominio
padrao é de 0 a 2. Mas se nao quisermos representar valores de r negativos selecionamos

entao a caixa somente valores positivos de r, mostrada na figura 41.
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kmin |0.00000
Emax |5.25319

[ zomente valores positivos de

ezpeszura dalinha i'l

denzidade de plotagem i1
tolerancia do paszo iD.EIEI car

ok cancelar | ajuda

Figura 41

As outras caixas de didlogo, existentes na janela, como: f(t) =, t min, t max,
espessura da linha e o botao cor, desempenham as mesmas fungoes descritas anterior-

mente para outras janelas.
Opcao Ponto

Podemos marcar pontos individuais na tela, com diferentes tamanhos cores e em
cordenadas polares ou cartesianas, onde a opc¢ao (x,y) plota o ponto em coordenadas
cartesianas e (r,t) em polares. Clicando em Ancoras em qualquer das duas janelas po-
demos ver as projegoes ortogonais sobre os eixos coordenados. Por exemplo, se clicarmos
na Equacao em seguida na op¢ao ponto e escolhendo o menu (x,y), aparecerd uma tela

como mostrada na figura 42.

ponto (X}

y= [pi3
tamanho do ponto !2 cor

@ sdlido O ciculo
[ &ncoras v pontihado

ok I cancelarl aiudal

Figura 42

Alterando os campos para x = 1, y = 1, tamanho do ponto para 3, e ativando os

itens pontilhado e acoras. O WinPlot gréficard o ponto conforme figura 43.
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Figura 43

Se tivéssemos escolhido ao invéz de (z,y) a opgao (r,t), feito as mesmas alteragdes
descritas anteriormente e ainda ativado os itens: exibir arcos e pontilhado , o ponto

ficaria graficado de acordo com o que mostra a figura 44.
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+ + + + +—4 I+ + + + +
Figura 44

Note que a representacao grafica do ponto ficou diferente, apezar de termos colocados
os mesmos dados. Isto acontece porque o menu (x,y) representa o ponto em coordenadas

cartesianas e o menu (r,t) em coordenadas polares.
Opcao Seguimento

Neste item construimos segmentos de um ponto (a,b) a outro (c¢,d) também podem ser
pontilhados, tracejados ou de espessuras diferentes. Para construirmos basta entrarmos

com as coordenadas (x1, y1) e (x2, y2) nos espagos correspondentes se escolhemos a opgao
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(x,y) (coordenadas cartesianas) ou, (rl,t1) (r2,t2)(coordenadas polares). Apresentados

nas figuras 45 e 46 e clicarmos no botao Ok.

segmento I
e
¥1= 30
w2= 25
v2=11.0
ezpeszura da linha |1 coar |
ponkos r
@ silido  pontilhade  tracejado
| ak. I cancelari ajuda |

Figura 45: Coordenadas cartesianas

segmento I
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e= 135
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Figura 46: Coordenadas polares

Para representar um segmento em coordenadas cartesianas ou polares o processo é
muito semelhante. Mostraremos um exemplo para coordenadas cartesianas. Para isso
temos que clicar em Equacao, segmento e em seguida em (x,y) note que a janela que ird

aparecer ¢ a mesma que a da figura 45.

Alterando os campos x1 para 1,5, yl para 3, x2 para 3,5, y2 para 1, o programa

construird um segmento igual ao mostrado na figura 47.
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Figura 47: Coordenadas polares

Para construir um segmento em coordenadas polares, basta escolher ao invéz de (x,y),
(r,t) o restante é feito da mesma maneira que para construgao em coordenadas cartesia-

nas.



