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Introducao

No primeiro capitulo, apresentamos algumas definicoes e espacos que serao
muito utilizados ao longo deste trabalho. Baseamos a teoria nos espacos
pré-Hilbert e de Hilbert, sendo que, neste ultimo, é de grande importancia
o espaco ser separavel, devido a termos uma base enumerdvel. Demos uma
breve introducgao a ortogonalidade e projecao, pois a série de Fourier de um
elemento é a soma de todas as suas projecoes sobre um sistema ortogonal de
elementos de um espaco vetorial.

No segundo capitulo apresentamos alguns resultados importantes da teo-
ria de aproximagao no espago das funcoes periédicas continuas, Cpe.(R), € no
espago onde as funcoes e todas as suas derivadas sao continuas e periodicas,
Cper- Para tais resultados, fazemos uso da convolugao, translagao e teoremas
de aproximacao de Weierstrass e, desta forma, mostramos a completitude do
espagos citados acima na norma/topologia adequada.

No terceiro capitulo estudamos a transformada de Fourier no espago S(Z),
espaco das seqiiencias rapidamente decrescentes, salientando que estas sao
seqliéncias de coeficientes de Fourier de alguma fungao continua periddica.

Introduzimos as distribuigoes periddicas generalizando o conceito de funcao

2

ser COMO subespago de distribuigoes periddicas. Evi-

e definimos o espaco L

tamos, desta forma, a teoria da medida/integral de Lebesgue,usualmente

2

ver-  Na seqiéncia, apresentamos os espagos de

necessaria para definir o L
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Sobolev periddicos como subespagos de L.

Por fim, mostramos que L2, e

os espacos de Sobolev, na norma adequada, sao espagos de Hilbert.
Destinamos o quarto capitulo para apresentarmos a teoria classica das

séries de Fourier. A questao central nesta teoria é expressar uma dada funcao

em uma série de senos ou (e) cossenos. Surgem varios problemas: o primeiro,

sera que tal funcao pode ser escrita na forma

o0

f % + ;(ak cos(kz) + by sin(kz));

com ay, e by coeficientes; segundo, como obtemos os coeficientes; por ltimo,
resolvida a primeira parte, quando a funcao f é igual a sua série de Fourier,
ou seja, em que sentido a série converge para a fungao, se pontual ou uni-
formemente. Para os coeficientes de Fourier, é crucial investigarmos o seu
comportamento, em particular, a sua taxa de decaimento. Uma forma de
faze-lo é através do Teorema 4.5.

Os capitulos 2 a 4 contém o embasamento tedrico necessério a compre-
ensao dos métodos de Fourier espectrais, o qual é apresentado no quinto e
ultimo capitulo. Destacamos os métodos de Fourier espectrais, que tiveram
origem recentemente (década de 70), pela eficiéncia computacional e elevada
precisao na construcao de solucoes aproximadas de equacgoes diferenciais. Ao
final do capitulo, apresentamos alguns exemplos que ilustram as qualidades

destes métodos.



Capitulo 1

Aproximacao por quadrados

minimos

Agora veremos o processo de aproximacao comumente mais trabalhado e
mais desenvolvido: quadrados minimos. Uma vantagem é observarmos uma
caracteristica comum de varias aproximacoes por quadrados minimos: os
coeficientes obtidos sao 6timos ao aproximarmos uma fung¢ao, no sentido que
minimiza o erro entre a funcgao e a aproximacao encontrada. Esta teoria dos

quadrados minimos provém dos FEspac¢os pré-Hilbert.

1.1 Espacos pré-Hilbert

Nos espagos pré-Hilbert, destacamos a ortogonalidade e a projecao que estao

diretamente ligadas com produto interno.

Definicao 1. Seja X um espaco linear sobre o corpo K, R ou C . Um
produto interno sobre X é uma aplicagao (-,-) : X x X — R que satisfaz as
seguintes condigoes:

(a) (z1 + 2, x3) = (21, 73) + (22, x3). Aditividade a esquerda.

7



(b) (axy,z2) = ax1,z2), @ € R. Homogeneidade.
(¢) (z1,22) = (w2, 1) Simetria.

(d) (z,z) > 0, ¥V = # 0 Positividade.

Um espago pré-Hilbert é um espaco linear sobre K munido de um produto
interno, (X, (-, ))
Exemplo 01. (K", (+,-)) com o produto interno definido por (z,y) = Z il
¢ um espaco pré-Hilbert. -

Exemplo 02. Seja [*(Z) = {(Ck)kEZ;Ck eCVke Z len]? < oo}.

kezZ
00

(1%,(-,+)) é um espaco pré-Hilbert, onde ((ck), (dk)) = Z crdy.

k=—o00

Definigao 2. Seja X espaco linear sobre K. A aplicagao || - [|: X — RT,
x| x || é denominada uma norma em X se, VA € K, V2 € X,

(a) || z |= 0.

(b) || = ||= 0 se e, somente se, x = 0.

() [ Az fl= |Al- || 2 ]

() Fe+yl<lfzl+1yl

Um espago linear X munido de uma norma é denominado um espago
linear normado.

Agora, definiremos métrica e espago métrico, que serao utilizados no
capitulo 2 para mostrarmos que o conjunto da funcgoes infinitamente dife-

renciaveis é completo.

Definicao 3. Seja M um conjunto nao-vazio. Uma métrica é uma funcao
d: M x M —R" tal queVa,ye M,

(a) d(x,y) = 0 se, e somente se, T = y.

(b) d(z,y) = d(y, x).

(c) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y),Vze M.

8



Um espago (M, d) é chamado de espago métrico.

Teorema 1.1 (A Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Em um espaco
pré-Hilbert,

2
|(z1, 22)|* < (21, 21) (22, 22).
A igualdade vale se, e somente se, x1 e x5 sao linearmente independentes.

Demonstracao. Se o = 0, o teorema se reduz a trivial desigualdade 0 < 0.

Sejam x2 # 0 e A um nimero complexo arbitrario. Da defini¢do (1) item (d),
(x1 + A\xe, 21 + Azg) > 0.
Isto é,

0 < (z1,71) + Mo, 1) + M1, 2) + AN(22, 22)

Como vale para todo A, em particular, para o nimero

)\ _ (xlw/EQ)
(1'275132).
Portanto,
(I17$2)(9€2,$1) ($1,372)($2,$1) ($1,$2)($2,9E1)
— — >0
(x1,$1) (x2’12> <x2’x2) + (I27x2)2 (IQ,ZM) =
Entao,
($1,$2)(Q32,371)

— > 0.

Logo,
(1, 22) (22, 21) < (21, 21) (22, T2)

ou,

|(ZL’1, $2)|2 < (fl, 1'1)(%'2, $2).



Supomos, agora, que vale a igualdade. Seja xy # 0. Pelo mesmo argumento

acima
(‘rla x2)
(1 + Az, 1 + Axo) =0 com A = ———=.
(552, 932)
Portanto, pela definicao (1)(d), 21 + Axze =0 e z1 = (21, 5102;@' Conseqiien-
Lo, T2
temente, 11 = axy, entao |(z1,22)|* = |a|*(z2, 72)? = (1, 71) (T2, T2). 0

Teorema 1.2. Se (X, (-,-)) € um espago pré-Hilbert, a equagao
|z [|= V/(z,)
define uma norma em X, e (X,|| - ||) € um espago linear normado.

Demonstracao. A quantidade \/(x,x) satisfaz as propriedades da norma.
A tnica propriedade que nao é imediatamente evidente é a desigualdade

triangular
fz+yll<lzl+lyll.
Isto é equivalente a
le+y P <lz*+2lz-llyll+Iyl

ou

(z+y,z+y) < (z,7)+ 2/ (z,2)/ (y,9) + (¥, )

Como (z +y,z+y) = (z,2) + (y,2) + (z,y) + (y,y) devemos mostrar que

(z,y) + (v, 2) < 24/(y,9)V/ (2, 2).

Mas, |(z,y)+ (y,z)| < [(z,y)| + [(y, z)] < 2|(x,y)|. Portanto, é suficiente

mostrar que |(z,y)| < 2v/(z,2)\/(y,y) que é precisamente a desigualdade
de Schwarz. 0
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Teorema 1.3 (A identidade do Paralelogramo). Seja (X, (-,-)) um
espago pré-Hilbert. Entao, ¥V x,y € X,

le+y P +lz—ylP=2=*+2]y .
Demonstragao. Sejam x e y pertencentes a X.

ety P +lz—yl*=@+y2+y)+(@—y,z—y)
= (z,2) + (z,9) + (. 2) + (y,9)
+ (@, 2) = (z,9) — (y,7) + (y,9)
=2(z,x) + 2(y,y)

=2z | +2 [y [
O

Definicao 4. Um elemento = é ortogonal a y se, e somente se, (x,y) = 0.
Denotamos por =z L y.

(21, 72)

Definicao 5. A projecao de x; sobre z9 é dada por proj,, xs = ( )
To, T2

To.

Quando || 5 ||?= 1, entdo proj.,xs = (1, z2) To.

Sejam x; e xo elementos nao-nulos. Selecionamos A € K tal que Axy é a
projecao de x sobre zy. Entdo Azy L 21 — Azy. Ou seja, (Axg, x1 — Axg) = 0.

Como A # 0 e X € R pois estd relacionada com comprimento, temos:

)\(xg,xl) )\)\(.TQ,LCQ

) =
)\(l’l,.ﬁlfg) (.1'2,1’2)
AM(@1, 22) — A2, 22))

) =

($1,$2) )\($2,$2

(Il, x )
(952,502)

A=

11



1.2 Sistemas ortonormais

Nesta secao, destacamos o teorema de ortonormalizacao de Gram-Schmidt,
pois se temos um conjunto de elementos linearmente independente, mas nao
necessariamente ortogonal, pode ser ortonormalizado. Ou seja, apartir deste
conjunto linearmente independente podemos encontrar outro que seja orto-

normal.

Definicao 6. Um conjunto S de elementos de um espaco pré-Hilbert é cha-

mado ortonormal se V z,y € S

0 z#y,
(2,y) =
1 T =1y.
Teorema 1.4 (Teorema de Pitagoras). Se xq,xs,...,2, sio ortogonais

entao
a1+ xo+ ot xg [P=l o [P+ o [P+ 2 [

Demonstragao. Basta escrevermos como produto interno e aplicarmos a

definicao de ortogonalidade. O]

Teorema 1.5. Todo conjunto finito de elementos x1,xo,...,x, ortogonal,

com x; # 0, € linearmente independente.

Demonstracgao. Seja axy + asxs + ... + a,x, = 0. Entao, para todo k,

0= (O,ZEk) = (alxl + aoxg + ...+ anmmxk) = (lk<l’k,$k).

Isto implica que ay =0, k =1,...,n. O]
Teorema 1.6 (Gram-Schmidt). Sejam 1, xs,..., uma seqiéncia finita
ou infinita de elementos, tais que para um numero finito xy,xs, ..., T, SGO

12



linearmente independentes. Entao existe constantes

a11
a21 Q22

a31 a3z A3z

tais que os elementos

*
Ty = a117

*
Ty = A21T1 + Q2222

*
Tg3 = A3171 —+ a32x2 -+ a33T3

sao ortonormais:

(33'* :c*-)zé,-j, 27]21,2,

1)%]

Demonstracao. Seja, recursivamente,

hh=a1 € $T:y1/|ly1 H

Yo =3 = (va,27)71 € 2 =4/ |2 ||

n

Yn+1 = Tp41 — Z(l'nJrlaxZ) € iL‘:;_H = yn+1/ H Yn+1 H
k=1

Vemos desta estrutura de recursao que y,.1, € portanto, x,.1, ¢ uma com-

binagao linear de 1, s, ..., Zn41. || ¥ || nd0 é zero. Os x} s@o normais:
et = (2 ) = e =1
; i) T - 1y Y1) — +-
o (78 (I I | /2 (770

13



*

Agora, demonstramos por inducao que xj, ; ou y,41 € ortogonal a x},, x;,_,, ...

*
, X7

Verificamos que (y2, z7) = 0. De fato,

(y2, 27) = (22 — (22, 27)2], 27)

— (LEQ,SCT) - ((x27‘r>{)xi71ﬁ)

= (.%‘2,1'?) - (QJQ,ZL‘I)(I‘T,%’T) = 0.
Assumimos que para i < n, j < i temos provado (y;, x;‘) = 0, ou seja,

* *
xy L 2]

* * *
ry L a7y, 2

* * * *
x; Lal,x5,25,...,2;_,.

Queremos mostrar que xj,; L x7, 25, 23,...,7;. Entao, para j <n

n
(yn+1> 33;) = (xn+1 - Z($n+1? $2)$27 $;)
k=1
n

= (‘Inﬂ-lax;) - Z(zn+1a 5752)(3527 x;k)

k=1

= (Tnt1,77) = (Tnga,25) = 0

Corolario 1. Os coeficientes a; sdo positivos.

Demonstracao. Do Teorema (1.6), x5 = asx1 + agxs, 11 =271 €

14



i =uw1/ || v ||, o que implica em y; = 3 || y; ||. Assim,

*

Ty = A21T1 + Q2272
(23, 23) = a21 (21, 23) + aze (2, 73)
1= an(z] | y1 ||, 23) + azn (w2, 23)
L= as || y1 || (21, 23) + azn (w2, x3)

1= CLQQ(ZEQ, l’;)

Agora, yo = 19 — (9, 27)2t € x5 = yo/ || y2 ||. Multiplicamos ambos os lados

desta penultima equagao por x3, temos:

(Y2, 23) = (22, 5) — (22, 27) (21, 23)

(l’; ” Y2 ||7$;) - (vaIp
Iy || (3, 25) = (z2, 73)
| y2 || = (2, 23)

Portanto,

L=agp ||y || = ax=[y|".

Como ys # 0, asy > 0.

Generalizando: 7 > 2

ZE;k = a;y1T1 + Q;9T2 + ...+ a;T;
(xf,27) = ap(z1,2]) + app(xe, x}) + ... + ay(x;, )
T=an(x] || v |, 2}) + ain(wo, 7)) + ... + (i, x))

1 = apo(za, x]) + ... + ai(x;, x))

15



Por outro lado,

Yn+1 = Tpy1 —

(yk,xf) = (xk,x%k) -

(o e I, 27) =
Iy || (3, 27) =

Il yr || Ors =

Portanto,

L= ay || yr [|= au =|| v

Como y; # 0, a;; > 0.

n

Z(xn+17 IZ)

k=1
k—1
=1
(‘rka :E;k)
(xkv z)
(xka z)

[

Corolario 2. Podemos encontrar constantes

bll
le bQZ
b31 b32

com b;; > 0 tais que

*
xr1 = bllxl

* *
To = bglxl + b22:1:2

Ty, = bp1 @] + bpoxy + -+ - + bppy,.

16



Demonstracao.

1
ry = —xy, entao by = —
an a1
21 1 a921 1
To=——x1+ —2) = ———1x] + —a5
22 22 Q22011 22
~ —a1 1 , ) .
entao by = ,  begs = —. O argumento é analogo para i = 3,...,n.
22011 22
Como aj; sdo positivos, j =1,2,...,n, b;=—=|y; |[|>0. O]
ii
Corolario 3. =), Lz, o, Ly ,..., 2 L 1.

Demonstracao. zj = byx] + broxs + - - - + byixy. Multiplicando esta ultima

equagao por z, temos

k k
(x),xp) = (x;‘l, Zbklx;‘) = Zbkz(x;‘l,xf) =0, sek<n.
i=1 i=1

O

Observagao 1: Na seqiiéncia deste trabalho, usaremos o asterisco (x) para

simbolizar os elementos ortonormais e para designar os espagos conjugados.

1.3 Expansoes de Fourier

Definicao 7. Seja z7, x5, ..., uma seqiiéncia finita ou infinita de elementos
o0

ortonormais. Seja y um elemento abitrario. A série g (y,x))x) é a série de
n=1
) sdo conhecidas como os coeficientes de

*

Fourier de y. As constantes (y,z

Fourier de y.

Freqlientemente, escrevemos

y~ Y (), (1.1)
n=1

17



para indicar que a soma ¢ associada a y, ou seja, é aproximagao de y. Pode-

mos também escrever
o
: *
y~ Y (Proj, )
n=1

ou seja, a série de Fourier de um elemento ¢ a soma de todas as suas projecoes
sobre um sistema ortonormal de elementos.
Se x1,xs,..., nao-nulos, sao ortogonais, mas nao necessariamente nor-

mais, entao x; = sao ortonormais, tal que podemos reescrever (1.1)

Ik |

- Ty Tk - Y, Tk,
“Z(y’ o ||> =3

n=1 |z || a =1 (T, k)

CcOo1mo

isto é, podemos interpretar que y é aproximado pela soma de todas as suas
projecoes sobre o sistema x,,.
No caso simples de um espaco de dimensao finita, a expansao de Fourier

de um elemento coincide com o elemento.

Teorema 1.7. Sejam xy, s, ..., x, elementos independentes e xf os s or-

tonormalizados. Se w = a1x1 + -+ - + apx,, entao

n

w = Z(w,xi)xz

k=1

Demonstragao. Do corolario (2), temos

w = a1 (ban) + &2(b21$>{ + bzgl';) + -+ Cln(bnll'){ + -+ bnnx;)

= 2] + x5+ -+ e
Agora, paral <k <n
(w,zy) = (c12] + 225 + - - - + cpx), x7)
=y (2], 25) + -+ ep(ar, xp) + -+ enlx), x5) = e,
o que demonstra o teorema. H

18



1.4 Propriedades 6timas da expansao de Fou-
rier

Para as expansoes de Fourier finitas, temos a seguinte propriedade de mini-

mizagao.

Teorema 1.8. Sejam x7,x5,..., um sistema ortonormal e seja y um ele-

mento arbitrario. Entao,

N
Hy > () _H Zaz
i=1
para qualquer selecao de coeficientes aq,as, . ..,aN.

Demonstracao.

N
i=1

2 N N
_ (y—zm:,y—zaixz)
1= =1

*
ai(‘rwy) - Q; y? i + E : ala] 'L? j
i=1 =1 i,7=1

N N N
=Y ailaly) = Y alya) + ) lal’
i=1 1 i=1

i=

="
o

N

N
+ > (@) a) =D (@5 y) (Y, )
=1

i=1
N

= (y,y) — Zly, ; !2+Zlaz (y,z7) (1.2)

19



A dltima igualdade provém de

Sl = ) = > e = (v — ()]

— Z[ai — (v, 2)|[a; — (v, x})]

=3 i — (y)lla — (2, )
- Z |ai|2 - Zaz(xjay) - Zdl<yax:> + Z(x;kay)(ywrj)

Como os primeiros dois termos do tltimo membro da equagao (1.2) sao po-
sitivos e independem dos aq, as, ..., ay escolhidos, é claro que o minimo de

N

*

Y- E aiT;
i=1

sera quando e, somente quando,

a; = (y,z), 1=1,2,...,N;

isto é, quando os a;s sao os coeficientes de Fourier de y. O

Os problemas de quadrados minimos na andlise numérica podem ser for-
N

*

y— E Ay
i=1

pré-Hilbert. O préximo corolario nos da a solucao de tais problemas.

mulados em termos de encontrar min

a;

num apropriado espago

Corolario 4. Seja x1,...,xn um conjunto de elementos independentes. O
problema de encontrar uma combinacao linear de x4, ..., xNn a qual minimiza
N N
Hy - g a;x;|| € resolvido por g (y,z;)z;.
=1 i=1

Corolario 5. min,,

N

*

Yy — § a;x;
=1

Demonstragao. Inserimos a; = (y, z}) na igualdade (1.2) do Teorema (1.8).

O

2 N
=1y I =X Iy, 27)?
i=1

20



Corolario 6 (Desigualdade de Bessel). Se 2} sao elementos ortonormais

entao

N

Dol <y I’

i=1
Corolario 7. Se z} sao uma sequéncia infinita de elementos ortonormais

entao

oo

Do) <y I’

i=1

*

Corolario 8. Se z?

T sao uma sequéncia infinita de elementos ortonormais

entao
lim;—oo(y,27) =0

isto €, os coeficientes de Fourier de y se aprorimam de zero.

Corolario 9. Seja x1, xo, ..., x, linearmente independentes. Seja x7, x5, ...,

0s .8 ortonormalizados de acordo com o Teorema (1.6). Entdo, para toda

a selecao de constantes ay,...,a,_1 temos

*

lyll= ||| <ll a1zt + agzo + -+ + ap_1Tp—1 + 2y | -

ann

Demonstragao. Pelo coroldrio (4), o problema

nll)in | zp — (11 + ..o+ b1 1) ||

n—1
é resolvido por E (xn, x3)xy, mas do Teorema (1.6) isto é precisamente
k=1
Tn — Yn- [

Aproximagoes por quadrados minimos (as melhores aproximagoes num
espago pré-Hilbert) de um elemento y por uma combinagao de elementos in-

dependentes x1, z9, ..., x, podem ser expressas de duas formas:
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(1) como uma combinagao linear a;x; + ... + a,x, dos elementos dados;

(2) como uma combinagao linear bz} + ... + b,z dos z}s ortonormaliza-
dos. Embora (1) possa ser mais conveniente, (2) possui a vantagem de
permanéncia. Isto quer dizer que, se adicionamos um elemento x,; para
aproximacao de y por combinacao linear de x1, s, ..., Ty, Tyi1, no caso (1)
temos ajz + ... + a,x, + a1 Ty11, onde 0s @ ndo possuem uma relagao
simples com os ag. J& no caso (2), mantemos os primeiros n coeficientes e s

adicionamos mais um.

1.5 As equacoes normais

Teorema 1.9. Sejam x1,xo, ..., x, elementos independentes e sejam x7, ..., T
0s ='s ortonormalizados. Entao, Vy € X,

n

y— Y (y.zp)z; | L.
k=1

Demonstracao.

n

y=>> (e | = (y2)) = > (y,73) (2}, 75)
k=1 k=1
O

Corolario 10. Se y € a melhor aprorimacdo por combinagoes lineares de

T1,T2,...,Tp, entao y € ortogonal a cada x;.

Teorema 1.10. Seja a1x1 + ... + a,x, a melhor aproximacgao de y de uma

combinagao linear de xy,xo,...,x, (independentes). Entdo, os coeficientes

22
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a; $ao a solucao do sequinte sistema de equagoes:

ar(xy, 1) + ag(za, 1) + -+ - + an(Tn, 1) = (y, 1)

@1(%1, -TQ) + a2($27 w2) + -+ an(l'na .1'2) = (ya x2) (13)

al(xh .l’n) + a2(x27 xn) + -+ an(xnu In) = (ya xn)
Essas equagoes sao conhecidas como as equagoes normais.

Demonstracao. Pelo corolario anterior, (y — a1z1 + ... + a2y, ;) = 0.

Quando expandido, isto é a j-ésima equacao do sistema (1.3). O

1.6 Fechamento e suas consequiéncias

Definicao 8. Um sistema finito ou infinito de elementos x1, xs,..., em um
espaco linear normado X é dito fechado se qualquer elemento x € X pode
ser aproximado por uma combinacao linear finita dos x;. Isto é, dado € > 0

e x € X, existem constantes aq,...,a, tais que
|z — (a1 + ...+ apzy) [|< e

Antes de estudarmos as implicacoes do fechamento, é importante relem-
brarmos alguns conceitos topolégicos. Seja (X, d) um espa¢o métrico munido
da métrica d(z,y). Se x, € X, o conjunto B(z,,r) que consiste em todos os
elementos de x € X para os quais d(x,z,) < r é chamado de bola aberta.
Um elemento x de um subconjunto S é chamado um elemento interior de S
se existe um r > 0 tal que B(z,r) C S. Em um espaco métrico, definimos a

nocao de convergéncia de seqiiéncias da seguinte forma.

Definigao 9. Em um espago métrico (X, d), uma seqiiéncia de elementos
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(x,) é dita convergente para um elemento x € X se e, somente se,

lim d(z,z,) = 0.

n—oo

Em um espago linear normado, (X,| - ||), uma seqiiéncia (x,) é dita

convergente para um elemento x € X se e, somente se,
lim ||z — 2, ||=0. (1.4)
n—oo

A convergéncia do tipo (1.4) é chamada convergéncia em norma.

Definigao 10. Uma seqiiéncia de elementos de X, (z,), é chamada uma
seqiiéncia de Cauchy, se para todo € > 0, existe N(¢) € N tal que d(z,,, z,,,) <
e, V. m,n > N(g). Um espago métrico (X,d) é chamado completo se toda
seqiiéncia de Cauchy tem limite em X. Um espago linear normado completo
é chamado de espaco de Banach. Um espaco de Hilbert é um espaco linear
munido com produto interno (pré-Hilbert), que é um espago de Banach com

|- l¢.,), norma que provém do produto interno.

Exemplo 03. Cfa,b] = {f : [a,b] — K; f é continua} é um espago linear
normado por || f ||= max |f(x)|. Este espaco é completo com esta norma.
De fato, se max |fm(:135 - fu(z)| <e, Vm,n > N(e), entao dado x € [a, b],

|[fm () = fu(@)| < max |f(z) = fu(z)] <, (1.5)

a<z<b

se myn > ¢e. Como (K,|-|) é um espago de Banach, existe n, € K tal que
Ny = lim f,(z) em (K, |-]). Seja f : [a,b] — K, x +— n,. Fazendo n — oo em
(1.5), obtemos || f, — f |lo— 0. Logo, f,, converge uniformemente em [a, b]

para a fungao f, que é continua em [a, b] devido a continuidade uniforme das

fn- O
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b

Exemplo 04. Por outro lado, se X = C[a, b] com anorma || f ||*= / |f(x)|*dx,
a

entao X nao ¢ completo. Mostraremos isto exibindo uma seqiiéncia de Cau-

chy em X a qual nao converge para um elemento de X. De fato, para sim-

plificar, tomamos a = —1, b = 1 e seja f,, a seqiiéncia de funcoes continuas
(
-1 -1<z<i
fu(®) = < na —L<p<d
1 L<z<i

\

Seja f a funcao descontinua

-1 —1<x<0
flz) =
1 O<xr<1
Agora,
)
0 {-1<z<-lu{i<z<i}
f(x) = fulz) = -1 — nz —%ng()
1—nx O<o< %
\
Assim,
0 1/n 2)
| f(x) = fu(x) ||2:/ (=1 — nx)*dx —l—/ (1 —nz)’de = —.
—-1/n 0 3n

Portanto, lim, .o || f — fa [|°=0. f, converge em norma para f, logo é
uma seqiiéncia de Cauchy, mas nao converge em norma para uma fungao
continua g. De fato, supomos que existe uma funcao continua ¢ tal que

lim || g — f, ||*= 0. Entdo
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Como || g— fu |[— O0e | f— fu |l 0 quando n — oo, obtemos
I'f =g =0, ou seja,

1 f—glP = / (=1 — g(x))%dz + / (1 g(e)Pda

-1

-/ 1+ o) o + / (1 gla)de = 0

~1

somente se g(x) = —1 para —1 <2z < 0e g(x) =1 para0 < 2 < 1. Isto

é, temos uma seqiiéncia de fungoes continuas f,, que convergem para uma

funcao descontinua f, mostrando que X nao é completo na norma dada. [
Agora, mostraremos o teorema fundamental das expansoes ortonormais

de Fourier.

Teorema 1.11. Seja z7, x5, ... uma seqiéncia de elementos ortonormais
em um espaco pré-Hilbert X. A seqiiéncia consiste de um niumero finito de
elementos. Considere as sequintes afirmacgoes:

(A) Os zf sao fechados em X.

(B) A série de Fourier de y € X converge em norma para y, isto €,

lim Hy = (. zp)i|| = 0.

n—00
k=1

(C) Vale a identidade de Parseval. Isto é,Vy € X,

Iy 11°= () = > Iy, 23)I.

n=1
(C’) Vale a identidade de Parseval estendida. Isto é, ¥ z,y € X

[e.o]

(2.y) = Y (w,27)(a},y)-
n=1
(D) Nao ha um sistema ortonormal maior contendo x5, x5, . .. .

(E) Os elementos x3,x3, ..., possem a propriedade de fechamento. Isto é€,

yeXe(y,zr)=0, k=1,2,..., implica que y = 0.
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(F) Um elemento de X € unicamente determinado pelos seus coeficientes de
Fourier. Isto é, se (w,x}) = (y,z5) k=1,2,..., entao w = y.

Entao

A—~B«(C«(C'—-D< FE«F. (1.6)
Se X € um espaco de Hilbert, D — C' e as sete afirmagoes acima sao equi-
valentes:

A—-B+~(C~(C <D< FE«F (1.7)

Demonstragao.

(A) — (B). Pelo teorema (1.8), temos que

Hy = (. 7p)i|| < Hy — >
k=1

k=1
Por hipdtese os z7, x5 sao fechados, para todo y € X, dado € > 0 existe uma
n

y— Y a;

k=1

combinacao linear do x} tal que <e.

= 0.

Entao lim Hy — Z(y, xy)Ty,

n—00
k=1

(B) — (A). Por hipétese, temos que Yy € X, Ve > 0, existe N € N, tal que

n

y—> (v, 21)wh
k=1
y pelos seus coeficientes de Fourier. Logo, os x] sao fechados.

VYn > N < e. Ou seja, podemos aproximar cada elemento

(B) — (C"). Sejam z,y € X. Pela ortogonalidade,

(93 = (@ap)wy =) (v, xZ)xZ) = (z,y) — (a:

3

(v, 9532)9572)

- <Z<x7$2)$279> + Y (z, 2}y, 27) (wf, 7)
= (2,y) = Y (o) (z,27) = Y (2, 27) (af,y) + Y (2, 27) (v, 77)
= (z,y) = Y _(w,27) (2, y).

k=1
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

n

r— 3 (a,})a;

k=1

- Hy S el

k=1

(2,y) - Z@,xz)(asz,y)) <

k=1

n

Yy — Z(ya IZ)IZ

k=1
(C") — (C). Tomamos z =y em (C"),

oo o0
Iy [1*= Z T, o) (@, Y Z‘ Y, )|
k=1 k=1

(C') — (B) Do corolério (5)

n

— 0, quando n — oo, lim Z r,xp)(xr,y) = (z,9).
k=1

Como

n

0< Hy— > (v, )7y

k=1

—||y||2 ZI Y.z}

Tomamos limite e obtemos a implicagao.
Desta forma, temos A < B «— C « (",
(A) — (D). Supomos que x7, 5, ..., w, com w # z}, um sistema ortonormal.

Este sistema aumentado é também fechado em X. Como (A) — (C’), temos

w2 =37 N, 2 + (w, )
k=1

w2 =3 I(w, )P
k=1

Comparando as duas equagoes acima, || w ||= 0. Contradigao, pois || w ||= 1.
Logo, (4) — (D).
(D) « (E). Supomos quey € X,y # 0e (y,z5), k = 1,2,.... Entao,

|| |
tradiz (D). Portanto, (D) < (E).

Xy, X5, .. sera um sistema ortonormal maior que x7, x5, .... Isto con-

(E) — (F). Supomos que (w,z}) = (y,z5), k=1,2,....
Entao 0 = (w, z})—(y, x}) = (w—y,x}), k =1,2,.... Por hipdtese, w—y = 0,

w=1y.
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(F') — (E). Supomos z # 0 com (z,z;) =0, k = 1,2,.... Para algum y,
(y,z3) = (y+ z,27) k= 1,2,...,. Entao y e (y + z) serdo dois elementos
distintos com o mesmo coeficiente de Fourier. Isto contradiz (F). Portanto,
(F) = (B).

Isto completa a cadeia de implicagoes (1.6).

Agora, assumimos que X é completo e mostraremos que (F') — (B), esta-
n

* *

belecendo as implicagoes (1.7). Sejaw € X e consideramos s,, = Z(w, xy)xy.
k=1
Para n > m, temos

n

Sp — Sm = Z (w, xy)xy
k=m+1
n

Isu—su = l(w,ai)

k=m+1

Pelo corolério (6), Z |(w, z3)| < co. Entao, dado € > 0, existe N () tal que

00
k=1

Z |(w, })|* < € para todo m,n > N(g). Ou seja, (s,) é uma seqiiéncia

k=m+1
de Cauchy. Como assumimos X completo, (s,) converge para um elemento

s e X:
lim || s—s,||=0. (1.8)

Resta-nos mostrar que w = s.

Seja p fixo com n > p. Entao

n

(S - Snaw*) = (8733:1) - (Sn,l'Z) = (vaZ) - (Wﬁ)(ﬁﬁi)
k=1

= (S,CE;) - (U),LCZ)
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(s, 27) = (w,zp)[ = (s = s, 7)) <[l s = s || - [ 2 (=] s = s ] -
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Tendo em vista (1.8), (s,z},) = (w,z},),u = 1,2,..... Pela hipétese (F),

w = s. Entd@o podemos reescrever (1.8) como

n
lim Hw — E (w, zg)xp|| =0,
n—oo
k=1
mas isto é precisamente (B). O

A propriedade de fechamento em (E) pode ser definida para todo conjunto

de elementos.

Definicao 11. Um conjunto de elementos S em um espaco pré-Hilbert X é

completo se (y,x) =0, Vx € S, implica y = 0.

Teorema 1.12 (Riez). Seja X um espago de Hilbert e sejam aj.s constan-

tes tais que Z lax|* < 0o. Seja (x}) uma seqiiéncia ortornormal completa.

k=1
Entao, existe um y € X tal que

(yv'IZ) :ak’ k:172""‘ (1.9)

n
Demonstracao. Consideremos os elementos s, = E axry. Agora, para

k=1
n

o0

n>m, || s, —sm||°= Z lax|*. Por hipétese, Z lax|* < 00, (s,) é uma
k=m+1 k=1

seqiiéncia de Cauchy e existe y tal que lim, . || ¥ — s, ||[= 0. Com k fixo e

n>k

Iy = sn =11y = sa 2 [(y = s, 2| = |(y; 23) = (s, 20)| = |(y, 23) — axl.
Esta ultima igualdade provém de (s,,z;) = Z(x”,;,x;") = Zakékl = .

k=1 k=1
Quando n — oo, obtemos a equagao (1.9). O

Vimos no Teorema 1.8 que existe uma distancia minima de um elemento
dado a uma variedade linear. Como podemos estender este fato para sub-
conjuntos mais gerais? O préximo teorema fornece uma condigao de grande

importancia.
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Teorema 1.13. Sejam X um espaco pré-Hilbert. Seja M um subconjunto
fechado, convexo, nao-vazio de X. Seja y € X e seja

d=inf [|y—z]. (1.10)
Entao, eziste um tnico x, € M tal que || y — z, ||= d.
Demonstragao. Pela equagao (1.10), podemos encontrar uma seqiiéncia de
elementos x,, € M tal que

lim ||y —x, ||=d. (1.11)
Pela identidade do Paralelogramo 1.3,

lom —zn " =2 2m =y 7 +2 | 20 =y |7 = | 2y = 20 — 20 |
1
=2 em =y I?+2 @ —y 1P —4 |y = 5(zm +2a) .

2

M é convexo, portanto %(a:m +x,) estd em M e | y— %(xm + ) ||> &2

Entao,
lm — 20 P< 2| @m —y 1?42 | 20 —y || —4d>.

Tendo em vista a equagao (1.11), || 7, — x,, ||*— 0 quando m,n — co. Isto
significa que (x,,) é uma seqiiéncia de Cauchy. Como X é completo, existe
um z, € X tal que || z,, — x, ||[— 0. Mas, M é fechado, entao x, € M.

Agora,
ly =[Sy =@l + [ 20—z | > d+0=d.

Por outro lado, da equagao (1.10), || y — z, ||> d. Portanto, || y — z, ||= d.
Mostraremos a unicidade. Sejam z, e 1 com || y — x, ||=|| vy — =1 ||= d.

Como M é convexo, 3(z, + 1) estd em M. Portanto,

1 1 1 1 1
d<|y— §($o+$1) | =l ¥~ §$o+§y— 57 |
<5 41 =444
= -, = -1 ||= =+ =.
=5 Y g M= 0= 5 T35
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Portanto, || y — 3(z, + 21) ||= d. Pela Identidade do Paralelogramo,

1
2o =i [P =20l 20—y P +2 21—y 7 =4 |y = (o +2) |I*

=2d* +2d* — 4d* = 0
Logo, x, = ;. O

Teorema 1.14. Sejam X um espago pré-Hilbert e M um subespago linear
fechado tal que M C X, M # X. Entao, existe um elemento z # 0 com
z L M, isto é (z,y) =0, Vy € M.

Demonstragao. Sejam w nao pertencente a M e d = inf || w —y ||. Pelo
teorema 1.13, podemos encontrar um y, € M com || w — vy, ||= d. Seja
Z =w — 1Y, z # 0, caso contrario w pertenceria a M. Como M é linear,

Yo + cy estd em M, Vy € M e toda constante c. Entao,
d=|z[=llw—=yo <l w—(yo+cy) =l z=cy .
Assim, || z — cy [|>>]] 2 ||?, ou seja,
lz=cyl> =1 =l*>0
(Z—Cy,Z—C’y) - (Z,Z) >0
<Z7Z> - (Z,Cy) - (Cy,Z) + (Cy,0y> - (Zu Z) >0
—(z,y) — ey, 2) +cely,y) 2 0
e |y I? =y, 2) —e(z,9) > 0.

Entao, c(y,2) + é(z,y) < |c)* || v ||> Ve Vy € M. Em particular, tome

¢ =o(x,y), onde o é real.

(2 y)(%y) + oz y)(y:2) < o*|(z.9)]* [ y |
ol(z )l + ol < o*|(z.9)* |y I

|z y) {20 — o [y I} 0.
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Consideremos o > 0 e pequeno tal que 20 >|| y ||* 0. Entao, 20— | y ||
o > 0. Assim, 0 < |(2,9)]* < 0, |(,9)| = 0. Logo, (2,y) =0, Vy € M,
VzlM. []

1.7 Espacos de Hilbert separaveis

Definigao 12. Um espago métrico (X, d) é dito separavel se existe um sub-
conjunto S enumeravel que é denso em X, isto é, dado z € X e € > 0, existe

y € S tal que d(z,y) < e.

Teorema 1.15. Um espaco de Hilbert H tem uma base ortonormal enu-

merdvel se, e somente se, H for separdvel.

Demonstragao. Seja (py)ren sistema ortonormal completo em H. Entao,
[(vr)ken] = H. Como (pr)ren é enumerdvel, o conjunto de todas as com-
binagoes de 1, @9, ... com coeficientes racionais é enumeravel e denso em H.
Portanto, H ¢é separavel.

Seja (pr)reny denso em H. Eliminando desta seqiiéncia todos os ¢ que
podem ser representados por combinacgoes lineares de elementos ¢; com
j < k, obtemos uma subseqiiéncia (1s)sen linearmente independente tal
que [(¢r)ren] = [(¥s)sen]. Aplicando o processo de ortonormalizagdo de
Gram-Schmidt a (t¢s)sey obtemos um sistema ortonormal (§)eny tal que
[(Vs)sen] = [(&)ien]. Como (¢r)ken ¢ denso em H, (1s)sen ¢ denso em
H e, logo, (&)ien também é denso em H. Portanto, (§)en é um sistema

ortonormal completo em H. O]

Teorema 1.16 (Bases nao-enumeraveis). Seja (¢,) um sistema orto-
normal em um espago pré-Hilbert, (X, (,-)). Seja x € X. Entao, (x,p,) €

nao-nulo em no mdximo uma cole¢dao enumerdvel de ¢’ s.
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Demonstragao. Fixemos z € X, x # 0. Sejam A = {¢, : |(x,¢.)| > 0} e
2
] , n=1,2...}. Pela desigualdade de Bes-

An = {pa € A1 |(z,00)]* >
sel, S |(2, 0a)2 <|| = ||?, A, contém no maximo n — 1 elementos, pois se
houvesse um nimero maior, soma dos coeficientes correspondentes ultrapas-
saria || z ||?, violando a desigualdade de Bessel. Mas, A = U2 | A,,, logo A &,

no maximo, enumeravel e infinito. O
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Capitulo 2

O espaco Cpg,(R), sua topologia

e o teorema da Aproximacao

2.1 O Espago Cp.(R)

Definicao 13. Seja u : R — C. Esta fungao é periédica com periodo T # 0
se u(x +T) = u(zx) para todo x € R.

Observacao 2: (a) Obviamente neste caso: u(x +2T) =u((z+T)+7T) =
wz+T) =ulx) eulzr—T) =u((xr —T)+T) = u(x). Portanto, se u é
periodica com periodo T, u € periodica com periodo kT, ¥V k € 7.

(b) Se u € periédica com periodo T # 0, entdo v(z) = u (%) ¢ periddica
com periodo 2mw. Portanto, escolheremos o periodo fixo 21 para nossas con-

sideracoes.

Definicao 14. Cp.,(R) é o conjunto de todas as fungoes continuas periddicas

u:R — C.

Exemplo. sin(nx), cos(nz) e ¢ pertencem a Cj.,(R), Vn € Z.
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Proposigao 1. C.,.(R) é um espaco linear sobre C se definimos a soma e o
produto por escalar de funcgoes por:

(1) (u+v)(x) = u(x) +v(x), u,v € Cpr(R),z € R.

(i1) (oqu)(x) = au(z), u € Cpr(R),z € R.

Observacgao 3: (uv)(x) = u(z)v(x), u,v € Cper(R), z € R.

Proposigao 2. Cp..(R) € um espaco linear normado quando munido da

norma || u ||eo= sup |u(x)|.
zeR
Proposigao 3. (Cper(R), || - ||«) € um espago de Banach.

Demonstracao. Seja (u,)neny uma seqiiéncia de Cauchy em (Cper(R), || - ||co)
isto é, dado € > 0, existe N € N tal que se m,n > N entao || u, — unm ||c< €.
Pelo lema que enunciaremos e provaremos a seguir, existe u : R — C continua
tal que || u, — u ||oo— 0 quando n — oco. Obviamente, u é periédica e, por-

tanto, u € Cper(R). Isso mostra que (Cper(R), || - ||oo) é completo. O

Lema 2.1. Seja (f,)nen uma seqiéncia de fungoes limitadas de um conjunto
Q nao-vazio em C tal que dado € > 0, existe N € N tal que || fn — fin ||eo< €
se myn > N, onde || f |lco=sup|f(z)|. Entao, existe uma unica fung¢do
limitada f : Q2 — C tal que (fJigN converge uniformemente a f. Se ) € um

espago métrico e cada f, € continua, entao f € continua.

Demonstragao. Fixemos = € Q. Entao, |f.(z) — f(2)| <|| fu — fin lloo-
Logo, (fn)nen € uma seqiiéncia de Cauchy em C para cada x € €. Denote-
mos o limite por f (completude de (C,| - |)). Devemos mostrar que (f,)nen
converge uniformemente a f (inico limite); f é limitada; f é continua, se €
é um espaco métrico.

Parte A. Dado € > 0, existe N € N tal que || f, — fin [|o< &, sS€e n,mMm > N.
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Entao, para um m > N fixo,

@) = F@)] = | fule) — lim fu(a)| = lim |fonla) — fule)] <.
Portanto, || fin — f [|co< € sSe m > N, isto é, (fn)nen converge uniformemente
a f.

Parte B. Se a seqiiéncia também convergisse uniformemente para g, entao
para cada x € Q, |f.(z) — g(z)| <|| fu — g |loo- Logo, fu(z) — g(z) quando
n — 00. Isso significa que f = ¢ pela unicidade do limite.

Parte C. f é limitada, pois

[F@)] = 1f(2) = fn(@) + fin(@)| < [f(2) = (@) < et || fin ooy

sem > N.

Parte D. Supomos cada f,, continua sobre o espago métrico 2. Fixemos um
r € Qee>0. Entao, existe N € N tal que m,n > N e || f, — fin |o< €.
Também existe um § > 0 tal que |fy(y) — fv(z)| < € se d(y,z) < J, pela

continuidade da fy em x. Entao,

[f(y) = @) < 1f () = In@)l + [ (y) = In()] + [ fv (@) = f(2)]
< f=sv 4+ 1 () = fv@@) |+ fn(e) = fz) |l

<e+e+e =3,
se d(y,z) < 0. Logo, f é continua. O

Proposicao 4. Seja (an)nez, uma seqiiéncia de nimeros complexos tal que

oo o o0
Z la,| = Z lan| + Z la_n| < oo. Entao, a func¢ao u definida por
n=0 n=1

n=—oo

o0

u(zr) = Z ane™

n=—oo

pertence a Cpe,(R), isto €, € continua e periddica.

Demonstracgao. Imediato pelo teste M-Weierstrass e o fato de que uma série

uniformemente convergente de fungoes continuas é continua. O
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2.2 Funcoes periddicas suaves

~ ) du . N
Proposigao 5. Se u € Cp..(R) € tal que T existe para cada v € R, entao
x
du

T também € periodica.

T
Demonstracao.
d_u(ﬂﬁ +27) = lim w(z+2m 4+ h) —u(e+2m) lim u(x + h) — u(z)
dx h—0 h h—0
du
= ().

]

Definicao 15. C72 (R) é o subconjunto de Cp,(R) formado por todas as

per

fungoes de Cpe,(R) que sdo infinitamente diferencidveis, isto é, u € C5g.(R),

entdo u) € C,..(R), Vj. Cada funcio deste subconjunto é denominada

periddica suave.

Proposicao 6. ngr(R) ¢ um espaco linear sobre C com a soma e o produto

por escalar definidos anteriormente.

2.3 Nogao de convergéncia para Cp; (R)

O espago C5¢.(R) munido da norma || - ||, é um espago linear que ndo é

completo (isso serd provado posteriormente). Assim, é necessario introduzir-

mos uma topologia para Cp, (R) adequada para considerarmos a proximidade

entre os valores das funcoes e de todas as derivadas.

Definicao 16. Uma seqiiéncia de funcdes (un)nen C CpS.(R) converge a

u € C55.(R) no sentido de C (R) se para cada k =0,1,2,...,

I D*u,, — D*u loo— 0
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quando n — oo, onde D°u = u. Denotamos tal convergéncia por

u, — u (C2.(R)).

per

A definigao acima diz que (u,)nen converge a u no sentido de Cp (R) se,
e somente se, cada derivada u, converge uniformemente a derivada corres-

pondente de v quando n — oo.

Definicao 17. Uma seqiiéncia de fungoes (u,),en é uma seqiiéncia de Cau-
chy no sentido de C2° (R) se, para cada k = 0,1,2,..., (D*u,)pen é uma

per

seqiiéncia de Cauchy em Cp..(R). Ou seja,
| D*u,, — D*uy, [|oo— 0 (2.1)
quando n,m — oo para cada k.

Proposigao 7. Se (un)nen C Cp.(R) € uma seqiiéncia de Cauchy no sentido

de Cp5,.(R), entao ela converge a uma fungdo u € Cpg.(R).
Demonstragao. . Seja (up)neny uma seqiiéncia de Cauchy no sentido de
Cre.(R). Por (2.1), para cada k, a seqiiéncia (D*u,)nen é uma seqiiéncia de

Cauchy em (Cper(R), || - ||oo), que é Banach; logo, ela converge uniformemente

a uma funcao vy, € Cp,(R). Para k =0,1,2,...,

D*u,(z) = D*u,(0) + / DF o, (t)dt.
0

Entao,

ve(z) = lim D*u,(z) = lim D*u,(0) + lim DF oy, (t)dt

n—oo n—oo n—oo 0

= v;(0) +/ lim D", (t)dt
0

n—oo

= Uk(O) —l—/ Uk+1(t)dt.
0
Ou seja, Dvy, = vi41 para todo k. Fazemos u = v, e temos que D*u = DFy, =
D*1Y(Dv,) = D* vy = -+ = v e || DFu, — D*u ||oo=|| D¥ — g [|oo— O

quando n — oo. Portanto, u, — u (Cpg,.(R)). O
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Lema 2.2. FEzxiste uma constante M positiva e um inteiro N positivo tais

que

Tull<M{lwll + | Dull+---+ | DYu |}, Yue Cr.(R).

per

Demonstracgao. Nesta prova, por contradi¢cao, supomos que a desigualdade

¢ falsa para cada M, N. Entdo, para cada n € Z, existe u, € C (R) tal

per

. Uy, ~
que | u ['Zn{||u| + | Dul +---+ || D™u ||}. Seja v, = Tl Entao,
DFu,, 1
| D*v, ||= H H uH/ H < —sen > k. Logo, v, — 0 quando n — oo no sentido
u n
de Cpe.(R). Mas || v, ||'= 1, V n. Contradigao. O

Proposicao 8. Nao existe forma de escolher uma norma sobre C5g (R) de

forma que a convergéncia definida seja equivalente a convergéncia no sentido

de métrica associada a norma.
Demonstragao. Supomos que existe uma norma || u || sobre C75.(R) tal

que a seqiiéncia (un)nen C Cpe.(R) converge no sentido de Cpe.(R) para

u € C5.(R) se e, somente se, || u, —u |'— 0.

Seja wy(z) = n~ N+ Vsin(nx), n = 1,2,.... Entdo, w, € CZ(R) e

per
| Dfw, ||= n*N-"1 < n7' k < N. Pelo lema 2.2, || w, |'— 0 quando
n — oo. Mas, || DN *tw, ||= 1, V n. Logo, (wy)nen D0 converge a zero no

sentido de C2° (R). Isso contradiz a hipétese sobre || - || O

per

Proposicao 9.

[e.e]

1 || DFu— D*v ||
d = :
('LL, /U) kZ:O 9k+1 || Dky — Dky ||oo +1

define uma métrica sobre C5¢.(R).

Demonstragao. .

(i) d'(u,v) < 1,Vu e C2 (R).

per

40



(ii) d'(u,v) > 0 e d'(u,v) =0 entdo u = v.

(iil) d'(u,v) = d'(v,u)
)

d
(iv) d'(u,w) < d(u,v)+d (v, w), pois se d(u,v) =|| u—v ||, d*(u, U)l—l—%—évj,)v)
Assim, d*(u,w) < d*(u,v) + d*(v,w), pois para a,b,c € C
la + 5] a + 1o Entao
IL+]a+0b — 1+]a] 1+
= 1
d'(u,w) = Z 2kHd*(Dku, DFw) < ... < d'(u,v) + d (v, w). O
k=0

Teorema 2.3. Uma seqiiéncia de fungoes (tn)nen C Cpo.(R) € uma segiiéncia

de Cauchy no sentido de Cy¢ (R) se, e somente se, for uma seqiiéncia de Cau-

chy no sentido da métrica d'. Portanto, (Cpe,.(R),d') € um espago métrico

completo.

Demonstragao. Seja (u,)nen uma seqiiéncia de Cauchy no sentido de Cpe, (R).

Fixemos ¢ > 0. Selecionemos k de modo que 2% < ¢ e N de modo que

: , 5
m,n > N temos || D?u, — D’u,, ||< Y j=0,1,..., k. Entao,

o0 k >
, . . 1 /e 1
/ . —7—1 7%
d (U, 1) = 2797 (D, D) < Y i+l <§) + 2 2i+1
=0 =0 j=k+1
_€+2_k_2—€+ ! <€+€_
T2 11 2 ST

se m,n > N.
Seja (un)neny uma seqiiéncia de Cauchy no sentido da métrica d’. Dado
k > 0 inteiro e ¢ > 0, selecionemos N de modo que se m,n > N temos
d (U, ) < 27%2.c. Param,n > Nee <1,
| D*u, — DFuy, [|oo = 287227572 || DPup, — DFupy || oo
< 2F29=F=1g*(Dky,,, D*u,,)
< 2520 (U, ) < €.
Para ¢ > 1, tome k correspondente a ¢ < 1, entdo, como acima,

| D*u,, — D¥u,, ||o< & <1 <e. O
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Definicao 18. Se u € Cp..(R) e t € R, a translacao de u por t é a fungao
Twu(z) =u(x —t), z€R.

Observemos que Tiu € Cp.,(R) e o gréafico de Tyu é o gréafico de u deslocado
t unidades para a direita, se t > 0; |[t| unidades para a esquerda, se t < 0.
Podemos aproximar funcoes através da convolucao, que é um poderoso

método de aproximagao e serd muito util nos nossos estudos.

Definicao 19. Se u,v € Cp-(R), a convolucdo de u e v é a fungdo u * v

definida por

1 2
(wx0)@) = 5 [ ule = g)o(o)dy
T Jo
Notemos que
1 2
[ w0 [[oo<[| © [|os 2—/ o) lloo do <[]t flo - [[ ¥ [l - (2.2)
T Jo

Proposigao 10. Se u,v € Cper(R), entao uxv € Cp.,.(R). Além disso,
(a) uxv="uvx*u,

(b) (au) xv = a(uxv), a € C,

(c) (u+v)*xw=uxw+v*w, we Cp,(R),

(d) (u*v)*xw=ux(v*w),

(e) Ty(uxv) = (Tyu) *v=ux(T).

Demonstragao. Comecaremos a demonstragao pela primeira parte do item

(e)-

1

Tuwno)(a) = (s oo =0 = 5 [ ula =t =y)otu)dy

1 27

=5 ], Tou(z — y)o(y)dy = (Tiu) *v.
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Agora de (a), segue a segunda parte de (e).

o)) =5 [ ule =ty =5 [ ulehote - s
= % :% u(z)v(x — z)dz = % i ’ v(x — y)u(y)dy

= v+ u)(a),

a ultima igualdade acima devido a periodicidade de u e de v. Para a conti-

nuidade, usando os itens (c) e (e) e a desigualdade (2.2), temos que
I Ti(uxv) —wxv o= (Thu = u) x v [l <[] Titr =t [Joo - || ¥ [Joo -

Isso mostra que w* v é continua, pois || Tyu — u ||oc— 0 quando t — 0, ja que
u é uniformemente continua em R (u é uniformemente continua em [0, 27| e

é periddica). Como
Tor(uxv) = (Toru) xv =u*v,

pelo item (e) e a periocidade de u, temos uxv periédica. Logo, uxv € Cp.,(R).
As igualdades (b), (c¢) e (d) sao facilmente mostradas usando a defini¢ao.

A tltima parte de (e) segue da primeira parte e da equagao (a). O

T_tU7u _ Du

Lema 2.4. Se u € C (R), entdo :

per — 0 quando t — 0.

[e.o]

Demonstracao. Notemos que

ut +z) —u(r)  (T_yu—u)(z) |

t t
Pelo Teorema do Valor Médio,
T u—u

y = y(t,x) entre x e x + t. Somando —Du(z) a ambos os lados da equagao
acima,

T ,u—u

; — Du(z) = Du(y) — Du(z).

43



L , T u—u .
Como Du é uniformemente continua, — converge uniformemente para

Du, quando t — 0. O

T ,u—u

Corolario 11. Se u € C2 (R), entao — Du, quando t — 0, no

per
sentido de C22 (R).

per

Demonstragao. Aplicando a regra da cadeia, vemos que D*(T_u) = T_;(D*u).

Entao,
Dk Tou—u| _ D*(T_yu) — DFu _ T_+(D*u) — D*u
t t t
que, pelo lema 2.4, converge uniformemente a D(D*u) = D*(Du). O

Proposicao 11. Se u € C2 (R) e v € Cper(R) entao uxv € C2.(R) e

per per

D*(uxv) = (D*u) * v, V k € N.

Demonstragao. Pela proposicao 10, item (e),

T y(usv) — (uxv) —Tt“_“} v,

t t
Pelo lema 2.4 e a desigualdade (2.2),

Tl 2@ g <[ )] oo
Ti _
s]%—m R

T (u*xv)— (ux*v)
t
quando t — 0. Logo, D(u*v) = (Du) *v e u x v tem derivada continua.

Mas Du € C2 (R), logo D?*(u x v) = D((Du) * v) = (D?u) * v e o restante

per

quando t — 0, isto é, converge uniformemente a (Du) xv

da prova segue por inducao. O

Corolario 12. Sejam (vy)nen C Cper(R), v € Cper(R) € || v, — v ||oo— O

quando n — oo. Entdo, para todo u € C5 (R),

Uk VUp — UKV

no sentido de C2 (R).

per
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Demonstracgao. Para cada k € N,
D*(u % v, —uxv) = (D*u) * (v, — v).
Entao, pela desigualdade (2.2), V k € N,
| D*(u vy — s v) [loo=] (D*u) * (vn — v) [|<[| D¥u [|oo - || v = v [loc— O,

quando n — 0. [
Seja u € Cper(R) € (¢n)nen uma seqiiéncia de fungoes em C75 (R). Entao,
cada funcao u, = @ * u é suave.
Considerando u,, como uma média ponderada de translacoes de u, espe-

ramos que u, esteja proximo de u, se ¢, tem valor médio um e é concentrado

proximo a 0 e a 27, como uma fungao sobre [0, 27].

Definicao 20. Uma seqiiéncia (¢, )nen C Cper(R) é uma identidade aproxi-
mada se

(i) ¢n > 0 para todo n e .

1 2
(ii) —/ ondr = 1 para todo n.
0

27
27—4§
iii) Para cada 0 < § < m, n(x)dr — 0 quando n — oo.
2
5

Teorema 2.5. Seja (¢n)nen C Cper(R) uma identidade aprozimada. Entao,

para todo u € Cper(R),
| on*u—u|lco— 0
quando n — oc. Além disso, se u € Cpg, (R) entdo

On kU — U

quando n — oo no sentido de Cpe (R).
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Demonstracao. Pelo lema 2.4, dado € > 0, existe § > 0, pequeno, com

£
d < m tal que |Tou —u| < 5 e |s] < 6. Escolhemos N suficientemente

27 —§
grande de modo que 2|u|/ on <me,¥n > N.
5
Dado £ > 0, tomemos o mesmo ¢ e N encontrados acima. Como
1 2

Gy on(y)dy =1, ¢, *x u = u* ¢, e u periddica, temos
™ Jo

27| (on * u)(x) — u(z)| = /:ﬂ u(@ = y)en(y)dy — u(z) /027T %(y)dy‘
- /ozﬂ[u(”” —y) - u(ﬂ?)]s@n(y)dy’

S;A%mx—w—u@m%@mﬂ

i /52”[“(95 —y) - “(x)]wn(y)dy’
" /::5[“(95 Y- u<I)]‘Pn(y)dy‘

) 21
Swpww—wk{/%@@+/ %@@}
0 2

|s|<26 T—8

27—3§
+wwu4 on(y)dy

2r—0
< sup |Tsu —u|- 27+ 2 || 4 [|oo / on(y)dy.
|s|<26 1)

Entao, para todon > N,

+-=¢.

DO | ™
DN ™

|(on ) (z) —u(z)| <

Isto prova a primeira afirmacao.

Agora, seja u € C° (R). Para cada k € N, pela proposigao 11,

per
Dk(go ku) = Dk(u * ) = (Dku) * Oy = QOp * (Dku),

que converge uniformemente para D*u pela parte anterior da prova, pois
agora (¢, * (D*u)) C Cper(R) € ¢, é uma identidade aproximada. Logo,
(R). O

o o
¢n * u — u no sentido de Cpg,
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2.4 O teorema de aproximacao de Weierstrass

A seguir, construiremos uma identidade aproximada em Cp¢ (R) por meio

de uma seqiiéncia (¢n)nen. Entdo dado u € C2.(R), @, * u € x5 (R) pela
proposicao 11 e ¢, * u — u quando n — oo uniformemente, isto é, C, (R)

¢ denso em C, (R).

Definicao 21. Um polinomio trigonométrico é uma funcao da forma

n

p(x) = are™, (2.3)

k=—n

onde a;, € C.

A denominacao ”polinomio trigonométrico”tem origem no seguinte fato:
V k>0, ef®F = [e*®]k = [cos(x) £ isin(x)]*. Assim, qualquer funcdo na
forma (2.3) pode ser escrita como um polinémio trigonométrico das fungoes

seno e cosseno. Conseqilientemente,

eix + e—ix
cos(x) = —
) eim _ e—iac
sin(a) =

ou seja, todo polindomio em senos e cossenos pode ser escrito na forma (2.3).

Lema 2.6. Eziste uma seqiiéncia (p,)nen de polindmios trigonométricos que

¢ uma tdentidade aprorimada.

Demonstracgao. Desejamos escolher um polinomio trigonométrico nao ne-
gativo ¢ tal que p(0) = ¢(271) = 1 e p(z) < 1 para 0 < x < 27. Entado
poténcias sucessivas de ¢ terao maiores valores préoximos a 0 e 27 com relagao

aos demais pontos internos.

Seja p(x) = %(1 +cos(x)) e @n(r) = cu(l + cos(x))" com ¢, tal que

2
/ on(z)dr = 2m. Precisamos mostrar que para cada 0 < § < T,
0
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27—0

/ ¢on(x)dr — 0 quando n — oo. Sabemos que existe um numero r,
s

0 <r <1, tal que 1+cos(x) < r(1+cos(y)) com z € [§,2r -] ey € [0,5/2].

Entao,

() = cn(l + cos(@))" < culr(1 + cos(y))]" < rpn(y).

Integrando ambos os lados da desigualdade acima de 0 a §/2 em y, temos

5 6/2
sena) <o [ o)y < 2mrn
0
. 47
Assim, ¢, (x) ST“T, r € [0,2m — d]. Logo, ¢, — 0 quando n — oo
uniformemente sobre [0, 27 — 4. O

Lema 2.7. Se ¢ ¢ um polindmio trigonométrico e u € C2.(R) entdo u * ¢

€ um polinomio trigonométrico.

Demonstragao. Se p = > ape;, com e, = e** entao

1 2w )
pxu= Zak(ek ku) = Zak (%/0 e~ Ry (y) dy) en,

1 27 eikx

2m
pois ey, * u = ] e* @Y 4y (y) dy = 5 /0 e u(y) dy. O

Teorema 2.8. Os polinomios trigonométricos sao densos no espago Cper(R)
das fungdes periodicas continuas; e no espago C° (R) da fungoes periddicas

per

suaves. Ou seja, se u € Cpe,(R) e v € O35 (R), existem seqiiéncias (Un)nen
e (Un)nen de polindmios trigonométricos tais que || u, — u |cc— 0 quando

n — o0 e v, — v no sentido de Cy¢ (R).

Demonstragao. Seja (p,,),eny uma seqiiéncia de polindmios trigonométricos
que constituem uma identidade aproximada pelo lema 2.6. Sejam u,, = p, *u
e v, = @, xv. Pelo lema 2.7, u, e v, sao polinomios trigonométricos. Pelo
teorema 2.5, u,, — u, pois u € Cpe,(R) € v, — v no sentido de C:2.(R), pois

per

v e C (R). O

per
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Corolario 13. C*

per

(R) € denso em Cper(R).

Demonstragao. Seja (¢n)nen C Cpo.(R). Se u € Cper(R), entdo, pela
proposicao 11, ¢, * u € Cy5.(R) e, pelo teorema 2.8, ¢, * u — u quando

n — 0o uniformemente. ]
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Capitulo 3

Distribuicoes periodicas, o
espago Lger(R), S(Z) e os

espacos de Sobolev

3.1 Distribuicoes periddicas

Nosso objetivo, nesta se¢ao, ¢ introduzir uma classe de fungoes generalizadas
adaptada ao estudo das séries de Fourier, generalizando a idéia de funcao.
Esta generalizacao permite-nos compreender a natureza da funcao 6 de Dirac,
amplamente empregada em aplicagoes e fornece um cendario adequado ao
estudo de EDP’s.

Em geral, uma funcao generalizada ou uma distribui¢ao é um funcional

linear continuo sobre certos espacos de fungoes suaves.

Definicao 22. Uma distribuicao periédica é um funcional linear continuo

sobre o espago C22.(R), isto ¢, é uma aplicacao F' : C22.(R) — C tal que:

per per

(i) F(au) = aF(u), a€ C,ue C2.(R).

per

(i) Flu+v) = F(u)+ F(v), u,v e Cx.(R).

per
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(iii) F(u,) — F(u), se u, — u no sentido de C (R).

per

Definigao 23. Se v : [0,27] — C é continua e periédica, entdo definimos um

funcional linear F' = F,, por

1
21

Fy(u) /0 " o(@ula)dz, e C(R).

Proposicao 12. F, : Cper(R) — C € uma distribui¢ao periddica.

Demonstracao. A linearidade é 6bvia. Mostraremos a continuidade, se
U, — U, entao

P () — Fy(u)| = — { /O 27run(w)v(w)dx— /0 %u(x)v(a;)da;}

o
o MR

<o floo - un = floe= 0

quando n — oo. Logo, F, é continua. O

Observacgao 4: A restricio de F, ao subespaco CSZT(R) ¢ uma distribuicao

periodica.
Definicao 24. Dizemos que uma distribuicao peridédica é uma funcao se

existe v € Cp,(R) tal que F' = F,.

Proposicao 13. Fungées distintas v, w € Cper(R) definem distribuicoes dis-

tintas.

Demonstragao. Seja I, = F,,. Como Cp, (R) é denso em Cp,(R), seleci-

onamos (u,)nen C Cpe (R) tal que u, — w — v, uniformemente, onde w é o
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complexo conjugado de w. Entao,
2m 2
0 = 2(Fy () — Fo(un)) = / ()0 (2)der — / ()0 (2)d
0 0
2m 2m
= /0 [w(z) — v(@)]un(dr) — i [w(z) — v(x)][o(z) - v(z)]d
2
:/ lw(x) — v(x)|*dx.
0
Portanto, w = v. O
Proposicao 14. Ezxistem distribuicoes periodicas que nao sao funcoes.

Demonstragao. Seja 0 : Cpe,(R) — C dada por 6(u) = u(0), u € Cpe, (R).
A restricdo de § a O, (R) é uma distribuicdo periddica (§ de Dirac). De
fato, mostraremos a continuidade, pois a linearidade é facil de verificar. Se-
jam (up)nen C Cper(R) € u € Cper(R) tal que u, — u quando n — oo.
Entao, 0(u,) = u,(0) — u(0) = 5(u).nVeriﬁcamos, agora, que d nao é uma
fungdo. Seja u, () = (% + %cos(m)) , (un)nen C Chper(R) para todo n, x.
Por absurdo, seja F, = 0, isto é, existe v € Cp,(R). Temos que

| Fy(un)| = <ol -

/027r v(x)u,(x)de

e=1/n 2m—e 2m
{/ up(x)dx —|—/ up(x)dx +/ un(:c)d:c} — 0,
0 € 2m—¢

pois, u, — 0 quando n — oo uniformemente para = € [, 21 — ¢, para todo

e >0e0 < u,(x) <1, para todo n, x. Mas, se § = F, deverfamos ter
F,(u,) = 1 para todo n, pois F,(u,) = 6(u,) = u,(0) = 1. Contradicao.
Logo F, # 9. O

Definicao 25. O conjunto de todas as distribuigoes periddicas é denotado

/
per:*

por D
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Proposicao 15. D, € um espago linear sobre C quando munido das se-

gquintes defini¢oes de soma e produto por escalar:

(a) (F+G)(u)=F(u)+Gu), ue CE(R), F,Ge D,

per per*

(b) (aF)(u) = aF(u), a€CuecC2.(R),F e D,

per per”
Observacgao 5:Se v, w € Cpe (R) entdo F,, + Fy = Fyyyy € Fopy = oF,.

Definigao 26. Uma seqiiéncia (F},)nen C D), converge a F' € D, . no

T

3 /
sentido de D), se

F.(u) — F(u), Yue Cy (R).

per

quando n — oo. Denotamos convergéncia no sentido de D’ . por F,, —

per
F(D.,).

3.2 O espago L;,.(R)

2

Nesta segao, definiremos o espago Lz,

(R) como um espaco de distribuigoes
periédicas que podem ser aproximadas por seqiiéncias de fungoes periddicas

continuas em um certo sentido.

Proposicao 16. C,.,(R) nao é completo em relagao a norma

1 2m 1/2
_ 2 _ (L 24
= (w0 = (5 [ luto)Par)

Demonstracao. Seja u, : R — R, uma funcao periédica, a qual o grafico

contém os segmentos que unem os pares de pontos
s s T 1 T 1 3m 1
— N —+—,1); -+ -1 ———,1);
(0’0>’<2’0>’ <2’O>’(2+n7 )’ <2+n’ )7(2 n’ )7
3m 1 3m 3T
———,1 —,0); —,0),(2m,0).
(2 n? )7(27 )7 (27 >’( 7T7 )
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~ , 1 [ , 1 11
Entao, || u, — uy, ||*= — [Up — U |” < — -2+ — = — desta forma
2m J, 2 n o nw
(tUn)nen € uma seqiiéncia de Cauchy nesta norma. Porém, ndo existe u €
Cper(R) tal que || u, —u |[|— 0. O
A fim de obtermos um espago completo contendo Cp.,.(R) com o produto
2
interno dado por (u,v) = 2—/ u(x)v(x)dx consideraremos o espago das
T Jo

distribuigbes periddicas. Supomos que (up)neny C Cper(R) é uma seqiiéncia

de Cauchy com a respectiva métrica induzida pela norma || - ||, isto é,
| wn — U, ||2— 0 quando n,m — .

Seja (Fy,)nen a seqliéncia correspondente das distribuigoes: F,, = F,,,.

Se v e C% (R),

per

1
o

F,(v) /0 Wun(x)v(x)dx = (v,Ty,),

onde u, denota o completo conjugado da funcao. Pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz,

[En(v) = Fn(0)] = (0,0 — ) <[[ 0 || - || un = um ||

< ol |t = um || -
Entao, (F,(v))nen € limitada.
Definicao 27. F(v) = lim F,(v).

Proposicao 17. O funcional F : C22.(R) — C definido acima é uma distri-

per

buicao periodica.

Demonstragao. Claramente, F' é linear, pois cada Fj, é linear. Para a
continuidade, tomemos N suficientemente grande que || u, — U, ||< 1 se

n,m > N. Seja M = max{|| ui ||, | w2 ||,--.,| un ||} +1. Entao, Vn <N,
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| un ||< M. Por outro lado, se n > N,

[l un || =1 un = vn + un [|<[] un —un || + [ un |l

< 1t [l uy [|< M.

Conseqlientemente,
[Fa(0)] = (v, )| <[l v || - [ un [|< Mol
Entao, |F(v)| =lim |F,(v)| < M|v|. O

Definicao 28. Uma distribuigao é de ordem k se existe uma constante c tal

que
|F(u)] < c|u| + |Du| +...|D*u), ¥V ue C2(R).

Lema 3.1. Se (up)nen C Cper(R) € uma seqiiéncia de Cauchy com respeito
a norma ||ul|e, entdo a seqiiéncia correspondente de distribui¢oes F,, = F,,

converge no sentido de D), para a distribuicio F', a qual € de ordem zero.

E importante sabermos quando duas seqiiéncias de Cauchy em Cp,(R)

convergem para a mesma distribui¢ao. Vejamos o lema abaixo.

Lema 3.2. Sejam (un)nen C Cper(R) € (Vn)nen C Cper(R) seqiiéncias de
Cauchy com respeito a norma ||ul|z. Sejam F,, = F, e G, = F,, as distri-

buicoes correspondentes, e sejam F,G os respectivos limites:

F,—F(D.,,) e G,—G(D,,).

per per
Entao, F = G se e, somente se, || u, — vy, ||a— 0.

Demonstragao. Sejam w, = u,, — v, ¢ H, = F,, — G,,. Queremos mostrar

que H, — 0(D,,,) se e, somente se, || w, |[2— 0.
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Seja || wy, [[2— 0. Entao, para toda u € C2.(R),

per
[ Ho(u)| = |(u, 0n)| <[l w|] - || wn [|— 0.
Agora, seja H, — 0(D),.). Como (wy)nen, dado € > 0, tomamos N

per

suficientemente grande tal que se m,n > N implica em
| wn — wm (2= (un — wm) + (vn — V) [2< €. (3.1)
Fixemos m > N. Entao, se n < N, por (3.1), temos

H W, Hg = (wm>wm) = (wmawm - wn) + (wm7wn) = (wmawm - wn) + Hn(%)

<e |l wm ll2 +Hn(wm)]

/
Fazemos n — oo, como H, — 0(D,.,),

| w13 € | wa |2, m > N,
ou seja, || wy, [2< e, m > N. O
Definicao 29. F € L?_ se e, somente se, F' € D’ _é tal que existe uma

per per

seqiiéncia (uy)nen C Cper(R) de Cauchy com relagao a norma || - ||2, de modo

que F =lim, F,, (D...).

per

Se (Un)nen C Cper(R) é uma tal seqiiéncia, dizemos que ela converge para

. 2 2
F no sentido de L;, e escrevemos u,, — F (Lz,,).

2
per

Proposicao 18. L. . ¢ um subespago de D, no sentido de espago vetorial.

er

Demonstracao. Se u, — F (L2,,) e v, — G (L2,,), entao

au, — aF (L2)), up, +v, — (F+G) (L2

per per) :
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Podemos estender o produto interno em Cp.,(R) para L2, (R) para ob-

termos um espaco de Hilbert. Sejam u, — F (L2,,) ¢ v, — G (L3,,), entao

2

(F,G) = lim (up,v,) = lim Up () vy (x)de. (3.2)

n—oo n—oo 0

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais, ou seja,

/O " U ()0 () d

produto interno estd bem definido, isto é, independe das seqiiéncias (u, )nen

<|| up ||2 - || vn ||]2 € 0 0 lema 3.2, é facil vermos que o

e (Un)nen escolhidas. O lema 3.2 também nos mostra que se u;, — F(L2,,) e

v, — G (L2,.), entdo

lim (up,v,) = lim (u,,v)).

n»-n
n—oo n—oo

Teorema 3.3. A equagio (3.2) satisfaz todas as condigdes de um produto

interno. Se definimos

| F = (F, F)Y?

2

; 2
€ uma norma em L O espago L,

per- ¢ completo com esta norma, ou seja,

€ um espaco de Hilbert.

Demonstragao. O fato da equagao (3.2) ser um produto interno é imediato.

Agora, temos a desigualdade de Cauchy-Schwarz em L2 : |(F,G)| <|| F ||

per*
|l G ||; segue também que || F' || é uma norma.

2
per

Finalmente, seja (F),)nen C L2, (R) uma seqiiéncia de Cauchy com res-
peito a esta norma. Como F, € L2

2or(R), existe ¥, € Cpe(R) tal que
| Fr, — ¥ ||< n~t. Mas entao (¥, )nen ¢ de Cauchy,pois

| thn =t [l2 <l oo = o ll2 + [| o = Fo [l + | Fon = o [l2

1 1
S—+ | Fo=Faulz+— =0,
n m
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quando n,m — oo. Portanto, pela definicao de L?, , existe F' € L2, .(R) tal

per per

que %, — F no sentido de L?_ (R). Logo,

per
H Fn_FHSH Fn_¢n ||+|| 7vZ)n_FH_)O
O

Teorema 3.4. Se F € [?

vers €TISLE UMa seqliéncia (Un)nen de fungoes periddicas

- 2
suaves tais que u, — F (Lz,,.).

2
per*

Demonstragao. Seja F € L Entao, existe (v,)nen C Cper seqiiéncia de

Cauchy, em relagao a norma || - ||2, tal que

F=lm F, (D.,).

er
n—oo p

Como €5, nanorma ||+ ||o, existe (1)nen C Cpe, tais que || v, =9y [[< 1/n,

2
Vi e N. Logo, | 6o — v <]l tn — oo -v3 < V2. Entiio
n

[ = @m N2 <[l ¥n = va ll2 + [ 00 = v [l2 + | v = m |2

V2 V2

—+ || vm — vy [l2 +— — 0,
n m

quando m,n — o0o. Logo, (¢)nen € seqiiéncia de Cauchy em relagdo a norma

-||5. Portanto, pela definicao de L2, , existe G € L?_ tal que ¢, — G (L2 ).
per

per per

Finalmente,
| F =G <[ F—vpllz 4 [ va = ¥n ll2 + | 0 = G [2— 0,
quando n — oo. Entao, F = G. O]

Corolario 14. Seja T = [¢** : k € Z]. Se T = Cper(R) na norma || - |0 €

Cper = L2, na norma || - ||z, entdo T = L2, na norma | - ||,.
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Demonstragao. Sejac > 0. Pelo teorema 2.8, se f. € Cper(R),

9
c—tn < —=

€
I fo=tallo<Il fo = fellz 411 fo =t lla< 5 +

. Pelo teorema 3.4, se fi € L2, || fi — fc ||2< g Logo,

€
ar

(\V]

onde usamos que

2m 1/2
€
o= talle= ([ (= talat) <l gt VT <
0
O]
ezkx )
Proposigao 19.  ——,k € Z ; é uma base ortonormal de L, (R).
posig { Nors } per(R)
ikx
Demonstragao. ( ) ¢ denso em Cle(R) na norma || - ||oo € Cper(R)
V2T ) pez
é denso em L2, (R) na norma || - ||z, via teorema 2.8 e coroldrio 14. Logo,

€ikx ezkx
< ) é denso em L2, namnorma || - ||o. Pelo teorema 1.11, (—)
kez keZ

V2 per V2

é base ortonormal e de L2, O

3.3 O Espacgo S(Z)

Nesta secao, apresentaremos o espaco das seqiiéncias que sao coeficientes de
Fourier de fungoes C5, (R). Tais seqiiéncias decaem a zero mais rapidamente

que qualquer poténcia de 1/n. Além disso, qualquer seqiiéncia com esta

propriedade sdo coeficientes de Fourier de alguma funcao de Cp¢ (R).

Definicao 30. S(Z) é o espago das seqiiéncias rapidamente decrescentes,

isto é, o espago das seqiiéncias complexas (¢ )rez tais que

Z lck| < o0 e Z leg||E|" < oo para n=1,2,... (3.3)

k=—o00 k=—o00

39



~

Definigao 31. F: C2 (R) — S(Z) , tal que, f — (fi)rez é a transformada

per

de Fourier em Cp, (R), com

.1 T L
- ha Z.
I o /_7T flz)e ™ dx, k€

Definigdo 32. 7' : S(Z) — CX.(R), tal que (fi)rez — Y fre™ 2 €R

per
k=—00
¢ a transformada inversa.

Proposigao 20. As desigualdades em (3.3) sdo equivalentes a || (ck) |loon<

oo para todon =0,1,2..., onde

I (k) lloo0=suplex| e || (ck) [loon= sup{lc| - [K["}, n > 1.
keL k€L

Demonstragao. Se (cx)rez € S(Z), entao para todo n, as desigualdades
(3.3) mostram que |cg|-|k|* — 0 quando k — oco. Em particular, || (¢cx) ||con<

oo paran =0,1,2,....

Agora, se || (¢k) |loon< 00 paran =0,1,2,..., entao

oo o0

|Ck|2 . |kn+2|
S dal kT = > TR

k=—00,k#0 k=—00,k#0
=~ 1
<I| (er) floomsz - Y e <
k=—00,k£0

Proposicao 21. (i) Uma métrica em S(Z) é dada por:

/ &1 | () = (@) lloom
d'((ck), (er)) = ngo on 14 | (cx) = (ex) lloom

(i) (cx)1 — (ex) com relagio a d' quando | — oo se e, somente se,

| (ck)i — (ex) |loon— 0 quando I — oo, para n =0,1,....

Teorema 3.5. A transformada de Fourier F : (Cy2.(R),d) — (S(Z,d')) ¢

um isomorfismo e um homeomorfimo f(x) — (fk)kez, isto €, uma bijecao

linear continua com inversa continua.
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Demonstracao.
Parte A. Mostremos que F é uma bijecao linear.

e F ¢ linear. De fato,

Flaf +9) =~ / "(af + g)(x)e*da

2 ) .
= a% /_: f(z)e ™ dx + % /_Zg(:c)e_ik”da:
= F(f) +3(9)

1 [" ,

e J ¢é injetiva, pois se F(f) = 6 entao 2—/ f(z)e ™ dr = 0 para todo
™ —Tr

k € Z, pela completude do sistema ortonormal, temos f = 6.

e JF ¢é sobrejetiva, pois dado (cx)kez € S(Z), tal que || (ck) |loon para n =

0,1,2,.... Logo, pela proposicao 20, Z lek] < 00 e Z lex| - k" < oc.

k=—00 k=—o00
)

Entao, f = E cre'™ e todas as suas derivadas (termo a termo) convergem

k=—o00
uniformemente pelo teste M de Weierstrass. Mostraremos que existe f €
Cre(R) tal que F(f) = (ck)rez. De fato, F(f) =F ( Z Ckem> = (ck)kez;
k=—00

1
T

1 4 > )
pois 7 / ( Z clem) dex = on Gk 21 = ¢y, k € Z, devido a convergéncia
7T —T

l=—00
uniforme.

Parte B. Mostraremos que F e ! sdao continuas. Primeiramente, mostra-
remos que se f; — f(Cy5.(R)) quando [ — oo implica em (fi)r — fr(8(2)

quando n — oo. De fato,

o —

KRk = Fil = [T = £ <|| £ = £ =0

quando [ — oo, onde a igualdade acima é devido a se g € C’;”er(R), entao

—

(9™ = (ik)"Gr, k € Z. Assim, || (fi)x — (F) lloomn— 0 quando I — oo para
todon = 0,1,2,.... Logo, pela proposigao (21), d’((ﬂk, (fk)) — 0 quando

[ — oo. Portanto, F é continua.
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Para mostrarmos que F!' ¢ continua, mostremos que ¢ — cx(S(2))

quando | — oo implica em F~'(¢;, k) — em Cp2 (R). Temos que || (¢, k) —

(cx) ||— 0 quando | — 0, para todo n =0,1,2,.... Entao,

e}

F ey k) —F Hep) = Z (e — cr)e™® . Como podemos derivar termo a
k=—0o0
termo, pois ¢, € S(Z),
L[5 - T @] (1) = 3 () (s — e
dxm™ ’ el ’
) eik.’E
— 5,170(0570 — CO) —|— Z an,n—I— (Cl,k — Ck) k‘Z .
k40
Entao,
d’I’L

ey [F ) = F )] ()

1
<lero = ol Il (r) = (&) loemsz D 75
<Il (c1r) = (cr) lloco

2

T
+ 5 (er) = () llooms2— 0

o0

quando | — oo. Logo, d(F Y (c1x), F (cx)) — 0 quando | — oo, isto é,

F(ex) — F (k) no sentido de C2.(R). O

per
Observagao 6: Podemos provar, via identidade de Parseval, que f — fk é

uma isometria entre L? e o 2.

3.4 Os Espacos de Sobolev H? (R)

per

oo
Lembramos que f ~ E ce™™ é a série de Fourier complexa da f e

k=—o00

1

s
=5 f(z)e **dy sdao os coeficientes de Fourier.
T

—T

Ck

Definigao 33. Seja 0 < p < oco. HP_(R) é o espago das fungoes ¢ € L2

per per
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tais que

o0

Z (14 k)?|cxl? < oo,

k=—00

onde ¢, sao os coeficientes de Fourier de ¢. O espago H?, (R) é denominado

per
um espaco de Sobolev. H? (R) = L?_ (R).

per per

Teorema 3.6. ngr(R) € um espaco de Hilbert com o produto escalar definido

por
(f, 9pper = Z (1 + &) ayby, (3.4)

k=—o00
onde f,g € Hb, (R) com coeficientes de Fourier ay, by, respectivamente. A

norma sobre H?, (R) € dada por

~ 1/2
| f Nlpper= { Z (1+ kz)p‘akp} : (3.5)

k=—o00

Demonstracgao.

Parte A. E fdcil vermos que HP (R) é um espago linear. Primeiramente,

observemos que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(%s) 2 00 2

Do A+ RPab =| D I +RP e (14 k)P
k=—o00 k=—o00
< ( Sa +k2>P|ak|2> ( S a +k2>p\bk|2> < oo,
k=—o00 k=—o00

pois ambas as parcelas do segundo membro da desigualdade acima sao limi-
tadas.

Verificaremos que a equacao dada por (3.4) define um produto interno.
De fato, sejam f,g € HP., (R), fi e gi os respectivos coeficientes de Fourier.

Seja ¢ = f 4 g com dj, seu coeficiente de Fourier. Notemos que

di= 5 [ Vi@ =—/ (f + 9)a)pnla)dr
217T f( Jer() d$+—/ (x)dz = fi + gk-
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Mostraremos a linearidade, pois a positividade, simetria e a homogenei-

dade sdo imediatas. Seja h € H?, (R),

per

(f+g.0)= > (A+EVdh =Y (1+kE)(fu+ gx)l
k=—o00 k=—00
= Y RV feh+ Y L+ BV gehe = (f,h) + (g, h).
k=—0c0 k=—o00

Logo, a equacao (3.4) é um produto interno. Procedemos de forma anéloga
para mostrar que a equagao (3.5) é uma norma.

Parte B. Seja (¢,,) uma seqiiéncia de Cauchy em HP, (R), isto ¢, dado € > 0,

per
existe N(e) € N tal que || ¢n — @m |lpper< €, ¥V n,m > N(g), ou seja,

Z (14 E*)Planr — amil® < €%, Ym,n > N(e).

k=—00
Logo, V N1, Ny, € N,

N2 N2

Z |ank — Gmﬁk‘z < Z (1+ kz)p|an7k — A 2 <e? ¥m,n > N(e).
k=—N; - N

(3.6)
Ny
Desta forma, Z | — amk|2 <eelank — amp| <&, Vn,m> N(e) com
k=—N;

—N; < k < N,. Assim, (a,y)) é uma seqiiéncia de Cauchy nos ntimeros
complexos para cada k € Z. Como (C,|-|) é um espago de Banach, existe
uma seqiiéncia (ay) € C tal que ap, r — ax quando m — oo para cada k € Z.

Fazendo m — oo em (3.6),

N2
Z (14 E*)P|anr — apl* < €2, Ym,n > N(e). (3.7)
k=—N1
Entao, ¢ = Z are™™ define uma funcio em HP (R) com || o—p ||pper— 0
k=—0o0

quando n — oco. De fato, mostramos que ¢ € HP_ (R). Tomando limite na
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desigualdade (3.7), obtemos

o) M
2\p - 2 _ 13 2\p . 2< 2
’;(Hk)mmk a| &@mk; (14 k)| ane — anl* < €2,

Vn > N(g). Ou seja, (p, —p) € HP, (R). Mas, ¢ = (¢ — ¢,) + pn. Como

per

as duas parcelas do segundo membro desta igualdade pertencem a H?,, (R),

logo, ¢ € H?, (R). O

per

Corolario 15. [ei** k € Z] = H?, (R) na norma || - ||pper-

per

Demonstragao. Seja f € HP (R) com coeficientes de Fourier ¢,. Seja fy

a soma parcial da série de Fourier para f. Entao,

[e.o]

Lf=In per= D L+ E)le* =0,

k|=N+1

quando N — oo, pois Z (14 k*)P|c|? converge. Portanto, os polindmios

k=—00

trigonométricos sao densos HP_ (R). O

Definicao 34. Para r < 0, definimos

', (R) = {F €D, Y (L+E) | < oo} ,

k=—o00

onde v}, sao os coeficientes de Fourier de F.

Proposicao 22. Sep >0, ngr(R) POSSUL uma semi-norma equivalente

o 1/2
|V]pper = ( Z k2r|7fk|2) :

k=—o00

Demonstracgao. Temos que

K <14+ k% < (14 k)P < (2k%)P = 2°k%P.
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Entao,

EP |0k > < (14 B2P|op|* < 2PK? |0, |2

D0 RGPS DT < QRGP <2 YT RS

k=—o0 k=—o0 k=—o00

O

per

Proposigao 23. (H’” (R), (-, ')r,per) € um espaco de Hilbert parar < 0, onde
(0, %) rper = Z (1+ kz)’"cka, e ¢k, by sao os coeficientes de Fourier de ¢

k=—00
e 1, respectivamente.

Demonstracao. Anéloga ao caso de r > 0. O

Proposicao 24. Seja m € N. Entao, a norma
1/2
10 [ per= ( > e® Higer>
0<k<m

€ equivalente em Hggr(R) a norma || v ||m per-

Demonstragao. Como na demonstragao anterior, temos que k%P < (1+k?)P,

entao Z k% < Z(l + k% < (m+1)(1 + k*)™. Assim, pela identidade de
=0 =0

Parseval e dado que (e*%)" = ike*®,

Folarper = D Io® (172 =l v l72, + 10 172, +--+ 1l v |72,
0<k<m
= P+ D RGP+ Y R
k=—o00 k=—o00 k=—o00
_i(1+k2++k2m>’ﬁ2< - 1)(1 k,2mA2
= <D (o 1)1+ R0
k=—00 k=—o00
— (m_|_ 1) . Z (1 4 k2)m|ﬁk’2 — (m+ 1) || ) ||m,per .
k=—00
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Agora, temos que (1+k£%)P < 2Pk? e, novamente pela identidade de Parseval,

obtemos
I f 2= D> (L EPlag)> <20 > kPlag> =27 || f@ [
k=—00 k=—o00
p
<P N O NG, =l S 1 per

=0
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Capitulo 4

Séries de Fourier - Teoria

Classica

No seguinte e neste capitulo , empregaremos a notagao usual L?*(a,b), L'(a, )

e HP, (a,b) para os espagos L2, (R), L. (R) e HF, (R), respectivamente,

per per per

tendo em vista que as fungoes envolvidas estao definidas em [a, b].
Neste capitulo, consideraremos os principais resultados referentes a con-

vergéncia uniforme ou pontual das séries de Fourier em senos e cossenos.

4.1 Fechamento do sistema trigonométrico para
L2[_7T> 7T]
Lema 4.1. Seja f € C|—m, 7] e sejam

/7T f(z)cos(nz)de =0, n=0,1,2,..., (4.1)

' f(z)sin(nz)de =0, n=12,..., (4.2)

Entao, f(x) =0.
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Demonstragao. Se @,,(x) é um polinomio trigonométrico arbitrario, (4.1)
e (4.2) implicam que ' f(2)Qn(z)dx = 0. Supomos que f(z) # 0. Entao
existe um ponto x, noTnterior de [—m, 7] no qual f(z,) # 0. Sem perda
de generalidade, seja f(z,) = m > 0. Pela continuidade de f, podemos
encontrar um intervalo I = [z, — §,z, + 4], contido em (—m,7), em que

f(x) > m/2 para todo = € I. Seja a fungao trigonométrica
q(x) =1 — cos(d) + cos(z — x,).

Para z, — 6 < © < x, + 0, cos(x — x,) > cos(d) e entdo ¢(z) > 1. Para
r =1x,%0, q(x) = 1. Por outro lado, em [—m, 7], =1 < cos(x — z,) < cos(9)
tal que — cos(d) < ¢(z) < 1 e portanto |g(x)| < 1.

Agora, consideramos o polinomio trigonométrico de ordem n,
Qn(x) = [¢(x)]". Esta claro que Q,(x) > 1 para I} : , — 6 < x < x, + 0;
Qn(x) =1 para x = x £ J; |Q,(x)| < 1 para as porgdes restantes de [—, 7.
Mas,

()=L/waxM%Axﬁhf= 0@+ [ f@Qu @

Entao, [ f(z)Q.(z)dx=— [ f(z)Q.(x)dx. Agora,
I Iz

i f(2)Qn(x)dx

< [ |f(x)|dz e é limitada quando n — co. Como
12

J )
q(z) > 1 em Iy, q(xr) > 1+ ¢ sobre I3: x, — 2 <z<z,+ 3 Portanto,
Qn(x) = [q(2)]™ > (1 + &)™ sobre I3 e

f@)@Qu(@)dr = T | Qula)de = T(1+e)".
I

I3

Isto é uma contradicao, pois, quando n — oo, — 00 enquanto / é
Il I2

limitada. Logo, f(z) =0. O

Teorema 4.2. O sistema de fungées cos(nz), n =0,1,2,..., sin(nz), n =

0,1,2,... € fechado em L*|—m, ).
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Demonstragao. Seja [ € L?[—m,7n]. Pelo lema 4.1, as condicoes (4.1)
e (4.2) implicam que f(z) = 0 em [—m,7]. Isto implicard fechamento em

L?[—m, 7| pelo teorema 1.11. A fungao

- /_ F(t)dt

¢ continua em C|—m, 7] e F(—m) = 0, F(r) = 0. Esta tultima igualdade
segue de (4.1) com n = 0. Se Q(z) designa um polindémio trigonométrico

arbitrario, f(2)Q(z)dx = 0. Mas,

/_ | (@0)Q)dr = F(2)Q(x)

:— /_ 1 F(2)Q (x)dz.

Portanto, / F(2)Q'(x)dx = 0 para todas as derivadas @' do polindémio tri-
gonométrico_.

Em particular, / F(z)sin(nz)dx =0 e / F(x) cos(nz)dx =0 para

—Tr —T

n=1,2,.... Consideramos agora,

™

G(z) = F(z) — ¢, c= % ' F(z)dx.

—Tr

™

E fAcil verificarmos que / G(z)sin(nz)dx =0, n=1,2,...

Y
-

e / G(z)cos(mz)dr =0, n = 0,1,.... Pelo lema 4.1, G(z) = 0. Assim,
F(xi) = c¢. Mas, F(r) = 0, entdo F(x) = 0. De acordo com f(z) = 0 em
[—m, 7. O

Corolario 16. A seqiiéncia de senos e cossenos que satisfazem todas as
condi¢oes A-F do teorema (1.11) para f € L*|—x,7t]. Em particular, temos

a identidade de Parseval.

L= 2o+ f}ai )
an:l/wf( ) cos(nzx)dz, by, / f(z) sin(nz)



4.2 Convergéncia uniforme das séries de Fou-
rier

1 1
O sistema —— sin(x), sin(2x) cos(2x), ... é ortonor-

1
cos(x)—= , —=
7 7R 77 vz e
mal em [—7, 7] com o produto interno / f(z)g(z)dz. A série de Fourier de
fé -

o0

f(z) ~ % + Z(ak cos(kx) + by sin(kz))

onde

1 ™

ay = —/ f(z)cos(kx)dx, k=0,1,2,...
™ —T
1 (7 )
by = —/ f(z)sin(kx)dx, k=1,2,....

™ —T

Exemplo 01.
1 0<x<nm
flz) =
-1 —nr<x<0

A série de Fourier de f é,

4 in(3 in(H

) ~ X (sin(z) + sin(3x) N sin(5x) L)

T 3 )
Exemplo 02. Seja f(z) = 2%, —7 < x < 7. Entao a série de Fourier de f é
dada por

72 = cos(nx
)~ T - a Yy )
n=1

Teorema 4.3. Seja f continua e periddica em [—m, 7|, f(r) = f(—n) e
suponha que a série de Fourier de f converge uniformemente neste intervalo.

Entdo, a série de Fourier de f converge uniformemente para f.
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oo
~ a . .
Demonstracao. Se Eo + Z(ak cos(kz) + by sin(kz)) converge uniforme-
k=1
mente, entao converge para uma funcao continua de periodo 27. Seja g esta

tal funcao, ou seja,

— EO - Z ay cos(kxz) + by sin(kx)).

o0
k=

—_

Como podemos integrar uma série que converge unifomemente termo a termo,

pela ortogonalidade:

(g,cos(kzx)) = ( + Z a, cos(nx) + by, sm(n:c)),cos(k:x))

— a, (% cos(k:x)) + Z an(cos(nx), cos(kz))

n=1

+ Z a,(sin(nzx), cos(kz)) = ay.

n=1
e, da mesma forma, (g, sin(kz) = b,. Mas, pela definicao dos coeficientes de

Fourier

(f,cos(kx)) = ag, (f,sin(kx)) = by.

Portanto, (f — g,cos(kx)) =0, k=0,1,2..., e (f — g,sin(kx)) =0, k =
1,2,.... Pela propriedade de fechamento dos senos e cossenos, lema 4.1,

f—9g=0. Logo, f=g. O

Corolario 17. Seja f continua e periddica em [—m, 71| e sejam os coeficientes
o0

de Fourier aj, e by. Se Z(|ak\ + bk) < 00, entdo a série de Fourier da f
k=1

converge absolutamente e uniformemente para f em [—7,x].

Demonstracao. Como |ag cos(kx) + by sin(kz)| < |ax| + |bg|. Segue do teste

M-Weierstrass que a série de Fourier converge uniformemente e absoluta-

mente. Pelo teorema 4.3, ela converge para f. O]
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Exemplo 03. No exemplo anterior, vemos que f é continua em [—m, 7] e
o

(-1

5— € b, = 0. Como Z(|an| + |b,|) converge, entdo no lugar de
n

n=1
~, pelo coroldrio acima, podemos colocar o sinal de igualdade.

Ay —

Teorema 4.4. Seja f periddica em |[—m, 7|, f(m) = f(—=n), f'(7) = f'(—n),
e de classe C? em [—m,w]. Entdo, a série de Fourier de f converge unifor-

memente e absolutamente para f.

1 ™
Demonstracao. a,, = — / f(z)cos(nz)dx, n=0,1,2,.... Integrando por
™ -7

partes,
B sin(nz)|™ 1 dp — T [ ., .. J
a, = f(z) p— W—— f( )sin(nz)dr = - f (x) sin(nx)dx
= f,(x)co;(nx / 1" (x) cos(nx)dr = mlﬂ f”( ) cos(nx)dz.

Nas igualdades acima, usamos o fato que f(7) = f(—=n), f'(7) = f'(—n).
Como f” é continua em [—m, x|, temos que |f”(z)| < M, para todo = €
[—m, 7], tal que |a,| < 271—]\24 Fazemos o mesmo raciocinio acima para b, e a
conclusao do teorema vem da aplicagao do corolario 17. O

Na demonstragao do teorema acima, a convergéncia de Y (|a,| + |bn]) é
o0
garantida pela convergéncia de g —- O grau n? é desnecessario para a
n
n=1
convergéncia e pode ser reduzido para n'*c, ¢ > 0.

Teorema 4.5. Seja f € C"[—7, 7|, para n > 1, periddica de periodo 2T,

f(m) = f(=n), f'(m) = ['(=n),....f(x) = f®(=n). Suponha que [

satisfaca a condi¢ao de Lipschitz de ordem o : 0 < o < 1. Entao, os coefici-

const
ente de Fourier de [ satisfazem |ay|, |bi| < yk=1,2,..., e a série de

S Tt
Fourier de f converge uniformemente para f em [—m,7].

Demonstragao. Provaremos para o caso n = 1, f € C[—m,7]. Os casos
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n > 1 seguem deste caso e do teorema 4.4. Consideremos
1 [7 r [, )
ar = — f(z) cos(kx)dx = —— f(x)sin(kz)dz.
I - Tk J_.

s
Nesta tltima integral, seja o = 2’ + T Entao, para k > 1,

1 m—m7/k T
a = =7 o (2" + 7 /k)sin [k: (x’ + E)} da’
1 m—m/k

f'(z" + 7 /k) sin(kz")dz'

B km —n—7/k

= % /: f'(z" + 7w /k) sin(ka")dx’

= % /: (x4 7 /k) sin(kzx)dz,

onde estendemos f pela periodicidade. Entao,
1 ™

=57 JF[f’(x +7/k) — f'(z)] sin(kx)dz.

Qg

Agora, como [’ satisfaz a condicao de Lipschitz de ordem «a, 0 < a < 1,
\f'(x+7/k)— fl(z)| < C (%)a para todo z. Portanto,

1 c (7};)0 const

lax| < ok =
Uma desigualdade similar pode ser estabelecidg para by. Portanto, a série
do somatério dos coeficientes de Fourier da f, Z(!ak| + |bx|) converge. Pelo
corolario 17, a série de Fourier da f convergke: 1unifomnemente para f em

[=m, . O

Teorema 4.6. Seja f continua e periddica em [—m, 7| e f é continua por
partes em [—m,w|. Entdo, a série de Fourier de f converge uniformemente

e absolutamente para f em [—m, .

Demonstracao. Pelo trabalho acima, para n > 1,

17 L[
a, = ——/ f'(z) sin(nz)dz. Escrevemos a], = ——/ f'(x) sin(nz)dx.
™ J_,

™ —T
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Como [’ é continua por partes, ela estd em L?[—m,7]. Pelo coroldrio 16,
o0

Z(ail)2 < 00. Agora,

n=1
1 1
o [e.9] 1 [e.9] 1 2 [e.9] ' o 2
Sl =3 el < (5 (D) <
n=1 n=1 n=1 n=1
[e.e] o0
Portanto, Z la,| < co. Um argumento similar mostra que Z |by| < o00. A
n=1 n=1
conclusao do teorema agora segue do corolario 17. O]

4.3 Convergéncia pontual das séries de Fou-
rier

Anélises mais profunda da convergéncia da série de Fourier sao baseados
sobre suas somas parciais. Assumimos que f estd definidaem —7m <z <m7e

estendida sobre todo o eixo x periodicamente.

Lema 4.7.

1 + cos(z) + cos(2x) + - - - + cos(nz) = sin[(n + %)CL’]

2 2sin(3)
Demonstracao.
) 1 . 1 /T
sin {(k‘ + 5) x} — sin {(k — 5) x} = 2sin (5) cos(kx).
Portanto,

2sin (g) :0 cos(kz) = k; {sin Kk + %) x] ~ sin Kk: - %) m} }
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Ou seja,

2sin(3)
0
Corolario 18.
1
K(z,t) = o + = ; cos(kx) cos(kt) + sin(kz) sin(kt)]
_ 1sin[(n +1/2)(z —t)]
o 2sin[1/2(z —t)]
Corolario 19.
T o 1 t
l/ —Sm[(.nt iy 1.
T Jo sin(3)
A funcdo K, (z,t) é chamada de nicleo de Dirichlet.
Definigao 35. Seja f(x) ~ % + Z(ak cos(kx) + by sin(kz)). Entéo,
k=1

Su(f;x) = Sp(z) = % + Z(ak cos(kz) + by sin(kz)).

k=1
Lema 4.8.

fle+t)+f :Jc—t)—Qf( )

S 27r/ s sin[(n + 1/2)t]dt. (4.3)
Demonstracao.
" 1 [Tsin[(n+1/2)(x — )]

Sejat =1t + x.

1 / - Sln (n+ 1/2)t']

= — dt’
27 sin[(1/2)t]
/ sm n+1/2)]dt7
sin[(1/2)t]
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onde agora f tem sido estendida pela sua periodicidade. Entao,

S, () 27r(/f sm n—|—1/2 dt+/f sm +1/2>]dt).

n[(1/2)t sin[(1/2)t]
Na dltima integral, seja #' = —t e obtemos,
Su(z) = % /0 @+t + flo— t)]Si‘;ESE J /;gf])t] gt (44
Agora, do coroldrio 19,
o) = % /0 "y f(a;)S“;EgEJ /;gz)t] dt. (4.5)

Subtraindo a equagdo (4.4) da equagao (4.5), temos

i/g”[f<x+t>+f<x—m

21
7 sin[(n + 1/2)t]
/ 2y
Tflx+t)+ flx—t)—2f(2)

27r sin(3)

sin[(n + 1/2)t]

sz

Sn(x) — flx) =

sin[(n + 1/2)t]dt

Teorema 4.9 (Riemann-Lebesgue). Seja f € L'(a,b)'. Entao,
b b
lim / f(x) cos(tx)dx = 1tlim f(x)sin(tx)dx = 0.

t—o00

Demonstragao.
Parte A. Para fungoes suficientemente suaves, pertencentes a C'[a, b], prova-

remos por integracao por partes:

/abf(x) cos(tz)dr = % {f(b) sin(tb) — f(a)sin(ta) — /ab f'(x) Sin(tm)dx] .

'LY(a,b) pode ser definido de forma similar a L2(a,b). L'(a,b) ~ L, .(R)

per

{f € Dy, tal que existe (up)nen C Cper, Cauchy com relacio a || - [[1, de modo que f =

DL
lim F,, em D, onde ||g||1:/ lg(x)|dx}.

n—oo
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Portanto,

< 1o - s~ [1rwi).

Fazendo t — o0, obtemos o limite desejado. Um argumento andlogo é feito

x) cos(tx)dx

para o seno.
Parte B. Supomos agora que f € L'(a,b). Dado ¢ > 0, podemos encontrar
um polinémio p tal que / |f(z) — p(x)|dz < e. Entao,

) cos(tx)dx

b
/ (@) — p(a)] cos(tz)dz + / pla) cos(tz)

< / (@) — pla))de + / ’ () cos(t)|.

b
Pela parte A, tlim / p(z) cos(tz)dxr = 0, portanto,

limy oo SUP

/abf(x) cos(tx)dr| < e

b
Dado ¢ > 0 arbitrario, tlim f(z) cos(tx)dx = 0. O

a

Lema 4.10. Seja f € Ll(— 7). Para todo b, tal que 0 < 6 <,

"fa4t) + flz—1) - 2f()
T o sin(%)

Snl(z) — sin[(n + 1/2)t]dt + e,

onde €, — 0 quando n — oQ.

5
Demonstragao. Escrevemos a equagao (4.3) na forma / + / . Seja
5
Tflr+t)+ flx—t)-2f(x )

sin(%)
o mtegrando é uma funcao integravel e, portanto, pelo Teorema de Riemann-

in[(n 4+ 1/2)t]dt. Notemos que em [0, 7]

Lebesgue, €, — 0 quando n — oc. O

Lema 4.11. Seja f € L'(—m, 7). Temos lim [S,(z) — f(x)] =0 se e, so-

n—oo
mente se,

lim [ [fz+1t)+ fle—1)— 2f(x)]sin[(n +1/2)t]

n—oo Jq t

dt = 0.
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Demonstragao. Consideremos z fixo e escrevemos

p(t) = flz+1t)+ flz—1t) = 2f(z).

Pelo lema 4.10, S, (z) — f(z) — 0 se e somente se

J sin|(n
tin [t [(Siizl)/z)t]

dt = 0.

Agora,

2/0 gp(t)Sin[(n+ 1/2)t]dt:/0 go(t)Sin[(n+ 1/2)t]dt

t sin(%)

N /0 ’ o) (3 L) sinf(n + 1/2)f]dt.

t sin(l)

1
Visto que (z — T) tem singularidade removivel na origem, ela é in-
sin(z
2
tegravel sobre [0,d]. Portanto, pelo Teorema de Riemann-Lebesgue, esta

ultima integral tende a zero quando n — oo, e disto segue o lema. O]

Teorema 4.12 (Principio de Localizacao de Riemann). Seja f €
LY(—m,7) e sua série de Fourier dada por

o0

f(z) ~ % + Z(ak cos(kx) + by sin(kz)).

7A convergéncia desta série para f(x) em um ponto fizo x depende somente

do comportamento de f(x) em uma pequena vizinhan¢a de x”.

Demonstragao. Pelo lema 4.11, a convergéncia para f(z) depende de

5 :
lim [ [f(x+1t)+ fx —t) — Qf(x)]sm[(n +1/2)t]

dt = 0.

Agora esta integral utiliza valores de f(x) apenas no intervalo

(x — 0,2+ 6). O
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Teorema 4.13 (Critério de Dini). Seja z fizo e

r

Entao a série de Fourier de f converge em x para f(x).

@‘dt < 0. (4.6)

Demonstracao. De acordo com as hipdteses acima,
5
t
/ @ sin[(n + 1/2)t]dt — 0 pelo Teorema de Riemann-Lebesgue. Agora,
0

a conclusao do teorema segue do lema 4.11. O

Corolario 20. Seja f diferenciavel em x. Entao a série de Fourier de f

converge em x para f(x).

Demonstragao.
LR R (G B (R (O
t—0 t t—0 t

Em uma vizinhanca de x, estas duas fracoes e, conseqiientemente, suas somas,

t ol o(t
Q, sao funcoes limitadas em t. Entao, / %)’dt < 00 e a conclusao do
0

corolario segue do teorema acima. O]

Corolario 21. Seja f uma funcdo que satisfaz a condi¢ao de Lipschitz de

ordem a > 0 em z. Entao a série de Fourier de f converge em x para f(x).

’f(IH)—f(x)

S Ctafl
t

Demonstracao. |f(z +t) — f(x)| < Ct*, assim

o0 _ yeyor / 20

— —‘dt < 00. Pelo Teste de Dini, temos a
conclusao do corolério.

e entao,

Se f tem uma descontinuidade simples em um ponto, a série de Fourier
de f converge para a média dos limites laterais naquele ponto. De fato, se

em um ponto z, os limites

lim f(z+1) = f(z"),  lim f(z+1)=f(z7)

t—0+ t—0—
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existem e, além disso, se que em z, f tem as derivadas a direita e a esquerda,

ou seja,
x — f(zt
i fla+ t)t 16 _ @
tli%{ f(l’ + t)t_ f(xi) _ fi<I>, (48)
entao

Teorema 4.14. Seja f € L'(a,b) e, em um ponto x, satisfaz as condigoes

acima. FEntao, a série de Fourier de f converge para o valor

(fa™) + f(z7)).

N | —

Demonstracao. Como no lema 4.8, temos

Sua) = 3 (fa) +167) = 5 [ 20

sin[(n + 1/2)t]
sin(3)

dt,

T or

onde, agora,

o0 = flo+0)+ flo -1 =2 |5 () + ).

Um argumento anélogo mostra que o Critério de Dinis é valido também com

esta . Portanto,

20 |t e
t

t t

L=t se)

e em vista de (4.7) e (4.8), podemos encontrar um J suficientemente pequeno

tal que (4.6) seja garantida. O

Corolario 22. Seja f € L'(—n,m) e suave por partes (cada pedago é C1)
em I = [a,b], —m < a < b < w. Entao a série de Fourier de f converge
para todos os pontos de I. A soma € f(x) nos pontos de continuidade e

1
5 (f(z") + f(z7)) nos pontos de descontinuidade.
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4.4 Teoria de Féjer das séries de Fourier

A teoria das séries divergentes é feita de um modo particular de somatoérios
(e}

introduzidos por E. Cesaro. Se uma série infinita E a, diverge, entao sua
n=0
soma parcial s, = a, + -+ + a, nao possui limite. Mas, é possivel que a

média das somas parciais ] (So+ 581+ -+ + S,) tenha um limite s. Neste

[ee]
caso, a série Z a, é dita ser (C, 1) somével para o valor s e escrita como
n=0
oo
s = Z A, (C,1).
n=0
Exemplo 04. a, = (—1)". Asériel —14+1—1+1—--- édivergente. Mas,
D e 12131
as somas parciais sao 1,0,1,0,1,---. Suas médias sao 1, =, =, =, =, =, .. ..
N 273252
seqiiéncia das média converge para % Entao Z a, é (C,1).
n=0
[e.e]
Observacgao 7: Se Z a, € convergente, entdo é (C, 1) somdvel para o mesmo
n=0
valor.
o
Definicao 36. Dado uma série Z a,. Associamos com sua série de poténcias
n=0
oo
flz) = Z a,2" e definimos as constantes s\ pela média da equacao formal
n=0
f(if) - r),.n
(1 —z)r+! o ZS” t
n=0
Se
i sw)
o ()

entao escrevemos



Associado as somas (C, 1) existe um niicleo anélogo ao ntcleo de Dirichlet.

O ntcleo de Féjer, diferentemente do nicleo de Dirichlet que é oscilatorio, é

positivo.
Lema 4.15.
sin (g) + sin (3;) + - +sin[(n — 1/2)x] = SISIIIHE;)
Demonstracao.
sin[(k — 1/2)x] sin (g) = %{cos[(k — 1)z| — cos(kx)}.
Entao,
ism[( —1/2)x]sin ( > Z{cos — cos(kx)}
k=1
= sin (1) Zsm —1/2)a] = %[1 _ cos(nz)]
— sin? (%) )
Portanto,
sin®(%)
Zsm k—1/2)x] = sm(z)

[l
+ Y (aycos(kz) + by sin(kz)) a soma parcial
k=1

Lema 4.16. Seja S,(x) = %

da série de Fourier de f. Seja

Entao,

dt. (4.9)
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Demonstragao. Da equagao (4.4),

1

i) = 5 [ a0+ flo— o)

snj(1/2y]

Conseqlientemente,

on(z) =

1 T+t
%/ £ —;n)[(i—/ét Zsm (k+1/2)1]dt

! ”U@+@+f@—>ﬁ“@)

~or o (sint)?

Corolario 23.

1 [™sin®*(%2)

— ——5dl =
nm Jo (sm )

Demonstragao. Tomamos f(z) = 1. Entao a integral acima é o, (z) para a

série de Fourier 1 +0+ 0+ .... E facilmente verificamos que o, (z) = 1. O

Corolario 24. A soma de Féjer o,(x) € limitada superiormente e inferior-
mente pelos limites superior e inferior de f. Ou seja, se m < f(z) < M

entio m < o,(x) < M.

Demonstragao. Se f(x) < M entdo f(z +1t)+ f(x —t) < 2M tal que

2M 1 sin?
on(z) < ——/ (5 )dt M.
2nmnw J, (sin %)
Similarmente para o limite inferior. O

Lema 4.17. Para um x fizo, seja p(t) = f(x +1t) + f(x —t) — 2f(z) e
LsinQ(%’f)

271 (sin L) 2

Kn(t) =

Entao,
on(z) — f(z) = /07r K, (t)e(t)dt. (4.10)
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Demonstracgao. Pelo corolario 23,

1 (" sin®(%
fla) = / sin (5 32f(:p)dt. (4.11)
2 Jo (sin i
Subtraindo a equagao (4.9) da equagao (4.11), obtemos (4.10). O
1 sin?(%
A fungao K, (t) = —% é conhecida como o nicleo de Féjer. Ela
2mn (sin %)

satisfaz nao somente

K, (t) >0, (4.12)
mas também, pelo corolario 23,
/7r K, (t)dt = constante, n=1,2,..., (4.13)
0
e
nh_}r{)lo M,(6) =0, (4.14)

onde M, (d) = Jnax K, (t). Esta ultima igualdade segue de

1 sin*(%) 1

21 97n (Sin %)2 - 2mn (sin g)

emd <t<m.

Fungdes continuas que satisfazem as trés condigoes (4.12), (4.13) e (4.14)

sao conhecidas como ntcleos de Féjer gerais.

Lema 4.18.

6
im sup 7, () = ()] < Jim sup [ K, (Ole(0)lar

n—o0

Demonstragao. Da equagao (4.10),
o) = S < [ Kattllptolat
§ T
< [ m@li+ [ K0k
) T
< [ Bl 70 [ e
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Agora, tomando limite tendo em vista (4.14), temos

d
lim sup [, () — £(x)] < lim sup / Ka(Olp ()t

n—oo

Teorema 4.19. Seja f € L'(—n,7) e continua em um ponto x. Entdo,

lim o,(z) = f(x).

n—oo

Demonstracao. Seja ¢(t) = f(x +t) + f(x —t) —2f(z). Se f é continua
em z, dado um ¢ > 0, podemos encontrar um § > 0 tal que |p(t)| < ¢ para

todo 0 <t < 4. Agora, com este 9,

/O Kn(t)|<p(t)\dt§e/0 K, (t)dt = g

A dltima igualdade é devida ao corolario 23.

Tomando limite, pelo lema 4.18, lim sup |o,(z) — f(z)| < % Mas, € é
arbitrario e portanto,
lim o,(z) = f(x)
[

Esta conclusao pode ser fortalecida, assumindo que f é continua em algum

intervalo fechado I = [a, b].

Teorema 4.20. Seja f € L'(—m,7) e continua em Cla,b] onde —7 < a <

b<m. Entio lim o,(z) = f(x) uniformemente em I.

Demonstracao. f é uniformemente continua em I, pois, f continua e [

compacto. Dado € > 0, existe § > 0 tal que

o) = [z +1) + flz —t) — 2f(z)|
<[f@+t)+ fle =+ |flz—1) - fle)] <e
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para 0 <t < e para todo x € I. Entao,

/anso(t)!dt < /W]go(t)\dt < /ﬁ,ﬂxﬂ”dt
/ |f:c—t|dt+2/ | (2)|dt

= [ 156+ 0+ 21 1()
~ [ 170+ 2el o).

—T

Para « € I, f é continua e, portanto, limitada, |f| < M. Assim,

/; lp(t)] < /7r |f(t)|dt + 27 M = const, x € I.
Finalmente, para todo x € I,
lon(x) — f(z)| < 8/6 K, (t)dt + M, (6) - const < % + M, (9) - const.
0
Isto é limitado e independente de z, portanto a convergéncia é uniforme. [

Coroldrio 25. Seja f continua e periédica em |—m,]. Entao, ela pode ser

aprorimada uniformemente por polinomios trigonométricos.

Demonstragao. Os polinomios trigonométricos o, (x) servem como aproxi-

mantes. O

Teorema 4.21. Seja f € L'(—m,7) e em um ponto x, f possui limites

laterais, isto é, f(xT) e f(x™) existem; entao,

[f@T) + fa7)].

lim o,(z) =

n—oo

N | —

Demonstracao. Como anteriormente, escrevemos

no(@) = 35N + 1) = [ K Opa

onde ¢(t) = f(z +1t) + f(z —t) — 2{3[f(=%) + f(z7)]}. Entao, a prova
procede do teorema 4.19. O
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Capitulo 5

Métodos de Fourier espectrais

Os métodos espectrais, surgidos no final da década de 60, adquiriram prestigio
no que diz respeito a obtencao de solucoes aproximadas de elevada precisao
para equagoes diferenciais (ver, por exemplo, Canuto et al, 1988). FEstes
métodos chamaram a atencao dos investigadores por uma propriedade de-
nominada convergéncia espectral: se os dados do problema sao suaves (por
exemplo, equacao diferencial ordinaria com coeficientes e forcante infinita-
mente diferencidveis), entdo a expansao em série associada ao método espec-
tral converge a solucao exata do problema, de modo que a norma do maximo
do erro entre a aproximacao e a solucao exata decai a zero mais rapidamente
que qualquer poténcia de 1/N; onde N é o ntiimero de termos da expansao.
O formalismo variacional, o uso da transformada rapida de Fourier e as ex-
celentes propriedades de aproximacao das fungoes de base envolvidas sao as
principais razoes para o sucesso dos métodos espectrais, principalmente na
resolucao aproximada de problemas que modelam o escoamento de fluidos

incompressiveis (uma das principais aplicagdes do método).
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5.1 Operador de projecao
N-1
Definigao 37. Py : L?(0,27)(R) — [e*® : |k| < N] = Sy, v — Z et
k=—N

1 2w )
¢ o operador de projecao, onde 05, = 2—/ v(x)e*d.
T Jo

Observagao 8: (i) Py € a projecao ortogonal sobre Sy com relagdo ao pro-

duto interno de L*(0,27):

(v— Pyv,p) =0, Vo€ Sy.

k=—o00 k=—N

Proposigao 25. (Pyv) = Pyv' para todo v € H! (0, 2m).

per

Demonstracao. Por definicao, 27r(/v’\)k = (v',e™**). Integrando por partes,

(v, e**) = — (v, ike™™) = ik(v, e**) = 2mikt),, para todo k. Assim,
N-1 Nl
S - S
k=—N k=—N
N-1 N-1
Z (v'),e"* = Z ikvge™®.
k=N k=N

Logo, Pyv' = (Pyv)'.

Corolario 26. (Pyv)™ = Py(v™) para todo v € H™ (0, 27).

per

Corolério 27. (i) v' = Z ikvee™ em L(0,2m), se v € H),.(0,27).
k=—oc0
(i) v™) = Z (ik)™ve™™ em L*(0,2m), se v € H.(0,27).
k=—o00

Teorema 5.1 (Cota para o erro de truncamento).
|| v — PNU ||L2(0,27r)§ cN™™. || v ||m,pera
para todo v € H (0,27), m > 0.

per
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Demonstracgao. Pela identidade de Parseval,

1/2 1/2

1 . 1 m e
Tz 1o =Py oo = | 2010l | = | 30 o -l

|k|>N |k|>N
1/2

<N ™ Z |]{?|2m . ‘UAk|2
|k|>N
1/2

SN (LR [

|k|>N

< N[0 [l per -

m
Em outras palavras, o teorema acima afirma que a taxa do erro depende
apenas da suavidade da func¢ao a ser aproximada. Se a funcao é C°° . m pode

per’

ser qualquer e o erro decai rapidamente, conforme vimos no estudo do espaco

S(z).
Teorema 5.2.
|| v — PNU Hl,perg CNlim' H v ||m,per7 vm Z O, Vo0 S l S m,

seve H”

per

(0,27).

Demonstracao. Da mesma forma que o teorema anterior, pela identidade
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de Parseval,

1/2
v = Pyvlliper = | Y (L+E" - 0]
|k|>N
1/2
2\m
> e
\k:\>N( T )

1/2

SN ST R [P

|k|>N

= N 0 [l -

Definicao 38. Dado N inteiro positivo e os pontos de colocacao
Tj= = 7=0,1,2,...,2y — 1,

definimos a TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER de v € Cp,(0, 27)
por

2N—-1

- 1 ik
U = D{v(z))}r = oN ZO v(zj)e”™  k=-N,...,N—1.
J:
Observemos que, se p € Z,

LQ%_:leipxj_ 1 sep=2Nk, k=0,%£1,£2,...,
2N

0, caso contrario.

De fato, se p # 2Nk, ™" £ 0 e

_\2N
1 2N—1 1 221 ) 1 (esz > -1
L iprj _ T prj N~ _

9N ; ¢ IN ; ¢ IN | ewnNT 1

1 ™ —1  cos(2pm) +isin(2pm) —1

- IN e'ipﬂ'N—l - eipﬂ'N—l

0.
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Se p =2kN,

1 ~ i2Nk-njN—1 __ 1 ~ 2 (kj)i __ 1 kLe7
2N J=0 ) 2N jz() ‘ o =
Proposicao 26.
N-1
v(zy) = Z et 1=0,...,2N — 1.
k=—N

Demonstragao. Fixemos [ € {0,1,...,2N — 1.

N-1 N-1 | 2
Z 6keikﬂvz — Z (ﬁ Z ?J(ij)e_ikx-j) eikacl

k=—N k=—N §=0
AR N-1
- U(«Ij) eik(:vlfrj)
2N 7=0 k=—N
AR 2N-1
2N J=0 k=0
AR 2N-1
1T ikn N~ (1—
= 5N Z v(z;)e (1-3) etk N~(1=7)
j=0 k=0
| 2N 2N—1
=N v(x])e”(l_” REAGD
j=0 k=0
| v 1
=oN v(x;)e™ ) = N v(x;) - 2N = v(xy),
§=0
2N—1
pois, pela observacao acima, Z ¢@r=9) ¢ 9N se | — j = 2Nk, k € Z; zero
k=0

caso contrario. Temos que j € [0,2N — 1], mas para k =1, j =1 —2N e
quando [ =0, 3 = —=2N; [ = 2N — 1, j = —1 e isso nao pode ocorrer. Da
mesma forma, para k = —1, j = [+ 2N e quando [ = 0, j = 2N. Portanto,
s6 podemos ter k =0 e, assim, [ = j. O
Definicao 39. O Operador de Interpolacao ¢é definido por

N-1

In : Cper(0,27) — Sy = [, k= —N,...,N - 1], v Z oethe.
k=—N
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Observagao 9: (i) Iyv(z;) = v(z;), j=0,1,...,2N — 1, pela proposi¢do

20.
N-1
(is) D"} = Z cre’™i . Logo,
k=—N
N-1
Do}y = D7D b}, = Y Be™ = v(ay),
k=—N

a ultima igualdade acima € devida a proposi¢ao 26.

Definicao 40. Definimos o seguinte produto interno discreto

2N-1 .
27 Ty .
(v,w)y = oN Z v(z)w(z;), x; = N = 0,1,...,2N — 1.
5=0
A norma discreta é dada por
1/2

| vl[lv=(v,v)x5"
Definicao 41. A diferenca Iyv — Pyv é denominada erro de alcunha, Ayv.

Proposigao 27. (i) || v — Iyv ||*’=|| v — Pyv || + || Ayv ||*. Este € o
"Teorema de Pitdgoras”em L*(0,27), ou seja, o erro de alcunha é ortogonal
ao erro de projec¢ao.
00 N-1 00
(1) O, = Uy, + Z O +2Nm e Ayv = Z ( Z @k+2Nm> etk
m=—00,m#0 k=—N \m=—oo,m#0

Demonstragao.

(). E imediato, pois Iyv = Pyv + Ayv. Entao, Iyv —v = (Py —v) + Anyv
N-1

e (Ayv,v — Pyv) = Z (Dp — Op )€™, Z e | =o0.
=—N [I|>N
(ii).

1 2N—-1 1 2N—-1 )
~ —ine; ~ dlxg —inT;
Up = —— E v;e J = = E E Ve’ e J
2N < I 2
Jj=0
2N—1
1

_ Ly b ellmmni = 3 i, + 2K N,
2N : ; Kz_:oo

l=—00
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pois, =M ¢ 1 se l—n = 2Nk, k € Z; zero, caso contrario. Portanto,
=0
00 N-1 o0
Uy, = Uy, + Z f}n—FQNZeANU:Z ( Z f)k+2Nm>eik$. O
l=—00,l7#£0 k=—N \m=—oco,m#0
Proposicao 28. (v,w)y = (v,w), VY v,w € Sy.
Demonstragao.
2m 2m N-1 N
(v, w) :/ U(a:)w(x)d:v:/ (Z drem> (Z bs m)
0 0 — Z
N-1 N-1 N-1 N-1 __
-3 S b [ Y Y aban
—N s=—N _Ns=—N
N-1 N-1
P
r=—N s=—N

N-1
=27 Z albl =27 Z albl,

pois como v,w € Sy, nao ha erro de alcunha, via proposicao 27. Logo,

(v,w) = (v,w)y. O

Proposigao 29. (Iyv,¢)n = (v,¢)n, ¥V v € Cper(0,27), ¢ € S, ou seja,
Inv € a projecao ortogonal de v com relacao ao produto interno discreto sobre

Sy [(INU —U,¢)N =0, Yove Cper(O,QW),¢ S SN]
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Demonstracao.

o 2N—-1 o 2N—-1 N-1 .
(IN’U, ¢)N = ﬁ Z INU(.%']‘)QZ5<C(ZJ‘) = W Z ( @leuzvj) (b(xj)
i— !

Teorema 5.3 (Cota para erro de Interpolacao). Se r > % e < u<r,
entio, Vv € H!,.(0,2m)

per

|v—1Inv |} < c N |uf,.

*
H,per

Demonstracao. Dado que —Ayv = Pyv — Iyv,

| v—Inv ||} e <Il v = Pyv [} e + || Pyv — Iyv || e pela equivaléncia de

*
H,PeET — per

normas da proposicao 24,

o] 2
| Avo < e 3 Q+BP =0 < eN* 301 S b
<N | <N p=—00,p£0

Multiplicamos e dividimos o ultimo membro da desigualdade acima por
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Il 4+ p(2N)|" e em seguida usamos a desigualde de Cauchy-Schwarz,

A 1ltima desigualdade acima é valida, pois Z Ip

I Anv ||

*2
I“'7p€7.

> L+ p2N)|" . 2

< N Z Z %wwm
[1|<N'p=—o00,p#0 p

<o Y ( ) |z+p<2N>|-2’”>
[l|I<KN \p=—o00,p#0

: ( Z |l +p(zN)|2T‘@[l+p(2N)}—q|2)

p=—00,p#0

<eN#ST NS (gl 16,

p=—00,p#0 lg|>N

< N2 Z N2, |p|—2rv Z (1 + q2>r . ’@q|2

p=—00,p7#0 lg|>N
SN I ol < eNFE ol
p=—00,p#0
o0

’727‘

p=—00,p70

< oo, ser>1/2.

]

Corolario 28. || Ayv ||202m< ¢-N7"-|v|,, Vv e H},.(0,27) comr > 1/2.

Demonstragao. Temos que || Axv || 22027 <|| v — InV ||12(0,2), POis

per

| v—1Iyv H%Q(o,w):“ v — Pyv H%?(o,mr) + || Ao |’%2(o,2ﬂ)~

]

Na demonstracao, observamos que o erro de alcunha é menor ou igual ao

erro de interpolacao na norma L?(0, 27).

Definigao 42. Pyu' = (Pyu)' é a derivada de Fourier-Galerkin (espectral);

(Inv) é a derivada pseudo-espectral.

Corolario 29 (Erro na derivada pseudo-espectral). Para todo v €

H’f‘

per

(0,27), com r > 1/2:
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(7/) || [NU/ — ([NU)/ ||L2(0,27T)§ CNl_T . ’U|T.
2N—-1

1/2
(i) (% S () - <1N>'<xj>12) < N ol

J=0

Demonstragao. Ver Tadmor (1986).

Proposigao 30. (Iyu)®?(z;) = Z?fo_l w(z;)d®), onde

27] ’

(

1 dp J sin[(2N—-1)&/2] . .
2N dér { sin(/2) }xi:g sej # i,
(p) _ . ,
di,’}—<0 se 1=7 e p impar,
_1yp/2 o
| S Sk se i=j ep par.

Em particular,

(i)

H1 ot (252) i £

Ose 1=7.

d(l) _

7:7j

(i)

F0 9 sin () 40

2
_2N%41

5o se 1=7.

Proposicao 31. Sendo D a matriz de diferencia¢ao com coeficientes d, ;,

(i) D%®) = [DWIk,

2k-+1)

(ii) DP*) ¢ uma matriz real simétrica, enquanto D! € uma matriz real

anti-simétrica.
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5.2 Formalismo variacional

Desejamos resolver aproximadamente

.
Lu = f, L operador diferencial,

Biu=z,emzx=a,

Bou = u, em x = b,
\

onde as condic¢oes de contorno sao de Dirichlet, Neumann ou Robin.

Definicao 43. Ry = Lu — f é chamado de residuo.

5.2.1 Método de Galerkin espectral

Neste método, minimizaremos o residuo, fazendo as fungoes-teste ortogonais
ao residuo da equacao diferencial.
O método de Galerkin espectral consiste em selecionarmos um sistema de
fungoes-tentativa (¢x)ren que sdo C'*°, geralmente ortogonais, tais que
By =0em x = a,
Bopr =0em x = 0.
Com u = u + v, onde u é qualquer funcao que satisfaz as condicoes de
contorno, temos,
Lv=h, a<z<b,

Biv=0em x = a,

By =0em x =b,
\

onde h = f — Lu. A solucao aproximada do problema é dada por

uy(z) = Z@k(pk(l'). (5.1)
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Desta forma, o residuo é Ry = Lvy — h e, para obtermos uma equagao
discreta, fazemos (Ry,p;) = 0, para j = 0,1,...,N. O produto interno é
dado por (u,v), = /b u(z)v(z)w(z) dx, onde w é uma fungao peso conhe-
cida, positiva e Contirfua; e (Pr, 1)w = Cr0p. Assim, temos um sistema linear
de N + 1 equagoes e N + 1 incognitas, dado por
N
Z@k(Lgok, ©i)w = (hy0j)w, Jj=0,1,...,N.
f—

0

~

(h, ;) = cih;.

Calculados os coeficientes vy, substituimos na equacao (5.1), obtendo a

solugao aproximada.

5.2.2 Meétodo de colocacao

No método de colocacao tornamos o residuo nulo em pontos de colocacao
previamente escolhidos.

A solucao aproximada é dada por

uy(z) = Z (),

eoresiduo Ry = Luy—f=0emaxz =uxi,i=1,..., N—1, que sao os pontos
de colocacao. Entao, temos o sistema de N + 1 equacoes a N + 1 incognitas

(

LUN(ZL‘Z) = f($z)7 1= 1, Ce ,N — 1,

Biun(a) = u,

BQUN(b) = Up.

\
A alternativa mais usual é considerarmos como incognitas os valores

upy (x;) nos pontos de colocacao x;, i = 0,1,..., N, ao invés dos coeficientes
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Uy. A relacdo entre 0 e uy(x;) é dada por

N
Zﬂkgp(xi):u(xi), 1 =0,1,...,N.
k=0

5.3 Algumas aplicacoes simples

Exemplo 01. Consideremos o seguinte problema a valores no contorno

d*v 2 2

@—i—w sin“(z)v(z) = f(z), O0<z<2m
com condigoes de contorno de Dirichlet homogeéneas e a funcao forgante
f(z) = —7 cos(x) cos[m cos(x)]. Temos que Uezqaro = sin[m cos(z)] é a solugao
da equacao diferencial acima.

Solucao por Fourier-Galerkin:
N

UN = Z crpr(r),  pr(z) = e
k=N

Formulacao Variacional: Fazemos (R, ¢;)r2(02x) = 0, =N < j < N, onde

Ry = Luy — f, Ry é o residuo e L é o operador diferencial. Assim,

N
0= (Bn,9j)r202r) = (Lon — [, 5) = ( > aler - f, @j)
k=N

N

- Z k(Lo 05) — (f5 95)-

k=—N

N

Logo, Z ce(Low, i) = (f, ¢j) = fj. Obtemos o sistema linear Mc¢ = F,
k=—N

onde M = (Lgpk, gpj), ou seja,

(Low, pi) = /0 ’ [dd:;k + 72 sin®(z)r (2) de
= /0 7r[—ngok(a:) + 72 sin’ () o ()] p;dz

= —]{727T5kj + 72 (772 SiHQ(I)SOk(x)v (pj(x))'
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Assim,

M = =2mk?0; + 7*{(sin® (), cos[(k — 7)x]) z2(0,20)
+ i(sinQ(x), sin[(k — j>$])L2(0,27r)}-

Exemplo 02. Mesmo problema anterior. Desta vez construiremos uma
solucao aproximada segundo o esquema variacional por colocacgao.
2
- Pontos de Colocacao: h = Nﬂ, xj=jh, j=0,1,...,N —1.
- Formulagao Variacional: Ry(z;) =0, 1<j<N —1.

- Sistema linear resultante: Nd = GG, onde

N = [—k2 + 72 sinQ(xj)]eik’”j, G; = f(z;).

N
- Aproximagao por Colocagao: vy(z) = Z dpe™.
k=—N
Observamos que sao n + 1 incdgnitas e n + 1 equagdes, pois k € [—N, N] e
j € [1, N—1], sendo que Ry(z,) = Ry(zn) = 0, pelas condigdes de contorno.
Exemplo 03. (Dautray,R.,Lions,J.L.,1988)
(

—u'=f —-rnm<z<m,

™

\fe Hy (=7, ,m) com s>0 e / f(z)dz = 0.

—T

Solucao.

N-1
Pyf = Z fjeijx com f, = 0.
j=—N

N-1
Pyu = Z @je’*. Temos que i; = f—;, para j # 0 e 4, = 0. De fato,

A J

j=—N
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~

—u” = f, entdo, (—u",¢;) = (f,¢;) = f;. Por outro lado, integrando duas

vezes por partes,
27 2T 27
(—u", ;) = / —u"(x)pj(x)dx = / u’(m)cp;-(x)dx = —/ u(x)gp;.’(x)dx
0 0 0
27
= j2/ u(x)p;i(x) :j271j.
0

Entéo, —(PNU)” = PN(—U”) = PNf
Logo,
—(PNU)” = PNf
Pyu(—m) = Pyu(m), (Pyu)'(—m) = (Pyu)(7) com u,=0.
Estimando o erro da solugao exata com a aproximacao encontrada, f €

H? (—m,m), s > 0 e pela equivaléncia de normas, temos

per
1/2
lu— Py l|oper < ¢ |u— Pytloger = [ Y k]’
|k|>N
1/2
=c| DI =cll f=Pyf lloper
|k|>N
S ENT | S Alsper -
Exemplo 04.
(
u + c(x)u, =0, 0<x<2m, c(x)>0,V 2, ccontinua.
c. c. periddicas.
uw(x,0) =u, € L*0,2m).
\
Solucao por colocagao:
Assumindo u(-,t) € C®, entao
t—t,)? t—t,)?
u(t) = u(t,) + ()t~ 1) + () g Ul
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Logo,

/ " AtQ n Atg
At? At?
U(tn — At) = U,(tn) — Ul(tn>At -+ 'U///(tn)T - U”/<€,)T, tn —h< 57 < tn
Entao,
/ _ u(tn + At) — u(tn — At) o At? " o
Mas, u/(t,) = —c(x)u. (-, t,); a dltima parcela do segundo membro é o erro e,
At? n

com |e,| < 6 | 0" [|oo; entdo u+) = —2A¢ ¢(z) ul” + u™Y. Portanto,

7 = = 2ty (D),

no esquema " Leap-frog” (ou seja, requer duas condigoes iniciais); D a matriz
de diferenciacao; U;H_l = v(xj,t, + At), onde z, = 0, x; = ith, h = 21 /N e
At = T'/ Ny, passo temporal. Observamos que a malha é calculada em (z,T).
Solucao por Galerkin:

Temos que

27 Jo 27 (—ik)
11 (% 11 [
—ee = do=—— [ L@
2 ik Jo (@) k() 2 ik Jo c(x)gpk(x) *
)

Entao,

(%)k =(%) —2Atikal"; (5.2)
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novamente pelo esquema ”Leap-frog”, onde a malha é calculada em (k,T).
Portanto, através da transformada rdapida de Fourier e da inversa,

(2)

w25 {(Z2(@)) | gy 22 (@)k

if ft
!
u R e
{(55) @}t 2 ) — { () @)}
N
A solugao aproximada é dada por vy (z) = Z Oppr ().
h=—N
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