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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo um estudo complementar ao curso de
licenciatura em matematica.

Comeco por rever e estudar alguns temas da Analise de funcdes de R" em R.
Descrevo definicbes como a diferenciabilidade de funcdes, diferencial, gradiente e
alguns teoremas importantes, como Schwartz e Regra da Cadeia. Finalizo esta primeira
parte com uma abordagem de aplicacdes de R" em R™.

Na seqliéncia temos um estudo de campos vetoriais, integrais de linha, campos
conservativos e de integrais de superficie.

Por ultimo apresento e comento os trés principais teoremas do calculo vetorial:

Teorema de Green, Gauss e Stokes.



INTRODUCAO

No curso de licenciatura em matematica, temos uma selecdo de conteddos de
forma a equilibrar o conhecimento do académico entre matematico e professor. Para
estudarmos alguns temas se faz necessario fazer algumas disciplinas optativas. Isto
quando elas estdo disponiveis em um horario que nao seja 0 mesmo de outra disciplina
obrigatéria ou até coincida com o horario de trabalho do estudante. E por este motivo,
uma forma de conhecer conteidos que ndo estdo na grade de disciplinas obrigatdrias é
através de um estudo orientado no trabalho de concluséo de curso.

Inicio este trabalho com uma abordagem de fungdes de R" em R. Estudo a
diferenciabilidade de uma funcdo, derivadas parciais, direcionais, diferencial e
gradiente, além de descrever e demonstrar o teorema de Schwartz. Finalizo esta parte

que busca dar uma fundamentacdo para o tema do trabalho de conclusdo de curso, com

uma abordagem de aplicagdes de R" em R"™, estudando a diferenciabilidade de
aplicacdes, matriz Jacobiana e o teorema da regra da cadeia.

Sera abordado a partir deste ponto o tema propriamente dito deste trabalho de
concluséo de curso. Veremos 0s conceitos de campo vetorial, integral de linha, campos
conservativos, condicdo para um campo vetorial ser conservativo, integrais de
superficie, rotacional e divergente.

Por ultimo serdo expostos e abordados os trés principais teoremas do calculo
vetorial.

Por fim este trabalho busca organizar defini¢des e teoremas para que aqueles que

busquem estudar ou conhecer o calculo vetorial tenham um material de auxilio.



CAPITULO |

FUNCOES REAIS DE N VARIAVEIS

Antes de iniciarmos com o assunto propriamente dito deste trabalho de
conclusdo de curso. Iremos ver algumas definigdes e teoremas que serdo de grande

ajuda na compreensao dos temas propostos nos proximos capitulos.
1.1 Derivadas Parciais
Quando se busca uma noc¢édo de derivada para funcdes de n varidveis, que tenha

propriedades analogas as da derivada de uma func¢éo definida num intervalo, a idéia que

mais se aproxima € a de “derivada parcial”.

Definicdo 1: Seja f:U cR"—R, com U aberto’ e acU . Temos que a i-ésima

derivada parcial de f no ponto a (onde 1<i<n)é

i(a):lim f(a+te)— f(a)’
oX;

t—0 t

quando tal limite existe.

Podemos notar que para f(a+te) ter sentido, temos que ter U aberto e t
“suficientemente pequeno”. Nesse caso, dado ¢ >0 tal que B(a,g&) cU temos que
a+te, eB(a, &)U, para [t|<¢.

Para o caso U — R*, uma funcdo f:U — R é o que se chama uma “funcéo real
de duas variaveis”. Geralmente neste caso escreve-se f(x,y) aoinvésde f(x;,X,).

Assim temos as derivadas parciais de f num ponto ¢ =(a,b) €U , como:

t—0

i(a):lim f(a+t,b)— f(a,b),
OX t

! Dizemos que U c R" éabertose vaeU 3r >0 tal que B(a,r) cU , ou seja, a bola de centro a e raio
r esta inteiramente contidaem U .



t—0

(o tim @D+~ f(ab)
oy t

De forma analoga, se U cR?, f:U —» R ¢é uma “funcéo real de trés variaveis

reais” e dado d =(a,b,c), temos as suas derivadas parciais como z—f(d), %(d) e
X

of
E(d).

Voltamos ao caso geral, com f:U cR"— Rdefinida no aberto U cR".
Dados acU e i=1...,n, aimagem do caminho 4 :R —>R", A(t)=a+te, é 0 que se
chama “a reta que passa por a e € paralela ao i-ésimo eixo”. Pelo fato de U ser aberto,

para t suficientemente pequeno temos A(t) € B(a, ) para |t|<g e, portanto, A(t)eU .

A i-ésima derivada parcial de f no ponto aé a derivada, no ponto t=0, da funcéo

fold:(-¢£,6) >R, ouseja, g—)f((a):(f o 4)'(0).

Voltemos novamente para 0 caso n=2 e suponha que f é de classe C*? (K >1).
Nesse caso, o grafico de f é uma superficie em R®. A derivada parcial (of /0x)(c).é a
inclinacdo da reta tangente a curva de interseccdo do plano y=b com o grafico de
f.essa curva, no ponto (a, b, f(a, b)), relativamente ao plano horizontal.

? P Iy:b

by

2 Para referéncias consultar ELON LAGES LIMA. Curso de analise vol.2.
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O calculo pratico da i-ésima derivada parcial de uma funcéo real f(x,,...,X,) se
faz considerando todas as variaveis como se fossem constantes, exceto a i-ésima, e
aplicando as regras usuais de derivacao.

Podemos estudar o crescimento de uma funcdo ao espaco da i-ésima direcédo por
sua i-ésima derivada parcial:

i(a):lim f(a+te) - f(a).
oX,

t—0 t

Entdo, por exemplo, seja f:U — Rcom U c R?; se tivermos o segmento de
reta J={(a,t);0<t<1}, paralelo ao eixo dos y e contido em U e além disso
(of 1oy)(z)>0 para todo zeJ, entdo f € crescente sobre J, ou seja,
0<s<t<Ll= f(a,s)< f(at).

A figura abaixo ilustra isso para o caso em R?.

z

L y=b

f :
Note que agora temos (;i(a) e %(a) representadas em um mesmo sistema de
X

coordenadas. Podemos ver que as derivadas parciais nos fornecem apenas informacdes
com relacdo ao eixo das coordenadas, porém ndo nos fornece informacgdes em outros
sentidos.
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1.2 Derivadas Direcionais

As derivadas parciais nos fornecem informacdes ao longo de retas paralelas aos
eixos. Este fato nos faz buscar uma nogdo de derivada que possa nos fornecer

informagdes em outras diregdes.

Definicdo 2: Sejam f:U cR" >R, com U aberto, acU e veR" . A derivada

direcional de f no ponto a, segundo o vetor v, &, por definicdo o limite

Df (a)(v)=[i£rg f(a+tvt)— f(a)

guando tal limite existe.

Em particular, Df (a)(e,) :S—f(a), ou seja, %(a) é derivada direcional de f
X .

no ponto a, segundo o vetor e, .

A derivada direcional Df (a)(v) é a derivada, no ponto t=0, da funcédo
composta fold:(-¢,&)—>R" , onde A:(-¢,&)—>R" é o caminho retilineo,
A(t)=a+tv, para o qual se tem A(0)=a e A'(t)=v para todo t. Aqui, ¢>0 ¢é

escolhido tdo pequeno que a imagem de A esteja contida em U.

Note que no caso n=2, teremos a derivada direcional em (a,b)eU como
Df (a,b)(v) :Z—f(a,b)v1 +%(a,b)v2 (onde v =(v,,V,) € R*). A derivada direcional nos
X

fornecerd informac@es quanto ao crescimento de f , que serd abordado mais a frente.

12



Vejamos agora alguns exemplos interessantes.

Exemplo 1: Seja f:R?> >R definida por f(x,y)=xy/(x*+Yy?) se x*+y*#0 e
f(0,0) =0, temos:

of .
—(0,0) =Ilim
8x( )

t—0

f(t,0)— f(0,0)
t

Onde f(t,0)=t.0/(t*+0%)=0

E, portanto

lim——=0

t=0

i(0,0)=Iim f(t,0-f(0,0) . 0-0
OX t—0 t

De modo analogo concluimos que

0

%(0,0):Iim

t—0

f(0,t)- f(0,0)
t
Logo as derivadas parciais existem. Vejamos agora a derivada direcional.

Seja v=(v,,v,),com Vv, #0 e v, #0, entdo

v,
2 2
Df (0,0)(v) = lim FO+tv,0+tv,)-f(0,0) _ . - (tv) +(t)”
0 t t—0 t
him— e by WV, 1
t—0 (tvl) +(tv2) t 0 (Vl) +(V2) t

E logo ndo existe o limite, 0 que nos mostra que a existéncia das derivadas parciais ndo

é uma condigdo suficiente para que existam as derivadas direcionais.

Exemplo 2: Seja f:U cR" —>R. A derivada direcional de uma funcdo constante é

zero, ou seja, para f(x,....X,)=b,com b fixoe beU , temos Df (a)(v)=0.

De fato

13



lim——=0

t-0

Df (a)(v) =

f(a+tv) f(a):. b-b
t

Logo podemos concluir que a derivada direcional de uma funcéo constante € 0.

Exemplo 3: Seja f:UcR"—>R. Se f é uma funcdo linear entdo temos que

Df (a)(v) = f(v).

De fato, por f ser linear, temos
f(a+b)=f(a)+ f(b) e f(ab)=a-f(b)
Logo,

i@+ TW-f@ .t f )

t—0 t t—0 t

Df (a)(v) = Ilng f(a+t\1)— f(a)

=f(v)

1.3 Fungdes Diferenciaveis

Dada f:UcR"—>R, com U aberto, seja acU . Diremos que a fungdo f é

diferenciavel no ponto a quando existirem constantes A,,..., A, tais que, para todo vetor

v=(a,,.,a,)eR", coma+veU, setenha

fa+v)="f(a)+Aa, +..+ A, a, +r(v), onde I|m =0

||V||

Se f for diferenciavel em todos os pontos de U, dizemos simplesmente que f é
diferenciavel.

Se f é diferenciavel no ponto a entdo, tomando v =te,,t =0 suficientemente
pequeno, temos a; =0 se j=ie a; =t.Logo

flatte)-f(@ , . rte) , . rie)
c T A el

Fazendot - 0

14



 fla+te)-f(a) . ( r(te)] _of
lim =lim| A+ A=—:()
t—0 t t—0 || || axi

Portanto podemos equivalentemente definir o fato de uma funcdo ser

diferenciavel da seguinte forma:

Definigdo 3: Uma funcdo f:U cR" — R ¢é diferencidvel no pontoaeU , quando

existirem as derivadas parciais S—f(a),. (j—f(a) e, além disso, para todo vetor
X X

1 n
vV=(ay...,a,) tal que a+veU, tivermos

f(a+v)= f(a)+ﬂ(a)-oc1 +...+i(a)-ozn +r(v),
OX, oX,,

Onde lim——= rev) =0.
>0 |V

Agqui temos que o “resto” r(v) € definido como sendo igual a

f(a+v)-f(a)- Z[ J(a) a; . A esséncia da definicdo de diferenciabilidade é que,

rev)

tomando r(v) desta maneira, tem-se I| im ||v||

=0. Esta é a condicdo que deve ser

verificada para provar que uma fungo € diferenciavel.

r(v)
"M

r(v) tende a zero mais rapidamente do que v, ou seja, a partir de valores de v

A condicdo I|m =0 significa mais do que r(v) —»0; ela quer dizer que

suficientemente pequenos, temos que a norma de r(v) € uma fracdo arbitrariamente

pequena da norma de v. Assim temos que f & diferenciavel no ponto a quando o

acréscimo f(a+v)—f(a) e igual a uma funcdo linear de v, acrescida da

of
Z 5 (a)-«; , mais um resto infinitamente pequeno em relacéo a v.
Xi

Em certos casos, podemos utilizar, em vez de r(v), a fungdo p = p(v). Ou seja,

podemos definir a diferenciabilidade da seguinte maneira:

15



Definigdo 4: Seja f:U cR" >R com aeU . Entdo, a funcdo f é diferenciavel no
ponto a se, e somente se, possui derivadas parciais nesse ponto e, para todo

V=(a,...a,)R" talque a+veU, vale

f(a+v)= f(a)+Zn:%(a)-ozi +p(v)-|V|, onde lim p(v) =0.

Assim, f é diferenciavel no ponto a se, e somente se, a fungdo real p = p(v),
definida pela igualdade acima (se v=0) e por p(0)=0, é continua no ponto v=0.
Seja f:UcR"—> R diferenciavel no ponto a+veU. Mostraremos que f

admite derivada direcional segundo qualquer vetor v =(«,,...,@,), e vale a formula

Df (a)(v) :sf—&(a).al+...+%(a)‘an.

n
Com efeito, para todo t suficientemente pequeno, temos a+tveU . Pela

definicdo de diferenciabilidade, temos:

f(a+1v) = f(a)+i%(a)~tai + p(v)-[t]- V],

donde

M) = 1@) _ s~ & (a).0,+ p(tv)-[v] com lim p(tv) =0

t = OX:

Resulta da expresséo Df (a)(v) :Z(af /8Xi)-0£i que se f ¢é diferenciavel num
ponto, entdo a derivada direcional Df (a)(v), neste ponto, depende linearmente de v,
isto € ndo somente se tem, Df(a)(av)=ca(Df(a)(v)) como também

Df (a)(v+w) = DFf (a)(v) + Df (a)(w) .

Vejamos agora os exemplos 1, 2 e 3 tendo em vista a definicdo de

diferenciabilidade de funcdes:

16



Exemplo 4: Seja f:R?> >R definida por f(x,y)=xy/(x*+y®) se xX*+y*#0 e
f(0,0)=0; ja sabemos que ndo existe a derivada direcional de f no ponto (0,0)

(exemplo 1), vamos ver o que acontece quando aplicamos a definicdo de funcdes
diferenciaveis neste mesmo ponto.

Devemos tentar mostrar a igualdade

. r(v)

lim——==0 onde v=(a, 8

e (@)

De fato

() BRSSO S _ LIl B
] s azwz(f(w“ﬂ) =50y ﬂJ—
} 1 . 1
:alylﬂmoﬁ(f(a,ﬂ)—O—O-a—O-ﬂ): lim ——(f(a.5))=

a’+ B /=0 Ja? + B

_ lim 1 [ af j_ . af
a,f—0 /a2+,6’2 a2 "'/[7)2

= lim
a,ﬁ—)O(a2+ﬁ2) /a2+ﬁz
Agora fazendo o =t e g =t temos:

r(v) t?

. 1 1
limIY - — lim———
W M e (t2+t2] ez 0

Portanto a funcédo nao é diferenciavel em (0,0).

Exemplo 5: Seja f:U cR" >R ,com f(x,..,x,)=b,com b fixoe beU ,ou seja,
f é uma funcdo constante. Vamos mostrar que f ¢é diferencidvel com Df (a)(v) =0

(Conforme visto no exemplo 2).

Para provarmos que f ¢ diferenciavel com Df(a)(v)=0 ¢é suficiente

mostrarmos que

lim V) _ 0
=M

17



De fato

i ”E/ ||) i Fﬁ(f(mﬁ)— f (a)— Df (a)(v)) =
im ™M im 1 pob-0)= lim — 1 .0=0

v—0 ||V|| 0y >0 /a12+ +O(2 )y —0 ’a12+ +a2
b n e n

Exemplo 6: Agora vamos provar que se f € uma funcéo linear entdo temos que f é

diferenciavel com
Df (a)(v) = f(v).

Sejaf:UcR"— R tal que f élinear. Logo, temos que

lim——= rv) _ lim ;(f(a+v)—f(a)—Df(a)(v)):

v—0 ”V” ety —0 /alz +...+0£§

veoﬁ - & .a HO%( f (a) +f (V) -f (a)_ bf (a)(V))
1 yeens Ol o .+,

Mas vimos no exemplo 3 que

Df (a)(v) = f (V)

Portanto

r(v) . 1

N = e o (T@ - F@ - 10)=
L o +..ta;

Logo a funcgdo é diferenciavel com Df (a)(v) = f (v).

18



1.4 Base Dual

Antes de continuarmos com o assunto sobre diferenciabilidade, € importante

estudarmos alguns tépicos necessarios a compreensdo dos proximos temas.

Definigdo 5: Seja V. um espaco vetorial. O espago vetorial dual a V €é o conjunto

V'={f:V >R/ f linear}, munido das operacdes:

(fl + fz)(V) = fl(V)+ fz(V)
(AF)v)=4-1(v),

para quaisquer veV,ieR e f,f,, f,eV’.

Tome {f}', umabase de V . Seja {¢'}', eV~ tal que

1 se i=]
0 se i#]j

¢u0=ﬂ={

P} ={o" . 0"}
Vamos agora mostrar que {¢'}', é uma base de V. Para isso devemos mostrar
que {p'}, éL.l.egeraV’.
Seja

O:Zn:aigoi
i=1
Tome
O=Zn:aigoi(fj)=zn:ai5} =q; paraV j=1..,n.
i1 i1
Portanto «; =0, j=1,..,n, o que implica que {P'}, éL.I.

Agora iremos provar que {p'}", gera V",

Primeiro vamos ver que YveV , ¢'(v)=V'. De fato

¢'(v)=¢ [Zn:Vj f;j= _Zn:vjcoi(fj) =Zn:v"5} =

19



Note que vale (pi( v fjj: D vlg'(f,) pois ¢ é uma fungio linear e ¢'(f;) =5 pela
j=1 j=1
construcdo da funcio composta ¢' ( f i)
Agora podemos mostrar que {¢'}, gera V",

Seja eV e veV tal que

v=>YV'f, onde {p'}, ébasede V .

i=1

Tome
w(v) =V/[Zn‘,vi fij=_2n‘,vit//(fi) =Zn‘,t//(fi)'</>i(V)-
Portanto como w(f,)eRe w(v) = il//( f.)-¢'(v) temos que {p'}", gera V".

Vamos agora provar gque existe um isomorfismos de V.em V™.
Seja

¢ VoV
n comi=1..,nexeR

n . .
D XD X,
i=1 i=1
Temos que ¢ € claramente linear e injetiva, pois leva a base de V na base de V™

e como ambas as bases tém dim =n temos que ¢ é sobrejetora e portando bijetora. E

com isso provamos que existe um isomorfismo (bijecdo) de V. em V.

Ainda vale comentar que a nomenclatura que se utiliza para a base dual da base
candnicaem (R")" é {dx'}.
Note que o isomorfismo de V em V nio depende somente de v, mas também

da base escolhida em V . O proximo teorema vai nos livrar da dependéncia da base

utilizada. Este teorema vai ser Util para definirmos o gradiente de uma fungéo.

Teorema 1 Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita, com produto interno. A

correspondéncia £:V —V’ que associa a cada veV o funcional linear £(v) =V, tal

que v'(w) =(w,v) paratodo weV , é um isomorfismo.

20



Demonstrac¢éao: Vamos comecar mostrando a linearidade de ¢&:

Tome u,veV , logo temos:
(U+V) (W) = (W,u+V) = (w,u)+(w,v) =u" (W) +V (W) = (U +V")(w)
Agora devemos mostrar que para « € R temos que (av) =a(V')
De fato, seja ¢ € R e veV . Entdo temos:
(av)' (W) =(w,av)=a(w,v)=a(V')
Logo temos a linearidade demonstrada. Agora so0 falta provarmos que existe o

isomorfismode V em V™.

Vamos primeiramente mostrar que & € injetora. Para mostrarmos que & ¢é

injetora, basta mostrarmos que o N(&)={0}*. Pelo fato de & ser um funcional linear.

Dado veV ,se v =0 entdo, paratodo weV tem-se

Vi(w) =(w,v)=0=>"wy,
i=1
entdo temos v, =0 para todo i =1,...,n e portanto v=0.
Por ultimo, & é sobrejetora pelo teorema da dimensé&o:
dimV =dim N (&) +dim Im(&)
Como & é injetora, dim N (&) =0 o que implica que dimIm(&) =dimV =dimV"™. Isto

nos mostra que & € bijetora e que temos o isomorfismo desejado.
1.5 Hiperficies de Nivel

Defini¢do 6: Dada f:U cR" - R, diferenciavel no aberto U e dado um numero

real c, diz-se que o ponto xeU estd no nivel c, ou tem nivel c, relativamente a f,

quando f(x)=c. Fixado ¢, o conjunto dos pontos de U que estdo no nivel ¢ é a
imagem inversa f '(c), a qual é chamada & Hiperficie de nivel ¢ da funcdo f. Quando

n=2, f*(c) chama-se a curva de nivel c de f e quando n=3 chama-se superficie de

nivel c de f.

% O nticleo N(A) da transformacdo linear A: E — F é o conjunto dos vetores v e E tais que Av=0.A fim
de que uma transformacéo linear A: E — F seja injetiva é necessario e suficiente que seu nicleo N(A)
contenha apenas o vetor nulo.
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Vejamos agora alguns exemplos:

Exemplo 7: Vejamos como se comporta o grafico de f (X, y) =cosx-seny .

Gréfico de f (X, y)=cosX-seny

Agora vamos comparar com as curvas de nivel de f(x,y)

—

2

Diagrama das curvas de nivel de f (X, Y)

Um exemplo comum sdo os mapas topograficos de regiGes montanhosas, que

tém suas curvas de nivel com relagdo a altura dos relevos. Note que, na figura, a parte
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escura representa os pontos onde f(x,y,z)<0 e a parte clara os valores na qual
f(x,y,2)>0.
Uma grande vantagem deste tipo de representacdo grafica € a possibilidade de

analisar funcBes de trés variaveis, cujo gréafico ¢ uma figura em R*, apenas assumindo

um valor fixo para f(x,y,z)=a e assim poder analisar o grafico neste nivel (valor) da
funcéo.
Vamos analisar a superficie de nivel de f(x,y,z)=x*+y*+z° para os

seguintes valores f(x,y,2)={12,3,4,5}

R

B
e
%ﬁ;fxﬁa«m#

N -z

Diagrama da superficie de nivel de f (X,y,z) = x>+ y? +z° para f(X,y,2)={1,2,3,4,5}

Note que xe]-2,2[, y€]0,2[ e z€]-2,2[. Para podermos ter uma idéia de
como se comportam as superficies de nivel, temos cinco esferas de centro na origem e
de raios respectivamente 1, V2, 3, V4 e /5. Note que o gréafico desta nédo é
possivel visualizar por completo, pois o gréfico desta funcdo depende das coordenadas

x,y,ze f(x,y,z),ou seja, é um subconjunto de R*.
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1.6 A Diferencial de uma Funcéo

A derivada de um caminho f :R — R™ é um vetor. Veremos agora que a

derivada de uma funcdo f :R" — R é desempenhada por um funcional linear. Mas

antes vamos definir diferencial de uma fungéo:

Definicdo 7: Seja f:U cR" — R definida no aberto U, diferenciavel no
ponto a U . A diferencial de f no ponto a € o funcional linear df (a):R" — R, cujo

valor no vetor v =(«,,...,«,) é dado por

df (a)-v = Df (a)(v) = (;i(a)-a. .

n
i
i=1 i

Que é a derivada direcional de f em a, relativa ao vetor v.

df (a)(e) = Df (&) = lim - 2= L&) _

_lim f(a,a,,..,a+t,...,a)-f(a,..a,) :i(a)
t—0 t OX.

Logo temos df (a)(e,) = g—f(a) :
Xi
Utilizando o resultado obtido, temos que
df (a)(v) = df (a)(Zviei) = Zvidf (a)e, .
i=1 i=1

Note que df(a) € um funcional linear, entdo vale df («a)=adf (a).Continuando

temos:

n

df (2)(v) = Zn:vidf (a)e, = Z df (a)e dx. (v) = 22—)‘:(61)0|xi (v)

i=1 i

Onde dx, € a base dual de (R")". Como esta igualdade vale para cada v e R", temos
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df (a) = i%(a)dxi

Isto significa que o funcional linear df (a) pode ser representado como uma

combinacdo linear dos funcionais dx;, onde a—(a) séo os coeficientes da combinacéo.
X:

1.7 O Gradiente de uma Funcéo Diferenciavel

O produto interno natural induz um isomorfismo entre R" e seu dual (R"),

conforme visto. Tal isomorfismo faz corresponder a cada vetor veR", o funcional

Ve(®") com v(w)=(v,w) para todo weR". Logo, se tomarmos
p(W)=cW, +...+C,W,, que da o valor do funcional ¢ no vetor w=(w,..,w,), ja

indica isso: ¢(w) é o produto interno de w pelo vetor v = (c,,...,C, ), Ou seja, @ =V .

Definicdo 8: Dada a funcédo diferenciavel f:U cR" — R, definida no aberto U ,
definiremos o gradiente de f no ponto a<U como o vetor gradf (a), que corresponde
ao funcional df (a) segundo o isomorfismo acima descrito. Isto significa por definigéo,

que:

(gradf (a),v) = Df (a)(v) =df (a)-v = Z“S—)]:(a)-oci

paratodo v={(a,.., a,).

Em particular {gradf (a),ei>=sx—f(a), logo

gradf (a) = (i (a),...,i(a))
0%, oX,
Ainda é comum representar o gradiente com a seguinte nomenclatura:

gradf (a) =Vf(a) = (% (a),...,%(a)]
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Agora destacaremos as propriedades mais importantes do gradiente de uma

funcdo diferenciavel f. Suponha a fixo e gradf (a) # 0. Entéo:

e O gradiente aponta para uma direcdo segundo a qual a funcao f é crescente;

Sabemos que

Df (a)-v=(Vf(a),v)
Ent&o temos que
Df (a)(Vf(a)) = (Vf (a),Vf (a)) = ||Vf (a)||2 >0

Portando f é crescente no sentido do gradiente.

e Dentre todas as direges ao longo das quais a funcdo f cresce, a direcdo do

gradiente é a de crescimento mais réapido;

. _ Vi(a)
Seja Ugrad _—||Vf (a)||

Entéo temos que para ve R", com |v|=1

Df (a)(v) = (Vf (a),v) = |Vf (a)] - |- cos 0 < |V (a)] - U

grad

= (Vf (8),U g ) = df (Q)(U o)

e O gradiente de f no ponto a é perpendicular a superficie de nivel de f que passa

por esse ponto.

Seja » um caminho diferenciavel e K € f(U), tal que a< f *(k), ou seja :

7 ]-¢€¢[— fH(K)
t— (1)

onde y(0)=a e (foy)(t) =k Vt.
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Temos que

(f o»)'(0)=0 pois (f oy)(t)=k é uma fungdo constante.
Logo temos
0= df (4(0)(7(0)) = df (B)(7(0)) = <Vf (@), %<0)>

Como ;./(O) € o vetor velocidade da superficie de nivel e Vf(a) é
perpendicular a este vetor, temos que Vf(a) é perpendicular a curva de nivel.

Com isto, demonstramos a trés propriedades do gradiente.
Voltemos agora a funcéo do exemplo 7

al 1 e 1
SR
LF 114
:‘t;
o,

- = =
o e

I', 'I.,'
ik [0}

@
-i

S ) . '*
- [
R el
S e e,
= vy i:{f\*
-4 -2 ] g 4

Diagrama das curvas de nivel de f(x,y) =cos x-seny com o gradiente da fun¢&o sobreposto

Temos a curva de nivel com o gradiente da fungdo sobreposto em varios pontos
da mesma. Podemos visualizar as propriedades demonstradas. Note que os vetores
apontam para o sentido de crescimento da curva. Ainda podemos visualizar o fato de os

vetores gradiente serem perpendiculares a curva de nivel.
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1.8 Funcédo Derivada

Definicdo 9: Seja f diferenciavel em algum ponto aeU < R", podemos definir a

funcao derivada como
df :U cR" - (R")
a—df (a)

Dizemos que f é de classe C'se suas derivadas parciais 8—:U — R existirem
X.

e forem continuas. Mas geralmente, f é de classe C* se cada v existir e for de
X.

classe C*7.

1.9 Segunda Derivada de uma Fungéo

Se df é diferenciavel em algum ponto aeU podemos definir
d?f(a):R" —>(R“)* linear e se df for diferenciavel em todos os pontos acU ,
podemos definir a funcéo segunda derivada d*f (a):U c R" — (R”,(R“)*).

Se d*f for continuaem U entdo f é dita ser de classe C*. E possivel provar

que f édeclasse C? se e somente se df ? for continua.

Teorema de Schwartz: Seja f :U — R de classe C* com ceU € R". Para quaisquer

1<i, j<n,tem-se:

i o’ f
(c)= (.
OX;0X; OX;OX;
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Demonstracédo: Sem perda de generalidade podemos supor U — R?, ¢ =(a,b) e provar

2 2
que of (c)= of (c). Existe £>0 tal que o quadrado (a—¢,a+¢&)x(b—¢,b+¢)
oxoy 0yoX

esta contido em U . Para todo t € (—¢,+¢&) ponhamos:
pt)=f(a+t,b+t)- f(a+t,b)— f(a,b+t)+ f(a,b)
Ent&o escrevemos
E(x) = f(x,b+1t)— f(x,b)
E como
f(a+t,b+t)- f(a,b+t)=<&(a+t) e —(f(a+t,b)— f(a,b))=-&(a),

temos que

p(t)=<S(a+1)-4£(a)
Pelo teorema do valor médio para fun¢Bes de uma variavel, existe &< (0,1)tal que

pt)=<&"(a+6t)-t, ou seja

o(t) =[ﬂ(a+9t,b+t)—ﬂ(a+6’t,b)]t
OX OX

Pelo fato de Z—f:U — R ser diferencidvel no ponto c=(a,b), temos as seguinte

X
igualdades:
of of o°f o f .
—(a+6t,b+t)——(a,b) = a,b)-6t+ a,b)-t+ pt onde limp, =0
. )= (@D) = 5 (@) G+ (@) t+ pit onde lim
ou
of of o°f 0 f
—(a+6t,b+t)=—(a,b)+——(a,h)- 6t + a,b)-t+ pt
8x( ) ax( ) axz( ) ayax( )-t+p;
e
of of o0 f ]
—(a+6t,b)——(a,b)= a,b)-6t+ p,t onde limp, =0
— (@ 0Lb) = (ab) =—(a,b) Ot + p, lim p,
ou
of of o0 f
—(a+6t,b)=—/(a,b)+ a,b)-6t+ p.t
6x( ) 6x( ) aXz( ) P2

Entdo temos

2 2 2
oty=| T O g, O t_(gﬁf

ot + >
OX OX

= : ot ||-t+ pt® —p,t®
ox Xt oyox ﬂ prm R
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o(t) = of 1%+ pt® — p,t°
dyox v
E portanto temos
2
lim 28— 9 (2 b) onde lim p, = 0e lim p, =0.
t—>0 { aya)( t—0 t—0

Utilizando uma idéia semelhante para a funcdo £ (y)= f (a+t,y)— f(a,y) chegaremos

a lim 20 _ O°f
OX

t—0 t2

(a,b). E com isto concluimos o teorema.

Exemplo 8: Vejamos agora uma funcao que vai mostrar que o fato de existir a segunda

derivada no ponto, ndo é condi¢éo suficiente para que o teorema de Schwartz possa ser

utilizado.
Seja
xy(x* —y?) 2 o2
_ 0
f(x,y) = Ty se X +y #
0 se (x,y)=(0,0)

Calculando as derivadas parciais temos:

ot (YO =y +2¢Y) (¢ +y) = 2X°Y(¢ - Y7)  y(et —yt) +axy’

8X (XZ + y2)2 (XZ + yZ)Z
Logo
of
—(0,0)=0
ax( )
e
of _ (X(X2 -y?) —2xy2)(x2 +y%) = 2xy* (x* - y%) _x(x' —y*) -4xy?
oy (x* +y?)? (x* +y?)?
Portanto

q(O, 0)=0
oy
Agora vamos calcular as segundas derivadas parciais

Ton-Too

2
O 0,0)=lim2X OX —lim—=-1
ayax t—0 t t—0 {
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of of
o' f a*(t,o)—a(oﬁ)
(0,0) = lim <Y —lims=1.
8 ay t—0 t t—0 t

Este resultado nos mostra que o fato de existirem as derivadas segundas, ndo é

condicdo suficiente para que venha a valer o teorema de Schwartz. Para o teorema possa

ser utilizado devemos ter que f seja uma funcéo de classe C?.
1.10 Matriz Hessiana

Seja f:U cR" >R declasse C* e acU . A diferencial segunda d*f (a) sera
chamada de forma Hessiana da funcdo f no ponto a, é uma forma quadratica,

conforme veremos a seguir.

Primeiramente vamos ver a defini¢do de forma quadratica.

Defini¢do 10: Uma forma quadratica H : R" — R é uma fungéo cujo valor num vetor

V=(a,,..,a,) édado por Zh

i,j=1

yaa;, onde (h;) & uma matriz simétrica nxn. Indica-

se com a notacdo Hv® o valor da forma quadratica H no vetor v.

Desta maneira,

Hv? _Zhu aa,
e
Se teR entdo H(vt?) =t*(Hv?).
Vejamos agora que a diferencial segunda satisfaz os requisitos propostos. De
fato, temos:
i
df (a)-v = Za—x(a)a

i=1

E portanto para d’f (a) , temos:

n n 2

dzf(a).vzzzaia (a)cwt1+ +Z (a) Q; nz_z_ax_ax
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Onde

o* f o* f
(@ - (a)
OX,0%, OX,0X,,
o° f ) ) )
H(x)= (@)= : : :
OX;0X; ) )
o f o f
(@ - (a)
OX, 0%, OX,0X,
-_ o f o* f
E por ultimo, pelo teorema de Schwartz, temos (@)= (@), o que
OX,0X; OX;0X;

nos leva ao fato de H(x) ser simétrica.
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CAPITULO 11
APLICACOES DIFERENCIAVEIS

2.1 Diferenciabilidade de uma Aplicagao

Uma aplicacdo f é diferenciavel no ponto a quando, para pequenos valores de
v , 0 acréscimo f(a+v)— f(a)é, aproximadamente, uma funcdo linear de v. Mais

precisamente:

Definicdo 1: A aplicagdo f:UcR™ > R" , definida no aberto U, diz-se

diferenciavel no ponto a eU quando existe uma aplicagdo linear T :R™ — R" tal que

f(a+v)—f(@)=T- -v+r(v),onde I|m =0.

Note que para f(a+vV) ter sentido, temos que ter (a+Vv)eU . Aqui temos o

porqué de U ser aberto, pois neste caso para v suficientemente pequeno temos que
(a+v)eB(a,e)cU . A igualdade acima € a definicdo do “resto” r(v). Pois para
f(a+v)— f(a) ser uma um funcdo linear de v, € necessario que dada T, r(v) é
infinitésimo em relagdo a v, o que se tem com lim r(v)/|v|=0. Ou ainda: para todo
£>0 existe 5>0 tal que 0<|v| <5 =|r(v)|<e|v|.

Em alguns casos, para evitar problemas causados pelo denominador zero,
utiliza-se o artificio de por o resto sob a forma r(v) = p(v)-|v| , onde a aplicagdo p é
definida, para todo v tal que (a+v)eU, por p(v)=r(v)/|v|, se v£0, e p(v)=0.

Entdo temos a diferenciabilidade de f definida no ponto a como

f(a+v)—f(a)=T-v+p(v)-|v|, onde lim p(v) =0,

de modo que p € continua no ponto 0.
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Vejamos agora como interpretar a transformacéo linear T : R™ — R" que

ocorre na definicdo acima.

Definigdo 2: Seja f :U < R™ — R" definida num aberto U . A derivada direcional de f

num ponto a €U , relativamente a um vetor ve R™, €, por definicao,
Df (a)(v) = lingw eR",

Quando tal limite existe.

Podemos visualizar Df (a)(v) do seguinte modo: seja ¢ >0 tal que o segmento
de reta aberto (a — dv,a + ov) esteja contido em U. O caminho retilineo 4:(-5,6) ->U ,
dado por A(t)=a+tv, é transformado por f no caminho foA:t— f(a+tv), no
espaco R". A derivada direcional Df (v) é o vetor-velocidade de f oA no instante

t=0.

) o7 o)
A f fla +tv)

&
v &

Se f=(f,,..,f,) entdo Df (a)(v)=(Df,(a)(v),..., Df (a)(v)). Quando v=e; é

0 j-ésimo vetor da base candnica de R", escreve-se a—(a) em vez de a—(a).
X e.
J J

Assim,

of of, of,
E(a):(ﬁ(a)’"” o (a)}
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Supondo f diferenciavel no ponto a, para todo veR"™ e qualquer teR

suficientemente pequeno tem-se

f(a+tv)—f(a)=T-tv+ p(tv)-|tv]|, onde lim p(tv) =0,

Como T-tv=t-T-v e [tv]|=]t|-|v|. seque-se, para t =0

f(a+tv)—f(a)
t

=T v+ p(tv)-|V

Donde
lim f(a+tv)- f(a) _

t—0

T-v

Portanto T -v = Df (a)(v).

Em particular, vemos que € unica a transformacédo linear T que fornece a boa

aproximacdo para o acrescimo f(a+v)- f(a) na vizinhanca do ponto a. Ela €

chamada a derivada de f no ponto a e indicada com a notacdo Df (a)(v).
Portanto, se f:U cR™ —»R" , definida no aberto U , ¢é diferencidvel no ponto

aeU , suaderivada é a aplicacdo linear Df (a):R™ — R", caracterizada por

v)

f(a+v)-f(@)=T-v+r(v),onde lim )

VI

ou

f(a+v)—f(a)=T-v+p(v)-|v|, onde lim p(v) =0.

Exemplo 1: Seja f:U cR™ —>R" , onde f é uma aplicacdo constante. Entdo f ¢

diferencidvel com T =0.

Para provarmos que f ¢é diferencidvel é suficiente mostrarmos que Iing p(tv) =0.
t—

De fato

. 1
lim p(tv) = [ljg;(c—c—o)zo
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Exemplo 2: Agora vamos provar que se T é uma aplicacgdo linear e tivermos T'(x) =T,

entdo T sera diferenciavel.

SejaT:U cR™ —>R" tal que T é uma aplicacéo linear. Entdo

lim p(tv) = [ijrg%(T(a+v) ~T(@)-TW))=

= m%(T @ +TW)-T(a)-T(V)= ILng%(T (V) -T(v))=0

2.2 Matriz Jacobiana

Quando buscamos encontrar a derivada de f:R™ —->R" no ponto a,

encontramos uma transformacéo linear que leva cada coordenada de R™ em R", ou

seja:

Df () : R™ — R"
v — (DfY(a)(v),..., Df "(a)(V))

onde Df'(a):R™ — R é uma aplicagéo linear.
Veja que ainda podemos representar a derivada de Df (a) como uma matriz, que

é chamada de Matriz Jacobiana Jf (a) .

Df '(a)
J(a) =
Df "(a)
Ou ainda,
oft oft
a(a) %(3)
Jf(a)= . : :
of " of "
ox @ - ox (a)
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Podemos ver que suas m colunas sédo os vetores Df(a)-e; = 8—fl(a),...,afn (@) |.
bl o X,

: f;
Assim, Jf (a).z(S—' (a)], onde f, ,..,f :U—>R sdo as fungbes-coordenadas de f.

X .

J

Cada uma das n linhas (Si(a),...,si(a)J ¢, como sabemos, a matriz 1xm do
Xl Xm

funcional linear df;(a)= diferencial da i-ésima fungdo-coordenada f,. Para todo

veR"™, temos

Df (a)-v :(%(a),..., o, (a)j = (df (a)-v,...,df (a)-Vv).

ov

A igualdade vetorial f(a+v)— f(a)= f'(a)v+r(v) equivale as n igualdades
numéricas f'(a+v)-f'(a)=df'(@v+r(v), onde r(v)=(r,(v),..r,(v)), enquanto

que o limite vetorial Iirrolr(v)/|v|=0 corresponde aos n limites numéricos
Vo

limr, (v) /[v|=0. Isto prova o teorema 2.
v—0

Teorema 2. A aplicacdo f:U — R" é diferenciavel no ponto acU se, e somente se,

cada uma das suas funcdes-coordenadas f',..,f":U >R é diferenciavel nesse

ponto.

Vejamos como calcular a Matriz Jacobiana de f (x,y,z) = (xz, 2xy,—52).

Note que f(x,y,z):R®> >R’

Entdo
oft  oft oft
ox oy o
2 2 2
J(x,y,2)= o o a
ox oy oz
of* of* of®
ox oy oz
Ou seja
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2x 0 0
J(x,y,2)=|2y 2x O
0 0 -5

Regra da Cadeia: Sejam U < R", V < R™ abertos, f :U — R" diferenciavel no ponto
a,com f(U)cV e g:V — RP diferenciavel no ponto f(a). Entdo go f:U > R" é

diferenciavel no ponto a, com (go f)'(a)=g'(f(a))- f'(a):R" > R".

Demonstragdo: Seja f:UcR"—>R" e g:VcR"—>R? com fU)cV e

y = f(X). Tome as derivadasde f e g:

f(x+h)—f(x) = £'(h+p(x, h[h|

g(y+k)—g(y)=g'(Vk+o(y,K)|K|

Seja a seguinte relagédo
f(x+h)=f(x)+k

Substituindo em g temos

g(f (x+h)=g(f(x))=g'(f(x)-(f(x+h)=f(x)+a(y.k)[k|=
=g'(f () (f'h+ p(x, h) )+ o (y, k) k] =

,h)|lh
_g'(1(0)-(F' O+ g'(f(x))(p(X”Tﬁ””||k||)+a(y, k)||k||J

Logo para provarmos que
g(f(x+h))—g(f(x))=g'(f(x))-(f'(x)h
Devemos mostrar que

(.0 ]

K[) + o (y, K[| |= 0
Pl

lim 9'(f(X))(

Sabemos que por definicdo
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lima(y, k) k| =0
Agora vamos mostrar que

p(x.Wn]

K|

lim g'(f () [l =0

Utilizemos no novamente a relacéo
k=f(x+h)-f(x)

Tome
M — ” f (X+ h)_ f (X)” — Hf (X)h +p(X, h)”h”H — H f ’(x)i+p(X, h) <M com M eR
[h [ [h [h

Pois que tanto como |[|o(x,h)| séo limitados e com isso chegamos a

o h
f (x)W

concluséo que M <Q comQeR.

il

Logo

p(x,Whl

,h)|lh
Ikiggg’(f(x))( m ||k||)+0(ylk)||k||J=g'(f(x))(p(x Il

[k

+o(y, k)J||k||=0

e

g(f(x+h)—g(f(x))=g'(f(x))-(f'(x)h
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CAPITULO I1I
CAMPOS VETORIAIS

Quando buscamos estudar fenbmenos como a velocidade do ar em uma
determinada regio, as funcdes reais de varias variaveis ndo se mostram tio eficazes. E
neste momento que o uso do conceito de campo vetorial se torna fundamental. Com a
ajuda dos campos vetoriais temos novas possibilidades. E é com isto que finalmente
iniciamos o tema deste trabalho de concluséo de curso. Vejamos agora a definicdo de
Campos Vetoriais.

Definicdo 1: Seja U um subconjunto de R" . Um campo vetorial sobreR" é uma
fungdo F diferenciavel que associa a cada ponto (X, X, ) €U um vetor F(Xgm X, )

em R".

Com esta definicdo temos mais ferramentas para analisar fendmenos como a

velocidade do ar, na qual temos direcdes e valores distintos em varios pontos.

Vejamos agora alguns campos vetoriais:

a) F(x,y)=x4+Yj
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Campo vetorial F(x,y) = X1 +Vj

b) F(x,y,z)= yT—xT+%IZ
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- - . I
Campo vetorial de F(x,y,2) =yi —xj +—Kk
5

Podemos ver pelos exemplos mostrados, que agora podemos ter uma idéia de como se
comporta o fendmeno estudado, em cada ponto. Isto &, se a funcéo estiver representando

a velocidade do ar, poderemos saber em cada ponto qual o seu valor e sua direcao.
3.1 Integrais de Linha
3.1.1 Integral de Linha Quanto ao Comprimento de Arco

Seja y:[a,b] >R" um curva de classe C' e seja f uma funcdo de valores

reais, continua e definida na imagem de .
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No intervalo t €[a,b]

‘XY “ een
I t . . !
fc,:ﬂ " 'r,_l irr' h I”

Note gque a distancia entre dois pontos é

88, =05 0) =X (6 )Y + (4, 0) - x,6,0)
Pelo teorema do valor médio temos que existe cie[tH’ti] tal que
X (t)—x (t,)=x(c)-(t —t._,) paratodo k =1,...,n
Ou seja,

ASi = (\/)(1’((:i)2 t..t+ Xr: (Ci)2 )'(ti _ti—l) = ”7’(Ci)” ’ (ti _ti—l)

Novamente teremos uma aproximacao para a curva através de segmentos de

reta.

}Ati. E importante notar que ¢, e ¢ ndo

> f(reas =Y F )| (€)

necessariamente séo iguais.
Tomando agora o limite max At; — 0, temos

n

lim > f(y(c;))

max At 47

7'(@)

i

Como maxAt, — 0 implica que t, —t,_,. Portanto para todo ¢, e ¢ e[t_,.t],

temos ¢, >t _, e ¢, —t_, (poistemos t, —t _,). Logo podemos fazer a substituicdo

Jm Y o) Eh = Tim Y oD 6 = [ o)y ol

Temos entdo a seguinte definigéo.
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Definicdo 2: Seja y:[a,b] > R" uma curva de classe C' e seja f uma funcéo a

valores reais, continua, definida na imagem de . Definimos a integral de linha de f

sobre y , por

[ fds= IRIZONACIL:

Exemplo 1: Calcule a massa do fio y(t) = (2t,2t,2t), 0<t<2,sendo J(x,y,z)=Xyz a

densidade linear.

Obs: Densidade Linear € 0 mesmo que massa por unidade de comprimento.

Resolucdo: Temos que »'(t) =(2,2,2) e |y'(t)|=v2* +2°+2* = V12 =243

Logo chegamos ao resultado buscado

4 2
M =j xyzds:jzsﬁ-zﬁ:lesﬁ.t— =64+/3
¥ 0 4

0

3.1.2 Integral de Linha de Campos Vetoriais

Vamos agora buscar a resultante de um campo vetorial ao longo de uma curva

7.Sejam F:U c R" continuae :[a,b] >U de classe C".

F
v (b)
v (a)

Primeiramente temos por definicdo que a resultante de um campo de vetores ao

longo de uma reta é F, = <If,[y(b) - ;/(a)]> ,para F constante.
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Agora voltemos para y(t) qualquer de classe C*, onde :[a,b] > U .

/!’M.(f,_m
¥ (fn) =v(b

Y ) = v (a)

Fazendo uma aproximacao de y(t), por segmentos de reta, temos:

n

L(FOE) 6 -r0)])

i=1

A aproximacdo melhora a medida que aumenta a quantidade de intervalos.

Vamos fazer a seguinte substituicdo
y(t)—7(t_) =7'(c)At com ¢ e[t t,] (pelo teorema do valor médio)

E entdo temos

n

> (Flr(t 1), 7'()) At

i=1

Tome o limite de max At; tendendo a zero; temos ent&o:

Jim S EGD). @) 6) -]
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Note que como max At, — 0 implica que t, —>t,_,, portanto ¢; >t,_, pois ¢, e[t;,t, ], 0
que nos permite utilizar a igualdade y(t,)—y(t._,) =»'(t ,)At .
Logo podemos fazer a seguinte substituicdo, pois <If(;/(ti_l)), 7'(ti_1)Att_1> é
continua e integravel, entdo:
n 1 b
a

lim > (F(r(t)) 7' @) [rt) -7t )]=_lim > (Fr(t.) 7)) At = (Frt).y' 1))t

max At; -0 ) max At; >0 )

Logo temos a seguinte definicao.

Definicdo 3: Sejam F:U cR" —»R" um campo vetorial continuo e uma curva

7:[a,b]—>U , de classe C*. Definimos a integral de linha de F sobre » por:

JF-dr = (Fo®).r)et

Exemplo 2: CalcuIeJ' Fdr onde F(x,y)=xi +yj e y(t)=(t,t?), te[-11]
V4

Resolucdo: Vamos agora calcular I F.dr= f1<lf(;/(t)), 7'(t)> dt

e

Temos que
F(y(t) = F(t,t?) =ti +t] e »'(t) = (1, 2t).

Portanto chegamos ao seguinte resultado
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1

=0

[Fodr :j_ll<(t,t2),(1, 2t)) dit :J._ll(t+2t3)dt :[%+ 2%]

-1

3.1.3 Outra Notacdo para Integral de Linha de um Campo Vetorial Sobre uma

Curva

Seja  F(X,..X,)=F (X4 X)) ], + o+ F (X, X.)],, UM campo vetorial
continuo U de R"e seja y:[a,b]—>U uma curva de classe C' ,com sua a imagem

contidaem U , dada por X =x(t) i=@1...,n)

Temos que

dt
b dx, dx,
=[] ROGE) X, (0)- =24+ F (6 (1), %, (0) - e
a dt dt
A ualtima expressao acima nos sugere a notacéao

IFl(xi,...,xn)dx1+...+ F.(X.,....X,)dx, paraa integral de linha de F sobre y:
/4

[ R0 XY+ (6 X, ), = [ [ﬁ(xl(t),...,xn(t)>-‘jj—xtl+...+ FL (6 (1), %, (1)

dx,
dt

fo

Exemplo 3: Calculej Fdr, sendo F(x,y)= 2—y . ~ ] e y(t)=(cost,sent),
7 X

+y° xXP+y

0<t<2r.

Resolucéo: Temos que

7'(t) = (—sent, cost)

Logo

~ 2r —sent - cost " 27
Fdr = i+ -(—sent,cost)dt = dt
L IO (coszt+5enzt cos’ t + sen’t Jj ( ) -[0
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Portando

[ Far=]"dt- t|Z” =27

Exemplo 4: Calculej —xdx + ydy, onde y:[a,b] — R?* é uma curva de classe C', cuja
4

2 2

imagem € a elipse :_6+§_6:1' e tal que, quando t variade a para b, y(t) descreve a

elipse no sentido anti-horario.

Resolucao: Podemos utilizar a seguinte parametrizagéo:

= cost X = 4cost
0 para 0<t<2r.

_ cent y = 6sent

o< »|x

De fato, a parametrizacdo atende as condi¢fes dadas, pois vai percorrer a curva

no sentido anti-horario e cos®t +sen’t =1.

I —ydx + xdy = r”(—6sent%+ 4costd—y)dt = I2”(24sen2t +24cos’t)dt = 24[2”1dt = 241" = 487
y 0 dt dt 0 0 0

3.1.4 Integral de Linha Sobre uma Curva de Classe C* por Partes
Primeiramente vamos ver o que é uma curva Classe C' por partes.

Defini¢éo 4: Uma curva y: [a, b] — R" se diz de classe C* por partes se for continua e
se existir uma particio a=t, <t <..<t, =b ecurvas y:[t_t |>R", i=1..,n de

classe C*, tais que, paratodo t em Jt,_ . t;[, »(t) = (t):
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. A i
v € de classe C" por partes

Agora podemos ver a definigdo de integral de linha para uma curva de Classe C*

por partes, através do seguinte resultado que enunciaremos sem demonstrar.

Teorema 3: Seja F um campo vetorial continuo no aberto U de R" e seja

v [a,b] — U uma curva de classe C* por partes; temos que
J.F dy I dy, +.. +J. F. -dy,

3.2 Rotacional

Seja o campo vetorial F(x,y,2)=F(x,y,2)i +F,(x,y,2) ]+ F,(x,y,2)k

definido no aberto U — R®. Suponha que F,,F, e F, admitam derivadas parciais em U

e esta sejam continuas na vizinhanga de p. Vamos calcular o I|m —I Fdl, onde y é

uma curva fechada de area As que circunda p. Ou seja, queremos calcular a
intensidade da circulagdo em um ponto p.

Vamos primeiro ver a contribuicdo da integral em relacéo a eixo x.
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Vamos calcular as integrais de linhaemrelagdoale 3

Logo temos

Ay
J.Fdr+'[Fdr _I N [Fz(xp, Y.z, —%)— Fz(xp, Y.z, +£ﬂdy

Mas pelo teorema do valor médio temos

Az Az OF,
Rl X, Y2, —— > Xp0 ¥, Z, +? =—=| X

Az
pe [ p,y,zp—?H]Az com §e(-11)
Portanto

Note ainda que se tomarmos V¢ = F, temos:

p+ﬂ A A
[ -o{a ) {20

Mas pelo teorema do valor médio temos

¢[x, Yo —%, ZJ—qﬁ(x, Y, +%, z] =F, (x, Y, —%9, ZJAy com §e(-11)

Entdo
= Yo+ oF, Az
Fdr Sl X YiZ, +—0 |Az dy =
[Fore [Rar=]1 5 T e, 50 ooy
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oF, Ay Az
=——=| X,y +—6,2 +—0 |AyAz
oz ( r yp 2 1 %p 2 ] y

De forma similar chegamos que

Logo

] i oF oF -
lim—| Fdr=| —(p)-—2 i
fim s, (ay (P)-, (p)]

De forma analoga chegamos a

-

] oF, oF, j7
lim——| Fdr=| —2(p)—-—
lim | ( —L(p)=—2(P) |]

Kk oF oF .
lim — [ Fdr=| =2 (p)- =% K
Aér—nms Fdr (ax (p) 3 (p)]

Portanto temos que

; 1 ok, _@ T % _% H @ _ﬁ K
A';Togfd“:(a(m = (p>]'+(az(p> aX(p)]u(ax(m ay(p)]k

Agora vamos enunciar a seguinte definicao:

Definicdo 5: Seja F(x,y,z) = F,(X, ¥, 2)i + F,(X,Y,2)] + F,(X, Y, z)k definido no aberto
U < R® um campo vetorial. Suponhamos que F,, F, e F, admitam derivadas parciais

em U . O rotacional de F é o campo vetorial definido em U e dado por
rotf =| s _ % h(%_%jp oF, R ¢
oy oz oz oX ox oy

O rotacional ainda pode ser representado pelo produto vetorial:

50



i ]k
rotlf:(Vxlf):i 9 °
OX oy oz
Fl I:2 I:3
Pois
otf - Fap ORg R OR\ OF . OF . (OF OF, (6_F8_F], oF, oR);
oy oz OX oy OX 0z oy oz oz OX ox oy

O rotacional esta diretamente ligado a rotacfes, ou seja, o rotacional mostra a

tendéncia de um objeto em um fluido (por exemplo) a girar ao redor de um ponto.

Exemplo 5: Calcule o rotF de F(x,y,z)=xi

Resolucéao:

rotF =

:(a(m_amjh(a(x)_6(@};{@_@]@0
oy oz oz ox ox oy

o Xl =~

;

o
oy
0

< | =

Como rotF =0 podemos supor que ndo havera nenhum vetor em nenhum ponto

que indique uma rotacao.

Campo vetorial F(x,y,z)=xi
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Exemplo 6: Calcule o rotF de F(x,y,z) =y :

Resolucéo:
i ]k

o2 2 2 :(@_@Jh[a(yz)_6(@);{6(0)_6(%)}2:”
ox oy oz oy 0z 0z OX OX oy
y> 0 0

Campo vetorial F(x,y,z) =yl

Note que neste campo temos que o fluxo na direcdo i depende do valor da

coordenada y. Logo para y =0 e se tivermos um objeto indo na direcdo do eixo z,

este estara sofrendo uma influéncia do campo vetorial na direcio i .

3.3 Campos Conservativos

Definicdo 6: Um campo vetorial F:U c R" — R" denomina-se conservativo se existe

uma funcao diferenciavel ¢:U — R tal que

Vo=F emU.

Uma funcdo ¢:U — R que satisfaz esta definicdo denomina-se funcéo potencial de F .
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Teorema 4. Seja F :U « R®* —» R® um campo vetorial de classe C* no aberto U . Uma

condicdo necessaria para F ser conservativo é que rotF =0.

Demonstracéao:

Seja F =Pi +Qj + Rk . Supondo F conservativo, existira ¢:U — R tal que

Vo=F em U
que € equivalente a

% _p

OX

6_¢:Q em U
oy

% _q

0z

Como F édeclasse C*, resulta que ¢ é de classe C?. Temos:

o0 _p_ 2 _®

ox oyox oy
G0 _q 0% X
oy oxoy  OX

Pelo fato de ¢ ser de classe C?, segue que

82(0 B quo

= (teorema de Schwartz)
Oyox  oOxoy

e, portanto,

P_RQ
oy oX

muU.

De modo analogo, conclui-se que
oP OR 0Q OR

—=—e—=—emU.
oz ox oL oy

_[R_RQ r+(@_@j]+ R_Pp_
oy oz 0z  OX ox oy

ol

Logo, (rotf): emU .

T Q| —
O%|Q)~—-1
oo =
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Teorema 5. Se F:U cRR" — R" for um campo vetorial continuo e conservativo, se

@:U >R for uma funcfo potencial para F (Vo=F) e se y:[a,b]>U for uma
curva de classe C*, com A=y(a) e B =y(b), entdo

| Fdr =] Vo-dy =0(B)-p(A)

Demonstracdo: De fato, sendo ¢ um fungdo potencial para F e sendo F continua,

resulta que ¢ é de classe C' em U . Pela regra da Cadeia

M:<v(p(y(t)),7'(t)>=<'f(7(t))’7'(t)>'

Dai
[ Far=[ (F (). ®)t=[ (vVo(r®).r O)dt=[o ()], =0 (+®) -0 (r(@).

Portanto

| Fdy =] Vo-dy=0(B)-p(A)

Obs: Sempre que quisermos calcular uma integral de linha usando este teorema

devemos primeiro verificar se 0 campo vetorial € um campo conservativo.

Vejamos agora um exemplo de um campo que ndo é conservativo, muito embora

possua rotacional igual a zero.

Exemplo 7: Temos que I Fdr =27, sendo F(X,y)=— -y 1+ X jem

X*+y? X +y?

R2\{(0,0)}e »(t) = (cost,sent), 0<t <2z . Temos ainda que rotF =0
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Resolugéo: De fato

i i k
rotE: i 2 i:
OX oy 0z
- X
2 yz 2 2 0
X +Yy X +Yy

SCCACY S 20 G D SR SN e PP NI DU S |
oy oz\ x*+y? ox\ x> +y? oy x> +y? ox oz x*+y?
IRV X2yt )
Z(ﬁjk—(ﬁkzo
(x*+y7) (X +y7)

Mas »(0)=y(27)=(,0). Entdo pelo fato y(0)=y(27), temos que

J' Fdy = 0 (pelo teorema 5), poisj Ifdyzf Vo-dy=p(x, )" =0.
4 /4 4

Logo contradiz o teorema e portanto F ndo pode ser um campo conservativo.

3.4 Independéncia do Caminho de Integracéo

Seja F:U cR"—>R" um campo vetorial continuo no aberto U, com U

conexo por caminhos®. A integral de linha Ilf-aré independente do caminho de
integracdo em U se, quaisquer que forem os pontos A e B de U, o valor da integral
j F.dr permanecer o mesmo para toda curva C' por partes y:[a,b]>U com
4
y(@)=Ae y(b)=B. Se Ilf .dr for independente do caminho de integracdo em U , a
notacao
B o -
j F-dr
A
poderé ser utilizada para indicar a integral de linha de F sobre uma curva qualquer C*

por partes y :[a,b] >U com y(a)=Ae y(b)=B.

* U conexo por caminhos significa que, quaisquer que sejam os pontos A e B de U , existe uma curva C'
por partes contida em U e com extremidades A e B.
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3.5 Existéncia da Funcéo potencial

Teorema 6: (Existéncia de funcdo potencial) Seja F:U cR" —R" um campo
vetorial continuo no aberto conexo por caminhos U . Suponhamos quej'lf-ar seja

independente do caminho de integracdo em U . Seja AU . Entdo a funcdo ¢:U —> R

dada por
X - =
(p(X)sz F.dr

étal que Vo=F em U .
Demonstragdo: Seja F = Fi, +...+ F.i_ . Vamos provar que

9 _F comi=1..n

oX

Seja P=(x,...,x,) e U; como U ¢é aberto, existe uma bola de centro P
contida em U. Tomemos h>0 tal que o segmento de extremidades P e
P+hi, =(x +h,X,,..x,) esteja contido nesta bola. Temos:

R P+hi — P P+hiy —
p(P+hi)—pP) [, Fdr-| Fdy [ F.dy
h a h - h

Seja y(t) =P +ti,, te[0,h]; » é uma curva ligando P a P +hi,. Entéo
P+hE — h/ o I
[, Fedr=[ (Fom).r o)

Como () =i e F(y®)=F(r®)i+..+F, (®)i,, resulta

F(r(t)-7'®) =F (7). Assim,

p(P+hi)-p(P) _ J, R
h h

Aplicando L’Hospital, obtemos:
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i @PHhD) —p(P) _ . (jok Fl(y(t)dt)

h—0* h h—0* (h)'
(IR G @) =& ([T R e n =S m=1
Portanto,

h—0*

= lim F, (7 (h)) = R (»(0))

Ou seja,

h—0*

Com »(0) = P, de modo anélogo, prova-se que

Portanto 2—(/) =F, em U . Com raciocinio idéntico, conclui-se que vale a relagéo
X

8_§”:Fj paratodo j=1,...,n.
OX;

J
ou seja,
P+hi.)—g(P
“mco( +hi;) - o(P)

h—0

=F;(P) para j=1..,n

Portanto, Vo=F em U .

3.6 Condicdes Necessarias e Suficientes para um Campo Vetorial ser Conservativo
Teorema 7: Seja F:U c R" — R" um campo vetorial continuo no aberto conexo por
caminhos U . S&o equivalentes as afirmacodes:

1) F é conservativo

1)) Cﬁylf-dﬂf =0 paratoda curva 7, fechada, C* por partes, com imagem de » contida

emU .

1) Ilf -dy éindependente do caminho de integracdo em U .
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Demonstracao

(H=(1)
Como F é conservativo, existe ¢:U >R tal que Vo=F em U daf se

y:[a,b] - U for fechada (y(a) = y(b)) resulta

 Fdr=¢ Vo-dy=0(r())-o(r(@)=0

(= (1)

Seja F um campo vetorial tal que <J'>7If-d7:0 para toda curva y, fechada, C* por
partes, com imagem de » contida em U. E sejam A,B dois pontos distintos.
Considere 7,,7, :[a,b] > R" onde

n@=r@=A

71(0)=7,(b)=B.

Entdo temos que :

0= [ (FOuO) 7Ot + [ (Fa0), 10}t =
= [[(FO0). 7 0)dt - [ (F (1), 73 (O)dt = J Far—[ Far

Logo

= —
™
o
=
]
T
o
=

(= (1)
Comoj'lf-d;/ é independente do caminho de integracdo em U e pelo teorema da
existéncia da funcdo potencial (teorema 6), a funcdo ¢:U — R dada por
X o =
o(X) = jA F.dr
étal que Vp=F em U .

Logo F é conservativo.
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3.7 Conjunto Simplesmente Conexo

Definicdo 7: Seja U um aberto de R", conexo por caminhos. Dizemos que U ¢é

simplesmente conexo se, para toda curva fechada continua 7:[a,b] — U, existir uma
familia y,, s [0,1], de curvas fechadas com y, :[a,b] - U, tais que

) 7o=r

(ii) H(s,t)=y,(t) é continua em [01]x [a,b]

(iif) a imagem de y, é um ponto de U .

Exemplo 8 O R" é simplesmente conexo, pois & conexo por caminhos e se
y:[a,b]—>R” e uma curva continua fechada, tomando-se y,(t)=(1-s)y(t), com
s€[0,1] e te[a,b], tem-se:

) 7o=v

(ii) H(s,t)=(@1-s)y(t), 0<s<le a<t<hb, é continua.

(iii) 7, =0, paratodo t €[a,b] e logo um ponto de R".

Uma forma de entendermos o que € um conjunto simplesmente conexo é
imaginarmos um “laco” e irmos fechando este lago até que ndo fique nada dentro deste
laco. Caso o “lago” fique preso em algum “buraco” este conjunto ndo sera simplesmente

conexo.

O prdéximo teorema sera enunciado sem demonstracao.
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Teorema 7: Seja F:U c R® —R® um campo vetorial de classe C* no aberto U .

Nestas condicdes, se U for simplesmente conexo e rotF =0, entdo F serd

conservativo.

Exemplo 9: Vamos ver que U =R* —{(0,0)} n4o é simplesmente conexo. Seja

Temos que:

rotF =0 em U

Mas ja sabemos que F ndo é conservativo. Logo U =R?*—{(0,0)} ndo pode ser

simplesmente conexo.

3.8 Integral de Superficie
3.8.1 Parametrizacgdo de Superficie

Uma superficie parametrizada é uma transformagio o:U - R®, U c R%e as

componentes de o sédo dadas por x = x(u,v), y=y(u,v) e z=z(u,v). Ou ainda:

X =X(u,Vv)
o(u,v):1y=y(,v) (u,v)eU.
z=12(u,v)

O lugar geométrico descrito por o(u,v), quando (u,v) percorre U , € a imagem

de o.

Imo ={c(u,v) e R*/(u,v) eU}
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Im o -{O’(H. v) € 1IR3 \[u. V) € 1}

3.8.2 Integral de Superficie de uma Funcéo a Valores Reais

Seja K um compacto® de R? com interior ndo-vazio e de fronteira de contetido
nulo®; seja o : K — R® de classe C* em K, regular e injetora no interior de K .

Seja w= f(x,y,z) uma funcdo a valores reais, definida e continua na imagem
de o.

Queremos calcular um certo tipo de “média ponderada” dos valores de f ao
longo de uma superficie, com “pesos”dados por elementos de area.

Seja Q ={(u;,v;)/i=0,1,...,n, j=0,1,...,m} uma particao de K ; vamos supor

que K seja um retdngulo de lados paralelos aos eixos para facilitar a analise.

> Um compacto em R" é um sub-conjunto fechado e limitado.

® Dizemos que um conjunto x c R'é de conteido nulo se Ve > 0, existe uma colegdo {l,,...1.} de
paralelepipedos tal que :

) Xclu.ul

i) Zk:volume(ln) <e.

Intuitivamente dizer que a fronteira de K é de contelido nulo é dizer que esta ndo contribui para o
volume do conjunto K .
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Queremos calcular o limite de somas da forma

Zm: f(o(u,,v,))AS;

n
i=1 j=1
Quando o elemento de area As; se torna arbitrariamente pequeno. Temos ainda
que

do
'y - ) Ay

3y
/—ﬁ
v+ AV |— / N

fg v constante

u + Awu constante
curva 4 constante

Bl

o
— (4, v} Au
au

U u o+ Au

AS, :H‘z—a(u*,v*)x%(u*,v*) AUAV, com U” € (u,u+Au) e V' e (V,V+Av)
u

Agora voltemos a somatéria. Fazendo Au—0 e como up,u* € (u,u+Au)
‘teremos que u, —>u e u” —u.Ecom, Av— 0, pelo mesmo motivo teremos vV, >Ve

V' —v. Logo temos:

i=1 j=1

AUAV =

00 , « oo .
—(Uu ,V)x—(U,V
‘au( )Xav( )

= jK f (o(u,Vv)) dudv .

oo oo
—(U,V)x—(U,V
‘au( )Xav( )

62



Definicdo 8: Seja K um compacto de R?, com fronteira de contetido nulo e interior
ndo-vazio; seja o : K = R®, de classe C' em K, regular e injetora no interior de K.
Seja w= f(X,y,z) uma fungdo a valores reais, definida e continua na imagem

de o . Definimos a integral de superficie de f sobre o por

0o Oo

f(x,y,z2)dS = u,v))-|—x —dudv
[ foy,2)ds =[] f (ot )‘uxav
onde dS = 2_0)(6(;_0 dudv é chamado de elemento de area.

u V

Exemplo 10: Calcule a integral de superficie ﬂs x’dS, onde S ¢é a esfera unitaria

X +y>+2° =1.
Resolucdo: Utilizaremos a seguinte representacdo parameétrica

X=sengcosd y=sengsend z=cos¢g 0<gp<7m 0<O<2r

Pois para todo ¢ e € temos que sen’¢cos® @ + sen’gsen’d +cos” ¢ =1

Temos ainda
R i i k
N, X1, = x ¥y a =|Ccos¢coséd cosgsend —seng|=
o 0 0
—sengsend sengcos 0
x oy a
00 060 o060
= sen’¢cos b + sen’gsend j + seng cos Gk
Entdo
‘r¢ X rg‘ = \Jsen*$cos? O+ sen‘gsen’d + sen’p cos’ ¢ =
= \/sen4¢ +sen’gcos’ ¢ :\/sen2¢ =seng
Portanto

_”'S x2dS = _UD (seng cos 6)-|r, xr,|dA :j02” .[O” sen’g cos? #sengd ¢d O =

2z V3 2z 1 V3
:IO cos® edejo sen3¢d¢:j0 §(1+ cos 26?)d<9jo (seng—sengcos’ g)dg =
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2 T

1 4
—CO0S ¢+ —CO0S =—
[ ’ 3 4 3

0

:1{0+lsen29}
2 2

0

3.8.3 Integral de Superficie de um Campo Vetorial

Seja 0: K cR* - R® de classe C', onde K é um compacto de contelido nio-

vazio e com fronteira de contetdo nulo. Suponhamos que o seja injetora e regular no

interior de K . Seja F : Imo — R*® um campo vetorial continuo

Queremos a projecdo de F perpendicular a superficie. Entdo basta tomarmos o

produto escalar de <|5, ﬁ> onde:

Temos que i é perpendicular a g—a e 68—6 pela propriedade do produto vetorial
u Vv

e, portanto, perpendicular a superficie o .
Entdo basta calcularmos o limite quando Au—0 e Av—0 da seguinte

somatoria:

AuIiArvnﬁOZn:Zm:<f(a(up,vp)),ﬁ(a(u,v))>-Hg—j(u*,v)xiwa(u,v*) AUAV =

j=1

Observe que u, —u, u—u e V, >V e V' —v, pelo mesmo motivo ja

exposto anteriormente. Logo temos:
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60‘ oo

o\ oo
i, 224 flos v o aaH T ® (UV)AUAV_

i=1 j=1
ou ov

I, (7.5 = ], F o100, 22422

Ainda temos que, pelo fato de supormos F continua em Imo, o ser de classe

C' e K com fronteira de contetido nula, a integral ” F-fi-dS existe.

Logo chegamos a seguinte definicao:

Defini¢do 9: Seja o : K = R* - R? de classe C', onde K é um compacto com interior

ndo-vazio e com fronteira de conteddo nulo. Suponhamos que o seja injetora e regular
no interior de K. Seja F :lmo — R® um campo vetorial continuo. Entdo a integral de

superficie de F sobre o é

oo Oo
F,n)dS = u, v —x— | )dudv
I, (F n)es = J1,(F (ot (2227 )
Essa integral é também chamada de fluxo de F através de o .
Exemplo 11: Calcule o fluxo de

V(X,Y,2)=10i + (X + y?) j + 2xyk

através da superficie

o< y=Vv 0<u<leO<v<l.
=1-u®-V?

Resolugéo: J'L F-i-ds= Hk\?(a(u,v)) (g—jx%jdudv

onde K éoretdngulo 0<u<le 0<v<l.

i jok
99,99 11 0 _pu|l=2ui +2vj +K
ou ov

0 1 -2v

J'Llf-ﬁ-ds =”k(10i +(U+V?)] +2uvk)-(2uT+2vT+IZ)dudv=
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- Hk (20u F2UV+ 20 — 2uv)dudv

Ou seja,

”ﬂlf-ﬁds =J«01U01(20u+2uzv+2V3_ZUV)dU}dV:I:{lOUZ +§U3V+2v3u—u2\/}l =

0

1
-[ 10-Lviov v=|1ov-tv s 2y¢ | 2p0-1,1 3T
o 3 6 4 | 6 2 3

3.9 Divergente

Vamos agora calcular o fluxo de um campo vetorial através de um
paralelepipedo quando seu volume tende a zero. Ou seja, vamos buscar como se

comporta 0 fluxo de um campo vetorial por unidade de volume em um ponto
p:(xmyo’zo)-
Seja o campo vetorial F(x,y,2)=F(x,y,2) +F,(X,y,2) ]+ F,(x,y,2)k

definido no aberto U < R®. Suponha que F,,F, e F, admitam derivadas parciais em U

e F seja continua na vizinhanca de r. Vamos calcular o lim L S{F,n)dS ,onde S

AV—0 AV
é a superficie fechada que envolve p.

Construa o paralelepipedo tal que r = (X,, Y,,Z,) esteja no centro da figura.

A 6 p:(*’fﬂ:yu:Zu:'
z t /) 4
P
2-1— ._f_.-f:' e 1
3 ¥ ay |
- >
/ 5 L

X

Temos que a contribuicdo do fluxo vetorial das faces perpendiculares ao eixo X,

faces 1 e 2 respectivamente, é:
X +M -
(L"_Ai (XY, z)idxj AyAZ

2
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0

A B
_[I:iAi Fl(X, Y, Z)idXJAyAZ
2

O sinal da face 2 deve ser invertido, pois caso contrario teremos componentes

das faces 1 e 2 se anulando, devido a face 1 estar na direcdo i e a face 2 na direcdo —i.

J& vimos quando estudamos o rotacional que
Xo*% AX
.[X 2R (xy, z)dx=F| X, +70, y,Z |Ax com @ € (-11)
7
Mas quando Ax — 0 teremos que

&
[ Ry 200 x|

2

Logo

2

X0+% - AX
LO 2 R (XY, 2)idx |AYAz = F | X, +7, Y, Z |AX
E de forma analoga chegamos que
& .
—UXO a R(XY, z)ideAyAz = Fl(xO —&, Y, z)Ax
X+ 2
Pelo fato de existirem as derivadas parciais temos
F (XO +&, Y, zj— Fl(x0 _ﬂ, Y, z) AyAz = i(xo +&l91, Y, szxAyAz + P AXAYAZ
2 2 OX 2
onde 4, € (-11)
De forma similar chegamos a:

{Fz (x, Yo +%, z)— F, (x, Yo —%, zﬂ AXAZ :%(x, Yo +%92, z)AxAyAz + p,AXAyAz

onde 6, (-11)e
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F, (x, Y, Z, +£j— K, (x, Y, Z,— Azj AXAY = ﬁ(x Y, Zy+— Az e, ]AxAyAz + P, AXAYAz
2 2 0z 2
onde 6, € (-1,1)

Logo

lim —= <F n)ds = lim 1 (a:(p 29} o, (p j—yﬁj 8F(p k?HJJAxAyAz

AV-0 AV AV —0 AxAyAZ ay

i L R, A, 9 Ay, % Az Y|
AV s (F. n>dS_A|v'To[ax(p+ 20j ay(pJrJ ] az(p+k293ﬂ_

1( )+ 2(|0)+ 3(p)
Note ainda que mlggLo 0,(Ax) =0, Aml;gr;o p,(Ay)=0 e AxAIig]ﬁ0 p;(Az) =0 pelo

fato da existéncia das derivadas parciais.

Agora vamos enunciar a seguinte definicdo

Definicdo 10: Seja F = (F,,F,,...,F,) um campo vetorial definido no aberto U c R"e
suponhamos que as componentes F,,F,,...,F, admitem derivadas parciais em U . A
funcéo

divF :U > R

dada por

divF =
0%,  OX, OX

Denomina-se divergente de F .

Ainda podemos representar o divergente de F como o “produto escalar” do

' n

divF = <V If>: iii (F,F,,..F))= L L S
oX, OX,  OX, ax1 ax2 OX

n

vetor Vz(———J pelo campo vetorial (F,,F,,..,F,), ou seja,
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O divergente pode ser interpretado como uma taxa de variacdo de area (ou

volume) por unidade de tempo e unidade de area (ou volume) no ponto (x,,...,X,) -

Quando divF =0 temos que o fluxo no ponto P calculado é constante. Caso
divF >0 o fluxo esta “saindo” de P e por Gltimo se divF <0 o fluxo esta “chegando”

em P .

Exemplo 12: Seja F(x,y) = (x? +y,2x—4y). Calcule divF

Resolucdo:

E importante notar que o divergente é um nimero. \Vejamos agora o diagrama do

campo vetorial.

/

2.5

7

/
|

15
\M

4/»/'/
////
o

C
/
[/

L
S

0.5

-—

» //)/‘///

ol y A
0 1

4

Campo vetorial F(x,y) = (X +y,2x—4y)
Exemplo 13: Seja F(x, y) = (y?,2x) . Calcule divF
Resolucéo:

divF (x, y) = %(yz) +%(2x) =0.
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1-5+,////‘//
cor
MT(
bt

0 1

Campo vetorial F(x,y) = (y’,2x)

3.10 Identidades Envolvendo Gradiente, Rotacional e Divergente.

Consideremos o campo escalar ¢ cR" —R e suponhamos que ¢ admite

derivadas parciais de 2% ordem no aberto W . O campo escalar
Vip:W >R

Dado por
Vip=(V,Vo)

Denomina-se laplaciano de ¢.

Assim, o laplaciano de ¢ nada mais é do que o divergente do gradiente de ¢.

Como

0 0 \[0p Op O’p
Vip=(V,Vo)=(| —,....— ||| —,.cc.— | ) = —
p={vve) <(5X1 axnj (axl 5an> o

Resulta que

O’p o .
Vip=—L+..+—2=div(V
® o o (Vo)

2
e
x>

n
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Vejamos agora algumas outras identidades envolvendo gradiente, divergente e
rotacional. Admitimos que as derivadas parciais apropriadas existam e sejam continuas,

@ éum campo escalare U , V sdo campos vetoriais.

a) rot(U +V) =rotU +rotV
J=P,(x,y,2)l +Q,(x,¥,2)] +R, (X, y, )k

V=R, (xY.2)l +Q,(x ¥, 2) ] +R,(x y, 2)k

o v o BB (B Ry (2 By,
oy oz oz 0oX oX oy
+(@—®jf+(a—P aRV)] [an_@JE:
oy oz oz oX oXx oy
([ ) (22 22 o[ B R (s )
oy oy oL 0z oz oz ox  oX

b) div(U +V) = divU +divW
J =U, (X, Y, 2)i +...+U_ (X, ¥, 2)i

n

V =V, (X, Y, )i, +...+V_ (X, Y, 2)i,

divU+div\7=(aUl,...,an ( L j
0%, oX,

S Ny Dy D) iy V)
oX, 0% OX, 6x

n

¢) divg = pdivU +Vep-U
U =U,(X,Y,2)i +..+U_(x,y,2)I,

divoU :a(a;('xtjl)erJr%M:

n

Aplicando a derivada parcial em cada componente temos
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= &+M +ot —(/)aU“+—U”a¢ =
ox 0% ox,  ox,

n

_[(#Y., L oUn | [Ude | Uidp = pdivU +V¢-U
X, OX, X, X,

d) roteU = protU + VexU
U =R, (xy.2)i +Q,(xy.2)]+R,(x y, 2)K

d¢R aqujH(@qu 6¢RJJ+(@_%jE:

rotgl) = (ay oz oz ox oz oy

Calculando a derivada parcial em cada componente temos

¢R  Rop wQ_Qﬁ(pji~+
o oy oz oz

@oP N Pdp ¢R Rdgp i+
oz oz OX OX

L[99 Qg ¢oP _ Pa(/’]lgz
ox ox oy oy

O que resulta em

Qs ‘/’ap_@ij 9Q_ P,
oz OX OX oy
. dpR  9¢Q Oy 6(0P_8¢)R)J7+ 0¢Q P il
oy 0z 0z OX OX oy
i j k i ] kK
0 0 O| |[0p Op OJp
— QO Ot = grotU + Vo xU
¢ax (pay (paz oXx oy oz -7 -
P Q R P Q R

e) div(rotU)zo

U=PR,(x,Y.2)i +Q,(x, ¥, 2) ] + R, (X, ¥, 2)k

div(rotU): O[R_RQ), 0 (@ @}Lﬁ QP _
ox\oy oz ) oy\or ox) oz\ ox oy
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3 aZR_aZQ N aZP_aZR N 82Q_62P 3
OXo0y 0Oxoz o0yoz oyox 00X  0zoy

3 aZR_aZR N aZP_aZP 0°Q aQ
OXoy  0yoX o0yoz 010y 020X OXoz

Utilizando o teorema de Schwarz

B aZR_aZR N 82P_62P N 82Q_62Q 3
OXoy oxoy oyoz oyoz 00X 010X

f) rot(Ve)=
2 2 2 2 2
rot(Ve)= O'p ¢ o0 9|, [Se_T¢
oyoz 8zay 010X  OX0zZ oxoy 6'y6x
g) rot(rotd) =V (divi)-V
i j k
rot(rotdi) = 9 9 9 |-
0 oy 0z
R_Q ok _R Q_ &k
oy 0z 01 OXx Ox oy

_ (@_@J. Nl (a_R_@jhg(a_P_a_Rjk;
ay ox oy oy oz

_OfR_Q _Q[G_P_@Rj _9[RQ_P s
oy\oy oz 0z\ 0z 0Ox ox\ ox oy

82P a Pl- 0°Q 0°Q)- o°R 82

| T T VT T 2Q_ 2Q J+ == 2
o’y 0%z o°X 02 °x 8 y
2 2 2 2 2

8Q+6RT+6R+8P J7+8P aQE

0yox 010X o0Loy  Oxoy OX0z  oyoz

O°P 0°P). (0°Q o°Q)- (0°R O&°R)\-
gz s e I 2=z k=
oX~ oOX oy oy or° oz

=~

_|_

X o A ox* oy* or° Ox?

oy’

_[ &P &P 62le+[_62Q_62Q_62QJ7+( 0°R R _O°R

0z°

2 2 2 2 2 2 2 2
+6P+6Q+6RT+8P aQ 0°R T+ 6P+6Q 0°R
oyoz

OX0z

+
OX>  0OyoX 010X oxoy oy’ azay

0z°

]m

k =



+
oylox oy oz
=V [+V|— i

Ox

a{ap oQ 8Rj L0

2

LQ .
oy 82

_j.(m +QJ+Rk)+—

0z

0
OX

(

(ap aQ

ax8y62

P, QR

ox oy 82

jk*

] ~V20+V (divd).

jH
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CAPITULO IV
OS TEOREMAS DE GREEN, GAUSS E STOKES.

4.1 Teorema de Green para Retangulos

Seja K o retangulo {(x,y)e R*/a<x<b,c<y<d} e seja y a fronteira de K
orientada no sentido anti-horario. Suponhamos que P(x,y) e Q(X,y) sejam de classe

C! num aberto U contendo K. Entio

L Pdx + Qdy = ”k [Z—(j - (%P}dxdy

Demonstracéao:

Temos que

1) L Fdl =j71 Fdl +ij Fdl +ij Fdl +jn Fdl
Onde

[ Fai = [ P(x.c)dx

J Fat= [ Q®. )y

L Fdl = j:‘ P(x,d)dx = —jb P(x,d)dx

e por ultimo
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f|, Fdl = [} Q(a, y)dy =] Q(a, y)dy

Portanto voltando a (1), temos:

[Fa=[  Fd- jb P(x,c)dx+ Ld Q(b, y)dy - jb P(x, d)dx— L" Q(a, y)dy =
~(I . y)ay - [ @ nay ([T Pocdyax- [ Px.cyax) = [, (%—%]dxdy

A notacéo gSde+Qdy é frequentemente usada para indicar a integral de linha

sobre uma curva fechada, orientada no sentido anti-horario. Com esta notacdo, a

igualdade a que se refere o teorema de Green se escreve

0Q oP
Pdx+Qdy = || | ———|dxd
4.1.1 Teorema de Green para um Caso Particular

Seja  K={(x,y)eR’/a<x<b,g,(@)<y<g,(b)} com g,0,:[ab]>R
continuas e a fronteira de K orientada no sentido anti-horario. Suponhamos que

P(x,y) e Q(x,y) sejam de classe C* num aberto U contendo K. Entdo
0Q oP
Pdx+Qdy=|| | ———|dxd
f Py = ] 222 oy

Demonstracao:
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v & ry
/d__\\ o &
4 ¥q ® ¥a
1
. gl(ﬂ) ?)1
8, z A .
a 5 b u a :

Vamos utilizar o fato de que o Teorema vale para retdngulos, para provar que

vale para este caso particular.

Seja
O (u,v) = (u,vg,(u)) +(1-v)g,(u))

Vamos novamente calcular a integral de linha

L Fdl = jwﬁm Pdx + Qdy

+ AW=0,W) e AW=LgE)
J, Pdx+Qay = du[ (P, 0, + Q(U. 6,(1)-) gi(W)]
o 7.(V)=(bvg,(u)+@2-v)g,(u)) e »;(v) =(0,9,(u) - g,(u))
J Pax-+ Qdy =[[ av[ (Q(b.vo, (W) + A-v), @) (g, () - 6, () ()]
© 7)=(1,0,) e A4U) = L.gW)
J, P+ Quly == [ du[ (P(u, 6, (1) + Q(u, 6, () 05 (1)]
¢« 7W)=@Vg, )+ V)8 W) e 1) = (0.0,() - g, W)

J P+ Qdy =— [ V[ Q@ v5, 1)+ A-)g, () (0,(0) - 6, 0)) (@)

Logo temos que
[ Pax+ Qdy = du[ (P(u, 8, (1) + Qu, 6,(4)-) 8;(W) ~ (P(u, 8, (W) - Q(u, G, () 95 (W) ] +
+[. v (Q(b.v, () + (1), (W) (0, (U) - 6,(w)) (b) ]+
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—[Cav[(Q(a,vg, (1) + (1-V)g, () (g,(W) - 8, (1)) (@) ]

Sejaagora F = (P,Q) o campo vetorial de £ onde:

F = (P(u,vg, (u) + (1-v)g, (u)) + Q(u,vg, (u) + 1-V)g,(u)) - (vg; (u) + (1-v)g; (1)),
Q(u,vg, (U) +(1-Vv)g, () (9, (1) - g, (u))

Iremos mostrar que a integral de linha de X é igual a integral de linha de © .

Calculemos a integral de linha de

[ Pdx+Qdy=[ du[P(u,0)-P(uD]+] dv[Qb.v)-Qa.v) ] =
=f:du [(P(u, g,(u)+Q(u, g, (u)) g;(u) - (P(u, 9, (1) - Q(u, g, (u) - g5 (u)) | +
+[ V[ (QvE, () + (1), ) (3,(0) - 6, () ()] +

([ v(Q(@.vg, () + -V)g, (1) (9,(w) - 6,(w)) (&) ] = | Px-+Qay.

Sabemos que o teorema de Green vale para retangulos,

j Bdx + Qdy = jj {——@}dudv

oy
com
N _ @ QX QY| g =
au - (gz gl)+Q(g2 gl) (ax au + ay auj(QZ gl)+Q(92 gl)
6Q 6Q _ 1Nt
(ax é\y(vgﬁ(l V)gl)j(gz 9,)+Q(g9; - 9;)
P _oP Q _
~ = o av(vgz+(1 v)g;)+Q(9; - 9;) =
-Fo -—4% go+aQ<% 0,)(va; + (1-v)a)) + Q(} — g)
Fazendo

Q_P_Q, P v [Q k)
v v o (9,-9) ay(92 gl)—(ax 8yj(gz 9,)
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temos

TERIRICRE S IERS

Observe que (g, —g,) é o Jacobiano de mudanca de variavel.

OX OX

ey :( 1 0 j
oy oy | \vg;+(@-v)g; 9,-9,
ou ov

detJp=09,-0,
Logo, estd demonstrado o teorema para uma superficie limitada por duas

funcdes e duas retas paralelas ao eixo y. O caso de uma superficie limitada por duas
funcdes e duas retas paralelas ao eixo x, prova-se de forma semelhante.

4.1.2 Teorema de Green para Conjunto com Fronteira C* por Partes

Seja K < R* um compacto, com interior ndo-vazio cuja fronteira é a imagem de
uma curva y: [a, b] — IR?, fechada, simples’, C*por partes e orientada no sentido anti-

horario. Sejam P(x,y) e Q(x,y)de classe C' num aberto U contendo K. Nestas

condicdes,

CJS Pdx +Qdy = ” {8(9 85 }dxdy

Demonstracéao:
Temos que todo conjunto nas condi¢cbes descritas podem ser divididos em

subconjuntos do tipo descrito no teorema anterior.

"i.e., sem auto-intersecdes.
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Temos ainda que a integral de linha sera apenas o valor na borda da figura
inicial, pois os valores das integrais de linha no interior da figura se anularam pelo fato
de estarem em sentidos opostos.

Temos que 0 membro da igualdade da integral sera

zllﬂk {‘Z—f —%}dxdy =[], {2—3 —%}dxdy

E como vale

temos que:

cﬁy Pdx + Qdy = iz:i)h Pdx + Qdy = IZ:HK {% - %}dxdy = ”k {% - %}dxdy

0 que demonstra o teorema.

Exemplo 1: Utilizando a teorema de Green, transforme a integral de linha
(" = y*)dx+ (0 - y*)dy
7

numa integral dupla e calcule-a, com y dada por y(t) =(cost,sent), 0<t<2r.

Resolucéo:
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Pelo teorema de Green Temos

§ ¢~y 06 -y )dy = | jk[@—a—P

dxdy =
OX 8y) y

_ a()(3_3/5) a()(4_)/3) _ 2 2
_ ”k( o dxdy = J.Ik(3x —3y* Jdxdy
Passando para coordenadas polares,

- (v oy = [ Lo G022

Exemplo 2: Calcule utilizando o teorema de Green a integral

{ﬁ z_yzdx+ 2X ~dy, onde y(t) = (cost,sent), 0<t<2z.
P X2y X2 +y

Resoluc&o: Observe que o campo vetorial estd definido no dominio R*—(0,0) e que a
imagem de » é a fronteira do circulo B ={(x,y) e R*/x*+y* <1}; porém (0,0) ¢ B e,

portanto B ¢ R? —(0,0). Logo o teorema de Green n3o se aplica a este exemplo.

Exemplo 3: Seja F(x,y)=Fi+F,j um campo vetorial de classe C' num aberto

U cR%e seja X um compacto, com interior ndo-vazio, contido em U , cuja fronteira é
imagem de uma curva fechada y(t) = (x(t),y(t)), a<t<b, de classe C', simples,

regular e orientada no sentido anti-horario. Seja i a normal unitaria exterior a X.

Mostre que vale:

957ﬁ-ﬁdr =Hz(divlf)dxdy
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b

patd|

¥la) =y

Resolucéo:

§ Fidr = ["(F o), 7G]0/ de

com

1

"OF =x't)]).
||y,(t)”(y()l X'(t)])

n(y() =

Temos entdo
$ Fondr=[[F(xy)=Fy'®+Fx ()t
4 a ' X y
Portanto chegamos ao resultado procurado
oF
OX

_ oF -
957 F-Adr = L ~F,dx+Fdy = JL [—X+a—ny dxdy :Hz(dlvF)dxdy

Este teorema é chamado de teorema da divergéncia no plano.
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4.2 Teorema da Divergéncia ou de Gauss para Paralelepipedos

Seja B o paralelepipedo a<x<b, c<y<d e e<z<f. Suponha que
F=Fi+F,j+ F,k seja um campo vetorial de classe C* num aberto contendo B e

seja o afronteira de B, com normal i apontando para fora de B . Entdo

ﬂalf-ﬁ-ds =j”8divﬁdxdydz

I
k.

I
[
|

PR, | Su—

\

\

Demonstracéao:

Vamos calcular o fluxo vetorial do campo vetorial ao longo das faces.

A

Face 1 n=-6

H1 F-fi-ds= —j: dxjcd dyF, (x, y,€)

— A~

Face 2 n=eg
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jjf-ﬁ-ds:j:dxj: dyF, (x, y, f)

A

Face 3 n=-¢

HB F-fi-ds= —Ld dny dzF, (a,y,2)

, A~

Face 4 n=¢

[[ Fon-ds=["ay[ dzF,(0.y.2)

A~

Face 5 n=-¢,

HS F-fi-ds= —j: def dzF, (x,¢c, )

— A

Face 6 n=e,

jjaﬁ-ﬁ-ds=j:dxjef dzF, (x,d, 2)

Logo chegamos que

J‘J.1+2+3+4+5+6 Foi-ds = J.: dXJ.cd dyF, [(X’ y, f)-F(xy, e)] +

+Ld dny dz[F(b,y.z)-F(a.y, z)]+j: de'ef dz[Fy(x, d,z)-F,(xc, z)} =

= j: ded dny dz aaix (X,Y,2) +%(x, y,Z)+ 6:;1 (X,¥,2) |= fﬂv (divF )dxdydz

4.2.1 Teorema da Divergéncia para um Caso Particular

Seja B={(x,y,z)eR*/a<x<bc<y<d,y,<z<y,}, com
v, v, :[a,b]x[c,d] > R continuas e F =Fi + FyT+ FZIZ um campo vetorial de classe

C* num aberto contendo B, seja o a fronteira de B, com normal fi apontando para

forade B. Entdo

.[Llf-ﬁ-ds :'[.[J'Bdivlfdxdydz
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Vamos utilizar o fato de que o Teorema vale para paralelepipedos, para provar
que vale para este caso particular.

Seja
$(u,v,t) = (u,v,ty, (U, v)) + Q- V)y, (u,v))
Temos que
i k
9.9 I ¢ t%+(1—t)a'/’l:(-ta‘/’z-(1-t)%,—t%—(1—t)%,1]
ou ov ou ou ou ou ov ov
01 12,1
ov ov

Vamos calcular as integrais de superficie das faces de O :

Facel t=0 n:(%,%,—lj
ou au
. b d 0 0
.”1': “fi-dS =L d“L dv[(Fx(u,v,z//l(u,v)) 8? +(Fy (u,v,p, (u,v)) ;\:1 —Fz(u,v,q//l(u,v)}

Face2 t=1 n:(—%,—aw2 ,1)
ou ou

ﬂzlf-ﬁ-dsz

- J‘:duf dV[—(FX(U,V,l/IZ(U,V)) aalﬁ

; ‘(':y(U',V,V/Z(u,V))88'{/2 + Fz(u,v,yxz(u,v)}
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E importante notar dz =(y, -y, )dt, pois temos

z(u,v) =ty,(u,v)+(1-t)y,(u,v) parate(0,1).

Wiz, V)

—

-, 12

o

W (26, V)

Face3 n=-¢

”3 F.fi-dS = —j:dtj: dv[ (F,(a v, ty, (a,v) + -y, (a,v) (v, (a,v) - v, (V) ]

, A~

Face 4 n=¢

([ Foni-ds = [ dt]" av[(F,(b.v.ty,(0.v) + @1y, (0,9)) (v, (0.1) ~y,(b.V)]

Face 5 i=-6

[J.Ffi-ds= —j:dtj:du[(Fy(u,c,th(u,c) + (L=, (0,0)) (v, —1) |

Face 6 n=g

ﬂsﬁ-ﬁ-ds :j:dtj:du[(Fy(u,d,t%(u,d)+(1—t)t//1(u,d))(wz —wl)]

Pegue agora o seguinte campo vetorial de X

13

'fz( 1'527 3)

[

Tal que

F = F, (u, v, ty, (u,v) + (L= )y, (u, V) (w7, (U, V) =y, (U, v))

F, = Fy (U, vty (U, v) + @0y (U )) w, (U,v) — (U, V)

F, =—Fx(u,v,tw2<u,v)+(1—t)w1(u,v))(—‘awgﬁ“’v) +(1_t)_5%a(:”)j+

—Fy (U vty (u,v) + (1—t)l//1(U'V))(W+ (1—t)—8%6(\llj’v)j+
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+F, (U, vty (U, v) + L=y (U, V)

Queremos mostrar que as integrais de superficie nos dois sélidos sdo iguais. Para
isso vamos calcular a integral de superficie de

A~

Face 1 i=-&,

”1 F-fi-ds= —Jj duJ‘Cd dvF, (u,v,0) =

s dof v w000 28 ) e 298 | v )

— A~

Face 2 n=§,

.”.2 F-fi-ds= j:dujcd dvF, (u,v,1) =

= [[ox(] dy{—Fx(“’V%(UvV))(a"”g—ﬂj’v)j—Fy(u,v,wz(u,v>)[a‘”zT(”’V))+ Fz(u,v,wz(u,v»}

A~

Face 3 n=-¢

.”3 Fonds= —Ld dyj:dzlfl(a,v,t) -

=—["av[ dt[F, (a.v.ty, () + -y (@ V)W, (V) -y (a, )]

, A~

Face 4 n=¢
[ F-ni-ds=["av[ dtF,(b.v.t)=

Jo av]. dt[F, (vt (0.) + A=y (0. V), (0:V) — v (b, V)]
Face 5 i=-6

[[.F-ds=—] duf "dtF,(u.c.t)
~ [ duf dt[ F, (U, 0.ty (u,€) + (1, (U, ) (v, (U, €) ¥, (u.0) |

— A

Face 6 n=¢,

[ F-ni-ds=] duf dtF,(u.d,t)=
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b 1
= | du|_dtF, (u,d,ty, (u,d) + L=y (U, ) (u,d) -, (u,d))
Logo podemos concluir que

jjazlf.ﬁ-d5=ﬁmlf-ﬁ.ds

Agora nos resta mostrar que

[t au[” av(divF) = [[] _ (divF)dxdydz
De fato:

0 0
Jp= 0 1

0
oy oy oy oy
t—2+(1-t)— t—2+(1-t)L -
o TATOo s D= vy

detJg =y, -y,
Como temos a Jacobiana da mudanca de variavel,
dxdydz = (y, -y, ) dudvdt

e temos

oF [oF. oF[ ow, ow,
— = =+t +(1-t)— -
ou {6x oz { ou - ou 2 =y)

oF, {cﬂ:y R

1% oy (81/ 61//)
t—24+(1-t)—=2 -y, )+F | 2 -1
T | T S )avﬂ(wz RN (2R
oF, _ OF oy, 8%} (81//2 8!//1)
L= T Xy, ) [t (L) L | F | A
a oV "’1)[ a0 Y TR T

oF oy oy. oy, O
_ y _ t 2 +(1—t 1 —F 2 1
pe (v, W1)[ ov 1-1) oy } yl:

+8FZ( )
Y v pe v, -y,




.- OF 0OF, oF, OF, oF oF,
divF =8_Ul+ 8\/2 + 8t3 = ox (‘//2_‘//1)+_y(‘//2_‘//1)+ (v, —w) =

oy oz
oF 8Fy oF ]
X : —y,) = (divF -
(8X + 5 + pe ]('//2 wy) = ( v, —wy)

E importante observar que demonstramos o teorema para o caso onde temos 0
solido limitado por planos paralelos aos eixos x e y e por duas funcdes de x e .
Utilizando um argumento andlogo pode-se provar para casos onde o solido é limitado
por planos paralelos ao eixo x e z ou em um terceiro caso por planos paralelos ay e z.

Ainda podemos utilizar um raciocinio semelhante ao teorema de Green.
Podemos dividir um solido em superficies especiais do tipo usado na demonstracéo e
aplicar o teorema em cada uma delas, somando as resultantes. E importante notar que

quando cortamos o sélido, os fluxos internos se anulam, ficando a integral de superficie
apenas da parte externa.

RERRE

—
—
—
—»
—
—

Exemplo 4: Utilizando o teorema da divergéncia, transforme a integral de superficie

H F.fidoc numa integral tripla e calcule, onde o é a fronteira do cilindro

B={(x,y,z) e R*/x*+y*<1,0<z<1}, F(x,y,z)=xi +yj+z’k e fa normal

apontando para fora de B.
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Resolucéo:

.[Llf-ﬁda:”deivlfdxdydz.

Temos
([ divFaxdydz = [[[_ 2+ 22)axdydz = [[ [ j:(2+2z)dz}dxdy =[], 3ccly

Onde K é o circulo x>+ y* <1. Portanto

) _divFdxdydz =37

4.3 Teorema da Stokes no Espaco

Seja  o:K —>R?® uma porcdo de superficie regular dada por

o(u,v) =(x(u,v), y(u,v),z(u,v)) onde x=x(u,v),y=y(u,v) e z=2z(u,v)sdo supostas
de classe C?num aberto contendo K. Seja F =Pi +Qj+Rk um campo vetorial de

classe C* num aberto que contém imo . Nestas condigdes, tem-se

L Fdr = ﬂa(rotlf)-ﬁds

Onde TI"é uma curva fronteira de o orientada positivamente em relacdo a normal
oo 0o
7X7
ou__ov

>
I

—X
ou ov

Demonstracdo: Temos que I" € uma curva de fronteira orientada positivamente em
relacdo a normal n. Logo, I'(t) = o(y(t)), te[a,b], onde y é fechada, simples, C* por
partes, com imagem igual a fronteira de K e orientada no sentido anti-horério. Sec é

dada por x=x(u,v), y=y(u,v),z=2z(u,v) e y(t)=(u(t),v(t)) resulta

L(t) = (x(u(t), v(1)), y(u(t), v(t)), z(u(t), v(1))) , te[a,b].

Temo entédo
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H (rotF)-fdo = H <rotF(a(u V), (

com

Logo, temos

oR  9Q

oy azj'(

(- ], 2

8y

ou ov

Jz

i j Kk
(a_axa_aj x oy & (@@
ou ov u ou ou

ox oy oz

N v v

oy 0z 0Oy OX

ou ov oV ou

ouov ovou

oy 0z oy oz

ou ov oV ou

0z
ou
oz
o

OX
ou
OX
EY

o(u,v)

0o Oo

_X_

0

&

jﬁ_.

)

_0(zx)

P
0z

[

oR

OX

OX

<o

ouov ovou

[

OX 02

oV ou

Usaremos a ultima notacao para representar os determinantes jacobianos.

Logo podemos reescrever

1%
I

o(z,x)
o(u,v)

Ifa(rotﬁ)

oy, z)
o(u,v)

j_
51

a(x,y)
o(u,v)

&>
oy

oy, 2)
o(u,v)

2l
j_

R

{

OX

a(x,y)
o(u,v)

o(z,x)
o(u,v)

Jo
e
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Faremos a seguinte substitui¢éo

A__a_P_(a(z,x)J_@.(a(x,y)j
__az o(u,v) ) oy \ o(u,v)

g | 9 [20uy)) 2 (a(y.2)
| ox (o(u,v) ) oz {d(u,v)

c_| R [a(y.2) | R [0(z,X)
oy Law,v) ) oax au,v)

Logo a integral resume-se a

”U(rotlf)-ﬁda=ij[A+ B+ C]dudv

As derivadas parciais sdo calculadas no ponto o(u,v) = (x(u,Vv), y(u,v), X(u,v)) e os

determinantes jacobianos no ponto (u,v).
VVamos agora mostrar que
J.r Pdx +Qdy + Rdz :HK[A+ B +C]dudv

E com isto demonstrar o teorema.

De fato, temos
b dx
[ Pax=[ P(o(u (0 V(D) it

Temos ainda pela regra da cadeia que

dx oxdu oxdv

dt  oudt ov dt

92



O que resulta

[ Pdx= j:[P(a(u(t),v(t))S—ﬁdu +P(o(u (t),v(t))%dv}

Aplicando o teorema de Green temos
j Pdx = j j { (P(a(u(t) v(t))—j—%(P(a(u (t),v(t))g—mdudv

Temos ainda que

) o) _[Pox Pay Panox,
au[P(a(u(t)’V(t))avJ {a 2u dyou oz éu }

= + + o(u,
OXouov oyovou o0z ovou ouov

i(P(a(u(t),v(t))ﬁj={f@+@@+@@}a"
ov ou) |oxov oyov azov

6x ou 6v oy ou 6v 0z ou 6v

Pelo fato de x = x(u,v), y=Yy(u,v),z=z(u,v) serem de classe C?, segue que

0 ox) © OX
E(P(U(U(t),v(t))aj —E(P(U(U(t),v(t)) E)

_@[axaz ax@z} ap(g@_a_@j ap(%ﬁ_%%j_@(%@_%ﬂ
0z oy 0z\ovou ouov) oy\ouov ovaou

ovou ouov
_ 0P (0(z,x) | 0P [a(xy)|_
oz o(u,v) 6’y o(u, v)

ovVou ouov
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Note que

2 2
PXXK_PEX ¢ plo(u,v) 2% = P(o(u,v)) —
OX Ou ov  OX ou ov ouov ovou

por Schwartz.

Portanto temos que

Ir Pdx =J'J.K Adudv

De forma semelhante conclui-se que
.[r Qdy :J'JK Bdudv

Ir Rdz :”K Cdudv

O que conclui a demonstracao.

Quando T"é uma curva fechada é comum referir-se a integral J'r Fdr como a

circulagdo de F sobre I'. O teorema de Stokes conta-nos, entdo, que a circulacio de
F sobre a fronteira de o, orientada positivamente com relagdo a norma fié igual ao

fluxo do rotacional de F através de o . O teorema de Stokes une integral de linha e

superficie tendo como elo o rotacional.
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Exemplo 5: Calcule ﬁ (rotlf) -fidS onde F(x,V,2)=yi +(x+y)k,

o(u,v) =(u,v,2—u®*-v?) com u’+v* <1 sendo i a normal apontando para cima.

Resolugéo: Pelo teorema de Stokes temos

Ir Fdr = Ija(rotﬁ) -fidS

I'(t) = o(cost, sent,1) = (cost,sent,1), t€[0,27].
Temos
— _ 2z - — - ~ _ 2”_ 2
'[F Fdr _IO [sentl +(cost+sent)k}[—sent| +costj |dt —J'O sen’tdt .

Como

r” —sen’tdt = —r” F —lcos Zt} dt=—rx
0 0 2 2
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CONCLUSOES

O intuito deste trabalho é estudar temas ndo vistos durante a minha formacéo
académica, aprofundar-se em alguns conceitos ja conhecidos e satisfazer algumas
curiosidades que tinha.

O enfoque foi neste conteudo, pois tinha uma curiosidade a respeito do calculo
vetorial, devido a minha formacéo de técnico em telecomunicacdes, eletromagnetismo
em especifico. O trabalho proporcionou-me também uma busca em temas de diversas
areas da matematica como: Analise, Algebra Linear, Calculos, Softwares Matematicos
entre outras, aléem de um fortalecimento na minha formacéo de matematico.

Outro dos objetivos foi de organizar e descrever de forma mais clara possivel o0s
teoremas e definigdes de forma que se tenha um material de auxilio para o estudo do
calculo vetorial.

Por fim, venho destacar a importancia de disciplinas que possibilitem ao
académico, buscar respostas e satisfazer suas curiosidades a respeito da matematica e do

ensino da matematica.
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