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Introducao

H&a muitos anos, as salas de aula da maior parte das escolas brasileiras tinham as carteiras
presas ao chao, sem nenhuma possibilidade de movimento. Os professores expunham os
contetdos em palavras ou no quadro-negro e os alunos simplesmente copiavam o que era
dito ou escrito. Como ouvintes passivos, suas uUnicas atividades eram copiar o que era
exposto e procurar aprender o contetido em casa.

Ao longo dos anos as duras criticas a esse processo exigiram um novo tipo de agao
pedagdgica dos professores. O novo processo educacional exigia nao um professor pales-
trante, mas sim um educador como professor.

A matemadtica ainda é vista somente como uma ciéncia exata, pronta e acabada, cujo
ensino aprendizagem se da pela memorizacao ou por repeticao mecanica de exercicios de
fixagdo que muitas vezes privilegiam o uso de regras e macetes. E ensinada de maneira
tradicional e é a disciplina que apresenta o mais baixo desempenho dos alunos.

No campo das estratégias de trabalho, pesquisas mostram que enfatizar a memorizacao
e a repeticao de modelos preconcebidos nao eleva a capacidade De raciocinio do aluno
e muito menos ¢é sinonimo de aprendizagem. Temos hoje que procurar maneiras mais
motivadoras, e , principalmente, mais desafiadoras de ensinar.

O professor é o profissional responsavel pela organizagao dos contetudos e das atividades
orientadoras de ensino. Para isso deve encontrar maneiras mais eficientes de abordar um
contetudo visando dessa forma garantir uma maior aprendizagem dos alunos.

Foi refletindo sobre isso, que surgiu a idéia de propor uma abordagem de um contetudo
(Razoes Trigonométricas) para uma turma de 8* série do Ensino Fundamental. Esta pro-
posta de ensino procura ensinar trigonometria de uma forma menos tradicional, utilizando-

se de recursos metodologicos como atividades de confeccao e uso de teodolitos, medicao



indireta de alturas com os alunos, entre outras,para garantir uma maior aprendizagem
dos alunos e tornar a matematica mais significativa.

No capitulo I, apresentamos algumas consideracoes sobre o ensino de matemaética, o
que propoem os Parametros Curriculares Nacionais e a Proposta Curricular do Estado de
Santa Catarina.

No capitulo II , faremos uma breve introducao histérica e apresentaremos a proposta de
ensino e os conteudos. Sendo os exercicios e as atividades propostos no capitulo seguinte.

No capitulo IV, faremos uma breve avaliacao critica de livros didaticos de 8* série do
Ensino Fundamental.

Por fim, apresentamos a conclusao de nosso estudo.



Capitulo 1

O Ensino de Matematica: algumas

consideracoes

A Matematica é, ainda hoje a disciplina escolar que mais reprova alunos no Ensino Fun-
damental e Médio. O processo de explicacao do fracasso escolar tem sido uma busca de
culpados - o aluno, que nao tem capacidade; o professor, que é mal preparado; as secreta-
rias de educacao que nao remuneram seus professores; as universidades, que nao formam
bem o professor; o estudante universitario, que nao aprende no secundario o que deveria
ter aprendido e agora nao consegue aprender o que seus professores universitarios lhe en-
sinam. Os educadores, todos nds, precisamos nao encontrar os culpados, mas encontrar
as formas eficientes de ensino e aprendizagem.

A questao central por tras desta deficiéncia no rendimento dos alunos é o préprio
objetivo do ensino de matematica na escola. As discussdes sobre o que é e como se
ensina a matematica escolar cada vez mais ganham espaco na comunidade de Educacao
Matematica Internacional, inclusive no Brasil, e portanto esperam renovacoes na pratica
docente.

E importante que o professor se convenca que o objetivo principal do processo educaci-
onal é que os alunos tenham maior oportunidade de desenvolver o processo de construcao
do seu conhecimento. O que ocorre no ensino tradicional é uma preocupagao do pro-
fessor em cumprir a apresentacao de conceitos contidos no curriculo, onde uma aula de

matematica é a apresentacao de um acumulo de féormulas e algoritmos e aplicagoes de



regras (Dario Fiorentini, Zetetike). De um modo geral as atividades desenvolvidas em
sala de aula envolvem conceitos de dificil visualizacao para os alunos ocasionando a perda
da autoconfianca em sua intuicdo matematica, desencorajando-os a tentar solucoes al-
ternativas nas resolugoes de problemas. Acostumam-se, a resolver um niumero excessivo
de exercicios repetitivos e esquemas de resolucao de problemas como os encontrados na
maioria dos livros didaticos. Além disso, a prépria notagao ou terminologia matematica
ficou muito sofisticada e de dificil dominio. Por essa razao, provoca distor¢oes no processo
de ensino-aprendizagem. Isso podemos verificar na dificuldade que a maioria dos alunos
tem de aprender conceitos de matematica. Nao conseguem perceber para que serve o que
aprenderam e cada vez mais o ensino se distancia da realidade. De que adianta um aluno
memorizar um teorema ou uma propriedade se nao tem consciéncia do que pode fazer
com essa informacgao na resolucao de problemas da vida real?
“Nao sao os conteiidos em si e por si o que importa, mas os contetiddos enquanto
veiculos de grandes realizacbes humanas ... os contelddos enquanto veiculos de
producao de bens culturais (materiais e espirituais) de esperancas e utopias sim
. mas também os conteiidos enquanto veiculos de producao de dominacao, da de-
sigualdade, da ignorancia, da miséria e a destruicao ... da natureza, de homens, de

idéias e de crengas.” (Miguel, A. Abreu, 1994: 70)

“Assim como acontece com todo conhecimento a Matemética é também um saber
historicamente em construcao que vem sendo produzido nas e pelas relacoes sociais e,
como tal, tem seu pensamento e sua linguagem. Ocorre entretanto, que essa lingua-
gem com o passar dos anos foi se tornando formal, precisa e rigorosa, distanciando-se
daqueles contetidos dos quais se originou, ocultando, assim, os processos que levaram

a Matemadtica a tal nivel de abstracao e formalizagao.” (Fiorentine, 1995: 32)

Diante disso, iniciar o ensino de um conceito matematico a partir de sua elaboracao
mais atual, isto é, pelas definicoes formais, sem levar em consideracao o processo de
formacao do pensamento matematico significa dificultar para o aluno o acesso a esse
saber.

Compreender o ensino como objeto principal do profissional professor pode ser um

importante meio para a organizacao de principios norteadores de suas agoes para que ele,



cada vez mais, organize o ensino como um fazer que se aprimora ao fazer, tal como foram
se formando os profissionais que tiveram de organizar uma certa drea de conhecimento
para melhor dominar o seu objeto.

Ter a profissao de professor é organizar situagoes cujos resultados sao as modificacoes
dos sujeitos a quem intencionalmente visamos modificar. O sujeito que é fruto da acao
educativa, vai adquirir um certo conhecimento que vai lhe capacitar a agir de uma deter-
minada forma no meio em que vive. A sua aprendizagem vai lhe capacitar a compreender
algum fenomeno de alguma forma. E isto vai lhe permitir usar desse novo saber para
impactar a realidade.

Por isso é de extrema importancia que os professores organizem as suas acoes de algum
modo para veicular um certo conteiido. A natureza do conhecimento que o professor
devera ensinar vai indicar uma forma de se relacionar com os alunos, de como organizar
o espago de aprendizagem, de como eleger os instrumentos que poderao propiciar melhor
aprendizagem dos conteidos a serem ensinados.

Os conteudos matematicos sao aqueles que permanecem como patrimoénio cultural
porque, de algum modo, contribuem para a solugao dos problemas ainda relevantes para
o convivio social. Os conteidos novos revelam a natureza dos problemas novos que os
homens estao enfrentando. O desenvolvimento de instrumentos de medidas de angulos
com maior precisao (Teodolito usado por topdgrafos, por exemplo), foi possivel gracas as
idéias precursoras de Tales, Hiparco e outros. E o que chama a atencao ao tratarmos do
contetido como objetivo social a ser veiculado em sala de aula é que este contetido passa a
ter uma histdria, que é a prépria histéria da humanidade ao resolver problemas (Caraga,
1998; Rubinikov, 1987; Ifiali, 1998).

O professor precisa alterar o quadro atual do ensino de matematica, modificando a
sua proposta pedagogica, optando por praticas educativas que colocam o aluno como o
centro do processo educacional. Essas propostas teriam que considerar o aluno como um
ser ativo no processo de construcao do seu conhecimento. Nesse contexto o papel do
professor é de mediador desse processo nas atividades propostas aos alunos e por eles
realizadas. As atividades propostas em sala de aula devem ser orientadas de forma que

os alunos nao se limitem a memorizar fatos e procedimentos mecanicos, pelo contrario,



possam compreender os conceitos e reconhecer a sua aplicabilidade em situagoes por ele
vivenciadas; Atividades que possibilitem o envolvimento ativo dos alunos na formulagao
de hipoteses, na investigagao e exploracao de idéias e que os levem a descobrir e colocar em
pratica a sua propria maneira de pensar, a validar resultados e a construir argumentos que
convencam; a matematizacao de situacoes reais implicando na criagao ou adaptacao de um
modelo matematico da situacao, aplicacao de diversos métodos matematicos a esse modelo
e a verificacao da sua validade perante a situacao concreta; a depuragao, em funcao de
resultados encontrados conflitantes quando comparados com os resultados originais entre
os colegas. Enfim, atividades que estimulam o aluno a raciocinar e descrever o raciocinio.

A atividade educativa tem por objetivo dar resposta a uma necessidade: ensinar.
O corolario dessa afirmacao é que o resultado do ensino é dar a resposta a uma outra
necessidade: a do aluno que busca aprender. Vamos lancar mao de uma outra premissa
que hoje é consensual entre educadores. E quase uma maxima dos que lidam com o
ensino que os sujeitos ao aprenderem nao o fazem como se nada soubessem, eles partem
de conhecimentos ja adquiridos para a construgao de novos significados.

70 ensino de matematica se faz, tradicionalmente, sem referéncia ao que os alunos
ja sabem. Apesar de todos reconhecermos que os alunos podem aprender sem que o
fagam na sala de aula, tratamos nossos alunos como se nada soubessem sobre topicos
ainda nao ensinados.” ( Na vida dez, na escola zero, Terezinha Carraher; Ana Lucia
Schliemann; pg 21 ).

Outro consenso adquirido a partir das contribuigoes da psicologia de vertentes constru-
tivistas e sociointeracionistas, é que os sujeitos aprendem ao lidar com situagoes-problema
geradoras de conflitos cuja superacao os coloca diante de novos conhecimentos que mais
tarde servirao de base para a soluc¢ao de novos problemas. Esse processo se faz nao em
acoes isoladas de cada sujeito. E preciso a interacao entre sujeitos ou entre sujeitos e
objetos para que se instaure a necessidade do novo conhecimento. Todo este movimento
de construgao de significados, em diferentes espacos de que fazem parte os sujeitos, sao
responsaveis pela sua formacao integral. A lingua materna, os costumes e, de modo geral,
a cultura do sujeito, sao frutos das muiltiplas relagoes que estabelecem no seu meio. No
entanto, ha um espago em que consideramos como mais relevante: a sala de aula. Deve-se

fazer deste espago um lugar onde o ensino e as aprendizagens sejam significativos.
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1.1 Proposta Curricular de Santa Catarina

A proposta curricular de Santa Catarina encontra-se no Anexo I.

1.2 Parametros Curriculares Nacionais (PCN)

O ensino da matematica tem passado, ao longo dos anos, por sucessivas reformas. Mesmo
assim, o fracasso escolar matematico continua. No momento em que as Secretarias Muni-
cipais e Estaduais de Educacao se esforcam para absorver e se adequar as novas normas
vigentes, os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) desempenham importante papel.
O objetivo desse capitulo é destacar algumas de suas idéias basicas, relacionadas com
a matematica e trazer algumas reflexdes sobre as mesmas. “B importante destacar que
a matematica devera ser vista pelo aluno como um conhecimento que pode favorecer o
desenvolvimento do seu raciocinio, de sua sensibilidade expressiva, de sua sensibilidade
estética e de sua imaginagao”.( PCN,1997)

Como se veé, de certo modo, os PCN j& estao conseguindo alcangar, em parte, seus
objetivos, isto é, estao desacomodando o professor fazendo-o parar para refletir sobre sua
pratica pedagdgica, que € o primeiro passo para uma eventual mudanga na mesma. Basear-
me-ei no volume 3 ( em duas publicagoes do MEC, através da Secretaria de Educagao
Fundamental: Parametros Curriculares Nacionais, matematica, 1997), com orientacoes
para o ensino basico ( 1° e 2° ciclos) e outra com o mesmo nome, enfatizando o ensino de
5% a 8% séries, 1998.

Ambas trazem, na 1* parte, uma breve analise Matematica no Brasil, algumas con-
sideragoes acerca do conhecimento matematico e do aprender e ensinar matematica no
ensino fundamental, os objetivos gerais, os conteidos de matemdtica e a avaliagdo na
matematica no ensino fundamental, além dos principios norteadores para o trabalho a ser
realizado no mesmo. Na 2% parte, se diferenciam substancialmente: o primeiro focaliza o
ensino de 1% a 4* séries e o segundo, de 5* a 8* séries, apresentando objetivos, conteudos,
orientacoes organizadas por ciclos.

As idéias basicas contidas nos Parametros Curriculares Nacionais em Matematica re-

fletem, muito mais do que uma mera mudanga de contetdos, uma mudanca de filosofia de
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ensino e de aprendizagem, como nao poderia deixar de ser. Apontam para a necessidade
de mudancas urgentes nao s6 no que ensinar mas, principalmente, no como ensinar e ava-
liar e no como organizar as situagoes de ensino e de aprendizagem. O papel da matematica
no ensino fundamental como meio facilitador para a estruturacao e o desenvolvimento do
pensamento do aluno e para a formagao basica de sua cidadania é destacado. “... é im-
portante que a matematica desempenhe, equilibrada e indissociavelmente, seu papel na
formacao de capacidades intelectuais, na estruturacao do pensamento, na agilizacao do
raciocinio dedutivo do aluno, na sua aplicagao a problemas, situacoes da vida cotidiana
e atividades do mundo do trabalho e no apoio a construcao de conhecimentos em outras
areas curriculares.” ( MEC/SEF 1997 pg 29). Ao referir-se a pluralidade das etnias exis-
tentes no Brasil, a diversidade e a riqueza do conhecimento matematico que nosso aluno
ja traz para a sala de aula, enfatiza-se nos PCN que o ensino da matematica, a par da va-
lorizacao da pluralidade sécio cultural do educando pode colaborar para a transformacao
do seu meio.

Os contetudos aparecem organizados em blocos, diferentemente do modo tradicional,

a saber:
e Nimeros e operacoes ( Aritmética e Algebra);
e Espago e formas ( Geometria);
e Grandezas e medidas ( Aritmética, Algebra e Geometria);
e Tratamento da informacao ( Estatistica, Combinatéria e Probabilidade).

Fica evidente, pois, a orientacao de se pensar e de se organizar as situacoes de
ensino-aprendizagem, privilegiando as chamadas intraconexoes das diferentes dreas da
matematica e as inter-conexoes com as demais dreas do conhecimento.As intraconexoes
favorecem uma visao mais integrada, menos compartimentalizada da matematica. Al-
gumas orientagoes de cunho didéatico sao colocadas ao professor, através de exemplos
praticos, mostrando que ¢é possivel interligar aritmética com &algebra ou aritmética com
geometria e dlgebra, numa mesma atividade.( MEC/SEF,1997,p. 97-133).

Os objetivos para o ensino fundamental, de acordo com os PCN, e aqui trazidos de

modo resumido, visam levar o aluno a compreender e transformar o mundo a sua volta ,
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estabelecer relagoes qualitativas e quantitativas, resolver situacoes-problema, comunicar-
se matematicamente, estabelecer as intraconexoes matematicas e as interconexoes com as
demais dreas do conhecimento, desenvolver sua autoconfianga no seu fazer matematico e
interagir adequadamente com seus pares. A matematica pode colaborar para o desenvolvi-
mento de novas competéncias, novos conhecimentos, para o desenvolvimento de diferentes
tecnologias e linguagens que o mundo globalizado exige das pessoas. “Para tal, o ensino
de matematica prestara sua contribuicao a medida que forem exploradas metodologias
que priorizem a criacao de estratégias, a comprovacao, a justificativa, a argumentacao,
o espirito critico e favorecam a criatividade, o trabalho coletivo, a iniciativa pessoal e a
autonomia advinda do desenvolvimento da confianca na prépria capacidade de conhecer
e enfrentar desafios.”( MEC/SEF,1997, p. 31).

Os conteidos nos PCN nao sao entendidos como uma listagem de contetidos. Enfatiza-
se a necessidade de entender a palavra contetido basicamente em trés dimensoes: conceitos,
procedimentos e atitudes. Valoriza-se, portanto, muito mais a compreensao das idéias
matematicas e o modo como estas serao buscadas do que a sua sistematizacao, muitas
vezes vazia de significado. Entende-se os contetidos como meio para desenvolver atitudes
positivas diante do saber em geral e do saber matematico em particular. O gosto pela
matematica e o incentivo a procedimentos de busca exploratéria, desenvolvendo uma
atitude investigativa diante de situacgoes-problema pelos professores sao alguns exemplos
dessa compreensao mais ampla do que € ensinar e aprender em matematica.

Os Parametros Curriculares Nacionais em matematica apresentam outras idéias basicas,

a saber:
e Eliminacao do ensino mecanico da matematica;
e Prioridade para a resolucao de problemas;

e Contetido como meio para desenvolver idéias matemédticas fundamentais ( propor-

cionalidade, equivaléncia, igualdade, formas, funcao, entre outras);
e Enfase ao ensino de geometria;

e Organizacao dos conteudos em espiral e nao em forma linear, desprivilegiando a

idéia de pré-requisitos como condi¢ao Unica para a organizag¢ao dos mesmos;
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e Uso da histéria da matemdtica como auxiliar na compreensao de conceitos ma-

tematicos;
e Uso de recursos didéticos durante todo o processo de ensino-aprendizagem:;
e Enfase ao trabalho em pequenos grupos em sala de aula;

e Atencao aos procedimentos e as atitudes a serem trabalhadas, além dos conteudos

propriamente ditos, como ja foi mencionado acima;

e Avaliacao como processo continuo no fazer pedagdgico.

Nos PCN ha avangos importantes, caso se consiga entender os parametros como tal
e nao como uma listagem de conteidos. O mais importante é a mudanca de postura do
professor em sala de aula.. O espirito dos PCN podera, assim, ser melhor compreendido,
permitindo que novas abordagens sejam introduzidas e outras sejam mantidas ou modifi-
cadas. Cabe aos educadores matematicos envolvidos na educacao continuada, colaborar
para um melhor entendimento e, conseqiientemente, para o uso adequado das orientagoes
contidas nos mesmos, evitando assim que, uma proposta que traga inovagoes importantes

esteja fadada ao fracasso, por ser mal interpretada e/ ou mal utilizada em sala de aula.
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Capitulo 2

Proposta de Ensino

Apés a andlise dos livros didaticos (ver Capitulo 4), posso agora apresentar a forma com
a qual o assunto Razoes Trigonométricas no triangulo retangulo serd abordado em uma
turma de 8 série do Ensino Fundamental, sendo esta uma proposta que tem como finali-
dade uma melhor aprendizagem dos alunos. Para que entendam as razoes trigonométricas
e suas aplicagoes, faz-se necessario trabalhar com os alunos alguns contetdos. E preciso
que tenham nocoes de razao entre segmentos, semelhanca de triangulos, Teorema de Tales

e assim poderao estabelecer conexoes entre estes diferentes temas matematicos.

2.1 Um pouco de histdria

A palavras trigonometria tem origem no grego trigonos (triangulo) + metrum (medida).
Pode-se dizer que, etimologicamente, significa medida de triangulo.

Um dos objetivos da trigonometria é estudar as relacoes entre os lados e angulos de
um triangulo, e nasceu como resposta a necessidade da Astronomia, da navegacao, da
cartografia e da topografia.

Tales (624 - 548 a.C.) foi considerado um homem de rara inteligéncia, com obras
discutidas e aprovadas pelos sabios do mundo grego. Os gregos dos tempos posteriores
consideravam-no o fundador da ciéncia, da matematica e da filosofia grega, creditando-lhe
a paternidade da maior parte do saber. Viveu na Grécia, no século VI a.C. Era comer-

ciante e, por esse motivo, viajava muito. No Egito, entrou em contato com a cultura

15



cientifica - em particular astronomica e geométrica. Foi ele quem transformou a geome-
tria, uma ciéncia de nogoes apenas esparsas, num sistema légico. Viajando muito pelos
centros antigos do conhecimento, deve Ter obtido informacoes sobre a astronomia e a
matemadtica, aprendendo geometria no Egito. Na Babilonia, sob o governo de Nabucodo-
nosor, entrou em contato com as primeiras tabelas e instrumentos astronoémicos, e diz-se
que em 585 a.C., conseguiu predizer o eclipse solar que ocorreria nesse ano, assombrando
seus contemporaneos.

O fato historico pelo qual ele é sempre lembrado é o de Ter medido a altura da piramide
de Quéops, no Egito, através da semelhanca de dois triangulos. Observou as sombras e
os raios solares e descobriu que a sombra de uma estaca qualquer era proporcional a
sombra da piramide. Esse mesmo processo de calculo esta presente em varios projetos
de engenharia e em estudos de astronomia, mostrando a importancia de se conhecer esse
teorema, que também fundamenta o presente trabalho.

Ao responder a uma pergunta de um sacerdote egipcio, Tales valeu-se da proporciona-
lidade dos lados de triangulos semelhantes para calcular a altura de uma piramide. Disse
que "espetaria”, na areia, uma estaca qualquer, cujo comprimento é conhecido e mediria
a sua sombra. Mediria também, na mesma hora, a sombra da piramide e adicionaria a
metade do comprimento do lado da base. Assim, ele saberia a altura da piramide. Em
que se baseia o raciocinio de Tales? Por que razao é importante medir as sombras na
mesma hora e é irrelevante o comprimento a estaca?

Ao medir, na mesma hora, as sombras da piramide e da estaca, tém-se dois angulos
agudos iguais, devido ao paralelismo dos raios solares. Como os triangulos sao semelhan-

tes, as medidas de seus lados sao proporcionais, isto é:

Q
0
w |

, . a
= que € equivalente a — =
S S
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E indiferente a escolha da estaca, pois qualquer que seja o seu comprimento, é constante
o quociente entre a medida do comprimento a e a medida da sua sombra s na mesma hora.

Para realizar as construgoes de que necessitavam, calcular a altura das piramides, a
largura dos rios, a altura das montanhas etc., os matematicos da Antigiiidade baseavam-se
em dois conceitos: razao entre dois nimeros e triangulos semelhantes. Esses procedimen-
tos marcam o inicio da Trigonometria.

Enquanto ramo de conhecimento cientifico, a trigonometria ¢ indissociavel da astrono-
mia (um dos primeiros interesses cientificos do homem), cujo desenvolvimento progressivo
como ciéncia exata passou a exigir medigoes e calculos de crescente precisao.

A trigonometria, como outros ramos da matematica, nao foi obra de um s6 homem.
Antigos egipcios e babilonios conheciam e usavam alguns teoremas sobre razoes entre os
lados de triangulos semelhantes mas, como nao dominavam o conceito de angulo, nao
avangaram na elaboracao da teoria trigonométrica.

Durante dois séculos e meio, desde Hipicrates até Eratdstenes (276 - 194 a.C.), foram
estudados diferentes problemas sobre astronomia, mas isso nao resultou uma trigonometria
sistematica.

Porém, os gregos, conhecendo o trabalho dos egipcios e babilonios, sistematizaram
estes conhecimentos, estabelecendo correspondéncia entre angulos e o comprimento das
cordas de uma circunferéncia, bem como a apresentacao de algumas propriedades sobre
as medigoes desses angulos.

O primeiro sédbio a construir uma tabela trigonométrica contendo e relacionando cordas
e arcos foi o grego Hiparco de Nicéia (180 - 125 a.C.), movido por necessidade de seus
calculos em astronomia e influenciado pela astronomia babilonica construida a partir do
sistema de numeragcao sexagesimal. Por esse motivo, é considerado ”pai da trigonometria”.

Hiparco construiu uma tabela trigonométrica com os valores das cordas de uma série
de angulos entre 0° e 180°, a qual apresentava a correspondéncia entre o arco e a sua
corda. Essa cosntrucao foi um grande avanco para a astronomia.

Hiparco pouco deixou escrito sobre seus estudos. A principal fonte de conhecimento
de seu trabalho ¢ a obra deixada por outro grande astronomo grego que viveu trés séculos

mais tarde - Claridio Ptolomeu - que, no seu livro Almagesto (que significa o maior),
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desenvolve varios temas que podem ser atribuidos a Hiparcos. Ptolomeu expos, em Al-
magesto, métodos usados na construcao de tabelas trigonométricas. Muitos conceitos de
trigonometria ja eram conhecidos e utilizados por Ptolomeu.

No livro Almagesto, encontramos uma tabela trigonométrica bem mais completa que
a de Hiparco, em que sao fornecidas as medidas das cordas de uma circunferéncia para
angulos que variam de meio em meio grau, entre 0° e 180°. Para determinar essas medidas,
Ptolomeu utilizou a base sexagesimal, o mesmo que fez Hiparco. Em todos os seus célculos,
portanto, ele usou uma circunferéncia com raio de 60 unidades. Usando o Teorema de
Pitagoras, Ptolomeu determinou a corda correspondente ao angulo de 90°, que ele indicava

cd 90°:

(ed90°)? = r? + 12
(ed90°)? = 2r?

cd 90° = /22
cd90° = /2

cd 90° = 60+/2

Para calcular a medida da corda de 60°, isto é, ¢d60°, Ptolomeu observou que o

triangulo formado ¢é equilatero. Portanto:

cd 60° = r = 60

A medida que calculava o valor da corda de um angulo, o matematico também calculava
a corda do suplemento desse angulo, aplicando mais uma vez o teorema de Pitagoras:
Durante seis séculos, o Almagesto representou a mais importante fonte de consulta

para os astronomos de todo o mundo. Apenas no século VIII é que os cientistas voltariam
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(ed120°)? + (ed 60°)% = (r + 1)?
Como ¢d 60° = r, temos:

(ed 120°)Tr? = (2r)?

cd120° = /32

cd120° = rv/3

cd120° = 60v/3

a sua atencao para as obras trigonométricas de um povo que sempre surpreendera o mundo
com sua matematica original e criativa: os hindus.

Apesar do amplo dominio do Almagesto, no final do século IV comecou a surgir,
na fndia, um conjunto de textos matematicos denominados Siddhanta, cujo significado
corresponde a sistemas de astronomia. Esses textos apresentam um trabalho fundamental
para a trigonometria, que viria melhorar o trabalho de Ptolomeu. Em vez de seguir o
caminho do Almagesto de Ptolomeu, que relacionava as cordas de um circulo com os
angulos centrais correspondentes, os matematicos hindus apresentavam uma trigonometria

baseada na relagao entre a metade da corda e metade do angulo central.

Almagento

Mas qual a vantagem de trabalhar com meia corda, que os hindus chamavam de jiva?

Os hindus foram buscar, no interior do circulo, um triangulo retangulo.
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Os autores de Siddhanta construiram uma tabela trigonométrica, calculando os valo-
res da meia corda para os valores da metade dos angulos centrais correspondentes, em
intervalos iguais de 3, 75° até 90°.

Durante algum tempo os matematicos arabes oscilaram entre o Almagesto e a Trigono-
metria de jiva. O conceito chegou ao final quando, entre os anos 850 e 929, o matematico
arabe al-Battani adotou a Trigonometria hindu, introduzindo uma inovagao, o circulo de

raio unitario e assim calcular as razoes.

Assim, nas tabelas trigonométricas elaboradas a partir de al-Battani, o valor da corda

cateto oposto

correspondente a § podia ser interpretado como —- = jiva.
hipotenusa

Como todo nimero dividido por 1 é o préprio nimero, podemos escrever:

cateto oposto _ jiva

hipotenusa 1
jiva

N 82 n

No comecgo do século XII, a matematica arabe tinha atingido um desenvolvimento tao
grande, que o restante do mundo nao podia ficar alheio. Foi feita uma série de tradugoes
do arabe para o latim, o que possibilitou o desenvolvimento da matemaética na Europa.
Os tradutores eram, na grande maioria, brilhantes matematicos. Entre eles, destacava-se
o inglés Robert de Chester.

Os arabes, por sua vez, haviam traduzido textos de Trigonometria do Sanscrito, lingua
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a qual o Siddhanta foi escrito. Nesse processo, quando se depararam com o palavra jiva -
meia corda - , eles simplesmente escreveram jiba. E mais, na lingua arabe é comum escre-
ver apenas as consoantes de uma palavra, deixando que o leitor acrescente mentalmente
as vogais. Assim os tradutores arabes registraram: jb. Na sua traducao do arabe para o
latim, Robert de Chester interpretou jb como sendo as consoantes da palavra jaib, que
em latim, significa baia ou enseada e escreve-se: sinus.

A partir dai, a razao entre o cateto oposto e a hipotenusa de um triangulo retangulo

passou a ser chamado de sinus (em portugués, seno).

a  cateto oposto  jiva
sen — = — =
2 hipotenusa 1

Toda a trigonometria que estudamos hoje esta baseada no seno dos hindus. Com o
tempo, outras razoes trigonométricas foram sendo criadas: o cosseno, a tangente, etc.

Veremos a seguir mais detalhadamente essas razoes.

2.2 Razao e Proporcao

Em geral, comparamos dois niimeros através da divisao. Dados dois nimeros a e b, com
b # 0, a razao entre a e b é o quociente % oua:b.

A razao entre dois segmentos é o quociente da medida de um pela medida do outro,
desde que expressemos ambas as medidas na mesma unidade.

A razdo entre os segmentos AB e C'D é representada por A—B ou AB : CD e é igual

CD

a0 numero:
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24 cm 0.36 m

C D
A
AB 24 2( ‘dad , t{metro)
—_— = — ni mui nrimetro).
D 36 3au ade comum € o ce etro

Note que as medidas dos segmentos nao estao na mesma unidade. Passando tudo para
a mesma unidade, nesse caso centimetros temos, 0,36m = 36cm.
Se tivermos um segmento de 10 ¢m e outro de 0,5 cm, o que significa dividirmos 10
por 0,57
10 10 10 100 20

—:—:]_ ~—:—:—:2_
0,5 3 0 5 ) 1 0

10
O que este quociente representa?
Representa a comparacao entre os segmentos, isto é, “cabem” 20 segmentos de 0,5
cm no segmento 10 cm, ou seja, o segmento de medida 10 cm é 20 vezes maior que o

segmento de medida 0,5 cm.

10cm

0,5cm

Um exemplo de razao, nao aplicada a segmentos:

Qual a razao do carro de corrida e da tartaruga?

velocidade do carro 300 km/h
velocidade da tartaruga 0,06 km/h

= 5000.

A velocidade do carro é 5000 vezes maior que a da tartaruga.

Uma igualdade entre duas razoes é chamada proporgao.

Qualquer proporcao tem quatro termos:
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1° termo 3° termo

T 7
a c
b d
| !
2° termo 4° termo

O primeiro e o quarto termos sao chamados extremos; o segundo e o terceiro, meios.
Agora, observe os segmentos de reta da ilustracao e tente responder:
Existem quatro segmentos de reta cujas medidas formam uma proporc¢ao?

B M
C
2cm
4cm

3,5cm

R 6cm S

Se vocé pensou em AB, CD, MN e RS, nesta ordem, entdo encontrou uma das
respostas.
Observe:

AB 2 MN 4 N 2 4, .
= ¢ = — — = — ¢ uma proporgao.
°D " 3 proporg

RS 6 3 6

Dizemos que AB, CD, M N e RS, nesta ordem, sao segmentos de reta proporcionais.

Ao final de cada conteudo, sera elaborada uma lista de exercicios e atividades onde os
alunos poderao compreender melhor a idéia de razao e proporcao entre segmentos para

que os utilize em conteidos posteriores. Estas atividades e exercicios propostos serao

anexados a este trabalho.

2.3 Teorema da Proporcionalidade

O Teorema da proporcionalidade e o Teorema de Tales serao trabalhados com os alunos

para que compreendam melhor a idéia de segmentos proporcionais ajudando a entender
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com mais clareza a semelhanca de triangulos e posteriormente as razoes trigonométricas
no triangulo retangulo. As édreas de triangulos nos ajudam a verificar uma propriedade

muito importante em matematica: o Teorema da proporcionalidade.

Teorema 2.3.1 Em um triangulo LUA qualquer, um segmento TE, paralelo a UA e com
os pontos T e E, respectivamente, sobre os lados LU e LA, determina sobre esses lados
segmentos proporcionais, de forma que:

LT _LE

TU EA
Demonstragao:

Vamos mostrar que a afirmacao é verdadeira. Primeiramente, tracamos EH perpendicular

a LU:

U A

Os triangulos LET e TEU tém a mesma altura h, em relacao aos lados LT e TU,

respectivamente. Vamos escrever a area dos dois triangulos:

X LT -h
Area do triangulo LET = —5
X TU - h
Area do triangulo TEU = 5

A razao entre as areas é:

Area do triangulo LET LThpm
Area do triangulo TEU T2 TU’

Agora tracamos T M perpendicular a LA:
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U A

Os triangulos LET e TEA tém a mesma altura b/, em relacdo aos lados LE e EA,

respectivamente.

Escrevendo as areas dos triangulos:

( LE - N
Area do triangulo LET = 5 h
( EA-N
Area do triangulo TEA = 5

A razao entre as areas é:

Area do triangulo LET  EX Lp
Area do triangulo TEA  Z4%  EA

____> retapardelaaUA

Os triangulos TEU e EU A tém &reas iguais porque tém a mesma base TE e a mesma
altura m. Dessa forma, a razao entre as areas dos triangulos LET e T'EU é igual a razao

entre as areas dos triangulos LET e TEA. Assim, podemos escrever que:
LT LE
TU EA
[ |

Uma aplicacao importante do Teorema da proporcionalidade é o Teorema de Tales.
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Definicao 2.3.1
1) Feixe de retas paralelas: ¢ um conjunto de retas coplanares paralelas entre si.

2) Transversal do feixe de retas paralelas: € uma reta do plano do feize que concorre

com todas as retas do feixe.

3) Pontos correspondentes de duas retas transversais: sdo pontos destas trans-

versais que estao numa mesma reta do feize.

4) Segmentos correspondentes de duas transversais: sao segmentos cujas extre-

midades sao os respectivos pontos correspondentes.

transversas

feixe de paralelas

Ae A, Be B',CeC' De D sao pontos correspondentes.

AB e A’B’, CD e C'"D' sao segmentos correspondentes.

Teorema 2.3.2 Se duas retas sao transversais de um feixe de retas paralelas distintas e o
segmento de uma delas é dividido em p partes congruentes entre si e pelos pontos de divisao

sao conduzidas retas do feixe, entao o segmento correspondente da outra transversal:

1°) também € dividido em p partes.
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2°) e essas partes também sao congruentes entre si. Isto é, um feize de retas paralelas
que determina segmentos de reta congruentes sobre uma reta transversal, determinard

segmentos de reta congruentes em qualquer outra reta transversal a este feize.

Demonstracao:

12 parte: AB e A’B’ sao segmentos correspondentes e AB é dividido em p partes por
retas do feixe. Se A’B’ ficasse dividido em menos partes (ou mais partes), pelo menos
duas retas do feixe iriam se encontrar em pontos de AB (ou de A’B’), o que é absurdo

pois as retas do feixe sao paralelas.

A/ A A / A

p partes

\\

p partes
p—1 partes

| —

p partes

22 parte: AB ¢ dividido em partes congruentes a z. Pelos pontos de divisdo de
A'B’, conduzindo paralelas a AB, obtemos um triangulo para cada divisdao. Todos os
triangulos sdo congruentes pelo caso ALA (basta notar os paralelogramos e os angulos de

lados respectivamente paralelos que sao obtidos).
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A A’

X
X /paralelogramo

X/ paralelogramo XA

X paraelogramo X

B B’

Com isso, A’B’ é dividido em partes congruentes pelos pontos de divisao.

2.4 Teorema de Tales

Observe a figura

A A’
3cm 4,2cm A_B = i =9
BC 1,5
B )
B A'B’ 4,2 5
1,5cm 2,1cm BC 2.1 =
C (08

Observe que estas medidas formam uma proporcao. Em nossa figura, a distancia da
primeira a segunda paralela é o dobro da distancia da segunda a terceira. Em situacoes
como esta, sempre ocorre uma proporc¢ao. Por exemplo, se a distancia entre as paralelas
estiver na razao 2 para 3, entao os segmentos das transversais também estarao na razao

2 para 3.

Teorema 2.4.1 Teorema de Tales Se duas retas sao transversais de um feize de retas
paralelas, entao a razao entre dois segmentos quaisquer de uma delas € iqual a razao entre

0s respectivos segmentos dos correspondentes da outra.

Podemos demonstrar este Teorema:
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Hipoétese Tese

- S AB A'B
AB e CD sao doi tos d t l,e AAB’ — =
e sao dois segmentos de uma transversal, e oD CD
e ("D’ sao os respectivos segmentos correspondentes da
outra.
Demonstracgao:
A/ \ A A/
,,,,,,,,, X S O, SRR . U
X X
B/ \3 B/
C C C
X X
q X X q
X X
D/ \D' D /
Existe um segmento x que é submultiplo de AB e de CD.
AB = px AB
N (2.4.1)
CD = qx ¢D  q

Conduzindo retas do feixe pelos pontos de divisao de AB e C'D (vide figura) e aplicando

a propriedade anterior, vem:

A'B' = pa A'B
e, AR b (2.4.2)
O/D/ — ql,/ O/D/ q
AB AP
Comparando (2.4.1) e (2.4.2), temos: — = —. |
cD  C'D

Mais tarde, veremos por que o Teorema de Tales é importante. Por enquanto, vamos
aprender a utiliza-lo.

Atividades e exercicios sobre o Teorema de Tales (em anexo).
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2.5 Semelhanca de Triangulos

Estudaremos agora a semelhanga nos triangulos pois posteriormente precisaremos deste
conceito. A questao da semelhanca em poligonos e figuras ja foi abordada anteriormente
mas serd brevemente revisada a seguir.

Dois poligonos sao semelhantes quando os lados que se correspondem sao

proporcionais e os angulos que se correspondem sao congruentes.

Exemplo 1

Nesses dois retangulos (note que aqui os angulos correspondente sdo congruentes),
como em todas as demais figuras semelhantes, existe uma proporcao entre as dimensoes

de um e de outro, que no caso é:
10u  dSu

6u 3u

u denota a unidade de medida da figura.

Contra-exemplo

Os dois retangulos seguintes nao sao semelhantes, pois nao podemos escrever uma pro-

por¢ao com seus lados.

c|
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Su  du
6u " 3u

Contra-exemplo

O pentagono ABCDE foi cortado por uma reta paralela a um de seus lados:

B B
A C A) (C
G F
E D \ F;
E D

Os pentdgonos ABCDE ¢ ABCFG tém angulos iguais, os angulos G e E, F' e D sio
iguais devido a propriedade de angulos correspondentes em paralelas, mas eles nao sao
semelhantes porque de AB para AG o lado diminui enquanto outros lados como AB, nao
mudaram.

Entao os pentagonos possuem angulos correspondentes iguais mas os lados que se

correspondem nao sao proporcionais.

25 2,5

15 15
10/ \10

25 1,0 15

E com os triangulos, o que aconteceu?

Dois triangulos sao sempre semelhantes?

Nao, mas dois triangulos eqiiilateros, sim.

Aqui, todos os triangulos sao semelhantes, pois os angulos correspondentes sao iguais
(60°) e todos os lados sdo proporcionais.

Para dois poligonos serem semelhantes, eles precisam satisfazer as duas condicoes.

- terem angulos respectivamente congruentes e
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- lados respectivamente proporcionais.
Com os triangulos, no entanto, ocorre uma particularidade: basta satisfazer a apenas
uma das condigoes, para que sejam semelhantes. Isso porque, no triangulo, uma dessas

condicoes leva a outra, e vice-versa.

Teorema 2.5.1 Se dois triangulos tém os angulos respectivamente, congruentes, entdao

seus lados sao, respectivamente, proporcionais.

Demonstragao:

Considere os triangulos ABC e RST, de modo que A= R, B=SeC=T.

R

((

C B T S

AB AC BC
RS RT ST’

Vamos provar que

Como A = R, podemos colocar o triangulo ABC' sobre e triangulo RST de maneira

que AeR fiquem superpostos.

>
oAl
Py

C/H (N B

A I

T S

> d A~ ~
Nesse caso, temos CB//ST, pois B = S, e esses angulos sao correspondentes.

<>
Tragamos a paralela a ST que passa pelo vértice R e aplicamos o Teorema de Tales:
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AC AB
a2 _ 22 I
RT RS (1)

Agora, vamos repetir o que fizemos, colocando o triangulo ABC' sobre o triangulo

RST mas, desta vez, fazemos com que BeS fiquem superpostos.

— <>
Como AC///RT', usamos novamente o Teorema de Tales:

AB BC
'S~ ot D

Das igualdades (I) e (II), concluimos que:

AB AC BC
RS RT ST’

Portanto, os lados do triangulo ABC' e do triangulo RST sao, respectivamente, pro-

porcionais.

2.5.1 O caso AA de semelhanca

Vimos que, se dois triangulos tém os angulos respectivamente congruentes, eles tém os
lados respectivamente proporcionais. portanto, eles sao triangulos semelhantes. Na ver-

dade, para saber se dois triangulos sao semelhantes, nao é preciso verificar se eles tém os
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trés angulos respectivamente congruentes. Basta verificar dois angulos. Se eles tiverem
dois angulos respectivamente congruentes, ja se pode concluir que os triangulos sao seme-
lhantes. Isso porque, nos triangulos, a soma dos angulos internos é 180°. Assim, se dois

angulos forem respectivamente congruentes, o mesmo acontecerda com o angulo restante.

Propriedade 2.5.1 Caso AA de semelhanca Se dois triangulos tém dois angulos

respectivamente congruentes, entao esses triangulos sao semelhantes.

Demonstragao:

A

E.

1%

Consideremos os triangulos ABC' e DEF, nos quais BxFe(C
D

A

((

Lembrando que a soma das medidas dos angulo internos de um triangulo é igual a

180°:
e triangulo ABC: med(A) + med(B) + med(C) = 180° (I)
e triangulo DEF: med(D) 4+ med(E) + med(F) = 180° (II)
Comparando (I) e (II), podemos escrever:
med(A) + med(B) + med(C) = med(D) + med(E) + med(F).
Como med(B) = med(E) e med(C) = med(F), podemos concluir que
med(A) = med(D),

ou seja, os triangulos sao semelhantes.

[ |
Essa propriedade dos triangulos tem intmeras aplicacoes praticas. Vejamos alguns

exemplos.
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Exemplo 1

Imagine que, para fazer um mapa, seja necessario saber a largura de um rio. Gragas a

essa propriedade dos triangulos a largura pode ser obtida facilmente. Veja:

—

Arvore de referéncia

Medem-se os angulos B e (' e a distancia BC'
Apenas com essas medidas resolve-se o problema. Para isso, desenha-se um triangulo
semelhante com medidas bem menores que serao proporcionais aquelas do rio, medindo

seus lados e usando proporcionalidade encontra-se a largura:

largura do rio: x

r 105

58 4

58cm
, -1
T = 5,8 105 = 152,25
4
95° : .
50° largura aproximada do rio: 152 m
4cm

Calculando a largura do rio dessa maneira, evita-se muito trabalho. E por isso que
a semelhanca de triangulos é um conhecimento importante para gedgrafos, cartografos,
agrimensores, topografos e engenheiros. Estes profissionais usam instrumentos especiais

para medir angulos, um deles é o teodolito.
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Exemplo 2

Os triangulos MNP e FGH sao semelhantes. Nessas condigoes, determine as medidas

dos lados M P, GHe FH.

44°

50° 869
M 20 N

De acordo com as indicagoes nas figuras, temos AMNP = AFGH. Entao, podemos

escrever:
MN MP NP N . >
FG GH FH 15 y—10 =z
ou seja,
20 Y
= 10:20(y—10)=15y:20y—200:15y:5y:200:>y=40.
y_
2 2
032 L o080 = p=24
15 T

Como y = 40, temos MP =40 e GH = 40— 10 = 30. Como x = 24, temos FFH = 24.

Exemplo 3

Um homem de 1,80m de altura projeta uma sombra de 2,70m de comprimento no mesmo
instante em que um poste projeta uma sombra de 9,60m de comprimento. Qual é a altura

do poste?

X
] ] (

2,70 9,60

Indicando por x a altura do poste e como os triangulos sao semelhantes, temos:

1,80 2,70 17,28
’ e ! 2 = 1 2 == ,
- 9.60 = 2,70x 7,28 = =x 5,70

= 6, 40.
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Logo, a altura do poste é de 6,40m.

Apés a exposigao desses exemplos, os alunos irao resolver uma lista de exercicios, sendo

estes, de fixacao e compreensao além de algumas atividades feitas em sala de aula.

2.6 Relacoes trigonométricas no triangulo retangulo

No triangulo retangulo ABC' destacamos a hipo-
C tenusa BC e os catetos AB e AC. Se usarmos

como referéncia o angulo B, podemos escrever:

- AC é o cateto oposto ao angulo B.

- AB é o cateto adjacente ao angulo B.

E se usarmos como referéncia o angulo C , pode-

1mos escrever:

[o] — R
B A - AB é o cateto oposto ao angulo C.

- AC' ¢ o cateto adjacente ao angulo C.
Vamos, agora, considerar que a figura seguinte seja uma rampa na qual destacamos o

angulo de medida a (ou simplesmente angulo alfa), chamado angulo de subida.

Sobre um dos lados da rampa marcamos os pontos B, N e (), e por esses pontos
tracamos perpendiculares sobre o outro lado.

Por semelhanca de triangulos, notemos que:
NOAB ~ AOMN ~ ANOPQ ~ A ---

Podemos, entao, estabelecer as seguintes razoes:

AB _MN PQ

0B~ ON —00" " = ki(constante)
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oL 1] ] B
P

O A M

04 _OM _OP _ o tante)
OB_ON_OQ_ = KgolConstante
AB _MN _PQ _  _ ks(constante)

OA  OM OP
O numero k; é chamado seno do angulo agudo « e representa a razao entre a medida
do cateto oposto ao angulo « e a medida da hipotenusa em qualquer triangulo retangulo,

conforme vocé observa nas figuras seguintes, obtidas a partir da figura original:

Q

AB  MN  PQ
OB ON 0Q

seno do angulo a = ky =

ou

medida do cateto oposto ao angulo «

sen o =
medida da hipotenusa

O ntmero ke é chamado cosseno do angulo agudo a e representa a razao entre a
medida do cateto adjacente ao angulo « e a medida da hipotenusa em qualquer triangulo

retangulo, conforme vocé observa nas figuras seguintes, obtidas a partir da figura original:
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OA OM OP
OB ON 0Q

cosseno do angulo o = ky =

ou

medida do cateto adjacente ao angulo «
cos o = - , :
medida da hipotenusa

O numero k3 é chamado tangente do angulo agudo « e representa a razao entre a
medida do cateto oposto e a medida do cateto adjacente ao angulo a em qualquer

triangulo retangulo. Observe as figuras seguintes, obtidas a partir da figura original:

Q

_AB MN PQ
 OA OM OP

tangente do angulo o = k3

ou
medida do cateto oposto ao angulo «

tg a = .
& medida do cateto adjacente ao angulo «

Os ntimeros k1, ko e k3, que expressam, respectivamente, o seno, o cosseno e a tangente

do angulo agudo «, sao denominados razoes trigonométricas relativas ao angulo a.
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Tlustracao

Observe a figura abaixo:

60 m
45m

Suponha que a figura represente uma rampa que forma um angulo a com o piso.

e Quando o carrinho percorre 50m sobre a rampa, atinge uma altura de 30m, e o seu

deslocamento na horizontal é de 40m.

e Quando o carrinho percorre 75m sobre a rampa, atinge uma altura de 45m, e o seu

deslocamento na horizontal é de 60m.

e Quando o carrinho percorre 100m sobre a rampa, atinge uma altura de 60m, e o

seu deslocamento na horizontal é de 80m.

Considerando que os triangulos retangulos ABM, AC'N e ADP sao semelhantes entre
si, vamos escrever a razao entre a altura que ele atinge e a distancia que o carrinho
percorre sobre a rampa, para os trés momentos considerados.

Veja como podemos desmembrar a figura para estabelecer varias relagoes:

ANABM ~ ANACN ~ AADP
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N
M 100 m
75m 60m
45m
50m 30m
o] [o] ot [°]
A B A c A D

Podemos, entao, escrever as seguintes razoes:

BM CN _DP 30 45 60

= — sU_40 60 |
AM AN AP 50 75 100 0,6 valor constante

Notemos que, em qualquer um dos triangulos retangulos considerados, a razao entre
a medida do cateto oposto ao angulo « e a medida da hipotenusa ¢é expressa pelo mesmo
ntumero (no caso 0,6), independentemente das medidas dos lados considerados.

Para qualquer outro ponto da rampa, poderiamos formar um triangulo retangulo e
calcular a mesma razao que obteriamos esse mesmo nimero. Portanto, esse quociente ao
qual chamamos de seno, nao depende das medidas dos lados do triangulo, mas unicamente
das medidas do angulo.

Voltando a rampa e ao triangulo ABM, ACN e ADP, podemos estabelecer outra
igualdade entre razoes:

AB AC AD 40 60 80

M 100 m

50m

] [} o [o]
A 40m B A 60m C A 80m D

Em qualquer dos triangulos retangulos considerados, a razao chamada cosseno é o
quociente entre a medida do cateto adjacente ao angulo o e a medida da hipotenusa, é
expressa pelo mesmo nimero (no caso 0,8), independentemente das medidas dos lados
considerados, como ja foi visto no caso anterior.

H& ainda uma terceira igualdade que pode ser estabelecida entre razoes:

BML_CN_DP 050
AB _ AC _AD 10 60 g o '0 valorconstame
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N
M
60 m
45 m
30m
(o] [°] N ot [o]
A 40m B A 60m C A 80m D

Em qualquer dos triangulos retangulos considerados, a razao chamada tangente é o
quociente entre a medida do cateto oposto e a medida do cateto adjacente ao angulo o e
é expressa pelo mesmo nimero (no caso 0,75), independentemente das medidas dos lados
considerados.

Por que o quociente (razao) nao muda?

Porque todos esses triangulos sao semelhantes. Somente quando mudamos o angulo,
a divisao entre o cateto oposto pela hipotenusa, o cateto adjacente pela hipotenusa e o

cateto oposto pelo cateto adjacente, da outros resultados. Veja:

37 mm
26 mm
N 250 N 25°
57 mm 80 mm
36 37
— =0,46 — =(,46
57 ’ 80 ’

triangulos semelhantes

= razao tangente igual

16 mm

46 mm
NSO
27 mm
46
—~17
27 ’

62 mm

16
— =0,26
62 ’
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Isso quer dizer que em todo triangulo retangulo com um angulo de 60° o valor
cateto oposto

- é aproximadamente 1,7. O triangulo pode ser mintisculo ou gigantesco,
cateto adjacente
que o valor da divisao é sempre o mesmo.

O mesmo ocorrera com os triangulos retangulos com um angulo de 15°, as razoes entre
os lados serao as mesmas pois todos os triangulos serao semelhantes.

Os matematicos perceberam a importancia desse fato e fizeram tabelas com os calores
das razoes trigonométricas. Como a cada angulo agudo esta associado um tnico valor
para o seno, o cosseno e a tangente, pode-se elaborar uma tabela que nos forneca esses
valores, evitando assim a necessidade de calcula-los a toda hora.

A tabela que consta no Anexo V foi construida ha séculos e nos da os valores de seno,
cosseno e tangente de angulos de 1° até 89° com aproximacao até milésimos.

A trigonometria que relaciona as medidas dos lados de um triangulo com as medidas
de seus angulos é de grande utilidade na medigao de distancias inacessiveis ao ser humano,

como a altura de montanhas, torres e arvores, ou a largura de rios e lagos. Por esse motivo,

a Trigonometria foi considerada, em sua origem, como uma extensao da Geometria.

2.7 Tabelas importantes

Na resolucao de alguns problemas é mais conveniente usar os valores da seguinte tabela:

angulo | sen | cos | tg
o V3 | V3
30 : |95
o V2 | V2
45 =051
60° | F |3 |V3

Por extensao de definicao, consideraremos:

angulo | sen | cos | tg
0° 0 1
90° | 1 | 0 | ¥
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Capitulo 3

Atividades Propostas

“Fu ouco e eu esqueco
Fu vejo e eu lembro
Eu faco e eu aprendo!”

(Provérbio chinés)

As atividades a seguir tem como objetivo criar oportunidades para o aluno desenvol-
ver o pensamento geométrico e o raciocinio proporcional. Estas atividades estimulam a
curiosidade, o espirito de investigacao e o desenvolvimento da capacidade de resolver pro-
blemas. Procuram fazer com que a aprendizagem seja vivenciada como uma experiéncia
progressiva, interessante e formativa, apoiada na acao, na descoberta, na reflexao e na co-
municagao, como preceituam os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) de matemética.
Por outro lado, minimizam ou evitam adestramento do calculo mecanico, o uso de regras
ou dispositivos praticos, a memorizacao, sem compreensao, de formulas como as razoes
trigonométricas. Enfim, prioriza-se a compreensao dos conceitos e procedimentos, para

sua possivel posterior aplicacao na resolucao de problemas.
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3.1 Razao e proporcao

A)

B)

Escala

Quando desenhamos plantas de casas, objetos, animais, pessoas, mapas, fazemos
uma reducao do tamanho natural dos objetos. Para saber seu tamanho real é preciso
amplid-lo conforme alguma informagao. No caso deste mapa (Anexo I1I), a informacao
da escala significa: 1em no desenho é igual a 135km no real. Essa escala indica a razao
entre as medidas do desenho e as medidas reais, podemos escrever assim também:

1:13500000. Portanto:

Escala é uma razao entre um comprimento considerado no desenho e o

comprimento real, medidos na mesma unidade.

escala = (comprimento no desenho):(comprimento real)

ou
comprimento no desenho

escala = -
comprimento real

Veja o mapa de uma parte do Brasil (no Anexo II):

Usando uma régua podemos saber as distancias aproximadas entre duas cidades do

mapa. Por exemplo,quantos quilometros separam Salvador de Fortaleza?

Se a régua indica 7,5cm, na realidade o valor aproximado dessa distancia é 7,5 -

135km = 1020km.
Agora é sua vez:

Este é o mapa de nosso municipio (no Anexo III): Paulo Lopes. Ele estd desenhado

na escala:

Vamos descobrir a distancia do seu bairro ao bairro da escola. Usando uma régua,
meca a distancia no desenho e encontre o valor real.

Atividade em grupo: 4 alunos

Cada equipe deverd encontrar uma foto e uma ampliagao desta foto (geralmente

as reveladas dao posteres de brinde). As fotos podem ser ampliadas ou reduzidas.
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As dimensoes de duas fotos, uma normal e outra ampliada, s@o proporcionais. Por
exemplo, temos uma foto no tamanho normal com as dimensoes 1,5cm por 2,3cm
e as da ampliacao 6, 75cm por 10,35c¢m. A razao entre as duas larguras e os dois

comprimentos sao:

6,75 10,35
larguras: 1”5 =4,5 comprimentos: 2:3 =45.

Cada equipe devera medir a foto original e a ampliagao e calcular as devidas razoes

e, responder as perguntas abaixo:

a) As razoes encontradas foram iguais? O que isso significa?

b) Em que escala foi ampliada a foto?

¢) Em uma loja, a revelagao de fotografia normal tem dimensoes de 10cm por 15¢m e
as ampliagoes possiveis tém as seguintes dimensoes: 13cm por 19, 5¢m; 15em por
22,5cm e 20em por 30cm. Em que escalas sao feitas essas ampliacoes?

C) Ampliagao e redugao de figuras (Atividade individual)

Em uma folha de papel quadriculado, faca:

a) a reducao de uma figura qualquer na razao 1:2.

b) a amplia¢do de uma figura qualquer na razao 3:2.

D) Usando um foco para ampliar

—
Em um papel milimetrado, escolha um ponto P qualquer e trace as semi-retas PR,

_ = —
PA, PD e PO.

Marque os pontos C', M e L de modo que:
PC=2-PR PM=2-PA PL=2-PO.
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Agora, responda:

a) Qual é a razao entre os segmentos C'M e RA, nessa ordem?

b) Os segmentos de reta CM, RA, CL e RO, nesta ordem, sdo proporcionais?

¢) Como marcar um ponto E na semi-reta PD de modo que CLEM seja uma am-

pliacao de RODA?

d) Como obter um quadrado maior do que CLEM?

(a)

Indique quantas vezes:

a) 20 ¢ maior que 0,4.

b) 13 é menor que 169.

d

)
)
¢) 0,36 é maior que 0,036.
) 1200 é maior que 1.
)

cabem em 2 inteiros.

win

e
Determine o niimero que é:

a) 3 vezes maior que 8.

b) 1,5 vezes maior que 16.

¢) 2,5 vezes menor que 100.

Dia de jogo entre Grémio e Palmeiras. O estadio estd com sua lotagao maxima,
35000 pessoas. De cada 7 torcedores, 3 sao do Palmeiras e 4 sao do Grémio.

a) Escreva no caderno a razao entre os torcedores do Palmeiras e os do Grémio.

b) Agora, escreva a razao entre os torcedores do Palmeiras e os torcedores dos

dois times.

c¢) Esté correto dizer que dos 35000 torcedores, 20000 sao gremistas? Por que?
No meés passado choveu demais. Foram dois dias de chuva para um dia de sol.

a) Se o més teve 30 dias, quantos foram os dias de chuva?

b) Qual é a razao entre o nimero de dias de chuva e o nimero de dias do més?
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(e)

4/5 é a razdo entre as velocidades de um carro e de uma moto. Se o motorista
do carro dobrar o valor de sua velocidade, o que devera fazer o motociclista para

que a razao nao se altere?

De vez em quando duas irmas tém aumentos de mesada. Mas, a razao entre o

que recebe a mais velha e a mais nova fica sempre igual a 6/5.

a) Qual era a mesada da irmé mais nova quando a mais velha recebia R$ 15,007

b) Qual era a mesada da mais velha quando a mais nova recebia R$ 15,007

Na bandeira brasileira, o comprimento e a largura sao proporcionais a 10 e 7.
Pretendo fazer duas bandeiras: uma delas com 45c¢m de comprimento e a outra

com 120cm de comprimento. Que largura devem ter essas bandeiras?

Uma industria produz combustivel misturando gasolina e alcool em quantidades
proporcionais a 8 e 5. Numa das misturas, havia 4800/ de gasolina. Quantos

litros de &lcool foram utilizados?

A diferenga entre dois ntimeros naturais é 15. A razao entre eles é 4 para 3.

Quais sao esses nimeros?

— AP 2
Um ponto P, pertencente ao segmento AB, é tal que =3 Sabendo que

AP = 12¢m, determine PB, AB e a distancia de P a M, ponto médio do

segmento AB.

S M 5
Dado um segmento M N, consideremos um ponto () € M N, tal que Q—Jg =3 Se

o ponto () esta situado a 15cm da extremidade M do segmento M N, determine

a medida de QN e MN.

_ A 1
Sejam AB e C'D dois segmentos tais que AB = 2cm e — = —. qual a medida

o CD 3
de TD?

Dado um segmento RQ, determinamos um ponto P € R(Q, distante 6cm de R.

PR 3
2 ; ?
Iz 10’ qual a medida de RQ"

Verificar se os segmentos AB = 25¢cm, M N = 15¢m, PQ) = 10cm e RS = 6¢m

Sabendo-se que

sao, nessa ordem, proporcionais. Estabeleca duas outras ordens entre os quatro

segmentos, para que eles permanecam proporcionais.
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(o) No triangulo ABC' da figura abaixo, o segmento DE¢é paralelo ao lado BC. De

acordo com as medidas indicadas, verifique se os segmentos AB, AD, AC, AF,

nessa ordem, sao proporcionais.

A

10 15

(p) As medidas marcadas na figura estao em centimetros:

A M B

5 3x-2

D

Responda:

a) Se AE, ED, BC e CD, nessa ordem, sao segmentos de reta proporcionais,

quais sdo as medidas de BC' e CD?

b) Se BM, M A, BC' e CD, nessa ordem, sao segmentos de reta proporcionais
e AB = 10, 5cm, a que distancia de A estda o ponto M?

(q) O Cristo Redentor, no alto do morro do Corcovado, no Rio de Janeiro, mede
38m de altura. Que escala devemos usar para desenhar esse monumento com

altura de 10em?

(r) Veja o Estado do Rio de Janeiro no mapa:
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a) Use uma régua para descobrir quantos centimetros correspondem aos 200km
indicados na escala.
b) Qual a distancia em linha reta no mapa entre:
- Cabo Frio e Vassouras?
- Petropoles e Conservatério?
c¢) Calcule a distancia real em quilémetros entre:
- Cabo Frio e Vassouras?

- Petropoles e Conservatério?

(s) Em um mapa com escala 1:60000000 foi desenhada e pintada uma regiao retan-

gular com medidas de 3cm por 2cm. Calcule o perimetro e a area reais da regiao

correspondente a que foi desenhada.

3.2 Aplicacoes do Teorema de Tales

A)

B)

“Quando um feixe de retas paralelas intercepta duas transversais quais-
quer, entao os segmentos correspondentes determinados sobre as trans-
versais sao proporcionais.”

Verifique vocé mesmo a propriedade enunciada.

Construa um feixe de trés retas paralelas mantendo uma distancia fixa entre cada
uma delas.

Trace uma transversal qualquer ao feixe de paralelas.

Trace outra transversal qualquer, porém distinta da anterior, formando um angulo
qualquer com o feixe de paralelas.

Meca os segmentos correspondentes e verifique se eles sao realmente proporcio-
nais. Para isso, se necessario, use uma calculadora.

Com essa atividade os alunos poderao averiguar se a propriedade realmente fun-
ciona, e isto é importante no processo de construcao do conhecimento: que os
alunos se convencam da veracidade dos conceitos.

Uma das aplicacoes do Teorema de Tales é a divisao de um segmento em partes

proporcionais.
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Dividir determinado segmento em duas, quatro, oito ou mesmo dezesseis partes
iguais nao é tarefa complicada, pois podemos facilmente obter o ponto médio de
um segmento com o auxilio de régua e compasso. Mas, para dividir um segmento
em, por exemplo, sete partes iguais serd necessario aplicarmos o Teorema de

Tales. Vejamos como:

O segmento AB, representado abaixo deverd ser dividido em sete partes iguais:

Para isso, comece tracando uma semi-reta que tenha origem no ponto A, mas
direcao diferente de AB.

A B

Em seguida, escolha uma unidade de medida qualquer v e, com o compasso,

marque sobre a semi-reta sete segmentos cujas medidas sejam iguais a u. Esses

TU eUYV.

Agora, trace o segmento BV:
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Finalmente, trace retas paralelas ao segmento BV, passando pelos pontos P, Q,

R, S, T e U. Esses segmentos determinam no segmento AB os pontos P, (',

R, S, T el

Para quem conhece o Teorema de Tales, a implicagao é simples: “Se um feixe
de retas paralelas determina segmentos congruentes sobre uma transversal, entao

determina também segmentos congruentes sobre outra transversal”.

Agora ¢é a sua vez.

a) Divida um segmento de 11em em cinco partes iguais.

b) Divida um segmento de 5¢m em trés partes iguais.

Mas, se precisassemos dividir um segmento AB em duas partes diferentes pro-
porcionais? Vejamos:

Sobre um segmento AB qualquer, indique um ponto C' de modo que :

Sol IS
|

A E: B
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Primeiramente, tracamos um segmento AB qualquer. Depois, tracamos uma reta
r passando por A, de maneira que essa reta forme um angulo agudo com AB.

A B

Depois, com a ajuda do compasso, marcamos sobre a reta r, a partir do ponto A
os pontos Ay, Ay, A3, Ay, As, Ag e A7, equidistantes entre si e com uma régua
tracamos uma reta s passando pelos pontos B e As.

A B

Al
A2
A3
A4
A5

A6

Por tultimo, utilizando esquadros, tracamos uma reta paralela a reta s, passando
pelo ponto Aj, determinando assim o ponto C' que divide o segmento AB na

razao 3/4.

Al
A2
A3
A4
A5
A6

A7\r

c) Agora, trace um segmento C'D medindo 7,3cm e nele indique um ponto E de

. CE 2
m —_— = .
e At Tp T 3
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d) Divida um segmento de 9cm em duas partes diretamente proporcionais a 3 e
5.

e) Desenhe trés segmentos de modo que med(AB) = 6ecm, med(CD) = 8cm e
med(EF) = 11em. Depois marque, sobre cada um desses segmentos um ponto
Y de acordo com a proporcao indicada:

AY cY

2 3
YB 3 YD 7 N

C) No pétio da escola temos a seguinte situagao:

S

Podemos, usando o Teorema de Tales, calcular a distancia entre as duas arvores.

Primeiramente, vamos fazer algumas marcacoes:

Podemos analisar a situacao e descobrir a distancia entre as arvores:
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300 d 300 - 80
o o 80=d-1 = — == =
100 = 80 300 - 80 =d - 100 d 100

d=2,4m.

= 240cm

Depois dos alunos fazerem as marcagoes corretamente irao fazer o calculo e en-
contrar a medida da distancia entre as arvores: 2,4m. Para verificar, um aluno

medird usando uma trena a real distancia que sera 2, 4m.

Com esta atividade, os alunos perceberao a utilidade do Teorema de Tales. E
claro que neste caso seria mais simples medir diretamente a distancia entre as
arvores, mas esta atividade foi s6 para ilustrar a aplicacao do Teorema de Ta-
les, mas sera esclarecido aos alunos que medicoes como estas somente sao feitas

quando se faz necessario.

Exercicios de Fixacao

1. Neste exercicio, admita que as medidas estdo em centimetros. Sendo r//s//t,

AN
SN,

5 X

/ N

2. As retas a, b e ¢ sdo paralelas. Determine as medidas de AB e BC.

determine z.
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3. Desenhe em uma folha sem pauta um feixe de trés retas paralelas que tenham
entre si as distancias de lem e 2cm. Depois, trace uma transversal ¢ qualquer.
Meca os segmentos determinados pelas paralelas na transversal ¢ e mostre que vale

a relacao:

1
2 b
4. Nestas figuras, o paralelismo entre as retas estd indicado por flechas. Em cada

item, determine o(s) elemento(s) desconhecido(s):

a) b)
A A B
1
1 75/ |z 9
1 16
1 G H J
1 X 4 6
E
1 « F I L
1 y w 12
1
B c E D C

. Se as retas a ¢ e d sao paralelas, use o que vocé ja sabe sobre feixe de retas
5.5 t , b, d lelas, be sobre f de ret
paralelas cortadas por transversais para calcular x e y. (Uma dica: desloque

a transversal ¢t para a direita, mantendo sua inclinacao em relacao ao feixe de

paralelas.)
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—
c

a
A\ /6
b
X 10
c
9 y

/ N

6. No triangulo PAZ, o lado PA mede 25cm. A reta t é paralela ao lado ZA, e a

razao entre as medidas x e y é 3/2. Calcule a medida z.

P

Z A

7. Mae e filha, caminhando pela praia, observam que a sombra da mae ¢é de 2, 10m,

enquanto a da filha é de 1,80m. Se a filha tem 1m e 50cm, qual é a altura da mae?

8. Uma pessoa esta de pé diante de um poste. Essa pessoa tem 1,60m e sua sombra

tem 3,20m. A sombra do poste tem 4, 80m. Descubra a altura do poste.

9. Observe a figura e calcule o comprimento da rampa.

10m

==
80cm

10. (ENEM) Um marceneiro deseja construir uma escada trapezoidal com 5 degraus,
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de forma que o mais baixo e o mais alto tenham larguras, respectivamente iguais

a 60cm e 30cm, conforme a figura:

30 Os degraus serao obtidos cortando-se

/ \ uma peca linear de madeira cujo com-

// \\ primento minimo, em centimetros, deve
/ \ ser:

60 a) 144 b) 180 «¢) 210 d) 225 e) 240

11. Um feixe de quatro paralelas determina sobre uma transversal, trés segmentos
que medem Hcm, 6cm e 9em, respectivamente. Determine os comprimentos dos
segmentos que esse mesmo feixe determina sobre uma outra transversal, sabendo

que o segmento compreendido entre a primeira e a quarta paralela mede 60cm.

12. Trés terrenos tém frente para a rua A e para a rua B, como na figura. As divisas
laterais sao perpendiculares a rua A. Qual a medida de frente para a rua B de

cada lote, sabendo que a frente total para essa rua é 180m?

/

Rrua®

40 m 30m 20m
Rua A

13. Determine x e y, sendo r, s e t retas paralelas.

/ N
Y

>
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14. Calcule em seu caderno as medidas a e b dos segmentos determinados pelas para-

lelas cortadas pela transversal t, sabendo que a diferenca dessas medidas é 1, 5em.

t

A

15. Um triangulo ABC tem os lados AB e BC medindo 24cm e 20cm, respectiva-
mente. Sobre o lado AC, a 6em do vértice C, tomamos um ponto M. Determine
a distancia de um ponto N situado sobre o lado BC para que o segmento M N

seja paralelo a AB.

16. Sem efetuar calculos por escrito, encontre a medida x nas seguintes figuras, sabendo-

se que r, s e t sao retas paralelas:
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17. (SAESP-SP) No desenho abaixo estao representados os terrenos I, II e III. Quan-
tos metros de comprimento devera ter o muro que o proprietario do terreno 1I

construira para fechar o lado que faz frente com a rua das Rosas?

Rua das Margaridas

RuadosLirios

a) 20m b) 24m c) 32m d) 35m

3.3 Semelhanca de Triangulos

A) Homotetia

Duas figuras semelhantes dispostas de tal modo que os seus lados correspondentes

sejam paralelos sao chamadas figuras homotéticas.

Para entendermos como pode ser obtida a figura homotética de uma figura dada,

consideremos dois pontos O e A do plano. Vamos construir o ponto A’, corres-
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—
pondente de A, do seguinte modo: tragamos a semi-reta OA e nela marcamos o

ponto A’ tal que OA" = 20 A, por exemplo.

O

Nesse caso dizemos que A’ é o homotético de A em relagao ao ponto O (centro de
homotetia) e razao k = 2 (razao de homotetia).
Na figura a seguir, construimos o triangulo A’ B’C", homotético do triangulo ABC,

usando O como centro de homotetia e a razao k = 2.

O triangulo A’B’C" é semelhante ao triangulo ABC' e a razao de semelhanga entre
eles é 2. Além disso, os lados correspondentes sao paralelos. E claro que podemos
atribuir valores diferentes para a razao k, obtendo outras figuras homotéticas a

figura dada.
E para reduzirmos uma figura?

Vamos pensar um pouco. Na ampliacao a figura original fica entre o centro e a
ampliacao. A figura reduzida deve ficar entre o centro e o poligono a ser reduzido.

Vamos reduzir o triangulo FF'G a sua metade, a partir do ponto O.
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Em que lugar da semi-reta devemos marcar F’? Como estamos reduzindo a figura
a sua metade, % = 2, e entdo F’ é o ponto médio de OF.

Agora, auxiliados por régua e compasso, marcamos entre O e F o ponto F’;
procedemos da mesma forma com os outros vértices para determinar os pontos
E' e G'. O triangulo E'F'G’ é uma redugao do triangulo EFG.

Esse processo funciona em qualquer figura. O pélo O pode até ser um ponto da

propria figura ou um ponto qualquer interno a ela.

Vamos ampliar o triangulo HIJ, na figura acima, na razao 2. Comegamos esco-
, . . . . e - e
lhendo o pélo O (interno). A seguir, descobrimos as semi-retas OH, Ol e OJ.

Agora é a sua vez!

1) Desenhe um triangulo qualquer ABC. Escolha um pélo O externo a ele e

usando a homotetia amplie este triangulo a uma razao k = 3.
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2) Agora, faga a reducdo deste triangulo ABC' a sua metade.

3) Desenhe um outro triangulo DEF e agora com um pélo qualquer interno,
amplie-o na razao 4.
Obs.: Com estas atividades os alunos podem fazer uma reflexao quanto a
semelhanca de triangulos, podendo eles mesmos, construir figuras semelhantes
a original por meio da reducao ou ampliacao por homotetia bem como a
construcao de triangulos semelhantes em papel milimetrado. A partir dai,

serao feitos alguns exercicios de fixacao sobre semelhanca de triangulos.

B) Em um papel quadriculado construa triangulos semelhantes ao triangulo abaixo,

sendo que as razoes dos lados homélogos devem ser: 1/2, 2 e 3.

Agora, construa um triangulo qualquer e faga dois triangulos semelhantes a ele.

C) Utilizando a semelhanca de triangulos
Uma vara, duas sombras e uma idéia genial: triangulos semelhantes!
Foi assim, conta a lenda, que Tales de Mileto (640 a.C., 546 a.C.) conseguiu
descobrir a altura das piramides do Egito. Assim ficou conhecido por conseguir
tamanha facanha para época: podia calcular a altura de qualquer construcao, por
maior que fosse, sem precisar subir nela.
Seu método, usando uma vara, construir triangulos semelhantes.
O triangulo grande contém a altura da piramide; o triangulo pequeno contém a
da vara. A metade da medida do lado da base da piramide mais sua sombra é
um dos lados do triangulo, que corresponde, no triangulo pequeno, ao lado que é

a sombra da vara. Veja:

63



piramide
bastao

sombra

sombora

Tales considerou estes dois triangulos imaginarios:

Tales percebeu que esses dois triangulos sao semelhantes, porque tém dois angulos,
respectivamente iguais. Veja sé: a altura da piramide é perpendicular ao solo; a
da vara também. Entao cada triangulo tem um angulo reto. Além disso, os raios
do sol sao paralelos, e devido ao paralelismo dos raios solares encontramos mais

dois angulos iguais, um em cada triangulo.

NN
N NN
N NN
R NN
NN N
m NN NN

Depois de perceber a semelhanga dos triangulos, Tales fez algumas medidas. Me-
diu o lado da base da piramide, a sombra da piramide, a sombra da vara e o

comprimento da vara. Imagine que ele tenha obtido estas medidas:
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1m

450 m 3m

Como os triangulos semelhantes tém lados correspondentes proporcionais, fica

facil calcular a altura x da piramide:

x 450
- = — =1 .
1 5 = 50m

Foi assim que Tales calculou a altura da piramide. Com suas realizagoes ma-
tematicas, Tales ganhou muito prestigio. Esse exemplo de aplicacao da seme-
lhanca de triangulos acabou entrando para a historia.

Vamos agora calcular a altura da nossa sala de aula usando o mesmo método de
Tales. Para isso precisaremos de um bastao e, é claro, de sol!

H& ainda uma outra forma de medir a altura usando a semelhanca de triangulos.
Observe a histéria em quadrinhos no Anexo IV, em seguida, mediremos a altura
da nossa sala de aula da mesma forma que o professor da histéria abaixo, e vamos

comparar a medida com a encontrada pelo método de Tales.

Exercicios de Fixacao

1. Calcule o comprimento z:

B

9

2. Calcule a medida z:
a)
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17 U N 42

— 14
X
6
10

3. Observe a construcgao:

Duas retas paralelas ... ... sao cortadas por duas transversais.

X

Usando as igualdades dos angulos dos dois triangulos, podemos provar que eles

sao semelhantes. Veja:
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r/ls

A = E (angulos alternos internos). Em I, os dngulos opostos pelo vértice (0.p.v.)

sao iguais. Portanto, o AALI ~ AECI.

Agora, observe esta construcao:

Duas retas perpendiculares a uma terceira.

E uma quarta reta.

Prove que os triangulos obtidos sao semelhantes.

4. Os triangulos ABC' e EDC' sao semelhantes:

r .
B quada:
33 rlls
A 33 21
2i~c FE
y
18 E
22 s b) Calcule o valor de x e de y.
D

a) Copie e complete com a medida ade-

Quais sao?

5. Ha trés triangulos na figura abaixo. Dois deles sao semelhantes.

Justifique sua resposta.
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( Obs.: O professor confeccionara estes

triangulos em papel emborrachado com

B cores distintas e durante a corregao ira
D superpor os triangulos para uma maior

C compreensao pelos alunos.

6. Na figura abaixo suponha que: AB = 6ecm, AC = 8cm e BC' = 10cm.

a) Mostre que os triangulos ABC' e ABH sao

semelhantes.
A
b) Usando essa semelhanca calcule AH, BH ¢
CH.
o] .
H C ¢) Invente mais uma pergunta para este pro-

blema e responda-a.

7. Se dois triangulos tém os lados respectivamente proporcionais, os triangulos sao

semelhantes? Vamos verificar se isso é verdadeiro construindo triangulos.

a) Com régua e compasso construa no seu caderno o triangulo OLA com lados,

por exemplo, de 6cm, 7,5cm e 12cm.

b) Agora, construa um triangulo VEU cujos lados VE, EU e UV megam, res-
pectivamente, 2cm, 2,5c¢m e 4em. O triangulo VEU que voceé construiu é
semelhante ao triangulo OLA? Para responder a essa questao, faga as medidas

necessarias e justifique sua resposta.

8. Voce vai demonstrar que dois triangulos M EL e PAR, que tém os lados, respec-

tivamente, proporcionais sao semelhantes.

M
5]

AN

68



10.

Nos triangulos M EL e PAR os lados sao proporcionais:
PA PR AR
ME ML EL
a) Desenhe o esboco dos dois triangulos M EL e PAR no seu caderno. Trace a

reta s, paralela a EL e que passe por B e C, de forma que M B = PA.

MC
Podemos escrever VE - ML ? Justifique sua resposta.

b) Os triangulos M BC' e M EL sao semelhantes? Justifique.

¢) Como VE - ke PA= MB, qual é arazao de semelhanca entre os triangulos

MBC e MEL?
d) Por que podemos entao afirmar que MC = PR e BC = AR?

e) Os triangulos M EL e PAR sao semelhantes? justifique.

. Um mastro usado para hasteamento de bandeiras projeta um sombra cujo com-

primento é 6m no mesmo instante em que uma barra vertical de 1,8m de altura

projeta uma sombra de 1,20m de comprimento. Qual é a altura do mastro?

Um balao esta a 100m de altitude. Um observador esta no ponto P e vé o balao
como mostra a ilustracao. O morro tem 200m de altura. A que distancia, do sopé

do morro, esta o observador?
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1000

7

P 5000

11. Na figura abaixo, os triangulos ABC' e EDC' sao semelhantes. Sabendo que AC' =

xr—5e DE = 2x + 4, responda:

a) Qual é o valor de x?
b) Qual é a medida de AC?

¢) Qual é a razao de semelhanga entre

o ANABC e o AEDC?

12. Para medir a largura z de um lago, foi utilizado o esquema abaixo. Nessas

condigoes, obteve-se AABC = AEDC. Determine, entao, a largura x do lago.
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13. Dois triangulos, T} e Ty, sdo semelhantes, sendo 4/3 a razdo de semelhanca. O
triangulo 77 tem 38cm de perimetro e dois lados do triangulo 75 medem 6¢m e 9em.
Determine as medidas dos lados do triangulo 7T} e a medida do lado desconhecido

do triangulo T5.

3.4 Razoes Trigonométricas

A) Faga o que se pede:

a) Pegue uma folha de papel milimetrado ou quadriculado, compasso, esquadro e

transferidor.

b) Desenhe um triangulo retangulo OAB, reto em B, com OA = 10cm.

c¢) Trace segmentos A, B, AyB,, A3Bs, - - -, paralelos ao lado AB, com extremidades

—_— —
sobre AO e OB.

d) Mega os segmentos OA;, OAs, OA;z, -+ e OBy, OBy, OBs3, - - -
AB AB; A;B, A3Bs
OA" A0, A0,  AOs

O que elas tém em comum?

e) Calcule as razoes:

f) Repita a atividade em uma outra folha de papel milimetrado, com o angulo AOB

medindo 10°, 20°, 30°, 40° e 50°.

g) Construa uma tabela como a seguinte e preencha-a.

. A AB OB AB
Angulo AOB m m O—B

10°
20°
30°
40°
20°

Voceé pode observar que, independente dos triangulos considerados, as razoes entre
os lados do triangulo se mantém constantes, e as possiveis diferencas observadas

devem-se a imprecisoes nas medi¢oes e ao arredondamento dos ntiimeros obtidos.
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B) Usando régua e transferidor, vamos desenhar em um papel milimetrado, um triangulo

retangulo no qual um angulo agudo mede 30° e o cateto adjacente mede 8cm.
Meca o cateto oposto e a hipotenusa e faga as seguintes razoes com estas medidas:

cateto oposto  cateto adjacente cateto oposto

- ) - € ; .
hipotenusa hipotenusa cateto adjacente

Agora, construa um outro triangulo retangulo com um angulo agudo de 20°. Faca o

mesmo procedimento do triangulo anterior.

O que voceé percebeu? Explique.

C) Atividade em grupo
Vamos medir a largura da rua em frente a nossa escola, sem precisar atravessa-la.

Vamos adotar o seguinte processo:

e Marcamos dois pontos, o ponto A (estaca) de um lado da rua e um ponto C' do

c|

7
A

outro lado da rua (um poste).

e marcamos um ponto B (estaca). Ao fazé-la, deve-se conseguir um angulo reto

em A.

@)
>_LT______:I

A

e Com mira (teodolito confeccionado pelos alunos), mede-se o angulo B. Com

uma trena ou uma fita métrica, mede-se a distancia de AB.
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) ]
B A

Com esses dados e usando trigonometria, calcula-se a largura da rua.
Depois, sé para conferir, meca a largura da rua com a trena.

Faca um relatorio do qual devem constar um desenho esquemaético da situacao, a

descricao do processo, os dados obtidos, os calculos e o resultado.

Como confeccionar o teodolito

Teodolito é um equipamento 6ptico capaz de medir angulos, muito utilizado na cons-
trucao civil. Essa é uma construcao com sucata cujo preco“ nao chega a R$ 1,00”.
O aparelho mostra aplicacoes praticas do estudo de angulos e da congruéncia e seme-

lhanca de triangulos e permite medir a altura de objetos perpendiculares ao chao.

Material necessario: copo pléstico com tampa (de iogurte, por exemplo), xerox de
transferidor colado no centro de uma base quadrada, 15¢m de arame fino e 15cm de

um tubo de antena de TV (ou canudo).

Cole a tampa do copo (de cabega par abaixo) alinhada no centro do transferidor.
Faca dois furos diametralmente opostos na lateral do copo, préximo da boca, e passe
o arame pelos furos, deixando-o atravessado no copo; ele sera o ponteiro. O tubo de
antena serd a mira por onde vocé avistara os pontos. Cole o tubo na base do copo
paralelo ao ponteiro. Para apurar a mira, cole na extremidade do tubo dois pedacos

de linha em forma de cruz. Encaixe a tampa no copo.

Como medir um poste:
(Atividade sugerida mas, medir a rua foi escolhida por cotagao)

Imagine um triangulo formado entre o poste e o teodolito. Posicione o aparelho numa

mesa plana e aponte o 0° do transferidor para a base do poste. Coloque o ponteiro
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D)

do teodolito em 0° e, olhando de mira, peca a alguém para marcar um ponto no
poste. Essa linha de mira forma 90° com o poste. Levante a mira até avistar a ponta
do poste e anote o angulo indicado no transferidor. Esses dados permitem que se
desenhe o triangulo em escala reduzida. Meca o cateto que representa o poste e volte

a escala original.

Confecgao de um instrumento para determinar seno e cosseno (goniometro)
Atividade individual

Desta vez, vocé vai construir uma tabela diferente para valores de seno, cosseno e
tangente. Providencie uma folha de papel milimetrado e construa uma circunferéncia
de 1dm de raio, isto é, 10cm. Marque, auxiliado por um transferidor, os arcos corres-
pondentes a 0°, 10°, 20°, 30°, ---, 360°. Cole este desenho em uma cartolina ou em

um pedago de compensado.

Observe que, se o raio mede 1ldm (ou 10cm), cada quadrado maior do papel milime-

trado mede 0, 1dm (ou lem), e cada quadradinho menor mede 0,01dm (ou 1mm).

1dm

0,01 dm

0,1dm

Corte uma tira de cartolina ou
plastico do tamanha do raio, fixe
uma de suas extremidades no ponto

O da circunferéncia (com tachinha)

180° 1 e na outra extremidade amarre um
pedago de linha (ou fixe com o
1 mesmo plastico).
Gradue os raios OA e OB, lem-
270° brando que OA = OB = 1.
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Para determinar o cosseno de um angulo de 30°, por exemplo, desloque a tira de
cartolina (ou de plastico) até a marcagao 30°. Descendo a linha (ou pléstico) per-
pendicularmente a OA, vocé terd em OA o cos30°. Para saber a tangente, colocamos

a cartolina na marcacao do angulo 30° e esticamos a linha até encontrar o eixo da

tangente.

90° 90°

B 60° B

300 30°
Cloe
0 o 1809
180 1 A 0 A
cos 30°
270° 270°

Para determinar a tangente do angulo de Para determinar o cosseno do angulo de

30°. 30°.

OO

9
B
__________ 30°
sen 30°
OO
1800& |

270°

Para determinar o seno do angulo de 30°.

Agora, usando esta sua tabela, escolha alguns angulos, um de cada quadrante e

determine o seno, o cosseno e a tangente desses angulos.

Construa uma tabela com os valores que vocé obteve e confira-a com a tabela trigo-

nométrica da pagina seguinte. Agora, responda:
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Qual é o valor que vocé encontrou para sen(0°, cos0° e tg0°? E para sen90° e

cos 90°7Explique por que nao temos tg 90°.

E) As razoes trigonométricas nos quadrantes

Para calcular o valor aproximado das razoes trigonométricas seno, cosseno e tangente
de angulos agudos, também pode-se proceder da forma descrita abaixo, observando

a construcao da figura abaixo:

y
B
Y P
35°
@) X A X
Figura 3.1:

No papel milimetrado foram tragados os eixos coordenados, e com o compasso foi
desenhado um arco AB equivalente a um quarto da circunferéncia, de raio 10cm,

com centro em O.

Com o transferidor foi marcado um angulo de 35°, com vértice em O, a partir da

. —
semi-reta OA.

Observe que a semi-reta corta o arco AB no ponto P de coordenadas (x,y), obtendo-
se assim o triangulo retangulo PO X, cuja medida dos catetos foi encontrada mediante

uma contagem. Assim, obteve-se:

OX =81lem e PX =5,7cm

Com as razoes trigonométricas definidas anteriormente e lembrando que o raio, que

¢ a hipotenusa do triangulo, mede 10cm, pode-se escrever:
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cateto oposto 5, 7cm

35% = = =0,57.
sen hipotenusa 10cm ’
08 35° — Ca,te.to adjacente _ 8 lem 0.81.
hipotenusa 10cm
1g35° — cateto oposto 5, 7em — 0,70,

cateto adjacente 8, lem

Proposta de atividade:

Faca a mesma construcao para um angulo de 35°, usando um raio diferente de 10cm.

1) Qual o comprimento dos catetos na sua construgao?

2) Calcule as razoes trigonométricas do angulo de 35° e compare os seus resultados
com os obtidos por seus colegas e com a primeira construcao feita. O que vocé

percebeu?

3) A medida do raio interfere nas razoes trigonométricas que vocé encontrou?

Tendo concluido que os valores das razdes trigonométricas (seno, cossseno e tangente)
independem do comprimento do raio passa-se a analisar um caso particular em que o
raio é igual a uma unidade de comprimento. Para isso, volte a analisar a figura (3.1)
(considere o raio igual a lu.c.) e, por contagem, encontre as medidas dos catetos OX
e PX.

Com esses dados, calcule novamente as razoes trigonométricas para o angulo de 35°,

e responda:

a) Que valores vocé encontrou?

b) Qual é a relacao entre o valor do cateto oposto e do seno de 35°7

¢) Qual é a relacao entre o valor do cateto adjacente e do cosseno de 35°7

Obs.: Neste caso (raio=1), pode-se dizer que a abscissa é o valor do cosseno do
angulo e, conseqiientemente, o eixo das abscissa é o eixo dos cossenos. A ordenada

é o valor do seno do angulo e, portanto, o eixo das ordenadas é o eixo dos senos.

Justifique essas afirmagoes. Observe a construcao da figura seguinte:
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y
B
(0.1)
P_A
Y
35°
0O X A X
(1.0
Figura 3.2:

Nela vocé observa que OA = OB = OP =1 (unidade de comprimento). Compare as

medidas da figura (3.1) com as da figura (3.2).
Na figura (3.2), os triangulos POX e AOA’ sao semelhantes, logo:

00X PX 0,81 0,57

_ = = ,:
04~ Ax = 1 VT AA"=0,70.

Comparando esse resultado com o valor obtido para a tangente de 35°, pode-se afirmar

que a medida do segmento AA’, também representa a tangente de 35°.

Prolongando o lado AA’ do triangulo, constréi-se um novo eixo chamado eixo das

tangentes. Pode-se observar que o eixo tangencia o arco AB no ponto A (figura 3.3).

Eixo dos Eixo das
Senos tangentes
B
P A’
2
l Eixo dos
o) X A COSSeNnos
Figura 3.3:
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Portanto, uma outra maneira de determinar o valor da tangente de um angulo qual-

quer é prolongar o raio OP até interceptar o eixo das tangentes.

Obtém-se assim o segmento AA’, que é a medida algébrica da tangente do angulo a.

Proposta de atividade:

a) No papel milimetrado, repita o processo de construgao da figura (3.2) para um
angulo de 45°, e encontre o valor do seno, cosseno e tangente desse angulo.

b) Repita o processo para um angulo de 80°.

Exercicios de Fixacao

1. Consultando uma tabela de razoes trigonométricas, vemos que sen 30°=0,5, cos
30°=0,87, sen 25°=0,42, cos 25°=0,90, sen 60°=0,87, cos 60°=0,5. A partir dos
valores dados, calcule o valor aproximado de x em cada triangulo abaixo. Depois,

em papel milimetrado, desenhe os triangulos e verifique os resultados.

a) b)

‘ 8cm 60

7cm

X

9cm O

25
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2. O vento quebra uma arvore durante uma tempestade. A copa dessa arvore encosta
no solo a 10m de sua base. Sabendo que o angulo formado entre a copa da arvore e

o solo é de 30°, determine a altura da arvore. (Dados tg 30°=0,577 e cos 30°=0,866)

i _elUb H

000000000600

}
lllﬂ

i

I

il

3. Ao se mover, um péndulo de 120cm de comprimento forma um angulo de 60° com

a vertical. Quantos centimetros sobe a extremidade inferior do péndulo? (Dados

cos 60°=0,5)
Ll Ly
L/ §
60° :
120 cm
120 cm

| ORON SR 5 .

o R o A

4. Dois topografos estao na mesma margem de um rio, separados 36m um do outro.
Um deles observa uma pedra que esta na outra margem, bem em frente ao seu
companheiro. Com a ajuda de um teodolito, o observador verifica que a linha
perpendicular que une a pedra ao seu colega forma um angulo de 36° com a linha

de mira do teodolito a pedra. Qual é a largura do rio?
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5. Para combater o incéndio em um edificio de 58m de altura, os bombeiros estaci-
onam o carro em frente e manejam a escada até que ela atinja o topo do prédio.
Dessa forma, a escada forma um angulo de 75° com a horizontal. Se a base da
escada esta a 2m do chao, quantos metros de escada os bombeiros utilizam nesse

incéndio?

6. Sabendo que, num triangulo isdsceles, cada lado congruente mede 40cm. Se cada

angulo da base desse triangulo mede 62°, determine:

a) a medida z da base.

b) a medida h da altura.

7. Voce ja sabe que um triangulo com os lados medindo 3c¢m, 4cm e 5em é retangulo,
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pois vale a relacao 52 = 32 + 42. Calcule a medida aproximada dos angulos desse

triangulo.

B 4 A

8. O angulo de elevacao do pé de uma &arvore ao topo de uma encosta é de 60°.
Sabendo-se que a arvore esta distante 50m da base da encosta, que medida deve

ter um cabo de ago para ligar a base da arvore ao topo da encosta?

RN

) 80 u

9. Calcule os valores aproximados de x, y e z.

L

L
40°

200

50°
E 10cm R

10. Um navio, navegando em linha reta, vai de um ponto B até um ponto A. Quando
o navio estd no ponto B, é possivel observar um farol situado num ponto C' de tal
forma que o angulo ACB mede 60°. Sabendo que o angulo CAB é reto e que a

distancia entre os pontos A e B é de 9 milhas, calcule a distancia, em milhas:
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a) do ponto A ao farol.

b) do ponto B ao farol.

V9

60°

-
A B

11. Duas escadas estavam encostadas em dois muros, como mostra a figura abaixo.

Qual é a distancia entre os muros?

30m

20m

12. Calcule sena:

2x+5
2x-3

2x+4

13. Teresa descobriu a distancia entre dois penhascos usando uma arvore que nasceu
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em um deles, bem na sua beirada. Com as medidas que ela conseguiu obter, calcule

a largura aproximada do penhasco.

45°
4m ?

14. A medida n é expressa por um nimero irracional. Qual é ele?

A
n
C
o 60°,
1 30
M 30cm R

15. Determine a altura de uma montanha em que nao é possivel alcancar a base.

200m

16. Na construcao de um telhado foram usadas telhas francesas e o “caimento” do

telhado é de 20° em relacao ao plano horizontal. Sabendo que, em cada lado da
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casa, foram construidos 4m de telhado e, que, até a laje do teto, a casa tem 3m
de altura, determine a que altura se encontra o ponto mais alto do telhado dessa

casa. (Use: sen 20°=0,34, cos 20°=0,94, tg 20°=0,36)

4m 4m

20°

3m

17. Dois nadadores atravessaram a nado um rio que tem 1km de largura. Ambos par-
tiram do mesmo ponto e queriam atingir a outra margem mirando uma arvore que
estava colocada perpendicularmente ao ponto de saida dos nadadores em relacao
a margem. SO que eles foram puxados pela correnteza e cada acabou fazendo um
trajeto deferente. O primeiro nadador fez uma trajetéria que formava um angulo
de 68° com a margem, como mostra o desenho, e o segundo fez uma trajetoéria que

formava um angulo de 74°.

1km Pd

Calcule a distancia:

a) que o primeiro nadador percorre.

b) percorrida pelo segundo nadador.

c¢) entre os ponto A e B de chegada dos dois nadadores.

18. Nesta figura, os angulos assinalados medem 30°, 45° e 60°. Sabendo que AB mede

5¢m, calcule as medidas de AC e AD.
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W)
@)
(o8]

19. Na figura, o triangulo ABC' é equilatero, com lados de 7m. Uma pessoa sai do

ponto P e caminha perpendicularmente a AC, até Q; a seguir, vai perpendicular-

mente a AB, até R; finalmente, ela vai perpendicularmente a BC, até S. Chegando

em S, a que distancia ela estard do ponto P, de onde partiu?

A
R
AB = BC = AC =Tm
Q BP =1m
PS =7
P
B 1 c
- = S

Im

20. O triangulo da figura é equilatero e seus lados sao iguais a [.

\ 60°
B

a) Escreva a férmula que dd h em

funcao de .
b) Calcule sen 60°, cos 60° e tg 60°.

c¢) Calcule sen 30°, cos 30° e tg 30°.

Deé as respostas com os denominadores

12 H

112 C racionalizados.
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Capitulo 4

Avaliacao Critica de Alguns Livros

Didaticos

Neste capitulo, faremos uma breve avaliacao critica de alguns livros didaticos do Ensino
Fundamental em relacao ao estudo de Trigonometria. Foram analisados trés livros de 8*
série do Ensino Fundamental. Apresentamos aqui uma especificacdo do contetido e dos

exercicios de cada livro.

4.1 Matematica- Luiz Marcio Imenes e Marcelo Lellis

Este livro inicia o estudo das razoes trigonométricas de uma forma bem interessante.
Uma situacao-problema em que alunos gostariam de medir a altura de um edificio usando
um transferidor com mira, dai ele apresenta a solucao dividindo os lados dos triangulos e
encontrando a altura do edificio, justificando com a semelhanga de triangulos. Em seguida
apresenta as razoes seno, cosseno e tangente explicando que essas razoes nao mudam se
os triangulos sao semelhantes. O contetdo vai sendo exposto através de exemplos.

A caracteristica mais marcante desse livro é a utilizagao de situagoes-problema para
ensinar o conteudo desejado. Aborda-se também assuntos de outras areas, como o uso de
aparelhos de medidas( Teodolito ), construgao civil e outros. Explora-se ainda nogoes de
grandezas e unidades de medidas.

Em cada capitulo ha um espago chamado “Conversando sobre o texto”, onde sao feitos
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alguns questionamentos em que os alunos, geralmente precisam explicar suas respostas, o
que estimula a construcao de uma linguagem matematica significativa, além de desenvolver
a argumentacao e as atitudes criticas. Utiliza-se diferentes modos de representacao que
sao adequados, ou seja, muitos problemas sao representados de forma verbal, algébrica ou
geométrica, e essas representacoes estao bem relacionadas umas com as outras.

O livro possui um dicionério ilustrado que tem o objetivo de explicar os conceitos num
nivel adequado ao aluno. Assim durante as explicacoes aparecem ilustracdes com uma
pergunta sobre alguma definicao matematica e, entao, aconselha-se o aluno a procurar o
dicionario.

O livro possui também, uma secao chamada “Acao”, onde os alunos podem fazer
experimentos sobre o conteudo dado.

No final traz uma lista de exercicios variados. Estes sao bem elaborados e estao
adequados ao conteudo ensinado. Trabalha-se bastante situagoes do dia a dia e assuntos
de outras areas. Além disso, hé exercicios que orientam, o aluno a fazer demonstracoes
e exercicios de curiosidades, o que aumenta o interesse dos alunos. Listaremos aqui os

principais tipos de exercicios:

1) Encontrar, usando as razoes trigonométricas, a altura de postes, antenas, mastros,

montanhas, tendo como informagao o angulo de mira e a distancia até a base.

2) Exercicios de construcao de triangulos, dando-se a medida de algum dos lados e pe-
dindo para encontrar a medida dos outros lados bem como o valor das razoes trigo-

nométricas dos angulos em questao.

3) Exercicios que trabalham com porcentagem, como o exercicio sobre a inclinagao de
um telhado. E explicado que os carpinteiros usam esta linguagem: "num telhado com

inclinacao de 40

4) Medidas indiretas de larguras de rios, estradas, tendo como ponto de referencia algum

ponto na outra margem.

5) Comprimento de um cabo de ago de um teleférico que liga o chao ao alto de uma

montanha.
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6) A partir de outros poligonos encontrar os valores de seno, cosseno,e tangente de angulos

notaveis.
7) A partir da trigonometria, deduzir no triangulo retangulo algumas relagoes métricas.

8) Construgao de triangulos, para encontrar os possiveis valores de seno ,cosseno e tan-

gente de determinados angulos para a confeccao de tabelas trigonométricas.

Foi observado que o autor abordou o assunto razoes trigonométricas apés trabalhar a
semelhanca de triangulos, mas nao fez uma revisao de razao entre segmentos, segmentos

proporcionais ou Teorema de Tales.

4.2 Tudo é matematica- Dante

Este livro introduz o assunto de razoes trigonométricas falando sobre o angulo de subida

. o . . altura
em ladeiras ou rampas, calculando o indice de subida, como sendo: Subida = ————
afastamento

. Depois de fazer alguns exercicios sobre o indice de subida ele apresenta as razoes trigo-

oo altura altura
nométricas seno, cosseno e tangente como sendo tgo = ———— senod = ——
afastamento percurso

afastamento ) . L )
e cosao = —— . Depois ele apresenta essas razoes como a divisao da medida
percurso

cateto oposto

dos lados de um triangulo retangulo usando as denominagoes tga = - ,
cateto adjacente

cateto oposto cateto adjacente ) . .
senq = ——— e cosq = - . O livro possui uma secao chamada
hipotenusa hipotenusa

“Trocando idéias” onde os alunos podem conversar informalmente entre si e com o pro-

fessor sobre o contetido. Nesse momento ha uma troca de idéias, percepgoes e experiéncias.
Ao se expressar oralmente, o aluno organiza suas idéias e seus pensamentos. Ao verbalizar
conceitos e procedimentos ele promove a comunicagao matematica que auxilia na apren-
dizagem. O professor que estiver utilizando este livro como livro didatico, nesta segao,
podera aproveitar para verificar como o aluno se expressa, como ele pensa, que tipo de
dificuldades tem, etc, e agir pedagogicamente com base nesta observacgao.

H&a uma outra secao ”Vocé sabia que ...”, em que hé sempre uma informacao ou uma
curiosidade interessante para desencadear um assunto ou para mostrar uma aplicacao do

conteudo estudado.
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Além dessas secoes, ainda tém-se: Oficina de matematica, onde os alunos poderao
agir e construir seus conhecimentos. O livro também apresenta bastante desafios, onde o
professor pode considerar que nem todos os alunos resolverao a contento os desafios, mas é
importante que todos tentem, de modo persistente, resolve-los.Nessas tentativas ocorrem
muita aprendizagem, além disso estara desenvolvendo no aluno uma atitude positiva para
enfrentar problemas e situagoes novas com persisténcia, levando-o a nao desistir diante
dos primeiros obstaculos.

O livro também apresenta idéias para projetos em equipe onde juntos os alunos tem
oportunidades de criarem, planejarem, executarem, tomarem decisoes e exporem um pro-
jeto sempre trabalhando cooperativamente respeitando as caracteristicas individuais de
cada um.

Os exercicios sao colocados numa seqiiéncia de complexidade e sao apresentados de
acordo com o assunto; nao ha muitos exemplos.

Cada assunto é bem explorado, traz bastante exercicios de cada tipo e alguns desa-
fios. O livro nao possui abordagem dos aspectos histéricos neste capitulo nem exercicios
que mencionem a historia da Trigonometria.Ha bastante exercicios de demonstracao de
formulas e relagoes nos triangulos.

Listaremos aqui os principais tipos de exercicios:

1) Exercicios sobre a determinagao do indice de subida de rampas, usando o célculo de

razao entre a altura e o afastamento correspondente.

2) Exercicios em que o aluno deve examinar os indices de subida para dizer qual é mais

ou menos ingreme.
3) Através de poligonos demonstrar relagoes trigonométricas.

4) Exercicios que envolvem geometria analitica, explicando que a tangente do angulo que

uma reta faz com o eixo x nos fornece a inclinacao da reta.

5) Dado um triangulo com suas medidas dos lados, calcular o valor das razoes seno,

cosseno e tangente.
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6) Dados os valores de seno, cosseno e tangente de um angulo no triangulo retangulo

calcular as razoes do outro angulo agudo do triangulo.

7) Exercicios para descobrir a altura de prédios, altura de torre, comprimento de cabos

de aco e de rampas.

8) Exercicios de construgao de triangulos com régua e transferidor para encontrar os

valores aproximados de seno, cosseno e tangente dos angulos deste triangulo.

Foi observado que o autor introduziu o assunto razoes trigonométricas apds o estudo de
semelhanca de triangulos, nao fez uma revisao de razao entre segmentos nem de segmentos

proporcionais e apresentou o Teorema de Tales depois de semelhanca de triangulos.
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Consideracoes Finais

A intencao de fazer uma proposta de ensino de trigonometria para uma turma de 8* série
foi de poder abordar este assunto de uma forma um pouco diferente da convencional.

Primeiramente foi feito um estudo de revisao de razao e propor¢ao ( ja que é um assunto
estudado na 6* série) para que, quando se falasse em razao trigonométrica o aluno tivesse
uma melhor compreensao do seu significado, pois muitos professores somente apresentam
as formulas do seno, cosseno e tangente como se ”caissem do céu”e os alunos apenas
memorizam e aplicam em exercicios automaticos em que os alunos ”encaixam”os dados
nas férmulas e pronto!

Dessa forma nao temos uma aprendizagem pois o aluno nao empregou um significado
no que fez. A partir do momento em que o professor faz uma revisao sobre razao entre
segmentos, segmentos proporcionais, quando for falar da razao trigonométrica o aluno
entenderd que se trata de uma divisdo entre segmentos ( os lados do triangulo).

Depois disso foi apresentado o Teorema da Proporcionalidade e o Teorema de Tales,
pois assim os alunos terao uma melhor compreensao de semelhanca de triangulos, ja que
a mesma ¢ facilmente demonstrada utilizando o Teorema de Tales.

Depois de trabalhar a semelhanca de Triangulos usando-a para encontrar medidas
dos lados dos triangulos ou aplicando-a em situagoes-problema como a medicao indireta
de alturas,de lagos, de estradas, fazendo com que o aluno compreenda que dado dois
triangulos se eles possuem dois angulos congruentes entao seus lados correspondentes
serao proporcionais, isto é, a razao entre os lados correspondentes é a mesma. Se o aluno
compreender isso, quando for apresentado a ele as razoes trigonométricas seno , cosseno e
tangente, ele compreendera que em todos os triangulos retangulos com um mesmo angulo

agudo, as razoes entre os lados de um serao iguais as razoes entre os lados do outro ou
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de qualquer um ( maior ou menor), pois serdo todos semelhantes. Assim o aluno faz
interconexoes entre os contelidos como propoe os Parametros Curriculares Nacionais.

Esta seqiiéncia de contetidos foi escolhida apds a observacao de alguns livros didaticos
e pela pratica exercida pela autora durante cinco anos de magistério na rede Estadual
de ensino. Concluimos que esta seria uma boa forma de introduzir o assunto Razoes
Trigonométricas.

Quanto as atividades, acreditamos que estas possam promover situagoes enriquece-
doras de trocas entre os alunos, momentos em que o professor pode observar o aluno e
perceber quais suas dificuldades, onde o aluno pode construir por si s6 as conexoes entre
os conteudos e assim ter uma melhor compreensao do que é ensinado.

E claro que devem existir outros recursos talvez mais eficazes do que estes utilizados
aqui nesta proposta, mas a inten¢ao maior deste trabalho é mostrar que o professor é o
maior responsavel no processo ensino-aprendizagem, ja que cabe a ele a escolha coerente
dos conteudos, a forma como é abordado o contetdo e por isso ele deve procurar meios
eficientes de fazer com que a maior parte de seus alunos compreendam o que esta sendo
ensinado.

Dessa forma, o professor esta deixando de ser aquele repassador de conceitos e sim
um mediador de conhecimentos e para isso deve constantemente repensar a sua pratica
docente.

“Como professor nao me é possivel ajudar o educando a superar sua ignorancia se nao
supero permanentemente a minha. Nao posso ensinar o que nao sei. Mas, este, repito,
nao € saber de que apenas devo falar e falar com palavras que o vento leva. E saber, pelo
contrario, que devo viver concretamente com os educandos.” ( Paulo Freire, Pedagogia da
Autonomia, pg 95).

O ideal seria comprovar, com dados estatisticos, o éxito desta proposta, mas isto nao
foi possivel no momento. Porém, como exercerei esta profissao, terei oportunidades para

aplica-la.

93



Referéncias Bibliograficas

[10]

BERENICE, L.; ENRICONI, M. H. S.; SEIBERT, T. E. A trigonometria por meio

da construgao de conceitos. Sao Leopoldo. Unisinos. 2001.
BIGODE, A. J. L. Matemadtica hoje é feita assim. Sao Paulo. Editora FTD. 2002.

BOYER, C. B. Historia da Matemadtica. Sao Paulo. Editora Edgard Bliicher LTDA.
1974.

CARMO, M. P.; MORGADO, A. C.; WAGNER, E. Trigonometria e nimeros com-

plexos. Rio de Janeiro. Sociedade Brasileira de Matematica. 2001.

CASTRO, A. D.; CARVALHO, A. M. P. Ensinar a Ensinar: Diddtica para a FEscola
Fundamentla e Média. Pioneira. 1989.

CAVALCANTE, L. G.; SOSSO, J.; VIEIRA, F.; ZEQUI, C. Mais Matemdtica na

medida certa. 8 série. Sao Paulo. Editora Saraiva. 2001.
DANTE, L. R. Tudo é Matemdtica. 6* série. Sao Paulo. Editora Atica. 2004.
DANTE, L. R. Tudo é Matemdtica. 8* série. Sao Paulo. Editora Atica. 2004.

DOLCE, O.; POMPEO, J. N. Fundamentos de matemdtica elementar: geometria
plana. Sao Paulo. Editora Atual. 2001.

DORIA, C. M.; BATISTA, E.; CARVALHO, N. B. Tépicos especiais em Matemdtica
II: Geometria e trigonometria. Florianépolis. Laboratério de Ensino a Distancia.

Universidade Federal de Santa Catarina. 2001.

94



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

FREIRE, P. Pedagogia da Autonomia: Saberes necessdrios a Prdtica Educativa. Sao

Paulo. Editora Paz e Terra. 1996.

GIOVANNI, J. R.; GIOVANNI Jr., J. r. Matemdtica pensar e descobrir. 8 série. Sao
Paulo. Editora FTD. 2002.

GUELLI, O.. Matemdtica uma aventura do pensamento. 8* série. Sao Paulo. Editora

Atica. 1997.

JAKUBO, J.; BELLIS. M. Matemdtica na medida certa. 8* série. Sao Paulo. Editora
Scipione. 1998.

IMENES, L. M.; JAKUBO, J.; BELLIS, M. Pra que serve Matemdtica? /ingulos.
Sao Paulo. Editora Atual. 1992.

IMENES, L. M.; JAKUBO, J.; BELLIS, M. Pra que serve Matemdtica? Semelhanca.
Sao Paulo. Editora Atual. 1992.

IMENES, L. M.; LELLIS, M. Matemdtica. 8* série. Sao Paulo. Editora Scipione.
1998.

KENNEDY, E. S. Tépicos de historia da Matemdtica para uso em sala de aula. Sao
Paulo. Editora Atual. 1994.

MACHADO, N. J. Vivenciando a Matemdtica: semelhanca nao é mera coincidéncia.

Sao Paulo. Editora Scipione. 1989.

MORI, I.; ONAGA, D. S. Matemdtica idéias e desafios. 8 série. Sao Paulo. Editora
Saraiva. 1998.

NETO, E. R. A descoberta da matemdtica: saida pelo triangulo. Sao Paulo. Editora
Atica. 1989.

NETTO, S. P.; SOARES, E. Matemdtica em atividades. 8 série. Sao Paulo. Editora
Scipione. 2004.

PIRES, C. C.; CURI, E.; PIETROPAOLO, R. Educa¢ao matemdtica. 8 série. Sao
Paulo. Editora Atica. 2002,

95



Parametros Curriculares Nacionais. Terceiro e Quarto ciclos do Ensino Fundamental.

Brasilia. MEC - SEF. 1998.

Proposta Curricular de Santa Catarina: Educagao Infantil. Ensino Fundamental e

Médio. 1998.
SPINELLI, W.; SOUZA, M. H. Matemdtica. 6* série. Sao Paulo. Editora Atica. 2001.

SPINELLI, W.; SOUZA, M. H. Matemdtica. 8 série. Sao Paulo. Editora Atica. 2001.

96



Anexos

97



Anexo 1



PROPOSTA CURRICULAR (Mazemadtica) 105

MATEMATICA

O objetivo da Secretaria de Estado da Educagao e do Desporto, de Santa Catarina, a0 desencadear o
processo de elaboragio e implementagdo da Proposta Curricular/91 era de propiciar aos educadores um
espago de discussdo e produgio coletiva visando a transformacdo da prética pedagégica.

A avaliagiio deste processo, pautada nos dados do Sistema Estadual de Registro e Informacao Escolar
(SERIE), na cxecugio do Programa de Capacitagao da SED e na elaboragio do Plano Politico-Pedagégico das
unidades escolares, indica que uma parcela significativa dos professores que awam com Matemitica nédo
conseguiu viabilizar, na escola, a transformagdo esperada da prética pedagégica tradicional em Educagdo
Matemitica. O que aconteceu nesta caminhada que ndo possibilitou a transformagdo nos niveis almejados?

Dentre os fatores que impediram a transformacéo pode-se elencar:

e afalta de leitura ou desconhecimento do documento da Proposta Curricular/91;

e dentre os que leram o documento, Muitos nao conseguiram se apropriar do conteiido da Broposta;

e realizagio de cursos de capacitago para a operacionalizagéo da Proposta Curricular, que nem
sempre contemplavam as idéias presentes no documento;

e descontinuidade do plano que previa a produgéo de subsidios pedagégicos para implementagéo da
Proposta Curricular em sala de aula;

e uma parcela significativa das agéncias formadoras de professores ndo trabalhou a Proposta
Curricular nos cursos de Magistério e Licenciatura;

e falta de conhecimento do professor decorrente de um processo precério de sua formag@o inicial;

s falta de condigdes objetivas de trabalho (salrio defasado, disponibilidade de tempo para se
atualizar, excesso de horas/aula, excessivo nimero de alunos em sala de aula...);

o falta de leitura sobre os diversos temas relacionados a sua disciplina e a educacéo;

e acomodagio gerada pelo fato de o professor utilizar um finico livro didético como instrumento de
organizagdo de seu trabalho;

e rotatividade de professores, que acontece durante cada ano letivo.

Diante deste quadro, algumas a¢des se fazem necessarias. Neste sentido, o Plano de Agdo da SED
95.98 estabelece como uma das agdes prioritdrias a revisdo e aprofundamento da Proposta Curricular/91,
com o objetivo de proporcionar aos professores as condigdes tedrico-metodolégicas para a implementagdo da
Proposta nas escolas estaduais.

O processo de revisdo estd sob a coordenagdo do Grupo Multidisciplinar composto por educadores
da Rede Piblica Estadual de Ensino. Especificamente no que se refere 3 Educagdo Matemitica, hd que se
considerar alguns aspectos relevantes para a execugao da revisio,

Ao refletirmos sobre os 8 (oito) anos (1988/1996) do processo de implementacdo da Proposta
Curricular, constata-se que a situagio do ensino de Matematica nas escolas piblicas de Santa Catarina pouco
se alterou. Os contetidos matematicos ainda sdo enfatizados numa abordagem internalista, isto é, trabalha-se
a Matemitica desconsiderando tanto os aspectos politicos, econdmicos e sociais, quanto os conceituais.

A Matemiética ainda é vista somente como uma ciéncia exata — pronia ¢ acabada, cujo ensino e
aprendizagem se d4 pela memorizagéo ou por repetigio mecénica de exercicios de fixacdo, privilegiando o
uso de regras e "macetes”.

Subjaoenmaesmprﬁﬁca,pateb&semnaeoncepciodeensimdemt:m&caque privilegia o cardter
utilitirio deste conhecimento, ou seja, a Matemitica é entendida apenas como ferramenta para a resolugo de
problemas ou como necesséria pmaassegmaracmﬁnuidadeﬁmardopmoe&sodeescclaﬁzagﬁo. n#o contemplando
a multiplicidade de fatores necessdrios a0 desenvolvimento de uma efetiva Educaciio Matemstica.

A Secretaria de Estado da Educagio e do Desporto, em contraposigéo a esta concepgao tradicional, vem
tentando produzir, com os professores de Matemitica da Rede Piblica Estadual de Ensino, uma Proposia
Curricular que pretende romper com a prética pedagégica vigente. Apés discussdes e reivindicagdes de uma
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106 PROPOSTA CURRICULAR (Matemdtica)

parcela dos educadores, somadas as pressdes desencadeadas pelo movimento neoliberal e pela iniciativa do
Ministério da Educagao/MEC, com a elaboragdo dos Pardmetros Curriculares Nacionais, decidiu-se retomar o
debate em torno da Proposta Curricular de Matemitica para o Estado de Santa Catarina. >

Neste contexto ponderou-se, de um lado, pela reafirmagdo dos pressupostos bésicos da Proposta
Curricular/91, ¢ de outro, por um trabalho de ampliagéo, aprofundamento, explicitagdo e operacionalizagdo
da mesma.

Por conceber a educagio e a sociedade em incessante movimento, 2 equipe de Matematica do Grupo
Multidisciplinar entende que uma proposta também deve apresentar este cardter dindmico e processual. Isto
significa dizer que ela ndo serd definitiva, estando sempre aberta a novas contribuigdes e reformulagdes
oriundas do coletivo de professores.

Embora j4 existam alguns grupos regionais de estudo, em Matemitica, é necesséria a continuidade
e a ampliagdo do trabalho para que néo ocomra a imposigdo de propostas, mas sim que se desencadeic O
processo de produgio coletiva de subsidios curriculares.

Além disso, é necessério que os integrantes dos referidos grupos participem de encontros de
diferentes graus de abrangéncia, com o objetivo de trocar experiéncias e produzir subsidios para que ocorra 2
socializagdo do conhecimento matemdtico entre todos 0s profissionais da Educago. Para dinamizar esses
processos a SED/CREs/Grupo Multidisciplinar estao estudando as possibilidades de viabilizar as condigdes
objetivas necessrias & concretizagao dessa id€ia, via Programa de Capacitagdo continuada. Isso significa a
constante retomada dos pressupostos da concepgdo histérico-critica do ensino de Matemdtica na qual se
fundamenta a Proposta Curricular/91. :

Neste sentido, reporte-se ao texto da referida Proposta: ... na verdade, hd que se transformar o
ensino de Matemdtica em Educagio Matemdtica.... Educagdo Matemética entendida como uma postura
politico-ideolégica de quem se propde a ensinar Matemética, o que implica na compreensdo de que todos
t8m o direito de se apropriar do conhecimento matematico sistematizado e de que é dever da Escola a sua
socializag3o. Para educar matematicamente os sujeitos, & necessério buscar elementos tedricos e conceituais
nos diversos campos da Ciéncia, entre eles Histéria, Psicologia, Sociologia, Filosofia e Antropologia, que
subsidiaréo o trabalho pedagégico. :

O educador matemético € o sujeito que tem consciéncia de que:

Néo sdo os conteiidos em si e por si o que importa, mas os conteiidos enquanto veiculos de grandes
realizagies humanas... os contetidos enquanto veiculos de produgdo de bens culturais (materiais e
espirituais) de esperangas e utopias sim... mas também os contelidos enquanto veiculos de produgdo
de dominacdo, da desigualdade, da ignordncia, da miséria e da destrui¢do... da natureza, de
homens, de idéias e de crengas. (MIGUEL, apud ABREU, 1994: 70).

Nesta concepgio, a Matemética, sob uma viso histérico-critica, ndo pode ser concebida como um
saber pronto e acabado, ou um conjunto de técnicas e algoritmos, tal como concebe o ensino tradicional e
tecnicista. Pelo contrdrio, a Matemética deve ser entendida como um conhecimento vivo, dindmico,
produzido historicamente nas diferentes sociedades, sistematizado e organizado com linguagem simbdlica
prépria em algumas culturas, atendendo as necessidades concretas da humanidade.

Sobre isso, FIORENTINI (1995:32), contribui dizendo:

Assim como acontece com todo conhecimento a Matemdtica é também um saber historicamente em
construgdo que vem sendo produzido nas e pelas relagdes sociais e, como tal, tem seu pensamento €
sua linguagem. Ocorre entretanto, que essa linguagem com o passar dos anos foi se tornando
formal, precisa e rigorosa, distanciando-se daqueles conteiidos dos quais se originou, ocultando,
assim, os processos que levaram a Matemdtica a tal nivel de abstracdo e formalizacao.

Neste contexto, a alfabetizagio, compreendida como apropriagdo das diferentes linguagens, contempla
em sentido amplo a Alfabetizacdo Matemdtica, gue consiste em ter desenvolvidas capacidades cognitivas
proprias que permitem ao sujeito histérico a leitura e a produgdo de significados, a resolugdo de problemas de
seu cotidiano, a leitura contextualizada de sua realidade social e a apropriagdo de novos conhecimentos,
contribuindo para a realizacdo do desejo humano de transcendéncia. (ABREU, 1997, mimeo).
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Diante disso, iniciar o ensino de um conceito matemdtico a partir de sua elaborag@io mais atual, isto
¢, pelas definicdes formais, sem levar em consideragiio o processo de formagao do pensamento matemdtico,
significa dificultar para o aluno o acesso a esse saber. Sendo a Matemdtica uma forma especial de
pensamento e de linguagem, a apropriagdo deste conhecimento pelo aluno se dd por um trabalho gradativo,
interativo e reflexivo. Na formagio desse pensamento € dessa linguagem o professor tem a funcéio
fundamental de ser o mediador entre o conhecimento historicamente produzido ¢ sistematizado e aquele
adquirido pelo aluno em situagbes que ndo envolvam a atividade na Escola. O conhecimento socialmente
relevante para o aluno é aquele que € capaz de desenvolver suas capacidades cognitivas, que permite
produzir significados, estabelecer relagdes, justificar, analisar ¢ criar. Estes so requisitos bdsicos para a
formagdo da cidadania no sentido de que possibilitam a0 Homem: ler, compreender ¢ transformar a realidade
em sua dimensdo fisica ¢ social.

A funcgo do professor, enquanto mediador no processo ensino-aprendizagem, comprometido com 2
construgio da cidadania do aluno, consiste em criar, em sala de aula, situacdes que ‘permitam estabelecer
uma postura critica e reflexiva perante o conhecimento historicamente situado dentro e fora da Matemitica.
Isto se d4 num processo de produgio de significados, de trabalhos interativo e de pesquisa. Um outro fator
jmportante para que esia cONcepgao de Matemitica seja viabilizada em sala de aula é a necessidade de o
professor s¢ apropriar das teorias de aprendizagem, ¢ fundamentalmente aquela teoria que entende a
aprendizagem como um processo de interacao de sujeitos histéricos.

Segundo VYGOTSKY (1989) a interagao social & o fator determinante para o sujeito passar do nivel
de pensamento de pseudoconceito, para a elaboragdo de conceitos. No contexto escolar, interagindo com 08
"mais capazes”, os alunos inferem as estruturas dos conceitos € os significados dos mesmos. Este € o espago
privilegiado para que se faga a aproximagfio dos conceitos espontineos — entendidos como 0s conceitos
derivados das agdes empiricas, da prética cotidiana em situacbes ndo escolares — com 08 conceitos
cientificos, que s3o sistematizados em situagdes de aprendizagem no processo educativo.

Assim, de acordo com FIORENTINI, o professor

procurard tomar como ponto de partida a prética do aluno, suas experiéncias acumuladas; sua forma de
raciocinar, conceber ¢ resolver determinados problemas. A esse saber popular e empirico trazido pelo
aluno — continuidade — o professor contrapde outras formas de saber e compreender — ruptura — 0§
conhecimentos matemdticos produzidos historicamente (1994: 68).

Para que o professor exerca efetivamente, em sala de auia,afmm&odcnndi&dﬂremrcosabermazemﬁﬂco
informal ou pritico que o aluno tem e aguele historicamente produzido e sistematizado ¢ impreseindivel que:

e se atualize permanentemente procurando, junto com seus colegas, conhecer e estudar as pesquisas que
vém sendo produzidas em Educagio Matemitica ¢ as metodologias que vém se firmando neste campo como, por
exemplo, a Emomatemdtica, a Modelagem Matemética, a Resoluggo de Problemas, Projetos ¢ Teoria dos Jogos,
sendo que alguns autores € TeSpectivos trabalhos estiio relacionados na bibliografia em anexo;

e tenha uma atitude reflexiva sobre seu trabalho ¢ sua fungéo séeio-politica;

e realize inovages em sala de aula e as divulgue e discuta com outros colegas.

Apresentamos a seguir os conteidos matemdticos, organizados em quatro campos do conhecimento:
Campos Numéricos, Campos Algébricos, Campos Geométricos ¢ Estatistica e Probabilidades. Estes temas
tBm como proposta metodolégica a abordagem articulada, sempre que possivel, sem considerar a linearidade,
utilizada apenas para efeito de organizagao.

N leitura e no estudo dos quadros devem ser observados aspectos muito importantes:

A passagem gradativa da cor branca para & cor preta, em cada conteiido, corresponde a uma também
gradativa passagem de um tratamento assistemético para sistemético. Tratar assistematicamente um conteiido
significa abordé-lo enquanto nogéio ou significa¢do social, sem preocupagdo em defini-lo simbolica ou
formalmente. Por exemplo, pode-se explorar informalmente o raciocinio combinatério nas séries iniciais,

sem que, para isso, seja definido o que & Combinagio ou Permutagéo. Tratar sistematicamente um contetido
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matemdtico significa dizer que ele serd trabalhado conceitualmente, utilizando-se na medida do possivel, a
linguagem matemética simbélica tal como foi historicamente convencionada e organizada. A gradacfio da
passagem deve ser feita a critério do professor e de acordo com as peculiaridades dos alunos com os quais

estd trabalhando.

Por outro lado, embora esta proposta esteja sugerindo a sistemnatizagdo dos conceitos a partir de uma
determinada série, isto ndo impede que ela possa ocorrer antes, sobretudo quando se fizer necesséria e existirem as
condigdes favordveis para isso. Também convém lembrar que 2 utilizag8o de determinado contelido néo se esgota
nas séries onde ¢ sistematizado, mas que a partir daf possa ser utilizado regularmente na solugéo de problemas.

ENSINO FUNDAMENTAL

ENSINO M

EDIO

CAMPOS NUMERICOS

PRE

2[

3&

4&

sn

6‘

7!

88

i as

3!

1. NUMEROS NATURAIS
e Produgio histdrico-cultural
e Conceito
s Sistema de numeracio decimal
s Operagdes
2. NUMEROS RACIONAIS
o Produc@o histérico-cultural
e Conceito
e Operagdes
2.1. Niimeros decimais
e Proporcionalidade ¢ Matemética
Comercial/Financeira
(Razao/Proporgio)
Porcentagem
Sisterna Monetdrio
Cambio
. NUMEROS INTEIROS
Produgao histérico-cultural
Conceito

OEemc;ées
s IRRACIONAIS E REAIS

Produgo histérico-cultural
Conceito
Operagies

. NUMEROS COMPLEXOS
Produggo histérico-cultural
Conceitos
Operagdes

6. ANALISE COMBINATORIA

® o a Lhe & & 8 8 B LIO 8 B

algébricas (cdleulo algébrico, produtos

notdveis e fatoragio)

e Expressoes polinomiais de uma ou

mais varidveis

2. RELACOES E FUNCOES

3, EQUACOES E INEQUACOES

4. MATRIZES E SISTEMAS
LINEARES

ENSINO FUNDAMENTAL ENSINO MEDIO
CAMPOS ALGEBRICOS PRE [1° 28 3* o 5 6 7 g* G 98 3°
I. ALGEBRA
e Produgio histérico-cultural
e Segiigncias
e Conceitos
° des com expressbes
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ENSINO FUNDAMENTAL ENSINO MEDIO
CAMPOS GEOMETRICOS U L L N 7 N | T 0 N o
1. GEOMETRIA

o Produgiio histérico-cultural

¢ Exploragio do espago tridimen-
sional T
e FElementos de Desenho Geo-
métrico

e Estudo das Representagoes Geo-
métricas no Plano

s QGeometria Analitica

2. SISTEMAS DE MEDIDAS

o Producio histérico-cultural

« Conceitos ¢ Medidas de:
Comprimento, superficie,

Volume, capacidade, fngulo,
Tempo, massa, peso, velocidade

€ temperatura

TRIGONOMETRIA

Produgéo histérico-cultural
Relagbes trigonométricas no
Tridngulo retangulo

Fungdes trigonométricas

. W

L 3

ESTATISTICA E ENSINO FUNDAMENTAL ENSINQ MEDIOQ
PROBABILIDADES PRE |1* 2 3" 4t - 6 7 e 5 % 3*
. ESTATISTICA
Produgiio histdrico-cultural
Nogoes Bésicas
LEITURA, INTERPRETACAO
E CONSTRUCAO DE TABE-
LAS E GRAFICOS
3. PROBABILIDADES
4. PARAMETROS ESTATISTI-
COS (média, mediana, moda e
desvio padrio)

M=o &

ABORDAGEM DOS CONTEUDOS: ALGUMAS ORIENTACOES PEDAGOGICAS BASICAS.

A concepgdo do conhecimento como uma produgfo histérico-cultural é um posicionamento a ser
adotado na agfio pedagdgica da escola formal desde a Educagdo Infantil até a Educagao de Jovens e Adultos.

E fundamental, na abordagem dos contetidos, que se conhega a natureza e os significados sécio-
culturais e cientificos das idéias matemiticas. Este conhecimento permite ao professor vislumbrar a fungdo
social de cada contetido matemitico, o que é essencial para pensar e produzir a agdo pedagégica em sala de
aula.

Desta forma, no estudo do Campo Numérico, tradicionalmente entendido por Aritmética, o
significado privilegiado pela escola é o de niimero enquanto quantidade. Entretanto, quando 2 crianca chega
a sala de aula j& possui uma significagdo de nimero que normalmente € diferente da escolar. Ela apresenta
significados de ordem sécio-cultural tais como: mimeros de telefone, da casa, de sua idade, de placas de
carro, de sinalizagio de transito, entre outros. O professor deve explorar estes e outros significados e
gradativamente fazer ponte com outras significagdes numéricas historicamente produzidas.

Outro aspecto importante diz respeito 2 pratica social envolvendo os Nimeros Naturais.
Socialmente, as operagdes fundamentais sdo realizadas de diversos modos: célculo oral, escrito, utilizando
méquinas calculadoras e outros instrumentos. Estas préticas devem ser exploradas pelo professor em sala de
aula. No céleulo oral pode-se explorar o cleulo estimativo, aproximado e outras estratégias diferentes do
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algoritmo escolar. Por sua vez, o algoritmo escrito pode ser sistematizado a partir do calculo oral ou de
outras formas que permitam ao aluno compreender o processo de sua prépria elaborag@io & também aquele
produzido ao longo da histéria pelos diferentes grupos sociais. A calculadora como um instrumento
tecnolégico utilizado socialmente, deve ser explorada didaticamente em sala de aula com vistas a: a)
apropriacdo dos recursos tecnolégicos deste tempo, fundamental para a formagio do cidadio desta
sociedade; b) compreensao do processo realizado pela calculadora e; ) compreensio-das vérias formas de
céleculo.

Este trabalho deve se dar estreitamente articulado a0 estudo 16gico-histérico dos sistemas de numeracio,
focalizando sobretudo o sistema decimal, bem como & exploragéio dos conceitos, e seus respectivos significados
sécio-culturais e cientificos, de adigdo, subtragfio, multiplicagdo, divisdo, potenciacdo, radiciacio ¢ da
logaritmagZo.

O estudo dos Nimeros Racionais comega com as fragbes nas séries iniciais do Ensino Fundamental,
cujo significado e conceito pode ser explorado a partir da relagdo parte/todo, da nocio de divisdo e de
atividades com medigfo, tal como ocorreu historicamente. Nas séries seguintes o conceito é ampliado para
Ntmero Racional, envolvendo a nogdo de razio entre dois inteiros ¢ podendo também ser explorada a noggo
de proporcionalidade, porcentagem e probabilidade.

Assim como ocorre com os Nimeros Naturais, quando a crianga inicia o estudo das fragdes j4 tem
algumas nogdes, resultado das interagdes cotidianas, tais como: metade, metade da metade (um quarto), e
sobretudo de nimeros decimais (Sistema Monetéario). O professor deve identificar estas nogdes €, caso os
alunds ndo as tenham, cabe-lhe organizar atividades para que estes se apropriem das mesmas. Isto deve ser
explorado pedagogicamente pelo professor e comparado com a construgdo de conceitos mais elaborados
cientificamente.

E importante também explorar as diversas formas de representacdio dos Niimeros Fracioni-
rios — geométrica, concreta e simbélica — envolvendo grandezas discretas e contfnuas em sua dimensdo
linear, plana e espacial.

O conceito de Fungdo, com a exploragdo da nogdo de varidvel, contribui significativamente para o
desenvolvimento do pensamento e da linguagem algébrica. O estudo das equagdes pode ocorrer em relagdo
com o das Funcdes (Zéros da Fungdo). O que ainda pode se considerar é que o conceito de Fungiio estd
presente em quase todos os contetidos mateméticos como Geometria, Trigonometria, Matemética Comercial
e Financeira, Estatistica ¢ também estd na base de outras ciéncias como a Quimica, Fisica, Geografia e nas
Artes.

A exploragdo do conceito de Fungéio, quando trabalhado a partir de tabelas, com valores variando um
em funcdo dos outros (relagdo entre grandezas), pode conduzir automaticamente para o estudo de um outro
conceito fundamental — o conceito de Proporcionalidade. Este conceito é fundamental na formagio do
pensamento matematico ¢ pode ser trabalhado desde as séries iniciais. Também é importante pela sua ampla
aplicacio social na interpretagdo de tabelas estatisticas, de gréficos, de mapas, de ampliagio e redugio de
figuras, de plantas de construcdo, de receitas (médicas, culinirias...) e de outras misturas.

O pensamento proporcional deve ser desenvolvido a partir de situagdes problemas desafiadoras, sem
formalizd-lo, num primeiro momento, através de regras e de nomenclaturas como: antecedentes,
conseqiientes, quarta proporcional, meios e extremos.

Quanto ao estudo’ dos Niimeros Inteiros Relativos, inicia-se explorando os significados social e
etimolégico de ndmero negativo e da palavra "negativo". A nogdo de zero relativo (como ponto de
refer@nceia) em contraposicio a nogéo de zero absoluto (o qual nio admite outro valor inferior) fundamenta o
conceito de Niimero Inteiro Relativo.

O professor criard situagdes que possibilitem ao aluno perceber as limitagdes dos Niimeros Naturais
e a necessidade de ampliag3o dos conjuntos numéricos. E recomenddvel que se dé énfase a génese do
conceito de Niimero Inteiro Relativo, como o Homem se apropria dele & como ocorreu o processo histérico
de sua sistematizagdo. O estudo destes nimeros exige que o aluno articule todos os aspectos (histérico,
contextual...) que envolvem seu conceito,

Atencéio especial também deve ser dada para a especificidade e caracteristicas de cada uma das
operagbes. Isto significa a superagdo da prética vigente em que o ensino destas operagdes s resume 2
memorizagio de regras e sinais.
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No estudo dos Nimeros Trracionais, sugere-s¢ como situagdes de andlise: o problema vivido pelos
pitagéricos no célculo da medida da hipotenusa de um tridngulo reténgulo isésceles; o problema de Hipasus
ao tracar as diagonais de um pentigono regular; 2 relagéo entre © comprimento ¢ o didmetro da
circunferéncia. Estas situagbes de anlise possibilitam a compreensdo de que existe uma Tuptura da
concepgdo de mimero como quantidade discreta para uma concepgio de nimero cOmo quantidade continua.

Os Ntmeros Reais devem ser entendidos como uma ampliagdo do Campo Numérico dos Racionais
que contribui para resolver matematicamente situagdes-problema de natureza diversa. No estudo das
operagdes com os Nimeros Reais ¢ fundamental considera-las nas especificidades dos subconjuntos (N,Z,Q).
Por exemplo, a adigéo de dois Niimeros Naturais envolve um raciocinio operatério préprio resultando um
Niimero Natural que também ¢ um Ndimero Real. J4 a adigdo de um Niimero Natural com um Nimero
Trracional envolve um outro raciocinio operatério. Esta expressdo aditiva tem dois significados: 0 resultado
da operagiio e uma representagio de um Nimero Real. Entende-se gue no estudo destas operagdes, € preciso
ter presente as similaridades com as operagoes de polindmios, e estabelecer a relag@o entre estes contetdos.

No estudo das equagdes de 2° grau, cuja solugdo ndo seja um Némero Real, surge a necessidade de
ampliagéo do Campo Numérico dos Reais, momento em que © aluno pode ter uma primeira nogdo de
Nidmeros Complexos.

A Analise Combinatdria é um conteddo a ser estudado desde a Educagdo Infantil - Pré-Escolar, com
atividades de agrupamentos e combinagdes que podem ser representadas por meio de desenhos e colagens.

O desenvolvimento do pensamento algébrico e de sua linguagem exige atividades ricas em
significados que permitam a0 aluno pensar genericamente, perceber regularidades ¢ explicitar estas
rf:gularidades matematicamente, pensar analiticamente ¢ estabelecer relagdes entre grandezas varidveis. A
Algebra, portanto contribui com uma forma especial de pensamento € de leitura da realidade. Segundo
FIORENTINI et alii (1993), o pensamento algébrico pode se desenvolver gradativamente a partir das séries
iniciais, antes mesmo de uma linguagem simb6lica. Isto acontece quando 0 aluno:

o estabelece relagbes/comparacdes entre expressoes numéricas;
percebe e tenta expressar as estruturas aritméticas de uma situag@o-problema;
produz mais de um modelo aritmético para uma mesma situagdo problema;
ou, reciprocamente, produz Vrios significados para uma mesma expressio numérica;
interpreta uma igualdade como equivaléncia entre duas grandezas ou entre duas expressdes

numeéricas;

o transforma uma expressdo aritmética em outra mais simples;

e desenvolve algum tipo de processo de generalizac@o;

e percebe e tenta expressar regularidades ou invariancas;

o desenvolve/cria uma linguagem mais concisa ou sincopada a0 expressar-s& matematicamente; etc.

A introdugéio da linguagem simbdlica dar-se-4 gradativamente no Ensino Fundamental, sendo ela um
instrumento facilitador na simplificagdo de célculos, possibilitando as operagdes com varidveis. No processo
de apropriagéio da linguagem algébrica o registro grifico exerce um papel fundamental. Daf a necessidade de
utilizagdo das diversas formas de representacdo — diagramas, tabelas, graficos e expressoes mateméticas .

Portanto, o ensino de Algebra ndo se reduz a0 transformismo algébrico, tradicionalmente entendido
como cilculo algébrico. Trabalha-se Algebra também quando se estudam Equagdes e Inequacdes, Relages €
Fungdes; exploram-se 08 vérios significados das letras (como valores numéricos, como incognitas, cOmMO
varidveis ¢ como simbolos abstratos); awibuem-se significados geométricos, fisicos ou sociais &s expressoes
algébricas; obtém-se modelos mateméticos representativos de situagdes problemas da realidade e exploram-
se geometricamente 05 Processos do transformismo algébrico (operagdes com polindmios e fatorag@o).

Um trabalho critico com a Algebra minimiza o desenvolvimento de habilidades técnicas de
manipulagdo de expressbes algébricas (como por exemplo Equagdes Algébricas Biquadradas, Irracionais
Fraciondrias) ¢ maximiza o desenvolvimento do pensamento algébrico.

No que diz respeito ao ensino dos Campos Geométricos € preciso primeiro refletir sobre as possiveis
caracteristicas ¢ habilidades que constituem O pensamento geomEtrico. Algumas destas caracteristicas ©
habilidades socialmente relevantes, que podem contribuir para a formagio do pensamento do aluno, sdo:

o estudo ou exploragio do espago fisico e das formas;

e orientagdo, visualizacio e representagao do espago fisico;
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visualizagio e representaciio das formas geométricas;
denominagéo e reconhecimento das formas, segundo suas caracteristicas;
classificacdo de objetos segundo suas formas;

estudo das propriedades das figuras e das relacdes entre elas;

construcdo de figuras ou modelos geométricos;

® medigdo do espago geométrico uni, bi e tridimensional (conceito e cilculo de perfmetro, de drea,
de volume e capacidade);

® construgdo e justificagdo de relagdes e praposi¢des tendo como base o raciocinio hipotético
dedutivo,

Desta forma o -ensino critico dos Campos Geométricos deve dar conta do desenvolvimento das
habilidades anteriormente especificadas, a partir da Educagfo Infantil — Pré-Escola — e das séries iniciais do
Ensino Fundamental onde esse trabalho tem uma abordagem mais experimental e exploratéria do espago e
das formas presentes no cotidiano do aluno. Gradativamente, passa a ter uma abordagem mais sistemitica,
momento em que se intensifica o uso do raciocinio hipotético-dedutivo.

Convém salientar que o estudo dos Campos Geométricos nio se restringe as formas e ao Sistema de
Medidas. E importante explorar também a nogo de dngulo, envolvendo movimento giratério, inclinagdes e
diferenga de orientagdes no espago fisico, representagio no papel, a partir da qual ocorre um estudo mais
sistemdtico do conceito euclidiano de angulo. O trabalho sistemético com dngulo e com a semelhanca de
tridngulo pode conduzir ao estudo da Trigonometria.

Feita esta explicitaciio da relagfio contetido-forma em Matemética é importante ressaltar gue a
organizacio dos temas aqui apresentados ndo obedece obrigatoriamente a uma seqiiéncia a ser
adotada na prética pedagégica; é apenas uma forma de apresentaciio dos contefidos. Assim, o estudo
de um determinado tema deve acontecer de forma contextualizada, tanto no aspecto sdcio-histérico de
producsio do conhecimento, quanto nas relacies com os demais contetidos da Matemaética, bem como
com as outras dreas do conhecimento.

Uma questdo que ndo se pode deixar de mencionar neste documento diz respeito 4 informatizagdo
cada vez maior dos servigos oferecidos i populacdo. Nisso se inclui a chegada do computador e outros
equipamentos tecnoldgicos nas escolas piiblicas. Os conteridos mateméticos podem ser também trabalhados
utilizando-se estes recursos — que sdo uma realidade do nosso tempo — na formacdo de sujeitos
historicamente situados e capazes de se apropriarem ¢ de dominarem os instrumentos trazidos pelo
desenvolyimento tecnolégico.

E imprescindivel ao professor a compreensio de que a utilizacdo dos recursos tecnolégicos é
irreversivel, o que ndo significa, neste momento histérico, que a méquina o substituird na sua fungio de
mediador. O acesso & tecnologia estd se tornando cada vez mais comum e, portanto, € necesséria ao sujeito a
apropriagdo do conhecimento que a informatizagio disponibiliza, Além disso, a utilizacdo do computador
pode contribuir para a produggio de novos saberes,

O objetivo desta Proposta é apresentar A sociedade catarinense as orientacOes pedagdgicas basicas
para a Educagdo Matemética em Educagdo Infantil, Ensino Fundamental, Ensino Médio ¢ Educaciio de
Jovens e Adultos. Por serem ainda gerais essas orientagbes, este documento ndo pode ser considerado
conclusivo ou definitivo e nem se restringe apenas a uma parcela dos professores de Matemdtica. Ele, na
verdade, representa mais um passo em diregio & producio de uma "Proposta Curricular Catarinense para o
Ensino da Matemdtica".

Esse processo, portanto, deve ter continuidade e pressupde uma histéria que se espera nio tenha fim.
Nesse sentido, este documento serve de subsidio e guia orientador para que os professores de Matemdtica
produzam atividades e subsidios diddtico-pedagdgicos para uso em sala de aula. Entretanto, para que a
Proposta Curricular possa ser construida coletivamente, & fundamental, como Jjé foi afirmado no inicio, que
0s professores se organizem em grupos regionais. A Secretaria de Educagdo dard apoio a esses grupos e,
sobretudo, promoveré encontros para troca de experiéncias e socializagdo dos subsidios produzidos, os quais
pretende publicar,
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Ao finalizar este documento, convém salientar, uma vez mais, que o mesmo foi produzido pelo
Grupo Multidisciplinar de Educagdo Matemdtica de Santa Catarina com as contribuigoes dos professores da
Rede Priblica Estadual, em particular nos cursos de capacitagio promovidos pela Secretaria de Estado da
Educacio e do Desporto.

Além das contribuigdes incorporadas ao texto, sdo elencadas a seguir sugestGes para a
implementagio da Proposta Curricular, encaminhadas pelos professores:

e No Projeto Politico-Pedagégico da Escola, incluir o trabalho do professor de Matemdtica, com o

objetivo de ter aliados 4 consecug¢do do seu trabalho;

e solicitar s agéncias formadoras o trabalho sisteritico com a Proposta Curticular (Instituigdes de
Ensino Superior e cursos de Magistério da Rede Piblica e Privada), com acompanhamento das
Coordenadorias Regionais de Educagio;

e organizar o horério dos docentes na Unidade Escolar de tal forma que seja respeitado (por regido)
um dia por disciplina, para grupos de estudo;

e formar grupos de estudo com o objetivo de trocar experiéncias, estudar o histérico de contetidos
especificos e elaborar subsidios metodoldgicos;

e atualizar-se na bibliografia referente a4 Proposta Curricular, observando, na Escola, as obras
enviadas pela Secretaria;

e utilizar parte do orcamento descentralizado, de cada Escola, para atualizar o acervo da Biblioteca;

® socializar a Proposta com as Secretarias Municipais de Educagéo;

® criar uma politica de pessoal que permita manter os professores habilitades, ACTs, que receberam
capacitag@o, nas Escolas onde estdo atuando;

® incentivar a participagdo da comunidade no Projeto Politico-Pedagogico.
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Anexo V



: cos w cos tg
' i 0,017 1,000 0,017 0,695 1,036
® i 0,035 0,999 0,035 0,682 1,072
E 0,052 0.999 0,052 48° 0,743 0,669 111
4 0,070 0,998 0,070 49° 0,755 0,656 1,150
5° 0,087 0,99 0,087 50° 0,766 0,643 1,192
6° 0,105 0,995 0,105 51° 0777 0,629 1,235
" 0,122 0,993 0,123 52° 0,788 0,616 1,280
8° 0,139 0,990 0.141 B3 0,799 0,602 1,327
9° 0,156 0,988 0,158 54° 0,809 0,588 1,376
10° 0.174 0,985 0.176 5" 0,819 0,574 1,428
11° 0,191 0,982 0,194 56° 0,829 0,559 1,483
12 0.208 0.978 0,213 57° 0,839 0,545 1,540
13* 0,225 0,974 0,231 58° 0,848 0,530 1,600
14° 0.242 0.970 0.249 &9 0,857 0515 1,664
15* 0,259 0,966 0,268 60° 0,866 0,500 1,732
16° 0.276 0,961 0.287 61° 0,875 0,485 1,804
170 0.292 0,956 0,306 62° 0,883 0,469 1,881
18° 0,309 0951 0,325 63° 0,891 0,454 1,963
19° 0.326 0,946 0,344 64° 0,899 0,438 2,050
20° 0,342 0,940 0,364 65° 0,906 0,423 2,145
21¢ 0,358 0,934 0,384 66° 0914 0,407 2246
= 0,375 0,927 0,404 67 0,921 0,391 2,356
2 0,391 0.921 0,424 68° 0,927 0,375 2475
2¢4° 0407 0914 0,445 69° 0.934 0,358 2,605
25° 0423 | 0906 0,466 70° 0,940 0.342 2,747
26° 0438 | 0899 0,488 71 0.946 0.326 2,904
i 0,454 0,891 0,510 72° 0.951 0.309 3,078
287 0,469 0,883 0,532 £ b 0,956 0.292 3.271
29° 0,485 0875 0,554 74° 0,961 0.276 3,467
30° 0,500 0,866 0,577 7 0,966 0.259 3,732
a 0,515 0,857 0,601 76° 0.970 0.242 4,011
ap* 0,530 0,848 0,625 77¢ 0,974 0.225 4,332
33° 0,545 0,839 0,649 78° 0,978 0.208 4,705
34° 0,559 0,829 0,675 79¢ 0,982 0,191 5,145
35° 0.574 0.819 0,700 80° 0,985 0174 5,671
36° 0.588 0,809 0,727 81° 0,988 0,156 6,314
37 0,602 0,799 0,754 82° 0,990 0,139 7115
38° 0616 0.788 0,781 83° 0,993 0.122 8,144
39° 0,629 0,777 0,810 8¢¢ 0,995 0.105 9514
40° 0643 | 0766 0,839 85° 0,99 0,087 11,430
41° 0656 | 0,755 0,869 86° 0,998 0,070 14,301
42° 0,669 0,743 0,900 87° 0,999 0,052 19,081
43° 0,682 0,731 0,933 88° 0,999 0,035 28,636
44° 0,695 0,719 0,966 89° 1,000 0,017 57,290
45° 0,707 0,707 1,000 - - - -
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