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Introducao

Desde a antiguidade os antigos gregos ja tinham conhecimento de que o
circulo é a curva de perimetro dado que possui area maxima, e que Galileo (1564-1642),
em 1630, formulou o problema da braquistocrona (do grego Brachystos = brevissimo
+ Chronos = tempo) parcialmente, comparando o tempo de descida de uma particula
num seguimento circular com o tempo de descida da mesma num poligono inscrito. Em
1686, Newton (1642-1727) propds um problema proprio, o da superficie de revolucao
de resisténcia minima, e enunciou sem provar, a propriedade caracteristica da curva.

O desenvolvimento sistematico da teoria do célculo das variagoes realmente
comegou quando John Bernoulli (1667-1748) propos o problema da braquistocrona em
1696. O método de solucao seu dependia do método usado para determinar o caminho
de um raio de luz em um meio com indice de refracao varidvel. Porém o método
usado no mesmo ano por James Bernoulli (1654-1705) para resolver o problema da
braquistécrona e, em 1701, & um problema isoperimétrico que ele havia proposto numa
carta a seu irmao, era mais eficaz.

Euler (1707-1783) foi aluno de John Bernoulli em Basle e estava familiar-
izado com o trabalho de ambos, John e seu irmao. Ele reelaborou o método de James
Bernoulli e, em 1774, resumiu numa biografia o resultado que tinha obtido para muitos
problemas. Dentre as muitas coisas importantes que Euler desenvolveu esta a equagao
diferencial f, — % fy = 0. Porém, uma dificuldade surgia quando se utilizavam os
métodos de Euler, os problemas de grande dificuldade se tornavam mais complicados.

Lagrange (1736-1813), entre os anos de 1762 e 1770, elaborou um método
analitico, o qual tornou possivel deduzir facilmente as equacoes diferenciais de minimos

de curvas de problemas do calculo das variacoes. Euler prontamente adotou o método



e a notacado de Lagrange chamando dy(z) de uma variagdo da funcio y(z), e de d7
a variacao da integral. Foi quando a teoria estudada foi denominada Cédlculo das
Variagoes. Lagrange formulou esta nova analise e aplicou a problemas mais gerais,
com extremos varidveis encontrando condicoes as quais deveriam ser satisfeitas para
curvas fixas. Legendre (1752-1833) empreendeu-se na andlise da chamada segunda
variacao 62 de uma integral, ou seja, a de encontrar um critério com o qual poder-se-ia
distinguir um maximo de um minimo. Por uma transformacao a qual ele nao justificou
plausivelmente, ele encontrou as condicoes f,,, > 0 para um minimo e f,;,, < 0 para
um maximo.

Desde entao a teoria do calculo das variagoes tornou-se muito importante
em diversas areas da Matematica Pura e da Matematica Aplicada, da Fisica e da
Engenharia. Dizemos que o calculo das variagoes ¢ a versao em dimensao infinita
de otimizacao. A analogia entre as variacoes de Lagrange e as equacoes diferenciais
ordinarias do calculo atraiu o interesse de muitos estudantes para o assunto, os quais
elaboravam solugoes com duvidoso rigor. Em 1837, 50 anos ap6s a descoberta das
condigoes de Legendre, Jacobi (1804-1851) deu um grande passo em favor do calculo
das variagoes. Numa pequena obra contendo seus resultados que quase nao continham
provas ou somente sugestoes, Jacobi reexaminou a transformagcao da segunda variacao
de Legendre e descobriu os casos em que o método falha. O resultado foi a descoberta
do conceito de ponto conjugado.

Até a ultima metade século XIX, a validade dos métodos e o rigor matematico
das publicacoes que surgiam sobre o calculo das variacoes frequentemente estava sobre
davida. A incerteza estava nos requerimentos da andlise e da logica. Weirstrass (1815-
1897) tinha grande influéncia no desenvolvimento do pensamento preciso da teoria do
calculo das variacoes como em outros importantes dominios da matematica. Weier-
strass formulou seus problemas com grande atencao encontrando uma nova condi¢ao
necessaria para a existéncia de valores extremos, distinguindo claramente as condigoes
necessarias das condicoes suficientes para a existéncia de um extremo e foi o primeiro
a dar a prova sobre a condicao suficiente para a existéncia de um valor extremo. Ele
deu a seus problemas uma compreensao mais geométrica, adotando representagoes

paramétricas para suas curvas.



Capitulo 1

A Primeira Variacao do Funcional

O objetivo inicial deste capitulo ¢ introduzir o conceito de funcional para
entao estender a idéia de valores estacionarios de fungoes de uma variavel real para

funcionais.

1.1 Diferenciacao de funcoes de uma variavel

A teoria de maximos e minimos de fun¢oes de uma variavel real definidas
num subconjunto dos niimeros reais, onde para cada elemento desse subconjunto associa-
se um numero real, consiste em encontrar elementos no dominio em que a funcao esta
definida para o qual a funcao assume o maior ou menor valor neste dominio, valores
estes que chamamos de valores extremos ou pontos criticos da funcao. A condicao
necessaria para a ocorréncia de um valor extremo é a de que a primeira derivada se
anule, ou seja

f =0

Ao examinarmos a definicao de diferenciabilidade de fun¢oes de uma var-

iavel, temos que uma fungao f é diferenciavel no ponto xg se existe um namero f'(xg),

a que chamamos de derivada de f(z) em xg, tal que:

f/(l'o) _ Alirilo f(xO + AAIEJ); - f(l‘o) (1'1)

Se expressarmos o numerador como

Af = f(zo+ Az) — f(20)
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temos

. Af
/ — -
J'(wo) = Alglnlllo Ax

lim (2L~ f/(ae)) = 0

Az—0 Ax
Definimos €¢(Ax) como sendo o erro na aproximagao de f’(xg) por N isto
x
é
Af
Azr)=——f
(ax) = 22— pao)

onde limagz_0€ = 0.
Assim, uma funcao f de uma variavel é diferenciavel em zy se existe um

namero f’'(zg) tal que Af pode ser escrita na forma:
Af = f'(zo)Az + e(Ax) Az

onde € é uma funcao de Az tal que ¢ — 0 quando Az — 0 e e =0 se Az = 0.
A partir dai podemos definir o nimero f’(xy) como sendo a derivada de

y = f(z) em xy se e somente se

lim f(zg + Az) — f(z0)
Az—0 Az

= ['(z0)
Equivalentemente f'(x¢) ¢ a derivada de y = f(z) em x, se, e somente se, existe 6 > 0
tal que,

Af = f(zo+ Ax) — f(xo) = f(x0) Az + e(Az)Ax

e(Az)
~, — 0.

para todo e qualquer | Az |< §, onde lima, o

1.2 Espacos vetoriais normados

Antes de introduzirmos a defini¢ao de variacao de funcionais iremos definir

espaco linear.

Definicao 1.1 Um conjunto S € dito um espaco vetorial sobre um corpo K, se as

sequintes condicoes sao satisfeitas:

1. Sex,y €S, entao a soma x + vy, € definida e v +y € S.

11



2. Para quaisquer z,y € S, x +y =1y + x.
3. Para quaisquer x,y,z € S, (x+y)+z=x+ (y+ 2).

4. Hd um elemento em S, denotado por 0, para o qual x + 0 = x para qualquer

res.

5. Para cada x € S, existe um elemento em S, denotado por (—x), tal que x+(—x) =

0.
6. Para qualquer escalar k € K e quaisquer x,y,€ S, k(x +vy) = kx + ky.
7. Para quaisquer escalares a,b € K e qualquer x € S, (ab)x = a(bz).
8. Para quaisquer escalares a,b € K e qualquer vetor x € S, (a + b)x = ax + bz
9. lx = x, para qualquer x € S.

Definigao 1.2 Seja S um espago linear sobre os reais R. Um funcional ||z|| definido

em S € chamado uma norma de x € S se possui as sequintes propriedades:
1. || z ||> 0 para todo x # 0, x € S.
2. || x||=0 sex=0.
3. || ax ||=| a ||| z || para todo x € S, a € R.
4z +y IS || + |yl ( desigualdade triangular).

Definicao 1.3 S ¢é um espaco vetorial normado sobre R se sobre S existe uma norma

| .|| : S — R definida.
Definigao 1.4 A bola aberta com centro em f € S e raio € € o conjunto

Be(f) ={g €5l llg—fll <e}

Definicao 1.5 Um conjunto Y C S € aberto se para todo pontot € S existe um € > 0

tal que, B.(f) C Y. Neste caso, dizemos que Y é um subconjunto aberto de S

Desta maneira se yop € Y e h € S, entdao (yo + h) € Y desde que | h |< § para algum
d >0, e I(yo+ h) esteja definido.
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1.3 Primeira variacao do funcional

Salientamos que nao vamos lidar com func¢oes cujo dominio esteja contido
nos numeros reais, mas sim com uma classe de fun¢oes cujo dominio sao outras funcgoes,
a essa classe de fung¢oes chamamos de funcionais.

Assumindo que I(y) é definido num subconjunto aberto Y de um espago

linear normado S, entao de modo analogo a funcao de uma variavel,

I(yo +h) — I(yo) = L(h) + €(h),

onde L(h) é chamado de variac¢do do funcional e L(h) é um funcional linear de h com
h
thHmO ﬁ = 0 sendo L(h) é designado por 61(h), ou seja,
d
6l = Ef(yo +th)|i—o = L(h) (1.2)

Definicao 1.6 O funcional I : S — R ¢é diferencidvel no ponto yo € S se existe um

funcional linear 61 : S — R tal que

lim (yo + th) — I(yo)
t—0 t

=0l (h), VteReh €S

Demonstracao 1.1 Suponha que 6I(h) exista. Entao

51(h) = lim Lo+ 1) = 1(30)

t—0 t

portanto

[(yo + th) — [(yo)
t

onde limy_oe(th) = 0. Multiplicando ambos os lados da equagao 1.4 port temos

= 6I(h) + €(th) (1.4)

I(yo + th) — I(yo) = t6I(h) + te(th)
como 61(h) € homogénea temos que to1(h) = 61(th) e seja th =k, temos
I{yo +h) = I(yo) = 61(h) + ex (k)

onde €1(k) = te(k). Portanto




comt — 0. E consequentemente

i L (yo + th) — I(yo)
t—0 t

= 61(h)

Exemplo 1.1 Vamos considerar o funcional I : R)Y C S

b
I(y) = / Fa,y(2), o (x))da (15)

onde y possui primeira derivada continua.

Entao

I(yo+th) = /F(x,yo(x)+th(x),y6(x)—i—th’(m))dw
1) = ST+ th)lco
b
= /[Fy(xayo(x%yé(x))h(fﬂ)+Fy'(x,yo(ﬂf)»yé(ﬂf))h'(ﬂi)]dﬂ?- (1.6)

Onde a equacao 1.6 é a primeira variacao do funcional 1.5.
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1.4 Condicao necessaria para a existéncia de um valor
extremo

Do mesmo modo que para fun¢oes de uma variavel a condicao de existéncia
de um valor critico ou valor extremo ¢ a de que a primeira derivada se anule, veremos
que para o caso de valor extremo de funcionais a condigao sera a de que a primeira

variagao se anule.
Teorema 1.1 Se yy € um extremo de I(y), entao 61(yy) = 0.

Demonstracao 1.2 Suponha que yo € um ponto de minimo. Seja f(t) = I(yo + th);

set >0 entao

JO=7O) 81,,(h) = lim

t t—0

M>O Vhes
, , .

Se t <0, analogamente,
f(0)

JO=JO) 01, (h) = lim%

t t—0

<0, Vhes
Portanto, 61,,(h) =0V h €S, ou seja, 01,, = 0.
Desta forma se considerarmos o funcional
b
1) = [ Fleyo).y @)is

teremos que a condigao para que o funcional possua um valor extremo ¢ a de que a sua

primeira variacao se anule ou seja

ST(y) = / [F,h(x) + Fyl' ()] dz = 0

15



Capitulo 2

A equacao de Euler-Lagrange

Vimos que a condi¢ao para a existéncia de um valor extremo para um fun-
cional é a de que a primeira variagdo se anule, ou seja 01(y) = 0. Assim, se consider-

armos o funcional
x1
1) = [ eyl @)is (21)
teremos como primeira variagao
1
| (B yl@) @) o) + By (o 0(o), v o ()] do =
xo
onde a fun¢ao n(x) é diferenciavel e n(z¢) = n(x1) = 0. Seja
1
o) = [ (Fynta) + Fyif () do (2.2)
xo
assumiremos que ®(x) possui primeira derivada continua, entdo efetuando uma inte-

gracao por partes no segundo termo teremos

I
=S
—
N

/xl Fy (2, yo(x), yo(2)n' (z)de

xo
segue que

V(z) = [n(z) Fy (z, yo(x), yo(2))]

T=I1 1 d
— —F,
JCr

o primeiro termo se anula uma vez que 7(z¢) = n(z;) = 0, portanto

W) = — [ ) (o). o)

16



o(o) = [ | (o) shente) = ol o)D) | da

Desta maneira

/w: (Fy - %Fy') n(x)de =0 (2.3)

d _
— = F, = M(x) teremos a seguinte equagao,

/ M(x —=0 (2.4)

Lema 2.1 ( Lema fundamental do calculo das variagoes ) Seja M(z) uma fungdo

Se escrevermos I,

continua num intervalo (xo,z1). Se fml M (z)n(z)dx = 0 para qualquer fung¢ao arbi-
traria n : (ro,z1) — R de classe C?, com n(zy) = n(x1) = 0, entao M(z) = 0 para

qualquer valor de x no intervalo (xg, ).

Demonstracao 2.1 Suponha que exista & € (xg, x1) tal que M (z) # 0, tomamos entao
M(x) > 0. Pela continuidade de M (x) podemos encontrar um subintervalo § < & < &

contido em (g, 1) de forma que M(x) se mantenha positiva em qualquer parte dele.

Considere
0 para v < x < &
n@) =19 (z—&)*(z—&)? para & < x < &
0 para & <z < x4

Assim, o produto M(x)n(x) € positivo no subintervalo e nulo fora dele.
Desta maneira,

&1
/ Mm@z = [ M@)(@ - &) — &)%dz (2.5)

&o

Mas sabemos que a integral de uma fungao continua e positiva € positiva , exceto quando
o integrando se anula em qualquer parte. Logo, ffol M(z)n(x)dx > 0 o que contradiz
a hipdtese. Portanto seque que M(x) = 0 para todo x € (xo,21) e por continuidade,

M (z) se anula nos extremos do intervalo.

17



L Fn(x)dz = 0, segue que

Ao aplicarmos o lema 2.1 na integral f;}l (Fy — - F,

d
Fy — %Fy/ — 0 (26)

a equagao 2.6 é a chamada equacao diferencial de Euler-Lagrange. Portanto, para en-

contrarmos o extremo de um funcional, devemos resolver a equacao de Euler-Lagrange.

2.1 Solugoes da equacgao de Euler

Em muitos casos, nao é possivel resolver a equacao diferencial de Euler de

maneira exata. Vejamos alguns casos onde a equagao de Euler é integravel.

2.1.1 Primeiro caso

O primeiro caso é aquele em que F' depende somente de x e y'. Neste caso

F = F(x,y') e entdo a equagao de Euler se reduz a %Fy/ (z,y') = 0. Segue que

Fyla,y) = C (2.7)

Exemplo 2.1 Ache os extremos do funcional f;?(xy' +y?)dx.

Como F depende somente de z e ¢/, a equagdo de Euler F) — %Fy/ = 0 se reduz a

d _ ~
= Fy =0 e entao

F,=C (2.8)
Logo seja F' = zy’ + ¢ temos que F,, = x 4 2y assim de 2.8 temos

x+2y':C’:>y/:C'1—%

e uma integracao nos da
2

y=Co— xz + Cy (2.9)

onde C7 e (5 sao constantes de integragao que podem ser encontradas a partir das

condicoes de valores iniciais.

18



2.1.2 Segundo caso

O segundo caso é aquele onde F' depende somente de y e ', ou seja F' =

F(y,y'). Assim, a equagao de Euler sera

d
o =F, - %Fy/ =0 (2.10)
Que escrita na forma explicita tem a forma
b = Fy — y/Fyy/ — y//Fy/y/ =0 (211)

Se multiplicarmos ambos os lados de 2.11 por ¢’ e observarmos que

%(F —y'Fy) = yE,+y'Fy—y'F, - y/QFyy’ — Yy Fyy
= YF, —y°Fpy —y"yFyy
= Y (Fy—y'FEy —y'Fyy)
= Y

Entao L (F —y'F,) =0 ou seja

F—yF,=C (2.12)

T / /2
Exemplo 2.2 Determine os extremos do funcional I = fxol %dm

Sendo F(y,y') = 1;ry/2, a derivada parcial de F' em relacao a 3’ seréa:
o 1 23// B y/
T 2y/Ty? g /14y?

e como F' depende somente de y e v/, a equacao de Euler para este problema é dada

por
F— y/Fy/ =C
Logo
1 + 2 /2 1 2 02
vity? oyt L MRyt
Y yv1+y? yv1+y?
Ou seja
1

(2.13)

——___c¢
yV1+y?

19



L_ —sen(f) = ¢/ = cot(). A equagio 2.13 fica

Se fizermos
/1+y/2
1

;sen(&) =(C =y = Cisen(h)
diferenciando obtemos
dy = C cos(0)do
mas
dx
Obtemos entao
Yy’ cot(6)

ou seja

dx = Cisen(6)do

Fazendo uma integracao na equagao 2.15 temos

/dx = /C’lsen

= —Cycos(f) 4+ Cy

e da equagao 2.14
y = Cysen(0)

Logo as equacoes 2.17 e 2.14 nos dao

(x — Cy)* = C} cos*(0)

y* = C?sen?(0)

e entao

(2 — Cy)* 4 y* = C? cos®(0) + CZsen?(h)
(z—Cy)? +y* = CF

Exemplo 2.3 Achar os valores extremos do funcional f ! Hy d

20
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Seja F(y,y') = 1;“,32’2. Como F' depende somente de y e 3y’ a equacao de Euler para o

funcional fica F' — y'F,, = C' e temos ainda que F,, = 72(;23’2)
Desta forma temos
1+y* | 2y(1+9%)
y/2 + yl3 C
Lty +200+y°) _
y/2 o

Logo
3(1+4%) = y2C
e, consequentemente
y?=Cil+y") =y =CyV1+y?

Fazendo y = senh(f) = dy = cosh(f)df, segue da identidade cosh(#) = /1 + senh?(6)
que y" = C cosh(f). Onde

dy cosh(0)
A dr = ——"7_
e YT C cosh(0)
Entao
dx = Cdf
Ao integrarmos, obtemos
z=C0 + Cl

de onde 6 = %

Logo, encontramos como solucao

I—Cl
C

Yy = senh < ) =y = Senh(02$ — 03)

Onde C, ', (5 e (5 sao constantes de integragao, que podem ser obtidas a partir das

condigoes de contorno.
Exemplo 2.4 Determine os extremos do funcional ffol [y* + y* — 2ysen(z)|dx

Temos que F = (y* + y? — 2ysenx), entdo escrevendo a equacao de Euler

d

Y

-

y — 7.y = 0 na forma explicita teremos
X

Fy = Foy =y Fyy —y"Fyy =0 (2.19)
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Onde

F, = 2y—2senux,

ny’ - 07
Fy =0,
Fy/y/ — 2.

Desta forma, substituindo na equacao 2.19 obtemos
2y — 2senx — 2y =0

e por conseguinte,

y' —y=—senx (2.20)

Para encontrarmos a solugao desta equacao diferencial devemos encontrar a solucao
particular e a solucao homogénea.

Ao supormos que y = € é solucao de 2.20, temos
y =re y' =re
Fazendo = = 0 teremos a equagao caracteristica
P —1=0=r==%l1
Portanto, a solugao da equacgao diferencial homogénea é
Yo = Cre® + Cae™™ (2.21)

Agora, temos que obter uma solugao particular e para isto seja

yp = Acosx + Bsenx (2.22)

cujas derivadas sao;
y, = —Asenz+ Bcosx (2.23)
y, = —Acosr— Bsenx (2.24)

Substituindo as equagoes 2.23 e 2.24 na equagao 2.22 obtemos

/ —_—

Y, — Yp = —senx
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e entao

—Acosz — Bsenz — Acosx — Bsenx = —senx

—2Acosx —2Bsenx = —sencx

Logo A=0e B = % Desta forma, a solugao geral para a equacao 2.20 é

Yy = Ye—Yp

1
y = Cie®+Choe™ + §Senx

2.2 Equacao de Euler para casos mais gerais

2.2.1 Funcionais com mais de uma variavel

O problema de se obter as condi¢oes necessarias para que uma certa integral
seja estacionaria pode ser extendido para o caso de n fungbes y; = y;(x), com i =
1,2,3,...,n. Desta forma, a integral a qual queremos encontrar os valores extremos é

1
R SRR R AT (225
xo
onde F' possui segunda derivada continua no intervalo o < x < xy. O problema exige
agora que dentre todas as fungoes y;(z), devamos selecionar uma y;(z) = u;(x), para a
qual a integral 2.25 seja estaciondria.

Considerando a familia das fun¢oes
yi(z) = wi(z) + en;(z) i=1,2,...,n (2.26)

onde ny(x),n2(x), ..., n.(x) sdo n fungdes continuas e possuem as primeiras e segundas
derivadas continuas em [z, 1] escolhidas arbitrariamente e satisfazem as condigoes de
valores iniciais 7;(xo) = 7;(z1) = 0. Temos ainda que en;(z) = du; ¢ uma variagao da

funcao wu;. Desta forma a integral 2.25 se torna

z1
I(e) = / F(x,uy +en, ... Uy + ey, uy +eny, ... ul, +en),)dx (2.27)
zo

A condigao necessaria para que ela seja um valor extremo para y; = w;(z) é

que para € = 0 teremos I'(0) = 0 ou seja % .= 0. Como as fungoes n; sao arbitrarias,
€E=
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entao podemos escolher 17y # 0 ey =n3 = ... = n, = 0, com isso a integral 2.27 se

torna
1
I(e) :/ F(x,ui + e1my, ug, . . ., Up, uy + €0y, usy, ..., ul )dx (2.28)
To
e entao
dl /( OF ., OF )d
_— = _— _— T
de oy \" 00w +em) T 00w +ey)
dI v/ QF , OF
il — - dr =0 2.29
de le=0 /1,0 (771 Ouy T au’1> ’ (2.29)

mas uma integracao por partes no segundo termo de 2.29 resulta em
/“  OF OF = /ffl d OF
rT=m—:F - — x
IR R R S B A 2]

onde da condi¢do de contorno 7 (z¢) = n1(x;) = 0 temos

/ml /a_Fdx—_/ml iaF dl‘
o ou T T ) M e o

Logo, 2.29 se torna

dl / “ oF d OF J 0
- — _— €T =
de le=0 20 n Ou;  dx ou)
o que da
oF _d or
Ouy  drdu;
que pode ser reescrita da seguinte forma
d
F, ——F,=0
Yode Y
Como poderiamos ter escolhido qualquer uma das fungoes u;(x), obteremos
entao
d
Fui—%Fu;:O 1=1,2,...,n (2.30)

Entao, as n fungoes u;(x) satisfazem este sistema de n equagoes diferenciais de segunda
ordem.
Em particular, se o funcional depende somente de duas fungoes y = y(x) e

z = z(z), ou seja

1
Iy(@).2(e) = [l 2)ds (2.31)
xo
teremos que o sistema de equagoes de Euler sera
d d
F,——F,=0 F,.——F,=0 2.32
) d[L’ Y dZC ( )
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Exemplo 2.5 FEncontrar os extremos do funcional I = fog (y? + 2% + 2yz)dx. Com
y(0) =0, y(5) =1, 2(0) =0 e 2(3) = —1.

Temos F = y? + 2'? + 2yz, entdo suas derivadas parciais serao

F, =2z Fy, =2y
F, =2y F, =27
De 2.32 obtemos
d
2z — —(2¢)) = 0
z dm( y')
(2.33)
d
2y — 22y = 0
y— - (27)
Portanto
y'—z = 0 (2.34)
-y =0 (2.35)

De 2.34 temos z = y”. Logo 2" = 4* onde y* corresponde a derivada de quarta ordem
de y, assim 2.35 se torna

Yy —y =0 (2.36)
Cuja solucao é

y = Cre” + Coe™ + C3cosx + Cysenx (2.37)
Como z = y” basta derivarmos a equacao 2.37 duas vezes para encontrarmos z. Temos
z2=1vy" = Cie" + Coe™ — C3cosx — Cysen x
Das condigoes de contorno y(0) =0 e 2(0) = 0 temos
Ci+Cy+C3=0
Ci+0Cy—C5=0

O que concluimos C} = —Cy e C3 = 0. Ede y(§5) =1e 2(5) = —1 assim C; = C, = 0

e Cy = 1. Logo, os extremos do problema sao

=Ssenx Z = —Ssenx
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2.2.2 Funcionais envolvendo derivadas de ordens superiores

O mesmo raciocinio da secao anterior pode ser extendido para funcionais
do tipo
1
I(y) = / F(z,y,y,y")dz (2.38)

zo

Assumindo que y = u(z) seja um extremo do funcional I, formamos entdao a familia
das fungoes y = u(z) + en(x), onde € € uma constante e 1 € uma fungao arbitraria, com
derivadas continuas até a quarta ordem, a qual se anula juntamente com suas primeiras
derivadas, nos extremos do intervalo. Desta forma a equacao 2.38 se torna

1
I(e) = / F(z,u+en,u +en',u” + en’)dx (2.39)

x0
Novamente, a condigao necessaria para a ocorréncia de um valor extremo

dI
de

e=0

deve ser satisfeita. Derivando a equacao acima e aplicando a regra da cadeia, obtemos
dl / 1 oF n OF L oF "\ g
i T
de w0 \O(u+en) " o(uw + 677/)77 O(u + en”)77

dI “( 9F  ,OF  ,OF\ ,
_/xo (77%4—77%4—77 %>d$—0 (2.40)

de e=0

Integrando, uma vez por partes, reduziremos o termo em 7’ por um em 7. Levando em

a1 o d OF
“ d OF
_ aor 9.42
[ s 24

Integrando por partes duas vezes, reduziremos o termo em 7" a um em 7 e

das condigoes de contorno obtemos
o OF OF |= d OF = noq? [ OF

o = - — d 2.43

/xo T our T o zo  dx Ou" "lag +/x0 dz? (81/’) nax (2.43)

“ d*> OF
(2.45)

e portanto

consideracao as condi¢oes de contorno

n9F

9 = pE,
ou "

Zo

Ui
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Desta forma, a equacao 2.40 fica

/m Foe L L] a =0 (2.46)
w— —— Ly —— Ly €Xr = .
20 g dz dx?
Portanto, a condi¢ao necessaria para a existéncia de um valor extremo, ¢é
d d?
F,——F,+—-—F,=0 2.47
dx + dx? ( )

Esta é a equacao diferencial de Euler para o integrando da forma F = F(z,u,u’, u").
Podemos observar que a equacao 2.47 se trata de uma equacao diferencial de quarta
ordem.

Porém, se o integrando for da forma F(z,y,v',y",...,y™), as equacdes de
Euler serao

d d? d? dm
F,——F,+———Fum+...+ (—1)"%

dx dx?  dx? uw =0 (2.48)

2.2.3 Funcionais envolvendo funcoes de varias variaveis

O mesmo método utilizado nas secoes anteriores para determinacao das
condicoes necessarias para a ocorréncia de um valor extremo pode também ser aplicado
quando a integral for multipla. Seja D uma regiao dada limitada por uma curva C' do
plano xy.

A integral a ser estudada é

// F(z,y, 2, 24, 2y)dx dy (2.49)
D

Seja F(x,y, 2, 2z, 2,) continua e duas vezes diferenciavel. Considerando entdo a familia

de funcoes
z(z,y) = u(z,y) + en(x,y)
onde u(z,y) é um extremo para o funcional e n(x,y), possui até a segunda derivada

continua anulando-se na fronteira de C. Desta forma, o funcional se torna

I(e) = / /D F(x,y, 2, 20, 2,)d dy (2.50)

que serd estacionario satisfazendo I'(0) = 0. Temos entao que

1@ = [[ @F v+ rdedy (2:51)
D
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e conseqlientemente

I/<0> = // (nFu"‘anux +nyFuy) drdy =0
D

__ On __On . ~ ..
onde Ne = e eny = oy Fazemos uma mtegra(;ao por partes para eliminar os termos

N € 1y. Entdo segue do Teorema de Green' que

[[n(- 2 OROEY [ (2 0R ),
D77 ou Oz du, Oy Ouy, v 077 Ouy ds  Ouy, ds ¥

onde ds é o elemento diferencial do comprimento de arco C. Mas n(z,y)|- = 0 portanto

OF 0 0F 0 0F
I'o) = — - — = =
() //D 1 (8u Ox Ou, Oy 8uy) dwdy =0

Usando o lema 2.2 podemos concluir que se z = z(x, y) é um extremo do funcional 2.49

e encontramos como equacao de Euler

oF oor oo _
ou  Oxdu, Oyou,

(2.52)

Lema 2.2 Seja M € C e se [[,n(z,y)M(z,y)dzdy = 0 para toda fungio n(z,y),
entao M(z,y) = 0 para todo par (x,y) € D.

Demonstragao 2.2 Seja D um dominio do plano xy para o qualn(z,y)M(x,y)dzdy =
0. Para toda fun¢ao n(z,y) continuamente diferencidvel anulando-se na fronteira de C,
onde M(x,y) € continua para todo x ey em D. Nds queremos concluir que M (z,y) =0
em D.

Suponha o contrdrio, que M(x,y) # 0 em D, entao existe um dominio
retangular Dy de D para o qual M(x,y) # 0. Sendo & < x < &, m < n < e
assumindo que M (z,y) > 0 no interior de D.

Escolhendo n(z,y) = (x—&)*(x—&)*(y—m)*(y—mn2)? em Dy en(x,y) = 0 no restante
de D. Entao

//D n(x,y)M(z,y)dx dy = //Dl n(x,y)M(z,y)dxdy >0

!Teorema de Green: Seja D uma regido fechada e C' o seu contorno. Suponha P : D — R e

Q: D — R de classe C'. Entéo

//D(Qz—Py)dwdy:/ (Pdzx + Qdy) .

C
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O que contraria a hipdtese. Logo ao assumirmos que M (z,y) > 0 em Dy, isso nos leva

a uma contradi¢ao. Logo M =0 € a unica possibilidade.
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Capitulo 3

O Problema da Braquistocrona

Vimos na introdugao que o problema da braquistocrona serviu de motivagao
para o desenvolvimento do célculo das variacoes.

Vamos agora discutir a formulacao analitica do problema, que como sabemos
consiste em encontrar dentre todas as curvas que ligam dois pontos num plano vertical,
aquela que minimiza o tempo que uma particula leva para percorrer o percurso entre

estes dois pontos.

3.1 Formulacao analitica do problema da braquistocrona

Consideraremos que a particula desliza sem atrito ao longo da curva definida
pelo grafico da fungao y = f(z), sob a influéncia da gravidade, escolhendo o eixo y
como o eixo vertical orientado na mesma dire¢ao da gravidade, entao, em todo ponto
da curva, a forca da gravidade atua na direcao do eixo y com intensidade mg. Se

denotarmos por # o angulo formado pelo eixo y e a tangente a curva, temos
F =mgcosf (3.1)
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Mas da segunda lei de Newton F' = ma onde a é a aceleracao logo

/

Y

Ve

Introduzindo o comprimento de arco s como parametro, teremos a = § e

ma = mg (3.2)

§ = %. Portanto a equagao 3.2 fica

. dy
§=g- (3.3)

Multiplicando ambos os lados da equacao 3.3 por § obtemos

dy .
5§ =g—§
gds
se observarmos que
d 1.
%(55 ) = $§
temos que a equacgao 3.1 se torna,
d, 1- dy
2 (Z62) = g2
2% =9y
Integrando obtemos
d, 1, dy
—(=s%)dt = —dt A4
[ GGde= [ o (3.4
ou seja,
1.
532 =gy+C (3.5)

onde C' é uma constante de integracao. Se considerarmos que no tempo t = 0 temos
y(t =0) =yo e $(0) =0, entdo —gyo = C e a equacgao 3.5 fica

1

58'2 =gy — gy = $ = \/29(y — o)

ou seja,

ds ds
— = V2 —y) = dl = ——=
dt 29(y — yo)

entao,

! ds ! ds
t:/ —:»t:/ __ds
0 /29y — yo) o V29VY — o

_L e
t_\@/o e (3.6)
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onde [ ¢ o comprimento da curva.
Colocando o ponto de partida da particula na origem, ou seja, y(0) = yo = 0

e desprezando o fator y/2g, teremos

t= / \[—— y(0) = yo = 0. (3.7)

Podemos observar que o funcional nao depende explicitamente de x e por-

tanto a equacao de Euler-Lagrange é do tipo

F— y/Fy/ = C
onde
1+y"?
F == + y Fy/ = —2
y y(1+y7)
Logo a equacao de Euler se torna
/1+y/2 y/2 o (1+y/2)_y/2 B
VY Vy(L+y?) Vy(L+y?)
ou seja,
1
——= (3.8)
y(1+y7)
Se introduzirmos ¢ como parametro, fazendo y’ = cot(t) na equacao acima
obtemos \/11? = sen(t) desta forma temos que da equagao 3.8
L oy = Csen?(t)
— = = (Csen
Vysen(t) Y !

e entao

d d 2C t t)dt

& 2Csen(t) cos(t) = do = Y wsen(t) cos(t)

dt Y cot(t)

dx = 20 sen®(t)dt = dx = Oy (1 — cos(2t))dt.

Integrando esta ultima equacao
2t
/dm = /C’l (1 —cos(2t))dt = x = C (t - sen2( )> + C

2t — 2
x—Cy=0C4 <t+n(t)) =x—0C)= %(Qt —sen(2t))
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Obtemos entao

r—Cy = %(Zt — sen(2t)) y = %(1 — cos(2t)).

Observando que das condi¢oes de contorno y(0) = 0 temos C; = 0 e que

x = 0 nos leva a Cy, = 0, e fazendo 2t = t;, obtemos uma familia de cicloides na forma.

C

T = 71 (t; — sen(ty)) (3.9)
Yy = %(1 — cos(ty)) (3.10)

onde % ¢é o raio do circulo que gera a cicloide. Desta maneira os extremos do problema

da Braquistocrona sao cicloides.

3.2 O problema da menor distancia no plano

Outro problema a ser considerado é o problema da menor distancia no plano,
ou seja, dentre todas as curvas que ligam dois pontos A e B no plano, determinar aquela

que tenha comprimento minimo. Sabemos que o comprimento de uma curva plana é

L:/ \/ 1+ y2dx.
xo

Como o funcional depende somente de 3/, temos que a equacao de Euler-

dada pela seguinte integral,

Lagrange serd
y/le/y/ — 0
onde podemos concluir os seguintes casos, y” = 0 ou £,y = 0.

Se y” = 0 efetuando uma dupla integracdo obtemos
y=Cx+Cy (3.11)

ou seja uma reta.

Por outro lado se F,,, = 0 entdo ¢y’ = C e outra integragdo encontramos
y=Cx+C (3.12)

que também é uma reta.
Entao, podemos concluir que as curvas que minimizam distancias no plano

sao as retas.
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3.3 O problema da superficie de revolucao de area
minima

Outro problema semelhante ao apresentado na secao anterior é o chamado
problema do sélido de revolucao de area minima. Esse problema consiste em dados
dois pontos A(zo,yo) e B(x1,41), onde 1 > o, yo > 0 e y; > 0, determinar a curva
y = y(x), situada acima do eixo dos z, de forma que a area da superficie de revolucao
gerada pela rotagao da curva em torno do eixo = seja minima.

Sabemos do calculo que a area de uma superficie de revolucao é dada por

T
I = / 2ry\/ 1+ y'?d. (3.13)
xo

Desprezando o fator 27 temos que o funcional a ser minimizado é

I :/ y\/ 1+ y?dx (3.14)
zo

Observando que o integrando depende somente de y e ¢/, temos que a equacao de

Euler-Lagrange é da forma F' —y'F,, = C, onde

/

yy

v

F:y 1+y/2 :>Fy/:

Desta forma

12 12 12
1 —
y\/1+y'2——yy ——C:y( y) —yy —C
Vity? V1+y?

1
=Y =y =22 C (3.15)
V14 y”? ¢

Fazendo uma mudanga de parametro onde y = C'cosh(t), entao dy = Csenh(t)dt. A
equacao 3.15 fica

1
y = 5\/ C2 cosh®(t) — C? = y' = y/cosh®(t) — 1;

segue da identidade cosh?(t) — 1 = senh?(t) que

y' = senh(t).
Porém,
d d h(t
Wy gy =W e — 0™ gy — o
dr Yy’ senh(t)

34



Integrando obtemos
/ dz = / Cdt

513'—01
C

ou seja
x:C’t+C’1:>t:

.T}—Cl)
C

A equacgao encontrada acima é equacao da catenéaria. Concluimos entao que a curva

(3.16)

y = C cosh( (3.17)

que gera a superficie de revolucao de area minima ¢é uma catenaria.
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Capitulo 4

Multiplicadores de Lagrange para

Funcionais

Na maior parte dos problemas de obtengao de valores extremos de funcoes
de vérias variaveis sujeitas a certas restricoes, usamos o método dos multiplicadores
de Lagrange. Usaremos um metodo andlogo para a obtenc¢ao de valores extremos com

restricoes para funcionais. Suponha que se queira achar os extremos do funcional

t1
I:/ F(t7$7y7zvi>yaz)dta

to

to <t < t; sujeita a restricao G(z,y,z) = 0. Suponha que z(t), y(t) e z(t) sejam as
fungoes procuradas e que z possa ser escrita na forma z = z(z,y), e sejam x = u(t),

y=v(t) e z=w(t) os extremos de I. Entdo uma varia¢ao nos da

r = u(t)+eam
y = vu(t)+ e

z = w(t)+ ens
Logo, uma variacao para [ é

t1
](61,62763)2/ F(t,u+ em, v+ €ane, w + €303, U + €171, U + €a0jo, W + €31j3)dt

to
Onde para que [ seja estacionario, ou seja, possua um extremo é necessario que a
primeira variacao se anule, ou seja,

ol B ol B ol

- = = d =€ =¢€3=0. 4.1
Pl el quando €; = €3 = €3 =0 (4.1)

36



Assim temos

oI

861'

oI, N o1, N oI,
Jdr Oy 0z

61262263:0:

Logo,
t1
dl = / [(Funl + Fu771) + (Fv772 + Fi)ﬁg) + (FwUS + Fw773)] dt =0

to

Integrando por partes e levando em consideracao as condi¢oes de contorno ou seja a

de que m|i; =0 1i=1,2,3, teremos

t1 d t1 d t1 d
dl = F, — —F;|mdt F, — —F;|nodt F, — —F;|nsdt = 0. 4.2
[ Rt [ =GR [ G =0 (42

to

Como I deve satisfazer a restricao G(z,y, z) = 0, entao seja
G(x + em,y + €2z, 2 + €3n3) =0
uma variagao para G(z,y, z). Desta forma teremos que
dG = Go(x,y,2)m + Gy(,y, 2)n2 + G (2, y,2)ns = 0
multiplicando dG pela fungao A = A(t) e integrando encontramos

t1
/ AGamn + AGyms + AGasldt = 0. (4.3)

to

Igualando as equacoes 4.2 e 4.3 temos
dl = \dG

Assim temos

t1 d t1 d
dl = /t |:Fx — an — )\ij| nldt + /t |:Fy — %Fy — )\Gy:| ngdt +

t1 d
+ / [F % )\GZ] nadt = 0.
. dt

Assumindo que as derivadas parciais G, Gy, e G, nao se anulem simultanea-

mente na superficie G(z,y, z) = 0, entao escolhendo G, # 0 e G, = G, = 0, teremos

d

Fy—
dt

Fy —A\Gy =0 (4.4)

37



d

R R VR (4.6)

As equagdes 4.4, 4.5 e 4.6 juntamente com a restri¢ao G(x,y, z) = 0 formam
um sistema de quatro equagoes nas incégnitas x, y, z e A\. Basta resolver esse sistema

para encontrar os valores estacionarios z(t), y(t), z(t) e o multiplicador A(t).

4.1 Geodésicas

Outro problema elementar do célculo das variacoes é o chamado problema
geodésico, ou seja, o problema de encontrar a curva de menor comprimento que liga
dois pontos. Vimos que para dois pontos no plano, as curvas que minimiza distancias
no plano sao as retas.

Se nos considerarmos o problema de encontrar a curva de menor compri-
mento ligando dois pontos numa superficie e expressarmos a curva paramétricamente

na forma x(t),y(t) e z(t), teremos que o comprimento da curva serd dado por

t1
[= / Vi +? + 2t (4.7)
to

Supondo que a superficie é representada por G(z,y,z) =0
O problema geodésico caracteriza-se entao por encontrar funcoes que mini-

mizam ou maximizam o funcional

t1
I:/ Va2 4+ y? + 22dt
to

sujeito a condigao G(x,y,z) = 0, onde z(t),y(t) e z(t) sdo fungdes continuamente
diferencidveisem t =ty e t = t;

Tomando
F =22+ 7> + 22

as derivadas parciais de F' com respeito a &, ¢ e 2 serao:

T Y
/:t2_+_y2+z'2 F Y /J';Q_’_yQ_i_Z'Q F
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Obtendo assim o sistema de equagoes de Euler

- (F) G, (4.8)
- (%) G, (4.9)
. (F) ~ )G (4.10)

O sistema de equacgoes acima pode ser reescrito como

d(2) 4Ly d (1)
dt \F) __ dt \F) __ dt \F
R (4.11)

Lembrando que G, # 0, G, #0 e G, # 0.

Desta forma vamos considerar o problema da Geodésica na esfera.

Exemplo 4.1 Determine a curva de menor comprimento que liga dois pontos na es-

fera.
A equacao da esfera em coordenadas retangulares ¢ descrita por
G(z,y,2) =a* +y* + 22 =17

onde 7 é o raio da esfera.

O problema consiste em minimizar o funcional I = j:;l VI + 92+ 22 dt
sujeito a condi¢ao G(x,y, z) = 0.

Temos entao

G, =2z Gy, =2y G, =2z
e . . .
d (z\ i-Fi d (y\ §—Fy d (z\ Z-Fz
a\F)  F? dt\F)  F2 dt\F)  F?
Logo do sistema 4.11 obtemos
iF —iF  §F —gF  iF —:iF
= = 4.12
20 F? 2y F? 22 F? (4.12)
Simplificando ' ‘ ‘
SF 2P GF —oF  SF — iF
T TE g yF _z Z (4.13)

T Y z
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Tomando a primeira igualdade do sistema 4.13

iF —iF  jF —yF

T Y
obtemos
yiF —yil = zijF — ayF
yiF — ajF = yiF — ayl
Flyi — ajj) = F(yi — )
portanto .
yi —xy F
yi —axy F
de 4.13

yiﬁ—xzj_F_zy—yé_F

yr—xy F z2y—yz F
Entretanto se observarmos que

%(y.ﬂs—xy)Zyx+y$—xy—xy:y$—xy

a igualdade do sistema 4.15 se torna

Gyi —ay) (29 —y2)

yr —xy 2y — Yz

Fazendo yx — xy = v e 2y — y2 = v teremos
d, . . : .
du = — (yi — zy) dv = — (29 — y2)

Desta maneira o sistema 4.16 se torna

Integrando ambos os lados da igualdade 4.18

[l [
u_ v

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

Lembrando que [ %“ = In|u| + C onde C' é uma constante de integracdao. Logo da

equacao 4.19 obtemos

Inju| =Inv|+C
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Podemos escrever C' = In |C] entdo temos
Inju| =Injv| +InC

In|u| = In |vC]|

Da igualdade de logaritmos temos

u = Chv
ou seja
yi — x = Cy (2 — y2)
que pode ser reescrita como

T+ Ciz

Y
_ == 4.21
r+Ciz vy ( )

Fazendo = 4+ C1z = w teremos que dw = %(m + C42) e a equagao 4.21 fica

Integrando obtemos
/ dw [ dy
w o)y

Injz+ Ciz| =nly|+ C

ou seja

x4+ Ciz = yCs

Esta é a equacao do plano que passa pelo centro da esfera a qual tem seu
centro na origem dos eixos, onde a interse¢ao do plano que contém os dois pontos dados
e o centro da esfera é o arco de um grande circulo, C e (5 sao constantes que podem

ser determinadas a partir das condicoes iniciais.

4.2 Problemas isoperimétricos

Na se¢ao anterior discutimos o problema de se encontrar valores extremos

sujeito a restri¢do G(x,y,y’) = 0, porém agora nossa condi¢ao subsidiaria tera um valor
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prescrito. Desta forma, o problema de se encontrar o valor extremo para uma certa
integral, sujeita a uma outra que tenha um valor definido, ¢ chamado problema isoper-
imétrico. Em especial, o problema de se encontrar a curva fechada de comprimento
dado, que possui area maxima é chamado de problema isoperimétrico, demonstraremos
este problema no fim deste capitulo.

Suponha que queiramos encontrar os valores extremos da integral

I:/ F(z,y,y)dx (4.22)

zo

sujeita a condigao subsidiaria

z1
L= / G(z,y,y' )dr = uma certa constante ¢ (4.23)

xo

Este tipo de problema nao pode ser tratado como na secao anterior, de
formar uma variagao y = u+en. Por que uma mudanca no valor do parametro e podera
causar uma mudanca no valor de L, que deve ser constante. Com isto, adimitindo que

y = u seja a funcao procurada , formaremos a variacao
Y = u+ e+ e (4.24)
onde 7; e 15 sao fungoes continuamente diferenciaveis com
M (zo) = m(z1) =0 e na(wo) = na2(21) =0

Desta foma, substituindo 4.24 em 4.22 e 4.23 obtemos

Tl
I(e165) = / F(x,u+eim + eamg, v’ + 1) + eamp)dx

zo

Tl
L(er,e2) = / G(z,u+ e1my + €ama, u + e’ + 62772/)d$ =c

o

a fungdo I(e1€y) sera estaciondria para €; = €5 = 0, sujeita a condi¢do L(ep, €2) = c.

Usando o método dos multiplicadores de Lagrange da se¢ao anterior obtemos
H(€1,€2> = ](6162) +)\L(€1,€2) (425)
Desta forma, de 4.22 e 4.23,

H(er, e2) — / " oy, )da (4.26)
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onde
¢(r,y,y) = F(2,y,9) + A\G(z,9,Y) (4.27)
Como queremos encontrar um valor estacionario para H temos entao que

OH OH

9~ 96, com €; = € ( )

Temos entao que de acordo com a regra da cadeia

oH [ [a¢@+a¢a_y}dx:/: [a¢ ¢

_ [T 900y 99 9, P —1.2. (42
9 ). Loyoe "oy oe oyt oy [ dr i=1,2 (429)

0

Desta forma,

aH x1 a¢ @Qﬁ ,
= SN + o | de = 4.
0€; ley=e2=0 /J»‘o [8un + au’m] z=0 ( 30)
Integrando por partes temos
o 8¢ / a¢ z1 “ d 6(;5
A dr = oo = i—— o d 4.31
zo aulnz ! aun zo /xo ndx ou’ :L‘ ( )

mas das condigbes de contorno 1 (xg) = n1(x1) = 0 e ma(x1) = M2(x2) = 0, entdo

n9e (M dde
/x %nit&_ /mo mdw@u’dw

0

O que torna a equacao 4.30

0H
8@-

“rde d 0¢
_— 771 pr— .
- / [ } dz = 0 (4.32)

e1=€2=0 ou dxou

Sendo as fungoes 7); funcoes arbitrarias e continuamente diferenciaveis e satisfazendo as

condicoes de contorno, aplicando o lema fundamental do célculo das variagoes temos

dgp d dp
que pode ser reescrita como
d
Y — — by =0 4.34
b= o9 (430

Exemplo 4.2 Vamos considerar o exemplo de determinar a curva de comprimento

b . L 4 - S
L para o qual, I = fa ydx € um mdzimo com as sequintes condicoes de valor inicial

y(a) =yo e y(b) = y1.
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O comprimento da curva é a nossa condi¢ao subsidiaria.

b
/ V 1+ y?de

entao iremos achar o extremo da integral,

b
H:/ (y + A1+ y?)dx

Chamando o integrando de ¢(y,y’) temos

oy, y) =y+AIV/1+y?

Podemos observar que o integrando depende somente de y e ¢/, entao temos a equagao

de Euler
(b - y/(by/ =C

)\/
_y/ y :C
/1+y/2

Y+ A1+ y?

1+y”
1 2 A /2
y_C:_(+y)+y
1+y/2
A
y—C=-—

Fazendo y' = tan(f), temos /1 + y’? = sec(0).
Logo

de
dy dy
vy dr = =2
=y = de v
obtemos
dp — Asen(0)do
tan(6)

dx = X cos(0)d

uma integragao em ambos os membros

/dx = /Acos(@)d& =z = Xsen(f) + C4
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(x — C1)* = Asen?(0)

e de y — C' = —\cos(f) obtemos a seguinte relagao
(y — C)?* = M cos*(0)

Logo
(a:—Cl)Q—I—(y—C)Q = /\2

Ou seja, o extremo do funcional ¢ um arco de circunferéncia de centro (Cy,C) e raio
A, onde C' e (] sao constantes de integracao que podem ser determinadas a partir das

condigoes de contorno.

4.3 Curvatura

Para resolvermos o chamado problema isoperimétrico, introduziremos o con-
ceito de curvatura.
Sabemos do céalculo que a curvatura de uma curva C' parametrizada em

termos do comprimento de arco é definida por:
dT

k(s) = ||—1l,

() H ds H

onde % ¢é a taxa de variagao do vetor tangente unitario 7' em relagao ao comprimento
de arco s. Entretanto, se a curva for representada em coordenadas polares, através do

parametro 6 ou seja, v = f(f), poderemos reescrever a curvatura como

(4.35)

Temos que seja 6 o pardmetro, entdo x = rcos(f) e y = rsen(f), uma

representacao para a curva sera

-

v = (rcos(f), rsen(0)) = rcos(0)i + rsen(6);. (4.36)

cuja derivada é

— —

v = [r'cos(f) — rsen(0)]i + [r'sen(6) + r cos(6)]7
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17| = /(1" cos(6) — rsen(6))2 + (r'sen(f) + r cos(h))?
17| = /r2(sen2(0) + cos2()) + r2(sen2(f) + cos2())
7] = v

Derivando uma segunda vez 4.36 obtemos

— —

7" = [r" cos(0) — 2r'sen(0) — rcos(0)]i + [r"sen(8) + 21" cos(6) — rsen(6)];.

i j k
7' xAy = r’ cos(6) — rsen(f) r'sen(#) + r cos(f) 0
" cos(0) — 2r'sen(0) — rcos(@) 1"sen(0) + 2r' cos(0) — rsen(d) 0

| 7' x~"| = | (' cos(0) — rsen(6))(r"sen(8) + 2r' cos(f) — rsen()) —
— (r'sen(0) 4 r cos(9))(r"sen(8) — 2r'sen() — r cos(6)) |
= | 2r"% cos*(0) + 2r”%sen?(0) — rr'”"sen?(6) — rr” cos®(6) + r?sen’(6) + r* cos?(0) |

= | 2r"? — 1" + 17|

Da equacgao 4.35 obtemos que a curvatura em termos do parametro 6 é dada por

| r2 —rr” + 217 |

0) = - 4.37
0 = (437

Agora, observe que se a curva for um circulo de raio A cuja equacgao é dada por
v = Acos(0)i + Asen(6)] (4.38)

Da equagao 4.37 obtemos
0) =2 =1
K = = —
(A2 A

Podemos observar entao que o circulo tem curvatura constante %

4.4 O problema isoperimétrico

Outro problema isoperimétrico interessante, consiste em encontrar dentre

todas as curvas planas fechadas de comprimento dado, aquela que tenha area méxima.
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Se resolvermos o problema em coordenadas polares, a curva terd a seguinte
representagao r = r(6) e sabemos do calculo que a area de uma curva em coordenadas

polares é dada pela integral

1 2w
A== / r2df. (4.39)
0

Nossa condicao subsidiaria ou seja o comprimento da curva é dado por
2m L
L— / (2 +2)}do (4.40)
0

Desta forma, o funcional a ser minimizado é

2m 1
H = / {57“2 + A(r? + T’/Q)%} do (4.41)
0
Sendo
1
6= 5 FA0 + r’?)s (4.42)
cuja equagao de Euler
d
. — — by = 4.4

Or — o =0 (4.43)

nos da

d

() e - @)\T,(Tz +72)72 = 0. (4.44)

Como r depende de 6

l 12 ! 2///
Ar’(r? 4 1"?)z — 1! @rr'420'r")

x4 1) = = Ti) !
_ r(r? +r'?) — rr’: — 2yl
(r2 4+r2)2
=)
(r2 4 r72)2

Substituindo o resultado obtido na equacgao 4.44 temos que

Ar Ar''r? + Arr'?
(r2 + 742)% (r2 + r’z)%

T+

Ar(r? + 1) — Ar''r? 4 Arr'?
(7«2 —I—T/Q)%
Ar [r? 4+ 12 — 'y 4 "]

(r2 + 742)%

= —r

= —r
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Ou seja,
r2 — 'y 4 22 1

(r2 + 7“’2)% N

O que nos da
r'r—2r% — 2 1
(T2 + T/Q)% - X (445)

Como podemos observar da se¢ao anterior, a equacao 4.45 ¢ a curvatura de um circulo

de raio A. Portanto, dentre todas as curvas de comprimento dado, a curva que possui

drea maxima é a circunferéncia.
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Capitulo 5

O Principio de Hamilton

5.1 Fungoes homogéneas

Diz-se que uma fungao f(z1,xs,...,x,) ¢ homogénea de grau h se
ftoy, tag, ... try,) = t"f(zy, 29,..., 2p) (5.1)

Em geral, um polindémio em x e y ou em maior nimero de varidveis ¢ uma funcgao
homogénea de grau h se, em cada termo, a soma dos expoentes das varidveis indepen-
dentes for igual a h.

As func¢oes homogéneas mais simples sao os polindmios homogéneos, como
por exemplo z = ax? — bxry + crz — y?, que é uma funcao homogénea de grau 2. As
funcoes

3a® — 222y + o3 Y x
g = I 202 h = x cos <E> e z=tan (:B—I—y) (5.2)

sao funcoes homogéneas de grau —4, 1 e 0 respectivamente.

As fungoes homogéneas que também sao diferenciaveis, satisfazem a equacao

diferencial parcial
T1foy F T2 fey + oo+ T fu, = hf(x1,29,.. ., 2,) (5.3)
conhecida como relagao caracteristica de Euler.

Teorema 5.1 A condigao necessdria e suficiente para que uma fungao f(x1,xa,. .., Ty,),
definida e diferencidvel num dominio aberto D, seja homogénea de grau h € que ela

satizfaca a relagao de Fuler.
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Demonstracao 5.1 Derivemos ambos os membros da equagao 5.1 em relagao at, isto
€ permitido, jd que a equagao € uma identidade em t. Aplicando a regra da cadeia ao

primeiro membro, obtemos
Ty fo, (txy, b, .. tan) + oo A T fo, (try, tag, .. twy) = " f(2y, 29, .., 1), (5.4)

Escrevemos f., para designar a derivada de f em relagao a primeira var-

wavel, isto €, primeiro calculamos

Of (&1, &2 -+, &n)
9&

para depois substituir & = txy, & =txy, ..., = ... =&, = tx,. Nao devemos confundir

fu, (txy, txs, ... txy,), com a derivada

pr (twq,txg, ... txy,) = tfy, (try, tas, ... tx,).

Fazendo t = 1, mostramos que a relacao de FEuler € condi¢cao necessdria
para a homogeneidade de f. Para demonstrar que a condi¢ao € suficiente, devemos
admitir a relacao 5.3 e provar que f € homogénea de grau h.

Substituindo (x1,za,...,x,) por (txy,...,tx,) a equacdo 5.3 se torna

tay fo, (e, ..o tay) + . oo F tan fo, (1, .o txy) = hf(txy, ... tx,)

th*l

Multiplicando esta equacao por , obtemos

th(zyfo, + . F T fe,) — Wt =0

Observando que o primeiro membro € igual a

tth f(tl'l’ v ,tl‘n>

= th(:clfgc1 + ..t anfe,) — ht" 71 f,

dt th
segque que w é constante em t. Quando t = 1, isto se reduz a f(xy,29,...,2,),
portanto
f(txl’txz;l — ’tx”) = f(xlg T, ... ,{En)
ou seja

ftxy, trg, ... tx,) = thf(xl,xg, Cey T)

como queriamos demonstrar.
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5.2 Principio de Hamilton

Os sistemas de equacoes diferenciais de Euler possuem uma grande im-
portancia no ramo da matemética aplicada. Um dos mais significativos conceitos da
fisica matemaética é conhecido como Principo de Hamilton, que diz que o movimento
de um sistema de particulas, pode ser expresso pela condicao de que a integral

to
/ (T — Ut
t1
chamada de integral de Hamilton, seja estacionaria, onde 7' é a energia cinética e U a
energia potencial do sistema.
Vamos considerar por exemplo uma particula de massa m sobre a acao de

uma forca F'. Se denotarmos o vetor deslocamento por x, da segunda Lei de Newton

temos que
F=mz2 (5.5)
. . 2 . ~
onde & = ‘fl—f e T = ”Clng”. Sendo dzx uma variacao no deslocamento com 0z|—;, = 0 e
5l‘|t:t2 = 0.

Tomando o produto escalar com dx de ambos os lados da equacao 5.5 e

integrando temos

/t2 (m& - dx — F - dx)dt =0 (5.6)

t1

Integrando por partes, obtemos
to to
/ midt = midx|i? — / mididt (5.7)
t1 t1
mas das condigoes de valor inicial mid[;> = 0

to to
/ midrdt = —/ madidt (5.8)
t1 t1

Observando que di? = 240, a equacdo 5.8 se torna
to t2
/ midzdt = — / ™ 5i2dt (5.9)
t1 t1 2

22, . e, , P2 ~
" ¢ a energia cinética da particula. Fazendo T'= "~ a equagao 5.7 se torna

mas 5

to to
/ midrdt = —/ ordt (5.10)
t1 t1
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e substituindo a equacao 5.10 na equacao 5.6 temos
ta
/t (0T + Féz)dt =0 (5.11)
1
Sabemos que o trabalho realizado por F' sobre a particula percorrendo tra-
jetoria o é dado pela integral de linha fg Fds. O valor da integral depende somente
dos extremos do intervalo ou seja de o(t1) e o(t2). Em outras palavras, se nds usarmos
outra trajetéria com os mesmos extremos do intervalo, nés encontraremos a mesma re-
sposta ou seja, a integral independe do caminho. Entao podemos encontrar uma fungao

¢(x,y, z) chamada de fun¢ao potencial tal que d¢ = Fdx, o que torna a equagao 5.11

igual a
to to
/ (0T + 56)dt — 5/ (T + $)dt = 0 (5.12)
t1 t1
Definindo a energia potencial por U = —¢, teremos
to
5/ (T — U)dt = 0 (5.13)
t1

onde a diferenca de energia L = T'— U é chamada potencial cinético, ou funcao la-

grangiana, desta forma podemos escrever a equacao 5.13 como

to
5/ Ldt=0
t1

Exemplo 5.1 Consideremos o movimento de uma particula de massa m em trés di-

MEensoes.

Se a posi¢ao da particula no instante ¢ é expressa em coordenadas retangulares z(t),

y(t) e z(t), onde a energia cinética é dada por
T = %m(:icZ + 3+ 2%)
Enquanto que a energia potencial U é dada por
U=U(z,y,2)

Entao
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O sistema de equacgoes de Euler para L é

d
L,——L; = 0
dt
d
Ly——Ly =0 (5.14)
d
Lz - _Lz‘ —
dt 0

mas se observarmos que L, = U,, L, = U, e L, = U, e que

d d, | d d d d

—L; = — , — Ly = —(my —L; = —
dt dt<mx) dt Y dt(my) dt dt

(m2)
o sistema 5.14 fica

d
—(mz)+U, = 0

dt
d, .
%(mz’)%—Uz =0

que pode ser resolvido a partir das condigoes iniciais.

5.3 Principio da conservacao de energia

Se no6s considerarmos um sistema mecanico com n graus de liberdade, onde
um sistema é dito ter n graus de liberdade se as suas posi¢oes forem determinadas por
n coordenadas independentes q1, qa, . . ., ¢, entao denotando o tempo por ¢ no lugar de
x e as variaveis dependentes qq, go, . . ., ¢, 1o lugar yy,ys, ..., y, onde ¢; sao fungoes do
tipo ¢;(f) com segunda derivada continua, sendo assim ¢; = %qi.

Desta forma h& uma funcao associada ao sistema dinamico denominada

energia cinética que ¢ da forma

n

1

T(q1, - qnsGuy- - - Gn) = 2 Z ijqig; Aij = Qji (5.16)

t,j=1
A energia cinética ¢ portanto uma fun¢ao homogénea de grau dois. Ha ainda uma outra
fungao associada ao sistema dindmico, a energia potencial U(qy, ..., q2) que depende

somente da posi¢ao. Assim podemos observar que L = L(t,q1,q2,---,Gi,G1,G2, - - -, ;)
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Podemos descrever entao o Principio de Hamilton como sendo o movimento
de um sistema dinamico, no intervalo t, <t < 1, de uma posicao inicial dada a outra
final também dada, de tal forma que a integral ftil (T — U)dt seja estacionaria para o

movimento. As equacoes de Euler para o sistema dinamico sao

oL doL_,
dq;  dtdg;

(5.17)

Em vista do integrando L nao depender explicitamente da varidavel independente ¢, a

equacao de Euler pode ser reescrita como

n

T—U—Zqz-a(g—;m:O (5.18)
i=0 v

Como U nao depende de ¢;, temos

0T —U) ~.0T
Z@—%—Zqz’a—%

i=0 =0

Mas T' ¢ uma funcao homogénea quadratica em ¢;, logo
=~ . oT . .
Z%% =0Ty + T, + ...+ GuTy, = 2T
i=0 !
Com isso a equacao 5.18 fica

(T-U-2T) = C (5.19)
T+U = —-C (5.20)

Ou seja, durante o movimento, a soma da energia cinética com a energia potencial
nao varia com o tempo. Este principio é conhecido como Principio da Conservagao de

Energia.
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Conclusao

Neste trabalho, a teoria de maximos e minimos de fung¢oes de uma variavel
real foi extendida para casos mais gerais onde os valores extremos nao eram mais um
valor real, mas sim fungoes. O procedimento foi entao derivar condi¢oes necessarias
para a existéncia de valores extremos para funcionais. Mostrando assim que a equagao
de Euler ¢ condi¢ao necessaria para a existéncia de um valor extremo. A escolha dos

exemplos foi feita com base nos problemas da fisica e da matemaética aplicada.
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