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Resumo

Estudamos o efeito da aperiodicidade na interagao bilinear (de troca) do modelo de
Blume-Emery-Griffiths (BEG) na rede de Bethe, no limite de coordenagcao infinita. Foram
obtidos, numericamente, os diagramas de fases para o modelo uniforme ou puro e na
presenca de aperiodicidade. Nesta aproximacao, os diagramas podem exibir regices de
coestabilidade de fases, transi¢oes continuas e pontos multicriticos.

A aperiodicidade foi introduzida através de dois tipos de interacoes que seguem sequén-
cias dadas por duas diferentes regras de substituicao: duplicagdo de periodo ( A— AB
B— AA) e triplicacao de periodo (A— ABB, B— AAA). Para efeito comparativo obtivemos
também alguns diagramas de fases com interacoes periddicas entre os spins.

Os diagramas de fases obtidos para % maiores (5 e 3) tém configuracoes parecidas:

com uma regiao ferromagnética F, duas paramagnéticas P, e P, e fases de coestabilidade
Pi+P, F+P, F+P+Pre F+PL

Para % menores (0, —0,15) tém-se uma tnica fase paramagnética P, uma fase ferro-
magnética F e uma regiao de coestabilidade F + P.

Nos diagramas de fases obtidos para % = —0,5 obtemos uma regiao de coestabilidade

entre duas fases ferromagnéticas F;1 +F e um diagrama inédito com interacoes enfra-
quecidas (r = —0,8) em que surge uma regiao antiquadrupolar AQ inserida na regiao
ferromagnética F.

Para % = —1 obtivemos um outro diagrama de fases inédito com fases ferromagnética
F, paramagnética P, antiquadrupolar AQ e regioes de coestabilidade entre as configuracgoes
ferromagnética e antiquadrupolar (F +AQ) e ferrimagnética e antiquadrupolar (FI 4+ AQ).

J& os diagramas de fases obtidos para % = (—1,5, —3,0 e —3,5) diferem pelas suas

formas mas possuem praticamente a mesma configuracao: fases ferromagnética F, para-
magnética P, antiquadrupolar AQ, ferrimagnética F| e regioes de coestabilidade F +AQ e
FI +AQ.



Abstract

We study the effect of aperiodicity in the bilinear interaction of the Blume-Emery-
Griffiths (BEG) model on a Bethe lattice, at the infinite-coordination limit. We obtained
the phase diagrams of the uniform model (without aperiodicity), with phase co-stability
regions, continuous transitions and multicritical points.

The aperiodicity was introduced by two kinds of interaction which follow sequences
given by two different substitution rules: period doubling ( A— AB, B— AA ) and period
tripling ( A— ABB , B— AAA ). Periodic sequence was being utilized at some cases to
compare with aperiodic sequences.

The phase diagrams obtained for bigger values of % = (5 and 3) are similar: they have
one ferromagnetic region F, two paramagnetic phases Py and P>, and co-stability regions

Pl—l—Pz, F+P27 F+P,+P,and F+P.

For % =0 or —0,15; we obtained phase diagrams with only one paramagnetic phase
P, one ferromagnetic F and one co-stability region F + P.

In the case % = —0,5 we obtained phase diagrams with one co-stability region F1 +F
and a new diagram obtained for weaker interactions (r = —0,8), with an antiquadrupolar
region AQ inside the ferromagnetic phase F.

We obtained another new phase diagram to % = —1 with a ferromagnetic phase F,
paramagnetic P, antiquadrupolar AQ and co-stability regions F +AQ and FI + AQ (ferri-
magnetic + antiquadrupolar).

The phase diagrams obtained for % = (—1,5, —3,0 e —3,5) have almost the same con-
figuration: a ferromagnetic phase F, paramagnetic P, antiquadrupolar AQ, ferrimagnetic
Fl, and co-stability regions F +AQ and FI + AQ.
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1 Introducao

1.1 Motivacao

A motivacao deste trabalho reside no fato de, em geral, sistemas fisicos reais apre-
sentarem algum tipo de impureza ou desordem entre seus atomos. Esta desordem pode
modificar as propriedades fisicas de um sistema e os efeitos podem ser particularmente
significativos nas proximidades de singularidades, como por exemplo, em pontos de transi-
¢ao de fases. Em alguns casos, tais perturbacoes podem alterar a classe de universalidade
das transicoes de fases de segunda ordem. Além disto, muitos dos dispositivos produzidos
pelo homem apresentam algum nivel de impureza, ou mesmo defeitos estruturais, como

por exemplo, em dispositivos magnéticos de armazenamento de dados.

Soma-se a isto o desenvolvimento de tecnologias de crescimento de ligas [1] [2], que
torna possivel a construgao de materiais formados por 2 ou mais atomos em camadas

compostas por sequéncias previamente estabelecidas.

A Fig. 1.1 representa um certo material formado por camadas aperiédicas de dois

tipos diferentes de atomos.

Figura 1.1: Representacao de um material formado por 2 dtomos distintos dispostos em
camadas aperiodicas.
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1.2 Objetivos

Nosso interesse é estudar os efeitos de desordem nas interacoes de troca do modelo
de Blume-Emery-Griffiths na rede de Bethe, no limite de coordenacao infinita. A ge-
ometria desta rede permite a execucao de célculos exatos, além de representar bem o
comportamento de sistemas de alta dimensionalidade (em alguns casos, até mesmo o

comportamento de sistemas bidimensionais).

A desordem é inserida no sistema por meio de sequéncias aperiédicas previamente
definidas e associadas as interacoes de troca do modelo. Os possiveis efeitos ocasionados
por tais desordens aperiddicas seriam verificados nos diagramas de fases obtidos numeri-

camente e comparados com aqueles obtidos por Hoston e Berker [3] para campo médio.
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2 Sequéncias Aperiodicas

Neste capitulo, definiremos as sequéncias aperiddicas deterministicas obtidas por re-
gras de substituicao e apresentaremos as matrizes de substituicao associadas a cada uma
dessas sequéncias. O estudo dessas matrizes nos dard importantes informacoes de cada
sequéncia aperiodica, tais como a proporcao de cada letra na sequéncia e a flutuacao

associada ao grau de aperiodicidade, entre outras.

As sequéncias aperiodicas sao uma ferramenta importante para se introduzir inomoge-
neidade deterministica nas interagoes de modelos magnéticos como o BEG. Na abordagem
do modelo BEG na rede de Bethe sao necessarias sequéncias longas para se chegar a ter-
modinamica do modelo, uma vez que o resultado converge para um numero grande de
iteracoes. Em abordagens do modelo BEG em redes regulares finitas, sao necesséarias va-
rias configuracoes de sequéncias aperiddicas e a determinacao do comportamento médio

delas, para se chegar a termodinamica do modelo.

2.1 Definicao

As sequéncias aperiddicas sao estruturas formadas por um conjunto de elementos
ordenados (letras) a10203...0n, construidas a partir de um alfabeto .27, onde aj €
o,V ] € IN. Tais sequéncias sao denominadas aperiédicas quando nao forem formadas

por subsequeéncias que se repetem periodicamente.

Dentre os diversos métodos de se obter sequéncias aperiddicas deterministicas, traba-
lharemos com a regra de substituicado que representaremos pela letra {. Podemos obter
uma sequéncia aperiodica tao grande quanto quisermos aplicando N vezes essa regra em

uma semente @ € &/ como mostrado a seguir:

nvezes
N

(---(€(Z((a)))...)=¢"(a).
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2.2 Matriz de substituicao

Considerando um alfabeto &7 com duas letras, por exemplo, A e B, podemos definir

uma regra de substitui¢ao {:
{(A) — AYB?,

{(B) — AHBY. (21)

Consideremos ainda y=90 = =1e v =0, obtendo assim:

Z(A) — AB,

Z(B) — A. (22)

Ao aplicarmos duas vezes a regra { em uma semente, por exemplo A, obtemos:

Z2(A) = L(L(A) = Z(AB) = Z(A){(B) = ABA. (2.3)

Assim, se continuarmos sucessivamente aplicando a regra { obtemos a sequéncia:

Z3(A) = L(Z(A) (B)Z(A) — ABAAB.
ZHA) = Z(AZ(B)Z (A (A)Z (B) — ABAABABA. (2.4)

I
N
—~
Z
N

Analisando as sequéncias criadas anteriormente percebemos a seguinte caracteristica:

ZR) = HAT(A). (2.5)

Para calcularmos a proporcao das letras na sequéncia apds sucessivas aplicacoes da

regra de substuicao utilizamos a matriz de substituicao definida por .-

Noy (1) Ney{(az)
M= ng,l(a1) ng,l(a) ... |, (2.6)

ondeaj € &/, Vj € INe najZ (aj) representa o nimero de letras o) que aparecem na

aplicacao da regra { na letra qaj.

Considerando o alfabeto limitado a duas letras o7 = {A,B} a equagao (2.6) se trans-

forma em:
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M= (2.7)

<nAZ(A) nAZ(B)>
nsl(A) ngl(B) |

E assim, utilizando o exemplo dado anteriormente na expressao (2.1), a matriz de

substituicao .# associada a esta regra de substituicao é dada por:

///=<V5>. (2.8)
U v

Queremos agora obter uma relacao entre o nimero de letras A e B de sucessivas
aplicagoes de uma regra de substituicao. Para isso, utilizamos a matriz de substituicao

M e as operagoOes convencionais de matrizes como vemos a seguir:

mala) | nal*(ar)
< alkH(a) ) _///< k) ) : (2.9)

Observando que a equagao (2.9) vale para todo k € IN, podemos escrever

k+1
n a Nala
Azk 1( ) e[ M) (2.10)
ned*"(a) ns(a)
O numero de letras A e B pode ser obtido através das entradas dos vetores vistos na

equagao (2.10). Estes vetores por sua vez, podem ser representados por uma combinagao

linear de dois vetores linearmente independentes:

< nA(a) ) = C1U1 + CpUy, (2.11)

I’]B(CI)

Escolhendo os vetores Ui e Uy como sendo os autovetores associados ao maior e o

menor autovalor, respectivamente, e utilizando a equagao (2.10) vemos que:

( naZ* ()

:)\{(Clul-i-)\;_(CzUz, (2.12)
nsz—i—l(a) )

onde A1 é o maior autovalor e A o menor.

Podemos obter o nimero de letras N apds k+ 1 substituicoes simplesmente somando

as componentes da equagao (2.12):
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N = naZ*(a) +ned ™ (a) = AKeq (Urs + Urz) + AXco (U1 + Up2),

sendo Ujj a componente j do autovetor i.

(2.13)

Além de representarmos o crescimento da sequéncia através dos autovetores e autova-

lores podemos também escrever a fracao de letras A e B na sequéncia no limite de infinitas

aplicagoes da regra de substituicao, respectivamente dadas por:

pp = fim M)
T ko N ’
_ Zk+1(a>
= lim —=
PB k— o0 N ’
ou ainda,
Afciupn + A%ty

Py = lim y
k—oo AKCq (U1 + Unz) + AXco(Uag + Uzp)

Re — fim Afciuio + A%copn
ke AKC1(Up1 + Ug2) + ASCo(Up1 + Upo)

Para c1 # 0 e visto que A1 > |A2| as equagoes (2.16) e (2.17) se resumem a:

- Uiy
— -
U1+ Up2

U1z
U1+ Up2

2.3 Flutuacao

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

Nas se¢oes anteriores obtivemos grandezas que nos permitem definir o expoente de flu-

tuacao w que, no contexto do critério de Harris-Luck [4][5], é determinante para mudangas

do comportamento critico de um sistema.

Vamos definir a flutuacao de letras A como
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9=l (a) —RaN| (2.20)
Desta forma a flutuacao mediré a diferenca entre o niimero de letras A obtidas a partir
de k substituicoes e o nimero assimptdtico de letras A da sequéncia, PaN.

Escrevendo a flutuagao em termos de uma lei de poténcia

gON®, (2.21)

podemos relacionar o expoente w com os autovalores da matriz de substituicao de uma
sequéncia no limite assimptdtico de k> 1, substituindo as equagoes (2.13), (2.17) e (2.20)
na (2.21):

U11(U21 + U22)
U1+ U2

k K k w
A5C2 {U21— ] ' = [)\101(U11+ U12) +AyCo(U21 + Uzz)] ,

sendo que, com €1 # 0 e |A2] < A1, obtemos no limite de k> 1

U11(U21 + U22)
U11+ U2

)\502 |:U2]_— :| ) = [)\fcl(ull-i— UlZ)] w. (2.22)

Tomando o logaritmo em ambos os lados da (2.22)

~ Uia(Up1+ Uz2)

KIn|Az|+1In
U1+ Up2

Co |:U2]_ } ' = wkInAy+ OL)|FIC]_(U11-|- U12) (2.23)

No limite de kK — o obtemos de (2.23)

_In{A7]
©= T

(2.24)

2.4 Exemplos

Apresentaremos agora alguns exemplos de sequéncias aperiédicas obtidas por regras

de substituicao.

e [ibonacci

A sequéncia obtida na n-ésima aplicacao desta regra de substituicao é igual a soma
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das duas sequéncias imediatamente anteriores, como pode ser verificado na equacao

(2.4). Sua regra de substituigao é dada por:

{(A) — AB,

2B A (2.25)

E sua matriz de substituicao correspondente:
11
M= .
10

O nome desta regra de substituicao vem do fato de que a cada aplicagao dobra-se o

e Duplicagao de periodo

tamanho da sequéncia. Tal regra consiste em:

Z(A) — AB,
Z(B) — AA.

—(12)

Neste caso a cada aplicacao da regra de substituicao triplica-se o tamanho da sequén-

(2.26)

A matriz de substituicao:

e Triplicagao de periodo

cla.

Z(A) — ABB,

Z(B) — AAA. (2.27)

A respectiva matriz de substituicao:

1 3
M = .
20
Somente as duas ultimas regras apresentadas, duplicagao e triplicacao de periodo

foram utilizadas pos nds no presente trabalho.

Outra sequéncia estudada, conhecida como sequéncia de Rudin-Shapiro, necessita de

um alfabeto de quatro letras para ser construida:
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e Rudin-Shapiro

(2.28)

Neste caso

X

I
o r O P
P B O O
© O r
P O B O

Podemos agrupar as caracteristicas da matrizes citadas na tabela a seguir:

Sequeéncia A1 Ao Pa w
Fibonacci 1+2\/5 1*2\/5 1+2\ﬁ3 -1
Duplicacao de periodo 2 -1 % 0
Triplicagao de periodo 3 -2 % 0,63
Rudin-Shapiro! 2 V2 % %

Tabela 1: Parametros caracteristicos das sequéncias aperiodicas citadas.

'Rudin-Shapiro de duas letras, onde C=A e D = B (apés formada a sequéncia); A1 e Ay sdo os dois

maiores autovalores.
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Ainda que o cédlculo dos expoentes criticos nao seja o objetivo deste trabalho cita-
mos que estas diferentes sequéncias sao responsaveis por varios fenomenos observados na
criticalidade dos modelos em mecanica estatistica. Entre estes fenomenos, chamamos a
atencao para uma mudanca do tipo de lei de escala de grandezas termodinamicas na cri-
ticalidade: ao invés da tipica lei de poténcia, observa-se um comportamento chamado de
log-periddico para algumas sequéncias. Isto pode ser explicado a partir de argumentos de
grupo de renormalizacao exato [6]. Este fendmeno estd intimamente ligado & maneira na

qual estas sequéncias crescem a cada aplicagao das suas respectivas regras de substituicao.

Note que, como ja foi comentado, nao aplicaremos o critério de Harris-Luck [5] na
rede de Bethe. Entretanto, interpretaremos os valores do expoente w mostrados na Tab.
1, como uma indicacao de que a flutuacao cresce quando se vai da sequéncia de Fibonacci

para a de duplicacao de periodo e desta para a de Rudin-Shaphiro.

O critério de Harris-Luck classifica as perturbacoes causadas por inomogeneidades nas
interacoes de um sistema em relevante, irrelevante ou marginal. A perturbacao é relevante
se modificar a classe de universalidade dos expoentes criticos deste sistema; irrelevante
quando nao e marginal quando a aperiodicidade leva a um comportamento nao universal,

com alguns expoentes podendo variar continuamente com a amplitude da perturbagao|7].

De acordo com este critério, a relevancia de uma dada sequéncia aperiddica esta ligada

ao expoente @ dado por:

® =1—davp(1— w). (2.29)

onde di é a dimensao da rede na qual a aperiodicidade estd atuando, Vg é o expoente

critico do comprimento de correlacao do modelo puro e w é o expoente de flutuacao.

A perturbacao é relevante quando o expoente @ > 0, é irrelevante quando @ <0 e

marginal quando @ = 0.
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3 Rede de Bethe

Apresentaremos aqui a definicao da rede de Bethe com algumas de suas caracteristi-
cas e a formulacdo do modelo de Blume-Emery-Griffiths (BEG) [8] com interagao entre
primeiros vizinhos na rede de Bethe. Abordaremos ainda a aproximacao de Bethe e o

calculo da temperatura critica do ferromagneto, nesta aproximacao.

3.1 Definicao

Considere o grafo construido da seguinte maneira: comece com um ponto central
0 e adicione z pontos, todos conectados a 0. Nomeie este primeiro grupo de Z pontos
de camada 1. Agora crie a camada 2, tomando cada ponto na camada 1 e conectando
Z— 1 novos pontos a ele. Procedendo iterativamente desta maneira, construa as camadas

3,4,...n. Isto resultara num grafo analogo ao mostrado na Fig. 3.1:

Figura 3.1: Arvore de Cayley com ntimero de coordenacao z= 3 e 4 camadas.
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H4 z(z—1)"1 pontos na camada n e o niimero total de pontos no grafo com n camadas

D

Z(z—1)"-1]
z—2 ’

No6s chamaremos os pontos na camada N de pontos de borda. Eles sao especiais pois cada

1+ (3.1)

um deles tem somente 1 vizinho, enquanto que todos os outros pontos interiores tém z
vizinhos. Tal grafo nao contém circuitos fechados e é conhecido como arvore de Cayley.
Do nosso ponto de vista isto pode ser pensado como uma “rede” regular com ntimero de

coordenacao z, isto é, z vizinhos por sitio, ignorando-se os sitios de borda.

Normalmente a razao entre o nimero de sitios de borda e o niimero de sitios no interior
de uma rede regular é desprezivel no limite termodinamico de um sistema grande. Aqui
nao, pois ambos os nimeros crescem exponencialmente com (z—1)". Para superar este
problema consideremos somente propriedades locais de sitios profundamente localizados
no grafo, isto é, infinitamente distante da borda no limite n — co. Tais sitios sao todos
equivalentes, com numero de coordenacao z. Assim, as grandezas calculadas nos sitios

com estas caracteristicas sao grandezas calculadas na rede de Bethe.

Colocando de outra maneira, se nés construirmos um modelo BEG numa arvore de
Cayley completa, a fungao de particao Z conteria contribuigoes dos sitios profundamente
localizados no grafo e dos sitios de borda. A contribui¢ao destes ltimos nao é negligen-
ciavel, principalmente no limite termodinamico. Em vez disso, consideraremos somente a
contribuicao em 2 dos sitios profundamente localizados no grafo, isto é, aqueles da rede

de Bethe [9].

3.2 Dimensionalidade

Considere qualquer rede regular e faga M ser o numero de primeiros vizinhos por
sitio, My o numero de segundos vizinhos, Mg o nimero de terceiros vizinhos, etc. Assim
Ch=1+M+my+Mg+...+ M, é o nimero de sitios com n passos de um dado sitio. Para

redes hipercubicas é facil ver que:

. Inc
lim —2 =d, (3.2)
n—o NN

onde d é a dimensionalidade da rede.
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A relacao 3.2 é também verdadeira para todas as redes regulares de duas e trés dimen-
soes e pode ser cosiderada como uma defini¢ao de dimensionalidade d. Agora retornando a
considerar a rede de Bethe onde neste caso ¢p é dado por 3.1. Substituindo esta expressao

em 3.2 obtemos:

In Z[(z—1)"-1]
lim Mg ) _ im : (3.3)

Como (z—1)">> 1, para z> 2 temos:

im In[z(z— 1)"] —In(z— 2) —iim Inz+nin(z—1) —In(z—2) o, (3.4)
N—co Inn n—oo Inn

Portanto, neste sentido, a rede de Bethe é de dimensao infinita.

3.3 Relacoes de recorréncia

Apresentaremos agora os calculos do modelo BEG na rede de Bethe, com interacoes
entre primeiro vizinhos, para chegarmos as relacoes de recorréncia da magnetizacao e do
momento de quadrupolo parciais que foram utilizadas para a obtencao dos diagramas de

fases apresentados no Cap. 5.

Iniciamos pela funcao de particao:

f:szl;;...;e_ﬁjf:%e_ﬁf, (3.5)

onde {s} indica que a soma é realizada sobre todos os microestados possiveis, B = %, ks

é a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta.

Dada a hamiltoniana do modelo BEG temos:

B 5 ssj+K 5 s%52-Dys?)
¥=Se (i) T (3.6)
s
onde §j =0,+1 e (i, ) indica que a soma ¢é realizada sobre todos os sitios primeiros
vizinhos. Consideremos a rede de Bethe cujo spin central é nomeado de camada n+ 1,
os primeiros vizinhos ligados a ele de camada N, a préxima camada de n—1 e assim

sucessivamente como podemos ver na Fig. 3.2.

Para facilitar o calculo da funcao de particao definiremos as funcoes de particao par-
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n+1

n-1
n-2

Figura 3.2: Rede de Bethe com spin central e as camadas nomeadas.

ciais Qﬁw(il)v ﬁpn(f:)l e n(J:l) com spin central +1, 0 e —1 respectivamente.

Consequentemente temos:

O+ () (3.7)

Zn1= g(ﬂ + ffn( n+1-

n+1 +

Considerando o spin central § = 0 e a hamiltoniana do sistema ,vemos que sua contribuicao
é neutra (igual a 1 pois € = 1). Sendo assim obtemos a primeira relacdo de recorréncia
entre a funcao de particao do spin central em relagao as fungoes de particao parciais da

camada seguinte:

z
20 =2+ 20+ 7)) (3.8)

Calcularemos a seguir a contribuicao que envolve as interagoes do spin central com o
campo cristalino e com os seus primeiros vizinhos Sj, que sao as extremidades dos Z ramos

da rede de Bethe, conectados ao spin central.

Esse termo é dado por:
Lis = B (JIscsj +Kse?s*~Dsc?) (3.9)

Seja o spin central S = 1. Analisando cada uma das trés possibilidades de seus vizinhos
Sj, chegamos a:
Py, = LUHD) (3.10)

gsczl,sj:o - e_BD (311)

P15 1= (=J+K-D) (3.12)
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Considerando as equacoes 3.10, 3.11 e 3.12, e os z primeiros vizinhos do spin central,

temos que:
z
2] = e PP [P 7 01 SO 10 (3.13)
Analogamente, se o spin central for S = —1, teremos:
gSC:,]_,Sj:]_ - eﬁ(_J+K_D) (314)
P 15.0=6FP (3.15)
ffsc:,l,sj:,l = eﬁ(J+K7D) (316)

Considerando as equacoes 3.14, 3.15 e 3.16, bem como os z primeiros vizinhos do spin

central, temos que:

’Q?n&_]? — e_BD [eﬁ(_J+K) Qﬁ( )+ Qﬁ _|_eﬁ (J+K) ( )]Z (317)

Considerando os z primeiros vizinhos: Levando-se em conta que a partir da camada n
computa-se (z— 1) primeiros vizinhos e que tal diferenca se anula no limite de cordena-
¢ao infinita (z— o), temos as relagdes de recorréncias das funcoes de particao parciais

resumidas:

7D
%(f)f[ (+) | g0 ol q . (3.18)

1
18] — e B0 [ 48918 (1) 0 T8I Qfﬁ()}(z ! (3.19)
)

onde Z; (+1) refere-se aos sinais superiores e 2, { aos sinais inferiores em + e F.

Definimos agora a magnetizacao parcial My 1 e o momento de quadrupolo parcial Q41

como sendo:

J’_
Mny1,0ne1 = %(H)]Fz'&l)
b Hnt g&w("‘)_i_g()_i_g()
n+1 n+1 n+1

(3.20)

onde My, 1 refere-se ao sinal — e Qn1 a0 + do numerador.

Trabalhando a defini¢ao anterior chegamos facilmente as seguintes equacoes:

9%(:1) _ M1+ 0nta

+ b
nrZhr a2

(3.21)

20
nil =1—Qny1, (3.22)

+
R AR
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20 -
ZoatZhat 2

Substituindo as equagoes 3.18, 3.19 em 3.20 e utilizando as equagoes acima, obtemos:

RnF Qn
Rn+1+4Qn’
onde My 1 refere-se ao sinal — e gny1 a0 + do numerador e Ry = R(My, gn) € Qn = Q(My, gn)

Mn+1,0n4+1 = (3.24)

sao dadas por:

1 (z-1)
Ry, Qn = e PP {1 ~nt 5 [eﬂ”*ﬁK (Mn+ 0n) 4+ eTPITBK (g, — mh)} } : (3.25)

onde R, refere-se aos sinais superiores e Qp aos sinais inferiores em =+ e F.

Trabalhando R, temos:

(1)
Rn — e_BD {1_ qn+ % |:eﬁJ+BK(n-h+qn) +e_BJ+BK(qn _ n.h)] } 7 (326)

_ g BD {1_ Qn‘f‘% [qn (eBJ—i—,BK +e—BJ+BK> +m (eﬁJ-i-BK _ e—BJ+I3K)] }(Z_l) . (3.27)

+ - + -
3?5 )Jrfn( ) (eﬁJ+BK+e7[3J+BK)+ «%( )*gn( ) (eﬁJ+BK_efBJ+BK)

%(+)+%(O)+%(7) %](+) _’_Qﬂn(o)_’_a@ﬂn(*)

1
:eBD{l—qn-i-é

(3.28)

_ _ z—1
_ g fP [1— ( %+ 2 ) + (eﬁMBK%(” e BIBK )>] (3.29)

oo [€898K ) 4 (0 4 g BIK 5]
o= 5 20, 50 ’ (3:30)
QF(+)
Ry = 5/:5)1 (3.31)
n+1
Tratando Q, de maneira semelhante chegamos ao seguinte resultado:
(=)
Qn= 5;5)1 (3.32)

z-1
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Substituindo as equacoes 3.31 e 3.32 em 3.24 obtemos:

78 2 )
M1, Oy = Rﬁffg = (3.33)
N ZyatZatZog

que ¢ a definicao dada em 3.20 e onde My 1 refere-se ao sinal — e gn41 a0 + do numerador
em F. Analisaremos agora as equagoes Ry e Qp no limite de coordenagao infinita (z— oo,

J—0, K—0, zK, zJ —valores fixos).
Da equagao 3.25 podemos facilmente chegar a:
. (z-1)
R, Qn = 7P {1— o+ ™ [ncost(BY) £ mysinh(BY) |~ . (334)

onde a equacao de R, considera o sinal 4+ e a de Qn 0 — em +.

Tomando a expansao em Taylor dos termos da equagao anterior temos:

PR ~ 1+ BK+O[(BK)? +---, (3.35)

cosh(BJ) ~ 1+ 0O[(BI)?] +---, (3.36)

sent{BJ) ~ BI+O[(BI)*]+ -, (3.37)

Rn,Qn~ € PP {1—gn+ (14 BK) [gh £ myBJ]}. (3.38)
Rn. Qn & € PP (1 G + o £ MBI + gnBK £ My B2IK) . (3.39)

Como J,K — 0, JK tem O? portanto podemos desprezar o termo myB2JK. Assim:

Rn. Qn~ e PP [1+ B (K £ muJ))?, (3.40)

onde a equacao de R, considera o sinal 4+ e a de Qn 0 — em +.

Fazendo a seguinte alteracao de variaveis: d = %, t= BAZJ e k= % temos:

z
R, Qna et l1+ (an%) . (3.41)

Analizando o termo entre colchetes temos:

gnk+mn
z 4 Tt
k+m,]? 1 1| oem
a OnkEmn OnkEmy
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como temos z— o, J — 0, K — 0, zZK, zJ —valor fixo:

z B z
Onk+my B2z (%% + mn)

— 00, (3.43)

Lembrando a relagao do niimero neperiano:

lim <1+)—1()X—>e. (3.44)

X—00

Concluimos que:

V4
k+ —d Onkmp —d+gnkmn
n

Rn,aner{l-i—( - ~ete t ~xe ) (3.45)

onde a equacao de R, considera o sinal 4+ e a de Qn 0 — em =+.

Da equacao 3.33 temos:

Rn - Q —d+qrtqk+mn - e—d+qrt1k—mn
m’1+17 qn+l - n ~ —d+gnk+m “drgnk—mn (346)
Ritl+Qn e T ™M f14e T
—d+ank mn —Mn
e t [e Tt Fet ]
mn—i—b Qn—i—l ~ —d+ank mn d—qnk —m ]’ (347)
e t [eT +e t + eT}

onde My, 1 refere-se ao sinal — e Qn+1 a0 + do numerador em F. Finalmente, rearranjando

Mh11 € Qny1 Obtemos:

2sentiTh)
Mhy1 = L (d—qnk) ’ (348)
2cost{™®) +e
2cosh{™)
Ont1 = e (3.49)

D 1
onded:ﬁ,t:— k =

Bzl ©

(PN

3.4 Aproximagao de Campo Médio

Vérios métodos de aproximacao foram largamente utilizados por muitos anos antes de
qualquer resultado exato em modelos bidimensionais se tornarem disponiveis. A aproxi-
magao mais simples, conhecida como de ordem zero, foi utilizada por Bragg e Williams [10)]

no tratamento de transicoes ordem-desordem em ligas. Foi introduzido ai pela primeira
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vez o conceito de ordem de longo alcance e com um ferramental matematico relativamente

simples conseguiu se mostrar as caracteristicas principais dos resultados experimentais.

A temperatura de Curie foi caracterizada pelo desaparecimento do ordenamento de
longo alcance e associada a singularidade do calor especifico. A forma da singularidade
prevista nao estava totalmente de acordo com o experimento principalmente pela queda

do calor especifico a zero acima da temperatura de Curie.

Em 1935 Bethe introduziu uma melhora desta aproximacao, usualmente conhecida
como de primeira ordem, contabilizando o ordenamento de curto alcance assim como o
de longo alcance. A curva do calor especifico derivada dessa aproximagao nao vai a zero
acima da temperatura de Curie e sim hd um pequeno prolongamento, ficando assim mais

proximo do resultado experimental.

3.4.1 Aproximacgao de campo médio do tipo Curie-Weiss

A primeira tentativa de calcular em detalhe as propriedades de um ferromagneto
foi feita em 1907 por Pierre Weiss [11] que postulou a existéncia de um grande “campo
efetivo”. Usando esta hipotese Weiss conseguiu reproduzir as mais importantes caracte-
risticas fisicas de um magneto: a existéncia da temperatura de Curie, com magnetizagao
expontanea abaixo desta temperatura e a forma da curva da susceptibilidade magnética
acima da temperatura de Curie. Entretanto a origem do campo interno nao foi discutida
em detalhe e assim uma formulacao estatistica em termos das interacoes atomicas nao foi
possivel. Em 1925 Ising tentou chegar a tal formulacao embora a forma da interagao que
ele tomou foi um tanto quanto empirica. Em 1928 Heisenberg deu um tratamento quan-
tico das forgas atomicas e devido a isso explicou claramente a origem do campo interno.
Ele mostrou em uma primeira aproximacao que a interacao atomica é proporcional ao

produto escalar dos vetores operadores de spin dos atomos em questao.

Tanto no modelo de Ising como no de Heisenberg é correto afirmar que qualquer
atomo da rede esta submetido a um campo interno proveniente das interacoes com atomos
vizinhos. O campo entretanto nao é estacionario e sim flutuante assim como os atomos
vizinhos alternando suas orientagoes. A teoria de Weiss ou de campo médio equivale a
trocar este campo flutuante pelo seu valor médio, e nos referimos a uma aproximagao
deste tipo como de ordem zero desde que suas propriedades nao dependam de nenhum
modo de detalhes da estrutura da rede. Espera-se que esta estrutura torne-se cada vez
melhor com o aumento do nimero de vizinhos interagindo com um dado atomo, portanto

diminuindo a importancia das flutuacgoes.
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3.4.2 Aproximacao de Bethe

A aproximagao de Bethe [12] calcula exatamente a interacao de um dado spin com
seus primeiros vizinhos e usa a aproximacao de campo médio para calcular as interagoes
entre esses vizinhos e os outros spins da rede. Tomemos como exemplo a rede parcialmente
representada pela Fig. 3.3, que é uma aproximacgao do modelo de Ising na rede quadrada

cuja energia de interacao é dada por:

q q
My = — Z J00;0j, — MH 0p; — mH1 Z Oz, (3.50)
=1 =1

onde 0 = %1, 0p é o spin central, H é o campo magnético externo que atua no spin central

e Hy o campo adicional que atua nos demais spins.

1 H Hl

| |

O O O
Hl
|

Figura 3.3: Cluster com spin central e seus ( primeiros vizinhos na aproximagao de Bethe.

A funcao de particao deste cluster elementar é dada por:

%y = “_1/2(“]__q/2z_q/2+Clu]__Q/2+lz_q/2+l+C2“]__q/2+22_q/2+2+---)
-I-Lll/z(uf/zz_q/z-I-Cluf/z_lz_Q/z”+C2uf/2_22_q/2+2-1----)
= V(Y2 MRy 12 MYz Y2 2y (3.51)

—2mH /KT) ~2MHI/KT) 5 _ o(—20/KT)

. O campo médio Hy é determinado

,lee(

pela condicao de consisténcia em que a probabilidade de um spin apontar para cima ou

onde p = €l
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para baixo é a mesma para o spin central ou para qualquer outro spin. Assim:

O o P10

—In 2 In Z; .52
uau q q o q (3 )
Aplicando 3.52 em 3.51 e apds algumas simplificagoes temos:
z\41
K < Hit ) (3.53)
H 1+ iz

Na auséncia de um campo magnético (U = 1), Hy = 0 é sempre solucao. Para descobrir

se a solucao diferente de zero existe para Hi, transformamos 3.53 em:

tanHmH1/(q— 1)KT]
tanh(mH /KT )

= tanh(J/KT) (3.54)

A Fig. 3.4 apresenta a forma de tanh(n/q—1)/tanhn que vai de 1/(q—1) paran =0

e tende a 1 para N = c. Portanto, para qualquer temperatura T satisfazendo:
tanh(J/kT) <1/(q—1) (3.55)

nao ha solucao diferente de zero para Hi. Para todas as outras temperaturas as solugoes
de Hi diferentes de zero sao dadas pela interseccao da curva na Fig. 3.4 com a linha

y=tanhJ/KT). Assim, a tempertatura de Curie é dada por:

tanhJ/kTc) =1/(q—1), KTc/qd= —ﬁ (3.56)

que é o mesmo resultado encontrado para o ferromagneto de Ising da rede de Bethe [13].
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o
o))

tanhn(g-1)/tanhn

Figura 3.4: Condicao de existéncia da magnetizagao espontanea na aproximacao de Bethe.

Quando tanh(J/KT) < 1/(g—1) nao h4a solugdo nao nula para n; quando tanh(J/KT) >
1/(g—1) tem-se a solugao nao nula (N = mH1KT).
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4 Aproximacao de Campo Médio
para o modelo de
Blume-Emery-Griffiths

4.1 Introducao

Nossa intencao neste capitulo é apresentar os diagramas de fases multicriticos obtidos
por Hoston e Berker [3] para o modelo de Blume-Emery-Griffiths (BEG) (com acoplamento
biquadratico repulsivo e intera¢do entre primeiros vizinhos) na aproximagao de campo

médio, utilizando a desigualdade de Bogoliubov [14]

O modelo BEG [8] [15] é a maior generalizac¢ao possivel do modelo de Ising de spin 1,

com interacao entre primeiros vizinhos e simetria de inversao, com hamiltoniana

—BA =3y ssj+K ;szsjz—AZa—Z (4.1)
(L1) (1] |

composta, respectivamente, pela interagao bilinear J, interacao biquadratica K e termo

de campo cristalino A. Na equacao 4.1, os spins § = 0,41 estao em cada sitio i da rede,

tendo cada um z vizinhos mais préximos e (i, ) representa a soma sobre todos os pares

de primeiros vizinhos.

O estudo apresentado é uma teoria de campo médio, baseado na desigualdade de

Gibbs para a energia livre [16],
F<Trp+B Trpinp, (4.2)

onde p é qualquer matriz densidade aceitdvel (isto é, Hermitiana, ndo negativa e norma-
lizada). O lado direito da inequac¢do é minimizado para a mais geral matriz densidade

que é fatorada em matrizes densidade de sitio tinico, permitindo a quebra de simetria de
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sub-rede. As fases resultantes sao caracterizadas por quatro parametros de ordem:

Ma = <S>A7 Mg = <S>B7 Qa= <32>A7 Qs = <32>B7 (4'3)

onde A e B referem-se as duas sub-redes (tais distin¢oes somente aparecerao quando a
simetria de sub-rede for quebrada). E esperada que a teoria classica de campo médio
seja valida em altas dimensoes, ou, pelo menos, seja uma boa aproximacao. De conexoes
feitas com o modelo de Potts antiferromagnético de 3 estados, veremos adiante que novas

estruturas multicriticas devem ocorrer em trés dimensoes (d = 3).

4.2 Diagramas de fases

Reproduziremos aqui os diagramas de fases (Figs. 4.1 a 4.9) [3] obtidos no espago
(%) versus o potencial quimico (%), para diferentes valores de % e lembramos que, para
uma maior comodidade do leitor, alguns destes diagramas serao reapresentados no Cap.
5. Na Fig. 4.1, % =5, vemos que a linha critica termina num ponto critico terminal E,
sobre uma linha de transicao de primeira ordem, que, por sua vez, termina num ponto
critico C. A fase ferromagnética f é caracterizada pela magnetizagdo Ma= Mg # 0. A fase
desordenada d exibe configuracoes densa e diluida, coexistindo no segmento de maiores

temperaturas da linha de transicao de primeira ordem.

| ﬁ — e
d C
¥
? 10 ’ -
E ]
= L F
5 ' :
& i
| i | b
| i
| 1
()
oL =ty L / ;
§ | 2 ] g
Potencial Quimico A/z]

Figura 4.1: Diagrama de fases % versus % para % = 5. A linha de primeira ordem

(tracejada) termina no ponto critico C e a linha critica (continua) termina no ponto critico
terminal E. A fase ferromagnética f é caracterizada por Ma = Mg # 0 e a desordenada d
apresenta magnetizagao nula.
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A Fig. 4.2 apresenta o diagrama de fases para % = 3, onde temos um ponto tricritico
T no encontro da linha critica com uma transicao de primeira ordem. Ocorre também um

ponto triplo R e um ponto critico C.

=¥ = i r—r——mr _|
! -,-_,_‘Ef_____ﬁ_,(_; 1
| I
= Q6 l 1
e |
z i |
g i
8 03F : 1
= :
i
" . . (D)
1.8 159 2.0
Potencial Quimico A/z]

Figura 4.2: Diagrama de fases % Versus % para % = 3, com um ponto tricritico (T), um

triplo (R) e outro critico (C).
Ja na Fig. 4.3, no diagrama de fases para % = 0, temos somente o encontro da

linha critica com a linha de transicao de primeira ordem num ponto tricritico T, ambas

separando a fase ferromagnética da desordenada.

[~ T

OB| d
=
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: ]
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o 02 04 (] 23
Potencial Quimico A/z]

Figura 4.3: Diagrama de fases % versus % para % = 0. Ponto tricritico T no encontro

entre a linha critica e a transicao de primeira ordem.
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Os proximos seis diagramas de fases foram obtidos para valores negativos da constante

%. O diagrama de fases tricritico desenvolve uma topologia de reentrancia dupla, como

vemos na Fig. 4.4 para % = —0,15. Ao baixar a temperatura mantendo constante o campo

cristalino, uma sequéncia desordenada-ferromagnética-desordenada-ferromagnética de fa-
ses foi encontrada. Esta topologia termina em um ponto de quarta ordem, ocorrendo no
limite de estabilidade da tricriticalidade, % = \/%) — % ~ —0,18

04 d 3
3
® ;
Z ¢ T
3 L9 f 2 &
=] "
a N
= I .
.l'l
| i
| i i I:d Il
035 D40 0.45
Potencial Quimico A/z]
Figura 4.4: Diagrama de fases % Versus % para % = —0,15, com uma reentrancia dupla
proxima ao ponto tricritico T.

Temperatura 1/z]

|::| Il i ::i ie.l
02 0.3
Potencial Quimico A/z]

Figura 4.5: Diagrama de fases % versus % para % = —0,5, com um ponto critico terminal
E’ e um ponto critico C' inserido na fase ferromagnética.
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Para \/%) —3>%> -1 (Fig. 4.5) ocorre um ponto critico terminal E’ e, inserida na

fase ferromagnética, um segmento da linha de transicao de primeira ordem, terminando
7y , . Yo . ~ .
num ponto critico C'. Assim, neste caso, a fase ferromagnética exibe configuracoes coexis-
tindo no segmento de altas temperaturas da linha de transicao de primeira ordem. Estas
fases de coexistentes, quatro ao todo, quando a magnetizagao para cima e para baixo é
contabilizada, sao as fases que tornam-se mutualmente criticas no ponto de quarta ordem
mencionado anteriormente. Distingue-se essa estrutura interna ponto critico-ponto critico

terminal da externa ponto critico-ponto critico terminal pelos valores maiores e positivos
K
de 3.

Com % se aproximando de —1, essa estrutura interna colapsa em direcao a tempera-
tura zero e assim desaparece em % = —1. Para esse valor de % uma linha critica reentrante
alcanca a temperatura zero (Fig. 4.6) no ponto Z, que, como um ponto critico caracteri-
zado por flutuagoes a temperatura zero, deve estar numa classe de universalidade diferente

daqueles pontos da linha critica que nele termina.
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Figura 4.6: Diagrama de fases % Versus % com a variavel % =—-1

Para % < —1, duas novas fases ordenadas aparecem. A fase ferrimagnética [17] é

caracterizada pela ocorréncia de duas magnetizagoes de sub-redes diferentes e nao nulas:

0#Ma#Mg#0, Qa# Qs. (4.4)

A fase antiquadrupolar [17] tem quebra de simetria de sub-rede, porém magnetizagao
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nula:

Ma=Mg =0, Qa# Qg. (4.5)

Assim, para —1> % > —3, as fases ferromagnética f e antiquadrupolar a sdo separadas
da fase desordenada por duas linhas criticas que se encontram no ponto bicritico [18] B,
como podemos ver na Fig. 4.7. Por sua vez, a fase antiquadrupolar é separada das fases
de magnetizagao nao nula pela linha de primeira ordem que termina no ponto bicritico.
As fases ferromagnética f e ferrimagnética i sdo separadas por outra linha critica que
termina no ponto critico terminal E” sobre a linha de primeira ordem. Os pontos de
temperatura zero (S) (% =0), (% = % +1) e (% < —1), onde as trés fases ordenadas se
encontram, sao pontos de alta degenerescéncia, a saber, estado ferromagnético saturado
(Ma=Qa =Mpg=Qp=1), estado antiquadrupolar (Qa =1, Mo =Mp = Qg =0) e 0 estado
macroscopico ferrimagnético (Ma = Qa =1, % < Mg = Qg < 1) minimizam a energia livre

de campo médio.
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Figura 4.7: Diagrama de fases % Versus % para % = —1,5. Surgimento de duas novas

fases: a ferrimagnética I e a antiquadrupolar a.

Com % tendendo a —3, o ponto critico terminal se aproxima do ponto bicritico e
em % = —3 esses dois pontos se fundem, como vemos na Fig. 4.8. Uma nova topologia
multicritica é encontrada ao redor do ponto A, onde trés linhas criticas e uma de primeira
ordem se encontram. A linha de transicao de primeira ordem ocorre a um campo cristalino
constante (e a linha critica de baixa temperatura alcanca o ponto A verticalmente). De
fato, na regiao % =-3 % = —2, em que se encontra a linha de primeira ordem, o modelo

BEG se reduz ao modelo de Potts antiferromagnético de trés estados [19]:
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—BAH =-3]Y &g, I>0, (4.6)
)

onde &s; = 1(0) para § =sj (5 # Sj).

Chamou-se atencao para o modelo de Potts antiferromagnético de Qestados quando
andlises de grupo de renormalizacao [20] indicaram que, para uma dimensionalidade de
espaco d acima de um valor critico minimo d¢, ocorre uma transicao de fase a temperatura
finita, com d¢ ~ 2,8 para q = 3. Posteriormente, simulagoes de Monte Carlo [21] confir-
maram a transicao de fase a temperatura finita e estabeleceram graus de liberdade de
ordenamento local ou seja, densidades de sub-rede local em que uma sub-rede é deficiente
em um dos trés estados de spin e outra sub-rede é rica exatamente neste estado. Como
essa quebra de simetria pode ser alcancada de seis maneiras diferentes, esse ordenamento
envolve a coestabilidade de seis fases degeneradas. De fato, essas seis fases degeneradas
coexistem no segmento de baixa temperatura no subespaco antiferromagnético de Potts
na Fig. 4.8, como coexistem duas fases degeneradas da fase antiquadrupolar e quatro
fases degeneradas da fase ferrimagnética no segmento da linha de primeira ordem. Inver-
samente, a transi¢ao de fase a temperatura finita [20] [21] do modelo antiferromagnético de
Potts com d = 3 dita a ocorréncia de uma fase ferrimagnética no modelo de Blume-Emery-
Griffiths. A expansao &€ =4 —d no espaco dos momentos, do grupo de renormalizacao,
atribui [22] & classe de universalidade n= 2 a transi¢ao do modelo de Potts antiferromag-
nético de trés estados. Entretanto, simulagoes mais recentes de Monte Carlo [23] com

d = 3 indicam uma nova classe de universalidade.
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Figura 4.8: Diagrama de fases % versus % para % = —3. Ao longo da linha de primeira

ordem o modelo BEG se reduz ao modelo de Potts antiferromagnético de 3 estados.
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Para % < —3, um ponto tetracritico M aparece no encontro de quatro linhas criticas
diferentes como pode ser visto na Fig. 4.9. A linha critica ferrimagnética-antiquadrupolar
termina, a baixa temperatura, em outro ponto tricritico T”, além do qual a transicao

passa a ser de primeira ordem. Assim, esse ponto tricritico estd totalmente inserido em

fases ordenadas. Finalmente, com % mais negativo, o ponto tricritico T” move-se para

temperaturas mais baixas e a regiao antiquadrupolar para temperaturas mais altas.
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Figura 4.9: Diagrama de fases % Versus % para % = —3,5. A confluéncia de quatro

linhas criticas origina o ponto tetracritico M, e tem o ponto tricritico T” inserido na fase
ordenada.

Vemos assim, que uma grande variedade de transi¢oes de fases surgem ao introduzir-

mos uma interagao biquadratica negativa no modelo.
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5 Diagramas de Fases,
Resultados e Discussoes

5.1 Introducao

Apresentaremos nesta secao os diagramas de fases obtidos numericamente para o
modelo BEG puro e com diferentes tipos de sequéncias aperiddicas, para varias relagoes
r entre as interagbes. A hamiltoniana do modelo Blume-Emery-Griffiths é dada por:
H = — Y Jjssj—K 3 szsj2+DZ$2 onde §=+10, Jj=JaJs e (i,j) representa as
intera(;G)Oer> entre os p<;ijr>neiros vizilnhos, na rede de Bethe, no limite de coordenacao infinita

(Z—)OO, Jj,K—0e zJj, ﬂ(finitos).

Obtemos o mapa bidimensional para a magnetizacao parcial My 1 e para o momento

de quadrupolo parcial gny1 da (n+1)-ésima camada em fungao de my e Qp:

Zsinf(%)
Mhi1 = DKz, (5.1)
2cosh§%)+exp( o)
2cosh{?)
On+1= . (5.2)

Mn D—Kzgy,
Zcosmﬁ) +exp(= )
onde kg = const. de Boltzmann, T = temp. absoluta e tj; = %I

Inicialmente estudamos o caso puro, Ja =Jg = J, iterando o mapa bidimensional acima
100.000 vezes por ponto, com passos de 0,01 nas variaveis D e T, partindo de condicoes
iniciais arbitrarias para My e Qn, determinando assim os diagramas de fases % versus >

para diferentes valores de %

De maneira similar, obtivemos os diagramas de fases com aperiodicidade gerada por

218

duplicacao de periodo. Nestes casos o nimero de iteracoes implementadas foi de vezes

por ponto, que é o tamanho da sequéncia aperiédica criada. Para aqueles obtidos por

312

triplicacao de periodo o nimero de iteracoes foi de 312, com passos de 10~* nas véridveis
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DeT em ambos os casos.

Para os casos aperiédicos, utilizamos diversos valores de r = j—i —1, que é um parametro
que nos evidencia quao diferentes sao as duas interacoes existentes na sequéncia aperiddica.
Os valores de % utilizados sao os mesmos que Hoston e Berker utilizaram, para que

pudéssemos comparar os resultados.

5.2 Modelo BEG na rede de Bethe com % =5

5.2.1 Caso puro (r =0)

Primeiramente, é importante lembrarmos que a fase paramagnética ou desordenada P
é caracterizada pela magnetizacao parcial nula e pelo momento de quadrupolo parcial nao
nulo (M* = 0,g* # 0). As fases paramagnéticas P e P, apresentadas na Fig. 5.1, possuem
momentos de quadrupolo parciais que se aproximam de 1 e de 0, respectivamente. Ja a
fase ferromagnética ou ordenada F possui magnetizacao e momento de quadrupolo parciais

nao nulos (M* # 0,q" # 0).

O diagrama de fases apresentado na Fig. 5.1 foi obtido numericamente para o caso
puro, onde todas as interagoes entre os spins primeiros vizinhos tém a mesma intensidade.
Comparando-o com o diagrama da Fig. 5.3, obtido por Hoston e Berker [3] para % =05,

podemos verificar a equivaléncia que hé entre os dois.

Existe uma linha de transi¢ao de primeira ordem entre os limites de estabilidade das
fases P», P e F na Fig. 5.1, nao obtida por nao ser de interesse do nosso trabalho, que
equivale a linha de transicao de primeira ordem apresentada na Fig. 5.3. Portanto, é
como se, grosso modo, esta ultima tivesse se aberto nos limites de estabilidade da Fig.
5.1, dando origem as regioes de coestabilidade P; 4+ P>, acima do ponto critico terminal E

e F + P> na regiao inferior do diagrama.

Além disso, observamos uma pequena regiao de coestabilidade entre as fases F +Po+ Py

abaixo da regiao P+ P> e que estd amplidada na Fig. 5.2.

A regiao de coestabilidade Py 4+ P> da Fig. 5.1 esta demarcada pelos limites de estabili-
dade da fase P, da fase Py e da fase F. Ao iterarmos o mapa bidimensional dado por (5.1)
e (5.2) num ponto desta regiao, verificamos que a magnetizacao parcial m, torna-se nula
independentemente das condigoes iniciais My e (o com as quais comec¢amos a iteragao. Ja
o momento de quadrupolo (y possui dois atratores distintos com momentos de quadrupo-

los Q1 e Oz, constantes, que dependem diretamente das condicoes iniciais de iteragao mg e
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Qo- Isso nos mostra que a fase Py é definida pelo atrator (m*,q*) = (0,01) e a fase P por
(M, %) = (0,02).

MODELO BEG PURO
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Figura 5.1: Diagrama de fases k%T Versus % para % = 5 no modelo puro. F representa a

fase ferromagnética, P; e P> as fases paramagnéticas existentes, Py + P> representa a regiao
de coestabilidade entre as duas fases paramagnéticas, F + P a regiao de coestabilidade
entre a fase ferromagnética F e a fase paramagnética P,. F + P>+ Py representa a uma
pequena regiao de coestabilidade, C representa o ponto critico e PTy, PT, sao os pontos
entre os quais se encontra o ponto critico terminal PCT. Além disso, a linha pontilhada
representa o limite de estabilidade da fase P», a tracejada o limite de estabilidade da
fase F, a continua representa a transicao continua F — Py e a linha pontilhada-tracejada
representa o limite de estabilidade da fase Py.

Na fase paramagnética Py, onde os valores de D sao menores, os atratores dos mo-
mentos de quadrupolo parciais (p sao préximos de 1 e a minimizagao da energia privilegia
os spins S= £1. J4 na fase paramagnética P», em que os valores de D sao maiores, os
atratores dos momentos de quadrupolo parciais gp sao proximos de O e a minimizacao da
energia se da para S= 0. Para valores extremos de %, temos: %H —oo,. gq—1le % — 00,

q—0.

Por outro lado, em qualquer ponto da regiao de coestabilidade F + P>, que esta de-
marcada pelos limites de estabilidade da fase P> e da fase F, obtem-se dois atratores
dependentes das condigdes iniciais Mg e go: um com M* =0 e q* # 0 que caracteriza a fase

P> e outro com m* # 0 e q* # 0 que caracteriza a fase F.

O ponto critico C da Fig. 5.1 é o término dos limites de estabilidade das fases P> e
P1 e corresponde ao ponto C do diagrama de fases da Fig. 5.3. Na linha tracejada entre

os pontos PT; e PT, encontra-se um ponto critico terminal PCT, que é o fim da transicao
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continua F — Py e que corresponde ao ponto E da Fig. 5.3. Se utilizdssemos a energia
livre das fases Py, P> e F determinariamos exatamente onde se localiza o ponto PCT. No
entanto, este nao é o foco do nosso trabalho, estamos interessados em como o diagrama
de fases do modelo se modifica na presenca de aperiodicidade nas interacoes e, neste caso,

nao temos a energia livre do modelo com aperiodicidade.
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Figura 5.2: Ampliacao da regiao de coestabilidade F + P>+ Py do diagrama de fases

%Versus % para % =5 no modelo puro.
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Figura 5.3: Diagrama de fases % Versus % para % = 5 apresentado por Hoston e Berker

[3] onde f representa a fase ferromagnética, d a fase paramagnética, C representa o ponto
critico e E o ponto critico terminal. A linha tracejada representa a transicao de primeira
ordem e a linha continua a transicao continua.
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5.2.2 Caso aperiodico: duplicagao de periodo

Nesta parte do trabalho, introduzimos a aperiodicidade criada pela sequéncia aperié-
dica chamada duplicacao de periodo na iteracao do mapa bidimensional, para diferentes
valores da variavel r, a fim de determinarmos a influéncia dessas interacoes aperiddicas

nas linhas de transicao de fases.

O diagrama de fases da Fig. 5.4 foi obtido numericamente com r = —0,5, ou seja, Jg =
‘]7A, que significa enfraquecer as ligagoes entre os spins. Podemos notar que as temperaturas

criticas da linha de transicdo F — Py sdo menores do que no caso puro (r =0) da Fig. 5.1.

Consequentemente temos uma diminuicao da regiao ferromagnética F e da regiao de
coestabilidade F + P> com um aumento da regiao de coestabilidade P; + P», entretanto a
localizagao do ponto C do diagrama de fases nao é afetada com a dimiminui¢ao do valor de
r. Percebemos também uma pequena diminuicao na regiao de coestabilidade F + P>+ Py

em relacao ao caso puro, como podemos ver comparando a Fig. 5.5 com a Fig. 5.2.

MODELO BEG COM APERIODICIDADE
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Figura 5.4: Diagrama I;%—I versus zJRA com aperiodicidade por duplicagao de periodo e
r = —0,5. Diminuigao da regiao F, das regioes de coestabilidade F+P, e F+P,+Py; e 0
aumento da regiao de coestabilidade Py + P, sao algumas das consequéncias do enfraque-
cimento das interagoes Jg entre os spins.
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MODELO BEG COM APERIODICIDADE
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Figura 5.5: Ampliacao da regiao de coestabilidade F + P+ P; do diagrama de fases
ke

FTversus % para % =5er=-0,5.

Na Fig. 5.6 apresentamos o diagrama de fases obtido numericamente para r = 2,0
que equivale tornar as interagoes mais fortes (Jg =3Ja). Isso faz com que as temperaturas
criticas das transicoes continuas agora sejam elevadas, o que aumenta as regioes F, F + P>
e F+P+P. Ja a regiao de coestabilidade Py + P> diminui, como podemos verificar ao

compararmos o diagrama de fases da Fig. 5.6 com o da Fig. 5.1.

Ainda analisando estes dois diagramas de fases, percebemos que o limite de esta-
bilidade da fase paramagnética P, permanece fixo ao variarmos r. O motivo para esta
invariancia é que para a magnetizacao nula, as rela¢oes de recorréncias (5.1) e (5.2) in-
dependem de r. J4 a extensao do limite de estabilidade da fase paramagnética P; em
relacao a P, pode ser maior ou menor dependendo do valor de r. Este diagrama de fases

é qualitativamente equivalente ao obtido para o caso puro com % =3

No diagrama de fases da Fig. 5.7, obtido numericamente para r = 3,8, evidenciamos
o quase desaparecimento da regiao de coestabilidade Py + P> devido ao fortalecimento das
interagcoes entre os spins. Ressaltamos o aparecimento de uma regiao de coestabilidade
F + P e um ponto tricritico PTC, que é aquele onde termina a transi¢ao continua e comeca

a transicao de primeira ordem.

De maneira empirica, determinamos o valor de r para o qual a regiao de coestabili-
dade Py + P> desaparece completamente, e obtivemos numericamente o diagrama de fases
utilizando este valor (r =4,914). Aqui também temos o ponto tricritico PTC mostrado

na Fig. 5.8, que é equivalente ao diagrama do caso puro com % =0 (Fig. 5.14).
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MODELO BEG COM APERIODICIDADE
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Figura 5.6: Diagrama ';‘_3]—1 versus zJRA com aperiodicidade por duplicagao de periodo e

r=2,0. O fortalecimento das interacoes entre os spins eleva a temperatura critica da
transicao continua e o limite de estabilidade da fase F. Assim, hd um aumento das
regioes F, F + P>, F + P>+ Py e consequente diminuicao de Py + P».
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Figura 5.7: Diagrama zﬁB—A Versus - com aperiodicidade por duplicacao de periodo e

r=3,8. O fortalecimento das interacoes diminui drasticamente a regiao de coestabilidade
P+ P. Aumenta a regiao de coestabilidade F 4+ P>+ Py e faz surgir outra regiao de
coestabilidade: F +Py.
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MODELO BEG COM APERIODICIDADE
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Figura 5.8: Diagrama kz‘?]—I versus zJQA com aperiodicidade por duplicagao de periodo e

r=4,914 Neste caso nao hd mais a regiao de coestabilidade Py + P».

5.2.3 Caso aperiodico: triplicacao de periodo

Lembramos neste momento, que as caracteristicas e os detalhes para a obtencao das

sequéncias aperiédicas por duplicacao e triplicacao de periodo podem ser vistos no Cap.2.

Na Fig. 5.9 apresentamos, para efeito de comparacao, um diagrama de fases obtido
numericamente com aperiodicidade por duplicacao e outro por triplicacao de periodo,
ambos para I =1,0. Podemos perceber uma pequena diferenca entre os dois diagramas
de fases sugerindo que, para valores de D menores, as interacoes entre os spins sao mais
fortes para a aperiodicidade por triplicacao do que para duplicacao de periodo. Surpre-
endentemente observamos o efeito contrario para valores de D maiores. No entando nao
podemos concluir como varia a linha de primeira ordem por nao termos a expressao da

energia livre.
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MODELO BEG COM APERIODICIDADE
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Figura 5.9: Diagrama I;%—I Versus zJRA com aperiodicidade por duplicacao e triplicagao de

periodo, ambos com r = 1,0.

5.3 Modelo BEG na rede de Bethe com % =3

5.3.1 Caso puro (r =0)

. . . K _
Na Fig. 5.10 apresentamos o diagrama de fases obtido para o caso puro com 3 =3

e notamos que o fato de diminuirmos a constante de acoplamento biquadratica K fez
com que a regiao de coestabilidade Py + P> diminuisse consideravelmente. Verificamos
ainda que o diagrama de fases apresentado a seguir é muito semelhante ao anteriormente
apresentado na Fig. 5.7 (% =5 e r=3,8) nos sugerindo que o aumento das interacoes

entre os spins equivale a enfraquecermos %

Para efeito de comparagao, apresentamos na Fig. 5.11 o diagrama obtido por Hoston
e Berker [3] para % = 3. T representa o ponto tricritico, que marca o fim da linha de
transicao continua e o inicio da transicao de primeira ordem, C é o ponto critico no final
de uma das linhas de transicao de primeira ordem e R o ponto triplo no encontro das trés
linhas de transicao de primeira ordem. A fase ferromagnética é representada por f e a

fase paramagnética por d.

Similarmente ao que foi descrito na comparacao entre os diagramas de fases das Figs.
5.1 e 5.3, podemos considerar grosso modo que as linhas de transicao de primeira ordem da
Fig. 5.11 se dividem em dois limites de estabilidade no diagrama de fases que obtivemos. A
linha de transicao de primeira ordem que termina no ponto critico C se duplica originando

a regiao de coestabilidade P+ P, por nés encontrada. Ja a linha de transicao de primeira
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MODELO BEG PURO
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Figura 5.10: Diagrama k‘% versus % onde as iteracoes entre os spins tém a mesma inten-

sidade e a regiao de coestabilidade P; 4+ P> apresenta-se bastante reduzida.
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Figura 5.11: Diagrama % versus % para % = 3 apresentado por Hoston e Berker [3]onde

f representa a fase ferromagnética, d a fase paramagnética, C representa o ponto critico,
T o ponto tricritico e R o ponto triplo. As linhas tracejadas representam transicoes de
primeira ordem e a linha continua representa transicoes continuas.
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ordem que tem seu inicio no ponto tricritico T corresponde a regiao de coestabilidade
de F +P;. Por outro lado a linha de primeira ordem vertical corresponde a regiao de
coestabilidade F 4 P2.

5.3.2 Caso aperiodico: duplicacao de periodo

O diagrama da Fig. 5.12 foi obtido numericamente, com aperiodicidade dada por
duplicacao de periodo com r = —0,9. Ele evidencia que o enfraquecimento das intera-
¢oes entre os spins equivale a utilizarmos valores de % maiores. Podemos perceber tal
semelhanca topoldgica comparando o diagrama de fases da Fig. 5.12 com o apresentado

anteriormente na Fig. 5.1 para 57 = 5.

MODELO BEG COM APERIODICIDADE
3,r=-09
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0,8 c —
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Figura 5.12: Diagrama ';‘3—1 versus ZJRA com aperiodicidade por duplicacao de periodo e

r=—0,9. O enfraquecimento das interacoes equivale a valores de % maiores.

Por outro lado, o fortalecimento das interacoes entre os spins por meio de r maio-
res provoca uma elevagao da temperatura critica da transicao continua e do limite de

estabilidade da fase ferromagnética, o que diminui a regiao de coestabilidade Py + Po.

Verificamos empiricamente que para r igual ou superior a 0,177, a regiao de coesta-
bilidade Py + P> desaparece completamente, como pode ser visto no diagrama de fases da
Fig. 5.13, obtido numericamente. Neste caso o valor de r para obter o diagrama de fases

desta figura ¢ bem menor do que seu equivalente para % =5 (Fig. 5.8).
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MODELO BEG COM APERIODICIDADE
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Figura 5.13: Diagrama I;%—I versus zJRA com aperiodicidade por duplicacao de periodo e

r=0,177 O fortalecimento das interacoes destréi a regiao de coestabilidade Py + P».

5.4 Modelo BEG na rede de Bethe com % =0

5.4.1 Caso puro (r =0)

No diagrama de fases da Fig. 5.14, obtido numericamente para % = 0 no caso puro,
percebemos a ocorréncia de uma fase ferromagnética F, de uma tnica fase paramagnética
P e de uma regiao de coestabilidade entre essas duas tltimas F 4+ P, além de um ponto

tricritico representado por PTC.

Ao anularmos as interagoes biquadraticas K da hamiltoniana do modelo BEG apre-
sentada anteriormente, estamos na verdade tratando do conhecido modelo Blume-Capel.
Para efeito de comparacgao reapresentamos na Fig. 5.15 o diagrama de fases obtido por
Hoston e Berker [3] para % = 0. Podemos perceber a similaridade entre os dois ao pen-
sarmos que a linha de transicao de primeira ordem na Fig. 5.15 da origem aos limites de
estabilidade das fases paramagnética e ferromagnética, a partir do ponto tricritico PTC

na Fig. 5.14, e consequentemente a ocorréncia da regiao de coestabilidade F 4 P.
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Figura 5.14: Diagrama % versus % onde todas as interagoes tém a mesma intensidade.
Temos aqui somente 3 regioes distintas: uma paramagnética P, uma ferromagnética F e
outra de coestabilidade entre essas duas ultimas F + P.
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Figura 5.15: Diagrama de fases -

27 Versus % para % = 0. O ponto tricritico T é o encontro
entre a linha critica e a linha de transi¢oes de primeira ordem.
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5.4.2 Caso aperiodico: duplicacao de periodo

A Fig. 5.16 apresenta o diagrama de fases obtido numericamente com aperiodicidade
por duplicacao de periodo e r =1,0. Notamos um pequeno aumento da regiao ferromag-
nética F em relacao ao diagrama de fases para caso puro da Fig. 5.14, devido ao aumento
da temperatura critica da transicao continua provocado pelo fortalecimento das interagoes

entre os spins.

MODELO BEG COM APERIODICIDADE

KIJ,=0,r=1,0

T T T T T
Lim. Est. P |
— Tr. Continug
-- Lim. Est. F
P
PTC —
0,21 TR N .
ol PR | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

D/zJ,

. e KeT D ... . ,
Figura 5.16: Diagrama z:JB—A Versus g3- com aperiodicidade por duplicacao de periodo e

r=1,0. Pequeno aumento da regiao F em relagao ao caso puro.

Comparando o diagrama de fases anterior com o diagrama de fases da Fig. 5.8, para
Jﬁ =5er=4914 e o da Fig. 5.13, para Jﬁ =3 e r=0,177, percebemos mais uma
A A
vez semelhancas entre eles, nos confirmando que o aumento da intensidade das interacoes

entre os spins equivale a utilizarmos valores de % menores.

Na Fig. 5.17 apresentamos seis diagramas de fases obtidos numericamente para di-
ferentes valores de r. Percebemos que, para interagoes mais fracas (r < 0), o limite de
estabilidade da fase ferromagnética altera a sua forma e diminui drasticamente a regiao
de coestabilidade F +P. Para r > 0 temos uma reentrancia no limite de estabilidade da

fase ferromagnética como podemos ver para r = 6,0.

Verificamos ainda que para valores positivos de r os limites de estabilidade da fase
paramagnética e da fase ferromagnética se concentram entre ZJRA =0e ZJRA =1, respectiva-
mente, a T = 0. Para valores negativos de r, também a T = 0, o limite de estabilidade da
fase paramagnética continua sendo ZJQA = 0. Ja o limite de estabilidade da fase ferromag-

nética vai assumindo valores menores de ngA quanto mais negativo o valor de r, tendendo
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a zero para valores de I muito negativos.

MODELO BEG C(?M APERIODICIDADE
K3, =0

kgT/zJ,

DizJ,

Figura 5.17: Diagrama ';‘?]—T versus ZJRA com aperiodicidade por duplicacao de periodo

e valores distitos de r. Tanto o enfraquecimento como o fortalecimento das interagoes
provocam alteracoes na forma do limite de estabilidade da fase ferromagnética.

5.5 Modelo BEG na rede de Bethe com % = —-0,15

5.5.1 Caso puro (r =0)

Os diagramas de fases encontrados para % = —0,15 apresentam pequenas alteracoes

em relacao aos obtidos anteriormente para % =0.

Ao compararmos as Figs. 5.14 e 5.18 percebemos que, para % = —0,15, ocorre uma

contracao de todo o diagrama, o que diminui as regides ferromagnética F e de coestabili-

dade F + P, trazendo para baixo o ponto tricritico PTC.

A seguir reapresentamos o diagrama de fases obtido por Hoston e Berker [3] para
% = —0,15. Percebemos que o diagrama de fases por nds obtido (Fig. 5.18) exibe a
reentrancia a temperaturas mais altas da Fig. 5.19 mas nao mostra o formato da linha
de primeira ordem a baixas temperaturas. A razao disso é que nao conseguimos obter a

expressao para a energia livre do modelo.
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Figura 5.18: Diagrama % versus % para % = —0,15, onde as iteracoes entre os spins sao
todas iguais.
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Figura 5.19: Diagrama de fases % Versus % para % = —0,15, com uma reentrancia dupla
proxima ao ponto tricritico T.
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5.5.2 Caso aperiodico: duplicacao de periodo

Percebemos que o aumento das interacoes entre os spins, dado por r = 1,0, provoca

um aumento das regioes ferromagnética F e de coestabilidade F 4+P. As coordenadas ZJRA

e ';3—1 do ponto tricritico PTC também aumentam como pode ser visto na Fig. 5.20.

MODELO BEG COM APERIODICIDADE
KIJ,=-0,15,r=10

T i T i T
Lim. Est. P _
— Tr. Continud
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N I \ ‘ ! ‘ ! Ly
0 0,2 0,4 0,6 0,8
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Figura 5.20: Diagrama I;%—I Versus ZJQA com aperiodicidade por duplicacao de periodo e

r=210.

Ao apresentarmos num mesmo diagrama os resultados obtidos para diferentes valores

de r, percebemos o mesmo padrao encontrado na Fig. 5.17, para % = 0. Porém neste

caso, para valores positivos de r, os limites de estabilidade da fase paramagnética e da
fase ferromagnética se concentram entre ngA =0 e proximos a ngA =0, 8, respectivamente,

a T =0, como podemos ver na Fig. 5.21.
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MODELO BEG COM APERIODICIDADE

KiJ, =-0,15

kg T/zJ,

0 0,2 0,4 0,6 0,8
D/zJ,

. A keT D C . .
Flggra 5.21: Diagrama 2 versus Zy- com‘aperlodlcldad'e por duphca@o de periodo
e diversos valores de r. Para valores negativos de r, o limite de estabilidade da fase
ferromagnética, a T = 0, tende a valores cada vez menores de ZJRA, quanto mais negativo
for o valor de r.

5.6 Modelo BEG na rede de Bethe com % = —-0,5

5.6.1 Caso puro (r =0)

No diagrama de fases a seguir, obtido numericamente para % = —0,5, observamos uma

regiao de coestabilidade entre duas fases ferromagnéticas F1 +F», onde F1 é caracterizada
pelos atratores (mj,qj) de valores préximos a 1; e F» pelos atratores (m3,d5) de valores
proximos a 0. Na extremidade final dos limites de estabilidade das fases F1 e F» existe um

ponto critico C'.

Ha uma outra regiao de coestabilidade F; + P na parte inferior do diagrama de fases
e também um ponto critico terminal PCT, que se encontra em algum ponto da linha do
limite de estabilidade da fase paramagnética P, como podemos ver representado pela seta
< na Fig. 5.22. Na Fig. 5.23 ampliamos a regiao proxima ao ponto critico C' e a regiao

de coestabilidade F1 +F, da Fig. 5.22.

Ja na Fig. 5.24 reapresentamos o diagrama de fases obtido por Hoston e Berker [3]
para % = —0,5 onde podemos perceber semelhancas com o diagrama de fases por nés
obtido. A linha de transicao de primeira ordem, a partir do ponto critico C' na Fig. 5.24,
dé origem aos limites de estabilidade da fase F> e F1 e consequentemente as regices de

coestabilidade F1 +F e F1 +P na Fig. 5.22.
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Figura 5.22: Diagrama —25-
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Versus % onde as iteracoes entre os spins tém a mesma intensi-

dade. Aparece neste caso uma regiao de coestabilidade entre as duas fases ferromagnéticas
F1 e F, correspondente a uma linha de primeira ordem que termina num ponto critico C/

no interior da fase ferromagnética.
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Figura 5.23: Diagrama % versus % que evidencia a regiao proxima

ao ponto critico C'.
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Figura 5.24: Diagrama de fases % versus % para % = —0,5, com um ponto critico terminal

E’ e um ponto critico C' no interior da fase ferromagnética f.
5.6.2 Caso aperiédico: duplicagcao de periodo

Na Fig. 5.25 apresentamos um diagrama de fases obtido numericamente para r = 2,0
onde verificamos que o fortalecimento das interagbes entre os spins aumenta a regiao
ferromagnética F, acaba com a regiao de coestabilidade F; + F> e consequentemente com
o ponto critico C'. Além disso, o diagrama de fases torna-se semelhante aquele obtido
paro o caso puro para % = —0,15 (Fig. 5.18). Neste caso, o aumento das interagoes por

meio de I maiores equivale a utilizarmos % menores, em modulo.

Por outro lado, vemos no diagrama de fases obtido numericamente para r = —0,3
e apresentado na Fig. 5.26, que um leve enfraquecimento das interacoes entre os spins
preserva a existéncia da regiao de coestabilidade F1 +F e diminui a regiao ferromagnética
em relacdo ao caso r = 0. Ainda assim ocorre uma alteracao significativa no limite de

estabilidade da fase F1, que faz diminuir a regiao de coestabilidade Fy + P.

Na Fig. 5.27 ampliamos a regiao de coestabilidade F; +F e do ponto critico C' da Fig.
5.26. O ponto critico terminal PCT esté localizado em algum ponto sobre a linha do limite
de estabilidade da fase paramagnética P, representado pela seta < e nao determinado por

nos por nao termos a expressao da energia livre o sistema.

Para podermos melhor visualizar tais alteragoes provocadas por diferentes intensidades

das interacoes entre os spins, aglutinamos os ultimos resultados no diagrama de fases da
Fig. 5.28.
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Figura 5.25: Diagrama 235—A Versus g3- com aperiodicidade por duplicacao de periodo e

r =2,0. O fortalecimento das interagoes acaba com a regiao de coestabilidade Fy + F».
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Figura 5.26: Diagrama I%—I Versus ZJQA com aperiodicidade por duplicacao de periodo e

r=—0,3. O enfraquecimento das interacoes altera o limite de estabilidade da fase F;.
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Figura 5.27: Diagrama I;‘?]—T Versus zJR com aperiodicidade por duplicacao de periodo e
. A . A . . .
r = —0, 3. Ponto critico terminal PCT, que se encontra em algum ponto da linha do limite

de estabilidade da fase paramagnética P,
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Figura 5.28: Diagrama I;‘?]—I Versus ngA com aperiodicidade por duplicacao e diversos valores
der. Parar = 2,0 temos um ponto tricritico PTC, para o caso puro e para r = —0, 3 temos
o ponto critico terminal PCT.
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N

5.6.3 Caso peridédico AAB e aperiédico (r = —0,8)

Apresentamos a seguir dois diagramas de fases na mesma figura para efeito de com-
paragao. O diagrama de fases aperidédico foi obtido com uma sequéncia por duplicagao
de periodo e r = —0, 8, e o periddico, a partir de uma sequéncia periodica com moédulo de
repeticao dado pelas letras AAB. Sabemos que em uma sequéncia infinita por duplicagao
de periodo temos uma proporc¢ao de % de interacoes Jg, que é a mesma propor¢ao das

interacoes Jg na sequencia periédica AAB.

Em ambos os diagramas de fases podemos notar a existéncia de uma regiao antiqua-
drupolar AQ onde a magnetizacao parcial é nula e a fase antiquadrupolar é dada por
um ciclo 2: (0,q3), (0,05), (0,07), etc; e outra de coestabilidade F +AQ. Uma pequena
diferenca entre os dois diagramas ocorre no tamanho destas duas regides. Para o caso
aperiodico a regiao AQ ¢ maior que o caso periddico, o inverso ocorre para a regiao F +AQ
como podemos ver na Fig. 5.29. Ressaltamos que este resultado nao tem correspondéncia
com os diagramas de fases apresentados por Hoston e Berker [3] portanto trata-se de um

resultado inédito.
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Figura 5.29: Diagrama ';‘?]—T versus ZJR com aperiodicidade por duplicacao de periodo e
A A

com uma sequéncia periddica do tipo AAB. A diferenca entre ambos os diagramas esta no

tamanho das regioes AQ e F + AQ.
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5.7 Modelo BEG na rede de Bethe com % = -1

5.7.1 Caso puro (r =0)

No diagrama de fases obtido numericamente para % = —1 e apresentado na Fig. 5.30,
ha uma transicao continua separando as fases ferromagnética F e paramagnética P, assim
como no obtido por Hoston e Berker [3] para o mesmo valor de %, como podemos comparar

na Fig. 5.31.

Encontramos ainda uma regiao de coestabilidade F 4+ AQ inserida na regiao ferromag-
nética que nao aparece no correspondente diagrama da Fig. 5.31. A fase antiquadrupolar
AQ é caracterizada por magnetizacoes parciais de sub-rede nulas (mj = m; = 0) e momen-
tos de quadrupolos parciais de sub-rede nao nulos e diferentes entre si (off # g5 # 0). Ao
analisarmos a hamiltoniana do modelo verificamos que no estado fundamental a energia
livre da fase ferromagnética é menor que a da fase antiquadrupolar, para valores negativos

de D.

MODELO BEG PURO
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Figura 5.30: Diagrama k%T versus % onde as iteracoes entre os spins tém a mesma in-
tensidade. Ocorréncia de uma regiao de coestabilidade F + AQ onde provavelmente a fase

antiquadrupolar é instavel.
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Figura 5.31: Diagrama de fases % versus % com a variavel % = —1 onde Z é um ponto

critico de temperatura zero.
5.7.2 Caso aperiodico: duplicacao de periodo

Apresentamos na Fig. 5.32 o diagrama de fases obtido numericamente para r = —0,5
onde temos, pela primeira vez em nosso trabalho, uma configuracao ferrimagnética FI,
na qual existe um atrator caracterizado por duas sub-redes com magnetizagoes parciais
diferentes e momentos de quadrupolo parciais também diferentes: ((mj,q;) e (M5, 05)).

Esta configuracao se encontra na regiao de coestabilidade FI + AQ.

Observamos ainda uma regiao de coestabilidade entre as fases ferromagnética e anti-
quadrupolar, representada por F + AQ, que corresponde a linha de primeira ordem entre
a fase ferromagnética F e antiquadrupolar AQ da Fig. 5.36 (% =—1,5), além da regiao

FI + AQ limitada a baixas temperaturas.

Mais uma vez, vemos que o enfraquecimento das interagoes entre os spins na rede de
Bethe equivale a utilizarmos 5 menores (e negativos), haja visto que para os diagramas

de fases apresentados por Hoston e Berker [3] somente ocorrem as fases antiquadrupolar

e ferrimagnética para % <-=1,0.

Pode-se notar na Fig. 5.32 que a regiao de coestabilidade FI +AQ nao esta comple-
tamente delimitada em sua parte superior, pois para temperaturas maiores, a diferenca

entre as magnetizacoes parciais de sub-rede diminuem impossibilitando tal determinacao.

Verificamos no diagrama de fases obtido numericamente para r = 0,5 e apresentado na

Fig. 5.33 que o fortalecimento das interagoes entre os spins faz com que aumente a regiao
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Figura 5.32: Diagrama kzl?]_l- Versus ZJQA com aperiodicidade por duplicacao de periodo e

r =—0,5. Surgimento de uma fase antiquadrupolar AQ pura além das regioes F +AQ e

Fl+AQ.
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Figura 5.33: Diagrama ';‘3—1 versus ZJRA com aperiodicidade por duplicacao de periodo e

r =0,5. Fortalecimento das interagoes aumenta a regiao ferromagnética F.

da fase ferromagnética F em comparagao com o caso puro apresentado na Fig. 5.30.

5.7.3 Caso aperiddico: triplicacao de periodo

Na Fig. 5.34 apresentamos, para efeito de comparacao, um diagrama de fases obtido
numericamente com aperiodicidade por duplicagao e outro por triplicacao de periodo,

ambos para I = 1,0. Podemos perceber uma pequena diferenca entre os dois diagramas
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Figura 5.34: Diagrama %Z Versus ZJRA com aperiodicidade por duplicacao e triplicacao de

periodo e r =1,0.

de fases provavelmente devido ao fato da interacao média entre os spins ser mais forte na
aperiodicidade por triplicacao do que na duplicacao de periodo. A fracao da interacao Jg

na sequéncia dada por duplicacao de periodo é de %, ja na triplicagao de periodo é de %

5.8 Modelo BEG na rede de Bethe com % =-15

5.8.1 Caso puro (r =0)

No diagrama de fases obtido numericamente para % = —1,5 e apresentado na Fig.

5.35, temos a ocorréncia das regioes ferromagnética F, paramagnética P, antiquadrupolar

AQ, da regiao de coestabilidade F +AQ e da regiao FI +AQ limitada a baixas temperaturas.

Temos ainda a ocorréncia de um ponto bicritico B que esta localizado no encontro das
linhas transicao continua ferromagnética-paramagnética, antiquadrupolar-paramagnética

e dos limites de estabilidade das fases ferromagnética e antiquadrupolar.

J& na Fig. 5.36 reapresentamos o diagrama obtido por Hoston e Berker [3] para

% = —1,5 para efeito de comparacao.
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Figura 5.35: Diagrama % versus % onde as iteracoes entre os spins tém a mesma intensi-

dade. A regiao ferrimagnética F| aparece em coestabilidade com a regiao antiquadrupolar
AQ na parte inferior do diagrama.
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Figura 5.36: Diagrama de fases % versus % com a variavel % =-15.

5.8.2 Caso aperiodico: duplicacao de periodo

A Fig. 5.37 apresenta o diagrama de fases obtido numericamente para r = 1,0 onde
vemos que o fortalecimento das interacoes entre os spins elevou levemente a linha de
transicao continua entre as fases F e P e abaixou o ponto bicritico B, em relagao ao
diagrama de fases do caso puro apresentado na Fig. 5.35. A regiao de coestabilidade

Fl 4+ AQ, apesar de reduzida, também é verificada na parte inferior do diagrama.
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Figura 5.37: Diagrama I;%—I Versus ZJRA com aperiodicidade por duplicagao de periodo

e r=1,0. Aumento das interagoes entre os spins diminuiu a regiao de coestabilidade

Fl+AQ.

5.9 Modelo BEG na rede de Bethe com % = —3

5.9.1 Caso puro (r =0)

No diagrama de fases obtido para % = —3 e apresentado na Fig. 5.38, percebemos

que a regiao antiquadrupolar AQ é predominante em relacao a regiao ferromagnética F.
) . . : K _
Ao compara-lo com o diagrama equivalente, obtido por Hoston e Berker [3], para 5 = —3
e reapresentado na Fig. 5.39, fica evidente a semelhanga entre ambos.
Vemos que a regiao ferrimagnética Fl e as regioes de coestabilidade FI +AQ e F +AQ
presentes na Fig. 5.38, correspondem a linha de primeira ordem existente entre as fases

ferrimagética e antiquadrupolar da Fig. 5.39. Temos ainda, a presenca de um ponto

multicritico A que se da no encontro de trés linhas criticas e uma linha de primeira ordem.
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Flgura 5.38: Dlagrama % Versus % onde as 1teragoes entre os Spis tem a mesma intensi-

dade. Predominancia da regiao de coestabilidade AQ e uma pequena regiao ferrimagnética
Fl.
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Figura 5.39: Diagrama de fases % versus % com a variavel % =-3

5.9.2 Caso aperiédico: duplicagcao de periodo

Na Fig. 5.40 apresentamos o diagrama de fases obtido numericamente por duplicacao
de periodo com r = —0,8. Percebemos que o enfraquecimento das interacoes abaixa a
transicao continua entre as fases ferromagnética F e paramagnética P, consequentemente

diminui a regiao ferrimagnética Fl e aumenta a regiao antiquadrupolar AQ. As regioes
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de coestabilidade F + AQ e FI 4+ AQ ficam bastante reduzidas em relagdo ao caso puro
apresentado na Fig. 5.38.

Alertamos que nos trés diagramas a seguir (5.40, 5.41 e 5.42) a regiao ferrimagnética
nao esta totalmente definida devido a diminui¢ao da diferenga entre as magnetizacoes

parciais de sub-rede para temperaturas mais altas.

MODELO BEG COM APERIODICIDADE
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. . . kT D Cqe . . ~ ,
Figura 5.40: D1agram§ 2, VEIsus g5 com aperlodlcldade por dupllca(%zio de per‘lodo e
r=—0,8. O enfraquecimento das interacoes entre os spins aumenta a regiao AQ e diminui

as regioes F, F +AQ e FI +AQ.

O diagrama de fases apresentado na Fig. 5.41 foi obtido numericamente para r = 3,0,
que significa interacoes de troca mais fortes entre os spins da rede. Percebemos que a
regiao ferromagnética F aumenta devido ao deslocamento dos limites de estabilidade da

regiao antiquadrupolar e ferromagnética para a direita do diagrama.

Na Fig. 5.42 apresentamos alguns diagramas de fases, obtidos numericamente para
valores distintos de r, para evidenciar como a variacao das interacoes de troca entre os

spins afeta as linhas do diagrama de fases.
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Figura 5.41: Diagrama kz‘?]—I versus zJQA com aperiodicidade por duplicacao de periodo e

r=3,0. O fortalecimento das interacoes reduz a regiao AQ e aumenta F.

MODELO BEG C(/)M APERIODICIDADE
KiJ, =-3

r=-0,8
--r= 00
— r= 6,0

kyT/z3,

el L N, L | L I
-3 -2 -1 0 1
DizJ,

Figura 5.42: Diagrama kzl?]_l- Versus ZJQA com aperiodicidade por duplicacao de periodo para

valores distintos de r.

5.10 Modelo BEG na rede de Bethe com % =-35

5.10.1 Caso puro (r =0)

O diagrama de fases apresentado na Fig. 5.43, obtido numericamente para interagoes

de troca iguais entre os spins, tem a mesma estrutura do diagrama apresentado na Fig.
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5.38 com pequenas diferencas estruturais.

MODELO BEG PURO

K/IJ=-3,5
1 T =
— Tr. Continua
P -~ Lim. Est. AQ
== Lim. Est. FI
Lim. Est. F
B M
i
A
i

’:_Iﬂ

kyT/zd
o
()]

FIit

s \ ‘ Z|

D/zJ

Figura 5.43: Diagrama % versus % com interagoes de troca homogéneas entre os spins
da rede.

Na Fig. 5.44 temos a reapresentagao do diagrama obtido por Hoston e Berker [3] para
K

7 = —3,5 para efeito comparativo.
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Figura 5.44: Diagrama de fases % Versus % com a variavel % =—-3,5.
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5.10.2 Caso aperiédico: duplicacao de periodo

A Fig.

Percebe-se que o fortalecimento das interagoes eleva a linha de transicao continua, desloca

o ponto tetracritico M para a direita do diagrama, o que aumenta a regiao ferromagnética

F.

As regioes ferrimagnética Fl e FI 4+ AQ ficam reduzidas em relacao ao caso puro

apresentado na Fig. 5.43.

KiJ, =-35r=10

5.45 apresenta o diagrama de fases obtido numericamente para r = 1,0.

MODELO BEG COM APERIODICIDADE

kgT/zJ,
o
a1
I

Figura 5.45: Diagrama

P — Tr. Continua
---- Lim. Est. AQ
-~ Lim. Est. FI
M Lim. Est. F
v
F+AQ —f AQ
F|‘>,/'(
/< FHAQ
'F+AQ
/S | ) Z|
-4 2 0
D/zJA
keT D iodicidad duplicacdo de period
Zn versus FANN CoIm aperiodicldade por duplicacao de periodo €

r =1,0. O fortalecimento das interagoes entre os spins aumenta a regiao F.
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6 Conclusoes e Perspectivas

Conclusoes

e Verificamos que a alteracdo da intensidade das interagoes de troca (variagao de r)

faz com que os diagramas de fases se aproximem da forma de outros obtidos para %
diferentes. Ao fortalecermos as interagoes, de certa forma, equivale a diminuirmos
o parametro % Por outro lado, o enfraquecimento das interagdes (r < 0) equivale a

estarmos trabalhando com % maiores.

e Percebemos que interacoes mais fracas (r < 0) diminuem as regioes de fases ordena-

das, ocorrendo o efeito contrario com interagoes mais fortes (r > 0)

e Nao encontramos diferencas significativas entre os diagramas obtidos com aperio-
dicidade por duplicacao e triplicacao de periodo, sugerindo que as diferencas que
possam existir entre tais formas de aperiodicidades tenham efeito muito pequeno na

topologia dos diagramas.

e Notamos que nao hé alteragao dos limites de estabilidade das regioes Py e P> nos casos
em que ha duas regices paramagnéticas, para diferentes intensidades das interagoes,

ou seja, diferentes valores de r.

e Foram obtidos dois diagramas de fases novos, para % =—-0,5¢e —1,0, nao encontra-

dos na aproximacgao de Hoston e Berker [3].

Perspectivas

e Implementacao do modelo para outras sequéncias aperiodicas como Fibonacci e

Rudin-Shapiro;
e Estudo do efeito da aperiodicidade na interagao K do modelo BEG;

e Estudo dos expoentes multicriticos do modelo.
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