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Resumo

Dada uma algebra de von Neumann M C L(H), dize-
mos que M é um fator se seu centro é o conjunto Cly, sendo
14 o operador identidade sobre H. Quando M é um fator,
podemos classificd-lo em tipo I, I1 ou II1I. Além disso, o
tipo I pode ser dividido em subtipo Il; e Il,,. O objetivo
dessa dissertagao ¢ exibir exemplos de fatores, bem como
exemplos de fatores do tipo I, I1; e I1.



Abstract

Given a von Neumann algebra M C L(H), we say that
M is a factor if its center is Cly, with 14 being the identity
operator on H. When M is a factor, we can classify it as
type I, I1 or I11. Furthermore, type I can be divided into
subtypes I1; and I1,,. The goal of this dissertation is to give
examples of factors, as well as examples of factors of type I,
Il and I1.
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Introducao

Dado um espaco de Hilbert H, dizemos que M C
L(H), onde L(H) é o espaco dos operadores limitados so-
bre H, é uma algebra de von Neumann se M ¢é uma sub-
*_algebra fechada na topologia operador-fraco e 14 € M,
sendo 14 operador identidade de £(#). Se o centro de M é
Cly entao dizemos que M é um fator. Os fatores sao clas-
sificados em tipo I, I1 e I11. Além disso, os fatores do tipo
11 sao divididos em tipo Iy e I1,,. Tal divisao sera feita
de acordo com projecoes no fator. Nessa dissertacao serao
estudados fatores do tipo I, I1; e I1.

No capitulo 1 definiremos o que é uma algebra de
von Neumann, apresentaremos alguns exemplos e demon-
straremos resultados importantes que serao necessarios no
desenvolvimento da teoria sobre fatores. Um resultado im-
portante é o fato de que uma &lgebra de von Neumann é
gerada pelas suas projecoes como um espaco de Banach.

No capitulo 2 definiremos quando uma algebra de von
Neumann é um fator. Serd mostrado um fato interessante,
afirmando que nao ha ideais proprios fortemente fechados

numa algebra de von Neumann se e somente o seu centro é



o conjunto Cly. Na sequéncia definimos quando um fator
é do tipo I e mostraremos alguns exemplos. Ao final desse
capitulo provaremos um teorema com seguinte enunciado: se
M C L(H) é um fator do tipo I, com H separdvel, entao
M >~ M, (C) ou M =~ L({5).

O capitulo 3 sera dedicado a construcao da algebra de
von Neumann W*(G) associada & um grupo enumerével G.
Mostraremos que, dependendo do grupo G escolhido, W*(G)
serd um fator ou nao.

No capitulo 4 desenvolveremos a teoria para os fatores
do tipo I1; e 11, e apresentaremos exemplos desses fatores.
Demonstraremos que para cada fator do tipo II; obtemos
um fator do tipo I1,, e que dado um fator N do tipo Il
existe um fator M do tipo I1; tal que N' e (M ® o0) sao
isomorfos, em que (M ® o0) = WTOF é um fator
do tipo Il, de modo que, as matrizes dos operadores em
(M ® 00)p sao infinitas com entradas em M.

No capitulo 5(Apéndice) daremos as defini¢oes de
topologia operador forte, topologia operador fraco, con-
vergéncia nas topologias operador forte e fraco. Além disso,
enunciaremos e em alguns casos demonstraremos, resultados

que serao aplicados no desenvolvimento da dissertagao.



1 Algebras de von
Neumann

Nesse capitulo definiremos o que é uma algebra de von
Neumann, mostraremos alguns exemplos e apresentaremos
alguns resultados fundamentais para o desenvolvimento dos
proximos capitulos. Nesta dissertagao, H serd um espaco de
Hilbert e L(H) o espago dos operadores lineares e limitados

sobre H.

1.1 Definicoes e Exemplos

Comecamos nessa secao definindo o que é o comutante
e duplo comutante de um conjunto M C L(H), onde L(H) é
o espaco dos operadores lineares e limitados sobre um espaco
de Hilbert H. Com essas defini¢oes iniciamos o estudo das
algebras de von Neumann. Na sequéncia, enunciaremos o
Teorema da densidade de von Neumann e o Teorema
do duplo comutante. Com esses dois importantes teo-

remas definiremos o que é uma dlgebra de von Neumann e



mostraremos dois exemplos.
Definicao 1.1.1. Seja S C L(H). Definimos
S'={T"e LH):TT' =T'TNT € S}
que serd denominado o comutante de S.
Observacao 1.1.2. Denotaremos por
"= ={T"e LH):T'"T' =TT"VT" € 5"}

o duplo comutante de S. E fdcil ver que S C S”.
Observacgao 1.1.3. Por convengao, denotaremos por

o —_TOF ¢ fecho na topologia operador-fraco

TOF 4 fecho na topologia operador-forte

o TN o fecho na topologia norma-operador

e 14 € L(H) o operador identidade

Sobre as topologias operador-fraco e operador-forte ver

Apéndice.

Proposicao 1.1.4. Se S C L(H), de modo que S*

S, entao S" € uma sub-*-dlgebra, com 1y € S’, fechada

na topologia operador-fraco, consequentemente na topologia

operador-forte e na topologia da norma do operador.



Demonstragao: Sejam S C L(H) e S’ o comutante de S.

A prova de que S’ é uma sub-*-dlgebra, com 14 € S’, é facil

—TO
de ver. Vamos provar que S’ = 5’ 7
7C Obvio
. —TO .
7D 7 Sejay € 9 7 Fixe £ € H, f € H e

r € S. Defina p,v : L(H) — C tais que p(2) = f(z(2(£)))
e P(z) = f(2(x(€))).

Afirmagao: ¢ e 1 sao continuas na topologia operador-
fraco.

Considere uma sequéncia {z, }nen C L(H) tal que z, =3 2
na topologia operador-fraco. Entao para cada g € H' e

n—oo

n € H temos que g(z,(n)) — g(z(n)) . Em particular,

Fan(@(€))) =% f(2(2(€))) e f(a(2a(6) =% fla(2(6)))-
Logo,

P(2n) = f(a(2a() == f(2(2(6))) = (=)

Portanto, ¢ e ¢ sao fracamente continuas.

Para cada 2z € S’ temos ¢(z) = f(z(2(€))) = f(2(x(£))) =

z). Como ¢ e 1) sdo continuas e coincidem em S’, que é
2
—TO .
denso em S’Tof, logo o(z) = (z) ¥z e 5 . Assim, é ver-
go



dade que ¢(y) = ¥ (y), ou melhor, f(z(y(£))) = f(y(z(£)))-
Note que

F(©) = Fu(@(©) <= Fy(©)—f () = 0 <
= fa(y(©) —y(=(&)) = 0.

Como f é arbitrario, entao z(y(&)) — y(z(&)) = 0 (ver [1]
Coroldrio 4.3-4). Logo, z(y(§)) = y(z(€)). Como & é ar-
bitrario, segue que xy = yx. Sendo x arbitrario, segue que
y € S’. Portanto, ?Tof cC 9.

—TO —TOF
Sendo S’ convexo, temos que S’ I _

S’ (ver Teorema
5.1.9). Entao S’ = 57" ¢ com isso S é fortemente fechado.
Seja T € SN arbitrério. Entfio existe uma net {T;}icr C 5

tal que ||T; — T €L 0. Note que
IT:(&) — T(©)| < IT: — T €]l <=5 0 Ve € H.

—TOF , o
Logo, T € S’ = S’. Como T é arbitréario, segue que
< I'N AT </ I'N p
St C S’. Como é ébvio que S’ C gt , segue S’ é fechado
na topologia na norma do operador.

Corolario 1.1.5. Para o conjunto S da Proposi¢ao 1.1.4,
temos S" = (S") fechado nas topologias operador-fraco e

operador-forte.

Demonstracao: Como S’ é um subconjunto de L(H), de

modo que (S")* C 5, segue da Proposi¢ao 1.1.4 que (S')" é



uma sub-*-algebra fechada nas topologias operador-fraco e

operador-forte.
[ |

Teorema 1.1.6. (Teorema da densidade de von Neu-
mann) Seja A C L(H) uma sub-*-dlgebra tal que 13 € A.
Entao A" € o fecho de A na topologia operador-forte.

Demonstragao: Ver demonstracao do Teorema 3.4.6 em
[5]-

|
Corolério 1.1.7. (Teorema do duplo comutante) Seja

M C L(H) uma sub-*-dlgebra tal que 13y € M. Entao as

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
i) M € fechado na topologia operador-fraco
i1) M € fechado na topologia operador-forte
i) M= M"

Demonstracao: (i) = (i) : Como M é convexo, entao
M= (ver Teorema 5.1.9). Logo, M é fechado
na topologia operador-forte.

(ii) = (iii) : E imediato do Teorema 1.1.6.

(iii) = (i) : E imediato do Coroldrio 1.1.5.



Definicao 1.1.8. Uma sub-*-dlgebra M C L(H), com 13 €
M, que satisfaz uma das afirmagoes do Coroldrio 1.1.7, €

dita uma dlgebra de von Neumann.

Exemplo 1.1.9. O espago L(#H) é uma algebra de von
Neumann, pois £L(H) é fechado na topologia operador-forte.
O espago das matrizes M, (C) também é uma algebra de von

Neumann.

Exemplo 1.1.10. O conjunto
M = {My: L*([0,1]) — L*([0,1])/f € L>=([0, 1))},

em que M¢(g) = fg, é uma algebra de von Neumann em
L(L*([0,1])).
Seja f € L>(]0,1]) arbitrario e defina

M; : L*([0,1]) — L*([0,1])

dado por M(g) = fg. Prova-se que My estd bem definido,
My ¢ linear e limitado e que M é uma sub-*-dlgebra de
L(L*([0,1])) (ver [6] Exemplo 2.4.11). Em seguida, prova-se
que 1z2¢0,1)) € M e que M ¢ fechada na topologia operador-
fraco (ver [6] Exemplo 5.1.6). Assim, M ¢é uma algebra de

von Neumann.

Exemplo 1.1.11. Vamos mostrar que o espago dos op-

eradores compactos K(H), com dimH = oo, ndo é uma



Algebra de von Neumann. Obviamente que K(H) é uma
sub-*-algebra de L(H). Afirmamos que 13 ¢ KC(H). De fato,
considere um sequéncia ortonormal {e,},en € H. Note que
Ire(en) = Talem)ll® = e — el = {en — myen — em) =
(€n,en) + (€m, €m) = 2 implica em |1y (en) — 1y (em)|| = V2
para todo m,n € N com m # n. Entao, nenhuma subse-
quencia de {1y(e,) }nen converge. Logo, 1y, ndo é compacto

e com isso K(H) nao é uma algebra de von Neumann.

1.2 Projecoes numa Algebra de von
Neumann

Projecoes ortogonais numa algebra de von Neumann
sao de fundamental importancia, pois serda demonstrado que
uma algebra de von Neumann ¢é gerada pelas suas projegoes.
Além disso, serao apresentadas algumas definicoes e resulta-
dos, usando projecoes, que sao alguns dos pilares no desen-

volvimento da teoria.

Defini¢ao 1.2.1. Seja p € L(H). Dizemos que p € uma
projecio se p* = p = p*.

Proposicao 1.2.2. Se M C L(H) é uma dlgebra de von
Neumann entao M ¢é gerada como um espaco de Banach

pelo conjunto P(M) = {p e M :p=p* = p?}

Demonstracao: Sejam M C L(H) uma algebra de von
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Neumann e
P(M)={peM:p=p" =p’}

Vamos provar que M = span’ Y P(M).

7D 7: Sendo M um subespago vetorial, entao
span{P(M)} € M. Como M é fechado na topologia
operador-forte e consequentemente na topologia da norma

do operador, entdo span’ N {P(M)} C M.

7 C 7 Seja x € M, qualquer, tal que x = z*. Sendo
x mnormal, pois z*r = zz*, existe uma representacao
7w : C(o(z)) = C*({1ly,z}), onde o(x) é o espectro de x
(ver Proposi¢io 3.3.10 em [5]). Seja B, a familia de
conjuntos borelianos de o(x). Entao existe uma medida de
probabilidade p, definida sobre By(,), ¢ uma representagao
7 L>(0o(x), Bo(z), ) = L(H) (ver Lema 5.1.10).

Afirmagao: 7T(L>(o(x), By), it)) € M

Sabemos que
m(C(o(x))) = C*({1n,z}) M,

M= M

(m(Clo(x))))" =T(L®(0(x), Boz), 1)) (ver Lema 5.1.10) .



11

Logo,
T(L>(0(x), Bo), 1) € (7(Clo(2))))" € M" =M =

= w(L*(0(), Bo(a), 1)) © M.

Considere um conjunto boreliano E C o(z) e a funcao car-

* entdo T(xgp) =

acteristica xg. Como xr = (xg)? = (x&)
7(xg)? = 7(xg)*. Logo, T(xg) é uma projegao e com isso
T(xg) € P(M). Seja fi € B(o(z)) dada por fi(\) = A
VA € o(x). Pela Proposi¢io 3.3.10 em [5] e o Lema 5.1.10,
7(f1) = 7(f1) = . Como f; é mensurdvel e limitada, entao
existe uma sequéncia { f,, }, de fungoes simples e mensuraveis
tal que f, i f (ver [9] Coroldrio 6.37). Para cada n € N,
k

temos que f, = Z)\?XE;L, com E" C o(z) e A € C para
i=1

kn
i=1,.. k,. Eclaro que 7(f,) = ZA?’%(XE;) € spanP(M)

i=1
Vn € N. Sendo 7 uma isometria (ver Lema 5.1.10), em

particular contrativa, segue que

17 (fn) = ll = 17 (f) = 7SIl = [I7(fo = FOIl <

n—o0

< |lfn = fillp, — 0.

Logo, x € span'™N P(M).

Dado y € M arbitrario, podemos escrever y = a + b,
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*

com a,b € M tal que a = a* e b = b". Entao
a,b € span'NP(M) e também ib € span'®P(M).
Logo, a + ib = y € span’ ¥ P(M). Como y é arbitrario,
segue que M C span’ N P(M).
Portanto, M = span’™ P(M).

Definicao 1.2.3. A projecao 7(xg) que aparece na
Proposicao 1.2.2, é denominada projecao espectral e deno-

taremos por Pg.

Proposicao 1.2.4. Sejam p,q € L(H) projecies. Entao as

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
i) ¢ <p, ou seja, (p—q) € um operador positivo
ii) Im(q) C Im(p)
iii) qp = q=pq

Demonstracao: (i) = (i7): Por hipétese ¢ < p, entao
p—q > 0. Sendo p — ¢ um operador positivo, temos que

((p—@)&,€) = 0V € H e isso implica em (p€,§) > (¢€,€)
Ve € H. Seja A={SeH: [lq(§)ll = €]}

Afirmagao: Im(q) = A
” C 7 Obvio.
7 D7 Seja & € A. Sendo H = Im(q) ® Ker(q), considere
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&= (& + &) € H. Entao
E1® = l&l® + N1&l® = &l + 11 = &ll* =

= [lg()I* + 1€ = a(&)I>.

Como [lg(&)| = [I€] (¢ € A), entdo [|€—q(©)]* = 0 e
isso implica em £ — ¢(§) = 0. Logo, £ = ¢(§) e com isso

¢ € Im(q). Como & é arbitrario, concluimos que A C I'm(q).

Seja & € Im(q). Note que

IE]1” = lg()NI* = (a(€), a(€)) < (p(&). p(&)) =
= lp)II> < lI€11*.

Logo, [[p(&)] = |&||. Pela afirmagao acima podemos
concluir que & € I'm(p). Sendo & arbitrério, concluimos que
I'm(q) € Im(p).

(1) = (id): Note que pq(§) = p(q(§)) = ¢(§) V€ € H, pois
Im(q) € Im(p) por hipdtese. Logo, pg = q. Observe que
(p

pq = q = (pq)* = ¢* = qp = q. Portanto, ¢p = q = pq.

(7ii) = (i): Para provar que p — ¢ > 0, basta mostrar
que {(p — q)§,€) > 0. Note que

a1l = llap(©)Il < [lpE)] V& € K.
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Entao

(P —q)§, &) = (p§, &) — (4§, &) = (P&, p€) — (4§, q€) =

= |Ip|1* — l¢€]|* > 0 V¢ € H.

Portanto, p — ¢ > 0, ou melhor, ¢ < p.
|

Definicao 1.2.5. Uma proje¢ao q que satisfaz uma das
afirmacoes da Proposicao 1.2.4, € denominada subprojecao

de p.

1.3 Decomposicao Polar e Ideais
numa Algebra de von Neumann

Nessa secao demonstraremos dois resultados, envol-
vendo decomposicao polar e ideais, que serao importantes

no desenvolvimento da teoria do capitulo 2.

Proposigao 1.3.1. Sejam M uma dlgebra de von Neumann,
T e M eU|T| a decomposicao polar de T.
Entao U, |T| € M.

Demonstragao: Seja M uma algebra de von Neumann.
Tome T' € M. Pela decomposigao polar, existem U, |T| €
L(H) tal que T =U|T| e ker(T) = ker(U) = ker(|T|), onde

1/2

U é uma isometria parcial e |T'| = (T*T")"/* é um operador
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positivo. Como T, T* € M, entao (T*T) € M e com isso
(T*T)? € M. Seja T" € M’ arbitrério. Note que

T'U|T|¢ = T'TE = TT'E e

UT'|T|¢ = U|T|T'¢ = TT'¢ V¢ € H,

logo U e T" comutam sobre Im(|T]), ou seja, (T'U)x =
(UT"x Yz € Im(|T]). Como T comuta com |T'| entdo
T'T|E = |T|T'¢ V¢ € H e isso implica em T"(Im(|T])) C
Im(|T]), ou seja, T" é invariante sobre Im(|T]). Agora
vamos provar que T’ é invariante sobre Im(|T|)*. Sejam
¢ € Im(T|)* e n € Im(|T|). Entao existe ¢ € H tal que
|T|¢ =n. Note que

(T"(€),m) = (T"(£), IT(C)) = ((IT|T")&, O) = ((T"|T)¢, ¢) =
= (& ITI(T)¢) =0

implica em T"(¢) € Im(|T|)*, logo T' é invariante sobre
Im(|T|)* pois € é arbitrdrio. Sabendo que ker(|T|)* =
Im(|T*) (ver Lema 5.1.5), |T| = |T|* e que ker(U) =
ker(|T|), entdo ker(U)t = ker(|T))> = Im(|T]) e com
isso ker(U) = ker(|T|) = Im(|T|)*. Entdo, U é nulo so-
bre Im(|T|)* implicando em T'U ser nulo sobre Im(|T])*.
Como T é invariante sobre Im(|T|)* entao UT’ também é
nulo sobre Im(|T|)*. Portanto, T'U e UT’ comutam sobre

Im(|T|) ® Im(|T|)* = H. Como T’ é arbitrdrio, concluimos
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que U € M.
|

Proposicao 1.3.2. Sejam M uma dlgebra de von Neumann

e J um ideal de M. Entao J ¢é uma sub-*-dlgebra.

Demonstracao: Sejam M uma algebra de von Neumann,
J um ideal de M e T € J. Pela decomposicao polar,
T = U(T*T)"?, onde provamos que U, (T*T)'? € M. De-
vemos lembrar que Ujernye ¢ uma isometria e (kerU)*+ =
Im((T*T)'?). Entao (T*T)? = U*U(T*T)2 = U*T € J,
pois U € M. Como (T*T)Y/? € J, entdo T* = (T*T)V?U* €
J. Sendo J um ideal, por definicao, é uma sub-dlgebra e
como provamos que J é auto-adjunto, logo J é uma sub-*-

algebra.

1.4 Teorema da Densidade de von
Neumann(versao sem unidade)
e Ideais numa Algebra de von
Neumann

Nessa secao demonstraremos uma versao do Teorema
da Densidade de von Neumann para uma sub-*-dlgebra sem
unidade. Para isso, vamos definir o que é espaco essencial de

uma algebra e provaremos alguns resultados envolvendo tal
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definicao. Na sequéncia, demonstraremos alguns resultados
com o objetivo de provar um importante teorema que afirma
o seguinte: o centro de uma dlgebra de von Neumann M €
1gual a Cly, se e somente se, M nao possui ideais proprios

fechados na topologia operador-forte.

Definigao 1.4.1. Dada uma sub-*-dlgebra A C L(H), defin-
1mos o espacgo essencial de A, denotado por ess A, como
span{al: a € A e e H} CH.

Proposicao 1.4.2. Sejam A C L(H) uma sub-*-dlgebra
e X ={£ € H:a =0Va € A}. Entio as seguintes

afirmacoes sao verdadeiras:
i) X = (essA)t
ii) X = {0} se e somente se essA =H.

Demonstragao: (i):  Seja & € H. Entao
€€ (essA)t & (L,an) =0Vae AeneH & (a*&,n) =0
Vace AeneH < ((a")€n) =(a€,n)=0Vac AeneH
& (ataf) =0Va € Ao ||af]|> =0Va € A e af =0
Vaoe A& e X.

(ii): Se X = {0} entao, pelo item (i), essA = {0} = H.
Agora, se essA = H entao (essA)t = HL = {0} e

novamente pelo item (7) temos X = {0}.
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Proposicao 1.4.3. Sejam A C L(H) uma sub-*-dlgebra tal
que essA = H e um subespaco fechado Y C H invariante
por A. Entao span{al :a € A e €Y} =Y, ou seja,
essAy =Y.

Demonstragao: Defina

Vi={{eH:a{=0Vae A}

W:={{eY al=0Vaec A}.

Por hipétese essA = H, entao pela Proposicao 1.4.2(ii)
temos V' = {0}. Como W C V = {0}, ¢ 6bvio que W = {0}.
Como Y é invariante por A, entdo podemos usar a restri¢ao

Ay € L(Y). Assim, pela Proposicao 1.4.2(ii) temos
essAy =3span{fal:ac AeeY} =Y,
pois Y é invariante por A.

Corolario 1.4.4. Se A C L(H) € uma sub-*-dlgebra tal que
essA=H el €H, entio £ € {a :a € A}.

Demonstracao: Fixe £ € H. Defina

Yo ={N+a:A€C,ac A}
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e Y :=Y. Obviamente que Y; é subespaco de .

Afirmacao: Y é invariante por A

De fato, sejam b € A e yy € Y. Note que
byo = b(AE + a&) = AbE + ba& = (0€ + (Ab + ba)¢) € Y.
Agora seja x € Y. Entao
br = b(nlggo M€+ ané) = 7}13)10 b(A& + ané) €Y.
Logo, Y é invariante por A.
E 6bvio que {c€:ce A} é um subespaco.  Observe

que

spanf{an:a € A,n € Yy} =
= span{a(A§ +bE) :a,b € A, N e C} =
=span{(Aa +b)¢ :a,b € A, A€ C} C{cf:ce A}
Assim, segue que
span{an:a € AneY} C{c:ce A}
E 6bvio que

{c€ :ce A} Cspan{an:a€ A;neY},
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logo
{c€ :ce A} =3Span{an:a € A,neY}.

Pela Proposi¢ao 1.4.8, span{an : a € A,n € Y} =Y, logo
{c€ :ce A} =Y. Desde que £ = (1€ + 0£) € Y, concluimos
que § € {c€:ce A}

Teorema 1.4.5. (Teorema da densidade - versdo sem
unidade) Seja A C L(H) uma sub-*-dlgebra tal que essA =
H. Entao A" é o fecho de A na topologia operador forte.

Demonstracao: Desde que A C A” e A” é fechado na
topologia operador-forte, basta provar que A é fortemente
denso em A”. Seja z € A", arbitrario. Pela definigao
de topologia operador-forte, devemos provar que para cada
neN, &,...p € Hee e R Jz € Atal que ||(x — 2)&] <€
V1 <7 <n. Vamos dividir a demonstragao em 2 casos:
CASO PARTICULAR: Suponhan =1

Defina & := & e seja M = m C H. Pelo Corolario
1.4.4, &€ M. E claro que M ¢é subespaco e que M ¢é invari-
ante sobre A, ou seja, AM C M. Entao dada um projegao
p sobre M, p € A’ (ver Proposi¢ao 3.4.5(d) em [5]). Como
z € A” entdo zp = pz e com isso zM = z(pM) = p(zM) C
M. Em particular, z§( € M. Entao existe x € A tal que
€ — 2] < .

CASO GERAL: Suponha n € N qualquer



21

Ver demonstrac¢ao do Teorema 3.4.6(Case (ii)) em [5].
[

Observagao 1.4.6. A partir daqui serd necessario trabalhar
com a representacao matricial de um operador linear limi-
tado num espaco de Hilbert.

Sejam H, e Ha, espacos de Hilbert, e a soma direta externa
H = Hi ® Hy. Considere T € L(H), operador de inclusao
L - H; = H e a projecao p; - H — H;, com i =1,2. Defina
P, = vp;. Fizen; € H;. Para cada (§1,&) =& € H, temos

(p1(m), &) = {(n1,0), p1(E)) = ((m, 0), p1((€1,€2))) =
= ((m,0), (&,0)) = ((m,0), (£1,&)) =

= (pi(m) — (m,0),§) =0.

Em particular, para & = pi(m) — (n1,0)
(Pi(m) — (m,0), pi(m) — (m,0)) =0 =

= pi(m) — (m,0) = 0= pi(m) = (m,0).

Entao pi(m) = (n1,0) Vi € Hy e com isso concluimos que
p] = t1. De modo andlogo, concluimos que py = ts.

Agora observe que, para cada & = (£1,&2) € H, temos que
Pi(§) + Po(§) = Pi((&1,62)) + Pa((61,&2)) =

= up1((&,&)) + tap2((£1,&2)) = (&) + 12(§e) =
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- (5170) + (0762) = (61752) = g
LOgO, P1+P2: 17.[.
Defina T;; = piTv; : H; — Hi, com i =1,2. Temos que

T =14Tly = (P, + P)T(P, + P,) = ZPkTPl
k=1

Assim, para cada & € H seque que

T(€) =Y PTRE) =Y PTup(§) = > PTu(&) =

k,l=1 k=1 k=1

2

= ZLkkaLl(&) = Z%Tkl(&) =

k=1 k=1

= 11(T11(&)) + 1 (T12(&2)) + ta(T21(§1)) + ta(T22(82)) =

=01(T11(&) 4+ Th2(&2)) + ta(To1(&1) + Ta(&2)).

T
Dado o par (z,y), por convengao faremos (z,y) = [ ] )

Yy
Dessa forma, para cada § = (&1,&) € H, podemos escrever
T(€) = T (&) + Tha (&) ] _ Ty Tio & ]
T1(&1) + To(&2) Ty o &2

Proposigao 1.4.7. Se M ¢é uma dlgebra de von Neumann e
J um ideal de M fechado na topologia operador-forte, entao

d1; € J que é a unidade de J.
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Demonstracao: Sejam M uma éalgebra de von Neumann e
J um ideal de M fechado na topologia operador-forte. Pela
Proposigao 1.3.2, J é uma sub-*-algebra. Defina H; = ess J.
Como H; é um subespago fechado de H, entao podemos
escrever H = H; ® Hy onde Hy = Hi. Sejam T € J e
& =& + & € H quaisquer, com & # 0 e & # 0.

Considere
&
e [ - ]

as representagoes matriciais de T" e &, respectivamente. Ob-

51]:
&

é a matriz do vetor T'(§) € H;. Entao é necessario que C¢&; +

A B

1] = oD

serve que

A B
C D

A& + B&
C& + D&

D& = 0. Diante disso vamos ver quem sao os operadores

A, B,C e D. Para o vetor ¢ = & + 0 temos que

6]
0

é a matriz do vetor T'(¢) € H;. Novamente é necessério que
C& =0. Como C': Hy — Ho, logo devemos ter C' = 0.

A B
C D

A&y
C&
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Agora, para o vetor £’ = 0 + & segue que

0]_
&

é a matriz do vetor T'(") € Hy. Como D : Hy — Ho, deve-

A B
C D

B&,
D&

mos ter D& = 0 e com isso D = 0.

A
Até aqui, concluimos que a matriz de T é . Sabe-
0 0
mos que
AB| |A0
0 0 B* 0

Para n=mn, + 12 € H, com 1y # 0, temos que

-

Como B* : H; — Hy, entdo devemos ter B*(n;) = 0,

A0
B* 0

A*Th
B*’I’]l

€ Hi.

implicando em B* = 0.

Afirmagao: B =0

De fato, observe que (x1, B(x2)) = (B*(x1),x2) Va; €
Hi e zy € Hy. Como B* =0, entao (x1, B(xs)) = 0 Va; €
Hq e x9 € Ho. Em particular,

(B(ws), B(x2)) = || B(ws)||* = 0 Vary € Hy.

Logo, B = 0.
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Concluimos que a matriz de todo operador em J é da

A
forma [ ,com A e L(H,).

0 0

A

¢ a matriz de

Defina J := {A € L(H,): onde

um operador de J }
Afirmagdo: J é uma sub-*-dlgebra de L(H,)
Sejam A, B € J e a € C. Como aA + B, AB, A* € L(H,) e

AB 0
0 0

A* 0
0 0

(aA+B) 0
0 0

sao matrizes de operadores em J, entao J é uma sub-*-
algebra.
E 6bvio que J = {T@O:TG j}
Afirmacao: J 6 fechado em L(H,) na topologia
operador-forte

—TOF .
Seja T € J qualquer. Entao existe uma net {T;}ie; € J

que converge para 1" € L(H,) na topologia operador-forte.
Paracada &£ =& + & e H,

Tool[e]_ &

0 0]]& & |

T 0
0 0

;&
0

TS
0

i€l
—
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pois T;& el T& V& € Hy. Devemos lembrar que, cada

T; 0O
matriz ’ representa um operador, que denotaremos
0 0
. T 0
por S; = (T; ®0) € J. Da mesma forma, a matriz
0 0

representa um operador S = (T'@0) € L(H). Entao S; s

na topologia operador-forte. Como .J é fechado na topologia
operador-forte, segue que S € J. Assim, T € J e com isso

J 6 fechado na topologia operador-forte.

Afirmagao: essJ = Hi(= essJ)

” C 7 Por definicdo, ess.] = span{a : a € Je€e Hqt

Obviamente que essJ C H;.

7 D7 Fixea € Je& = (& + &) € H. Obviamente que

0

0

de a, onde A € L(H,). Pela definigao de J, Ael.
ao0lfa]l  Taa

00 [ & ] -

aé = /}L& +0=A¢ € essd.

Seja Za‘fi € essJ. Pelo raciocinio acima, a’¢® = A€

i=1
logo Zaiﬁi € ess.].
i=1
Agora, seja n € essd. Entao 7 = limn;, onde
1—00

al € essJ(= Hi). Seja

] a representagao matricial

Note que implica que

n € span{a € Je& € H} C essJ Vi € N. Como
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ess] é fechado, logo n € ess.J e com isso Hq, C essJ.

Assim, concluimos que essJ = H;.

Usando o Teorema 1.4.5 para J C L(H,), conclui-se
~ N\

que J = (J) .

Note que

1y, € {A” € L(H,): A"A' = AA" VA ¢ (f)/} — (J)".

Entao 14, € J. Considere 1, € J tal que a sua matriz seja

0 0

concluimos a demonstracao.

17—11 0 5 ops o , . .
. E facil ver que, 1; é a unidade de J e com isso

Definicao 1.4.8. Dada uma dlgebra A, definimos
Z(A):={aec A:ab=ba ¥be A}

o centro de A.

Proposigao 1.4.9. Se M € uma dlgebra de von Neumann, J
um ideal de M fechado na topologia operador-forte e 1; € J
a unidade de J entio 1; € Z(M).

Demonstragao: Sendo J um ideal de M, entao
Iym,ml; € J Vm € M. Note que 1;m = (1,m)l; e
ml; = 1;(mly). Logo, 1;m = ml; Ym € M. Com isso,

1; € Z(M)
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Proposigao 1.4.10. Se M ¢é uma dlgebra de von Neumann

entio Z(M) também é.

Demonstracao: Seja M uma &lgebra de non Neumann.

Sabemos que
M ={T e L(H): TS =STVS e M},

Z(M)={T € M:TS = ST VS € M}

M — op"OF
Entao é ébvio que Z(M) = M N M’ é uma algebra de von
Neumann.

Proposicao 1.4.11. Sejam M uma dlgebra de von Neu-

mann e um operador auto-adjunto T € Z(M). Entdo

C*({lH,T})TOF C Z(M). Além disso, toda projecio es-

pectral estd em Z(M).

Demonstracao: Como Z(M) é uma C*-algebra que con-

tem 1y e T, entao
({1, T} € Z2(M)

pois por definicao, C*({1y4,T}) é a menor C*-dlgebra que
contem 1y e T. Como Z(M) é fechado na topologia
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)TO

operador-forte, logo C*({14, 7'} " C Z(M).

Sendo T auto-adjunto, existe uma representacao
m: Clo(T)) = C*({1x, T}),

onde o(T") é o especto de T (ver Proposi¢io 3.3.10 em [5]).
Sendo B,y a familia de conjuntos borelianos, existe uma
medida de probabilidade p, definida sobre Byr), e uma
representacao 7 : L®(o(T), Bory, ) — L(H) (ver Lema
5.1.10). Pelo Teorema 1.1.6, a sub-*-algebra =(C(o(T)))(=
C*({1%,T})) é fortemente densa em (7(C(c(T))))" e pelo
Lema 5.1.10 7(L>*(o(T), Bo(ry, it)) = (m(C(o(T))))". Entao

F(L(0(T), Boryo ) = C-({Ln, T)) -

Logo, (L*®(o(T), Bo(r), it)) C Z(M)). Portanto, para cada
conjunto boreliano E C o(T), a projecao espectral Pp =
7(xE) é central, ou seja, P € Z(M).

|

Teorema 1.4.12. Se M € uma dlgebra de von Neumann

entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
it) Os unicos ideais fechados na topologia operador-forte,
em M, sao {0} e M

Demonstracao: (i) = (i) Suponha que Z(M) = Cly.
Seja J um ideal de M, fechado na topologia operador-forte.
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Sendo 1; a unidade de J, pela Proposicao 1.4.9,1; € Z(M).
Entao 1; = aly para algum « € C. Temos 2 casos para a:
CASO a =0

Entao 1; =0ecomissox = xl; =0Vx € J. Logo, J = {0}.

CASO a #0

Entao 14 = élj e como J é um ideal de M, é verdade que
m = mly = mélJ € JVm e M. Logo, M C J. Como
J C M, entao J = M.

Portanto os tunicos ideais de M, fechados na topologia

operador-forte, sao {0} e M.

(17) = (i) Suponha que M nao possui ideais préprios
fechados na topologia operador-forte.

Seja T' € Z(M). Suponha T' = T*.

Sendo T auto-adjunto entao existe uma representacao
7w : C(o(T)) — L(H) para C(c(T')), onde o(T) o espectro
de T'. Seja B,y a familia de conjuntos borelianos de o (7).
Entao existe uma medida de probabilidade pu, definida sobre
Bo(ry, e uma representacao 7 : L>(o(T), Bory, pt) — L(H).
Sejam F C o(T) um conjunto boreliano, Pg projegao

espectral e

JE:{SGMSGH—PE):O}
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Afirmacao: Jg é um ideal fechado na topologia operador-

forte.
Sejam A, B € Jg, R € M e a € C. Note que

a0+0)=0

2. AR(ly — Pg) = A(Rly — RPg) = A(Rly, — PgR) =
A(ly — Pe)R =0

3. RA(1y — Pg) =0

Pelos itens (1),(2),(3), Jg é um ideal.

Vamos provar que Jg é fechado na topologia operador-forte.
Seja A € J_ETOF, arbitrdrio. Entao existe uma net {S;}icr C
Jg tal que S; €L A na topologia operador-forte. Observe

que para cada & € H,
A(ly — Pe)§ = hgl Si(19 — Pr)§ = 0.

Segue que, A(ly — Pg) = 0 e com isso A € Jg. Logo, Jg é

fechado na topologia operador-forte.

Como, por hipétese, M nao posssui ideais préprios
fechado na topologia operador-forte, entdo Jr = {0} ou
Jgp = M.

CASO 1: Jg = {0}

Como P = 14 Pg € Jg, entao P =0
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CASO 2: Jg =M
Afirmagao: Pp =1y
Como 1y — P € M = Jg, logo (lq.[ - PE)(lH - PE) =

(1 — Pg) = 0 e isso implica que 1y = Pg.

Pelo CASO 1 e CASO 2, concluimos que para cada
conjunto boreliano E C o(T"), Pg = 0 ou Pg = 14.

Pela Proposicao 1.2.2, T é o limite de somas finitas de
projecoes espectrais. Como as Unicas projecoes espectrais
em M, sao 0 e 1y, logo T = lim a1y € Cly. Portanto,
quando 7' = T™* temos T' € (ClHn._)OO

CASO GERAL:

Podemos escrever T' = a + ib, onde a = a* e b = b*.
Para a e b auto-adjuntos provamos que a,b € Cly.
Sendo a = aly e b = ply, com o, € C, segue que
T=a+1ib=aly+ifly = (a+if)ly € Cly.

Portanto, concluimos que se M nao tem ideal préprio

fechado na topologia operador-forte entao Z(M) = Cly.
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2 Fator

Neste capitulo definiremos quando uma algebra de von
Neumann é um fator. Tal definicado é o ponto de par-
tida dessa dissertacao, pois é a partir desta definicao que
comegamos nosso trabalho rumo ao estudo da classificacao

de fatores.

2.1 Definicao e Exemplos de Fator

Definigao 2.1.1. Seja p € L(H) uma proje¢ao ndao nula.
Dizemos que p € minimal se para toda projecao q € L(H) tal

que ¢ < p, tem-se g =p ou g = 0.

Exemplo 2.1.2. Qualquer projecao nao nula p € L(H),
com dimIm(p) =1, é uma proje¢ao minimal pois, as unicas

subprojecoes de p sao 0 ou p.

Exemplo 2.1.3. Seja

Al

A€ MQ(@)} C M,(C).
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Considere as projecoes A, B e C, em M, dadas pelas matrizes

1 oloo] [10]oo 000 0]
0 10 0 0 00 0 0 1]0 0
001 0 001 0 0 0/0 0
000 1 0 00 0 0 0l0 1

respectivamente. Observe que B e C' sao subprojecoes de A,
pois AB = B = BAe AC = C = CA. Veja também que
B e C' sao minimais, pois as unicas subprojecoes, em M, de
B sao 0 e B e para C sao 0 e C. Além disso, dimIm(B) =
dimIm(C') = 2 e isso mostra que nem toda proje¢ao minimal
tem dimensao 1. ) )
1 0/0 O
- o 0 1{0 0
Atencao para o fato de que a projecao D = |[———F——
0 00 O
0 0 1

¢ uma subproje¢ao de A em relagao a M4((C§, mas nao em
relagdo a M pois D ¢ M.

Definicao 2.1.4. Uma dlgebra de von Neumann M ¢é um
fator, se Z(M) = Cly, em que
ZM)={T eM:ST =TS VS € M}.

Exemplo 2.1.5. M,(C) é um fator
Seja A = (a;;) € Z(M,(C)) qualquer. Entao AB = BA
VB € M,(C). Em particular, para Ey € M,(C), onde Ej
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tem valor 1 na posigao (k,[) e 0 em todas as outras posicoes,
vale AEy = EuA. Note que,

a1 Q1np 0 .. .. 0
ABy=| + . o1 | =
Qn1 Qpn 0 0
(0 . ay .. O
0 (0513 0
0 0
0 Ank 0
e
0O ... ... 0 aiyy ... Qip
EyA= 1|1 . 1 T B
0 0 an1 Apn
00 0 |
- apy Q... QA
0O 0 .. 0

Assim, a coluna [ de AE},; é igual a coluna k de A, e a linha
k de Ey A éigual a linha [ de A. Como AEy = Ey A, entao
Qrp = ... = Qg—1k = A1k = -« = Qpk = O, app = ... =
aii—1 = au4+1 = .. = Qp = 0e Arr — Q. Repetindo O
raciocinio anterior para cada 1 < k,l < n, concluimos que

arr = ay e quando k # [ temos ay; = 0. Logo, A = A\ para
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algum A € C. Como A é arbitrario, segue que Z(M,(C)) =
CI e isso implica que M, (C) é um fator.

Exemplo 2.1.6. £(H) é um fator

Fixe uma base ortonormal {e, : n € I C N} para H.

Se dimH < oo entao L(H) ~ M, (C). Como *-isomorfismos
preservam o centro(ver Proposicao 5.1.17), logo L(H) é um
fator.

Suponha que dim#H = oco. Sejam T' € Z(L(H)) arbitrario,
A = (ar) € My(C) a representacao matricial de T'. Temos
que T'S = ST VS € L(H). Em particular, para S;; € L(H)

dado por S;;(z) = S;; (Z )\nen> = \je;, vale AE;; = E,;;A
neN
onde E;; € M, (C) é a representacao matricial de S;; tal

que E;; tem valor 1 na posicao (7, 7) e 0 nas outras posicoes.

Note que,
[ a1 AT 11 0 |
1
AE;; = =
an1 Ann O
(0 .. 0 ay 0 .. ]
0

[07%] 0
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e
[ 0 .. 17 al Q1np |
1
EijA = =
0 an1 Qnn
— O =
0 .. 0
= Q41 Qjn
0 .. 0

Usando o mesmo raciocinio do Exemplo 2.1.5, concluimos
que a;; = 0 para i # j e a;; = aj; para Vi, j € N. Portanto,
A = M, onde I, é a matriz identidade em M, (C). Logo,
T = Aly. Como T é arbitrario , segue que Z(L(H)) = Cly.

2.2 Fatores do Tipo I

Na secao anterior definimos que uma &lgebra de von
Neumann M é um fator se e somente se Z(M) = Cly.
A partir dessa secao estaremos interessados na classificacao
dos fatores e tal classificacao sera feita em funcao das suas

projecoes. Na definicao de equivalencia entre projecoes sera
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necessario saber o que é uma isometria parcial (ver Defini¢do
5.1.7).

Definigao 2.2.1. Um fator M € do tipo I, se M contem

alguma projecao minimal.

Definigao 2.2.2. Sejam M wuma dlgebra de von Neumann
e p,q € M projecoes. Dizemos que p é equivalente a q, e
denotamos por p ~ q, se existe uma isometria parcial u € M
tal que uwu* = q e u*u = p, isto €, ~ € uma relagao de
equivalencia.
Proposigao 2.2.3. Sejam M uma dlgebra de von Neumann
ep,q,r € M projecoes. Sep~qeq~rentaop~r,q~p
epn~p.
Demonstracao: Ver demonstracao da Proposicao 6.1.5 em
[7].

[
Definigao 2.2.4. Sejam M wuma dlgebra de von Neumann
ep,q € M projecoes. Dizemos que p € mais fraca que q, e
denotamos por p = q, se existe uma projecio r € M tal que

p~rer<gq.

Exemplo 2.2.5. Considere as projecoes

100 000
p=1000/|,¢g= |0 1 0| nofator M3(C). Afir-
0 00 0 01

mamos que q 3 p.
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0 00
De fato, considere a projecao pp = | 0 1 0 [. Como
000
qpo = Po = poq, entao py é uma subprojecao de ¢q. Agora,
000
considere a matrizu= | 1 0 0 |. Note que
0 00
0 010 000
wu' = | 1 000|=[01O0]/|=po
000 0 00 0 00
e
0 1 0 00 0 0
vu=1{0 0 100|=[000]|=p
0 0 0 00 0 0

Como u*u é projecao, entao u ¢ uma isometria parcial.

Assim, p ~ pgy pois u € M3(C). Portanto, p ~ py < q.

Proposicao 2.2.6. Sejam M um fator e p,q € M
projecoes. Entao p = q ou q 3 p.

Demonstragao: Ver demonstracao do Teorema 6.2.6 em
[7].

Lema 2.2.7. Se M ¢é uma dlgebra de von Neumann e p,q €
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M sao projecoes, tais que p € minimal e p ~ q, entao q €

manimal.

Demonstragao: Sejam M uma &lgebra de von Neu-
mann e p,q € M projecoes tais que p é minimal e p ~ q.
Entao existe uma isometria parcial u € M tal que u*u = p
e uu* = ¢q. Devemos lembrar que Im(u*) = Im(p) &
Im(u) = Im(q) (ver [5] Remark 4.2.3). Seja ¢ < q e de-
fina K := w*(Im(q")) € Im(p). Defina p’ como a projegao
sobre K. Como K = Im(p') C Im(p) implica em p’ < p
e sendo p minimal por hipdtese, entao p’ = 0 ou p’ = p.
Logo, K = {0} ou K = Im(p). Se K = {O} entao
u({0}) = w(K) = w(w(Im(¢))) = qIm(q)) = Im(q)
e isso implica em Im(q¢’) = {0}. Se K = Im(p) entdo
u(Im(p) = u(K) = u(u(Im(q))) = o(Im(q)) = Im(q).
Como u(Im(p)) = Im(q), logo Im(q) = Im(q’). Portanto,

¢ = 0ouq¢ = qecom isso podemos concluir que ¢ é minimal.
|

Lema 2.2.8. Se M ¢é uma dlgebra de von Neumann e F =
{pi € M i € I} uma familia de projecoes duas-a-duas

ortogonais, entao sao verdadeiras as sequintes afirmacoes:

i) Zpi converge na topologia operador-forte
iel

ii) Zpi ¢ uma projecdo
i€l
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Demonstracao: A demonstracao dos itens (i) e (ii) estd

na Proposigao 2.5.4 em [5].
|

Lema 2.2.9. Se M ¢é uma dlgebra de von Neumann, entao
existe uma familia maximal F C M de projecoes minimais,

2 a 2 ortogonais e 2 a 2 equivalentes.

Demonstragao: Seja M uma &lgebra von Neumann. Se
nao existe nenhuma projecao minimal em M, entao F = ) e
desse modo F é maximal. Suponha que M contem projecao
minimal. Considere P a familia de todos os conjuntos P,
onde cada P ¢é um conjunto de projegoes minimais 2 a 2
ortogonais e 2 a 2 equivalentes. Vamos definir uma relagao

de ordem ” <7 em P dada por C. E 6bvio que ” <7 é uma

ordem parcial. Seja C C P arbitrario e totalmente ordenado.

Afirmacgao: U PeP

Sejam p,q € UP arbitrarios. Entao existem P, € C tal

PeC
que p € Peqge Q. Como C é totalmente ordenado entao

P <@ ou @ < P. Considere, sem perda de generalidade,
que P < Q. Logo, P C Q e com isso p,q € (). Assim, p L ¢
e p ~ q. Portanto, U PeP.

pPeC

Afirmacgao: U P é um majorante de C
PecC
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E ébvio que P C | JP= P < | JPVPeC. Log, | JP
peC pec pec
¢ um majorante de C.

Logo, pelo Lema de Zorn existe uma familia F € P

que é maximal.
|

Corolario 2.2.10. Se M ¢é um fator entao para a familia

mazimal F = {p; : 1 € I} C M, do Lema 2.2.9, tem-se que

L= pi

el

Demonstracao: Tome p;, € F. Considere p = Z Di
iel
e ¢ = 1y — p. Pela Proposicao 2.2.6 p;;, Z q ou q¢ 3 Diy-

Vamos analisar 2 casos:

CASO 1: Suponha q = p;,-

Entao existe ¢ € M tal que ¢ ~ ¢ e ¢ < p;,. Também
existe uma isometria parcial u € M tal que v*u = ¢ e
uu* = q. Como p;, ¢ minimal entao temos 2 casos para ¢’
CASO 1.1: ¢ = 0. Entao u*u = 0 e isso implica que
|u*u|| = 0. Como M é uma C*-algebra, entdo |Ju*ul| = |jul|”
e isso implica em u = 0. Assim, g =0e p = 1y4.

CASO 1.2: ¢’ = p;,. Entao ¢ ~ p;,. Como p;, ~p; Vi € I,
logo ¢ ~ p; Vi € I. Obviamente que ¢ L p; Vi € I. Dessa
forma, constatamos que F C F U {q}, contrariando o fato

de F ser maximal.
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Portanto, pelo CASO 1, devemos ter ¢ = 0 e isso implica

em q = 0.

CASO 2: Suponha p;, = g

Entao existe projecao r € M tal que p;, ~r er < g. Como
Pi, ¢ minimal, entao r é minimal (ver Lema 2.2.7). Sabendo
que r < ¢q implica qr = r =rqg e que q L p; Vi € I, entao
rp; = rqp; = r0 =0 Vi € I implica r L p; Vi € I. Note que
r~p; Vi €I, pois r ~ p;, € p;j, ~ p; Vi € I. Dessa forma,
constatamos que F C F U {r}, contrariando o fato de F ser
maximal. Logo, nao ¢é verdade que p;, 3 g.

Concluimos que ¢ 3 p;, € isso implica em g = 0. Portanto,

p:lH,

Comentdrio: Antes de enunciar e demonstrar o princi-
pal teorema desse capitulo, faremos algumas consideracoes e
demonstraremos alguns fatos que serao importantes para o
teorema.

Sejam M C L(H) uma algebra de von Neumann e P : H —
‘H uma projecao de M. Podemos escrever H = Hy & Ha,
onde Hy = Im(P) e Hy = Ker(P). Vale lembrar que duas

funcoes f e g sao iguais se
i) O dominio de f e g sao iguais

ii) O contradominio de f e g sdo iguais
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iii) f(x) = g(x) Vo € Dom(f)

Considere p : H — H; uma projecao sobre H;. Note que
p(&) = P(§) Y& € H, mas o contradominio de P ¢ H e de p
¢ Hy. Logo, P e p sao operadores diferentes. Fixe n € H;.
Para cada & + & = & € H, temos

(P*(m),€) = (0, p(&)) = (n,p(& + &) = (0, p(&) +p(&)) =

= <n’€1 + 0> = <77751>+<77>0> = <n7€1>+<77,£2> = <777£1 —|—€2> =
= (n,§) = " (n) —n,§) = 0.

Em particular, para £ = p*(n) —n

(*(m) —n,p* () —m) =0=p*(n) —n=0=p"(n) =n.

Entao p*(n) = n Vn € H; e com isso concluimos que p* = ¢,
onde ¢ : Hy — H é o operador de inclusao. Como P :
H— H,p:H — Hier:Hi — H, entdo para cada
&1+ & =& € H, temos

(pov)é1 =p(u&)) =p& +0) =&

(op)§ = up(€)) = u(&r) = ¢(& +0) € H.

Assim, por =1y, eLop=P.
Ty Tio

Seja. T € M. Considere [T] =
To1 Ty

, com
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Tyt My — Hiel <ij <2 [l =], 0]e

1’;—[1
4=

adores T, p e ¢ respectivamente. Note que [p][T][] =
Ty T 1 1

[ L 0 } 11 L12 M| [Tn Ty, } Hio| _

Tor T 0 0

[T11], logo podemos concluir que po T o v = Ti;.

] as representacoes matriciais dos oper-

Proposicao 2.2.11. pM: é uma dlgebra de von Neumann
em L(H,).

Demonstracao: Tome T,S € M e a € C quaisquer.

Observe que,
1) apTe+ pSt=p(aT + S)t € pMu;
i) (pTe)(pSt) = pT(p)St = p(TPS). € pMu, pois
TPSeM
i) plyt =pr = 1y,
iv) (pTo)* = " T*p* = pT*1L € pMu

v) Seja S € MTOF.
Entao existe uma net {pT;t}ic; C pMu tal que pTie i
S € L(H,) na topologia operador-forte.
Note que

(pSt)ér = p(S(1(&1)) = p(S(& +0)) = p(S&1) =
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(T , T 2 1 '
—p(glé?(pﬂL)fl) lilel?(l) Ti)& lileﬂll(pﬂé)flvﬁléﬂl-

Logo, pT;t = pSt na topologia operador-forte e pela
unicidade de limites S = pSi. Como S é arbitrario,
concluimos que pM. é fechado na topologia operador-

forte.

Portanto, por (i),(ii),(iii),(iv) e (v), pM¢ é uma &dlgebra de

von Neumann em L(#H,).

Corolario 2.2.12. Se P ¢ minimal entao toda projecao q €
pMu é 1y, ou 0. Além disso, PMP = CP.

Demonstragao: Considere T € M tal que q := pT'L seja
projecao e defina () := tqp. Note que,

i) Q= wqp=1(pTt)p = 1pTip = PTP € M,

i) Q* = (qp)(vqp) = tq(p)qp = tqly,qp = 1qp = Q;

*

i) Q" = (ugp)* = p*q* = 1qp = Q, pois p* = ¢

iv) QP = (tqp)P = (1qp)(tp) = (rq(p)p) = t(qlay,)p =
Lgp = Q

v) pQu = p(gp)t = prgpt = 1y, qly, = q

Pelos itens (i), (ii) e (iii), @ é uma projegdo em M e pelo

item (iv), @ é uma subprojecio de P. Por hipétese, P é
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minimal, logo ) = P ou ) = 0.
CASO1: Q=P
Entao ¢ = pQu = pPr = p(tp)t = 1gq, 13, = 13y,

CASO 2: Q=0

Entao ¢ = 0. Portanto, ¢ = 14, ou ¢ = 0.

Sabendo que uma &lgebra de von Neumann ¢é gerada pelas
suas projecoes, entao pMr = span V{0, 13, } = Cly,.
Afirmamos que PMP = CP. De fato, note que
PMP = (pMui)p = 1Cly,p = Cip = CP.

Agora estamos pronto para demonstrar o principal teorema
deste capitulo. Com esse teorema podemos dizer que cada
fator M C L(H) do tipo I, com H separdvel, se comporta
como a algebra das matrizes M, (C) ou como a élgebra dos

operadores lineare e limitados £({z).

Teorema 2.2.13. Se M C L(H) é um fator do tipo I, com

H separdvel, entdo
M >~ M, (C) ou M =~ L({5).

Demonstragao: Seja M C L(H) um fator do tipo
I, com H separavel. Entao pelo Lema 2.2.9 existe uma
familia maximal F = {p; : ¢ € J} C M de projecoes

minimais 2 a 2 ortogonais e 2 a 2 equivalentes. Sejam
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k,l € J distintos e considere as projecoes pir,p; € F.
Como p, e p sdo minimais, entdo Im(py) # {0} e
Im(p)) # {0}. Com isso podemos escolher & € Im(py) e
& € Im(p), ambos nao nulos, com |&| = ||&] = 1.
Observe que [&—&l° = (G-&&—-& =
(6.60) — 2Re(6.&) + (€.&) = 1 - 2Re0 + 1 = 2,
Entdo ||& — &||* = 2, ou melhor, ||& — & = v/2. Como &
e & sdo arbitrarios, temos que ||€ — 7| = V2 V& € Im(py)
en € Im(p), com ||€|| = ||n]| = 1. Como H é separdvel,
por hipétese, existe D C H denso e enumeravel. Fixe
ig,Jo € J distintos. Sejam r € R e &,,§;, € H, tal que
0<r< ‘/75 e [|&ll = |&l] = 1. Como D é denso, entao
existem d;, € B(&,,r) e d;, € B(&,,r), com d;, # dj,,
pois B(&;,,r) N B(j,,r) = 0. Entdo Vi,j € J, com i # j,
existem d;,d; € D tal que d; # d;. Com isso temos uma
correspondeéncia injetiva entre J e D, o que implica em
J ser enumeravel, pois D é enumeravel. Como D estd
numa correspondéncia injetiva com N, podemos considerar
J C N. Sendo J enumeravel, podendo ser finito ou infinito,
F também ¢é enumeravel e isso implica em F ser finito ou
infinito.

Fixe p; € F. Como p; ~ p; Vi € J, entao para cada i € J
existe uma isometria parcial u; € M tal que uju; = p; e

wu; = p;. Defina e;; 1= uju; € M.
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Afirmacao: O operador e;; tem as seguintes propriedades:

i) €ijCkl = 5j,k:€z'l

*

i) ()" = (ujuy)" = uju; = eji

i) Se j # k entdo ejen =  uwuuiy =
ui (ujuwiug) (upupug)wy = wiug(wiug) (upug)ujy =
wiu;p;prupy; = wiuiOugy; = 0, pois p; e p, sao
ortogonais.

Se j = k entdo e e; = u;‘(u]u’;)ul = upjuy =

w (wu)u, = uiu = ey. Logo, e;jen = 6; ke
i) (ey)" = (ujuy)* = uju; = ey

Afirmagao: Se T' € M entao para cada 7,5 € J existe
>\ij e C tal que eiiTejj = )\ijeij
Seja T € M e fixe i,j € J. Note que

wiTu; = vwiuju; Tujuzu; = pr(wTuf)pr € pMp =

= Cp; (ver Corolario 2.2.12).

Logo, uiTU; = \ijp1, para algum \;; € C.

Agora, observe que

* * * * *
eiiTejj = U, UZ'T'LLjUj = U, )\ijpluj = )\l]ul (ujujuj) =
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E— * J—
= )\Uuz Uj = Aijeij-

Portanto, existe A\;; € C tal que e;;Tej; = A;jje;;.

Defina M, := span{e;;}. E claro que My é uma sub-
*_dlgebra de M. Como o objetivo é provar M ~ M, (C) ou

M ~ L({5), entdo vamos analisar dois casos.

CASO 1: Suponha que F seja finito.
Entao podemos escrever F = {pi,pa,...,0Pn}. Note que

n n
dados Z a;j€ij ,Z brier € Mgy temos

ij=1 k=1
n n n
g A5 €45 E brier | = E aijbrieijer =
ij=1 k=1 B,3:k,1=1
n n
= E aijbk15jk€il = E aijbjleil-
imj’k’l:l 7'7]7l:1
n n n
Observe que E a;ijbjeq = E (E aijbjleil> =
i,5,l=1 i,l=1 j=1
n n n n
§ (E aijbjl>eil - § cu€y, onde ¢y = E aibit.
il=1 j=1 il=1 i=1

Considerando  (a;;), (b)) € M,(C) obtemos (c;) =
(aij)(by) € My(C

~—

Assim, podemos concluir que para
n

cada (a;;) € M,(C

~—

temos Zaijeij € My, € M. Logo,
ij=1
podemos definir um *-homomorfismo ¢ : M, (C) — M
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dado por ¢((a;;)) = Z a;j€ij- E 6bvio que Ker(p) é um
ij=1

ideal fechado na topologia operador-forte de M,,(C).

Afirmacao: Ker(p) = {0}

Sendo M,,(C) um fator, entdo os tnicos ideais préprios de
M, (C) fechados na topologia operador-forte sao {0} ou
M, (C). Entao Ker(p) = {0} ou Ker(yp) = M,(C).

Se Ker(y¢) = M,(C) entao ¢(A) = 0 VA € M,(C), o que
implica em ¢ = 0. Mas ¢ = 0 é falso, pois dado A € M, (C),
de modo que somente a1 # 0, entdo ¢(A) = aj1e;1 = p1 # 0.
Logo, Ker(yp) = {0}.

Sendo Ker(p) = {0}, concluimos que ¢ é um *-
homomorfismo injetor.

Agora, o objetivo é provar que @ é sobrejetor. Para isso, va-
mos mostrar que M C My = ¢(M,(C)), ja que obviamente
My C M. Seja T € M arbitrario. Note que

T = 14Ty = (Zm)T(ZI%) =
i=1 Jj=1
i=1 j=1

ij=1 ij=1
e com isso T' € M. Como T ¢é arbitrario, podemos concluir

que M C M,. Portanto, ¢ é um *-isomorfismo e com isso
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provamos que M ~ M, (C).

CASO 2: Suponha que F seja infinito.
Fixe & € Im(py) tal que ||& ] = 1. Defina & = uf(&). Note
que
(€. &) = (Wi (&), w5 (&) = (wyui (&), &) =
= (wujusuiu; (€1),61) =

= (u;pjpiv; (§1), &) = (u;0u; (&), 1) = 0Vi, j € J, com i # j

IEN1? = (&, &) = (&), ul (&) = (wul (&), &) =
= (p1(&),6) = (EL,&) = &l =1Vie J

Dessa  forma  obtemos um  conjunto  ortonormal
K ={& : keN}
Defina H} = span K e H; = ’H—?. Obviamente que H; é um
espaco de Hilbert.

Afirmagao: H; é invariante por My, ou seja, MoH; C H;
Fixe e;; € My e & € K. Note que e;;(&) = (wju;)(up(&1)) =

uwiuuy(€1). Temos 2 casos:

e CASO 1: =k
€ij(&) = (W) (ui(&)) = vjuuj(&) = wipi(&) =
ui (&) =&
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o CASO 2: j #£k

ei(Ce) = (Wuy)(up(§)) = uiuup(&)
uiuju usugupug () = ujugpiprug(§) = 0, pois
pi L pk

Entao podemos escrever e;; (&) = 0. Observe que,

(z 5) Y o) = 3 b € spanfe} € L
=1 =1 =1
Assim, segue que
0 0
eij(Hy) € Hy C Ha.
Como e;; é continuo, temos que e;;(Hy) € H;. Logo,

(Z ezj> ) € Hy e com isso MoH; C H.

Afirmagao: M = /\TOTOF
E claro que WOTOF C M. Seja T € M, arbitrario. Entao

00 oo 00 N
= (Z eii)T<Z€jj> = Z 6“T6]] = ]\}gnoo Z )\ijez-j.

i=1 j=1 ij=1 ij=1
——TOF . s
Logo, T' € M, e como T é arbitrario segue que

MC MOTOF.
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Afirmacao: H; é invariante por M, ou seja, MH; C H;

Seja T' € M, arbitrario. Entao existe uma net {T;},cr € M,
que converge para T na topologia operador-forte. Como
T;(n) el T(n)Vn € Hy, Hy é fechado e T;(n) € MoH; C H,
Vn € Hi,i € I, entdao T(n) € Hi Vn € Hi. Logo,
T(Hi) € Hy e como T é arbitrario, podemos concluir que

MH, C H;.
Dessa forma, podemos definir um operador
UV:M— L(H,)
dado por ¥(T') = Tjy,. Obviamente que ¥ esta bem definido.
Afirmacgao: Sao verdadeiras as seguintes afirmagoes:
i) U é um *-homomorfismo

ii) Ker(¥) é um ideal fechado na topologia operador-forte

iii) W ¢ injetor

iii) W é fracamente continuo

(i) Obvio

(ii) Seja U € Ker(¥) arbitrario. Vamos provar que
UR,RU € Ker(V) VR € M.



(iii)

(iv)
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Note que
V(UR)=V(U)¥Y(R)=0¥(R)=0=V(R)¥{U) =

— U(RU) VR € M.

Logo, Ker(¥) é um ideal.

Seja {T;}icr C ker(¥) uma net que converge para T' €
M. Vamos provar que T' € ker(V), ou seja, (1) =
Tiy, = 0. Sabemos que T;(§) — T(§) V€ € H e Ty, =
U(T;) = 0 Vi € I. Entdo T,(€) = 0“5 T(€) V€ € H,
implica que ¥(T") = T}, = 0. Logo, T' € Ker(V) o que
implica em Ker(V) ser fechado na topologia operador-

forte.

Provamos que os tnicos ideais proéprios fechados na
topologia operador-forte num fator M sao {0} ou M.
Entao Ker(V) = {0} ou Ker(¥) = M. Suponha que
Ker(V) = M. Entao ¥ = 0, o que é absurdo pois
U(1ly) = 1y, # 0. Logo, s6 nos resta ker(V) = {0} e

isso implica que W ¢ injetor.

Considere a net {T;},cr € M que converge para T
na topologia operador-fraco. Entao ((T; — T)&, n) =
0 para cada &n € H. Logo, ¢ o6bvio que

(V(T;) — ¥ (T)&r,m) =4 para cada &, m € H;.
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Até aqui sabemos que Im(¥) = ¥(M) D ¥(M,). Fixe a

base canonica (ey)ren C {2 e defina f;; : fo — {5 dado por

fij((aw)) = fij((a1, 00, ..y iy, L)) =

= S0,0, ...,0,0@,0, Z = Q;€;.

g

a; Na i-ésima posi¢ao

Devemos lembrar que existe um isomorfismo isométrico

¢ : by — H; e um isomorfismo ¢ : L({y) — L(H,), onde
o((ar)) = Zakf'k e Y(T) = ¢T¢~ !, respectivamente. A
k=1

idéia para demostracao de que ¥ é um *-isomorfismo pode
ser divida em duas partes. Na primeira parte prova-se
os seguintes passos: V(M) = span{¥(fi;)}, span{fi;}
¢ fortemente denso em L({3) e que W(M,) é fortemente

densa em L(H,), pois ¢ é fortemente continuo. Na segunda
——TOF

parte, sabendo que W(Mg) C U(M) e U(M,) = L(H,),
deve-se provar que ¥(M) é fechado na topologia operador-

forte e assim concluir que ¥ ¢é sobrejetora mostrando que

(M) = L(H,).

Aﬁrmagéio: \I/(eij) = (6@')‘7{1 = @Z)(f”)
Seja & € I C Hy. Como & = 08 +0& + ... + 08,1 + 1€, +
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0&k+1 + ..., vamos definir

Tp =0 (&) = (0,0,...0,1,0, ...)

1 na k-ésima posicao

Temos que

fu(xk) = f”((O, 0, 0, 1, O, )) =

0 =(0,0,..0,0,0,...), i#k
={ z= (0,0,..0,1,0,...) , j=k

. /

1 na i-ésima posicao
Entao podemos escrever f;;(xy) = d;,x; Vk € N. J4 prova-

mos que €;;(&x) = 0;x&;. Logo,
€ij (&) = 0ud(w:) = p(0juw:) = O(fij(x)) = O(fi(d " (&))) =

= o i~ (&) = V(fij) (&) Véi € K.
Assim, e;(K) = ¢(f;)(K), implicando em e;(Hy) =
U(fi;)(Hy) e por sua vez em e;;(H1) = ¥(fi;)(H1). Por-
tanto, 77Z)(flj) = \IJ(GZ])

Sabemos que U(M,) C ¥Y(M) = Im(¥) e pela
afirmagao imediatamente acima podemos concluir que
span{y(fi;)} = ¥(M,). Para provarmos que ¥ é sobre-
jetor, e portanto um isomorfismo, devemos mostrar que
span{(fi;)} ¢é fortemente denso em L(H,) e Im(¥) é

fechada na topologia operador-forte, respectivamente. Esses
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dois fatos seram demonstrados nas seguintes afirmagoes:

Afirmacao: span{f;;} é denso, com relagdo a topologia
operador-forte, em L£(¢5)

Sejam T € L({y), arbitrério, e a base canonica {e,, },en C lo.
Para cada n € N, considere R,, € L({3) uma projecao sobre
span{ey, ...e,}. Afirmamos que R, =3 1, na topologia

operador-forte. De fato, observe que

[Bn(2) = 10, (2)]| =

= ||(O_/1,0éz, "'aan) - (041,052, coey Oy Oy 1, Qi 2, )“ =
= /00,0, ...0, ps1, s, ) || =370 Va € L.

Logo, R,(z) "= 14(z) Vo € {y e isso implica em

R, =% 1,4, na topologia operador-forte.

Podemos escrever T' = 1,,T1y, = (lim R,)T(lim R,).

n—o0 n—oo

)\11 )\ln

Considere [T] = o e
Al e Aan | e
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1 0]0
[R,] = 0O .. 1|10 .. as representagoes matricials
0 ... 00

de T e R, respectivamente.
Observe que, [R,][T][R,] =

1 ... 0]0
)\11 )\171
=10 110
)\nl )\nn
0 00
1 00 A1 Atn | O
0 110 = Anl Ann | O =
0 00 0 0 [0

= > \jFy,

ij=1
onde Fj; € M, (C) de modo que todas as entradas sdo iguais
a 0 com excessdo da entrada (i, j) que é igual a 1. Mas Fj; é

a representacao matricial de f;;, ou seja, Fj; = [f;;]. Assim,
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R, TR, = Z Aij fij e isso implica em

3,j=1

T =1,T1,, = (lim R,)T(lim R,) = lim R,TR, =

n—oo n—o0 n—oo

- 3k

ij=1
Como T ¢é arbitrario, concluimos que span{f;;} ¢é denso,

com relagao a topologia do operador-forte, em L(45).

Afirmacgao: 1 ¢é continua na topologia do operador-
forte

Seja {T;}icr € L(¢3) uma net que converge fortemente para
T € L(¢y). Note que,

Y(T)E = (676 1) = ollim Tig ™€) = lim(¢Tiop ™€) =

~ lm(y(T})E) V¢ € Ha.

Logo, (T;) el ¥(T') na topologia do operador-forte e isso

implica que ¢ é fortemente continua.

Afirmagao: Im(WV) é fechada na topologia operador-forte,

ou seja, Im(V) = Im(\II)TOF

E ¢bvio que Im/(¥) C Im(T) o Seja T' € [m(\IJ)TOF, nao
nulo e arbitrério e defina o = ﬁ Entao ||aT|| = 1. Sendo
Im(W) é sub-*-dlgebra, pois ¥ é um *-homomorfismo entre

T
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algebras, e considerando os conjuntos

———TOF
BWTOF[O, 1] ={z € Im(¥) x| < 1}

]TO

B o Lor TOF
Brnw)[0,1] 7 ={z e Im(¥) : 2] <1}

podemos usar o Teorema da Densidade de Kaplansky (ver

Teorema 5.1.16) e concluir que

TOF
| .

B-——r0r[0,1] € Brmw)[0, 1

Im(0)

. ———TOF
Assim, oT € BWTOF[O, 1] - B[m(\p)[(), 1]

isso existe uma net {Ti}icr € Brmw)0,1] que converge

€ Ccom

fortemente para o7'. Como convergencia na topologia
operador-forte implica em convergencia na topologia
operador-fraco, entao T; S AT fracamente. Considere
a sequéncia {S;}ie; € M onde S; = ¥U(T;). Sendo ¥
um *-homomorfismo injetor, entdo pela wver Proposicao
5.1.14 ¥ ¢ isométrico e com isso podemos concluir que
{Si}tier € B[0,1] € M. Como a bola unitaria Bz,)[0, 1]
é compacta na topologia operador-fraco (ver Teorema
5.1.15), entdao existe uma subnet {S; }jer € {Sitier tal
que S;, s e L(H) fracamente. Como M ¢ fraca-
mente fechado, entao S € M. Sendo ¥ é fracamente

continua, entao W(S;;) ESR U(S) fracamente. Relembre que
jel

U(S;,) = T;, = oT, entao o = ¥(S) pela unicidade do
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limite. Como o1 € Im(¥), obviamente que 7" € Im(V).

Sendo T ¢ arbitrario, concluimos que Im(¥) D [ m(\IJ)TOF.

TOF

Portanto, Im(¥) = Im(¥)

Sabemos que
Im(V) = (M) D U(My) = span{(fi;)}

e span{ fi;} é fortemente denso em L({3). Como L(l3) =~
L(H,), entdo span{i(f;;)} é denso, com relagao a topologia
operador-forte, em L(H,), pois ¢ é fortemente continuo. As-
sim, L(H,) = W(My) € UM) 7" = w(M) C L(H,),
logo L(H,) = ¥(M).

Portanto, ¥ é sobrejetor e com isso W é um isomorfismo,

concluindo a demonstracao do teorema.
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3 Fator W*(G)

Esse capitulo serd dedicado para a construcao do fator
W*(G). Além disso, no capitulo 4 serd demonstrado que
W*(G) ¢ um fator do tipo 11,

3.1 A algebra de von Neumann

W*(G)

Vamos dedicar essa secao para a construcao de uma
algebra de von Neumann, denotada por W*(G), sobre os
operadores unitarios de L(¢2(G)), onde G é um grupo enu-
meravel. Na sequéncia vamos provar que W*(G) é um fator
desde que G seja [.C.C', isto é, que as classes de conjugacao
de G sejam infinitas. Como exemplos de grupos I.C.C'. va-
mos apresentar o grupo II de permutagoes sobre um conjunto

infinito e Fy(grupo livre de dois geradores).

Teorema 3.1.1. Dados H um espago de Hilbert, {e;}ic; C
H uma base ortonormal e o : I — I uma funcao bijetora,

existe um operador unitario u € L(H) tal que u(e;) = e,p)
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Vie .

Demonstragao: Sejam H um espaco de Hilbert,
{€i}ier C H uma base ortonormal e ¢ : I — [ uma

fungao bijetora. Defina uy : span{e;} — span{e,;)} dada

N N
por g Z)‘iel) = Z)\iea(i). E claro que ug estd bem
i=1 i=1

definida e é linear.

Afirmacao: wug é isométrico e portanto limitado
De fato, como estamos trabalhando com vetores num espago

de Hilbert entao

N N N
Uo (Z /\161> Z )‘ieU(i) — Z |/\z|2 —
i=1 =1 =1

Logo, ug € isométrico e portanto limitado.

N
g Ai€i
i=1

Sabendo que H = Sspan{e;} e wy é linear e limitado,
entao podemos estender wuy continuamente para um oper-

ador u : H — H tal que ujspanfe;} = Uo-

Afirmacao: u é isométrico

N
Seja & = ;aiei € H. Sabendo que & = A}i_rgo;aiei entao

luz)[| =

' -

N N

w| lim E 0;€; lim E ;6; =
N—o00 4 T N—o00 —
1= 1=
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N N
= lim ||u E o;e; = lim [|ug E 065 =
N—o00 - N—o0 -
=1 =1
N
= lim E aiel| = |||
N—oo [|4

Logo, u é isométrico. O fato de u ser isométrico implica que
Im(u) é fechada.

Afirmagao: wu é sobrejetivo
De fato, observe que H = span{equ} = Im(uo) C Im(u) C

H implica em H = I'm(u). Logo, u é sobrejetivo.

Portanto, sendo w € L(#H) isométrico e sobrejetivo

conclui-se que u é unitario (ver [1] Teorema3.10-6(f)).
|

Agora, o objetivo é construir uma algebra de von Neumann
usando o Teorema 3.1.1. Para isso, vamos fixar um grupo

G enumeravel. Para cada g € (G, considere a funcao

Ag : G — G dada por \,(h) = gh.

Afirmacao: ), ¢é bijetora
Fixe ¢ € G e considere hy,hy € G arbitrarios. Se
Ag(h1) = Ay(hg) entdo

ghy = ghy => g 'ghy = g~ 'ghy = 1ghy = 1ghy => hy = hs.
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Segue que ¢ A\, é injetiva. Seja k € G arbitrario e defina
h := g 'k. Note que A\,(h) = gg~'k = k e isso implica em

Ag ser sobrejetora. Logo, A\ € bijetora.

Fixe a base canonica {e;}y,e¢ C f2(G). Tendo em
maos o grupo G enumeravel, as funcoes A\, acima definida e
a base {e,},eq, temos as hipdteses necessarias para usar a
Teorema 3.1.1 e obter um conjunto U := {u, : g € G} de
operadores unitarios em f»(G) tal que ug(en) = ex,n) = €gn-
Obviamente que wy,(ey) = €1,y = €, Vg € G implica que

ulG = 1[2.
Lema 3.1.2. U € linearmente independente.

Demonstragao: Seja F' C G finito e arbitrario. Con-
sidere Zagug = 0, onde {ay : ¢ € F} C C. Entao

geF

Zagug(elc) = Zageg =0. Como {ez}lser é LI, segue

geF geF
que {ug}ger é LI Portanto, U é L.I.

Definigao 3.1.3. Vamos denotar por W*(G) a menor sub-*-
dlgebra fortemente fechada de operadores em lo(G) que con-
tem U, isto é, W*(G) € a dlgebra de von Neumann gerada

por U.

Definicao 3.1.4. Dizemos que uma sequéncia {ay}gsec € C

tem suporte finito se {g : a, # 0} for finito.



67

Observacao 3.1.5. E claro que existe uma bijecao entre a

familia de todas as sequéncias, em C, de suporte finito e span

U.
Afirmacao: As seguintes afirmagoes sao verdadeiras:
1) ugup = ugy, Yug, up € U
i) uy =ug VYu, €U
iii) spanU é uma sub-*-dlgebra
iv) W*(G) = span’°f'U
(i) Para ug, u;, € U, quaisquer, temos

(a) (ugun)(er) = ug(un(ex)) = uglenr) = egnk = €gnx =
ugh(ek) Vk e G

(b) Como uguyp, € ug, coincidem na base entao ugyup € ugy,

coincidem no spanU

(¢) Como u,uy, € ugyy, sdo continuos e coincidem no conjunto
denso spanU, entao uguy € ugy, coincidem no span’ °FU

(ii) Dado u, € U arbitrério, observe que

(ugg—1)(ex) = ug(eg-1r) = €gg-15 = €x

(ug-1ug)(er) = ug-1(egr) = €g-19x = €4,
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Vk € G. Logo, u,' = ug1. Como u, é unitirio entao

* _o.,—1
ugfug —ug—l.

(iii) Defina Wy := spanU. Sejam {oy,}sec,{Br}trec € C

sequéncias de suporte finito. Como Z g, Z Bruy, € W,

geG heG
entao

(Z %%> (Z ﬂhuh> = Y ayBugun =

geq heG g,heG

= Z agﬁhugh € WO

g,heG
*
( E agug> = E (agug)™ = E agu,—1 € Wy.
geG geG geG

Logo, Wy é uma sub-*-dlgebra.

(iv) Por definicao, W*(G) > U. Como W*(G) é uma
*_dlgebra fechada na topologia operador-forte entao
W*(G) 2 span’®fU. Ainda pela definicio, W*(G) é
a menor sub-*-dlgebra fortemente fechada que contem
U. Pelo item (iii) spanU é uma sub-*-dlgebra, logo
W*(G) C span’°F'U. Portanto, W*(G) = span’ *'U.

Alcancamos mnosso objetivo de construir a &algebra de

von Neumann W*(G).
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Proposicao 3.1.6. Se a,b € Wy entdao ¢, = Zagbg_lk € o
geG
termo geral da sequéncia de ab , onde {a,}sec € {bn}tnea Sdo

as sequéncias de a e b, respectivamente.

Demonstragao: Sejam a,b € W, e suas sequéncias
{ag}sec € {bn}tneq, respectivamente. Como ab € Wy, ex-

iste uma sequéncia de suporte finito {cx}req tal que ab =

E cpuy. Mas

keG

ab = (Zagug> (thuh) = Z agbpuguy, = Z agbpugh.

geq heG g,h€G g,heG

Entao E CLUp = E agbpug, € para que tenhamos uy =
keG g,heG
Ugp,, devemos ter k = gh, ou melhor, h = g~ 'k. Assim,

g CrlUy = g agbg—1,uy e isso implica em ¢, = E agbg—1y,
keG g,k€G 9€G

pois U é L.L.

3.2 O Fator W*(G)

Provaremos que W*(G) é um fator desde que
o grupo G seja [.C.C., ou seja, que cada conjunto
C, :={hgh™" : h € G} é infinito Vg € G, com exce¢do para
g # 1g. Em seguida, serao apresentados dois grupos I.C.C

a fim de termos exemplos de fatores W*((G). Antes de
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iniciarmos o processo de demonstracao de que W*(G) é um
fator, vamos apresentar duas afirmagoes sobre os operadores

uy que obtivemos na secao anterior.

Proposicao 3.2.1. Se a € W*(G) entio as seguintes

afirmagoes sao equivalentes:

i) a € Z(W*(G))

i) aup, = upa Yup, € U
Demonstracao: (i) = (i7) : Seja a € Z(W*(G)). Entao
ab = ba Vb € W*(G). Em particular, au, = upa Yu, € U.
(i1) = (i) : Fixe a € W*(G) e considere b € W, arbitrario.
Seja {bn}rec a sequéncia de b e suponha que au, = upa

Yu;, € U. Entao

ab=a < Z bhuh> = Z abyup, = Z byupa =

heG heG heG

= <thuh>a = ba.

Logo, ab = ba ¥Yb € W,

Agora considere ¢ € W*(G) arbitrario. Entao existe uma net

{ci}ier € W tal que ¢ = liIIll ¢; na topologia operador-forte.
1€

Para cada £ € £5(G), note que

ack = a(lim ci{’) = lim ac;¢ = lim ¢;a€ = ca€.
iel iel iel
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Segue que a € Z(W*(Q)).
|

Uma vez provado que W*(G) é uma élgebra de von Neu-
mann, o proximo objetivo é provar que W*(G) é um fator,

ou seja, provaremos que Z(W*(G)) = Cly,.

Proposicao 3.2.2. Se as classes de conjugacao Cy, com g #
lg, sao I.C.C entao Z(W*(G)) N Wy = Cly,.

Demonstracao: Sejam a € Z(W*(G)NWy e u, € U
arbitrarios. Considere {a,},e¢ a sequéncia de a. Pela

Proposicao 3.2.1 aup, = upa, entao

aup = ( E agug)uh: E QglgUp = E QgUgh

geG geG geq

uha:uh< E agug> = E AgUpUg = E AgUpg

geG geG geCG

implicam em

E Qglghn = E AgUpg-

geG geqG
Para cada ¢ € G defina ¢ := gh e ¢" := hg. E facil verificar
que essas defini¢oes geram duas bijecoes. Entao

E AgUgh = E Qg p=1Ug

geG g eG
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E agUhg E ap-1 //ug//

geq g"'eG
Como essas ultimas duas igualdades valem V¢, ¢” € G entao

podemos escrever

E CLgUgh: E ag/h—lug/: E (lghflug

geG g'eG geG

€
E CLgUhg E ap—1 //Ug// = E ahflgug'
geG g'eq geG

Como {uy}sec ¢ linearmente independente entdo
ap-14 = agy1 Vg € G. Logo, para cada k € G vale
ag-1, = ag—1 Vg € G.  Assim, concluimos que, se
a € ZW*G)) N Wy entdo ag-1, = ag— Vk,g € G.
Fixe ¢ € G. Definindo ¢” := k™!g, entdo podemos
escrever agn = aggp-1 Vk,g” € G. Denotando por
Cyn = {k¢"k™' : k € G} a classe de conjugagao de
cada 1g # ¢” € @G, conclui-se que todos os coeficientes

correspondentes sao iguais. A classe de conjugacao Ci, nao

é infinita, pois C1, = {hlgh™': h € G} = {1g}.

Afirmagao: () infinita implica em ay =0Vg € G,1¢ # ¢
Seja g € G, qualquer, tal que 1 # ¢g. Denotando por supp
o suporte de {a,}seq, ¢ 6bvio que C, € supp, pois C, é
infinito e supp ¢é finito. Logo, 3h € C, onde h é conjugado
g, ou seja, 3k € G tal que h = kgk™' e h ¢ supp. Como



73

h ¢ supp entdao ap = 0 e com isso a; = 0 = a;. Como g foi

escolhido arbitrariamente, logo a afirmacao é verdadeira.

Assim, para cada g € G, com g # lg, tem-se a; = 0

e isso implica que

a= E Aglly = A1,U1, = Q1,0dg, € Cly,.
geG

Como a ¢ arbitrario, concluimos que Z(W*(G))NW, = Cly,,.
|

O préximo passo é provar que Z(W*(G)) = Cly,, ou seja,
W*(G) é um fator. Agora nao estaremos trabalhando com
elementos de Wy e sim de WOTOF = W*(G). Assim, nao
poderemos trabalhar diretamente com somas, como foi feito
acima. Para nos auxiliar nas demonstracoes de fatos que
nos conduzirdo para afirmagao de que W*(G) é um fator,
vamos definir uma funcdo A : W*(G) — #3(G) dada por
A(a) = aley,). B claro que A é linear. Para cada g € G
defina a fungdo d, : G — G dada por d,(h) = hg.

Afirmagao: J, é uma bijecao
Fixe ¢ € G e considere hy,hy, € G arbitrarios. Se
dg(h1) = 04(h2) entao

ghi = ghy = g~ 'gh1 = g ' ghy = 1gh1 = 1ghy =
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:>h1 :hg.

Logo, 4, é injetiva. Seja k € G arbitrdrio e defina h := g~ 'k.
Note que &,(h) = gg~'k = k e isso implica em J, ser

sobrejetora. Portanto, d, é bijetora.

Tendo em maos as fungoes dy, o grupo G enumerdvel
e a base canodnica {e;}gec C {p, temos as hipdteses
necessarias para usar Teorema 3.1.1 e afirmar que ex-
istem operadores unitdrios p, : (o(G) — l3(G) tal que
pelen) = es,(n) = eng. Obviamente que pi,(ey) = eq1, = €4

Vg € G implica que p;, = 1y,.
Proposicao 3.2.3. Para cada ugy € U, temos ugpn = ppig

Vh e G.

Demonstracao: Sejam u, € U e h € G quaisquer. Note
que

ugpn(er) = ug(pn(er)) = uglexn) = egrn

prug(er) = pr(ug(ex)) = prlegr) = egrn

Vk € G. Logo, ugpn = prug.

Lema 3.2.4. Para cada h € G p; = pp-1.
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Demonstracao: Dado p; arbitrario, observe que

(pnpn-—1)(ex) = pr(€rn—1) = epn-1hn = €k

(Pn-1pn)(er) = pr—1(ern) = exnn—1 = €y
Vk € G. Logo, p;' = pp-1. Como pj, é unitdrio entdo

Ph=pn = prr.

Afirmagao: ker(A) é fortemente fechado
Considere uma net {a;};cr C ker(A) que converge para a €

W*(G) na topologia operador-forte. Entao
Ala) = alerg) = limay(erg) = 0.
1€
Logo, a € ker(A).
Afirmagao: A ¢ injetora
Seja ¢ € ker(A). Entao existe uma net {c;}ier que

converge para ¢ na topologia operador-forte. Temos que

A(c) = c(e1,) = 0 implica em
0= pr(cler)) = Ph(lglcielc) = liigphcielc = Eiefglcz’ﬂhelc =

= c(pn(er,)) = clen) Vh € G.
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Logo, ¢ = 0 e com isso ker(A) = {0} concluindo que A é

injetora.
Proposicao 3.2.5. Se a € W*(G) entao ap, = pra Yh € G.

Demonstracao: Seja a € W*(G) arbitrario. Existe uma
net {a; }icr C Wy que converge para a na topologia operador-
forte. Pela Proposicao 3.2.3, ppugy = ugpn Vg, h € G, entao é
claro que a;pp, = pra; Yh € G e 1 € I. Segue que para cada
€ € ly(G)

appé = (lilgl a;)pré = lz’ler? a;pré = liler? Prai& =

= Ph(liieffr1 aif) = ppak.

Logo, ap, = pra Yh € G.

Agora, o objetivo é mostrar que Z(W*(G)) = Cl,,. Para
isso, vamos provar que para qualquer a € Z(W*(G)), os
escalares oy em A(a) = aley,) = Zageg sao todos

geG
nulos, com excecao de ay,,.

Seja a € Z(W*(G)) arbitrario. Entao

Aa) = aler,) = Z&geg, sendo ay = (a(ey,), eq) -

geG
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Defina uma sequéncia a : G — C dada por

alg) = (aleig), eg) (= ).

Se a € W, entao existe uma sequéncia de suporte finito

{an}hec € com isso

a\(g) <a(elc <<Zahuh> €1G > =
<};ah up)(erg,), > <§ah en), >

= Zah (en, eq) = ag.

heG
Agora, se a ¢ W, entdo existe uma net {a'},e; C Wy que
converge para a na topologia operador-forte e isso implica
em

) = aferg):e) = (ma‘(erg) ey ) =i (s, ) =

i€l el

= lim c;"(g) Vg e G.

i€l

Para cada u;, € U, provamos que auy, = uja (ver Proposicao

3.2.1). Como auy, upa € W*(G), entdao de modo andlogo

aup(g) = upa(g) Vg € G.
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Afirmagao: auy(g) = a(gh™) e wya(g) = a(h™'g) Vg,h €
G
Fixe g,h € G. Vamos analisar 2 casos:

CASO 1: Suponha a € W,

Entao

aun(g) = {aun(eig), eg) = (alen), eg) = (apn(er;), eq) =

= (pralery), eg) = {alery), pleg)) ="

<CL(61G), ph*1(69)> = <a(ela)= egh’1> = a(gh_l)

und(g) = (una(eis), eg) = (alers), up(eg)) = (alerg), un-1(eq)) =

= (alews), en—1g) = a(h'g).

Logo, aux(g) = a(gh™*) e upa(g) = a(h™g).

CASO 2: a € W*(G)
Entao existe uma net {a'};e; C Wy que converge para a na

topologia operador-forte e disso segue que,
iel

i(9) = lown(ese)sen) = (i ahun(erg)cy ) =

el el el

— <1im(aiuh)(elc),eg> — lim (a'un(e1,), g) = lim atu(g) =
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= lim al(gh H=a(gh™)

el

wi(g) = (unaler,), eg) = <Uh<£ié? w)lesa) > -

= (i (e10).e ) = lin (inaier). ) = i o) =

T (1 — (1
=lima,(h™"g) =a(h™"g)

Assim, auy(g) = a(gh™') e wpa(g) = a(h~'g).

Como g, h € G sao arbitrarios, logo a afirmacao ¢é verdadeira.

Sabendo que aup(g) = wupa(g), entdao pela afirmagao

actma temos que

a(gh™) =a(htg) Vg,h € G.

Para cada g, h € G, defina § := h™'g. Entao g = hg. Assim,
A g) = algh™) = a(3) = A(hgh ™) V7 € C.

Logo, a é constante em cada classe de conjugacao. Como G
é 1.C.C, entao a(g) = 0 Vg € G, com g # 1¢ (ver afirmagao

na Proposigao 3.2.2). Assim,

A(a) = aley,) = Za(g)eg =a(lg)el,.

geG
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Defina b := a(1g)us,. Note que
A(b) - b(ela) = a(lG)ulc (610) - a(lG)elc = A<a)

Como A(a) = A(b), A ¢ injetora e wy, = 1y, entdo
a=b= a(lg)u1G = 6(1G)152 € (Clg2.
Portanto, concluimos que W*(G) é um fator quando G é

[.C.C.

Afim de mostrar exemplos de fatores W*(G), deve-
mos encontrar exemplos de grupos I[.C.C. A seguir,
vamos propor 2 grupos [.C.C e dessa forma ex-
plicitar 2 exemplos. Para cada n € N defina
M, := {f : N — N/ fébijetora e firenson = id}. E
facil verificar que II, é um grupo Vn € N. Como II,
tem exatamente n! bijecoes, entao cada II, é finito e
portanto enumeravel. Seja II = U,enlL,. E claro que
I, CIl, € ... CII, C II,;; C ..., logo facil ver que II é
um grupo. Sabendo que a uniao enumeravel de conjuntos

enumeraveis é enumeravel, logo II é enumeravel.

Afirmagao: I1¢1.C.C

Seja f € II, com f # id, tal que f(i) = 7, i # j, e
Cy a classe de conjugacao de f. Fixe n € N e con-
sidere g, € II tal que g,(i) = j e g.(j) = n. Note que
gno f o9, (j) = gu(f(i)) = ga(j) = n. Agora, vamos provar
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que dados distintos k,k' €N, g o fog.' # grofog, ' De
fato, note que g o fo g, (j) = K # k = gro fo g, ' (4).
Como a demonstracao vale para cada k € N, concluimos
que C ¢ infinita.

Agora se f = id, é 6bvio que g, oid o g, ' = id. Logo,
Ciq = {id}. Portanto, 1T é 1.C.C.

Assim, W*(II) é um fator.

Vamos construir outro grupo [.C.C, denotado por Fy,
afim de produzir mais um exemplo de fator W*(G).

Considere o conjunto S = {a,b,a!,b7'} com elementos
dois-a-dois distintos. Uma palavra é uma sequéncia finita de

L abb~tab sao

elementos de S. Por exemplo, aab~'a, ab~'ba~
[ d l 1 b
palavras. Quando numa palavra ocorrer a € a~ juntos ou
e b~! juntos, entdo temos um cancelamento e dessa forma
podemos reescreve-la retirando todos os cancelamentos.
Exemplo: na palavra aaabbb='bb temos um cancelamento
bb~!, entao podemos reescrevé-la como aaabbb. Dizemos que
uma palavra é reduzida quando nao ocorre nenhum cance-

L ab~tab sao palavras

lamento. Por exemplo, ab™'a, ab~ta~
reduzidas. A palavra vazia sera a palavra que nao contem
elementos de S e denotaremos por (). Dessa forma, deno-
taremos por Fy = {palavras reduzidas} U {palavra vazia}.

Por convencao, faremos xixs..x, = x1,%s,...,%,, onde
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{1, 29,...,x,} é uma palavra. Vamos definir uma operagao
multiplicagao * : Fy x Fo — [F; com a seguinte regra:
primeiro fazemos a justaposicdo e em seguida efetuamos

os cancelamentos, se mnecessarios. Também definiremos

(aHti=ae(dH:=b

Afirmacgao: F, é um grupo com a operacao *
Sejam x,y,z € [y, arbitrarios, tal que * = x129...05,y =
Y1Y2... Y € 2 = Z129...2,. Sejam p e g as quantidades de

cancelamentos em y * z e x * y, respectivamente. Entao
rx(y*z) = ox(Y1Ya... Y2122 2m) = T¥(Y1Y2...Y1—pZpZ2...2m) =

= T122... TY1Y2.- - Yi—pRp22.--Zm = L1X2...Tk—qYq---Yi—pR122..-Zp

e
(xxy)* 2z = (T122...2kY1Y2... Y1) ¥ 2 = (T1X2...Tk—qYq.-- Y1) ¥ 2 =

= T122...Lk—qYq---Y12122...2m = L1X2...Lk—qYq---Yi—pZpR2---Zm -

Logo, x * (y *x z) = (x * y) * 2.

Definindo 7! := z;'..x5 27!, temos que

rxx = T1ZTg . .. xk,lxkxglx,;_ll c x;lxl’l =

_ -1 -1,.—-1 _
—$1I2...£Ck_1l’k,_1...l’2 SL’l —

—1, -1 —1, -1
=X1Ty... Ty T] == T1Xox, 1 = 0.
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1

De modo anélogo x7! x z = (). E claro que z x ) =z = Q.

Portanto, [Fy é um grupo.

Afirmagao: [, é [.C.C

Seja v = x1x9..7, € Fy, com = # () e C, a classe
de conjugacao de . Observe que, ao escolhermos
Yy = yys..yr € Fy, desejamos que yry ! seja uma

palavra reduzida. Entao a escolha de y deve satisfazer as
restrices ypz;' # 0 e yrpr, # 0, pois para que yry '

seja  reduzida mnao deve ter nenhum cancelamento em

ylyQ...ykxle...xnyk_l...yfl.

Como 7'z, € {a,b,a™',b7'} entdao obtemos

Logo, devemos ter y, # x' e

z € {a,b,a”t,b7'} — {z;", x,}. Assim, para cada m € N,
ZMxz"™ € C, é uma palavra reduzida. Logo, C, é infinito.
Agora, se x = ) entao estd claro que Cy = (). Portanto, IFy é

[.C.C.

Assim, produzimos mais um fator W*(Fs).
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4 Fator do Tipo I1

Nesse capitulo estudaremos fatores do tipo I1 e seus
subtipos I1; e I1,,. Esses subtipos serao definidos de acordo

com a relagao que as projecoes tem entre si.

4.1 Fator do Tipo II,

Definicao 4.1.1. Sejam M uma dlgebra de von Neumann
e p € M uma projecao. Dizemos que p € infinita, relativo
a M, se existe uma projecao q € M, distinta de p, tal que
p~qeq=p.

Observacao 4.1.2. Quando p nao € infinita dizemos que

p € finita.

Exemplo 4.1.3. Considere a algebra de von Neumann M =
M, (C), a projegao p = I € M e o espago de Hilbert H = C".
Definindo K := I'm(p) = H temos K+ = {0}. Vamos provar
que p ¢ finita. Suponha, por absurdo, que p é infinita. Entao
existe uma projecao q € M, distinta de p, tal que p ~ q e
g < p. O fato ¢ < p implica que I'm(q) C I'm(p) e com isso
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dim Im(q) < dim Im(p). Sendo p ~ ¢, existe uma isometria
parcial v € M tal que v'u = p e v'u = ¢q. Como ux :
Im(p) — Im(q) é unitario (ver Proposicao 4.2.2 em [5]),
entdao dim Im(p) = dim Im(q) o que é absurdo, pois dim

Im(q) < dim Im(p). Portanto, I ¢ finita.

Exemplo 4.1.4. Considere H = /(»(N), a dlgebra de von
Neumann M = L(H) e a projegao p = 134y € M. Considere
uma base ortonormal {e, : n € N} de H e o operador shift

a direita S € M. Temos que
S*S((e1, €2, .oy €m,-..)) = S*((0, €1, €9, ..., €pn,...)) =

= (e1,€2,.,€py...) = 5SS =p
e SS*((e1,e2,....€n,...)) = S((egy...;en,...)) =
(0,ea,...,€p,...) define uma proje¢do g = SS* sobre
span{es, es, ..., e,, ...} tal que ¢ < p. Note que S faz o papel
da isometria parcial 4 que procuramos, para que u*u = p e

uu* = q. Logo, p = 14 é infinita pois 1y ~ q < 14.

Proposicao 4.1.5. Seja M uma dlgebra de von Neumann.

Entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

i) Se E € M ¢é uma projecio finita entio toda sub-
projecao de E € finita

it) Toda projecao minimal em M é finita
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i) Se E,F € M sao projegoes tais que E ~ F e E ¢é
finita entao F' € finita

Demonstragao: (i): Sejam E € M é uma projecao finita
e Fy uma subprojecao de E. Suponha, por hipotese, que Ej
seja infinita. Entao existe projecao E; € M, distinta de Ej,
tal que Fy < Ey e Ey ~ Ey. O fato de Ey ~ Ej, implica
que existe uma isometria parcial V€ M tal que V*V = Ej
e VV* = E;. Note que

(E—Ey+ V) (E—Ey+V) =

=F—-—FEy+EV—-EE+FE,—EV+VE-V'E,+V*V =
=FE—-FEy+EVV'V —Ey+ Ey — EogVV*V + VVV*E—
+V*VV*Ey+Ey = E+EE\V—-EE\V+V*E\E-V*E 1 Ey =

:E+E1V—E1V+V*E1—V*E1:E

(E—Ey+V)(E—-Ey+V) =
=F—-FEy+EV*~EE+Ey—EV*+VE-VE+VV* =
=FE—-FEy+EV'VV"—Ey+ Ey— E,VVV + VV*VE—
+VV*VEy+ E, = E — Ey+ EE)V* — EgEgV* + VEE—
+VEE+E, =E—Ey+E\V —EV*+VEy—VEy+E; =

=FE—-Ey+E.

Logo, (E — Ey + V) é uma isometria parcial. Como
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Im(E — Ey + Ey) € Im(E) = (E — Ey + Ey) < E, entao
E ~ (F—Ey+ V) < E e isso implica que é infinita,

contrariando o fato de E ser finita. Portanto, Fy ¢ finita.

(i1):  Seja E minimal. Suponha que E seja infinlta.
Entao existe projecao F' tal que E ~ F < E. Pelo fato
E ~ F, existe uma isometria parcial U € M tal que
UU =F eUU* = F. Como F é minimal e F # F, entao
F =0. Logo, UU* =0 = U =UU*U = 0. Logo, £ =0

contrariando o fato de E ser minimal. Portanto, E é finita.

(#i): Suponha que F' seja infinita. Entdo existe projecao
Fy, distinta de F, tal que Fy < F e F ~ Fy. O fato F' ~ Fy,
implica que existe uma isometria parcial W € M tal que
WW = F e WW* = F,. Por hipétese, F ~ F, logo existe
uma isometria parcial V€ M tal que V*V = Ee VV* = F.
Observe que

(VWV)(VWV) =VWVVIWV =VIWFWV =

VW FWW*WV = V'W*FEZWV =V W*E,ZWV =
VWWW*WV =V*FFV =V*FV =V*VV*V =FE =F

e

(VWV)VWV) = VWVVWYV = VWFIW*V =
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=V WWWW*V = V*F )V = VIV,

E claro que V*FyV é uma projecao. Assim, V*WYV é uma
isometria parcial e dessa forma E ~ V*FyV. Note que
V*FyZWE =V EVV*V = V*Fy)V e isso implica em V*FyV
ser uma subprojegdo de E, ou seja, (V*FyV) < E. Se
(V*FyV) # E entao E seria infinita, o que é absurdo. Por-
tanto, F' é finita.

Definigao 4.1.6. Um estado sobre uma C*-dlgebra A com
unidade é um funcional linear ¢ : A — C tal que ¢p(a*a) >0
Va e Aep(ly) =1.

Definicao 4.1.7. Um traco sobre uma C*-dlgebra A com
unidade € um estado T tal que T(ab) = 7(ba) Ya,b € A.

Como estamos trabalhando com &lgebra de von Neumann,
¢ de nosso interesse os tragos continuos na topologia
operador-forte.

Sejam G um grupo [.C.C. enumeravel e uma base ortonor-
mal {e, : g € G} de l5(G). Defina 7 : W*(G) — C dada por
7(a) =a(lg), ondea : G — C é dado pora(g) = (aler,,), eg)-

Afirmacao: 7 é fortemente continuo

Seja {a;}ier € W*(G) uma net tal que q; Hae W*(G) na
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topologia operador-forte. Note que

lilergl 7(a;) —7(a) = lzler? a;(1g) —a(lg) =

= lim (ai(erg), e1) — (alery), e15) =
— <111En;1 ai(e1g)a€1<;> —{aleig), e10) =

= <liiglai(elc) — a(elg),elg> = 0.

Logo, 7 é fortemente continuo.

Afirmacgao: 7 é um traco

Observe que
1. E 6bvio que 7 6 linear

2. 7(17'[) = I;(elc) = <1H<€1G)>€1G> = <€1G7€1G> =1

3. para qualquer a € W*(G),
T(a*a> = a/*\a(elc) = <(a*a)€lc7 €1G> =

<CL(€1G),(I(61G)> = ||a<€1c;)||2 >0

4. Sejam a,b € W*(G) arbitrarios
CASO 1: Suponha a,b € W,
Entao existem sequéncias de suporte finito
{ag}gec, {bnthec C C associadas a a e b, respec-
tivamente. Pela Proposicao 3.1.6, o termo geral da

sequéncia associada a ab é dado por ¢, = E agbg—14.
geG
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Assim,

7(ab) = ab(1¢) = {ab(ery), 1) =

= <Z Ckuk<€1G)> €1G> = ch <ek7 61G> = Cig
keG keG

T(ba) = b/EL(l(;) = <ba(elc)v elc) =
) <b<Z agug(elc))7elc> = 2 g (beg, 1) =
geG geG
() prarme-
geG heG g,heG

= Zagbgfl (€14, €14) = C1g-

geG

Logo, 7(ab) = 7(ba) Ya,b € W.

CASO 2: Suponha que a,b ¢ W.

Entao existem nets {a;}jer, {bi}iecr C Wy tais que

a = lima; e b = limb; na topologia operador-forte.
Jjel iel

Como 7 ¢ fortemente continuo, segue que

7(ab) = ab(1g) = (ab(er,,), 1) = <a(liienll bielG)’€1G> -

il iel \ jeI

= lim (abe1,,, €1,) = lim <lim aj(biery), 610> =

= lim lim {a;b;ey.., e =limlima;b;(1g) =
icl je]< ibicle; €16) icl jel ? i(le)
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= 121€nll 131;1]1 7(a;b;) = liler? ljlgll 7(bia;) =

— limlim b;a,(1g) = lim lim (b;ae; ., e1.) =
icl jel i(le) z‘teeI<Z i€ €16)

= lim <bz~(lim aei,), 61G> = lim (b;(ae1,, ), €1,) =

iel jel il

= <11r111 bi(a€1c),€1c> = (baey, e1,) = bAa(lg) = 7(ba).
1€

CASO 3: Suponha, sem perda de generalidade, que
ac€Wyebd¢ W,.

Entao
T(ab) = Cﬁ)(lc) = (ab(e1,), e1,) = <a(lii€1q]1 bz‘€1G),€1G> =

= lileﬂll (abiey,, e1,) = 1116151 ab;i(1g) = liler?T(abi) =

= liier?T(bia) = lzler? bia(lg) = lzler? (biaey,, e1,) =

= <11r111 bi<a61G>,61G> = (baey, e1,) = ba(1e) = 7(ba).
1€

Logo, 7(ab) = 7(ba) Ya,b € W*(G).

Portanto, por (1), (2), (3) e (4), 7 é um traco.

Definicao 4.1.8. Dizemos que um estado ¢ sobre uma C™*-
dlgebra A € fiel se

¢(a*a) =0 = a=0.
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Exemplo 4.1.9. O trago 7, definido acima, é fiel

Note que 7(a*a) = da*aler,) = ((a*a)er,, er,) =
(aerg) alere)) = lafer)|? = 0 = alers) = 0. Pela
defini¢ao da funcao A (ver Se¢do 3.2 pg. 73), temos A(a) =
a(ey,). Como Ker(A) = {0} (ver Se¢do 3.2 pg. 75), entdo

a = 0 e isso conclui que 7 é fiel.

Defini¢ao 4.1.10. Dizemos que um fator M C L(H) € do
tipo Il se em M nao existe projecao minimal, mas existe

projecao finita.

Definicao 4.1.11. Dizemos que um fator M C L(H) € do

tipo 11, se € do tipo I e todas as projecoes sao finitas.

Definigao 4.1.12. Dizemos que um fator M C L(H) € do

tipo 11 se € do tipo I1 e existe projecao infinita.

Definigao 4.1.13. Dizemos que um fator M C L(H) € do

tipo 111 se em M todas as projecoes sao infinitas.

Com as informacoes até o momento, podemos demon-

strar a seguinte proposicao:

Teorema 4.1.14. Se M C L(H) é um fator, com H
separdvel e dimH = oo, que adimite um traco fortemente

continuo e fiel entao M € do tipo I1;.

Demonstragao: Vamos descartar o caso de M ser um

fator do tipo 11, ou do tipo I, provando que nao existe
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projecao infinita em M.

Afirmagao: Nao existe projecao infinita em M

Suponha, por absurdo, que existe uma projecao infinita
p € M. Entao por definicao existe uma projecao g € M,
distinta de p, tal que ¢ < p e ¢ ~ p. Como ¢ ~ p, entao
existe uma isometria parcial u € M tal que uwu* = p e
u*u = ¢q. Por hipdtese, existe uma traco fiel 7. Entao
T(u*u) = 7(uu*) e com isso 7(p) = 7(q) = 7(p —q) = 0.
Como p —q > 0 e 7 é fiel, segue que p — ¢ = 0 e com isso
p = ¢, contradizendo o fato de p ser distinta de ¢q. Portanto,

toda projecao em M ¢ finita.

Pela afirmacao acima, M nao é do tipo [l nem do
tipo I11. Nos resta descartar a possibilidade M ~ L(H) ou
M ~ M, (C), ou seja, M nao ser do tipo I. Por hipétese,
dimH = oo, entao M % M,(C). Como H =~ {y, entao
pelo Ezemplo 4.1.4 13 é infinita relativamente a L(H).
Provamos na afirmagao acima que todas as projecoes em
M sao finita, logo 14 é finita relativamente a M. Assim,
M #£ L(H). Logo, M nao é do tipo I. Portanto, podemos
concluir que M ¢ do tipo I1;.

Como consequéncia da Teorema 4.1.14, dado um grupo G

enumeravel e I.C.C |, W*(G) é um fator do tipo I1;.
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4.2 Fator do Tipo Il

Até o momento mostramos exemplos de fatores do tipo
I e II;. A seguir mostraremos o processo de como obter
fatores do tipo Il,. Antes de iniciar tal processo, fixemos
um fator M C L(H) do tipo Iy, com H separdvel, somente
para essa secao. A partir dessa secao, usaremos as seguintes
notagoes: BH para o fecho da soma direta externa de
infinitas cépias de H e ®"™H para a soma direta interna de
infinitas cépias de H. Uma vez que H é separavel, G'H

também é.

Proposicao 4.2.1. Seja (T}j)ijen € M(L(H)) tal que
Ti; = 0 para Vi,j € N—F, onde F' C N ¢ finito. Entao
eviste T € L(H™) tal que a matriz de T € (T}j)i jen, em que
H* = 0N,

Demonstracao: Considere a matriz

T Ty ... Ty,

€ Mo (L(H)),

o O o O O
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onde A; ; =0 Vi,j > n.
Seja x = (21, T2, .o, T,y Tpi1, ...) € H™ e [x] a matriz coluna
de z. Defina

Y 1 >0 Tij(;)

Yo T > o Toj(;)
— Afa] = A —

Yn T, Zj:l Thj(z;)
Yn+1 Tnt1 0

Obviamente que ZTZ-j(:Bj) = ZTij(xj) =y € HVieNlN
=1 j=1
Logo, v = (Y1, Y2y s YUny, Y1, ---) € H®. Assim, podemos

definir uma fungao 7' : H* — H*° que é obviamente linear.

Afirmacao: T ¢ limitado

Seja v € H*. Note que

2 2 2
[Toll” = fwll” = [I(w, wa, ... wn, )7 =

‘ (Z Tij(v)), ZT% vj), ZTnJ vj), )

Antes de prosseguir com os calculos, observe que T;; = 0 para
o0

2

= (x).

cada 7,7 > n. Assim, podemos definir K := Z T35l < oo
i=1



Entao
00 00 2 00 00 2
(6) =D |I>_ Tislvy) sZ(Zwr iju) -
i=1]{j=1 i=1 \j=1

= g; (i 1731 ||vj||>2 =

i=1

o0 o0 2 o0
¥ (z ||Tm-||> ol = 37 K2 oy = K ol
j=1 \i=1 j=1

Logo, ||Tv|| < K ||v||, implicando em T ser limitado.

Portanto, existe o operador T tal que A é a sua ma-

triz.

Defina o conjunto
Moy = {(T}j)ijen € Moo(M) : IF C N finito tal que
T,;=0Vi,j e N— F}.
Pela Proposicao 4.2.1, para M, obtemos o conjunto
(M®@oo)y:={T € L(H™):[T] € My}.

Afirmagao: (M ® 00)y é uma sub-*-dlgebra de L(H™)
Sejam T, S € (M®oo)g e A € C. Sendo [T] e [S] as matrizes
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de T e S, respectivamente, segue que
AT+ S)x = A\NTz) + Sx = [N\T + S][z] = [(\T + S)z] =

= ANTz]+[Sz] = A\[T][z] + [S][z] = (A\[T] +[S])[z] Y € H*.

Entao [A\T + S] € My e desse forma \T + S € (M ® o).
Note que

(TS)x =T(Sz) = [TS|[x] = [(TS)z] = [T(Sz)] =

— [T][S2] = [T][S][z] Yz € H*.

Logo, [T'S] = [T][S] e isso implica T'S € (M ® o0)y. Para

x,y € H™, temos que

[ >, Tiyey) | S T ()
> o1 Iyj(z) > e ()
Tz = 5 e |T = E
i > ey T () - > o1 Tin(yy)
0 0

Esta claro que [T]* € My. Seja S € (M ® o0)y tal que
[T)* = [S]. Agora, observe que (Sy,z) =

- <<ZT;1(yj>7"'72@2(%),0,-..) , (1, ,Jjn,)> =
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Logo, (Sy,z) = (y,Tx) Vax,y € H>. Portanto,
T =S € (M® ). Concluimos entdo que (M ® c0)q é
uma sub-*-algebra.

Afirmagao: lys € (M ® oo)OTOF
Seja I,, € (M ® 00)y cuja matriz é

[ 1., 0o .. ]
0 010
I)=1 0 0 140
0O 0 010
E claro que I,(x) = (x1,29,...,2,,0,...) implica em

n—oo

I(z) — z = ly~(x) Vo = (21,22, ..., Tp,...) € H™.

n—oo

Logo, I, "= 1y~ na topologia operador-forte. Como

—————TOF T o TOF
(M ® o0)g é fechado, segue que 1y~ € (M@ )y .
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——TOF
Portanto, podemos concluir que (M ® 00)y é uma

dlgebra de von Neumann em L(H™) e vamos definir
—_TOF

(M ® 00) := (M @ 0o

Observacao 4.2.2. Sejam T € L(H™) e (T};)i; a matriz

de T'. Sabemos que T;; : H; = H — H; = H. Considere

o operador de inclusao v; : H; — H™® dado por 1;(§) =

(0,0,..,0, & ,0,...). Denotando por p; = 1 : H* — H;,
—~—

jl
onde t*((&1,&2,...,&,...)) = &, € facil ver que p; € uma

L~ %
projecao. Dessa forma podemos escrever Ti; = 1Tt .

Lema 4.2.3. SeT € (M ® o0) e (Tj)ijen € a sua matriz
entao (Ej)i,jGN € MOO(M)

Demonstracao: Sejam 7' € (M ®oo) e (T;); jen a matriz
de T. Entao existe uma net (T"),e; C (M ® 00)p tal que
T = Eg}T” na topologia operador-forte. Para cada n € [
considere (T}});jen a matriz de T". Note que, para cada
i,j €N

T, =T =0 (mT™)e; =lim T ; =limT/.
) 7 J l(nGI )] nel 1 J nel 1]

Como T} € M ¥n € I, logo (T};)ijen € Moo(M).

Proposicao 4.2.4. Se M ¢é um fator entio (M ® o0)

também é um fator.
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Demonstragao: Seja M um fator. Para provar que (M ®
o0) é um fator, vamos analisar Z((M ® 00)). Sejam T €
Z(M ® 0)) e [T] a matriz de T. Sabendo que Z((M ®
0)) = (M®oo)N(MRoo), vamos primeiro analisar (M ®
o0)’. Por defini¢io (M @ o0) = {T € L(H™) : TS = ST
VS € (M ®o0)}. Analisemos T' € (M ® oo)’. Em paricular,
TS = ST VS € (M®00). Tome S € (M ® o0 tal que
0 .. 0 0

[S] = Ejj, onde a matriz Ej; = |~ 7| tem
0 .. 0 Iy

1% na posicao (i,7) e 0 em todas as outras posigoes.

Entao
i ] [ 0 Ty 0
Tll Tln
' 0 Ty 0
TS| = E, = :
[T][S] . . y
_ 0 .. 0 T, 0
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e
0O ... 0
Tll . Tln
: 0 ... 0
[S][T] = E; =
Tnl Tnn . 7}1 T’jn
: 0O ... 0

De modo andlogo ao Exemplo 2.1.6, concluimos que [T] é

diagonal e Ty =Too = ... =Ty, = ...
0
Agora considere V € (M®oo)g tal que [V] = | 0 0
Entao
Tnm 0 .. an 0
[T][V] = 0 0 e [V][T] = 0 0

Sendo [T][V] = [V][T], entao Tyym = mTy,. Logo, Vm € M
temos T1ym = mT7; e isso implica que T7; € M.

Dessa forma conseguimos identificar os operadores em (M ®
o0)’. Assim, podemos escrever (M ® co)’ :={T € L(H™) :
[T] é diagonal e T;; = D Vi, com D € M'}. Como T €
(M ® o), pois T € Z((M ® o0)), entao pelo Lema 4.2.3
segue que Ty; € M Vi € N. Logo, T;; e M'NM = Z(M) =
Cly Vi € N, pois M é um fator. Logo, T' € Z(M®0)) =
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[T] = A e podemos concluir que 7" = Aly~. Portanto,
(M ® o0) é um fator.

Proposicao 4.2.5. 1y~ ¢ uma projecao infinita relativa-

mente a (M ® 00).

Demonstragao: Devemos encontrar uma projecao ) €
(M ® o0) tal que Q < 1y~ e Q ~ lye. Defina U, U™ :
H>* — H*> dados por

U((£17 527 )) = (0, 51, 52, )

Un((gl, 52, ...,gn, )) - (0,51,52, ...,gn, 0, )
E facil constatar que U*((&1, &, ...)) = (€2, &, ...).

Observe que a matriz de U™ §é (UZJL)W =

0 .. 010
ly ... 010
: 1o
, onde o bloco no canto supe-
0 ... 1410
0 .. 010

rior esquerdo é (n + 1) x n. Entdo U" € (M ® o0)y. B claro
que

U™((&15 82,1 &ny ) =

= (Oaglag% "'75n,07 ) 7H—O>O (0,51,62, ...,gn, ) =
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=U((&1,&, - &n, ) Y(&1, &2, &n, ..) € H™.

n—oo

Logo, U™ — U na topologia operador-forte. = Como
{U"}hen € (M ® 00) e (M ® o0) é fortemente fechado,
segue que U € (M ® o).

Note que,

e Para cada (&1,&,...,&pn,...) € H™

U*U((gb 527 ceey 5717 )) = U*((Oa 517 527 ceey fna )) =

= (515527 -'-7£na )
Logo, U*U = 1y~
¢ UU*((&DSQ?"')SRM“)) = (0,52,...,57-“...)
V(&1, 8,0 6n,...) € H™®, define uma projegao

Q = UU*, pois

Q? = (UU)? = UU*UU* = Uly=U* = UU* = Q

Q" = (UU*)* =UU* = Q.

Seguramente () # 1y~ e U é uma isometria parcial, pois UU*
¢ uma projecao. Como Im(Q) C Im(ly=), entdo @ < ly.

Portanto, 14~ € infinita.

Proposigao 4.2.6. Eriste projecao finita em (M & 00).
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Demonstragao: Seja p € (M ® 0o) uma projecao cuja
14 0
matriz é [pj=| 0 0

Suponha, por absurdo, que p seja infinta. Entao existe uma
projecao q € (M ® oo), distinta de p, tal que ¢ < p e g ~ p.
Entao existe uma isometria parcial v € (M ® oo) tal que
uu* = q e u*u = p. Como a isometria parcial u nao é tnica,
entao vamos definir outra isometria parcial v € (M ® co) tal

que v*v = p e vv* = q. Defina v := qup. Note que

v*v = (qup)*qup = pu*qqup = pu*qup = puruuup = pppp = p

vv* = qup(qup)” = quppu’q = qupu*q = quuuu’q = qqqq = q.

Como assumimos ¢ < p, entao pg = q¢ = gp. Logo, pgp =

Pg = q e com isso

qu O
plldlpl =1 0 0 .. | =g
quuir 0

Assim, [v] = [q][u][p] = 0 0 .. |.PeloLema 4.2.3

[u], [q] € My(M), logo vi1 = giunn € M. Como g é uma
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projecao, entao ¢i; também é uma projecao em M. Sendo
v = g e v'v = p, segue que [v][v*] = [q] e [v*][v] = [p]
implica em v;vf; = g1 e vj;vi1 = 1. Logo, q11 ~ 1yu.
Observe que [q] # [p] implica em ¢qy; # 1g. Assim, 1y é
infinita relativamente a M, o que é absurdo pois sendo M
um fator do tipo I1;, todas as projecoes em M sao finitas.

Portanto, p é finita.

Proposicao 4.2.7. Se M C L(H) € um fator do tipo I, com
H separdvel e dimH = oo, entdo para cada proje¢ao p € M,

nao nula, existe uma projecao minimal ¢ € M tal que ¢ < p.

Demonstragao: Sejam M um fator do tipo [ e p € M
uma projecao nao nula. Sendo M do tipo I, com H separavel
e dimH = oo, entao existe um isomorfismo ¢ : M — L(¢3).
Sejam P = ¢(p) e E = {e,}, uma base de Im(P). Fixe
e, € E e considere K = span{e,}. Como K é um subespaco
fechado de /5, entdao existe uma projecao Q € L(¢y) tal que
K = Im(Q). O fato de dimK = 1, implica que para qual-
quer projecao Q' € L(¢3) tal que ' < @ necessariamente
Q' =0ou @ = Q. Logo, @ é minimal em L({s).

Como K C Im(P), entdao Q = QP = PQ e aplicando ¢

temos

¢ (Q) =9 (QP) =9 (Q)o™(P) =6~ (Q)p
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¢ (Q) =971 (PQ) = ¢~ (P)o™(Q) = pd~'(Q).

Definindo ¢ := ¢~1(Q), temos ¢ = pq = qp.

Afirmagao: ¢ é minimal

Suponha que 3¢’ € M tal que ¢’ < ¢q. Entao ¢ = q¢ = ¢q
e ¢(¢) = Qo(¢) = ¢(¢')Q implicam em ¢(¢') < Q. Como
() é minimal, tem-se ¢(¢') = 0 ou ¢(¢') = Q. Entao
¢ #(q) = =00u¢(s(¢) =¢ =q=¢"(Q). Logo,

q ¢ minimal.

Portanto, para cada projecao ortogonal p € M, nao

nula, 3¢ € M minimal tal que ¢ < p.
[

Até momento concluimos que em (M ® oo) existe projecao
infinita e finita. Agora, para provarmos que (M ® oo) é um
fator do tipo Il resta-nos demonstrar que (M ® oo) nao é

do tipo 1.

Afirmagao: (M ® oo) nao ¢ do tipo [

Suponha, por absurdo, que (M ® o0) é do tipo I. Considere
a projecao p usada na Proposicao 4.2.6. Pela Proposi¢cao
4.2.7, existe uma proje¢ao minimal ¢ € (M ® oo) tal que
g < p. Provamos, na Proposi¢io 4.2.6, que a matriz [¢]

tem ¢q; com unico elemento nao nulo. Seja r;; € M uma
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projegao tal que ;1 < ¢i1. Considere r € (M ® o) tal
T11 0

que sua matriz seja [r] = | 0 0 .. [. Obviamente que

Im(r11) € Im(q1) = Im(r) C Im(q) = r < ¢q. Como ¢q é
minimal, entao r = 0 ou r = q. Logo, r1; =0 ou ry; = qqy €
com isso ¢i; € minimal, o que é absurdo pois M é do tipo
1.

Portanto, (M ® oo) nao ¢ do tipo 1.

Da afirmacao acima, (M ® oo) nao tem projecdo min-
imal e sabendo que coexistem projecao finita e infinita em
(M ® 00), entdo por definicdo (M ® oo) é um fator do tipo
Il.

De modo geral, dado um fator M do tipo II;, obtemos um

fator (M ® oo0) do tipo I1.

4.3 Fatores do tipo II; a partir de
um fator do tipo Il

Na secao anterior mostramos que dado um fator do
tipo Il; produzimos outro fator do tipo Il,,. Entao surge a
pergunta: serd que dado um fator N do tipo I, é possivel
encontrar um fator M do tipo I1; tal que (M ® o0) ~ N7

A resposta é SIM e faremos isso, seguindo o seguinte roteiro:

1. Encontrar uma familia {p, : n € I C N} de projecoes
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finitas duas-a-duas ortogonais e equivalentes tal que
an = Ik, num fator N C L(K) do tipo I, com K

nel
separavel

2. Definindo M := {¢*Tv: T € N'} onde + : H — K com
H = Im(p1), provar que M ® co ~ N

3. Provar que M é um fator do tipo I[;
Vamos assumir que K é um espago de Hilbert separavel.

Lema 4.3.1. Se p e q sdo projecoes finitas e ortogonais
numa dlgebra de von Neumann M entao p+q € uma proje¢ao

finita.

Demonstragao: Ver demonstracao do Teorema 6.3.8 em

[7]-
n

Teorema 4.3.2. Dado um fator N C L(K) do tipo 11,
existe uma famdlia F = {t, : n € I C N} C N de projegies

finitas duas-a-duas ortogonais e equivalentes tal que Ztn =
nel

1i.

Demonstragao: Seja N um fator do tipo I1,. De modo
andlogo feito para projegoes minimais (ver Lema 2.2.9), ex-
iste uma familia maximal Fy = {p, : n € I C N} C N de

projecoes finitas duas-a-duas ortogonais e equivalentes. Pelo
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Lema 2.2.8, q := an converge na topologia operador-forte

nel
e ¢ uma projecao.

Vamos provar que existe uma familia F = {t, : n € I C
N} C N de projegoes finitas duas-a-duas ortogonais e equiv-

alentes tal que Ztn = lg.
neN
Fixe p; € Fy. Como 1x,q € N, Entao ¢t = 1x —q € N.

Pela Proposicao 2.2.6,
P 3 lg—qoulg—q3Zp

Suponha que p; X 1x —¢. Entao existe uma projecao r € N'
tal que pr ~rer < lg—¢q. Como p, ~ p; ~1r Vn € I,
entao p, ~ rVn € I (ver Proposi¢do 2.2.3). Obviamente que
lx—q L p,Vn € I. Sabendo quer < lx—q = (lx—q)r =,
entdao p,r = pu(lx — q¢)r = 0Vn € [ e com isso p, L r
Vn € I. Assim, constatamos que Fy C Fy U {r} o que
contraria a maximalidade de Fy. Portanto, nao é verdade
que p; 3 1k — ¢, e sim que 1x — ¢ 3 p1.

Entao existe projecao r; € N tal que 1x —g~ 11 e r; < py.
Fixen € I. Sabendo que p; ~ p,, entao existe uma isometria
parcial u, € N tal que u,u’ = p, e u u, = p;. Defina
81 :=Pp1—T1.

Como p; = 1 + 51 e 57 L 7, entdo Im(py) = Im(ry) @

Im(sy). Sendo u, operador unitario de I'm(p;) para Im(p,),
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entao
Im(pn) = up(Im(p1)) = un(Im(r1)) © un(Im(sy)).

Seja £ € K. Observe o esquema abaixo:

Un

€% pa(€) 5w (pa(€)) =5 rac (pa(€))

UnT1Uy, (Pn(§)) € un(Im(ry)).
Note que w,riuw:p, = u,riuiuu) = u,riu),. Defina r, =

u,mu;. Observe que

2 * * * *
Tp = UpT1U, UnT1 Uy, = UpT1P1T1U, = UpT1U, = Ty

* * O\ % *
= (upriu )" = upru), = 1y,

comprovam que 71, ¢ uma projecao. Observe o esquema

abaixo:

Un

€ pa(€) 25w (pa(€)) =5 syl (pa(€)) 2

st (pa(€)) € un(Imf(sy)).

Defina s, := u,siu;. Usando o mesmo raciocinio de 7y,

verifica-se que s, é uma projegao.

Afirmacgao: Para cada n,i,5 € I as seguintes afirmacoes

sao verdadeiras:



ii)

iii)

ii)

iii)

iv)
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Pn =7Tp+ Sp

Tn L Sp

Tp ~T1

Sp ~ 81

(Ic —q+s1) L (70 + Snt1)

(i +si11) L (rj +8541) para i # j

De fato, r, + s, = upmul + upsiul, = u,(ry + s1)ul =

* * * _
unplun - unununun = PnPn = DPn

De fato, 7,5, = u,riwiu,s1u;, = U,TP1S1U, =

Upris1u, =0

Note que

Tn = UpT1Uy = UpT 71Uy = (UpT1)(UpT1)”

* * * *
(unr1) (Upry) = TiUS ULy = Fip1TT = T
Logo, 7, ~ r1.

Note que

Sp = UpS1Uy = UpS151Uy, = (Ups1)(Uunsy)”

(uns1)" (UpS1) = STUNURST = STP1S1 = S1
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Logo, s, ~ s;.

v) Observe que
(Ie =g+ s1)(rn + $ng1) =

=Ty —qr, + Sn+1 — 4Sn+1 + s17p + SpSn+1 =
= T =(qPnTn+T5n41—qPn+15n+1FTS1P1Pn nTSnPnPn+15n+1 =

:Tn_rn+5n+1_5n+1+o+0:0

vi) De fato, note que
(Ti+8i+1)(7"j+8j+1) = T’Z'Tj—FTiSj_;_l+Si+17‘j+8i+18j+1 =

TiDiP§T T iDiDj418j41 T Sip1Pit1P575+Sit1Pit1Pj+18j+1 = 0

Para cada i,j € I, r; e s; sao ortogonais e finitas, entao pelo
Lema 4.53.1 r; + s; ¢é finita.
Defina

" _{ 1IC_q+sl 777/:1

Tn_1+ Sn ,n>1

E claro que t, é uma projecao, pois lx —q+ s1 € 1,1+ Sp
sao projegoes. Além disso, para cada ¢,7 € I tem-se t; L t;
se i # j, t; ~t; et; finita.

Assim, conseguimos uma familia F = {t,, : n € I} C N de

projecoes finitas duas-a-duas ortogonais e equivalentes.
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Sendo Ztn uma proje¢ao (ver Lema 2.2.8), note que

nel
Ztn:t1+itn: 1K—q+51+i(m_1+sn) =
nel n=2 n=2
= 1K—an+81+irn1+i5n =
nel n=2 n=2
=1 — Y (rn+sn) +irn_1 + 51 —l—isn =
nel n=2 n=2
= 1K—Zrn—23n+2rn+25n: 1g.
nel nel nel nel
Portanto, 1 = Ztn.
nel

Seja N C L(K) um fator do tipo Il,. Pelo Teorema
4.3.2, existe uma familia F = {p, : n € I C N} C N
de projecoes finitas duas-a-duas ortogonais e equivalentes,
com an = lg. Fixe p; € F. Considere H = Im(p1),

nel
H,, = Im(p,), e t : H — K operador de inclusao.

Defina M = {*Tv : T € N}. Agora, nosso objetivo é
provar que (M ® oo) ~ N e em seguida que M é um
fator do tipo Il;. Sabendo que p, ~ p; Vn € I, entao
para cada n € I existe uma isometria parcial u, € N tal
que upul = p; € uiu, = p,. Vale lembrar que Im(p,) e

Im(py) sao isomorfos por u,. Para os argumentos a seguir
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é necessario um isomorfismo de I'm(p;) para Im(p,), entao
vamos trabalhar com a isometria parcial v,, = u,.

Defina U : H>* — K dado por U((&,),) = Zan(gn).

nel

Afirmagao: U é unitario
Defina V : H* — &%“H,, dado por V((&.)n) = (vnt(&n))n-
Note que

e Para cada (§,)neny € H™, tem-se

V(DN = 1(@at€a)all® = Y loar(&a)ll* =

nel
= Z ||§n||2 = H(gn)n”2
nel
Logo, ||V ((&.)n)]] = [|(&n)nl| € com isso V' é uma isome-

tria.

e Dado (n,), € ®*'"H,, tem-se que para cada 1, € H,,
3¢, € H tal que n, = v,0(&). Logo, () = (Vnt(€n))n

e com isso V' é sobrejetor

Sendo V' isométrico e sobrejetor, entdo V é unitério (ver
[1] Teorema 3.10-6(f)). Agora, sabendo que existe um
operador unitdrio W : @&*H, — ®&ntH, = K dado por
W((&)n) = Z&n, entdo U = WoV é um operador unitério.

nel

Afirmagao: U*(§) = (t*v}(§)), V€ € K
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Fixe (§,)ner € H™. Para cada & € K, note que

(U ())ns (Ea)a) = D (F0n(€).6n) =

nel

= Z <§,Unb(§n)> = <£; Zvnb<§n>> = <§u U((gn)n» .

nel nel

Logo, U*(§) = (t"v;(€))n V€ € K.

Defina ¢ : (M ® o©) — N dado por ¢(T) = UTU*.
Vamos provar que ¢ estd bem definida, mostrando que

d(M ® c0) C N e isso sera feito na Proposicao 4.3.3(i).
Proposigao 4.3.3. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
i) ¢ € sobrejetora
ii) ¢ € injetora
iii) ¢ € um *~homomorfismo

w) Im(¢) = UM ®@o0)U* € um sub-*-dlgebra fechada na
topologia operador-forte de L(K)

Demonstracao: (i) Vamos provar que U(M®@o0)U* = N.
7 C7: Sejam m € M arbitrdrio e m ® e;; € (M ® 00)g, de
modo que a matriz [m & e;;| tenha m na entrada (i, j) e 0

em todas as outras. Note que

U(m @ ei)UT(€) = U(m @ ey) (03, (€))n =
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=U(m ® e;;) (07 (§), ..., v (€), ...) =

=U(0,0,...,0,m™}(§),0,...) = vi(me™v3(§)) =
—_——

= viume v (§) V€ € K.
Logo,
U(m ® e;)U" = vama™v; (%).

Pela definicao de M, 3T € N tal que m = (*T. Entao
vieme vy = uiu(CTe)cuy = uip Tpyuy € N,

pois u},p1,T,u; € N. Logo, U(m ® e;;)U* € N.
Agora tome m® E € (M ®0o0)y. Podemos escrever m® E =

Zmij@)eij. Como N é subespaco, entao U(mQ E)U* € N.
ij=1
Seja S € (M ® o0). Entao existe uma net {S;}ic; C

(M®o0)g tal que S = l'irf]lSi na topologia operador-forte. J&
1€
provamos que US;U* € N Vi € J. Agora, observe que

IUS:U*(§) = USU()] = [IU(S: = S)U (] <

< UI11(S; = S)U*(€)]| =5 0 ve e K.

Logo, US;U* €L USU* na topologia operador-forte. Sendo
N fortemente fechado, segue que USU* € N e também
U(M @ oo)U* C N, pois S é arbitrario.

7D 7 : Dado T € N, note que T = 1Tl =
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(Z pi> T ( Zp]) = Z piT'pj. Agora, observe que

iel jeI ijel

* * * * * * *
pil'p; = u; uiTujuj = u; U, uiTujujujuj = u; p1SP1u;
onde S := w;Tu;. De modo analogo,
* ok * ok * Lk
u; p1Spiu; = u; e Swuy; = ujtme*u; onde m = " St.

Lembrando que u} = v;, entdo por (*) temos ujimi*u; =
vieme*v; = U(m ® e;;)U*. Logo, piTp; € UM ® oo)U™.
Seja F' C I arbitrario e finito. Sendo U(M ® oo)U* sub-*-

algebra fechada na topologia operador-forte, temos

> piTp; = (Zm)T(ij) € UM ® oo)U* =

ijeF i€F jEF

= (Zm)T(ij) € UM ® oo)U* —

iel jel

Logo, N C U(M ® oo)U*.
Portanto, U(M ® co)U* = N e com isso ¢ é sobrejetora.

(i1) Sejam T,S € (M ® oo) arbitrarios. Se ¢(T') = ¢(S5)

entao

UTU* =USU" = U UTUU =UUSU*U = 1Tk =
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= 1IC51IC =T=>-5.
Logo, ¢ ¢ injetora.
(iii) Obvio

(iv) Pelo item (i) UM & co)U* = N, logo U(M ® oo)U* é

uma sub-*-algebra fortemente fechada.
[

Pela Proposigao 4.3.3, concluimos que ¢ é um *-isomorfismo,
ou melhor, M ® oo ~ N. Nosso grande objetivo agora, é

provar que M é um fator do tipo I1;.

Proposicao 4.3.4. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
i) M € uma dlgebra de von Neumann em L(H)
ii) M é um fator

Demonstracao: (i) Como ¢* é uma projecao (ver
Observagao 1.4.6), a demonstragdo é a mesma feita na

Proposicao 2.2.11.

(i) Sejam z € Z(M) e Z" € (M ® o0)y tal que [Z"]
seja diagonal, com Z1} = ... = 2}, = z e Z] = 0 Vi > n.

Considere uma matriz A = (a;;); jen infinita e diagonal onde
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a;; = z Vi. Note que para cada V& € H™,

TR = [1(21, 26, ey 26, )P = D 26 <

neN

<D NPl = 1217 Y Iéall® =

neN neN
= [l=1* 1l€l® = 1AL < ll=111€])-

Logo, a matriz A define um operador Z : H* — H> linear e
limitado. Afirmamos que Z" "= Z na topologia operador-

forte. De fato, note que para cada £ € H*
127(&) = Z (&)l =

= [|(2&1, 282, vy 260, 0, ..) — (281, 2o, ..y 26, )| =

n—oo

= [1(0,0,...,0, 2641, 262, )|l = 0.

Como (M®o0) é fortemente fechado, entéo ” produzimos” um
operador Z € (M ® o). E fdcil constatar que Afz] = [z]A
Vo e (M ® 00)o.

Agora, para qualquer z € (M ® 00), tem-se

Zx = Zlimz, =lim Zx;, = limx,Z = x4.
ieJ ieJ ieJ

Logo, Z € Z(M ® o0). Devemos lembrar que N fator e
(M®oo) ~ N, implicam em M ® oo ser também um fator e
com isso Z € Clye. Assim, A € CI e com isso a;; = z = 14

Vi. Logo, z € Cly, concluindo que M é um fator.
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Agora nos resta provar que M é um fator do tipo II;. Para
isso, vamos definir ¢ : M — N dado por ¥(m) = vme*.

Para qualquer m € M, temos
w(m) = = uwTu* =pTp e N

para algum T € N, logo v estd bem definida. Vamos
mostrar que ¥ é um *-homomorfismo injetor e esse fato sera
de fundamental importancia para provarmos que M nao é
do tipo I e que toda projecao em M ¢ finita, concluindo

que M é do tipo I1;.

Afirmacgao: 1 é um *-homomorfismo injetor

Sejam m,m’ € M e A € C arbitrarios. Note que

o Y(Am+m') = t(Am+m')* = Am* +ml =

= M)(m) + ¢(m)

o Y(mm!) = (mm')* = umlym't* = mufom/tt =
PY(m)y(m')

o Y(m*) = um** = (brmu*)* = (Y(m))*

Portanto, ¢ é um *-homomorfismo. Se 1(m) = 1(m’) entao
tme* = m/tt = Comete = Com/vfe = 1ymly = 1ym/ly =

m = m’, concluindo que v é injetor.
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Vamos provar que M nao é do tipo I e que todas as
projecoes em M sao finitas, concluindo que M é do tipo
1.

Afirmagao: M nao ¢ do tipo [

Suponha, por absurdo, que M é do tipo I. Entao existe
uma proje¢ao minimal ¢ € M. Afirmamos que ¥(q) = tqt* é
minimal. De fato, seja r € N um projecao tal que r < 9(q).
Pela definicao de M, t*rve € M. Note que ¥(q) < pi, pois
Y(g)pr = g = qt* = (q). Como r < 1(q) < py, entao

r < p; e também rp; = r = p;r. Note que
(1) = (Fro)(LFre) = drpire = dree (V) = e

Logo, t*rt é uma projecao. Agora, observe que t*rig =
trigee = v ry(q)e = fre implica *re < ¢. Sendo ¢ minimal

entao t*r. = q ou *r1. = 0. Se 1*r. = ¢ entao
wrre” = 1qtt = pirpr = Y(q) = r = Y(q).
Se t*rt = 0 entao
wruw' =0= pirpp=0=1r=0.

Logo, ¥(q) € N é minimal, o que é absurdo pois N é do
tipo Il,. Portanto, M nao ¢ do tipo [.

Vamos provar que M é do tipo [[;, afirmando que
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em M todas as projecoes sao finitas.

Afirmagao: Toda projecao em M é finita

Suponha, por absurdo, que 14 ¢é infinita. Entao existe uma
projecao p € M, distinta de 14, tal que 14y ~pep < 1y4.
Entao existe uma isometria parcial u € M tal que uu* = p

e u*u = 1. Note que
o Y(p)p1 = wprtut = plyt* = ipr* = Y(p), logo ¥(p) <
P1
U(p) = Y(uu’) = Y(u)p(u) = P(u)(Y(u)" e ¥(1x)
wt = pro= Putu) = Y (u) = (P(u) ().
(u )

Como (¢

))*1¥(u) é uma projegao, logo 1 (u) é um

e

isometria parcial. Portanto, 1(p) ~ p;

Conclumos que $(p) < V(1) = p1 e (p) ~ ¥(1x) = p.
Se 1(p) # ¥(13) entdao por definigao, ¥ (1y) = p; é infinita,
o que é absurdo. Agora, se 1(p) = 1(1y) entao pelo fato de
1) ser injetora tem-se p = 1y, contrariando o fato de p # 14.
Portanto, 14 deve ser finita. Sabendo que toda projecao
q € M é subprojecao de 14, ou seja, ¢ < 1y, e que 14 é finita

entao toda projecao em M é finita (ver Proposicao 4.1.5 (i)).

Descartada a possbilidade de M ser do tipo I, prova-
mos que M é do tipo 1.
Concluimos que para cada fator N do tipo I],, existe um

fator do tipo I tal que N ~ M ® oo.
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5 Apéndice

5.1 Pré-Requisitos

Definicao 5.1.1. Definimos a topologia operador-forte,
como a topologia inicial em L(H) dada pela familia {6¢ :
€ € H}, onde 0¢(T) =T(E).

Observacao 5.1.2. Uma net {T;};cr C L(H) converge para
T € L(H) na topologia operador-forte se para cada § € H

7€) 5 7).

Definicao 5.1.3. Definimos a topologia operador-fraco,
como a topologia inicial em L(H) dada pela familia {5¢¢ :
f eEHe f c Hl}, onde (5f,5(T) = f(T(g))

Observagao 5.1.4. Uma net {T;};cr C L(H) converge para
T € L(H) na topologia operador-fraco se para cada §,m € H

(T,(),m) “=5 (T(€),m).

Lema 5.1.5. Seja T € L(H,K). Entao

Ker(T) = Ker(T*T) = Ker(T*T)"? = (Im(T*))*
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(Ker(T))" = Im(T*)
Demonstracao: Ver demonstragao do Lema 4.2.1 em [5].

Proposicao 5.1.6. Seja U € L(H,K). Entdo as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
i) U=UUU
it) P =U*U € uma proje¢do ortogonal
i1i) Uperry € uma isometria

Demonstragao: Ver demonstracao da Proposicao 4.2.2 em

5].

Definicao 5.1.7. Um operador que satisfaz wmas das
condigoes, e portanto todas, da Proposi¢cao 5.1.6 ¢ dita uma

isometria parcial.

Teorema 5.1.8. Seja T' € L(H,K). Entao T adimite uma
unica decomposicao T = U|T|, denominada decomposicao

polar, tal que
i) Ue L(H,K) é uma isometria parcial
ii) |T| € L(H) € um operador positivo

iii) Ker(U) = Ker(|T|) = Ker(T)
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Demonstragao: Ver demonstracao do Teorema 4.2.5 em
[5]-
Teorema 5.1.9. Se A C L(H) € convezo entao

—TOF —T0
AT 7"

Demonstragao: Ver demonstracao do Teorema 5.1.2 em
[6].
|

Lema 5.1.10. Seja 7 : C(X) — L(H) uma representagao.
Entao existe uma medida de probabilidade 1 definida sobre

Bx, e uma representac¢ao 7 : L°(X, Bx, ) — L(H) tal que
i) T € uma isometria
W) Tox) =7

i1) se ¢ € o limite p — q.s de uma sequencia (Pp)nen C
T(L®(X, Bx, 1)) que é uniformemente limitada, entdo
a sequencia (T(pn))nen converge para 7w(¢) na topologia

operador forte
w) (m(C(X)))" = 7(L>(X, Bx, 1))

Demonstracao: Para a demonstragao dos itens (i),(ii) e
(iii), ver demonstragao do Lema 3.5.5 em [5]. Para a demon-

stracdo do item (iv), ver demonstracdo do Lema 3.5.7 em

[5].
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Lema 5.1.11. Sejam as nets {T;}icr, {Sitier € L(H) tais
que T'; ST S S na topologia operador-forte. Con-
sidere K = supier ||T;|| < oo. Entao T;S; s fortemente,
ou seja, lzlenll 1.5, = liiEnIlTi (liienll S; | na topologia operador-

forte.

Demonstragao: Temos que
IT35:(§) = TS ()| = 1T35:(8) + T35(&) — TiS(§) = TS(E)] <

< |T(Si(€) = SE) + ITSE) = TS(©)] <
< ITHS:(€) = SO + I TiS(€) = TS| <
< K|Si(&) = SN+ IT:S() = TS(E)] < 0 ¢ € H.
Portanto, 7;S; "5 TS fortemente.
|

Proposicao 5.1.12. Suponha que {f; : X — X;/i € I} é
uma familia de funcoes, onde X; € um espacgo topologico para
cada i € I. Uma funcao g :' Y — X, onde Y € um espaco
topologico, € continua com relacao a topologia inicial de X

se e so se f; o g € continua para cada i € 1.

Demonstracao: (=) : Supondo g continua, temos que

fi o g é continua para cada ¢ € I pois cada f; é continua.

(<) : Vamos provar que g é continua. Seja A C X

aberto e arbitrario. Sabemos que A = Uyca B\, onde cada
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B, é da forma By = ﬁrepkfijl(Ai‘) sendo que A} é aberto

em X;x e F) é um conjunto finito. Note que

g HA) = g (UreaBy) = Uxeag (By).

Afirmagao: ¢ !(B,) é aberto

De fato, note que
g_l(B)\) = g_l(mTEFAfigl(Av)ﬂ\)) = mTEFAg_lfigl(Av)ﬂ\) =

= Nrer (fng) " (47)

¢ aberto, pois f;»g ¢ continua.

Pela afirmagao acima, temos que cada g~ '(B,) é aberto,
donde g71(A) é aberto. Como A ¢ arbitrério, segue que g é

continua.

Proposigao 5.1.13. Se X eY sao espacos de Haudorff com-
pactos e ¢ : C(X) — C(Y) um *homomorfismo, entdo ex-

iste uma fungao h 1Y — X continua tal que ¢(f) = f o h.

Demonstragao: Sabemos que exite uma bijecao entre Y

— —

e C(Y). Logo, cada homomorfismo complexo em C(Y') é da
forma d,(f) = f(y) paray € Y. Seja y € Y e o homomor-
fismo complexo 0, € CT(?) Defina 0,0 ¢ = v : C(X) — C.

—

Obviamente que 7 é um homomorfismo complexo em C(X).

—

Como existe uma bije¢ao entre X e C'(X), entao existe um

tnico x € X que corresponde a 7y, de modo que y(f) = f(z).
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Observamos que para y € Y, que fixamos acima, existe um
unico x € X. Como y foi escolhido arbitrariamente, pode-
mos definir uma funcdo h : Y — X. Note que y(f) = f(z) =
f(h(y)) = fohly) e que(f) =d,(o(f)) = ¢(f)(y) Vy €Y.
Logo, ¢(f) = foh.

Como ¢(f) é continuo (ver Lema 3.4.2 em [5]) e f é continua,

entao pela Proposi¢cao 5.1.12 h é continua.
|

Proposicao 5.1.14. Se A e B sao C*-dlgebras, ambas com
unidade, e ¢ : A — B um *~homomorfismo injetor, entio ¢

é isométrico.

Demonstragao: Sejam A e B (C*-dlgebras, ambas com
unidade, e ¢ : A — B um *-homomorfismo injetor.

CASO PARTICULAR: Suponha que A e B sao comuta-
tivas

Pelo Teorema 3.3.6 em existem *-isomorfismos

[5],
isométricos Ty : A — C(A) e Ty : B — C(B) ¢ A B

-~

compactos. Temos que C(A) IR N Y N C(B).
Defina ¢ : C’(A\) — C’(B\), dado por ¢ = I'go¢po T,
Obviamente que ¢ é um *-homomorfismo injetor. Pela

Proposicao 5.1.13, existe uma funcao continua h : B— A
tal que o(f) = foh.

Afirmagao: Im(h) = A
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Suponha que Im(h) C A. Como Im(h) é compacta, pois B
é compacto e h é continua, e Aé compacto, pelo lema de
Urysohn, 3zo € (A—Im(h)) e 3f € C(A) tal que firmy =0
e f(zg) = 1. Sendo ¢ injetor, entdao Ker(p) = {0}.
Logo, ¢(f) = 0 implica em f = 0, contrariando o fato de
f(z0) = 1. Portanto, Im(h) = A.

Afirmagao: ¢ é uma isometria

De fato, note que

le (I = 1S o Al = sup | £ ()] "2 sup | £(2)] = II711.

yeB TEA

Como ¢ =Tpogol ' = 'z opoly = ¢, conclui-se que
¢ é isométrico quando A e B comutam.

CASO GERAL: Seja a € A Como a*a € A e
¢(a*a) sao elementos normais entdo temos as C*-dlgebras
comutativas C*({la,a*a}) e C*({1p,¢(a*a)}). Obvia-
mente que C*({14,a*a}) C A, C*({1lp,¢(a*a)}) C B e
¢(C*({14,a*a})) C C*({1p,¢(a*a)}). Pelo CASO PARTIC-

ULAR, ¢|c+({14,a%a}) ¢ um *_homomorfismo isométrico, entao

c* 2
[p(a”a)ll = lla"al| = lal]

lo(a”a)l| = [[¢(a")é(a)]| = l6(a)*$(a)]| < llé(a)]*.
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Logo, |lal|* = ||¢(a)|® e com isso podemos concluir que ¢ é

isométrico.

Teorema 5.1.15. A bola unitdria
Brapl0,1] ={T € L(H) - |T|| < 1}
¢ compacta na topologia operador-fraco.

Demonstragao: Ver demonstracao do Teorema 5.1.3 em

6].
[ |

Teorema 5.1.16. (Teorema da Densidade de Kaplansky) Se
M C L(H) é uma sub-*-dlgebra entdo

(0]

Bu[0,1] " = Bygror[0,1].

Demonstragao: Ver demonstracao do Teorema 5.3.5 em

6].
[ |

Proposigao 5.1.17. Se A, B sdo dlgebras e ¢ : A — B um
homomorfismo sobrejetor, entio p(Z(A)) = Z(B).

Demonstracgao: Sejam A, B algebras e considere ¢ :

A — B um homomorfismo sobrejetor. Vamos provar que
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¢(Z2(A)) = Z(B).

7 C 7 Sejad € Z(A). Entao para cada a € A d'a = ad'.
Sendo ¢ sobrejetor, para cada b € Z(B) existe a € A tal que
b= ¢(a). Entao

para cada b € B. Logo, ¢(a’) € Z(B). Como ' ¢ arbitrario,
segue que ¢(Z(A)) C Z(B).

7D 7 : Sejall € Z(B). Sendo ¢ sobrejetor, existe
a’ € A tal que ¢(a’) = b'. Entao para cada a € Z(A) ,
b'p(a) = ¢(a’)p(a) = ¢(d'a) = d(ad’) = d(a)d(a’) = d(a)l'.

Logo, b’ € ¢p(Z(A)). Como V' é arbitrério, segue que Z(B) C
P(Z(A)).
Portanto, ¢(Z(A)) = Z(B).
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