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RESUMO

Nesta dissertagao estudamos o comportamento de sistemas quanticos
constituidos por uma colecao de osciladores aos quais podemos asso-
ciar um operador densidade separavel, permitindo identificarmos dois
subsistemas fracamente acoplados. Um deles consiste de um tunico
oscilador, representando um sistema microscépico, enquanto o outro
corresponde aos demais osciladores, que desempenham o papel de um
reservoir com o qual o primeiro se encontra em equilibrio térmico. Com
tal objetivo, construimos a equagao mestra que governa a evolugao do
sistema microscopico a partir da equagao de Liouville-Von Neumann
para o respectivo operador densidade reduzida, incorporando os efeitos
de temperatura via o formalismo da Thermofield Dynamics (TFD) e
redefinindo adequadamente o vacuo do sistema macroscopico. Como
aplicagao, consideramos dois exemplos. O primeiro refere-se a um os-
cilador em interacao com um conjunto de osciladores bosonicos a tem-
peratura finita, usualmente empregado para se descrever, do ponto de
vista da mecanica quantica, uma particula browniana. No segundo, in-
vestigamos o comportamento de um oscilador na presenca de um banho
térmico constituido por um conjunto de osciladores fermionicos
Palavras-chave: Thermofield Dynamics, transformacgoes de Bogoliu-
bov, equagao mestra, oscilador harmoénico, reservatoério.






ABSTRACT

In this dissertation we study the behavior of two weakly coupled quan-
tum systems, described by a separable density operator. One of them
is a single oscillator, representing a microscopic system, while the other
is a set of oscillators, which perform the role of a reservoir in thermal
equilibrium. From the Liouville-Von Neumann equation for the re-
duced density operator, we devise the master equation that governs
the evolution of the microscopic system, incorporating the effects of
temperature via Thermofield Dynamics formalism (TFD) and suitably
redefining the vacuum of the macroscopic system. As applications, we
consider two examples. First, we study an oscillator interacting with a
set of boson oscillators at finite temperature, usually employed in quan-
tum mechanics to describe a Brownian particle. Next, we investigate
the behavior of an oscillator in the presence of a heat bath consisting
of a set of fermion oscillators.

Keywords: Thermofield Dynamics, Bogoliubov transformation, mas-
ter equation, harmonic oscillator, reservoir.
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1 INTRODUCAO

Com o intuito de introduzir temperatura a teoria de campo,
Matsubara (MATSUBARA, 1955) apresenta em 1955 o formalismo de
tempo imaginario, que possui a grande vantagem de possibilitar a cons-
trucao de diagramas de Feynman para amplitudes de transicao na se-
rie perturbativa de Dyson. Entretanto, apesar do grande avango al-
cancado com este formalismo, surgiram algumas dificuldades, especi-
almente no tratamento de processos dependentes do tempo e da tem-
peratura simultaneamente, tornando-se necessario construir um forma-
lismo de tempo real. O primeiro formalismo de tempo real foi proposto
por Schwinger (SCHWINGER, 1961) e Keldysh (KELDYSH, 1964) via
métodos funcionais a partir da teoria da medida; mais tarde, Ume-
zawa e Takahashi (TAKAHASHI; UMEZAWA, 1975; UMEZAWA, 1995), em
1975, introduzem um novo formalismo de tempo real, a Thermofield
Dynamics (TFD), baseada numa construgao via operadores, permi-
tindo incorporar temperatura para o tratamento de sistemas quanticos
em equilibrio térmico.

A ideia basica por tras da TFD é adicionar temperatura ao sis-
tema através de valores esperados em estados dependentes da tempe-
ratura; isso envolve, por construgao, a duplicacao dos graus de liber-
dade do sistema. Contudo, todas as relagoes do formalismo a tempe-
ratura zero permanecem validas. Tais estados dependentes da tempe-
ratura sao construidos através de uma transformacao de Bogoliubov
analoga a transformagao correspondente a estados squeezed de dois
modos. Hoje em dia, a TFD ¢ utilizada em diversas dreas da fisica
tais como da matéria condensada (KHANNA, 2009; UMEZAWA; MAT-
SUMOTO; TACHIKI, 1982), fisica nuclear, fisica de particulas, 6ptica
quantica e cosmologia.

O estudo da dindmica de um sistema quantico interagindo com
um reservoir nao é algo novo, mas ainda um problema importante
na mecanica quantica. Ao longo do tempo houve vérias tentativas
de se descrever o comportamento de sistemas microscopicos, uma das
mais primordiais e importantes é a equagao de Boltzmann, que visa a
funcao de distribuicao de uma particula, assumindo a hipotese do caos
molecular; outra tentativa foi a equagao de Langevin, a qual leva em
consideragao forgas aleatorias que atuam sobre o sistema em estudo. Na
mesma linha, surge a equagao de Liouville e, por ultimo, utilizando-se
o formalismo do operador densidade, pode-se construir a equagao de
Fokker-Planck para densidades de probabilidade e a chamada equacgao
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mestra, na qual estamos particularmente interessados neste trabalho.

Cohen-Tannoudji, Dupont-Roc e Grynberg (COHEN-TANNOUDJT;
DUPONT-ROC; GRYNBERG, 1992) derivaram perturbativamente a equacao
mestra para um sistema com um espectro denso de energia, estudando
o caso de um sistema microscépico na presenca de um banho térmico.
Neste processo, surgem naturalmente valores esperados de operadores,
tomados sobre estados do banho térmico, os quais sao o ponto de par-
tida parar construirmos, de primeiros principios, uma equacao mestra
dependente da temperatura.

No Capitulo 2, apresentaremos a teoria da medida no qual in-
troduzimos uma forma “natural” de abordar sistemas quanticos, apre-
senta por Schwinger (SCHWINGER, 1959, 1970), em 1959; a teoria é
baseada na ideia de se efetuar medidas seletivas sobre um ensemble de
sistemas. Mostraremos a construgao axioméatica da teoria e, por fim,
construiremos, de maneira heuristica, um estado térmico. No Capitulo
3, procedemos a construgao dos estados térmicos da TFD na repre-
sentacao de nuimero, apresentando exemplos simples, indicando, com
as generalizacoes adequadas, que é possivel estender nossos resultados
a teorias de campo, tratando o exemplo do campo escalar livre.

A seguir, no Capitulo 4, construiremos a equagao mestra a partir
da equagao de Von Neumann na aproximacao coarse-grained e intro-
duziremos a fungao de correlagao de dois pontos que descreve o com-
portamento do reservoir. No Capitulo 5 aplicaremos a equagao mestra
térmica para um oscilador que descreve uma particula browniana em in-
teracao com um conjunto de osciladores e para um oscilador fermionico
na presenca de um banho térmico fermionico.

No ultimo capitulo faremos algumas consideragoes finais, apon-
tando para perspectivas de continuagao deste trabalho.
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2 TEORIA DA MEDIDA

A teoria da medida classica esta implicitamente baseada na ideia
de que a interagao entre o sistema fisico e o aparelho de medida possa
ser feita arbitrariamente pequena, de tal forma que se possa falar de
uma medida idealizada, na qual nao se perturbem as propriedades do
sistema ou estas possam ser exatamente compensadas. Porém, é uma
caracteristica dos sistemas quanticos que a interacao entre sistema e ins-
trumento nao pode ser ignorada ou compensada, devido ao seu carater
probabilistico. Assim, a medida de uma propriedade pode produzir
mudancas incontrolaveis nos valores previamente atribuidos as demais

propriedades.
Seja um sistema fisico ideal, no qual qualquer observivel A as-
suma somente um numero finito de valores distintos, @, ... , a™ e

M (a’) represente uma medida seletiva, em um ensemble de sistemas
similares e independentes, que somente aceite os sistemas que possuam
o valor d’ e rejeite todos os demais. De acordo com sua definicdo, os
simbolos de medida possuem as propriedades

> M(d) =1, (2.1)

M(a )M (a") =6 (a',a") M(d'), (2.2)
onde
I N
§(a'ya") = L e=a
0, a #a’

Dois observéaveis A; e A s@o compativeis se a medida de um
nao destréi a informacgao obtida por uma medida anterior do outro. As
medidas M (a}) e M (a}), efetuadas em qualquer ordem, produzem um
ensemble de sistemas para os quais se pode atribuir simultaneamente
os valores a) para A; e al, para As,

M (ay,a5) = M(a1)M(a3) = M(as) M (a7).

Por um conjunto completo de observéaveis Aq, ... , Ay entende-
se que todos os observiveis sdo compativeis par a par, e nao existe
nenhum outro observavel compativel com qualquer um dos observaveis
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do conjunto A. O simbolo de medida

descreve entao uma medida completa, tal que os sistemas escolhidos
possuem valores definidos para o nimero méaximo de atributos. Um
tipo de medida mais geral incorpora uma perturbagao que produz uma
mudanga de estado do sistema sondado. O simbolo M(a’,a”) indica
uma medida seletiva na qual somente sao aceitos sistemas no estado a’”
emergindo no estado a’. A medida M (a’) pode ser vista como um caso
especial no qual nao ocorrem mudancas,

M(d',a") = M(a').

A multiplicagéo de simbolos de medida do tipo M (a’,a’) é dada
por ' 4
M(a/’ a”)M(CLW, al’l}) — 6(0///’ a/”/)M(a/7a/ZU);

nota-se, do ordenamento das medidas, que a multiplicacao de simbolos
de medida é ndo comutativa. Além do conjunto A, podemos formar
outros conjuntos completos B, C, ... mutuamente incompativeis; para
cada escolha de observaveis nao interferentes existe um conjunto de me-
didas M (v',b"), M(c',c"), ... . Assim, a medida mais geral possivel en-
volve dois conjuntos de observaveis incompativeis. O simbolo M (a’, ")
indica uma medida seletiva na qual sao rejeitados todos os sistemas ex-
ceto aqueles no estado b’ e permitindo apenas aos sistemas nos estado
a’ emergir. A lei geral de multiplicacao sera

M(a b YM(,d') = (V)M (d,d),

onde (b'|¢’) é um nimero caracterizando a relagéo estatistica entre v’

e ¢’. Em particular,

Pode-se escrever com a ajuda da propriedade para soma de simbolos
(2.1)

MUY, d)= ZM(a')M(b’, d)= Z (a'|V'y M(d, )

a’
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e similarmente
M(a', V) => " (t'|d)M(a',c), (2.3)
c/
0 que mostra que simbolos de medida de um tipo podem ser expressos
como combinacao linear de simbolos de medida de outro tipo. A relacdo
geral é dada por

M(,d) =" {a'|) (V) M(d, V).
'ty
O numero (a’| V') pode ser visto como uma fun¢do numérica li-

near do operador M (V/,a’); esta correspondéncia entre operadores e
nimeros serd mapeada pelo trago

(' |V =tr [M (V,d)]. (2.4)
Utilizando a notagao
M@, )= V) {a'|,

notamos que o trago atua como se efetuasse uma rotacao ciclica nos
estados. Das equagdes para soma de simbolos (2.1) e (2.4) pode-se
determinar a forma de um operador X na representacao dos simbolos
de medida,

X=> M()XM®)=> (d|X|t)M(d,V), (2.5)

/b/ a/b/
(@ |X|VY =Tr[XM ¥,d)].

Assim, o valor esperado de uma observavel A para um sistema
na base b’ é

(A)y = (' [A[b) = Tr [AM (V)]

onde |b') (V| pode ser interpretado como o operador de projecdo do
estado fisico do sistema na base de estados |b'). Se ao invés de um
estado puro |b’), considerarmos um estado composto de uma mistura
estatistica dos possiveis estados acessiveis de B, que ocorrem com pesos
estatisticos 7 (b'), tais que

» r )=
v
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a média estatistica de A no ensemble sera

(A) = w (V) (A), => m¥)tr[AM (V)] =Tr[pA],  (2.6)
v

b

onde define-se o operador densidade
p=>_m()M®{).
b/

Para um estado puro [b")
m () =5 (,0),

de modo que

p=> V) M) =MD",
b/
de onde segue imediatamente que, para um estado puro,
p=p.

No préximo capitulo serda estudado de forma detalhada o for-
malismo no qual sao introduzidos estados térmicos. Por consisténcia,
mostraremos a seguir que tais estados emergem naturalmente na teoria
da medida, se as relagoes apropriadas forem introduzidas. Por con-
veniéncia, consideremos a base M (n,m) associada ao operador nimero
N, na qual os elementos de matriz sdo diagonais; da equagao (2.3), a
expressao para p torna-se (TOMAZELLI; GOMES, 2009)

p= Z\/TF (En) 7 (Em)d (n,m) M (n,m) .

n,m

Para tratarmos de sistemas em equilibrio térmico, introduzimos
um sistema auxiliar, duplicando os graus de liberdade do sistema ori-
ginal, através da relagao

§(n,m)=4(n,m);

logo

p= Z VT (E‘n)ﬂ—(-Em)(S (nvm) M(n7m)

n,m

=Y V7 (En) 7w (Em)M (n,71) M (72, m)
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[ vEE | | VE @ )| = o) 0

de modo que

)= V(B |n, 7).
n
Para um dado observavel, temos entao

(0s) |F0¢3)) = Tr (Fp) = Tr (F |0s)) (0¢s)|)

=Tr (Z\/W(En)ﬂ(Em) [m) (m| F[n) <ﬁl>

n,m

=SV (Ea) 7 (En) (il i) (m] Fn)
= Zﬂ' n| F |TL>

Lembrando que os “estados” |n,n) sdo, na realidade, projetores
na teoria da medida |n) (7], a atuagao do operador niimero N, perten-
cente ao espago auxiliar, deve ser entendida como

N|n,7i) = NM (n,7) = [MT (n, 1) NTT - [M(n,ﬁ) Kr]*,

onde utilizamos o fato dos simbolos de medida constituirem uma base
hermitiana do espaco de operadores, isto é

M (n,7) = M (n,7).

Por 1ltimo, se reconhecermos que, para um sistema em equilibrio
térmico,
7 (E,) = Z e PEn,

resulta
|0¢g)) = Ze P En |n, 7). (2.7)

De fato, a expressao anterior corresponde a um estado depen-
dente da temperatura. Na linguagem da teoria da medida, o operador
densidade que caracteriza um sistema em equilibrio térmico projeta
seus estados no vacuo térmico dos operadores associados aos respec-
tivos observaveis. Podem-se relacionar os simbolos de medida com os
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operadores da mecénica estatistica, os quais serao amplamente utiliza-
dos nos préximos capitulos. Porém, por conveniéncia e facilidade de
interpretacao, serd utilizada a notacao convencional, lembrando sem-
pre que se pode retornar aos simbolos de medida através das relagoes
anteriores.
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3 ESTATISTICA QUANTICA

Neste capitulo estudaremos o formalismo introduzido por Umezawa
e Takahashi (TAKAHASHI; UMEZAWA, 1975) para uma teoria de campo
térmica de tempo real; na se¢ao 3.1 desenvolveremos o formalismo via
valor esperado no vacuo; na se¢ao 3.2 mostraremos como podemos al-
cancar estados térmicos através de uma transformacgao de Bogoliubov;
por ultimo, na secao 3.3 implementaremos o formalismo no caso de um
campo escalar livre.

3.1 THERMOFIELD DYNAMICS

Para um sistema quantico em equilibrio térmico a temperatura
T, no ensemble candnico, a média estatistica de um observavel A, é
definida como

(A) = Z7'Tr [Ae 1], (3.1.1)
onde
Z =1Tr [eiBH] ,
B=(kpT)™",

sendo H o hamiltoniano total do sistema, Z a fungao de particao e
kp a constante de Boltzmann. Busca-se construir uma representagao
na qual os valores esperados em um vacuo térmico coincidam com as
médias estatisticas no ensemble

{0(6) 14 0g)) = (4); (3.1.2)
definida a atuacao nos estados ortonormais

(m|n) = dpmn,

a equagdo para as médias estatisticas (3.1.1), e consequentemente o
valor esperado (3.1.2), torna-se

(0g) [A10g)) = 271> e PP (m] A n) pn. (3.1.3)

Assume-se que o estado ’0([3)> possa ser expandido em termos
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dos autoestados |n)
0)) =D _fu (B) In) ; (3.1.4)

substituindo (3.1.4) em (3.1.3) e comparando ambos membros da equagao
resultante, devemos ter necessariamente

Fr (B) [ (B) = Z7 e PP 6. (3.1.5)

Da equagao anterior conclui-se que, devido ao termo 6,,,, 0s
coeficientes f,, (8) ndo podem ser meramente niimeros, mas devem ser
estados. Assim, o estado |O(ﬁ)> estd no espago gerado pelos estados
[n) e f (8). Para construir esta representagao é conveniente introduzir
um sistema adicional ficticio “idéntico” ao original, chamado sistema
dual, de forma que f,, () pertenga a este novo sistema. Tal sistema é
caracterizado pelo hamiltoniano H,o qual atua nos autoestados |n) de
acordo com _

H [i3) = En |,

(771| ﬁ> = mn,
onde os autovalores E,, sao, por defini¢do, iguais aos autovalores do
sistema original. Da forma da equagéo (3.1.5) conclui-se que
fu(B) =273 3P )

substituindo na expressio (3.1.4) para |0(g)) resulta
0)) = 272 e 2" [n 7, (3.1.6)
n

onde
In,n) = [n) @ [n).

A expressdo acima é equivalente a (2.7) encontrada no capitulo
anterior. Devido a incapacidade do espago de Hilbert original $) des-
crever corretamente o espago dos estados |O(5)>, tornou-se necessaria

a introducao do espago dual £, de modo que o novo espago H sera
definido como sendo o produto tensorial dos subespagos anteriores, £
e 9, _

H=H®5H.

Para que a equagao (3.1.3) seja satisfeita, um operador qualquer
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A devera necessariamente atuar somente no subespago correspondente
(m,m[A|n,n) = (m[A|n) ® (m|n) = (m|A|n) dnmn,
<m,m ]Z’ n'ﬁ> _ <m \21‘ ﬁ> ® (m|n) = <m ‘21] ’ﬁ> S

o que caracteriza a separabilidade dos dois sistemas. Pode-se, entao,
definir a atuag@o dos operadores A € $) e A € § sobre o espaco H como

A=ARI,
gzﬂ@ﬁ.

O mapeamento entre os subespacos ) e $ é chamado conjugacao
dual ou til e define uma série de regras:

AB = AB (3.1.7)

(@A 1 BB) = a*A+5*B; a,feC (3.1.8)
At = (Z)T (3.1.9)

A=o4, (3.1.10)

onde
_ 1, p/ bésons
7= -1, p/ férmions

Destas propriedades pode-se concluir que a correspondéncia é
um a um, o mapeamento é antilinear com respeito ao espago origi-
nal e invariante frente a transformagoes de Bogoliubov, as quais serao
apresentadas posteriormente na se¢ao 3.2. A regra (3.1.7) pode ser
aplicada ao produto NM (n,n) = N |n,n), no contexto da teoria da
medida, fornecendo

[NM (n,7)] = NM (n,71) = NM (7i,n) = N |71 (n], (3.1.11)

desde que M (n,n) = M (n,n). Impusemos que uma medida efetuada
sobre o sistema fisico no estado |n) faz com que o sistema auxiliar
emerja, necessariamente, no estado correspondente ao mesmo autovalor
n; do mesmo modo, uma medida efetuada sobre o sistema auxiliar no
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estado |n) fornece o autovalor n para o sistema fisico. Portanto,
M (n,n) =M (n,n). (3.1.12)
Segue entdo das equagoes (3.1.11) e (3.1.12) que
[N |n,7)] = N |n, i) = n|n, 7).

Esta ultima igualdade é decorréncia da propriedade (3.1.7) es-
tendida & teoria da medida, e nao uma imposicao adicional, como apre-
sentado originalmente (TAKAHASHI; UMEZAWA, 1975). Além destas, da
separabilidade dos estados, resulta

48], =451, =0

onde o sinal (—) representa o comutador e (+) o anticomutador, a serem
convenientemente utilizados conforme a dlgebra tratada seja bosonica
ou fermidnica. Agora, sera aplicado o formalismo desenvolvido para o
caso de osciladores bosonicos e fermionicos. Apesar da simplicidade dos
sistemas, estes serao de utilidade no tratamento de campos a tempera-
tura finita e no estudo de interagao com um reservoir térmico. Faz-se
um breve resumo da teoria espectral para operadores limitados inferior-
mente; definido o operador N e sua atuacao no estado ortonormalizado
|n) pertencente ao espago $,

N =ala,

N|n)=n|n). (3.1.13)

De (3.1.13) resulta que a atuagao individual dos operadores a e
a’, devidamente normalizada, deve ser

aln) = VAl —1),
alln) =vn+1jn+1).

Sendo a' o adjunto conjugado de a, como n é sempre nao nega-
tivo devido ao espaco de Hilbert ter produto interno positivo definido,
este deve possuir um valor minimo, correspondendo ao estado |0), tal
que

a|0) = 0; (3.1.14)

assim, pode-se construir um estado |n) a partir de sucessivas atuagoes
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de a' sobre o estado fundamental,

In) = % (a")" 0y. (3.1.15)

3.1.1 Caso Bosoénico

Um oscilador harménico de frequéncia w é descrito pelo hamil-
toniano

1
th(aTaJrQ),

onde a' é o operador de levantamento (ou criacdo) e a o operador de
abaixamento (ou aniquilagdo), os quais satisfazem a dlgebra

[a7aT] =1,

[a,a] = [al,a'] = 0.

Da equagao (3.1.13) encontram-se os autovalores de H,

1
H |n) :ﬁw(n+2> [n) .

Uma vez determinados os autovalores de energia, pode-se encon-
trar a funcao de particao e, por conseguinte, o estado |O( B)>' A &lgebra
bosonica nao impoe nenhum limite superior aos estados acessiveis. As-
sim, calculando a funcao de particao, obtém-se

s —1Bhw
_ —BH] __ —Bhw(n+i) _ € 2
Z =Tr [6 B ] —Ze ( 2) —m, (3116)
n=0
onde foi utilizada a soma de uma série geométrica,
ix" = 1 . (3.1.17)
o 1-2z

O mesmo resultado para a fungao de partigao (3.1.16) pode ser
encontrado se exigirmos a normalizacao do estado ‘O(ﬁ)>; assim sendo,
o estado ja estd normalizado, por construgao. A expressio (3.1.6) para
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o estado |0(5)> resulta, neste caso,

—1ghw o 1 _
0)) = (1—ﬁ> 3y e i) )

n=0

— (1 _ e—ﬁﬁw) % i e—%Bﬁwn ‘n7ﬁ> .
n=0

A equagado (3.1.15) é igualmente vdlida para os estados |n) do
espago dual,
3.

Finalmente, o estado |0(5)> assume a forma

n!

i) = —— ()"
)= o @)

~T7l N
[0gg)) = (1 —e P> Ze ﬁhm#(o,o) (3.1.18)

Nota-se que o estado ‘O(ﬁ)> nao esta vazio; logo, espera-se que a
média estatistica do operador nimero N nao seja nula. Assim,

(0gs) [N 0gg)) = (1= e PM) 3 e PMm (5o, n [N, 7).
n=0

A partir da soma da série geométrica (3.1.17) pode-se obter, por
diferenciacao,

n=0 n=0 (1 - :L’)
de modo que, o nimero médio de particulas no estado é a distribuicao
de Bose-Einstein (BE)

(0gs) [N 0gg)) = (7™ = 1) " (3.1.19)

Portanto, como esperado, o niimero médio de particulas no vacuo
|0(5)> estd relacionado a temperatura através da distribuicao BE.
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3.1.2 Caso Fermionico

Um oscilador fermionico de frequéncia w é descrito pelo hamil-

toniano
1
H = hw (aTa — 2) ,

onde os operadores fermionicos devem satisfazer a algebra

[a,aT] =1,

[a7a]+:[a7 ]+:O7

a qual impoe a condigao

[af,at] . |0) = (aT)*|0) = af 1) = 0.

+

Esta expressao mostra que os unicos estados acessiveis sao |0) e
|1), o que corresponde ao principio de exclusdo de Pauli. Calculando a
funcao de particao, temos

1
7 — Ze—ﬁhw(n—%) — e%ﬁhw + e*%ﬂhw = 2cosh <;Bhw> )
n=0

de onde resulta o vacuo térmico

1 1 1 1
0s)) = [2c0sh (38hw)] "2 32 e 3(n=b) |n, )
n=0
= [2c0sh (LBhw)] "+ (39 4 e=matat) J0,0).
(3.1.20)

A média estatistica do operador ntimero N é
(003 IN10gs) = [200sh (§6w)] ™" =3 (T.1]¥]1,T)
= (P 1)
Como esperado, o nimero médio de particulas no vicuo |0(5)>7

para o caso fermidnico, estd relacionado a temperatura através da dis-
tribuicao de Fermi-Dirac.
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3.2 TRANSFORMACOES DE BOGOLIUBOV

Nesta secao mostraremos que o processo de termalizagao pode
ser igualmente alcangado através de uma transformacao de Bogoliubov,
se as relacOes entre estas forem corretamente estabelecidas. Até o mo-
mento, a principio, o estado |O( ﬁ)> poderia ser qualquer estado, embora
ja o tenhamos definido previamente como o vacuo da teoria. Com tal
propdsito, serd postulada a existéncia de um operador @ € Hg e seu
auto adjunto af, tal que

a|0¢s)) =0, (3.2.1)

tornando |0(6)> o véacuo da teoria; os operadores « e af satisfazem a
algebra
[a,aT] =1.
:F

A transformacao responsavel por mapear os espacos Hg e H |9,
conhecida como transformacao de Bogoliubov, é definida como

a=U(0)aU"1(0),
(3.2.2)
al =U0)a'U (0),

onde U (#) é o operador unitério
U(0) = GO

sendo G (6) o gerador da transformacao e § = 6 (8) uma fungéo da tem-
peratura . Utilizando a expressao (3.2.2) pode-se relacionar o estado

|0(5)> com o estado |0) = ‘0,6>, invertendo-a,

a=U"1(0)alU ().

Aqui, por simplicidade, como nao fazemos referéncia a operado-
res do sistema auxiliar, denotaremos o estado de vacuo do operador
nimero N = a'a e o vicuo do espaco de estados |n,n) pelo mesmo
simbolo |0), ao invés da notagao |0)) usualmente empregada. Atuando
a expressao acima no estado |0) e comparando com (3.2.1), obtém-se

al0) =U"1(0)alU (6)]0) =0,
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tornando clara a relacdo entre os estados fundamentais nos dois espacos
10)) =U (0)]0).

3.2.1 Estados Squeezed

Naturalmente, os vacuos variam conforme o sistema em estudo,
tendo como caracteristica conter informacgao sobre este. Nesta secao
impoe-se que o pacote de onda que descreve uma particula bosonica
tenha a propriedade de saturar o principio de incerteza

(o)) <1

<(Aq)2> < g

O gerador responséavel por incorporar tal restrigao é o bilinear

ou

G (0) = zg [a2 — aT2] ,

onde 6 é positivo definido; substituindo na transformacao (3.2.2) encontra-
se
a=e 2(a*-a")ges(a*~a™?) (3.2.3)

Utilizando a relagao de Baker-Campbell-Hausdorff

MBe M = B+ A[A, Bl + %v [4,[A, B]] + %AS [A,[A,[A,B]]] +---,

(3.2.4)
obtém-se para o em (3.2.3)

calculando os comutadores
[(a2 — aTZ) ,a] = — [aTQ,a} = ZaT,

[(a2 - aT2) ,aT] = [az, aT] = 2a,
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encontra-se a forma linear do operador de aniquilagdo «, dado por
a = (1+%(—9)2+%(—9)4+-~-)a— (0+L6°+ 505+ )al
= cosh (0) a — sinh () al.
Analogamente, encontra-se o de criacio a,
o = cosh (0) a — sinh (0) a’, (3.2.5)

ol = cosh (0) a' — sinh (6) a. (3.2.6)

Tais operadores apresentam uma dependéncia explicita em 6,
de fundamental importancia, pois carregam a informacao referente a
temperatura (posteriormente 6 serd reconhecido como fungao nao linear
da temperatura). E de interesse encontrar explicitamente a estrutura
de |O([3)>; uma forma de proceder é fatorar a exponencial U (0) em
produtos de exponenciais, o que nao pode ser efetuado de forma trivial
devido a nao comutatividade dos operadores,

U (0) = e3(a'?-0%) = cytanh(0)a™ ginlcosh(9)][a'? a’]  3tanh(9)a®

(3.2.7)

A deducao desta ultima equacao pode ser encontrada no apéndice

A. Expandindo o termo a direita em série de poténcias e atuando em
|0), resulta

|0s)) = U (6)[0) = e3tanh®)a™ ¢ dinleosh@)fa'a”] |g)

como

segue que
|O(ﬁ)> _ e—%ln[cosh(@)]e%tanh(Q)aTQ |0> ) (3.2.8)
Esta expressao mostra que o vacuo |0( B)> é constituido por uma
superposi¢ao de estados com um nimero par de particulas “a”.

3.2.2 Estados Squeezed de Dois Modos

Pode-se estender o estudo anterior, introduzindo um segundo
conjunto de osciladores pertencentes ao espaco ), para os quais temos



33

a transformacao de Bogoliubov
a=U(@)aUu-1(9),
at =U (0)atu=1(0).
Neste caso, o gerador responsavel por incorporar o espago dual

Gs (0) =0 [aa —a'al].

Procedemos de maneia andloga aquela da secao anterior a fim
de obter as equagdes (3.2.5) e (3.2.6) para a e a; efetuando a trans-
formacao acima se obtém para a expansao

1
a=a—"0 [(aZi — EZTaT) ,a]—i—i (—6’)2 [(aa - ZiTaT) , [(aZi - ?iTaT) ,a]]—|—~ e
(3.2.9)
Substituindo nesta expressao os comutadores

[(aa —a'a') ,a] =3 (3.2.10)
e

[(aa —a'a'),a'] = a, (3.2.11)
resulta

a = (1+%(—9)2+%(—9)‘*+-~-)a—(9+%93+§95+-~-)cﬁ

= cosh (0) a — sinh (9) a'.

Analogamente, obtém-se os demais operadores de criacao e ani-
quilacao, listados abaixo:

o = cosh (0) a — sinh () a', (3.2.12)
of = cosh (0) a' — sinh ()4, (3.2.13)
& = cosh (0) @ — sinh (0) a', (3.2.14)
&' = cosh (0)a' — sinh (0) a. (3.2.15)

Da mesma forma, encontra-se o vacuo para os estados squeezed
de dois modos,

—In[cosh(0 anh(0)atal
100g)) = ¢~ nleosh (@) gtan(o)

0,6> : (3.2.16)
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O vécuo (3.2.16) é um condensado de pares aa; devido a sua
estrutura, o vacuo é, entao, invariante frente a conjugacoes til

10))" = 10(s)) »

o que estd de acordo com o discutido na segao 3.1, se considerarmos
0 vacuo térmico como uma combinagao linear de simbolos de medida.
Este também apresenta uma estrutura similar ao estado encontrado na
secdo anterior para o caso do oscilador bosonico (3.1.18). Comparando-
0s,

cosh (0)71 gtanh(9)a’a’ _ *ﬁhw Zefgﬂh ) n'(af) ’

resultam as relagoes
tanh () = e~ 2P
cosh () = (1 —e Ph) 3, (3.2.17)
sinh () = (e —1) -3,

possibilitando o mapeamento entre os dois formalismos. Por tltimo,
atuando a e & no vécuo |0¢g) ), resulta de (3.2.12) e (3.2.14)

at [0s)) = tanh (0)'@]0¢s)),

(3.2.18)
af ’0(5)> = tanh (9)71 a ‘0(5)> .
Substituindo em (3.2.13) e (3.2.15), obtém-se
OéT |0(B)> = sinh (9)71 a |0(5)> = cosh (9)71 aJr ‘O(ﬂ)> 5
(3.2.19)

&T |0(5)> = sinh (9)_1 a ’0(5)> = cosh (9)_15T ‘0(5)> .

Das relagoes (3.2.18) e (3.2.19) conclui-se que as particulas do
espaco dual podem ser interpretadas como “buracos”; as constantes
de normalizagdo presentes em (3.2.19) estao relacionadas com o fator
de Boltzmann através das relagdes (3.2.17), o que é caracteristico de
processos quanticos onde se adiciona uma particula a um sistema que
contém particulas em equilibrio térmico.

Neste ponto, é oportuno invocarmos um resultado da teoria dos
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operadores lineares, conhecido como II Lema de Schur:

Lema. Seja A um operador linear, definido sobre o espago gerado pelos
autoestados do operador niumero N. Se

[Aja] =0 = [A,aT] ,

entao
A= dal, aeC.

De acordo com o II lema de Schur, ndo existem subespagos de es-
tados na representacao de niimero que sejam invariantes sob a agao dos
operadores escada e quaisquer representagoes de nimero, construidas a
partir de um mesmo estado fundamental (ou “vdcuo”) através dos ope-
radores de levantamento, sao equivalentes sob transformacoes unitarias.
Como o estado fundamental do sistema auxiliar distingue-se do res-
pectivo estado associado ao sistema fisico, o mesmo pertence a outro
espaco de estados, construidos através da atuagao de novos operado-
res de levantamento, cuja representagao também é irredutivel; assim,
a representagao |n,n) constitui uma representagao redutivel a um dos
o).

O gerador da transformagao de Bogoliubov U (), é construido a
partir de operadores que atuam em ambos subespacos, transformando

subespagos gerados por |0) ou

0 vacuo 0,0> num estado que caracteriza o vacuo de uma nova re-

presentacao irredutivel, inequivalente a representacao a qual pertence
o dubleto |n, ).

3.2.3 Estados Squeezed Fermionicos de Dois Modos

Repetimos o estudo da se¢do anterior para o caso fermionico,
respeitando agora a algebra

[a,aT]+ = [5,5T]+ =1,

la,a], = [a,mh_ =0.

A transformacao de Bogoliubov assume a mesma forma (3.2.9);
assim, para encontrar o devemos resolver os comutadores em termos
dos anticomutadores, o que pode ser alcancado utilizando a relagao

[AB,C] = A[B,C]; — |A,C], B.
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As expressoes para os comutadores (3.2.10) e (3.2.11) tornam-se
[(aa —ETaT) ,a| = [@",a] a’ —atlat,a)y = —af,

[(aqa —a'a'),—a'] = [a,a"]4ad — a[a,a']+ = —a.

Substituindo estes tiltimos na expanséao (3.2.9) encontra-se « e,
por conseguinte, os demais operadores

o = cos (0)a+ sin(0)a’,
of = cos (0)a’ + sin (0) 4,
a = cos (0)d — sin () a',
al =cos(#)a’ — sin () a.

Para calcular |05)) expande-se a exponencial U () em série de
poténcias, atuando sobre o estado |0),

—9(@5—6T af )

N =1 ]~
|0s)) = e 0,0>=;)n!9 (@al —aa)" |0,0). (3.2.20)

Calculando as primeiras atuagoes, reconhecemos o padrao

(aa’ —aa) |0,0) = afal|0,0),
(afa’ — aa)” |0,0) = ~[0.0).
(aat —aa)’[0,0) = —atat|0,0),
(afa’ — aa)* |0,0) = 0,0).

Substituindo em (3.2.20), obtém-se

0¢g)) = [cos(0) + sin(G)ETaT]

0,6> . (3.2.21)

A expressdo para o vdcuo (3.2.21) mostra que este é um con-
densado fermionico de pares aa; da mesma forma, comparando com o
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estado fermiénico (3.1.20), tem-se

1
~ 1 2 ~
cos(0) + sen(f)a'al = |:2608h (267%)} (eiﬁh“’ + e‘iﬁhwaTaT) )
resultando nas relagoes
cos(9) = (1+ e‘BrM)_% ,

sin(0) = —(1+ eﬁh”)fé .

Para o sistema fermionico, a interpretacio das particulas a e a é
analoga ao caso bosonico. Neste caso, porém, a conexao ocorre, como
esperado, através da distribuicao de Fermi-Dirac.

3.3 O CAMPO ESCALAR LIVRE

Os campos livres podem ser considerados como infinitos oscila-
dores harmonicos, por isso nao é de estranhar que o formalismo intro-
duzido anteriormente possa ser estendido a campos. Contudo, devem
ser introduzidos campos duais aos originais, os quais possibilitarao ter-
malizar o novo sistema via transformacoes de Bogoliubov. Exempli-
ficaremos esta ideia para o campo de Klein-Gordon. A equagdo de
Klein-Gordon massiva

(O+m?) ¢ =0,
onde e
1
O=—-— —V?
c2 ot? V5

possui como solugao, para um campo real, escrito em termos de opera-
dores de criacao e aniquilacao

dSk 1 —ip.X ip.X
'l/)(x) _/(27.[_)3/2\/% |:ak€ p- +a£€ p- 5 (331)

onde p e x sao quadrivetores do espago de Minkowski, tais que, p.x =

- [— .
— k.7 + k%0 e wy, = \/ k2 +m2 E necessério dobrar os graus de
liberdade do sistema; assim, introduz-se o operador de campo dual
1 (x), que pode ser construido aplicando as regras de conjugagao til a
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equagdo (3.3.1),

~ 1 A3k
Y (x) = W o

Consegue-se reescrever o operador de campo na forma de dubleto

Ux)=| ~ = - — ~ e PX [ k)X
&) ( ¥ (x) (2m)3/% ) 2wy af, ar
Como visto nas secgOes anteriores, os operadores ay, estao relacio-

nados linearmente com os operadores «y,. Tal ligacao pode ser expressa
em termo de uma matriz A (6), tal que

( gi > = A, (0) ( gz ); (3.3.2)

para o caso squeezed bosonico essa matriz é

_ [cosh (0)) sinh (0f)
A (0) = (mh (0:) cosh (9:>) '

Substituindo ag, dado por (3.3.2), em ¥ (x), obtém-se os opera-
dores de campo dependente da temperatura

o= f w3 ()]

ou, em termo de frequéncias positivas e negativas,

|:~kezp x4 aT —ip. x:| )

3 «

¥ (x,0)" = 5 1)3 - \j% « (6) e—iP-X< o ) (3.3.3)
3 ) a’r

U(x,0)" = (27:)3/2 \j% 1 (8) P ( o ) . (3.3.4)

Uma vez encontrados os operadores de campo pode-se calcular,
por exemplo, a funcao de Green de dois pontos a temperatura finita.
Definimos o dubleto conjugado

o= (5 )
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e o comutador em termos das componentes

A= W (x,0),T (y,0)]" = AT 4 ABE-

Ty

onde .
_ 7
rt = (w0 T y0| (3.3.5)

I3

ARE= — [\1/ (x,0)” ,@(y,a)ﬂ (3.3.6)

As relacoes de comutagao entre os operadores de campo ay, a,t,
Qy e &Z Sa0

[, a:;] = [&k&(ﬂ =53 (k—q).

A partir de AEST e AKS™ . podemos deduzir os propagadores

avancado, retardado e de Feynman, definidos como

Ay = —0(—7) DIEF — 0 (—7) Aks—,
Aé‘fet)xy = 0(r) AT +0(1) AR5,
Bl = 0(0) 0457 —0(=r) A5~
além do invariante .
L _ + —_
A/(1)901/ - AZS B Aﬁg ’

onde 0 (1) é a “funcao” de Heaviside e 7 = g — yo. Estamos principal-

mente interessados em A‘(Lf)x He
y (ret)zy

a correlagao simétrica e a susceptibilidade (TOMAZELLI; COSTA, 2003).

e A por estarem relacionados com
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4 A EQUACAO MESTRA

Neste capitulo voltaremos nossa atengao ao estudo da evolucao
dinamica de um sistema de particulas; na segao 4.1 derivaremos uma
equacao de operadores para descrever esta evolugao; na segao 4.2 pro-
jetaremos esta numa base e veremos como as particulas evoluem e,
finalmente, na se¢do 4.3 veremos como um sistema microscépico in-
terage com um reservoir contendo um numero grande de particulas,
possibilitando a incorporagao de temperatura através dos resultados
obtidos no capitulo 3.

Comegaremos introduzindo nosso sistema e as restrigdes sobre
o mesmo, estudando o caso de um pequeno sistema A em interacao
com um sistema R, o qual deve ser muito maior que A, de forma que
nao ocorram variagoes macroscopicas; tais sistemas possuem a carac-
teristica de apresentar duas escalas de tempo muito diferentes: 7., o
tempo médio de uma flutuagao em R e Ty, o tempo médio de uma va-
riacao do sistema A; exigiremos que o acoplamento seja fraco na escala
de 7., condicao normalmente conhecida como motional narrowing.

4.1 EVOLUCAO DO SISTEMA A NA REPRESENTACAO DE INTERACAO

O hamiltoniano do sistema A + R na representagao de Schrodin-
ger sera
HS =H5 + H + V7, (4.1.1)

onde H? é o hamiltoniano do sistema A, Hj o hamiltoniano do reser-
voir e V5 a interacio entre estes. A equacdo responsavel por descrever
a evolucao de um sistema em termos do operador densidade, na repre-
sentacao de Schrodinger, é a equagao de Von Neumann
—p%(t) == [H%,p% (1)]. 4.1.2
5" () = = [H7,p° (1)] (4.1.2)
Porém, é de maior interesse trabalhar na representacao de in-
teragao de H 4 + Hpg; nesta, se a interagao for suficientemente pequena,

o operador densidade evoluird mais lentamente. A representacao de
interacao pode ser alcancada através da transformagao unitaria

U (t,to) = e%i fttb dT(HA-Q-HR)'
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Com ty = 0, a equacdo de Von Neumann (4.1.2) na representacao
de interacao torna-se

—pt)=—=[V(),p(t)], (4.1.3)
p(t)=U""(6)p° (U (),
Vt)=Ut@t) VU (1).

Neste ponto, serao introduzidas certas consideragoes a respeito
do sistema, as quais serdo de utilidade na resolugao da equagao (4.1.3).
Como mencionado, o sistema é composto pelos subsistemas A e R; no
entanto, algumas vezes é conveniente observar apenas um dos subsis-
temas, permanecendo o outro inalterado. Tal feito pode ser alcancado
introduzindo os operadores densidade reduzidos

oa(t)=Trrlp ()],

or(t)=Tralp(t)],

onde Trgr e Tr4 representam os tragos parciais com respeito a R e A,
respectivamente. Assim, o4 descreve completamente o subsistema A e
oRr o0 subsistema R. Se os subsistemas estiverem fracamente acoplados,
a perturbagao ao longo do tempo que A provoca em R, em primeira
ordem, é muito pequena e pode ser desconsiderada,

or(t)=20or(0) =0g. (4.1.4)

A equacado anterior equivale a dizer que o reservoir estd num
estado estacionario e, portanto,

[HR,O'R} =0.

O potencial de interagao é separavel, possuindo na representagao
de interagao a forma

V(t)=—-R(t)®A(t). (4.1.5)
O valor médio de R® no subsistema R é, por definicdo, nulo

(R%) =Tr [ogR%] = Tr[orR (t)] = 0; (4.1.6)
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da equagao acima deduz-se, utilizando a propriedade
TralA® B] = BTr[A], (4.1.7)
que

TrlorV ()] = Trr [or (~R (£) ® A(1))] = —A () Tr [orR (1)] = 0.
(4.1.8)
Devido ao sistema ser fracamente acoplado, na aproximacao de
coarse-grained (COHEN-TANNOUDJI; DUPONT-ROC; GRYNBERG, 1992),
Tx > At > 1., é aceitavel assumir que o termo de correlagdo possa ser
desprezado

p(t) =04 (t) @R (t) + peor () ~ 04 (t) © or. (4.1.9)

A ideia por trés desta aproximacao é que a correlagao desaparece
depois de um tempo da ordem de 7., contribuindo muito fracamente
para evolugdo de o 4 no intervalo [¢,t + At]. Dadas estas consideracoes,
pode-se resolver a equagdo diferencial (4.1.3). Integrando entre t e
t + At, temos

1 t+At
p(t+ A8 —p(t) = m/t dt' [V ('), p (1) (4.1.10)
e, entre t e t',
p(t)—p(t)= %/t dat" [V ("), p(")]. (4.1.11)

Substituindo (4.1.11) em (4.1.10) resulta
p(t—i—At) _ p(t) + % tt+At dt' {V (t/) ,p(t) + %f:/ dt" [V (t"%p(t”)]}

= p()+ & J A [V (@) o (1)

() [ a [ e v @) v @) e ()]
Tomando o trago parcial com respeito a R, obtém-se

Aoa(t) =% [FaTrp [V (), p(t)]

(L) e [P TR [V (), IV (), p ()]
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onde
Ao (t)=Trrp(t+At)] —Trrlp(t)];

substituindo a aproximagcao (4.1.9) para p (t) na equagao (4.1), podemos
entao escrever

Aoa(t) =~ L [T Trp [V (), 04 (t) @ og)

()2 A [ At TR [V () [V (#7)0a (1) @ oR)).

Comparando o primeiro termo a direita na equagao anterior com
(4.1.8), nota-se que

Trr[V(t'),0a(t)@cor]|=Trr[V {#')or]oa(t)—oa (t) TrrocrV ()]
fornecendo

Aoy (t) ~ (;)2[+At dr’ /tt/ dt"Trr [V ('), [V ({#"), 04 (t") @ oR]];

(4.1.12)
substituindo V' (t) pela expressao (4.1.5), segue que
Aoa(t) ~ (L) [ ar [¥ drx

Trr[R({t) @ A(t'),[R(t") @ A(t"),04 (t") @ or]].
(4.1.13)
Expandindo o comutador acima e definindo a fungéo g (7)

g(r)=TrorR({t')R(")], (4.1.14)
a equagao (4.1.13) assume a forma

Aoa(t) =~ (%)2 AL gy ftt/ dt"g (1) x

t

(A)A")oa (") — A(t")oa (t") A(t'))

(4.1.15)
+ () A [F derg (—r) x
(ca () AW")AW)— At oa(t")A[")).

A equacao anterior representa a variacdo do subsistema A entre
os instantes ¢t e t + At; porém, estamos interessados em sua taxa de

:O,
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variagdo. Resgatando a aproximagdo de coarse-grained, Ty > At >
AO'A(t)
At

T., pode-se considerar a taxa de variagao como sendo a taxa

. A d t . . 77 . A~
Instantanea ”g‘t( ), e interpretd-la como a média da taxa instantanea.

De fato

Aoa(t) oat+At)—oa(t) 1 /f+At doy ()

At At T At dt’

dr';

para tempos menores que At, a aproximagao é responsavel por suavi-
zar as variagoes instantaneas. No entanto, caracteriza uma boa apro-
ximagao para tempos da ordem de Tr, de modo que a taxa de variacao
coarse-grained resulta

A
SR = L (RS A ) g (7)

(AE)A(t")oa(t") = A(t") oa (t") A(t'))
(4.1.16)

L (D) A g [ g (—7) x
(A (@) A[")A) - A(t")oa (") A{")).

Para prosseguir e integrar a equacdo (4.1.16), é necesséario saber
a forma de o4 (¢). Porém, na aproximagio de coarse-grained, pode-
se substituir o4 (t") por o4 (t); a validade de tal aproximagio serd
discutida no apéndice C. A seguir, a equagao (4.1.16) serd projetada
na base de autoestados do sistema A.

4.2 PROJETANDO NA BASE DOS AUTOESTADOS

Tomando o valor esperado da equagio (4.1.16) entre quaisquer
dois estados (a| e |b) do sistema A e definida a notagao contraida

Ao, (t) = (a|Aoa (£)|b), (4.2.1)

a equagao (4.1.16) torna-se
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2
|

Aa’zutb(t) 1t (%) t+At dt/f dt//

(alg(r) (A')A(")oa(t) — A(t")oa () A(t))]b)

L (L) A g [ g«
(alg(=7) (oA (t) A(t") A(t') — A(t") o (t) A(t"))] D).

(4.2.2)
Os quatro valores esperados presentes na equagao (4.2.2) sao

(a|A(F)Y A" oa (1) |b) = nZC:dAan (') Anc (") 044 (t) dab,
(alA(t")aa (t) A1) [b) = ZAac (") Aap (t') 0.4 (1),
{aloa () A(t") A(t) ) = nzc:dAdn (") Anp (1) 044 (t) Gac,
{alA(t At") |b) = %Aac (') Aap (t") 04, (1),

onde foram introduzidas, convenientemente, bases completas e adotada
a notagao contraida. Atuando na base dos autoestados

Hyln) =Es|n),
é possivel reescrever operador Ay, (t) como

EhHAtAS %LiHAt

Aw (1) = <a

b> _ 6i(wa7wh)t <a |AS| b> _ eiwabtAab,

eliminando assim a dependéncia temporal dos operadores. Os valores
esperados tornam-se

(alAYA[" ) oa(t)[p) = 3 ewantFionct" A AL oa, () dab,
(al A" oa () A(t') |b) = gg“d”'“%t”AacAdbo-Acd (t),
(aloa () A(E") A(t) |b) = i eront Fiwant” Ay Ao ay (t) dac,
(alA(t)oa(t) A") |b) = nzjed”’“t'“wdbt”AacAdbaAcd (t).

(4.2.3)
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Admitiremos que a funcdo g (1) possa ser escrita como
g(r)=> K (4.2.4)
,J

e na secao seguinte mostraremos que, de fato, a dependéncia temporal
da fungéo g (1) é exponencial. Substituindo os valores esperados (4.2.3)
e g (1), dado por (4.2.4), em (4.2.2) e reorganizando, obtém-se

Aca,, (1) 2 t+AL t
=R g () X Ky f,T T dt [ dt"oa, (1) x

1,5,¢,d,n

. o ’" . o 17
[ez(wan—i-wij)t el(wnc—w”‘)t AanAnc(Sdb _ ez(wdb—i-wij)t ez(wac—wij)t AacAdb

. o ” , ’ s 7
+ 62((.«)7,,},70.11]')75 ez(wd,nerij)t AdnAnb(Sac _ ez(wacfwij)t +7,(wd,;,+wij)t AacAdb .

(4.2.5)
Por 1ultimo, resolvemos as integrais, as quais podem ser divididas
em quatro integrais do tipo

t+At t ; N sV
ftJr dt/j;g dtllez(wa”er”)t ez(wnc wi )t AanAnc(sdb =

— SapAan Ane (Wne — wij)—l (Wan + wnc)_l (ei(wan-Fwnc)(t—O—At) _ ei(wanwm)t)
+ 6dbAanAnc (wnc - wij)il (Wan + wij)il 6i(wnc—wu)tx
(ei(wa,n“l'wij)(t“!‘At) _ ei(w,,,n—l-wij)t) i

Somando e simplificando todas as contribuicoes, e substituindo

na equagao (4.2.5), obtém-se a equagdo para a evolucao do sistema A
na base dos autoestados na representacao de interagao
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Ao t 2 -1
%0 ~ & (%) z Kijoa,, (t) {AacAdb (Wae — wij) X

i,5,¢,d,n

et (Wactwap)t (wap + wij)fl [ei(wachwdb)At _ eilwaptwiz) At _ pi(wac—wig) At | 1]
~BacAdnAny (Wan + wij) T e@m it (W 4 wg,) T (ellWntwan)At 1)
F0ueAdn A (Wan + wij)*l ei(@nbtwan)t (Wb — wij)*l (ei(wnb_wij)At _ 1)
—bapAanAnc (Wne — wij)_l ei@netwan)t (o 4 wm)_l (ei(‘*’a"*‘*’"c)m — 1)

+6dbAanAnc (wnc — wzj)_]' ei(wnc"l‘wan)t (wan + wlj>_1 (ei(wan"l‘wij)At — 1)} .

(4.2.6)

A equacao anterior, apesar de correta é de dificil interpretacao

fisica. Para extrair informagoes a partir da mesma, serd estudado no

capitulo 5 o caso de um oscilador harmonico acoplado a um reservoir.
A seguir, exibiremos o comportamento da fungéo g (1)

4.3 FUNCAO DE CORRELACAO DE DOIS PONTOS TERMICA

A funcao g (7) dada por (4.1.14) é de maxima importancia, pois
é responsavel por incorporar a informagao a respeito do sistema R e,
por conseguinte, da temperatura. Assim, utilizando-se os resultados
encontrados na segao 3.1, pode-se construir uma funcao de correlagao
dependente de temperatura g (7, 3). Reescrevendo g (1) como

gt t") =TrlorR (') R(t")] = Tr [aRe%HRTRSe%HRTRS} =TrlogrR(r) R,
(4.3.1)
onde 7 =t/ — t”, e utilizando o operador densidade térmico

or = |0)) (0|,

obtém-se a fungao de correlagao dependente de temperatura

g(1,8) =T [[05)) (03| R (1) R] = (0¢)| R(T) R[05)) . (4.3.2)
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Substituindo o véacuo térmico (3.1.6), obtém-se

g(1.8) = Zg"> e 2P EwHED (3 /| R (1) R|n,7) , (4.3.3)

n’.n

onde o subindice em Zpy indica que a funcao de partigao refere-se so-
mente ao subsistema R, e ndo ao total. Atuando na base dos autoes-
tados do sistema R encontra-se

(' ,n'|R(t)RIn,n) = (0| R(T) R|n) 6prn

= 0n'n <7’L/| RS |m> <m| RS |n> ei(wn/ﬂu,n)q—7

m

de modo que a equacgao (4.3.3) para g (7, 3) se torna

g (T7 6) = Z};lze—ﬂEn <n| RS |m> <m| RS |n> ei(“"n_wm)T7

m,n

ou, na notacao contraida,

g(7,B) = Zg'y e PEneionmT IRS.|”. (4.3.4)

n,m

Uma vez determinada a funcdo de correlacao térmica, pode-se

) o . Aoalt
facilmente encontrar a taxa de variacdo térmica %

g(7,B) em (4.1.16) ou reconhecendo que K;; = Zp'e PEi ’Rfj|2 em
(4.2.6). A fungédo g (7, 8) nao é uma fungao real, pois

g* (7—7 6) = g(_775) ;

pode-se, entao, dividi-la nas respectivas partes real e imaginaria; estas
por sua vez, estao relacionadas com fungoes estatisticas do reservoir,
que caracterizam como o sistema A é afetado pelo reservoir. A equagao
(4.3.1) pode ser convenientemente reescrita como

, substituindo

9(r)= 5T [on[R(7), RL,] + 5Trlon[R(r),R],  (435)

onde o primeiro termo corresponde a fungao de correlagao simétrica e
o segundo a susceptibilidade linear do reservoir.
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4.3.1 A Funcgao de Correlagao Simétrica

Seja Cr (7) a parte simétrica de g (1),
1 1
Cr(r) = TronR () R+ oRR(7)] = L (0.(r) + " (7).
Substituindo a equacao (4.3.4) para g (7, 8),

Cr(r,8) = Zz*Y e P |RS, | cos (wumr). (4.3.6)

n,m

e efetuando a transformacao de Fourier

CMM@Z%?/#%UﬂWWﬁ

a correlagao no espago das frequéncias torna-se

Cr(w,B) = Zélze_ﬁE" R§m|2/d7 (e_i(“_“’"’")T + e_i(“’*"""m)T) .

Reconhecendo a fungao delta

V276 (w) = \/% /dTe_iW7

segue que

Cr(w,B) = ZRl\/§Ze_BE” |R§m|2 [0 (w— wpm) + 8 (W + wpm)] -

(4.3.7)
Tanto Cg (1,8) em (4.3.6) quanto sua transformada Cg (w,3)
acima sao fungoes de autocorrelacao, responsaveis por descrever a dinamica
das flutuagbes do observdvel R no estado or. A susceptibilidade li-
near, apresentada a seguir, dita a dindmica do reservoir R sob uma
perturbacao externa.
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4.3.2 A Susceptibilidade Linear

Seja uma perturbacao da forma
VS (t) = =X (t) R, (4.3.8)

onde A (t) é uma fungdo cldssica. Substituindo a equagio (4.3.8) para
V9 (t) na equacio (4.1.3) para a evolugao dos operadores, temos

d A

%UR (t) = ’Lh

[R(t),0r (1)].

Note-se que, neste caso, ao tratar somente da evolugao do re-
servoir, os operados p e o coincidem. Integrando a equacao ante-
rior no intervalo (—oo,t'], com as condigdes de contorno V (t) — 0 e

or(t) = or para t — —00, 0 que equivale a assumir que o sistema
estava inicialmente isolado e em equilibrio, obtém-se

or (t') —UR_*/dtn)‘ ) [R("),or (t")];

multiplicando por R (t') e tomando o trago resulta

Trlor (') R(t)] =Tr[orR (1))

i [ AN TR or )~ on () R R,

Reconhecendo que
Trior(YR({)]) =Tr [0153 ) R] = (R)
e que o primeiro termo a direita, <RS >, na equagao anterior é zero, de

acordo com (4.1.6), segue que

& [ @A Tr R ) R ()R]
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Efetuando a substituicao t” =t — 7,

oo

(R) = %/dT)\ (' —7)Tr[of (' —7)[R(7).R]],

0

e recorrendo & funcdo de Heaviside © (1)

o (r) = {0, <0

1, 7>0

pode-se reescrever (R) como
— [an =)o),

onde )
Xr (7) = %@ (1) Tr [o5 (¢ — ) [R(7), R]].

Lembrando que a evolucao do operador densidade na representagao
de Schrodinger €, neste caso,

gg (t/—7'> :e%iHR(t/ )ggehHR(t _T) = 0OR,

onde foi utilizado o fato do operador Hi comutar com og; substituindo
em xg (7) encontra-se, como esperado, o segundo termo da equagao

(4.3.5) para g (1),

Trlon[R(r), R = g (r)g" (r) = 225> e 75

n,m

2 .
R§m| sin (WpmT) ,

resultando

2
im‘ SN (W T)

Xr(1,8) = —f@ Ze

_%Ze_BEn ‘R5m|2 / O (1) dTA (t — 7) sin (wpmT) -
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5 OSCILADOR HARMONICO

Neste capitulo consideraremos o caso onde o sistema A é um os-
cilador harmonico unidimensional de frequéncia wy interagindo com um
reservoir R, constituido de n osciladores independentes de frequéncia
w;, em equilibrio térmico. Logo, definimos o hamiltoniano deste sistema
como

H=Hs+Hr+V,

onde o hamiltoniano H pertence ao espaco de Hilbert H!*" = H @ H",

e
Ha = hwo (05765 + 1) @1,

Hip =1®h) w; (aftaf + %) )

Para descrever a interagao com o reservoir, introduz-se o poten-
cial de forma

V= Z {gi (b5 +nb51) af + g7 (eb™T + nd®) afq , (5.1)

onde g; é um parametro de acoplamento e € e 7 constantes nao negati-
vas; a expressao (5.1) é a interagao bilinear mais geral possivel. Fazendo
n = 1 e assumindo a aproximagao de onda girante ¢ = 0 obtém-se o
potencial

V=3 |t @af + gib° @all].

Buscando um potencial com a forma da expressao (4.1.5), rees-
crevemos o ultimo como

V=-0"T®R+b°®RT),
onde

RS:f(glaf®H®H"'+H®Q2GQS®H"'+"'):7292@;’9’

RST = _ZgjazST7
i
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ou, na representacao de interagao,

Vt)=—(0' )@ R(t)+b(t)® R (1)).

Recuperando a equagao (4.1.12) para a populagdo Ao 4 (t) e ex-
pandindo o traco contido nesta, temos

Tre[V (), [V (t"),04(t) ® or]]
= (b(t) " (¢")oa (t") = b (t") 0 (") b (t) T [oRRT (t') R (t")]
+(oa ()b ()" () = 0" (') oa (t") (")) Tr [orRT (") R ()]
+(T )b oa ) (") 0 (”) bf (1) T [orR (') RY ()]
+ (o4 ()T ()b () = b(t) oa (t")0 (")) Tr [orR (") R (t)] .

Como visto na segao 4.3 o traco esta relacionado com o valor
esperado no vacuo térmico; assegurando, que o vacuo do sistema seja
separavel

106)) = 10@), @ |06g)) @+,
segue também a separabilidade da fungéo g (7, 8). Das equagoes (4.3.1)
e (4.3.2) para g (1), pode-se entao escrever

TrlorR () R(t")] = (05| R (t') R (") |0¢s))

= (0| R (&) R (") |0¢5)), ® (0| R (') R(t")[0(5)), ©
Assim, o primeiro traco resulta
Tr[ogR (1) RT (t")]
= (0¢s)| R(#) R (") [0¢5)), ® (Og)| R (') BT (t") |0¢g)), @
= (0(g)| 101 (') gial (t) [0(5)), ®T@ -

+I® (0(g) | g2az (t') g3al (t") [0g)), L@ - -

=% lgil” e (=) (05| asa] |0(s)),

Reconhecendo o operador niimero e substituindo os resultados
encontrados na segao 3.1.1 para o nimero médio de particulas (3.1.19),
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neste caso excitagoes do estado |0( [3)>,

w —1
(05)| arai [0¢s)), = 1+ (0 afar [0gs)), = 1+ (™™ = 1),
obtém-se, finalmente, para este e demais tracos

Tr [opRY () R ()] = S |gif* e (7 =1) (eher —1) ™!

-1

Tr[orRT (#") R(#)] = S |gil e (=) (s — 1) 7
Tr [orR(¢) R ()] = 3 |gif? eiwi(t'=t") [1 + (PP — 1)*1} ,

Tr [orR (t") Rf (t')] = Z|gl‘2 i (17 =t') [1+(eﬁﬁw_1)*1}.

Substituindo em Ao 4 (t), segue que

it - () St [ [

[e—iwo(t’—t”)e—iwi(t”—f’) (Bbloa (t") = bioa (1")b) (P — 1)~
e (=1 =i (V=) (g ) (1) BBT — bloa (87)b) (P — 1)

e o (t =) =i (1) (4 (1) bTh — boa (1) bT) (efher — 1)_1}

el =) ) (4o (1) — boa ()01 14 (27— 1) Y]

Da mesma maneira, tomamos o4 (t) = 04 (t) para que possa-
mos resolver a equagao anterior, efetuando as integrais

t+At t Cilwo—w) (¢ —t" _
/; dt’ [, dt"e i(wo—wi) (¢'~t") = wp;2 — iwy;t At — wp;le Wit

t+AE 2 ot n —i(wo—w;)(t'—t) _ -2 2 Wi At
R e A (=) = wiy? — iwig At — 0
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A equacdo para a populagdo torna-se entao
2 2
Aoa(t) = ()" 2 lail Woi X
K3

(1= oot — e 030) (bl (1) = boa (1) b) (e — 1) 7"

+ (1 + dwo; At — e™0i2) (g4 () bbT — bloa () b) (ePM — 1)71

(1= dewgi At — e 0B (04 (£) b7 — bora ()BT [1+ (7 —1) ']

+ (1 + dwoi At — e0idt) (bTbo 4 (1) — boa (t) b) [1 + (PP — 1)71“ ;

ou

onde

T = (1 —iwg; At — e 02 [bbToy (t) — bloa () b+ (04 (t)bIb —boa () bT) 7]
5.1 EVOLUCAO DA POPULACAO

Tomando o valor esperado da expressdo (5.2) nos autoestados
|n) do sistema A,

8an 0= () Dl (1) (0 1)

onde 4
Top = (1 — dwg At — e~ 0i80) x
[(n ’bbTO‘A (t) —bloa(t) bln) + i (n loa(t) t)bTb —boa ( )bT’ nyl.
Atuando b e b nos estados, obtém-se

Tp = (1 — g At — e~ @0i80) x

(n+1)oa,, (t)—noa, ., , ({t)+e™ (noa,, ()= (n+1)oa,,, .. 1)];
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notando que {n|T't|n) = (n|T| n)Jf e somando I'y,,, e T'f
Cpn + 1, = 2[1 — cos (woi At)] x

[(n + 1) OAnn (t) —NOA, 1 n1 (t) + eﬂhWi (nUAnn (t) - (n + 1) OAnti,ntt (t))} ’

de modo que, na aproximagao de coarse-grained, a evolugao da po-
pulagao do estado |n) é

AUAnn (t) wi -1 _
— A - ( > Z s Bh —1) Wit [1 — cos (woiAt)] x

[(n+1)0a,, (&) =noa, s, () + e (noa,, (t) = (n+1) 04,0, (1))]

a qual pode ser convenientemente reescrita como
A — A
Bogl® =2 (1) o wpy? [ et
|:_nUA,,m (t) + (n + 1) OAni1ntr (t) + (eﬂhwi - 1)_1 x

[(n + 1) (UA1L+1,7L+1 (t) —O0A,, (t)) +n (UAnfl,nfl (t) —0A,, (t))]] ;

definindo

C = (%) Z‘gz‘ Wi [%L:mm)},
To=2(1) Slalfe? gt | (e -

a expressao para a evolucao torna-se

894l — _pCoy, (8)+(n+1)Coa,,, . (1)

+ (n + 1) T (UA7L+1,7L+1 (t) —OAnn (t)> +nT (UAval,n—l (t) —O0Ann, (t)) :
(5.1.1)

Pode-se agora interpretar fisicamente os termos da equacao an-
terior. Assim, o termo C esta associado ao processo de emissdo es-
pontanea e T aos processos de absorgao e emissao estimulada. Mais
precisamente, nC é a taxa de emissdo esponténea entre os estados |n)
e |n — 1); assim, o estado |n) decai a uma taxa nC enquanto o estado
[n 4+ 1) é populado a uma taxa (n+ 1)C. Similarmente, ocorrem os
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processo de absorgao e emissao estimulada com taxas nT e (n+ 1) 7.
Observando os limites termodinamicos temos que, no limite de

baixas temperaturas,
BE > 1,

T —0,

Aca,, (t) cos (wo; At)
S0 (0 g [

(—noa,, () +m+1)0a,,, .. (1)

Como esperado, a temperaturas baixas as transicoes estimuladas
sao suprimidas e as flutuacoes sdo responsdveis por preencher o sistema
microscopico com taxa C a partir dos estados de maior energia. No
limite de altas temperaturas

BE < 1,
T — oo;

a principio, este resultado poderia parecer inconsistente, porém, ao
se tratar um sistema bosonico, deve-se lembrar que nao existe ne-
nhuma restricdo que limite a ocupacdo dos niveis de energia. Assim,
fornecendo-se energia suficiente, o sistema termalizard em estados para
os quais modos de energia cada vez mais alta estarao disponiveis, com
igual probabilidade de serem ocupados por um numero corresponden-
temente grande de excitagoes bosonicas, resultando em uma taxa de
transigao divergente; para contornar esse problema deve-se impor al-
guma restri¢do ao sistema, introduzindo um multiplicador de Lagrange,
que limite as trocas de energia entre o sistema microscopico e o reservoir

No limite wg; At — 0, discutido no apéndice D, pode-se simplifi-

car o termo
1 — cos (wo; At)

wa, At =m0 (woi)

eliminando a dependéncia temporal em At,

Aoa, .
L2400 — o (1) 3 lgil” 8 (@oi) [=noa, () + (04 1) 0y (B

+ (eﬁhwi _ 1)*1 [(n + 1) (UAn+1,n+1 (t) —0A,, (t)) +n (O—An—lm,—l (t) —0a,, (t))]} .
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Por tltimo, vale ressaltar que tanto a equagao acima como a
equagao (5.1.1) podem ser utilizadas para descrever um oscilador fermiénico
em um banho térmico de osciladores bosonicos se restringirmos os au-
toestados do oscilador aos estados |0) e |1).

5.2 OSCILADOR HARMONICO FERMIONICO

O tratamento do oscilador fermiénico, embora conceitualmente
distinto, nao requer grande modificacdo com relacdo ao que foi feito
para o caso bosonico; as diferengas serao discutidas pontualmente, com
o intuito de evitar uma reproducao redundante e desnecessaria. Pri-
meiramente, os hamiltonianos sao

H, = hwy <bSTbS — ;) 1,

1
HR :H®h2wl (af”faf - 2) 5
i

0s quais, apesar de similares aos do caso bosoénico, tém energia de
ponto zero diferente. Os operadores fermidnicos apresentam a mesma
evolugao temporal, de modo que a tunica diferenga com respeito a
deducao apresentada na secao anterior serd a partir do nimero médio
de particulas. Substituindo os resultados pelos encontrados na secao
3.1.2 para o caso fermionico,

w -1
(0)] ara] [0¢s)), =1 (0| alas [0(s)), =1 = (™ +1) ",

de onde seguem os tracos fermionicos:

Ty [O’RRT (R (t”)] _ Z |g¢\2 67iwi(t”7t’) (6ﬁhw + 1)71 ,

K2

Tr [orRT (") R()] = 3 |gil? e G N LS N

Tr [orR () R (t)] = Y |gil* e~ (=) [1 — (ePhe 4 1)‘1} 7

Tr [orR (") R ()] = 3 |gil” e ("1 [1 — (eBh 4 1)*1} .



60

Substituindo na expressao para a populagao, resulta

Boalt ( )Zlgl (P +1) " wg? (0 +T)

onde
T = (1 —iwo At — e 08 [bbTay (£) — bloa () b+ (04 (£) bTb — boa () b1) €77 .

Reunindo os termos e definindo as taxas de transigao fermionicas

O =2(3) ol wp? [Leeaman],
T =2(5)" Slof wp? oot (e 1)

a expressao para a evolugao da populagao assume a forma

AU,XLtn (t) = 77’LCO'A7W (t) + (n + 1) CO’AH+1’”+1 (t)

- (n + 1) TF (O.A7L+1,n+1 (t) + OAnn (t)) + nTF (O.An—l,n—l (t) + OAnn (t)) .

(5.2.1)

Interpretarmos os termos da equacao acima da mesma maneira

que no caso bosonico; assim, o termo C' continua associado ao processo

de emissao espontanea, e T' aos processos de absor¢ao e emissao esti-

mulada. No entanto, devemos lembrar que ao se tratar de um oscilador

fermionico os tnicos estados acessiveis sdo os estados |0) e |1). Desse
modo, podemos facilmente encontrar as duas unicas possibilidades

A"Zio;(t) =Coayy (t) = Tr (044 (t) + 04, (1)),
&‘2712@ = —Coay, (8) + T (045 () + 041, (1))

Observando os limites termodinamicos das taxas de transigao,
para baixas temperaturas

BE > 1,
Tr — 0,

reencontramos, como esperado, os resultados do caso bosonico onde as
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Unicas variacoes devem-se as flutuagbes . Porém, no limite de altas
temperaturas,
BE < 1,

Em contraste com o caso bosonico, a taxa de transicao assume
o valor %, devido as restrigoes impostas pela algebra fermionica, per-
mitindo a excitagdo de apenas um modo de energia disponivel. A tem-
peraturas progressivamente mais altas, as particulas do banho térmico
fermidnico trocam energia com a particula browniana ao colidirem com
esta, excitando ou desexcitando seus dois tnicos modos de oscilagao,
com igual probabilidade. Por ultimo, se quisermos descrever um os-
cilador bosénico em um banho térmicos fermidnico devemos utilizar a
expressao (5.2.1) sem restringir os estados acessiveis.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A teoria da medida apresentada nesta dissertagao, proposta ori-
ginalmente por Schwinger (SCHWINGER, 1959), estd longe de ser um
formalismo completo, no sentido de que, a partir desta, nao podemos re-
cuperar completamente os resultados da mecanica quéntica; por exem-
plo, os simbolos de medidas nao apresentam nenhuma dependéncia
temporal explicita. No entanto, a ideia de uma teoria baseada em
filtros, ou experimentos do tipo Stern-Gerlach, é altamente intuitiva,
facilitando enormemente a construgao e interpretagao dos resultados,
especialmente na mecanica estatistica quantica, onde vimos que estados
térmicos surgem naturalmente. Pretendemos futuramente descrever a
evolucao dinamica de um sistema microscopico em TFD, considerando
simbolos de medida parametrizados pelo tempo com o intuito de se
reproduzir as funges de Green térmicas (SCHWINGER, 1961).

Reproduzimos os resultados tradicionais do formalismo TFD,
para um sistema descrito pelos seus niveis de energia ou quasiparticulas,
cujos estados pertencem ao espago de Hilbert correspondente na repre-
sentacao de numero. Vimos que as transformacoes de Bogoliubov sao
responséveis por mesclar estados puros de sistemas para os quais p = p?
e p = p?, dando origem a novos estados associados a p(3) = p? (B).
Assim, como discutido, os estados mistos pertencem a uma nova repre-
sentagao irredutivel, sendo gerados a partir de um vacuo térmico.

Em stricto sensu nossa construgao no espago de Hilbert diz res-
peito a excitacoes de estados de energia. Porém, conseguimos facil-
mente estender o formalismo ao espago de Fock para particulas idénticas
(QUEIROZ, 2002), lembrando que este é a soma direta de espagos de Hil-
bert de m particulas,

FE(H)= & S*H®™,
m=0

onde S* é o operador responsavel por simetrizar (+) ou antissimetri-
zar (—) os estados do sistema conforme as particulas sejam bdsons ou
férmions, respectivamente. Com esta modificacao, podemos tratar de
sistemas de particulas em segunda quantizagao. Vale ressaltar que para
se encontrar as funcoes de Green térmicas é necessario introduzir um
dubleto conjugado, caso contrario o sistema nao termaliza, de modo que
o dubleto conjugado é, na verdade, um dos postulados fundamentais
das teorias de campo térmicas de tempo real.

Posteriormente, estudamos o comportamento de um oscilador
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que represente, por exemplo, uma particula browniana em interagao
com um banho térmico, composto por osciladores harmoénicos. Esta
proposta levou ao desenvolvimento de uma equagao mestra para a
evolugao do sistema microscépico A da forma

Ao a (t) oa(t+ At) — o4 (t)

At At ’

de modo que na aproximacgao coarse-grained, ou seja, numa resolucao
temporal nao muito fina, a dinamica desse sistema nao depende de sua
histéria, o que caracteriza um processo Markoviano. Um aspecto im-
portante a ser discutido é a ideia de equilibrio térmico que foi utilizada,;
de fato, o sistema estudado estd globalmente em equilibrio térmico, em-
bora, localmente, ocorram flutuacoes devido as constantes colisoes entre
A e as particulas do reservoir; sdo estas flutuagoes que nos permitem
estabelecer uma equacao para a evolucao de A, respeitando o teorema
da flutuacao-dissipagao.

No caso do oscilador bosonico foi visto que a auséncia de uma
restricao com relacao a trocas de energia com o banho térmico levou a
taxas de transicao divergentes; assim, temos como perspectiva futura
introduzir um multiplicador de Lagrange ao hamiltoniano, conjectu-
rando que tal restricao leva a taxas finitas e uma possivel temperatura
critica, abaixo da qual o sistema decai a um estado fundamental de
equilibrio em que nao ha absorgao ressonante e as colisoes tornam-se
quase elasticas.

Nosso estudo centrou-se quase exclusivamente no desenvolvimento
do formalismo, criando diversas possibilidades de aplicacdo, dentre as
quais temos como perspectiva futura estudar a evolugao da média de
operadores associados ao sistema microscépico, com o intuito de re-
derivar a equacao de Heisenberg-Langevin a temperatura finita. Pre-
tendemos também examinar a taxa com que o sistema microscopico
e o reservoir trocam energia, através das fungdes de Green térmicas
da TFD, e estudar nesse mesmo contexto (FAN; LU, 2004; BARNETT;
KNIGHT, 1985) o modelo de Jaynes-Cummings (JAYNES; CUMMINGS,
1963), o qual descreve um sistema de dois niveis interagindo com um
tnico modo de uma cavidade.
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APENDICE A - Expansio do Vacuo Térmico
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Na segao 3.2.1 fatorou-se a exponencial (3.2.7) em produtos de
exponenciais. Deduz-se aqui uma maneira de realizar tal expansao.
Primeiramente, propomos a expansao da forma

e3(a?=a%) _ of(0)a’? o—g(®)[a',a®] ;—h(0)a® (A1)

onde os operadores foram convenientemente ordenados com o intuito
de serem aplicados posteriormente ao vacuo . Para facilitar os calculos,
serd utilizada a notagao

A =al?

B = —a?,

C =[B,A]=—-2(a'a+ aal),
de modo que

U = eS(A+B) _ gAf(6) ,C3(6) ,Bh(©) (A.2)

Antes de proceder, para que a expressao (A.l) possa ser al-
cangada, os operadores A, B e C, necessariamente devem formar uma
algebra fechada, ou seja, satisfazem a identidade de Jacobi

[A,[B,C]] + [C, [A, B]] + [B, [C, A]] = 0.

De fato,
[B,C]| —8B,
[A’ B] Ca
[C, A] —8A,;

logo
[A,—8B] + [C,C] + [B,—8A] = 0;
uma vez verificado o fechamento da &algebra resta determinar os co-

eficientes f (6), g (0) e h (6). Diferenciando (A.2) em relagéo a 6,

temos
d

1
—U=-(A+B)U
do 2( +B)

d d d
= AU—f (0 AFO) CeC9O)BRO) _ g (9) + UB—h (0
g0 (@) e e“9 e 399 () +UB 1 (6)
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d d d
=|A—f(0 AFO) Ce=AfO) _g(0) + UBU*—h(0)|U
A5 (0) + MOCAIO g (6) + h )

de modo que

1 d
(2 — f(0)> A+ B-U,BU*! 7h(9) eAf(e)Ce_Af(e) g(0) =o0.

Multiplicando por e~Af(®) 3 esquerda e por eAf(® i direita,
resulta
(% — %f (9)) A+ %e—Af(G)BeAf(G)
(A.3)
—eC9) Be=C9O) L p () — CLg(0) =0.

Utilizando a relacao de Baker-Campbell-Hausdorff , obtemos
para os termos exponenciais

o~ AF(©) BoAS(©9)

=1 14,8+ ? 0

[A,[A, B]]—

(4, [A, [A, BI[]+--
0
— B+ f(6)C —4f(0) A,

eC9(6) Be—C9(0)

g() g()

= B+g () [C, B]+ [C, [C, Bl]+

g’ (9)

[C, [C, [C, Bl]]+--

g° (0)

=B +8g(0) B+ 82B + 8B + .-

Z@@)BMQ
n=0
Substituindo em (A.3),

(3 — 35 (0) A+ 3 (B+f(0)C —4f2(6) A)

—Be®® S h(0) — £Cg(0) =0,
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e fatorando os operadores, segue que
(2-2f20)—Sf0)A+ (2 —e9O2h(9)B

+ (3£ (8) — 59 (8))C =0.

Como os operadores A, B e C sao linearmente independentes,
para que a equagao anterior seja valida, cada termo deve ser nulo;
resolvendo as equacoes diferenciais com as condigoes de contorno

U@ =1 = f(0)=g(0)=h(0)=0,
a equacao 4 L
570 =522 (®)

tem como solugao

0= 2/1_df;f2 = arctanh (2f) = f(0) = %tanh 0).

Substituindo f (0),

d 1 1
= g(0) = —f(6) = —tanh (8
59(0) = 1 (0) = ;tanh (9),
resulta 1
g(0) = Zln [cosh (0)] .
Finalmente, resolvendo para h (0),

d 1 1
—h () = =e%0 = Zcosh™2 (9),
de 2 2

obtemos 1
h(0) = Etanh (0).

A equagdo (A.1) torna-se entao

U= e%tanh(@)a“e%ln[cosh(e)][aTz,aZ]e%tanh(O)a27

que é exatamente a equagao (3.2.7).
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APENDICE B - Ruido em Estados Puros
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Na subseccao 3.2.2 foi apresentada a transformagcao de Bogoliu-
bov para estados squeezed de dois modos. Aqui mostraremos que esta
transformacao é responsavel por criar ruido em um estado puro. As
varidveis canénicas para os espagos $), $) e H sao

g= 2% (a+a), p= % (a—al),
i=2% (@+a), p= 5 (@-a"),
1(0) = f5 (a+al),  pO) =5 (@-al),
i0)=j(@+al), pO) =7 (@—a").

Se 6 = 0 as varidveis sdo equivalentes (g (8) ,p () ,q (0) ,p (0)) =
(g, ps g, p). Das expressdes acima, encontram-se as relagoes de co-
mutagao candnicas

lg,p] = — [g;p] =ih,
[q(0),p(0)] = —[q(0),p(0)] = ih.
Com a notagao
9 =q, p' =p,
q2 = a’ p2 = ﬁ7

q(0)' =q(0), p®) =p(),
a(0*=q®), pO)’=p(0)),
as relacoes entre os operadores podem ser escritas como
q* = A(6)" q(0)”
pt = A(0)" p(0)”
onde

Aoy = (coohi@) senh (0))

Definimos o invariante frente & transformacao de Bogoliubov

I= <qquV> T3uocT3vp <po-pp> ) (Bl)



76

1
0
ado sobre um estado qualquer ‘n(g)> produzido por sucessivas atuagoes
de af (0) e a' (6) em |0(g)). Devido a linearidade dos operadores,
pode-se substituir

onde 73 é a matriz de Pauli 73 = ( _01) e o valor esperado é efetu-

q"* — Aq*,

p* — Apt,

onde
Agt =qg" —(q"),

no invariante (B.1). Desta, segue que
<Aq“Aqu> T3;,La'7-3up (APUAPP>

= (Aq (0)" Aq(0)”) T3uoTsup (Ap (0)” Ap (0)°);

efetuando o somatério e reconhecendo que 73 sé possui elementos dife-
rente de zero quando u = o e v = p, a expressao acima torna-se

((aa)®) ((AP)*) + ((A0)*) ((AP)°) — 2(AqAG) (ApAp)
= ((Aq(9)*) {(ap(©)*) + (43 (6)*) (A5 (0))%)

—2(Aq () Aq (0)) (Ap(6) Ap(0)) .
Por defini¢ao os autovalores E e E sdo iguais, logo
(&) = (4);
assim, simplificando,

((a9)®) ((AP)*) — (AqAq) (ApA)

= ((aq(6)*) ((ap (9)%) (5.2)

—(Aq(0) Aq(9)) (Ap(6) Ap(0)) .

Reparemos individualmente nos termos a direita. Expandindo o se-
gundo termo, temos

(Aq(0) Ag (0)) = (q(0)q(0)) —(q(0))(q(0));
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além disso, segue da ortogonalidade dos estados que

(9(0)q(0)) = (q(6)) =0.

Substitui-se no primeiro termo

((aq(0)*) ((ap(9))?)

= [{(@®)*) = @] [((®(©)*) - 0 (0))?]
= ((@©)*) (2 (6)))
a desigualdade de Cauchy-Schwarz
((a(®)®) (@ ©)*) > Ka (®) p (O))I.

Por outro lado,

@@ pO) = (51a©).p O, ) +i(5:1a0).pO)])
2 = (Re(2))? + (Im(2))? > (Im(2))*

segue que

a@p O > (5l @).p(0))

1
Dos resultados acima, substituindo o comutador canénico, obtém-
se o principio de incerteza

((aa(0)7) ((ap(0)7) > 2.

No entanto, o principio de incerteza das variaveis independentes
da temperatura nos estados térmicos resulta

((a)*) ((ap)?) > T + (AqAQ) (ApAD);

na expressao acima, o segundo termo a direita pode ser interpretado
como um ruido criado pela transformacao de Bogoliubov, apesar desses
estados serem puros. Se o estado |n(5)> for o vacuo térmico |0(ﬁ)>7
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podemos calcular os valores esperados

(AqAQ) = (qq) — (q) (q) ,

(ApAp) = (pp) — (p) (D) ;

rescrevendo o operador g em funcao dos operadores a, af, a e af,
temos

—icos a+af sin a+af
4= 75 lcosh (0) (o + af) + sinh (9) (& + aT)]

e, substituindo e atuando no vacuo térmico cada operador, as ex-
pressoes anteriores tornam-se

(AgAq) = Lsinh (20),
(ApAp) = Lsinh (20).

O principio de incerteza “térmico” pode entao ser reescrito como

((20)*) ((ap)*) > Z + Znh (26) .

Conclui-se deste apéndice que qualquer transformacao de Bogo-
liubov bosoénica cria um ruido nos estados puros, causando flutuagoes
da ordem de A, as quais, como visto, estao relacionadas com a tempe-
ratura. Utilizando as expressoes (3.2.17) para 6, segue que

(o) (@) 2 5 (14 i ).

Nos limites termodinamicos, para

pE> 1 ((80)7) (A7) » &

e para

BE < 1, <(Aq)2> <(Ap)2> — o0,

obtém-se os resultados esperados. A baixas temperaturas, recupera-se
o principio de incerteza tradicional, enquanto que a temperaturas altas
perdemos a informagao com relagao a ambos operadores candnicos.



APENDICE C - Condicao de Validade para a Expansao
Perturbativa
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No final da seccao 4.1 o operador o4 (t”) foi substituido por
oa (t), o que equivale a expandir (4.1.10) até segunda ordem. Se apli-
cado recursivamente, este procedimento ird gerar contribuigoes para
ordens superiores, com termos do tipo triplo comutador, quadruplo
comutador, etc. O estudo “formal” da convergéncia desta série é de ex-
trema dificuldade e complexidade, fugindo totalmente do escopo desta
dissertagao. No entanto, apresentaremos elementos de plausibilidade,
os quais indicam que, a0 menos, a série deva convergir assintoticamente.
Faz-se, entao, uma avaliagao da ordem de magnitude dos préximos ter-
mos em comparagao com o de segunda ordem. A expressao exata para
a populacdo Ao 4 (t) é

2 t4+At t’
Aca(t) = (zlh) /t a ¢ dt"Trr [V (t),[V (t”),p(zg)il)-

Integrando a equagao (4.1.3) entre t e t”/,

p (t”) _ p (t) — % /t dt”, [V (tlll) , p (t”,)] ,

e substituindo em (C.1) surgem naturalmente os termos de segunda e
terceira ordem na expansao

Aca(t) = (L) [t [V at"Trp [V (), [V (), p ()]

+ (%)3 tH-At dt’ fttl dt"’ ftt” dt"'Trg [V (tl) , [V (t") , [V (t///) P (t/u)]]] )

(C.2)

Devido a forma do potencial, vimos que os tragos podem ser fato-

rados em uma parte referente ao sistema A e outra, g (7), ao sistema R.

Esta ultima nos permitird ignorar os termos de ordem superior. Deve-

mos mostrar que, decorrido um intervalo de tempo At suficientemente

grande, as correlagoes de trés pontos para os observéaveis do reservoir

sao mais fortemente suprimidas que as de dois pontos. Projetando na
base de R, encontra-se

g (t',t") = Tr[orR (t' — t") R]

= Zg' ¥ e B (n| RS [m) (m| RS |n) e~ " (¥ =17,

m,n
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g (tl, tll, tlll) — T,’, [O,RR (tl _ tll) RR (tlll _ tll)]

=Zz' Y e PP (n| RS [m) (m| RS |) (| RS |n) x
m,n,l

e_iwnm(tl_t”)e_iwnl (tll_tlll) )

Este é o maximo que podemos avancar sem mais informagoes so-
bre o reservoir. No entanto, o reservoir possui espectro denso de ener-
gia, quase continuo, de modo que assumimos que as diferentes fases em
g (t',t"") acarretam interferéncias destrutivas conforme 7 aumente no
argumento das exponenciais. Assim, g (t',¢") oscila rapidamente e sua
contribuigio para a integral (C.2) torna-se cada vez menor. Conside-
rando duas escalas de tempo distintas (COHEN-TANNOUDJI; DUPONT-
ROC; GRYNBERG, 1992), T4 e T, tais que

TA > At >>TC7

onde T representa o tempo de correlagao entre observaveis do reservoir
e T4 o tempo de evolucao daqueles associados ao sistema microscopico,
temos, em segunda ordem,

(2) 2 t+At t’ .
~ LLUA / dt// dt//e—zw(t —t ) 7
At 77,2 t t

AO‘A
At

nas vizinhangas de uma determinada frequéncia caracteristica domi-
nante
Wmn S W~ T, 1

Na expressao acima, v = (V (8)) é o valor tipico do potencial
de interacao no equilibrio, onde os observaveis do sistema microscopico
sao tomados num dado instante, em torno do qual nao variam aprecia-
velmente, dentro dos intervalos de integracao. Efetuando as integrais,
obtém-se

t+At t’ ) . t+At ol
/ dt’ / dt"e—ie =) = 2 / dt’'e=*5 (=) in [w (#
t t w Ji 2

_ t)]
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e, portanto,

AO’A

@) 9 1)2 O A Te _1
—_— N LTe—0A N — ~N O ] Te -
At cpz A A\

C
Tr R

Como 7. K Ta,

v?

Ja em terceira ordem,

3 ’ ”
Ay |® ~ iijfA /HAt dt’ /t dt” /t dt" e~ (' —t")|
At At k3 + t + ’
porém,
t+At t’ t"’ o
/ dtl / dtll / dtllle—’bw(t —t )
t t t
2 t+At t/ cw (411 w
= —/ dt'/ dt” e~ (") gin, [ " — t)}
w Jt t 2
4 [tHAt w T 4 [wAE]
= — dt’sin® | = (t' —t)| ~ —sin? | — | At,
w? J; 4 | w? | 8 |
de modo que
Aca|® v3 Acal|® v Aca|®
—_— ~NA4—T30p ~ | —= 2—T7. —_— .
At pe e AT TAL RN

Assim, para sistemas fracamente acoplados, a contribuicao de
termos de ordens superiores é menor do que a de ordens mais baixas;
mesmo que a série nao convirja uniformemente, trata-se de uma série
assintética e aproxima-la até segunda ordem é suficiente aos nossos
propésitos.



84



APENDICE D - A Aproximacao Delta
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Neste apéndice serd discutida a aproximacao feita no final da
secao 5.1. A expressao pode ser convenientemente reescrita como

1 — cos (wo;At) woiAt)

-1 .
wg.At = (wgiAt) 2sin? (

(2

e (2220 [ (22 (222

No limite At — oo, pode-se reconhecer o segundo termo como
sendo a distribuicao delta de Dirac

1
6 (z) = lim — ()" sin (nx);
n—oo T

assim,

-1
i AL
276 (wo;i) = AlzTn <wo> sin <w02 > .

t—o0 2

Agora, efetuando o limite wg; — 0 e garantindo que este con-
virja mais rapidamente do que At cresce, tal que, wg; At — 0, reconhece-
se o limite fundamental

. woi AL\ T 1 . wo; At
lim sin =1
woi At—0 2 2

) 1 — cos (wo; At)
lim

At — oo w(z)iAt
Atwg; — 0

e, portanto,

= wd (wo;i) -



