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Resumo

Neste trabalho, fazemos um estudo do espalhamento quasieldstico de elétrons pelo
ntcleo, quando um préton é detectado em coincidéncia com o elétron espalhado. Em
particular, o caso em que o elétron inicial é polarizado, tomando o limite de massa nula
para o mesmo, é analisado. Os fatores de forma sao explicitamente obtidos, considerando
que o proton no estado final é dado por uma expansao em ondas parciais e que o elétron é
descrito por uma onda plana. O ntcleo por sua vez é descrito por um modelo relativistico,
na aproximacao de campo médio de Hartree, onde o potencial é gerado pela troca de
mésons escalares, vetoriais, isovetorias e pelo féton, sendo os parametros de acoplamento
dependentes da densidade. Para a descricao do proton no estado final, as densidades de
campo médio obtidas sao utilizadas para a construcao de um potencial complexo, através
do potencial nucleon-nucleon. Os efeitos do mar de Dirac nas aproximacoes feitas sao
também discutidos. Aplicacoes numéricas sao apresentadas para o %0 e para o 2C e

comparadas com os dados experimentais disponiveis.

vi



Abstract

Quasielastic eletron-nucleus scattering in which the struck proton is measured in coin-
cidence with the electron, is analyzed in the case that the electron initial polarization is
also known, in the zero mass limit. The form factors are explicity obtained taking in to ac-
count the final state interactions for the proton, using a partial wave phase-shift expansion,
while a first order Born approximation for the electron is taken. The nucleus structure
is described by a relativistic model including escalar, vector and vector-isovector mesons
and the electromagnetic interaction, solved in the Hartree approximation and considering
density dependent coupling constants. In order to describe the final state interactions, the
mean field densities are then folded with the bare nucleon-nucleon interaction. The Dirac
sea effects generated by these approximations are also discussed. Numerical applications

for 10 and '2C are presented and compared to available experimental data.

vil



Introducao

Uma das técnicas mais utilizadas na obtengao de informacoes envolvendo particulas
elementares é o espalhamento entre elas, pois esta nos revela varias caracteristicas tanto
da particula incidente quanto da particula alvo, assim como dos produtos da reagao. A
grandeza mais importante neste tipo de processo é a se¢ao de choque de espalhamento (ou
de reagao). Para que ocorra o espalhamento as particulas interagem entre si, causando
um desvio em sua trajetoria relativa. Do ponto de vista quantico, a secao de choque
deve depender da densidade de corrente de probabilidade das particulas do alvo e das
particulas incidentes. Procura-se entao formular modelos tedéricos que permitam obter
estas densidades, cuja validade pode ser testada comparando-se com a secao de choque
medida experimentalmente. Outras informacoes importantes neste tipo de experimento
sao o angulo de espalhamento e a energia final das particulas detectadas, bem como seus
momentos. Estas quantidades podem ser obtidas por medidas diretas dos produtos do
espalhamento e a partir dai podemos inferir os valores de grandezas que nao podemos

medir diretamente.

Um tipo de espalhamento importante na obtencao de informa-c¢oes sobre o ntcleo
atomico, ou de forma mais geral, espalhamento por alvos hadronicos, é o que utiliza léptons
carregados. Neste caso, a interacao entre as particulas ¢ essencialmente eletromagnética.
E o caso do espalhamento de elétrons a energias intermedigrias (da ordem de algumas
dezenas de Mev até alguns poucos GeV) pelo nicleo. No gréfico da figura 1, é mostrado

um esquema da secao de choque diferencial para o espalhamento de elétrons no ntcleo.

O chamado espalhamento (€, €'p) é a reacao na qual a particula incidente é um elétron
polarizado e a particula alvo é um ntcleo, o produto é um elétron espalhado observado
em coincidéncia com um proton arrancado do nicleo por este mesmo elétron. Um elétron
na faixa de energia indicada na figura 1 pode interagir diretamente com um proéton do

ntcleo e quando isto acontece, dizemos que o espalhamento esta na regiao quasi-elastica.
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Figura 1: Um esquema da secao de choque diferencial para espalhamento elétron-nicleo
como funcao do momento transferido ¢ e da energia transferida w. Em suas varias regioes,
vemos a se¢ao de choque para (I) espalhamento eldstico, (II) excitacao de niveis discretos,
(ITI) excitagao das ressonancias gigantes, (IV) o pico quasi-eldstico e (V) a contribuic¢ao
para producao de pions.[1]

Neste trabalho, estamos interessados no espalhamento (€, e’p) na regiao quasi-elastica.

O fato do elétron inicial estar polarizado nos permite obter um fator de forma adicional,
além dos quatro fatores de forma usualmente obtidos em medidas em coincidéncia, o que
possibilita termos mais informacoes a respeito da estrutura do alvo e do mecanismo de
reacao. O presente trabalho visa explorar as consequéncias desta polarizacao inicial do
elétron, revendo o formalismo necessario para sua obtencao e obtendo sua contribuicao

para a secao de choque total a partir de um modelo realista para o alvo.

Como pretendemos deixar claro ao longo deste texto, a secao de choque de espalha-
mento (€, €'p) depende das densidades de corrente de transi¢ao do préton arrancado, as
quais podem ser obtidas a partir de uma funcao de onda calculada a partir de um modelo
para a estrutura nuclear. Vamos considerar aqui o chamado modelo de Walecka [2] para
o nucleo. Este modelo considera efeitos relativisticos explicitamente na dinamica dos nu-
cleons, o que se justifica em nosso caso devido a crescente faixa de energia dos feixes de
elétrons produzidos nos grandes aceleradores e consequente aumento na energia do proton

emitido.

Baseando-se na teoria quantica de campos, J. D. Walecka e colaboradores propoem
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um modelo para o estudo da dinamica das interacoes entre as particulas que compoem o
ntcleo. Neste modelo, as interagoes ocorrem através da troca de mésons. Em sua forma
usada aqui, podemos considerar um méson escalar o, um méson vetorial w, um méson
isovetorial p e o campo eletromagnético A,,. O modelo esta baseado em um formalismo
lagrangeano onde sao descritos todos os graus de liberdade hadronicos através de cam-
pos. A partir desta lagrangeana, podemos obter as equacoes de movimento e finalmente,
os estados das particulas que compoem o sistema. Usaremos aqui uma variacao desse
modelo, no qual as constantes de acoplamento méson-nucleon dependem da densidade
barionica do sistema e que tem tido bastante sucesso para explicar propriedades médias
do nucleo, assim como em aplicacoes em sistemas astrofisicos. Uma vez que o processo de
espalhamento aqui estudado, permite em principio mapear a funcao de onda individual
de cada nucleon, a dependéncia dos fatores de forma com essa dependéncia na densidade

pode ser um teste bastante rigoroso para o método.

A aproximacao relativistica de Hartree consiste em substituir os campos mesonicos
por seus valores esperados. O problema pode entao ser resolvido obtendo-se as funcoes
de onda de particula independente para os nucleons. Sabe-se no entanto que essa apro-
ximagao embute um ponto delicado do tratamento relativistico de um sistema de muitos
corpos, que é a questao dos efeitos do mar de Dirac nos resultados. Conforme apon-
tado anteriormente na literatura [3], o espalhamento quasieldstico de elétrons pode ser
util na investigacao quantitativa desse ponto. Vamos aqui tentar quantificar os efeitos
da aproximacao de Hartree na solugao do modelo de Wallecka, analisando os fatores de
forma individuais onde projetamos a solucao em seus subestados de energia positiva. A
maioria das aplicagoes do modelo de Walecka a esse problema, encontradas na literatura
[4], utilizam parametrizagdes que incluem termos nao-lineares na lagrangeana do modelo.
Neste trabalho utilizaremos a versao linear do modelo onde, no entanto, os parametros

de acoplamento dependem da densidade nuclear.

A fim de descrever o proton ejetado usaremos uma expansao em ondas parciais, cujos
phase-shifts serao determinados a partir de um potencial ético complexo construido a
partir das densidades autoconsistentes do alvo, obtidas do método de Hartree. Com isso,
esperamos obter resultados mais realistas para a secao de choque, levando em conta os
efeitos da interacao de estados finais de forma mais consistente com o modelo para a
estrutura do alvo. Faremos aplicagoes numéricas de todos os pontos apontados acima
para os ntcleos de oxigénio (*°0) e de carbono (2C'), escolhidos em funcao dos dados

experimentais existentes e das aproximacoes tedricas utilizadas.

No Capitulo 1 apresentamos todo o formalismo necessario para a obtencao da secao de
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choque de coincidéncia, assim como discutimos as aproximacgoes que sao aqui utilizadas.
No capitulo 2, uma revisao do Modelo Nuclear assim como do método para obtencao do
estado final do préoton no continuo, sao discutidos, além de algumas das propriedades dos
fatores de forma e suas expressoes explicitas. Descrevemos ainda a teoria para a obtencao
do potencial 6ptico complexo usado em nossos calculos, bem como a metodologia aplicada
na projecao dos estados iniciais e finais da funcao de onda do nucleon, nos estados de
energia positiva. A seguir, no Capitulo 3, mostramos resultados numéricos para a secao de
choque e para os fatores de forma e algumas fungoes relacionadas aos mesmos e que sao de

interesse experimental. Finalmente, algumas conclusoes e perspectivas sao apresentadas.



Capitulo 1

Teoria do Espalhamento

Vamos neste Capitulo apresentar a teoria necessaria para o estudo do espalhamento de
elétrons inicialmente polarizados, por um ntcleo atomico, considerando o regime quasi-
elastico. Além da cinemética do espalhamento, discutimos ainda a obtencao da seccao
de choque na conhecida aproximacao de ondas planas para o elétron. Levaremos em

consideracao que um préton é detectado em coincidéncia com o elétron espalhado.

1.1 Notacao e Cinematica Usada

Nesta secao iremos definir toda a notagao que sera usada ao longo deste trabalho, bem

como a cinematica usada para elaborar nossos resultados.

1.1.1 Notacao quadri-vetorial

Antes de mais nada, é preciso deixar claro a notacao a ser utilizada em nossos cédlculos.
Definiremos o quadri-vetor a* com p = 0,1, 2, 3. Introduziremos a métrica g,, que pode

ser definida pela seguinte matriz:

12
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1 0 0 0
0 -1 0 0
9= (1.1)
0 0 —1 0
0 0 0 —1

Agora definiremos o quadri-vetor covariante(indice baixo), como sendo:

a, = G0’ (1.2)

onde usamos a convenc¢ao de soma de Einstein. Por outro lado, chamamos o quadri-vetor
com indice alto de contravariante. A quantidade / = a,a” é um invariante. Da mesma

forma, dados quaisquer dois quadri-vetores, a quantidade:
atb, = a,b" = a®’ —a't! — P — PP =a-b

¢ um invariante de Lorentz. Ela é definida como o produto escalar entre a e b.

Veremos, a partir de agora, como fica a nota¢ao para o momento (p) e energia (E) em

termos de quadri-vetores. Se partirmos da relagio momento-energia relativistica [5]:

[(E)? —p*c®] —m?c* =0 (1.3)
obteremos:

P'p,—mic® =0 (1.4)

onde py = E/c,p1 = —pz,pa = —py, 3 = —p.. Vamos a partir daqui adotar h =c=1. A

quantizagao do sistema nos leva as relagoes [5]:
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Pp — 0, , onde 0, = % (1.5)
x
Em termos das coordenadas, o operador d, pode ser expresso por:
10 0 0 0
% cot % or 02 oy ¢ % 0z (16)

Para mais detalhes ver referéncia [5].

1.1.2 A cinematica do espalhamento de elétrons relativisticos

Vamos abordar a cinematica do espalhamento supondo que o nosso sistema de re-
feréncia seja o laboratério. O elétron ird interagir com um nucleo em repouso (fixo em
relacdo ao laboratério). Consideraremos um elétron com massa m, e carga —e, quadri-
momento inicial k = k* = (., k), k" = (e.,k) é o quadri-momento final e ¢* o quadri-
momento transferido para o alvo, onde ¢* = (k* — k'*) = (w,q) com w = ¢, —¢, e

q= (/; — lg/) Temos ainda que:

G=q"=qq=w —|q” (L.7)

Como este espalhamento envolve elétrons relativisticos, as energias envolvidas sao
muito maiores que a energia de repouso do elétron, que pode, entao, ser desprezada. Logo

T ’ 77 . s ~ .
€. >~ |k| e €, >~ |k |. Pelo principio da conservagao de energia, temos:

€c=¢€,+AFE+Ty_, (1.8)
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onde AFE é a energia de excitacdo do ntucleo e T4_; é a sua energia cinética de recuo.

Podemos entédo escrever:

Q2 = —q. = 4kk sin*(0/2) (1.9)

2y

Figura 1.1: Sistema de Referéncia usado em nossos célculos. Espalhamento entre um
elétron(massa m,) com energia inicial €, e momento inicial ¥ e um nicleo (massa M)
em repouso em relacao ao referencial do laboratério. Apds a interacao é detectada uma
particula em coincidéncia com o elétron, a qual é arrancada da estrutura nuclear. O
elétron possul energia final €, e momento final k’ o nucleo possui energla de recuo T 1
e momento PA 1 e a particula detectada em coincidéncia possui energia e e momento p

Pela figura (1.1), vemos que # é o angulo de espalhamento do elétron. Espalhamento

de elétrons no qual um produto é detectado em coincidéncia com o elétron espalhado
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pode ser expresso por A(e,e’z)B, onde x denota este produto (que pode ser um préton,
um néutron, um pion, uma particula alfa e outras), A e B sao os ntcleos inicial e final
respectivamente. Este tipo de experimento pode ser utilizado para estudar reagoes em
varias regides cinemadticas e para detectar diferentes tipos de particulas. Neste trabalho
discutiremos a reacao A(€,€'p)(A — 1) na regidao quasi-eldstica. Neste caso, o elétron

interage basicamente com o proton emitido.

2
q, -
v P
>
— _ﬁ —
P =0 P, P,

Figura 1.2: Diagrama para troca de um féton para a reagao (e, €¢'p). Aqui, P, é 0 momento
inicial do nicleo e € igual a zero, P,_1 é 0o momento de recuo do mesmo apos a interagao. O
momento do proton arrancado é igual a ];; (as setas nao indicam a diregao dos respectivos
momentos).

O comportamento da secao de choque seria facilmente obtido se este préton nao tivesse
movimento dentro do nticleo. Porém, o momento inicial do préton (p) estd ligado a
dinamica interna do sistema, podendo ser obtido a partir da cinematica da reacao. Em

nosso trabalho, estamos particularmente interessados nesta dinamica. Os detalhes das
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hipoteses feitas para descrever tal dinamica, serao discutidos no préximo capitulo. Temos

as seguintes relagoes:

G=1p + Py, (1.10)
onde ﬁA_l ¢ o momento de recuo do nucleo e:
w=Ty+Ta1+ Eex (1.11)

é a energia transferida, onde Ty é a energia cinética do préton arrancado, Ta—; ¢é a
energia cinética do nucleo residual e F., é a energia necessaria para separar o proton
do ntcleo, deixando o ntcleo residual em um de seus autoestados. Para que o processo
seja considerado quasi-eldstico, temos que: w >> (B) e |¢| >> %, onde R representa
a dimensao média do nucleo e (B) o valor médio da energia de ligagdo da particula no
sistema nuclear. Neste processo, ¢ como se o elétron interagisse diretamente com o proton
sem sentir a ac¢ao do restante do ntucleo, ou seja, a interagao é equivalente a interacao
elastica de um elétron com um proton, com a diferenca de que este tltimo esta no meio
nuclear. Temos ainda para o momento do préton inicial p'= —ﬁA_l, resultado obtido a

partir da conservacao de momento e da hipdtese de espalhamento quasi-elastico.

1.2 Calculo da Secao de Choque

Podemos derivar a se¢ao de choque da reagdo A+ € — (A — 1) + € + p a partir da Regra
de Ouro de Fermi, onde a seta (€') indica que o elétron estd inicialmente polarizado. Esta
¢ uma maneira aproximada de calcular a taxa de transicao entre dois auto-estados de um
sistema usando a Teoria de Perturbacao Dependente do Tempo [1, 5, 6]. Essa taxa de

transicao é dada por:
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w = (s H|®:)[ py (1.12)

onde ps é a densidade de estados finais do sistema e (®¢|H|®;) é o elemento de matriz da
perturbacao H entre os estados inicial |®;) e final |®;). A partir da taxa de transigao w

calculamos a se¢ao de choque de espalhamento [6]:

1 1=
do = — TZ|<®f|H|¢i>|2pf (1.13)

wmc Zf

onde ji,. € o fluxo de particulas incidentes, T" é o intervalo de tempo de observacao da
transicao e o somatério corresponde a uma média sobre os estados iniciais do sistema e
soma sobre os estados finais. No espalhamento (€, ¢’p) temos duas particulas envolvidas
no inicio da reacao, o elétron e o niicleo. Como fixamos o referencial neste ultimo, o fluxo

de particulas incidente j;,. é dado pelo fluxo de elétrons que incide sobre ele:

€ U
.inc = == 1.14
J .Y (1.14)
onde,
k
Ve = u (1.15)
€e

¢ a velocidade dos elétrons incidentes (medida no referencial do laboratério) e V é o
volume de normalizagdo. O fator €./m, na definicao do fluxo surge devido ao fato de
estarmos trabalhando em cinematica relativistica, porque um elemento de volume dV
observado de seu referencial de repouso sofre uma contracao dada pelo fator de Lorentz
v=1/ m quando observado de um referencial que se move com velocidade v
em relacao a ele. Sendo assim, o volume de normalizacao V da funcao de onda do elétron

incidente quando observado do referencial do laboratério é contraido de um fator €. /m.

Para calcular a taxa de transicao comecamos com a densidade de estados finais para o
espalhamento (e, €'p). Essa densidade é dada pela multiplicagao das densidades de estado

das particulas que compoem o sistema em seu estado final *:

_ _me VAR 1y VAP My VAP
Pr= ey PAL = "0 0y @ (27)3 eas  (27)°

(&

(1.16)

*Os fatores do tipo m/e aparecem também aqui pelos mesmos motivos que na defini¢ao do fluxo.
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Daqui em diante iremos supor que V = 1, uma vez que o resultado final para a secao
de choque nao deve depender do volume de normalizacao. Precisamos agora determinar
o elemento de matriz (®|H|P;) para calcular a secdo de choque. Este pode ser obtido a

partir de [1]:

(Df|H|D;) = —/d(4)x7-l(x), (1.17)

onde,

H(x) = eA,(x)]"(z), (1.18)

¢ a densidade Hamiltoniana da interacao. Esta ¢é escrita em termos da quadri-corrente
de transi¢ao hadronica J¥(z) = (J°(z),J(x)) do alvo e do potencial A, (z) gerado pela
quadri-corrente do elétron. O potencial A, (z) satisfaz a equacao de Klein-Gordon cuja

fonte é a quadri-corrente do elétron j,(z) = (jo(x), —j(z)), ou seja,

OA,(2) = —Amju(z) = —dn (e, ()1, ()], (1.19)

onde 1.(z) é a funcao de onda do elétron e a ultima igualdade foi obtida devido ao fato
do elétron ser uma particula puntual’. A solucao dessa equacdo é bastante conhecida e
¢ dada em termos da integral da fungao de Green apropriada multiplicada pelo termo de
fontel[1, 7].

A quadri-corrente de transigao do alvo J,(z) é dada pelo elemento de matriz do ope-
rador j;(x) aplicado entre o estado inicial |¥;), formado pelo nicleo alvo, e o estado final

|W ), formado pelo nicleo residual com A — 1 nucleons e o nucleon espalhado:

Ju(w) = (Wl Ju(2)[W5). (1.20)
Separando a parte temporal da quadri-corrente teremos:
Julz) = (| T (A 0,) = clehrean =t (7). (L.21)

Assim, vemos que para determinar a secao de choque precisamos das funcoes de onda

inicial e final do alvo e dos elétrons incidente e espalhado. A obtencao dos estados do

TVeremos mais adiante como obter a corrente no caso de uma particula com estrutura interna.
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alvo serd discutida em detalhes no préximo capitulo. A funcao de onda dos elétrons é
encontrada resolvendo a equacao de Dirac para os mesmos, o que, na aproximagao de

Born aqui utilizada, corresponde a solucao livre dada por

Ve(z) = u(k, s)e *. (1.22)

Na funcao de onda acima os spinores u(k, s) dependem do quadri-momentum k, do

spin s e satisfazem:

(k.y —me)u(k,s) = 0. (1.23)
Os spinores sao normalizados de maneira que,

Me

u(k, s)u(k,s) =1 e ul(k, s)u(k, s) = —<. (1.24)
€e
Teremos entao para a quadri-corrente do elétron:
Ju() = el (x)yutbe(z) = eei(k/_k)wa(kja ) vuu(k, s) (1.25)

_ ju(k,s;k", s/)ei(k’—k)-x

e o potencial A, (x) gerado pela corrente acima ( também conhecido como potencial de

Méller) é :

4 .
Au(z) = 4 ;Tyj“(k, s; k', sh)e 9. (1.26)

O elemento de matriz de transigdo (1.17) pode entéo ser reescrito como:

4 ot o
<(I)f|7'[|(1>z> — —7T6 ju(k;’ s; k;” 3’) /d(4)ZL‘ el(Ep-‘rEAﬂ—EA—w)telq~rJM(,,?)
qvq”
4re | - , .
— p qyju(k‘, s; k', 8" ) JM(q)(2m)0 (e, + €a1 — €a — €.+ €,),

(1.27)
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onde,

"q) = / dire' T JH (), (1.28)

é a densidade hadronica no espaco de momento transferido. Substituindo o elemento de
matriz acima em (1.12) ¥, onde a densidade de estados finais p; é dada por (1.16) temos

que a segao de choque do espalhamento (€, e'p) é

4 2
m) e (1.29)

wq') |k
2me Ak’ my dpf Ma_, dPa_,
XZ|8}%‘ L(2m)? e, (2m)F ean (27)°

do = (27r)5(e;+eA1—eA—ee+e'e)<

sendo:

> 185l = ZJ“ k,si K, s)ju(k, s; ks ZJ“* () J"(Q) (1.30)
if

e onde a segunda somatoéria do lado esquerdo é agora efetuada somente sobre os estados
do alvo. Uma vez que estamos interessados em situacoes onde apenas o elétron e o préton
arrancado, sao detetados, podemos integrar no momento final do ntucleo residual, o que

se resume a efetuarmos a integral:

/dﬁA_1 =V, = (21)3, (1.31)

onde V, é o volume no espago dos momentos. Obtemos entao para a secao de choque:

do = (1.32)

1 (47T6)2MA_1% m?2
27)° \aq”) €a1 €, ¢ K|

> 185 P [K | |dQe [ *d]p | 8(€, + am1 — €4 — €+ €L).
if

*Aqui usamos que [(27)d (e}, + €a—1 — €4 — €+ €,)]* = (2m)6(€), + €a—1 — €a — € + €,)T (péginas 101,
111-112 da referéncia [6])
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A funcao delta restante representa a conservacao da energia do sistema. Podemos nos

livrar dela integrando em |;5; |. Para tal usamos que:

) = 3 G olp — i) (1.33)

| |p =Pi

onde f(p;) = 0. Como o momento do nucleon pode assumir um tnico valor em mdédulo

para que haja conservacao da energia, ou seja:

e, =/ |P|2+m2, (1.34)

temos entao que

F(p)) = \/p +m2 \/E K —p)2+ M2 | —eq—e +€.. (1.35)

Logo, a secao de choque é:

dPo Are \* mpyMy_ym?2 |p||F] ,_ =
= C o froe Y |Shl* 1.36
dEledQe/de/ (quu) (27T>5€A ‘k| frec;| f| ( )

Para chegarmos ao resultado acima, usamos que

diE| ¢
= ¢ 1.37
e ] (1.37)

e

e definimos o fator de recuo do nucleo

w|1;’| - e;|cj] cos b,
ealp’]

df(p)
dp

/
€A1 Ep

frec = (138)

: _ ‘1 N
€a |p/| p=Ip’|

Desta forma, resta agora calcular as somas sobre a quantidade |Sy;|?.

1.2.1 Espalhamento de elétrons polarizados (¢, ¢'p)

Até agora em nenhum momento o fato do elétron incidente ser ou nao polarizado foi

utilizado. Consideremos agora o calculo do elemento de matriz S;; acima para o caso em
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que os elétrons estao inicialmente polarizados. Temos entao:

Z | Sif ‘2: LW/W;W; (139)
if

onde, para elétrons inicialmente polarizados:

L = 3y (1 by Ppulhs) (k') (L W Julks)), (140)

spin

onde h indica a polarizacao do elétron. Uma vez que estamos considerando elétrons com
energia bem acima de sua massa de repouso, h ¢é a helicidade do elétron, que s6 pode,
entao, ter polarizacao longitudinal, ou seja, na direcao de seu movimento. Desta forma
podemos ter h = +1 e para espalhamento sem polarizacao basta fazer h = 0. O tensor

hadronico, por sua vez, pode ser escrito como:

W = ST (@) (@), (1.41)
if

Da equacao de conservacao da corrente, tanto para o alvo como para o elétron, temos

([8]):

a.J" (@) =0 quj"(q) =0. (1.42)

Este resultado permite eliminar uma das componentes da corrente, em geral a compo-
nente 3 (ou 2), em favor da componente temporal. No sistema do laboratério, conforme

a figura (1.1) nds temos (onde Z estd na mesma direcao de ¢):

q# = (’LU, 07 07 ‘(ﬂ) (1-43)
A seguir definimos os versores:
1 1 -
€ = (@ 0,0, ), (1.45)

|qu|’ ’ |qu‘
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em termos dos quais podemos expandir as correntes do elétron e do alvo. Podemos entao

reescrever o tensor leptonico, que é dado agora por:

Ly = Zw‘; (1.46)

spin

e para o tensor hadronico:

Wi = 3 Ja(@) 3 (4). (1.47)
if

onde A\, N = 0, +1. Na proxima secao, iremos obter as expressoes explicitas para o tensor

leptonico.

1.2.2 Calculo do tensor leptonico

Utilizando o desenvolvimento de Casimir [5] envolvendo as matrizes de Dirac, encontramos

para o tensor leptonico:

L)\)\/ — 2[]{)/ . Eik c €N —+ ]{} . Eik/ CEN — ]{) . ]{I/Ei c €N + 2ih€uya5€§*€ilkaklﬁ] (148)

Na expressao acima €,,,3 ¢ 0 tensor totalmente antissimétrico, também conhecido
como tensor de Levi-Civita. O dltimo termo da equacao (1.48) é o termo devido a pola-

rizacao do elétron. Para continuar nossos calculos , temos que usar as relacgoes

e’;* = (—1))\€li>\

guyel;\/*exl = (—1))\5)\>\/ .

Temos:
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ij - |Q|]z =0 = ]z = (149)

= — k. (1.50)

Utilizando esses resultados podemos fazer a contracao do tensor leptonico com o ten-
sor hadronico (mais detalhes no apéndice A). Assim sendo, a segdo de choque pode ser

expressa comao:

dPo (47T€)2 myMa_ym? WHM f_125{

de,dS, S, we’)  (2m)ea |k
vw; + vy + VgWy + vgwy + h [y, + vpwy } .

(1.51)

onde 8 = 2kok{cos*(0/2).

Os dois ultimos termos entre colchetes se anulam, caso o elétron nao esteja inicialmente
polarizado. Ainda, se o préton arrancado nao for detetado, apenas os dois primeiros ter-
mos sobrevivem (uma vez que integramos nos angulos de detec¢ao do préton) e reobtemos
o resultado bem conhecido para o espalhamento (e,e’) em termos dos chamados fatores
de forma longitudinal (w;) e transverso (w;). Sintetizamos abaixo, os diferentes fatores

que ocorrem na secao de choque:

()
=i (9}
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1Q;

Uy = —aw,

-Q; (0) Q>
Uy = t 2 ~ +—»—u7
eV \2) TP
0 0 Q>

h __
hi=1a (3) o (3) + .

PN ()
V2IaPTN2)

[\

wy = iJoJo*,
if

we= ST T

if
Wit = 2ZR€[J_T_J7] y
if
wy =2 RelJg(J- —J})],
if
wh =Y [Jo T = J_J],
if

wh =2 Re{J;(Jy+J)} .
if

26



Capitulo 2

O Modelo Nuclear

Abordaremos a seguir todo o desenvolvimento para a obtencao da corrente do alvo nuclear.
Primeiramente iremos apresentar, o modelo utilizado para descrever a estrutura nuclear,
ou seja, os possiveis estados ligados do préton assim como o estado final do mesmo no
continuo. Posteriormente, definimos o operador densidade de corrente hadronico e apre-
sentamos a forma explicita da corrente de transi-cao assim como algumas de suas propri-
edades e simetrias. Finalmente, discutimos algumas das consequéncias da aproximacao

usada, na obtencao dessas correntes.

2.1 Modelo de Walecka e aproximacao relativistica
de Hartree

Neste trabalho, adotamos o enfoque geral de que o sistema nuclear é formado por prétons,
neutrons e particulas mediadoras. Os mésons exercem o papel de mediadores da interacao
entre os nucleons, de forma andloga aos fétons, mediadores da interacao eletromagnética
entre particulas eletricamente carregadas. Atualmente, a teoria que nos permite descrever
um sistema de muitos corpos composto por hadrons é a teoria quantica de campos, que

se baseia em uma densidade lagrangeana apropriada.

Por analogia a eletrodinamica quantica (QED), a teoria que descreve hadrons inte-
ragindo entre si, é chamada de hadrodinamica quantica (QHD). Com base na teoria de

campos, foi proposto um modelo, o qual é descrito em detalhes na referéncia [2] e que é

27
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conhecido como modelo de Walecka . Nesse modelo, a lagrangeana correspondente contém

os termos livres de nucleons e dos mediadores (mesons), bem como os termos de interagao.

A partir desta lagrangeana, podemos encontrar as equagoes de movimento para os
campos e a hamiltoniana do sistema. Com a hamiltoniana, podemos encontrar as fungoes
de onda das particulas e outras grandezas de interesse. Neste estudo, estamos utilizando o
modelo de Walecka, incluindo mésons escalares (o), vetoriais (w), isovetoriais(p) e também

a interagao eletromagnética.

A funcao densidade lagrangeana pode ser escrita como segue:

L =L+ L+ L+ L+ L+ Ly + L + LN, + LA

(2.1)

onde £} é a lagrangeana livre do nucleon, £/ ¢ a lagrangeana livre do méson o,
Ll ¢ a lagrangeana livre do méson w, (Z[f“’ ¢é a lagrangeana livre do méson p, (Z,fi” éa
lagrangeana livre do campo eletromagnético, Zi,  é a lagrangeana de interagao nucleon-
nucleon pela troca do méson o, L, é a lagrangeana de interacao nucleon-nucleon pela
troca do méson w, Ly, ¢ a lagrangeana de interagao pela troca do méson p e Zyy., ¢

a lagrangeana de interagao pela troca de fétons.

A seguir, mostraremos as densidades lagrangeanas para os campos livres [2]:

L = V() ("0, — M) V() (2.2)

2 = 1 [(my)0?(x) — By ()00 () (23)

L = [F )P (&) — 20m, o () (2)] (24)
2t = LB, (@) B (@) — 2m,)Pb,(a) - ()] (25)
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e2

liv _ _ ~
v =

A () A (2) (2.6)

onde M, m,, m, e m, sao as massas de repouso do nucleon e dos respectivos mésons.
Temos também que F), = J,w,(z) — dw,u(z), Aw = 0,A.(z) —0,A(z) e By =
0,b,(xz) —0,b,(x). Nas equagoes acima, os campos do nucleon, do méson o, do méson w,
do méson p e do féton sao, respectivamente, (), o(z), w(z), b,(x) e A, (). Observemos

que o campo b, (x) é um vetor no espaco de isospin.

Para as densidades lagrangeanas de interacao, temos [2]:

Lty = V() ()U(x) (27)

o = — 00 (@) (), 0 (2) (28)

By = — 50,0 (@)7 B (@) V() (29)
245, = b)) (5 ) 3,00 (210)

o termo T é a matriz de isospin do nucleon e 73 = (—1)™, onde m = 0 se o nucleon for o
préton e m = 1 se o nucleon for o neutron. Aqui g,, g, € g, sao as constantes de acopla-
mento dos mésons o, w e p, respectivamente. Em busca de aperfeicoar o modelo original,
no qual estes valores sao constantes, vamos considerar que eles agora dependem da den-
sidade barionica pg do nicleo. Essa forma de parametrizar as constantes de acoplamento
foi desenvolvida com a finalidade de reproduzir a energia de ligacao de ntucleos finitos e, ao
mesmo tempo, propriedades da matéria nuclear [9], tendo se mostrado bastante eficiente.
Faremos, entao, as substituigoes g, — I',(05), 9o — I'v(08) € g, — T',(05), em busca
de resultados mais realistas para a secao de choque e para os fatores de forma do ntcleo.
Utilizaremos para as constantes de acoplamento a mesma forma funcional, assim como os

parametros listados em [9)]:

Todo o desenvolvimento para a obtengao das fungoes I';(pp) pode ser encontrado na

referéncia [9], sendo que aqui colocaremos diretamente os principais resultados:
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Di(os) = Tiloy") fios/o!) para i=oyw (2.11)

onde:

sat) _ ]' + b (QB/Qsat )2

¥ elen o + ) (212)

filon/o
aqui as quantidades a;, b;, ¢; e d; sdo quantidades reais e positivas, o3 é a densidade de
saturacao para a matéria nuclear. O termo I', s6 necessita de um parametro a, e sua

expressao €:

Ty(0p) = Tp(pit)e een/es™=1. (2.13)

A partir de agora, por questao de compactacao das expressoes, podemos omitir a de-
pendéncia em x nos campos, ficando esta implicita. Outras dependéncias serao colocadas

de forma explicita em casos onde sejam necessarias.

2L
a“ Aoux]

um dos graus de liberdade do sistema e levando ainda em conta a equacao da continuidade

Utilizando a equacao de Euler- Lagrange = 0, onde x representa qualquer

para o nucleon, ou seja, OM[@VN\II] = 0, podemos obter as equagoes de movimento do

sistema:

T3—|—1)

r,
(—’L.'Yuau + M)\II = PJO' — Fww T — ?T by - AV( T + g v (214)

(O +m2) o(x) = ToW(x)¥(x) (2.15)

(O+md) wy(z) =T, ()Y (x) (2.16)
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(0"B,w + miby(:p)) =T, (2)7, ¥ (z) (2.17)

e’0A,(z) = e¥(x) (73 ;— !

) () (2.18)

onde O é a representacao para o operador laplaceano em quatro dimensoes, também

conhecido como d’alembertiano e 7 é dado por

_ Mo dosg w0085y o
g = D05 0T U(z)o(x)V(z) 05 0T U (z)w” (x)y, Y (x)
8Fp 693 1- . v
e 9T 2\1/(:5)7-10 ()7, Y (z) (2.19)

¢ o termo que aparece quando consideramos a teoria de Walecka com os acoplamentos
dependendo da densidade bariénica do nicleo [9]. Vamos escrever pp = /j"j,, onde

Ju =¥,V e com isso, temos :

Ju (OTw = o, - T or, - )
T == Uy, + —=UA"—V - b, — \VAVZo) 2.20
0B (aQB ! dop 73 dos (2:20)

A equagao (2.14) é uma equagao de Dirac, (2.15) é uma equagao de Klein-Gordon nao
homogénea, (2.16) e (2.17) sao equagoes de Proca com termo de fonte, (2.18) é a forma

compacta das equacoes de Maxwell.

Uma forma de solucao para este problema, usualmente adotada, é a chamada apro-
ximacao de Hartree [2]. Nela, os campos mesonicos sao substituidos por valores médios,
ou campos classicos, os quais nao dependem do tempo. Estes campos sao entao obtidos
de forma autoconsistente, resolvendo-se simultaneamente as equacoes. Ainda, impondo
invariancia rotacional, apenas as componentes temporais dos campos nao se anulam. A
funcao de onda do nicleo passa entao a ser dada pelo determinante de Slater dos A es-
tados de particula independente de menor energia (onde apenas os estados de energia
positiva sdo considerados), os quais sdo obtidos da condi¢do de autoconsisténcia. Em
nosso caso, supomos ainda que os campos, ou simplesmente potenciais dos mésons tém
simetria esférica. Por outro lado, o niimero de prétons e néutrons do sistema permanece

constante, o que elimina as componentes de isospin que mudam esse ntimero. Com todas
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estas hipoteses implementadas, o conjunto de equagoes acima para os mésons se reduz ao

sistema de equagoes:

Ll 2d 2 (r) = —T 2.21
L)+ 2L o) — m2oy(r) = ~To0,(0) (2.21)
d? 2d 5
WWO(T) + ;on(r) —mwo(r) = —T,05(T) (2.22)
d? 2d
s bo(r) ;550(7“) - mibo(r) = —I",03(r) (2.23)
d? 2d
WAO(T) + ;%AO(T) = —eop(T) (2.24)

Dada a condicao de simetria esférica, podemos assumir que a funcao de onda do

nucleon pode ser escrita de forma geral como:

(P, t) =~ i g e Bt (2.25)
" iF(r) &7

Jill

onde G(r) e F(r) sao fungoes radiais da fungao de onda de particula para o nucleon , ¢,

¢ a fungao de onda de isospin com 7 = 73/2, sendo:
Ci1j2 = e Cap=

para o préton e o néutron respectivamente e ;" sao harmonicos esféricos spinoriais que

sao dados por:

w =" (lmy 1/2 mylj m) i, (7) X, , (2.26)
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os quais reinem toda a dependéncia angular e de spin da fungao de onda, sendo Y}, ()
os harmonicos esféricos, (I; my ly mao|ls m3) o simbolo usado aqui para expressar os coe-

ficientes de Clebsh-Gordan, y.,,, expressa a funcao de spin e !’ =1+ 1 para j =1+ 1/2.

Para a equagao de Dirac obtemos entao duas equagdes acopladas para F'(r) e G(r) que
completam o sistema de equacoes acima, o qual é resolvido de forma auto-consistente. A

partir da equagao (2.14) obtem-se:

{% . ﬂ Golr) = [Ea — Tuwo(r) — tal bo(r) — <ta + %) eAo(r) + M —Tpoo(r) — y] Fa(r) (2.27)

{g - %} Fo(r) = [Ea — Towo(r) — talpbo(r) — <ta + %) eAo(r) = M +Tso0(r) — f] Ga(r) (2.28)

O termo .7 é dado agora na aproximacao de Hartree por:

ar or or
T = ——0pw,(r) + 5" 03bo(r) — —0s¢
dop o(7) dop r) dop "
Podemos ainda escrever as solugoes para os potenciais mesonicos em termos de fungoes

de Green:

oo(r) = / T, Dy (ry )0 (r)r"2dr” (2.29)
wo(r) = / LoDy (r, 7 )op(r' )" 2dr' (2.30)
bo(r) = / L,D,(r,7")os(r')r'2dr’ (2.31)
Ag(r) = e / Doy (r, ") op(r')r'2dr' (2.32)

onde os D;(r,r")’s sdo as fungdes de Green [2] e
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0) =3 (Z ) e - 1500 (233

05(r) = (% i 1) [1Galr)P + [Fa(r)?] | (2.34)

o)=Y (% i 1) [[Ga(r)2 + | Falr)[2] (—1)=12 (2.35)

occ

o) =3 () [Ga + IFa(r)F) o 172, (2.36)

A2

onde j, é o momento angular total de cada estado e a somatéria inclui todos os A estados
de energia mais baixa. O esquema apresentado acima foi implementado em nosso caso,
utilizando uma versao modificada do cédigo computacional TIMORA [10] com a inclusao
da dependéncia na densidade. O conjunto de parametros utilizados serda apresentado no

Capitulo 3.

2.2 Densidade de corrente para particulas com uma
estrutura interna

Ao contrario do elétron, o proton assim como o néutron, que compoem a estrutura
nuclear nao sao particulas fundamentais e possuem uma estrutura interna. Escreveremos

o operador densidade de corrente para o préton como [17]:

~ P
J(¢*) = |V Fi(q?) + io" V2—F2(q2) : (2.37)

mp

O parametro x [11] é dado experimentalmente, no caso do préton, por x =~ 1,79,
estando associado ao momento de dipolo magnético anémalo do nucleon. A expressao

(2.37) sera utilizada em nossos célculos a partir de agora.
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Os fatores de forma do nucleon Fj(¢?) e Fy(¢*) sao dados em termos dos fatores
de forma eletromagnéticos Gg(Q?) e G(Q?) diretamente relacionados as densidades de
carga e corrente intrinsecas dos nucleons, onde Q? = —(q)?. Estes fatores sdo conhecidos

como fatores de forma de Sachs e estao relacionados a Fy(q*) e Fy(¢*) por [12]:

)= (1442;) [os@)+ Zoou@) (2.9
o) = (1415 [l - Gel@?)] (239)

Esses fatores de forma podem ser obtidos, por exemplo, a partir de um modelo de
quarks para o nucleon. Este nao é o enfoque deste trabalho, logo usaremos uma pa-
rametrizacio de dados experimentais valida para a regiao de Q* < 1(GeV/c)®. Nestas

condigoes o comportamento de Gg(Q?) e Gy(Q?) é dado pelas relagoes:

GR(QY) = (1+Q*/0.71)~

G (Q%) = 1,GH(Q%)

G1(Q%) = 1 G(Q%)

G(Q%) = (Q*/4myct)(1 + 5.6Q° /4my ')~ |G5,(Q%)]

onde aqui os superscritos indicam se o nucleon é um préton(p) ou um néutron(n), sendo
fp = 1+ K, = 2793 e p, = K, = —1.913 os respectivos momentos magnéticos, em

unidades de magneton nuclear.

Assumiremos entao que o operador corrente para o nicleo, no espaco de coordenadas,

tem a forma: B

Tu(7) =367 = 7)) () (2.40)

i=1

O que é consistente com a aproximacao de Hartree.

2.3 Estado final do nucleon no continuo

Nesta secao, iremos explicar em linhas gerais a metodologia para a obtencao do po-

tencial éptico usado para descrever o estado final do préton no espalhamento.
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2.3.1 Potencial 6ptico complexo na aproximacao de impulso

O espalhamento (€, €'p) nos fornece informagoes sobre a estrutura nuclear e também
da interacao nucleon-ntucleo. Assumiremos aqui que, para descrever esses fenomenos,
podemos usar a aproximacao de impulso, a qual assume que o potencial de interagao entre
o projétil e os nucleons do alvo tém essencialmente a mesma forma que a interagao entre
estes no espago livre. Esta aproximacao também implica que o espalhamento é dominado
por um tnico processo de colisao. Essa aproximacao é conhecida como aproximacao
relativistica de impulso e, em nosso caso, tem como ingredientes basicos a aproximacao
de Hartree relativistica para descrever o ntcleo alvo e a interacao nucleon-nucleon [livre,
ou seja, a interacao entre dois nucleons como se os demais nao estivessem presentes. O
potencial proton-nticleo é entao construido a partir desses dois ingredientes e usado para
obtermos o estado final do proton ejetado. Essa aproximacao é utilizada com sucesso para
descrever o espalhamento elastico proton-nicleo para a faixa de energia em que estamos
interessados, em que o proton possui energia cinética da ordem de algumas centenas de
MeV.

O primeiro desses ingredientes entra através da obtengao das densidades autoconsis-
tentes, como descrito anteriormente. O segundo corresponde a escrever a interagao entre
dois nucleons impondo leis de conservacao (paridade, covariancia de Lorentz, isospin) e cu-
jas amplitudes sao na pratica obtidas da analise do espalhamento nucleon-nucleon. Todo
o procedimento de obtencao do potencial 6ptico é encontrado nas referéncias [10, 13], e
aqui colocaremos somente os principais resultados. Inicialmente escrevemos o potencial

na forma;:

Uppt = U +7°UY — 2ia - 7UT (2.41)

Aqui, U® é o potencial escalar, U é o potencial vetor e UT corresponde ao potencial
tensorial. A contribuicao de U” serd pequena comparada as outras e nés a despreza-
remos no contexto deste trabalho. O potencial 6ptico, entao, tera apenas contribuicao
escalar e vetorial. A equagao de Dirac (2.14) para o préton espalhado tem agora U" subs-
tituindo [Fww”% + %F- b7, + eA”w% — 7| e U? substituindo [~T',0]. Seguindo

essas premissas, nos temos [10]:

{—ia - V+UY + M+ U}V = EV . (2.42)
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Aqui adotamos o modelo conhecido como RLF (Relativistic Love-Franey) para o
calculo dos potenciais opticos. Esta escolha se deu devido a faixa de energia em que
estamos trabalhando. Este modelo nos fornece:

L 8nZip L ! Lo’ L . ’ ! Lo/
Ut r, ) = — [Cartho B [t [Ttk o) [ et rx| a3

M

onde L pode ser S ou V, o* é a densidade correspondente, j, é a funcao de Bessel de
ordem zero, w = cos(?), |x' + x| = % + 12 + 2wrr’. As quantidades t% e t% sio dadas

por:

; BG M 33 o2 NI 32 A2\’
th z/ e EEST 5, Ly (o - ) | G - £ (2.44)
(23 2Ecke - FCam \N+7) T rm \AR G

K3

2 2
BQ iM?2 5. g2 A2 g2 A2
L _— —1Q T T 2 = =\I; i i 3 i i
tX - / (27T)3 2Eckice ¢ (_1) BL(i)’L(TO ’ Tl) 62 5 2 v =2 =2 (2'45)

Nas expressoes acima, (5 = E{) — EO e Q= lg’l — EO, sendo o subscrito 0 referente a um dos
nucleons e o subscrito 1 referente ao outro. L(i) denota o spin e paridade dos mésons
escalar e vetorial, T' é o isospin do par dos nucleons interagentes, I; é o isospin do méson
trocado, Brg),, ¢ uma matriz de transformagao dada explicitamente em [10], A} sdo
parametros associados aos fatores de forma do nucleon, g? e g? sao, respectivamente, a
parte real e imaginaria da constante de acoplamento méson-nucleon e m; as massas desses
mésons. As quantidades F, e k. estao relacionadas a energia e ao momento do préton em
relacao ao nucleo. Observa-se que tanto o potencial escalar quanto o vetorial possuem
agora uma parte real e uma parte imaginaria. A interacao de Coulomb entre o préoton

arrancado e o niicleo residual ¢ entao incluida na parte real do potencial vetorial (U").
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2.3.2 Aproximagao de onda distorcida

Para o estado final supomos que o préton é descrito por uma funcao de onda dis-
torcida, ou o que na literatura é conhecido como Relativistic Distorted Wave Impulse
Approzimation (RDWIA). Como o préton, ao ser arrancado do ntcleo, continua a inte-
ragir com o mesmo, nés iremos aqui tratar estes efeitos como se o préton obedecesse a

equacao abaixo com condigoes de contorno no continuo:

Hyp (1) = (1), (2.46)

onde ¥4 (x) = e /M) (r) é a fungao de onda do nucleon espalhado, sendo €, a energia do
mesmo. Esta equacdo é resolvida expandindo a funcao de onda (7)) em ondas parciais
e resolvendo as equacgoes para cada onda separadamente. Para uma particula de spin m,

a expansao na RDWIA tem a forma [14]:

. e +m > . . .
U, () = Ay [0 D Site™ 5 U my 12 malj m)Y, (0, 600w m(F) - (247)
p Kym

com m; =m — mg €

kT r%m T
Ve (7) = 9/ *) : (2.48)
1f (1) /12 (7)

Entao, para determinar a funcao de onda do nucleon espalhado, basta determinar as
fungoes f.(r), g«(r) e os phase-shifts §,,. Substituindo a expansao acima na equagao de

Dirac, obtemos as seguintes equagoes diferenciais acopladas para f,(r) e g.(r):

) == o = M) = U ()] ) + S Fulr), (2.49)
diiﬂg,{(r) = [ep + M*(r) — UV(T)] ful(r) + ;gn(r) . (2.50)

Na expressao acima, M*(r) = m, + U®, sendo U® e UY como definido na subsecio

anterior. Para obter os phase-shifts 6., resolvemos numericamente o sistema de equagoes
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acima e comparamos f.(r) e g.(r) com as formas assintéticas das solugoes para o espa-
lhamento de um nucleon por uma carga puntual [14]. Fazemos isso porque para valores
de r suficientemente maiores que o raio do ntcleo, o potencial escalar é praticamente nulo
(tem alcance finito) e o potencial vetorial pode ser aproximado pelo potencial de uma
carga puntual eZ. Como existem solugoes regulares (finitas na origem) e irregulares (que
divergem na origem) para o espalhamento por uma carga puntual, escrevemos f,(7) e
g(r) como uma combinacio linear dessas solugoes [15]. Se f£(r) e gZ(r) sao as solucoes

regulares e f1(r) e gl(r) as irregulares, a combinacio terd a forma:

fulr) = Aufil(r) + Bifa(r) (2.51)

9u(r) = Axgl(r) + Begy(r) , (2.52)

de onde os coeficientes A, e B, devem ser determinados. A partir destes coeficientes e dos
phase-shifts 1 e 61 (cuja forma analitica é bem conhecida) para as solugdes regulares e
irregulares, respectivamente, encontramos os phase-shifts o, para cada onda parcial. Eles

sao dados por:

R senf,
0 = 0, + arctg <AN/BK n cos@,.i> (2.53)

onde 6, = 61 — 0%

2.4 Densidades de Corrente

A partir da equagao (2.25), o estado inicial (ligado) do préton pode ser escrito como:

G.(r)/r%, (1
V() = Ypm(17) = "y ) : (2.54)
1F et (1) )19 (F)

onde,
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) 1 K, k>0
J:|/€|—§ =
—(k+1), k<0

O estado final deste mesmo préton é dado pela equacao (2.47). Uma vez que os
estados, inicial e final do nicleo, estao sendo aproximados por determinantes de Slater e
que o operador corrente é um operador de um corpo, as correntes de transicao, ou mais

propriamente suas transformadas de Fourier para o espago de momento transferido, serao

dadas por:
Jo(9) =< Y, | Jo,+(q)[ e >, (2.55)
onde:
Jo+(q) = / di €97 Jy (i), (2.56)
e
Jo(F) = ex - I(F), (2.57)
com
1 :
(e, = iey), (2.58)

eL =T —
i:F\/i

e lembrando novamente que escolhemos o eixo z na direcao de ¢. Faremos entao agora

uso das expansoes:

7T = Viar > i /(2L + 1)j(qr)Yio(?) (2.59)

s = VBT Y IVIL I £l YE() + oV X Y5} (260

L>1
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onde Yﬁ”L, sao harmonicos esféricos vetoriais e j; sao funcoes de Bessel esféricas. Desta

forma é possivel escrever o operador corrente na forma

j77<q> = Z jL,Tl<q)7

onde J. ., ¢ um operador tensorial de ordem L e projecao n. Definimos agora:

€+ My o 1
A (U, j'5p") = 4y /pT,”i’ e 0 (I'm/ — mséms\j’m’)lﬁf(m,_ms)(ﬁ’ ). (2.61)
p

As correntes de transicao podem entao ser escritas como:

To(@) = > An (U m',j5 ") GmLnl'm") (|| o), (2.62)

L,k m/

onde o teorema de Wigner-Eckart foi utilizado. Os diferentes fatores de forma que apare-

cem na secao de choque, tém sempre a forma:

Yodw@ @)=Y > Y A () (GmLn|jm)
Ms,m ms,m L.k’ m’ L' k" ,m"

(Wl T [00)* A, 17 m”, 575 5" ) G L) 5" m") (| T [40). (2.63)

As somatdérias sobre m e mg na expressao acima, implicam que temos que efetuar a

soma: roon ! / * A~/ A~/
Sj(/{a'l’{ 7L>L 77]77]) = Z { l/(m+n’—ms)(p )YE”(m—‘rn—mS)(p )

ms,m

(I'(m + 1 = ms)1/2ms|5'(m + 1)
(1" — )L /2m | g G L 4 o) Gl )} (2,64
Consideremos agora a expressao acima quando fazemos as trocas n — —nen — —1/'.

Neste caso, como estamos somando em m e mg, podemos fazer as trocas m — —m e

Mg — —Myg € eSCrever:
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Sj(K’/? "{”’ L’ le -, _n,) = Z { l;k(fmfn’qtms)(ﬁ/ )Y”(—m—n-l—ms)(ﬁ/ )

ms,m

{I'(=m = n" +my)1/2 = my|j' (=m = n')(I"(=m — 0 + my)1/2 = m,|j" (=m — n)
G=mL = flj = m =) (j = mL = nlj" = m =)}, (2.65)

e usando propriedades de simetria dos coeficientes de acoplamento e dos harmonicos

esféricos:

Sj(lil’ I{”? L? L,? =, _77,) = (_)(7]+7II) (_1)(l/+l”+L+LI)Sj(K,’ K”’ L, L,a m, 77/)*

(2.66)
Ocorre que, por conservacio de paridade, (=)@ = (=)l e
(—)EHL) = (—)! e assim:
Sj(’l{’la K'l/a L, Lla -, _n/) = (_)(WJFW/)S],(KI/’ "{”7 L, L/v U 71/)* (267)

Observe-se que, para n = 7', S; ndo depende do angulo azimutal ¢,, e portanto é uma

funcao real. Desta forma conclue-se que:

D TH@)di(a) = T (a) T (a), (2.68)

ms,m ms,m

resultado vélido somente se tanto o alvo como o préoton emitido nao tiverem suas pola-
rizacoes observadas. Por outro lado, para n # 7, §; serd uma fungao real somente se
¢p = 0 ou m. Neste caso, obtemos para a situacao em que a polarizagao dos estados

hadronicos nao é observada:

S T@I-@) =Y T (@) (), (2.69)

ms,m ms,m
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ST (e) == Ji(a)T-(a). (2.70)

ms,m ms,m

Estes resultados sdo importantes pois mostram que o termo w! na secio de choque,

equagao (1.51), nao contribui nos casos em que a polarizacao dos estados hadronicos nao
é observada ( ver também equagao (50) do Apéndice A). Por outro lado, o termo w! deve
contribuir se o préton for detetado fora do plano de espalhamento, ou seja, ¢, # 0, 7 (ver

equagao (52) do Apéndice A).

A seguir apresentamos as expressoes explicitas para Jy e Ji, as quais sao obtidas em

detalhes na referéncia [15].

€, +m 2L +1 Qi0% .
S N T e i 1 2 ma )Y, ()

kmL

+<m|YLo|nm>{ PgelLIGw) + el LIF)] + Fal ) 2L ]

[ (5= K+ Lt D){gel L+ 1B} + (= + & + L+ D {fel L+ 1Gor)

(k= K = L)(gu| L — 1|Fo) + (—k + K — L)(fu| L — 1|G,o’) } } : (2.71)

6 +m 2L+ 1
¢) = —4ry/m v Tty (57 ) (Lma 1/2 malj m)
2/ nmL>1 L+1

{m<nm|m|—nm [ 1 (s + W) {gm| LB} + Rl + 1)l LG

sy (5 14 L DGl L 4 UG} = (= & + L+ D) (Tl + 1] )

+k3q21;;1 ( — (k+ K = L)(gelL = 1|Gpr) + (—k — K" = L){fx|L — 1|F) )]

(rmlYialw'm') | = ksq (5= ) {gelLIG ) + (5 — &) (fal LIFw) )

+2LL+1 (kl(n—lil+L+1)<gK|L+1|F,{r> *kg(*ﬂ+lil+L+1)<fﬁ|L+1|GN/>)
QLLJ_Tl ( —k1(k — K" — L){gx|L = 1|Fr) + ko(—k + K" — L){f|L — lle)”,

(2.72)
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onde, na expressao acima, temos que A = +1 e

:LLpQO

)
2m,,

k= Fl(q2) + F2<q2)

ks = Fi(q%) — Fz(QQ)Mpqo

2m,,
e
1
ks = Fy(q*) =2 .
3 2(q )2mp
Consideramos ainda as defini¢oes:
(km|Yppr|'m') E/er%%(f)YLM(f)%/m/(f) , (2.73)
(@nlLle) = [ drsilarontre) (274

onde L representa a funcao de Bessel esférica ji(qr). Seguem abaixo as relagoes usadas
na obtencao das expressoes (2.71) e (2.72) [16]:

L 0% (f) = —(1 + K)Zm(7) (2.75)
L ) R k+K —L
/%%(r)o- . Y%Lil('r>%/m/<7")d9 = m(/{)m|YLM‘ — K/m/>’ (277)
/ Y ()G YN (F) D (7)dQ = — (| Vg |, (2.78)
’ L(L+1)

k+K +L+1
V(L +1)(2L +1)

(km|Yru| — £'m).  (2.79)
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Ainda, precisamos do resultado:

YL (P)Y it (F) i (P)AQ = (| Yppr|6'm') =

—

mipm— L+ (1)
2

- (-1)

’ \/@J;é)j(?f 1+> L4 iy -y /2 Lol 1/2) (2.80)

Neste ponto é importante dizer que, se aproximarmos a funcao de onda do proton final
por uma onda plana ( o que equivale a fazer os phase-shifts tenderem a zero e as fungoes
de onda g, e f, se tornarem fungoes esféricas de Bessel), as correntes de transi¢ao acima
podem ser reescritas em termos de transformadas de Fourier das componentes (G, e Fy)
da fungao de onda do préton ligado, com relagao ao momento inicial p [17]. Isso mostra
que o espalhamento (e,e’p) permite mapear a funcao de onda individual do proton em

seu estado ligado.

2.5 Projecao nos estados de energia positiva

E um fato bem conhecido que a aproximacao de Hartree para a solucao do modelo de
Wallecka, e suas variagoes, contém efeitos do mar de Dirac, ou seja, solugoes cujo overlap
com os estados de energia negativa é diferente de zero. Esse efeito pode ser explicitado,

escrevendo novamente a equacao de Dirac na forma:

[@-p+V + MU = EV (2.81)
0 ¢ d
onde & = eV =
g 0 X

Ou, na forma matricial:
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0 &7 ® Vo M* 0 i) ®
+ + —FE (2.82)

Qy
Sl
o
o
<
o
o
|
S
o
=

Isso nos deixa com duas equacoes:

G- pX + VD + M ® = ED

(2.83)
c-pP+ VX -MX=EX
Seja agora o operador de projecao sobre os estados de energia positiva:
A= L P (2.84)
2 2m
Aplicando esse operador sobre a solucao:
1., E —G-
5+ o o
Gp 1 E
s (3 3m) A
2 + E® _ gpX
ATy = | 22 am (2.86)
ape R S 7.
2m 2 2m
Fazendo uso agora das equagoes (2.83):
E® o-pX VO MO
=" _ 2.
2m 2m + 2m + 2m (2.87)
Ex o-p® VX M'X
_ _ 2.
2m 2m + 2m 2m (2:88)

Isso nos leva a:
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A1) — O+ SEX 4+ gn 0+ 50— T2 | [ (514 5 + 50)
e R A IR CEE SR

(2.89)

Vemos assim que os potenciais, escalar e vetorial, misturam os estados de energia
positiva e negativa. Uma vez que os parametros do modelo usado para definir os potenciais
sejam ajustados para descrever as propriedades médias do nticleo, como a energia e o raio,
espera-se que os efeitos dessa mistura afete muito pouco as mesmas. Além disso, espera-se
que o estado fundamental seja menos afetado. Esse pode nao ser o caso na obtencao dos

fatores de forma de transicao. Assim, definiremos a densidade de corrente de transicao

projetada:
T = (W[ (AT AT ). (2.90)

Os efeitos que essa projecao sobre estados de energia positiva tém sobre a secao de

choque e fatores de forma, serao discutidos no préximo capitulo.



Capitulo 3

Resultados Numéricos e Efeitos de

Polarizacao

Apresentaremos neste capitulo alguns resultados numéricos baseados nas expressoes obti-
das nos capitulos anteriores. Comecaremos discutindo a precisao de nosso modelo, mos-
trando resultados para a secao de choque eldstica para o %0 e para o 2C' comparados
com dados experimentais disponiveis. Em seguida, mostraremos a geometria utilizada em
nossos calculos para o espalhamento (e, €'p). E por fim, valores numéricos para a segao de
choque, fatores de forma e assimetrias sao apresentados na forma de graficos, para uma

determinada geometria de detecao do proton.

3.1 Espalhamento elastico

Antes de apresentarmos os resultados, precisamos fixar os parametros que definem a
estrutura do nicleo no modelo aqui usado. O conjunto de parametros é dado na tabela
3.1. Os resultados obtidos para a energia e raio de carga sao mostrados na Tabela 3.2.
Para esses tltimos, a correcao do tamanho finito para o proton foi incluida, enquanto
que para a energia de ligacao, uma correcao aproximada para o movimento do centro de

massa foi levada em consideragao [9] nos resultados apresentados.

48
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méson ¢ | méson w | méson p | nucleon
massa(MeV) 550 783 763 939
Li(0sat) 10,72854 | 13,29015 | 7,32196 -
a; 1,365469 | 1,402488 | 0,515 -
bi 0,226061 | 0,172577 - -
Ci 0,409704 | 0,344293 - -
d; 0,901995 | 0,983955 - -

Tabela 3.1: Conjunto de parametros de Typel-Wolter [9] para o modelo.

Além dos parametros mostrados acima, usamos o valor g = 0.153fm™! para a
densidade de saturacao. Os gréaficos 3.1 e 3.2 foram feitos aplicando o modelo detalhado
no capitulo anterior para o espalhamento elastico elétron-niicleo juntamente com dados
experimentais (referéncias [18, 19] e [20]) para o %0 e para o >C, com a finalidade de
testar a funcao de onda do estado ligado. Como podemos ver, os resultados para altos
valores do momento transferido sao piores para o carbono, o que poderiamos esperar ja
que se trata de um ntcleo de camada aberta e o modelo aqui usado é construido a partir
da hipotese de ntcleo com camada fechada. Para valores de ¢ baixo, a secao de choque
elastica depende essencialmente do raio de carga, o qual foi bem ajustado para os dois

nucleos.

E, (MeV) | E, (Exp) (MeV) | R. (fm) | R. (Exp.) (fm)
Carbono 2C -7.025 —(7,68 +0,01) 2,417 | (2,471 £0,001)
Oxigénio 0 |  -7.700 —(7,98 +0,01) 2,642 | (2,730 £0,001)

Tabela 3.2: Resultados para F,, (Energia de ligacao/nucleon) e raio de carga R, calculados
no modelo relativistico de Hartree e comparados com valores experimentais [21].
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—_
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q (fm™)

Figura 3.1: Secao de choque para espalhamento elastico de elétrons em fungao do momento
transferido para o nicleo do O ([18, 19] e [20])com energia do elétron ¢, = 374 MeV.
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do/dQ2 (fm?/sr)

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25 3,0 35
-1
q(fm")

Figura 3.2: Secao de choque para espalhamento elastico de elétrons em fungao do momento
transferido para o nicleo do 2C' ([18, 19] e [20]) com energia do elétron €, = 400 MeV.
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3.2 Geometria do espalhamento

Quando falamos em geometria do espalhamento, estamos nos referindo a uma dis-
posicao espacial do aparato montado para a medicao. Este é montado de diferentes for-
mas, dependendo do interesse e possibilidades do experimentador. Duas das geometrias
mais utilizadas em processos do tipo (e, €'p) sdo as geometrias paralela e perpendicular
[22]. Em ambos os casos, tanto a energia inicial do elétron como a magnitude do mo-
mento final do préton emitido (ou mais propriamente, sua energia cinética) sao fixados

pelo observador. Vamos discutir um pouco essas duas geometrias.

Na geometria paralela o momento transferido estd na mesma dire¢ao do momento final
do préton, o que implica que ¢, = 0. Uma inspecao dos resultados obtidos anteriormente,
especialmente das equa-¢oes (2.64) e (1.51), nos leva a conclusao de que apenas os fatores
de forma w; e w; serao nao nulos nesta cinematica. Na geometria perpendicular o valor
do momento transferido ¢ ¢ mantido fixo e a densidade de corrente varia com o angulo 6,
para valores fixos do angulo azimutal ¢, (ver figura 1.1). Isso acarreta uma dependéncia
indireta da densidade de corrente com o momento inicial do préton. Neste caso, nenhum
dos fatores de forma serd necessariamente nulo e assim esta foi a cinematica escolhida aqui
para uma analise numérica dos resultados. Por outro lado, vimos no capitulo anterior que

o termo proveniente da polarizacao do elétron incidente s6 contribuird se ¢, # 0 e .

3.2.1 Secao de choque reduzida e assimetrias

Vamos agora definir duas quantidades que aparecem bastante na andlise dos dados
experimentais que faremos a seguir. A primeira delas é a secao de choque reduzida, dada

por:

A0, ed 1 1 o do

A0~ 0o |p'e, dedQudy 0o

(3.1)

onde o, ¢ a secao de choque diferencial elétron-préton [23].

Em seguida definimos uma grandeza chamada assimetria (no plano), a qual mede a

diferenca entre as secoes de choque medidas para ¢, = 0 e para ¢, = m:

An =
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Uma analise das equagoes (2.63), (2.64) e (1.51), mostra que apenas o fator de forma
wy é responsavel por esta assimetria na secao de choque total. Isto permite que o mesmo
possa ser extraido diretamente da assimetria. Note-se por outro lado, que se fizermos

¢p, = /2, o fator de forma wy se anulard.

Definiremos ainda a assimetria associada a polarizacao inicial do elétron como:

do(h =+1) — do(
do(h =41) + do(

h _
Atl_

_1)
— (3.3)

h
h )’

a qual corresponde a uma forma de obtermos diretamente o fator de forma w! experi-

mentalmente.

3.3 Resultados

Dividiremos os resultados para os ntcleos de oxigénio (!0) e para o carbono (2C).
Apresentaremos os resultados numéricos supondo que o proton arrancado no processo
seja proveniente dos estados 1s;/2, 1p3/2 ou 1p;/2 no caso do oxigenio e dos estados 1sy/;

e 1ps/e para o caso do carbono.

3.3.1 Resultados para o Oxigénio (1°0)

Apresentaremos a seguir nossos resultados para a secao de choque ﬁ na ci-
e e P
nematica quasi-perpendicular, seguido da representacao das contribuicoes de cada fator

de forma, bem como do fator de forma w! e por fim as assimetrias Ay e AL. Para

isto escolhemos até trés valores para p’ (dois dos quais foram anteriormente fixados em

experimentos realizados com o nicleo de '°0).

Em todos os casos, tanto a secao de choque quanto os fatores de forma sao aqui
dados como fun¢ao do momento inicial do proton p. Note-se que, valores de p negativos
correspondem a valores de ¢, entre 7 e 27, enquanto que valores positivos correspondem

a valores de ¢, entre 0 e 7, seguindo a convencao da referéncia [24].
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Figura 3.3: Secao de choque com polarizagao inicial do elétron em funcao do momento
inicial do préton para o '°O com €, = 456 MeV, p' = 442 MeV/c e ¢, = /3.
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Figura 3.4: Secao de choque com polarizagao inicial do elétron em funcao do momento
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Figura 3.5: Secao de choque com polarizagao inicial do elétron em funcao do momento
inicial do préton para o '°O com €, = 2440 MeV, p’ = 1000 MeV/c e ¢, = 7/3.
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Figura 3.6: Fatores de forma em funcao do momento inicial do préton para o nivel 1p;
do %0, com €, = 456 MeV, p' = 442 MeV/c e ¢, = /3.
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Figura 3.7: Fatores de forma em funcao do momento inicial do préton para o nivel 1ps/s
do %0, com €, = 456 MeV, p' = 442 MeV/c e ¢, = /3.
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Figura 3.8: Fatores de forma em fungao do momento inicial do préton para o nivel 1s;
do %0, com €, = 456 MeV, p' = 442 MeV/c e ¢, = /3.
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Figura 3.9: Fatores de forma em fun¢ao do momento inicial do préton para o nivel 1p;
do %0, com €, = 2440 MeV, p = 1000 MeV/c e ¢, = 7/3.
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Figura 3.10: Fatores de forma em fun¢ao do momento inicial do préton para o nivel 1ps/s
do %0, com €, = 2440 MeV, p = 1000 MeV/c e ¢, = 7/3.
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Figura 3.11: Fatores de forma em fun¢ao do momento inicial do préton para o nivel 1s;
do %0, com €, = 2440 MeV, p = 1000 MeV/c e ¢, = 7/3.
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Fator de forma w;; em funcao do momento inicial do préton para o nivel
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Fator de forma w! em fungdo do momento inicial do préton para o nivel
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Figura 3.14: Fator de forma wZ em funcao do momento inicial do préton para o nivel
151/2 do 160.
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O grafico da figura 3.3 mostra o comportamento da secao de choque com po-
larizacdo para um angulo de detecao ¢, = 7/3. Nele incluimos as duas polarizagoes
h = £1. Como podemos observar, existe uma diferenca significativa entre as mesmas,
especialmente na regiao dos picos. Ja em 3.4 e 3.5 que foram feitos para energias maiores,
podemos perceber que a diferenca entre as curvas correspondentes as duas polarizagoes sao
menores e chega a ser quasi inexistente para o nivel 1s;/,. Outra coisa que podemos notar
é que quando €, = 456 MeV e p' = 442MeV/c as posigoes dos picos ficam ligeiramente
deslocadas para diferentes polarizagoes em relagao a situagao em que a energia transferida
pelo elétron é mais alta, além de uma inversao dos picos para uma dada polarizacao com

relacao ao sinal do momento p.

Nas figuras 3.6 a 3.11 mostramos o comportamento de cada fator de forma individu-
almente, nos dando um detalhamento da secao de choque. Os fatores de forma w; e wy
sao dominantes para energia €, = 456 M el e momento final p’ = 442MeV/c. O fator de
forma w; domina para energias maiores (e, = 2440MeV e p' = 1000MeV/c). O fator de
forma wy; é sempre muito pequeno em relagao aos demais. J4 o fator de forma w! exerce
forte influéncia na configuracao e, = 456 MeV e p' = 442MeV /e, porém sua contribuicao
diminui quando aumentamos a energia, como para €, = 2440MeV e p' = 1000MeV /e,
o que explica a diminuicao nas diferencas entre as secoes de choque para polarizacoes
opostas com o aumento da energia. Finalmente, a contribuicao do fator de forma wy é

sempre modesta comparada aos termos dominantes, porém pode ser extraido diretamente

da assimetria Ay, como sera mostrado adiante.

Finalmente, nas figuras 3.12, 3.13 e 3.14 mostramos o comportamento do fator de
forma wt, para diferentes angulos de detecio ¢,, que é o termo que contribui para a parte
de polarizacao da secao de choque. E importante dizer que o fator de forma w! ¢ nulo
se usarmos uma aproximacao de ondas planas para o proton em seu estado final. Isto
significa que uma medida deste fator de forma ¢é na verdade uma medida direta das cha-
madas interagoes de estados finais (F'SI) no processo (e, e’p). Os demais fatores de forma,
embora também dependam das FSI, nao se anulam na aproximacao de ondas planas. A
medida experimental de w/ é assim uma oportunidade tinica de testar as diferentes apro-
ximacgoes de tratamento para as FSI. Podemos inferir assim que a diminuicao do efeito
da polarizacao do elétron com o aumento da energia seja consequéncia de que as FSI sao

menos importantes com o aumento da energia final do proton.
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Figura 3.15: Se¢ao de choque em funcao do momento inicial do préton para o nivel 1p;

do 160.
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Figura 3.16: Secao de choque em funcao do momento inicial do préton para o nivel 1ps/;

do 160.
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Figura 3.17: Segao de choque em funcao do momento inicial do préton para o nivel 1s;

do 160.
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Figura 3.18: Assimetria A; em funcao do momento inicial do préton para o O, com

€c =456 MeV e p/ = 447 MeV/c.
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Figura 3.19: Assimetria A, em funciao do momento inicial do préton para o 0, com
€ = 1643 MeV e p' =894 MeV/c.
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Figura 3.20: Assimetria A, em funcao do momento inicial do préton para o O, com
€e = 2440 MeV e p' = 1000 MeV/c.



CAPITULO 3. RESULTADOS NUMERICOS E EFEITOS DE POLARIZACAO 73

0,00 T T T T T T T
Nivel 1p,,,
0,05 |
0,10 |
,J:“ B
<C -0,15 -
-0,20
—— SEM PRCJEGAO DE ESTADOS
| —— COM PROJEGAO DE ESTADOS
_0,25 L 1 1 1 L
0 50 100 150 200 250 300
0,40 : ; : : : : : :
Nivel 1p_
0,20
4: +
< 0,00
-0,20
 —— SEM PROJEGAC DE ESTADOS
—— COM PROJEGAO DE ESTADOS
-0,40 . ! . ! . ! . 1 . | .
0 50 100 150 200 250 300
0,00 T
Nivel lsl/2
4:<C"'
-0,20 il
—— SEM PROJEGAO DE ESTADOS
—— COM PROJEGAQ DE ESTADOS
-0,40 L L L 1 1
0 50 100 150 200 250 300

p (MeV/c)

Figura 3.21: Assimetria A% em fungao do momento inicial do préton para o O, com
€ =456 MeV e p/ =447 MeV/c.
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Figura 3.22: Assimetria A" em fungdo do momento inicial do préton para o 80, com

€. = 1643 MeV e p' =894 MeV/c.
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Mostramos nas figuras 3.15 e 3.16 a se¢ao de choque com dados experimentais de
[24] para o nticleo de 60 com €, = 2440MeV e p' = 1000M eV /c. Na figura 3.15, apresen-
tamos os resultados para a secao de choque reduzida comparados aos dados experimentais
de [23] para e, = 456 MeV e p’ = 442MeV /c. Em todos os casos comparamos as se¢oes de
choque obtidas com e sem projecao nos estados de energia positiva, usando a expressao
para a corrente de transicao conforme discutido ao final do capitulo 2. Conclui-se que
os efeitos dos estados de energia negativa na secao de choque é desprezivel, frente a pre-
cisao dos dados experimentais. Além disso, vemos que para a energia do elétron incidente
igual a 2440 MeV a concordancia com a experiéncia ¢ muito boa, porém o mesmo nao
ocorre com a energia de 456 MeV. Essa discrepancia pode ter sua origem na parame-
trizacao usada para a descrigao das FSI ou nas limitacoes do préoprio modelo de estrutura
usado, restrito a aproximagao de campo médio. Pelo que pudemos observar na literatura,
usando outros modelos de campo médio, os dados experimentais para essa energia ficam
sistematicamente abaixo da secao de choque calculada. Procura-se entao por um fator
de corregao constante para ajustar os dados, o qual é entao associado a um fator espec-
troscépico comum. Tal fator espectroscopico depende essencialmente do overlap entre o

estado inicial do alvo e o estado final do nticleo residual [8].

As figuras 3.18 a 3.20 mostram a assimetria A; comparada com os dados experimentais
existentes [25],[26],[27]. Esta tltima nao depende do fator espectroscépico, ja que se trata
de uma razao entre segoes de choque e pode ser um bom teste para investigarmos os
efeitos do mar de Dirac. Assim, também aqui apresentamos os resultados com e sem
projecao nos estados de energia positiva. Com excessao da assimetria para o nivel 1ps/s,
energia do elétron de 1643 MeV e momento final do préton p' = 894MeV /¢, fica dificil
tracar alguma conclusao dada a precisao atual dos dados experimentais, mas sem duvida
a medida de Ay pode ser um excelente teste para a observacao de efeitos relativisticos na

estrutura nuclear.

Escolhendo agora ¢, = /2, fizemos ainda algumas previsoes teéricas para a assimetria
Al conforme as figuras 3.21, 3.22 e 3.23. Concluimos que a observagao da assimetria

devida a polarizacao inicial do elétron nao é tao sensivel aos efeitos do mar de Dirac.

A fim de testar a sensibilidade do modelo usado para descrever o nicleo alvo, fizemos
uma comparacao entre nossos resultados para o 0O com e sem dependéncia na densidade
nos parametros de acoplamento méson-nucleon. Como podemos ver nas figuras 3.24 e 3.25,
os resultados mudam bastante para a secao de choque e vao na direcao correta dos dados
experimentais quando incluimos a dependéncia na densidade. Uma andlise dos fatores

de forma individuais mostra também que todos eles sdo bastante sensiveis & mudanca e
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que essa conclusao nao muda substancialmente com a energia. Célculos relativisticos da
secao de choque (e, €'p) encontrados na literatura, usam versoes nao-lineares do Modelo
de Wallecka e obtém resultados semelhantes aos encontrados aqui (ver por exemplo [28]

e referéncias 14 citadas).
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Figura 3.24: Graficos feitos para o nivel 1p;; do 'O com ¢, = 456 MeV, p' = 442MeV /c,
polarizagao do elétron h = —1 e ¢, = 7/3. O primeiro de cima para baixo representa
a segdo de choque com e sem dependéncia na densidade (DD) em fungdo do momento
inicial do préton. O segundo mostra os fatores de forma w; e wy. O ultimo apresenta os

h
fatores de forma wy, wy e wy.
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Figura 3.25: Gréficos feitos para o nivel 1p;» do O com e, = 2440MeV e p/ =
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baixo representa a se¢ao de choque com e sem dependéncia na densidade (DD) em funcao
do momento inicial do préoton. O segundo mostra os fatores de forma w; e w;. O ultimo
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Por ultimo comparamos os resultados para as secoes de choque e fatores de forma
individuais usando uma aproximagcao de ondas planas para o préton ejetado (RPWIA),
como mostrado nas figuras 3.26 e 3.27. Como esperado, as diferengas diminuem na se¢ao
de choque quando aumentamos a energia do proton embora continuem a ser significativas
para as energias aqui testadas. Quanto aos fatores de forma, além do w!, que vai a zero

na RPWIA, os fatores de forma w; e wy sao os mais sensiveis a essa aproximacao.
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secao de choque nas aproximacoes RPWIA e RDWIA em funcao do momento inicial do
proton. O segundo e o terceiro mostram os diversos fatores de forma.
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3.3.2 Resultados para o Carbono (1?C)

Os graficos para o carbono foram obtidos usando [28]: Q% = 0,6 (GeV/c)? [e. =
2445MeV e p' = T74,6MeV/c], Q* = 1,2 (GeV/c)? [e. = 2445MeV e p' = 1095MeV/c] e
Q*=1,8 (GeV/c)? [e. = 3245MeV e p/ = 1342MeV/c].
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Figura 3.30: Fatores de forma em fun¢ao do momento inicial do préton para o nivel 1ps/;

do C, com Q* = 0,6 (GeV/c)* e ¢, = /3.
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Figura 3.31: Fatores de forma em fun¢ao do momento inicial do préton para o nivel 1s;
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Figura 3.32: Fatores de forma em funcao do momento inicial do préton para o nivel 1ps/,
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Figura 3.33: Fatores de forma em fun¢ao do momento inicial do préton para o nivel 1s;
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Assim como para o '°0 escolhemos os parametros cineméaticos para a andlise dos
resultados do 2C' com base nos dados experimentais disponiveis na literatura. Iniciamos
observando a secao de choque total incluindo a polarizacao do elétron incidente, como
mostrado nas figuras 3.28 e 3.29. Novamente, observamos que os efeitos da polarizacao
diminuem com a energia e, assim como para o °0, sdo bem menores para protons ejetados
a partir do nivel 1s;/,. Olhando para os fatores de forma individuais, figuras 3.30 até 3.33
novamente concluimos que existe dominancia do fator de forma w; e os fatores de forma
wy e wpt podem ser extraidos a partir das assimetrias correspondentes. Este tltimo é
mostrado nas figuras 3.34 e 3.35 para diferentes posicoes do plano de detegao em relacao

ao plano de reacao. Os comentarios feitos para o oxigénio valem aqui também.
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Figura 3.37: Secao de choque em fungao do momento inicial do préton para o nivel 1s;/,
do 12C.
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Figura 3.38: Assimetria Ay em funcao do momento inicial do préton para o nivel 1ps/,

do 2C.
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Figura 3.39: Assimetria Ay em funcao do momento inicial do préton para o nivel 1sy/,

do *2C.
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momento inicial do préton para o nivel 1ps/,
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Figura 3.41: Assimetria A em fun¢ao do momento inicial do préton para o nivel 1s1/2

do *2C.
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A quantidade de dados experimentais para o 2C' é relativamente maior e estao
mostrados nas figuras 3.36 e 3.37, para a secao de choque reduzida, sem polarizacao. Nas
mesmas figuras mostramos o resultado do nosso calculo, com e sem a projecao nos estados
de energia positiva. Da mesma forma que para o oxigénio, os efeitos do mar de Dirac sobre

a secao de choque total ¢ muito pequeno.

O gréafico das figuras 3.38 e 3.39 mostra-nos a assimetria A, referente as mesmas
configuragoes de energia. Aqui os dados experimentais foram obtidos da referéncia [28].
Como esta assimetria depende exclusivamente do fator de forma wy, fica claro que o ajuste
com os dados experimentais nesse caso é pobre quando comparado ao oxigénio. Além
disso, podemos ver agora o comportamento desse fator de forma para protons ejetados do
nivel 151/, e novamente concluimos que nosso calculo tedrico estd em média bem abaixo
dos pontos experimentais.

Como j4 feito no caso do 90, se fizermos ¢, = 7/2, o fator de forma w/; ¢ maximizado

e a assimetria A" serd uma forma de obtermos diretamente o mesmo experimentalmente.
Fizemos algumas projecoes tedricas segundo nosso modelo para essa assimetria, vistas nas
figuras 3.40 e 3.41. Os tinico dados experimentais encontrados para Al estdo disponiveis
em [29]. No entanto a energia do préton emitido nesse caso é de aproximadamente 50MeV/,
bem abaixo dos valores por nés utilizados anteriormente, sendo que nessa faixa de energia
o modelo usado na obtencao do potencial ético deve perder sua validade, ja que se trata de
uma aproximagao de alta energia. Na figura 3.42, fizemos uma comparacao destes dados
com nosso modelo para €, = 560 MeV e p’ = 315,3 (MeV/c). Dado o pequeno niimero de
pontos experimentais e a baixa precisao dos mesmos, fica dificil tracar qualquer conclusao,

embora nossos resultados estejam dentro do desejavel, dadas as limitagoes do modelo.
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Figura 3.42: Assimetria A}, em fun¢ao do angulo 6, para o nivel 1p;/» do '*C' com pontos
experimentais encontrados em [29].



Conclusoes

Neste trabalho, estudamos a reacao em que um elétron, inicialmente polarizado, é
espalhado por um ntcleo, o qual emite um proton que é detetado em coincidéncia com
o elétron espalhado. Vimos que neste processo, além dos fatores de forma longitudinal
e transverso, caracteristicos do espalhamento (e, €’) de elétrons nao-polarizados, surgem
outros quatro fatores de forma. Dois deles aparecem independentemente de nosso feixe
inicial ser ou nao polarizado, enquanto outros dois surgem apenas se prepararmos o feixe
com uma polarizacao definida. Todos os seis fatores de forma no entanto, podem ser es-
critos como combinacoes diferentes de trés quantidades basicas, as quais, na aproximacao
de ondas planas para o elétron, nada mais sao que as componentes da corrente do alvo
no espaco de momentos transferidos. Uma delas, Jy(q), corresponde a densidade de carga
de transicao do nticleo e pode ser diretamente relacionada a componente longitudinal
da corrente de transicao pela equacdo da continuidade. As outras duas, J.(q)e J_(q),
sao as componentes transversais da corrente nuclear de transicao. Tais correntes estao

diretamente relacionadas a distribuicao de momentos do préton no ntcleo.

A fim de efetuarmos uma anélise quantitativa da secao de choque da reacao, adotamos
a hipotese de que o ntcleo é descrito por um modelo de particula independente, baseado
em uma descricao relativistica, também conhecido como Modelo de Wallecka. Além disso,
nossa descricao se baseia no chamado regime quasielastico, em que o elétron interage
diretamente com o proton detetado em coincidéncia, sem alterar significativamente a
estrutura do restante do alvo. Para o proton arrancado, utilizamos um potencial optico
apropriado. Fazendo isso, ndo temos mais a equacao da continuidade satisfeita (pois
estamos usando potenciais diferentes para descrever o préton ligado e o préton arrancado).
Ainda assim, obtivemos bons resultados para a secao de choque e assimetria para os
ntcleos estudados.

Uma analise cuidadosa da secao de choque mostra que um dos dois fatores de forma

devidos & polarizacio, w!, se anula quando a polarizacao do préton emitido nao é dete-
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tada. Por outro lado, o fator de forma restante, w!, serd nao-nulo apenas se detetarmos
o préton fora do plano de espalhamento, o qual é definido pelos momentos inicial e final
do elétron. Os resultados numéricos obtidos, considerando como alvo os nticleos de 90 e
de 2C', deixam claro que a secao de choque total é sensivel aos efeitos da polarizacao do

elétron e assim do fator de forma wt’}.

Cada um dos fatores de forma pode ser extraido a partir da secao de choque expe-
rimental, variando-se adequadamente as condigoes cinematicas de detecao do proton e
do elétron espalhado. Por exemplo, considerando apenas prétons detetados no plano de
espalhamento (¢, = 0 e/ou ), é possivel separarmos as contribui¢oes wy, wy e w; — %wtt,
sendo que para reagoes no plano nao é possivel separar w; de wy, (para mais detalhes ver
[25]). Por outro lado, dos resultados aqui apresentados, fica claro que o fator de forma w?
pode ser obtido em medidas fora do plano através da obtencao da assimetria, ou seja, da
medida das secoes de choque para as duas polarizagoes longitudinais do elétron incidente.
Um importante resultado observado a este respeito é que o fator de forma w! se anula se
usarmos a aproximacao de ondas planas para o proton arrancado, independentemente da
cinematica escolhida. Isto mostra que este fator de forma da uma dependéncia direta da
dinamica entre o nicleo residual e o proton final de maneira tinica, uma vez que isto nao

ocorre com os demais fatores de forma, que nao sofrem de uma dependéncia tao drastica.

A fim de descrevermos a estrutura do alvo nuclear, implementamos o Modelo de Wal-
lecka linear, porém com constantes de acoplamento dependentes da densidade [9]. Assim
feito e com uso de um potencial éptico construido a partir das densidades auto-consistentes
do alvo para descrever o préton arrancado, obtivemos bons resultados para a secao de
choque. E importante notar que nao fizemos uso de nenhum fator multiplicativo de ajuste
com os dados experimentais, ou fator espectroscépico [15] e que a dependéncia na den-
sidade aproxima consideravelmente os resultados dos pontos experimentais. De qualquer
forma, é de se esperar que nosso modelo funcione melhor para o caso do nicleo de 0O
do que para o 2C, que possui camada aberta. Isso parece ficar mais evidente na com-
paracao entre a se¢ao de choque eldstica e a assimetria Ay. Conforme discutido em [28],
as diferencas neste 1ltimo caso poderiam ser explicadas por impurezas nos dados experi-
mentais, com mistura de contribuigoes de niveis diferentes e/ou do continuo. No entanto,
acreditamos que uma investigacao mais detalhada dos efeitos de estrutura do ntcleo alvo,

as quais se refletem no potencial de interacao préton-nicleo, deva ser realizada.

Fizemos ainda projecoes nos estados de energia positiva, tanto para o estado final
quanto para o estado inicial, pois a teoria de Hartree nao prevé interferéncias do mar de

Dirac neste processo, muito embora esta esteja sempre presente. O efeito desta projecao é



CAPITULO 3. RESULTADOS NUMERICOS E EFEITOS DE POLARIZACAO 103

bastante pequeno se olharmos para a secao de choque total, porém é bastante perceptivel

se olharmos para o fator de forma wy, o qual pode ser extraido da assimetria (Ay).

Com relacao ao potencial éptico utilizado, existe a possibilidade de utilizacao de po-
tenciais fenomenoldgicos que ajustam bem a segao de choque eldstica préton-ntcleo [30],
porém isso nao foi feito neste trabalho. Neste sentido, vimos que o fator de forma w/, ou
seja, a assimetria A deve ser a ferramenta ideal para a escolha destes potenciais.

Finalmente deve-se lembrar que, conforme mostrado no capitulo 2, o fator de forma w?.

se anula uma vez que somamos sobre o spin final do proton. Se medirmos a polarizagao
deste préton obteremos, em geral, valores nao-nulos para tal fator de forma [3]. Assim,
um estudo sistematico da sensibilidade do mesmo ao mecanismo de reacao e ao modelo
de estrutura escolhido pode ser de interesse futuro, uma vez que medidas experimentais

nesse sentido se tornem possiveis.



Apeéendice A

Calculo do tensor leptonico

Utilizando o desenvolvimento de Casimir [5] envolvendo as matrizes de Dirac, encon-

tramos para o tensor leptonico:

L)\)\’ = 2[]{/’, . 6;]{3 CEx T+ k- 6;]{3, CEN — k- k’l€§ CEx T+ QihEMVaBEl;*EK/kak?/B] (4)

Na expressao acima €,,,3 ¢ 0 tensor antissimétrico, também conhecido como tensor
de Levi-Civita. O tltimo termo da equagao (4) é o termo devido a polarizagao do elétron.

Para continuar nossos cédlculos , temos que usar as relacoes resumidas na tabela 3. Ainda,

€g-€g=1|€er-eg=€_-eg=0]€, €. =¢€_-€, =—1

€, = —€_ € = —e€y €+ € =¢€_-e_.=0

Tabela 3: Relagoes entre os versores €y, €4 € €_.

ij - |Q|]z =0 = jz = m]o (5)

gl

Utilizando esses resultados podemos fazer a contracao do tensor leptonico com o tensor
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hadronico (por enquanto somente a parte nao-polarizada, ou seja, a parte que nao depende

de h), como se segue:

gﬁ |

Z L,\X Wi =

AN

QO =
o | BN

To g [Ksko + kgh'o — k- K] +

=y

)
o[ TN

Ty Jg [R5 ko + KoK o) +

=y

o | =N

T J K ko + KK o) + (7)

- ©

Jo* [Kok_ + kgk'_] +

AAC\AA
=)
ESTES]

_,L“Q 4‘0

J+ Kok + kK] +
Ko ky + kK] +
Koky + KK k;k;}+

J_JE K ko + KK

9
)
)JOJ [Koky + koK' L] +
)
)
[
+
+

H/—/

Para facilitar, vamos dividir esta expressao em nove termos:

if
Q2 -
A2 = <|q—’;)ZJ T [ ko + K K] )
if
Q2
A3 = (m—‘;)ZJOJ* (K ky + koK ] (10)
if
Q2
A4 = <|q—’;) D T [K ko + KK o] (11)

if
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A5 = (ﬁQ )ZJOJ* (K ok- + kK ] (12)

A6 = ZJ+Ji L (13)
if

AT =N T Jp (K kg + kK] (14)
if

A=) T Ty [K kg + KKy — kK] (15)
if

AY =N T T K ko4 KK~k E] (16)
if

Calcularemos inicialmente o termo:

2
Al = (ﬁ ) ZJOJO [K'oko + kiK'o — k- k'], (17)

lembrando que k - k' = kok{, — k- /;’, ki = ko e 'y = k'o. Temos assim:

(%) [Koko + K- 7] = (%) [Fako + [F]|cos(6) | (18)

Mas |k||K| ~ kok'o, logo:

kok'o + kok'gcos(0) = kok'o(1 + cos(0)) = 2kok’ocos*(0/2) = B. (19)

Teremos entao para o termo Al:

ST C AR
Al =B JoJ; =8 (—g) > Jods (20)
7 /) 45
Aqui definimos

w; = SJQJO*
if

Para obter os demais termos, temos que lembrar que [k ky + kLK L —k-K] = [k k_+

k*k'_ — k- k']. Podemos ainda reescrever a componente k, como:
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Foep=k-[eoxe)=k |Lx 221 (21)
a1 |k x K|

Este ultimo resultado permite-nos escrever:

ky =k, = —ZMsen (g) cos (g) (22)
e \2) s

e o mesmo tipo de andlise para a direcao y nos leva ao resultado:

k, =K, =0. (23)

Notando ainda que A2 = A3* e A4 = A5*, teremos, respectivamente: A2 + A3 =
2Re[A3] e A4+ A5 = 2Re[A5], ou seja:

- 2
> AT T5 [Kko + KoK o] + JoJ i [Koks + koK' 4]} ﬁ (24)
if

_ 2
=23 e (0 [V + K]} 2
if

2
S AT T K ko + kK o] + JoJ” [Kok- + kgk' -] } ﬁ (25)
if

— 93 Re {J_J; [ ko + k" ko]
if

2
f =
|q1?

Logo, efetuando-se a soma, temos:

5 2 N
; An = Buogwy = (K ko + kok'o) (\%2) Q;Re [JE(J- — Jy)]. (26)

Acima, usamos ainda as definigoes:
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wn = 2) RelJi(J- = J3) (27)
if
C:
2 e Y 2
Buy = (K oko + kK o) Q%‘Q) = 5\/5%2 \/tg2 <g) + E—TQ. (28)

Os proximos termos sao A6 e A7, para os quais temos a relacao A6 = A7*. Logo,
A6 + AT = 2Re[AT], ou seja:

S TLT K ko A KK ]+ TR ke + KR ] =2 Re[J3 (K ky + kK L)) (29)
if if

Definindo agora:

Bugw =k ky + K E (30)

e reescrevendo em coordenadas cartesianas retangulares, temos:

0 0
Buy = —kok'y = —4(kok'o)*sen’ <§) cos? (5) ) (31)
Usando a equacao (1.9), obtemos:
1 Q7

_= — — . 2
/B,Utt 62 |q—»‘2 (3 )

Definindo entao,
wy =2 RelJiJ], (33)

if

obtemos finalmente:

A6 + AT = thtwtt. (34)

Para o termo A8, teremos:
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A8 = T Ji K ke + KK . — kK e, (35)
if

Abrindo nas coordenadas cartesianas, temos:

AS = EJJ; { [\_/—;(k _ ik'y)] b—;(k + iky)} (36)

+ L_/—;(kx - ik:y)} {\_/—;(k’gg + ik’y)]
— [kok'o — K- F] € e}

ou ainda:
E +J+ xzh x ok 0zs€ 9 . ‘

Substituindo o valor de k, e k’,, chegamos a forma final para o termo AS:

A8 :iLJiﬁvt ZLJm{QH‘; +tg® (9)} (38)
if

O termo A9 pode ser calculado utilizando a mesma estratégia usada para o termo A8

e seu valor serd assim igual a:

A9=S"7 J" Bu,. (39)
if

Somando os termos A8 e A9, ficamos entao com:

A8+ A9 = Buy [JoJi + J_J*] = Boaw, .
if

Agora, utilizaremos procedimentos semelhantes para encontrar a parte polarizada.

Comecamos definindo:



ST LW = Qihi{

AN

b

T [gmﬁ e eghen”|

€ map € e(”]k:“k:’ﬁ

—

gﬂl/aﬁ 60 €_

* 5@“,0[5 eh"e” kak/ﬁ} +

T T (e e k| +

T Ty [ewas et kK | +

wx v kaklﬁ_

T e e kow ) }
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T [s,mﬁe e kek®] 4

_|_

+
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Vamos dividir a expressao (40), a exemplo do que fizemos com a parte nao-polarizada.

Definimos entao :

‘ Q

||
/\/\C\/—\/—\
<
NS
\_/\_/\_/\_/\_/

I
KR =
M\

=
[\o}

O
- ©

Q =T
= ot

M\ *M\ *M\ *M\ 5

Jo

=
no

gﬂl/aﬁ 60 60 kaklﬁ]

wx vyalB
Euuaﬁe ekk

p* v

Euvaﬁ €l e+kak’ﬁ}
Euvaﬁ eh e’ kak’ﬁ}

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)
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B6 =Y J.J* Sy €7 KK (46)
BT=Y J.J: 'gwﬁ e“*eiko‘klﬁ: (47)
BS =T [Ean ek (48)
B9 = ZJ_Jf :e,wag e‘i*e’ik:ak:’ﬁ: (49)

Ao realizarmos a soma dos termos entre colchetes em B1, B6 e B7, concluimos que

estes sao nulos. A soma dos termos B2, B3, B4 e B5 produz o seguinte resultado:

Z Bn = Bujwi, = Bup Y {JpJ1 = J_J"} (50)
if

onde :

vl =tg (g) \/tg <2>+% : (51)

Finalmente a soma dos termos B8 e B9 nos da:

B8 + BY = fufjuwly = fulyS 2Re {J;(J, + J_)}, (52)
if

onde:

i)

Assim sendo, a secao de choque pode ser expressa como:

do ( dre )2 m,c> Ma_1c®m2ct |p/le|K|c

dGIEdQe/de/ hQQVqV (27T)57:L309€A |k|C frec 6

h h
VW + VW + Uy Wy + VgWy + h(vttwtt + vgwy) }
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Os dois ultimos termos entre colchetes se anulam, caso o elétron nao esteja inicialmente
polarizado. Ainda, se o préton arrancado nao for detetado, apenas os dois primeiros
termos sobrevivem e reobtemos o resultado bem conhecido para o espalhamento (e, €’) em
termos dos chamados fatores de forma longitudinal (w;) e transverso (w;). Sintetizamos

abaixo, os diferentes fatores que ocorrem na secao de choque:

AN
= (i)

1Q; 0
o {0t (3))

1Q

Ut = = 57512
211>

w; = SJOJS’
if

we =Y [J T+ J_J],

if
wy =2 RelJiJ],
if
wy =2 RelJj(J-—J.)],
if
wh =Y [Ty Jy = J-J],
if

wh =2 Re{J5(Jy +J)} .
if



Apendice B

Algumas definicoes usadas

Apresentamos, neste apéndice, algumas relacoes usadas para deduzir as expressoes
de J" apresentadas no capitulo 2. Uma delas é a que fornece o gradiente de uma funcao

radial multiplicada pelo harmoénico esférico:

onde ¢(r) é uma funcao arbitraria de r. Os harmonicos esféricos vetoriais sao dados por:

com m’ =0, =£1.

Em nossos cédlculos utilizamos ainda as seguintes relacoes envolvendo as fungoes de

Bessel esféricas:
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Zl;r 1jl(x) = Ji-1(7) + Jipa ()
i) = 5l @) = (- D)

Para deixar claro a notacao e convencoes usadas, definimos as matrizes de Pauli utili-

zadas no desenvolvimento das expressoes. Podemos escrever as componentes de & como:

01 0 —1 1 0
Oy = y Oy = € 0, = >
10 10 0 —1
com
1
(0, £ ioy)

Aplicando o, 0_ e 0, a funcao de spin , temos:

O+ Xms = _\/§ X1/2 5ms,fl/2 >

O0_Xms = \/5 X-1/2 5ms,1/2

O-ZXmSi = ‘ ‘ XmS °

s
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Para finalizar, apresentamos o produto vetorial:

0 X py = —i(0_p, — o.p_)ey +i(o1p, — o.pi)e- —i(opp- —o_pye,

onde p4 é definido de forma similar as matrizes de Pauli.

Propriedades dos coeficientes de Clebsh-Gordan assim como dos harmonicos esféricos,

bem como valores especiais destes tltimos, foram obtidos de [16].
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