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Resumo

Neste trabalho, estuda-se um modelo de dano ductil tridimensional
baseado nos principios da mecénica do continuo, na hipétese de equiv-
aléncia de deformagao e no conceito de tensao efetiva, com base numa
metodologia fundamentada na termodinamica dos processos irreversiveis.
Faz-se o acoplamento das teorias de elastoplasticidade e dano (modelo
de Lemaitre) a fim de realizar uma simulacdo numérica da evolugao do
dano em estruturas, via Método dos Elementos Finitos (MEF). Postula-
dos da mecéanica do dano em meio continuo foram utilizados buscando-se
incorporar o dano como uma varidvel interna. Primeiramente utiliza-se
uma varidvel de dano escalar isotrépica e posteriormente introduz-se a
anisotropia na distribuicao das micro-trincas, através do dano ortotrépico,
representado por um tensor simétrico de segunda ordem. O cédigo com-
putacional desenvolvido é baseado no MEF e no modelo constitutivo de
Lemaitre que é préprio para materiais metdlicos, considerando-se um com-
portamento isotrépico do material, com encruamento isotrépico linear e
critério de plastificagao de von Misses. O algoritmo numérico correspon-
dente a integracao das equagdes constitutivas é baseado em uma etapa
de previsao (estado eldstico teste) e uma etapa de correcao (estado cor-
retor plastico/dano), sendo que a implementagdo da simula¢do numérica
é realizada com a utilizacao do programa MATLAB®. Apresentam-se o
algoritmo de integragao e mapeamento de retorno baseado no modelo con-

stitutivo mencionado acima, bem como os resultados da andlise numérica.

Palavras-chave: dano anisotrépico, mecénica do dano, elastoplastici-
dade, Método dos Elementos Finitos.



Abstract

In this paper, a three-dimensional ductile damage model based on prin-
ciples of continuum mechanics is analyzed. The hypothesis of strain equiv-
alence and the concept of effective stress, according to a methodology based
on the thermodynamics of irreversible processes govern the model. The
theories of elastoplasticity and damage (Lemaitre model) are coupled to
perform a numerical simulation of the evolution of damage in structures
through the finite element method (FEM). Postulates of damage mechan-
ics in solid medium are used to incorporate the damage as an internal
variable of the model. An isotropic scalar damage variable is firstly used
and later the anisotropy in the distribution of microcracks is introduced
through the orthotropic damage which is represented by a second order
symmetric tensor. The program developed is based on FEM and the con-
stitutive model of Lemaitre is suitable for metallic materials, considering an
isotropic material behavior with linear isotropic hardening and von Misses
yield criteria. The corresponding numerical algorithm integrating the con-
stitutive equations is based on a prediction step (elastic trial state) and a
correction step (plastic/damage corrector state), and the implementation
of the numerical simulation was performed using the MATLAB®. The
algorithm for integration and mapping of return based on the constitutive

model are presented, as well as the results of numerical analysis.

Key words: orthotropic damage, damage mechanics, elastoplasticity,
Finite Element Method.
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Capitulo 1

Introducao

A relacao linear entre tensdo e deformacdo em um material idealizado
forma a base da teoria matemdtica da elasticidade, porém, uma estrutura
real é um corpo bastante complexo, com estados de tensoes complexos
que desafiam o calculo idealizado baseado nesta teoria [1]. Neste contexto,
a teoria da plasticidade representa uma extensao necessaria da teoria da
elasticidade e preocupa-se com a andlise de tensoes e deformacoes da es-
trutura, tanto no regime pldstico quanto no eldstico.

Ambas as teorias sao de natureza fenomenolégica, ou seja, suas for-
mulagoes sao baseadas em observacoes experimentais do comportamento
macroscopico de um corpo deformavel, nao se aprofundando nas bases
fisicas e quimicas deste comportamento.

Assim, na teoria da plasticidade a relacdo entre tensido e deformacao
pode ser descrita adequadamente com a observagao da deformagao plés-
tica macroscépica. No entanto, devido & natureza nao-linear das regras
de deformacao pléstica, as solucoes das equagoes bdsicas da mecéanica dos
sélidos apresentam considerdveis dificuldades que sao bem administradas
através do desenvolvimento de técnicas numéricas, como o caso dos ele-
mentos finitos, implementadas na anilise de estruturas.

Com relagdo a um projeto mecénico, analisar, ou se possivel, prever
a falha de um componente é uma das principais metas da ciéncia de en-

genharia. Para o caso de fratura (dutil ou frégil), esta andlise se baseia
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na investigagdo da existéncia de micro-trincas [4], representando o dano,
que é uma deterioragao do material e ocorre antes da falha. Desta forma,
o enfoque é dado na evolucao do dano interno antes que ele seja visivel

macroscopicamente na forma de trincas ou fraturas.

Neste trabalho é considerada apenas a cinemética de pequenos deslo-
camentos e pequenas deformagoes, sendo que os modelos de dano estao
baseados nos principios da mecénica do continuo. A Mecéanica do Dano
em Meio Continuo (MDC), que representa uma abordagem local de de-
tecgao da falha, é uma das ferramentas mais promissoras para prever a
iniciagdo e a propagacao da macro-trinca [23] e trata o material danificado

como macroscopicamente homogéneo [26] .

O objetivo deste estudo é acoplar as teorias de plasticidade e dano
a fim de realizar uma simulagao numérica, via Método dos Elementos
Finitos (MEF), da evolugdo do dano em estruturas submetidas a carga
uniforme, como por exemplo, a tracdo. As rotinas aqui desenvolvidas
serao adequadas a metais, considerando-se um comportamento isotrépico
do material, com encruamento isotrépico linear, sendo que a implemen-
tagao da simulagao numérica serd realizada com a utilizagao do programa

MATLAB™~7.6.0.

Com relagao ao dano, primeiramente faz-se referéncia ao dano isotrépico
e posteriormente introduz-se a anisotropia na distribui¢ao das micro-trincas,
através do dano ortotrépico. A importancia deste tipo de dano estd em
situagoes onde, por exemplo, dois ou mais carregamentos altamente dire-
cionais sao aplicados seqiiencialmente. Nestes casos, cada carregamento
causard o crescimento de micro-trincas em uma direcao preferencial, afe-
tando a resposta do material para carregamentos posteriores em diregoes
diferentes. Neste sentido, a hipdtese usual de isotropia pode oferecer uma
boa primeira aproximagao, mas pode apresentar erros substanciais em
muitas aplicagdes praticas [5].

A divisdo deste documento é feita da seguinte maneira: O Capitulo 2
apresenta uma revisao bibliogrifica que contempla os conceitos e formu-
lagoes do MEF. O Capitulo 3 trata da Teoria da Plasticidade, que contem-

pla uma revisao bibliogréafica onde sao apresentados conceitos e formulagoes
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unidimensional e tridimensional. O Capitulo 4 apresenta uma revisao bib-
liogréfica sobre dano em meio continuo, com andlise de dano isotrépico e
ortotrépico para materiais duteis, segundo um modelo de Lemaitre, que é
proprio para metais. O Capitulo 5 trata de alguns exemplos que contem-
plam a anilise tridimensional de problemas de elasticidade, plasticidade,
dano isotrépico e ortotrépico, com verificacao de resultados. O Capitulo 6

apresenta as consideragoes finais do trabalho.

1.1 Revisao Bibliografica

O desenvolvimento bésico da mecénica do dano ocorreu durante a década
de 70. Durante a década de 80 a teoria foi desenvolvida numa base mais
rigorosa usando termodindmica e micro-mecéanica [4].

Em 1958, Kachanov propos o primeiro modelo da MDC para falha
por fluéncia em metais, com carregamento unidimensional, utilizando uma
definicao de varidvel de dano escalar [11]. O significado fisico do dano
isotrépico unidimensional foi proposto mais tarde, por Rabotnov (1963),
que considerou a reducgao da drea da secao transversal de um corpo como
uma medida satisfatéria para o dano [5]. A distrubui¢do de micro-trincas
também foi usada para dar um significado fisico ao dano no trabalho pro-
posto por Krajcinovic (1983,1985).

Com relagao ao dano tridimensional, algumas teorias sao citadas a
seguir.

Lemaitre (1971) propos um modelo de dano para metais, em que a
varidvel de dano estd diretamente associada ao mecanismo de dissipacao.
Neste trabalho foi utilizada a hip6tese de equivaléncia de deformagao [11].

Gurson (1977) propos um modelo de dano ductil para metais porosos,
onde a varidvel de dano escalar é obtida da consideragao de vaos esféricos
microscépicos incorporados em uma matriz elastopldstica. Neste modelo,
a varidvel de dano nao estd diretamente associada ao mecanismo de dissi-
pagao.

Algumas teorias foram apresentadas para descrever o fendmeno de dano

anisotrépico em materiais homogéneos, entre elas estao os trabalhos de
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[35] Cordebois e Sidoroff (1979, 1982), Sidoroff (1981), Cordebois (1983),
Chow e Wang (1987, 1988), Krajcinovic e Fonseka (1981), Murakami e
Ohno (1981), Murakami (1983), Krajcinovic (1983) , Chaboche (1984),
Simo e Ju (1987), Lemaitre (1996), Lemaitre e Chaboche (1990), Lemaitre
et al. (2000).

Chaboche (1978, 1981, 1984) propds uma teoria fenomenolégica para
dano creep baseada em rigorosas fundamentagoes termodindmicas. Com
o uso da hipdtese de equivaléncia de deformacao, a varidvel de dano aparece
como um tensor de quarta ordem nao simétrico para o caso geral anisotrépi-
co [5]. Os trabalhos de Krajcinovic (1981), Leckie e Onat (1981) e Chow

(1987) também apresentam o dano como um tensor de quarta ordem.

Krajcinovic e Fonseka (1981) apresentaram uma teoria de dano em meio
continuo para materiais frageis, onde usaram varidvel vetorial como uma
medida local de dano [2]. Em 1983, Krajcinovic acrescentou uma estrutura
termodindmica ao modelo e o estendeu para dano dictil. Outros modelos

vetorias de dano foram porpostos por Kachanov (1977) e Mitchell (1990).

No trabalho de Murakami e Ohno (1981), a varidvel de dano anisotrépico
é representada por um tensor simétrico de segunda ordem. Foi realizada a
extensdo do conceito de tensao efetiva, proposto por Rabotnov (1968) para
modelo de dano unidimensional, por meio da existéncia de uma configu-
ragao ficticia sem dano, mecanicamente equivalente. Em 1988, Murakami
estendeu o conceito de configuracao ficticia sem dano para descrever o

estado anisotrépico geral de dano interno em sélidos.

Em 1982, Cordebois e Sidoroff apresentaram um modelo de dano elasto-
pléstico, onde utilizaram a hipétese de equivaléncia de energia. Neste
trabalho, o dano anisotrépico é representado por um tensor de segunda

ordem.

Lemaitre (1983) usou a varidvel de dano escalar na definigdo de um
modelo puramente fenomenoldgico para dano dictil isotrépico em metais.
Lemaitre utilizou a hipétese de equivaléncia de deformagao e associou o
dano & redugdo do médulo de Young num caso idealmente isotrépico [5].
Entre os trabalhos propostos para materiais dicteis estao Lemaitre (1984,
1985, 1986) e Kachanov (1986) [2]. E para o acoplamento entre dano
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dutil e plasticidade estdo Lemaitre (1985); Benallal, Billardon e Lemaitre
(1985) [34].

Em 1984, Ladevéze e Lemaitre propuseram um modelo de fechamento
de micro-defeitos, para materiais sob compressao, para dano isotrépico.
Este modelo também foi desenvolvido para dano anisotrépico com trabal-
hos de Ladeveze (1983), Desmorat (1999) e Lemaitre et al. (2000).

Armero e Oller (2000) propuseram um modelo de dano onde o tensor
de deformagdes é decomposto aditivamente em parcelas eldstica, pldstica
e de dano.

Em 2000, Lemaitre,Desmorat e Sauzay apresentaram uma formulacao
da lei de dano anisotrépico, onde o dano é representado por um tensor de
segunda ordem. Em 2001, Desmorat e Besson propuseram um algoritmo
implicito para modelo de dano isotrépico (varidvel escalar) e ortotrépico
(varidvel tensorial) [11].

Virios trabalhos foram desenvolvidos para tratamento de dano em ma-
teriais ndo-homogénos, entre eles estao os trabalhos onde a MDC foi apli-
cada a plasticidade e materiais compostos [2], tais como Voyiadjis e Kattan
(1990, 1993, 1999), Kattan e Voyiadjis (1990, 1993, 1996), Voyiadjis e Ven-
son (1995), Voyiadjis e Thiagarajan (1996), Voyiadjis e Park (1997). Além
destes, Simo e Ju (1987) propuseram um modelo de dano elastoplédstico
em espagos de tensdo (hipdtese de equivaléncia de deformagao) e defor-
magao (hipétese de equivaléncia de tensdo) com anédlise de dano fragil em

concreto.
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Capitulo 2

O Método dos Elementos
Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma técnica para a solucdo
numérica de uma variedade de problemas de meio continuo encontrados
na engenharia. Ele é um método numérico geral para a solugao de sistemas
de equagoes diferenciais parciais, sujeitas a conhecidas condig¢oes iniciais e

de contorno.

O MEF é um método de anélise em que um campo de varidveis é aproxi-
mado pela combinacdo linear de fung¢des de interpolagio, definidas em uma
pequena regiao chamada elemento finito, que € um dos subdominios no qual
o dominio do problema ¢é dividido [3]. O MEF propde uma aproximagao
da solugao do problema de valor de contorno, que pode ser melhorada
usando-se mais elementos para representar a estrutura. Neste método, os
elementos sao conectados por pontos chamados nds e uma uniao particular

de elementos é denominada malha (Figura 2.1).

Numericamente, uma malha é representada por um sistema de equagoes
algébricas em termos das aproximagoes dos valores nodais, que sao deslo-
camentos desconhecidos. Assim, apés a introdugao das condic¢oes de vin-
culagao ao meio exterior, a solucao do sistema global determina os deslo-

camentos nodais.
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nos

Id
1
1

A\

Figura 2.1: Discretizagdo de elementos finitos.

2.1 Analise linear via Método dos Elementos
Finitos

O desenvolvimento descrito nesta se¢do ¢ totalmente padrao e pode ser
encontrado com detalhes em varias fontes como [29, 9, 1, 30].

O modelo do MEF para andlise estdtica pode ser formulado na forma
fraca a partir do principio dos trabalhos virtuais (PTV), representado pela
soma de integrais sobre o dominio e contorno dos elementos. Este método
proporciona um sistema de equacoes lineares tendo os valores dos deslo-
camentos nodais como incégnitas, onde a matriz dos coeficientes deste
sistema é chamada matriz de rigidez e o vetor independente é dito vetor
de forcas nodais equivalentes.

O processo para a obtengao da matriz de rigidez e do vetor de forcas
nodais é apresentado a seguir para o caso tridimensional, na qual o sistema

de referéncia é o cartesiano triortogonal com eixos z,y e z.

Seja o equilibrio de um corpo, sujeito as forgas de corpo por unidade de
volume f,, definido pela equagédo diferencial de equilibrio abaixo e

véalida em todos os pontos do dominio €2 :

LYe +b=0. (2.1)

L ! é uma matriz operador diferencial, que em termos matriciais, é definida

10 sobrescrito “T” indica transposto de um vetor ou matriz.
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por:
— g O 0 -
ox
0
0 — O
Jy 5
0 0 Ep
%y ox
9 4 9
0 0
o 29
L dz 0y |
o ¢ o vetor das componentes de tensao de Cauchy, dado por:
ol = { Ox Oy Oz Tay Txz Tyz } ) (23)

e define-se b pelo vetor que contém as componentes de forga de corpo por

unidade de volume:

b ={ fue fou for }- (2.4)

Pelo Principio dos trabalhos virtuais (PTV) a equagao (2.1) assume a

forma:

/JETadQ—i—(—/&udeQ—/ JqudS> =0, (2.5)
Q Q Sf

onde o primeiro termo é o trabalho virtual interno, e o termo entre parénte-
ses é o trabalho virtual externo. Na equagdo (2.5), p sdo as forgas aplicadas
a superficie, {2 ¢ o dominio, sy ¢ a regido do contorno do corpo sob efeito
de forgas de superficie e du e de sdo, respectivamente, um vetor de deslo-
camentos virtuais e um vetor de deformagoes virtuais associadas a esses
deslocamentos. O vetor u contém as componentes do campo de desloca-

mentos:

uT:{ Uy Uy U } (2.6)
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e € é o vetor que agrupa as componentes do tensor de deformagdes, dado

por:

ET = { Ex Ey &z ’)/zy Vaz Vyz } (27)

O vetor das componentes de deformagao representa a relagcdo deforma-
cao-deslocamento, que para a andlise de pequenas deformagoes, no caso

tridimensional é dado por:

e =BU, (2.8)

onde U é o vetor de deslocamentos dos pontos nodais, que estd relacionado
ao deslocamento distribuido u, através da aproximacgao de Galerkin, da

seguinte forma:

u=oU. (2.9)

sendo @ a matriz de aproximacdo dos deslocamentos, que contém as fungoes

interpoladoras N; ou fungdes de forma. Para um dos elementos,

Ny 0 0 Ny 0 O N; 0 O
o= 0 N 0 0 Ny O o N 0 |,
0 0 N 0 0 N 0 0 N

(2.10)
onde 7 € o nimero de nds de cada elemento e B é a matriz de aproximacdo

das deformagdes, escrita como:

B = La. (2.11)

Substituindo-se as equagoes (2.8) e (2.9) em (2.5), obtém-se a seguinte

equacgao de governo para a anilise de pequenas deformagoes:

T T
/BTadQU+</ chbde/ <I>TpdS> =0. (2.12)
Q Q sy
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Além disso, se for utilizada a relagdo constitutiva linear:

o = Ce, (2.13)

onde a matriz constitutiva eldstica C, para o caso de condigoes eldsticas,

lineares e isotrépicas, é dada por:

1—v v 0 0
v 1—v v 0 0

C—ec v v 1—-v 0 0 7
0 0 0 (1-2v)/2 0 0
0 0 0 0 (1-2v)/2 0

0 0 0 0 (1-2v)/2
(2.14)
sendo ¢ = L, E o mddulo de elasticidade longitudinal e v

1+v)(1-2v)
o coeficiente de Poisson do material; obtém-se a seguinte equagao que

governa a andlise linear:

T T
/BTCB ds) + (/ @deQf/ <I>TpdS> =0. (2.15)
Q Q s

Assim, a equagdo (2.15), que é usada para o cdlculo da matriz de rigidez

e do vetor de forgas nodais, assume a forma:

KU = f.,y, (2.16)

onde K ¢é a matriz de rigidez da estrutura, dada por:

K= / BTCB 49, (2.17)
Q

e f.: € 0 vetor de forcas externas agindo nos pontos nodais, dado por:

fopr = / ®T b dQ +/ o7 p ds. (2.18)
Q Ex:

No sistema linear global da equagéo (2.16) sdo impostas as condigoes
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de contorno estéaticas, que sao os valores prescritos nas posigoes correspon-
dentes do vetor de deslocamentos globais wu.

Conhecidos os deslocamentos nodais de cada elemento, pode-se obter
o campo de deformagoes e de tensdes usando-se as equagoes (2.8) e (2.13).

Para situagoes de nao linearidade, o MEF apresenta uma aceitagao sim-
ilar ao do caso linear, quando é tratado como uma ferramenta de projeto.
Porém, esta similaridade depende de dois fatores importantes: o custo das
operagoes numeéricas associadas a problemas nao lineares e a comprovacao

da precisdo da técnica de solugdo proposta [6].

2.1.1 Elementos isoparamétricos

Com relagao a formulagao do MEF, na prética é dificil calcular analitica-
mente as integrais das equagoes (2.17) e (2.18), pois os elementos podem
estar distorcidos ou inclinados em relagao aos eixos de coordenadas xyz.
Por isso, o uso de elementos isoparamétricos tornou-se padrao, pois ele
mapeia a geometria em um sistema local de coordenadas naturais Ew(,
onde as integrais podem ser facilmente efetuadas numericamente, sendo
que &, w e ¢ assumem valores entre -1 e 1. Neste contexto, o dominio do
problema encontra-se no sistema de coordenadas fisico denotado por xyz
e as fungoes de forma sao definidas em termos do sistema de coordenadas
naturais.

O termo isoparamétrico vem do fato de que o mapeamento da geometria
é feito através do uso das mesmas fungoes de forma para interpolar os
deslocamentos e as coordenadas globais do elemento.

No caso de um problema tridimensional, onde usam-se elementos isopa-
ramétricos hexaédricos, por exemplo, as coordenadas de referéncia &, w e
¢ precisam ser ortogonais e nao necessitam ser paralelas as coordenadas
cartesianas x, y e z. As faces do hexaedro correspondem a £ = +1, w =
+1, ( = £1, sendo que o ponto (0,0,0) é o centro do elemento.

Para que as integrais possam ser calculadas no dominio de coordenadas
naturais, é necessdrio mudar os limites de integracao e o dominio, que é
feito através da matriz jacobiana de transformacao de coordenadas. Neste

caso, a matriz jacobiana J relaciona um elemento infinitesimal do dominio
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real a um do dominio de coordenadas naturais da seguinte forma:

dQ = det (J) d¢ dw dC, (2.19)

onde det (J) é o determinante da matriz jacobiana ou jacobiano.

Para determinar as derivadas de x, y e z com relagdo a funcdo N =

N; (¢,w,(), inicia-se com as derivadas relacionadas a &, w e ¢

ON;  ON; Oz  ON; 0y ~ON,; 0z ON; ON;

06— 0w 95 Oy 0 0z O¢ B3 oz

oN, _oNiox oNioy onio= | oon | _y) ow

Ow Or Ow Oy Oow 0z Jw Ow dy

oC — 0w 9C " Oy o¢C " 9z oC ¢ Dz
(2.20)

em que o indice 7 é levado até o nimero de nés do elemento e J é a matriz

jacobiana, dada por:

oxr Oy 0z
TS
g={ 9% %y o (2.21)
ow OJw OJw
or Oy 0z
a  a A

Logo, as derivadas com relagao a z, y e z sdo obtidas da equagao (2.20):

N;z N;E
N, =318 N 3. (2.22)
N?Z Na(

Assim, no caso da integral da equagdo (2.17), a matriz B pode ser

determinada e a matriz tangente para o elemento é dada por:

1 1 1
K(E) - BT B . .
Ll Ll /,1 CB det (J) df de dC (2.23)
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2.1.2 Quadratura de Gauss

Na prética, a integracao da equagdo (2.23) é executada pela quadratura
de Gauss, que é um procedimento de integragdo numeérica que consiste
em aproximar a integral de uma fungao através de um somatério. Este
método localiza pontos de integracao e designa pesos apropriados afim de
minimizar o erro da integracao quando o integrando é um polinémio geral.

No caso unidimensional de um elemento de dois nds, usa-se a seguinte

transformacao

1 n
= [ 1 de=w F&) =wihi+unhot o tunfy (220

em que n é o nimero de pontos de integragao e w, sdo os fatores de peso.

Em trés dimensdes, a quadratura de Gauss tem a forma:

1 1 1
J:L/il/ilf(&,w,c) d¢ dw d<:;;; (& @, C) wiwgwy

(2.25)

e a matriz tangente para o elemento passa a ser escrita como:

K =%"%"% "B"CB wiw;wy det (J). (2.26)
i j ok

2.2 Anadlise elastoplastica nao linear via
Método dos Elementos Finitos

No caso de andlise nao linear, deve-se optar entre controle de deslocamento
aplicado ou de carga aplicada, sendo que para ilustragao, neste trabalho
serd apresentado apenas o esquema com controle de forga aplicada. Para
o desenvolvimento descrito nesta se¢do sao consideradas as referéncias [1,
9, 29].

Em analise elastopldstica, por causa da relagao nao linear entre a ten-

sdo o e a deformacao €, a equagdo (2.12) é uma equagdo nao linear das
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deformagoes e, conseqiientemente, dos deslocamentos nodais U. Sendo as-
sim, faz-se necessario adotar um esquema iterativo para resolver a equagao
(2.12) com relagdo a U, correspondendo ao conjunto de forgas externas
dadas. Além disso, como a relacdo elastopldstica depende da histéria da
deformagao, pode ser utilizada uma andlise incremental das for¢as externas
para tracar a variagao do deslocamento, da deformacao e da tensao.

Em uma anidlise incremental, o carregamento total f.,; agindo na es-
trutura é adicionado em incrementos passo por passo. No (n + 1)-ésimo

passo, o carregamento pode ser expresso por:

fext(n+1) = lext(n) + Afeaut('n—i—l)- (227)

Assim, correspondendo ao incremento de carga Af.,;, tem-se os incre-

mentos nos deslocamentos

Upit = U, + AU,41. (2.28)

Logo, a equagao (2.12) passa a ser escrita como:

fint(nJrl) = fext(nJrl)- (229)

que representa o equilibrio da forca externa f..;, com a forga interna f;,,;.

2.2.1 Método de Newton-Raphson

Neste trabalho, o esquema iterativo adotado para a resolugao das equagoes

simultaneas nao lineares (2.29) é o método de Newton-Raphson.
Considerando que a tensdo o é uma fungao néo linear do deslocamento

U, a equacdo (2.29) pode ser escrita como o seguinte sistema de forgas

residuais:

R(Un-i-l) = Lint(n+1) — lext(n+1), (230)
onde R (U, 1) é o residuo de forgas.
Assim, tendo obtido a (i — 1)-ésima aproximacao, "YU, 1, para o

deslocamento U, 1, expandindo R (U,+1) usando a expansao das séries
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de Taylor e negligenciando os termos de alta ordem, obtém-se:

R(DUyup1) =R(FVU4)

, m (2.31)

ou

((i)Un—i-l —(=1) Un—l—l) =0,

(i—l)Un+1

ou, considerando que a forca externa nao depende do deslocamento:

|:(l 1)fint(n+1) - ezt(n+1)i| + a-ZL”]L—t (E)AU'rH-l =0, (232)
=Dy,
onde
(i_l)fint(n-‘rl) = Lint(n+1) <(i_l)Un+1> (233)
DAU, ;1 =D Upyy —0V U, 4. (2.34)

E, reconhecendo que

_ O
UK = S

_ / BT |,y BdQ,  (235)
G-DU,., /0 "t

onde C6p|(i—1)Un+1 é o operador tangente elastopldstico e (Fl)K(nH) éa
matriz tangente de rigidez, obtém-se o esquema de iteracao do algoritmo

de Newton-Raphson como:

(UK, AU, =R (DU, (2.36)

OU, 4 =Y U, +9 AU, (2.37)

(iZO)Un+1 =U,, (iZO)KnJrl =K,, (izo)fint(n—i-l) = fint(n)- (238)

Esta forma permite que a corregao do vetor desconhecido U seja obtida
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através do vetor de forgas residuais R em alguma iteragdo. Este processo
continua até que ocorra a convergéncia, ou seja, até que a forga residual
R ((i_l)UnH) seja suficientemente pequena.

A solugao iterativa resultante deste esquema preserva a convergéncia
quadritica numa vizinhanga suficientemente préxima a solugdo, que é car-
acteristica do método de Newton-Raphson. Isto ocorre desde que o oper-
ador tangente elastopldstico seja consistente com o algoritmo de integracao

empregado na solugao do problema incremental [20].
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Capitulo 3

Plasticidade

Certos materiais, como os metais, quando solicitados em um estado uni-
axial de tensoOes, até certo nivel de tensao apresentam um comportamento
eldstico linear, deformando-se de acordo com o mddulo eldstico E. Esta
tensao limitante estd representada na curva tensao-deformacao por o,
(Figura 3.1) e é chamada de tensdo limite de escoamento. Apés ultrapas-
sar o, o material passa a apresentar uma resposta tanto eldstica quanto
pléstica, ou seja, um comportamento elastopléstico, caracterizado pelo mé-
dulo tangente elastopldstico K°P. As alteragbes na estrutura do material
devido a deformacao pldstica sdo irreversiveis [6], ocorrendo a evolugdo de
deformacoes residuais.

A Figura 3.2 ilustra o comportamento uniaxial idealizado para o modelo
elastopléstico perfeito, supondo que a tensdo jamais excede o, e que toda
a deformagao que passa a ocorrer é apenas pldstica. E a Figura 3.1 ilustra
o modelo com encruamento linear.

A resposta ineldstica do material, como no caso da plasticidade, é um
processo incremental que as vezes é caracterizado pelas equagoes constitu-
tivas expressas em taxas. Assim, o algoritmo de integracdo conhecido como
algoritmo de mapeamento de retorno fornece um robusto e efetivo esquema
de integracao numeérica das taxas das equagoes constitutivas, durante uma

sequéncia discreta de incrementos de tempo [20].

19
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O 4

o, ¢-r~——— — f— — — — — —

v

Figura 3.1: Curva tensao-deformacao para o modelo com encruamento
linear.

v

Figura 3.2: Curva tensao-deformacao para o modelo elastopléstico per-
feito.
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3.1 Plasticidade unidimensional

A seguir apresenta-se a teoria da plasticidade, em um contexto mais sim-
ples que é o caso unidimensional, onde é discutido um modelo particular
cujas equagoes de governo bésicas ilustram os aspectos matematicos essen-
ciais da teoria. Este estudo serd realizado com base nas referéncias [6, 7, 5].

O problema serd discutido de um ponto de vista fenomenolégico, con-
siderando o escoamento pldstico como um processo irreversivel em um
corpo material, tipicamente um metal.

Esta formulacao para a mecanica unidimensional pode ser ilustrada
por um mecanismo de comprimento unitario, constituido por uma mola de
constante eldstica E e um elemento de atrito de Coloumb, com constante
oy (Figura 3.3).

Figura 3.3: Mecanismo unidimensional com elemento de atrito.

Sendo ¢ a tensdo aplicada e € a deformagao total no modelo da Figura

3.3, observa-se o seguinte:

e Quanto a deformagdo: decomposicao aditiva em que a deformacao
total & divide-se em uma parcela eldstica €¢, devido a mola com
constante F e uma parcela pldstica P, relacionada ao elemento de

atrito.

e=¢e%+¢eP (3.1)

e Quanto a tensao: devido as condigbes de equilibrio, a tensdo o na
mola com constante F é dada pela seguinte relacao tensao-deformacao

eldstica:
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Figura 3.4: Resposta do elemento de atrito para o mecanismo com o, >
0.

o=FEe®*=FE(e—¢€P) (3.2)

O modelo matemaético usa as condicoes de complementaridade de Kuhn-
Tucker, para impor a condigao de irreversibilidade do processo pldstico.

Para a andlise de resposta de atrito irreversivel, o elemento de atrito
serd isolado (ver Figura 3.4), caracterizando melhor a mudanga em sua
configuracao, que ocorre somente se éP # 0. Desta forma, supde-se que
€, €P e o sdo fungdes do tempo num intervalo [0, T] C R. Em particular,

temos:

el [0, T] C |, (3.3)
0
p 2 p
15 %€ (3.4)

Trés hipoteses fisicas sao feitas:
1) Tensoes admissiveis: em um elemento de atrito, sio admissiveis ape-
nas as tensoes contidas no intervalo fechado [-o,,0,] . Logo, o conjunto

das tensoes admissiveis F, é dado por:

E, ={oceR/f(0):=|o| -0, <0}, (3.5)

onde f (1) : ® — R é a condi¢ao de escoamento. Como E, & um intervalo
fechado, ele € um conjunto convexo fechado.

2) Extensao elastica: se o valor absoluto da tensdo aplicada o for
menor do que a tensao limite de escoamento o, entao nao hd mudanca na

deformacao pléstica € e conseqiientemente &7 = 0. Logo,
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eP=0 se f(o):=|o|-0y<0. (3.6)

De (3.2) e (3.6), tem-se que:

se f(o) <0, entdo & = E&° (3.7

e como a resposta instantdnea do modelo é elédstica, a regiao eldstica é
dada pelo conjunto aberto:

int(Ee) ={oceR/f (o) :=|o| -0, <0}. (3.8)

3) Taxa de deslize: se pelas hipéteses anteriores, o estado de tensoes
o é inadmissivel quando f (o) > 0 e &7 = 0 quando f (o) < 0, entdo
a mudanga em &P somente ocorre quando f (o) = 0, fazendo com que o
elemento de atrito sofra um deslize, ou seja, uma deformagao plastica na
direcao da tensao aplicada o, com taxa de deslize constante, onde v > 0 é

o valor absoluto da taza de deslize. Logo, tem-se a forma:

er=7>0se0=0,>0 e g =—y<0seoc=-0,<0
(3.9)
De (3.9) pode-se obter uma unica equagdo para a evolucao de P, para
qualquer estado de tensbtes admissiveis o € F5, chamada de regra do

escoamento ou equacdo de evolugdo:

&P =~ sign (o) <= f (o) =0, (3.10)

onde v > 0 e sign(o) : ® — R ¢é a fungdo definida como:

1, >0
sign (o) = { irl zz Z <0 (3.11)

sendo que 7 e o s@o limitados por certas restrigées unilaterais (citadas ao
longo do texto).

O contorno do conjunto convexo FE,, definido por:
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0Es = {1 € R tal que f (1) =|7| — 0y =0}, (3.12)

é chamado de superficie de escoamento, que para o modelo unidimensional

reduz-se a dois pontos, 0E, = {—0y,0,}. Nota-se que:

Ey = 0E, Uint (Ey), (3.13)

onde E, é o fechamento da regido eldstica int(Fy).
As restrigoes unilaterais para v e o ou condigdes de carga/descarga sao:

1) Pela primeira e terceira hipdteses,

v>0e f(o) <0. (3.14)

2) Segundo as hip6teses 2 e 3, tem-se as condigdes:

flo) <0=~=0,
v>0= f(o)=0.

Logo,

~vf(o)=0. (3.15)

Desta forma, a taxa de deformagdo de atrito (taxa de deslize) serd
diferente de zero somente na superficie de escoamento.

Estas duas primeiras condigoes sao cléssicas da literatura na progra-
magao matemdtica convexa [7] e recebem o nome de condi¢des de comple-
mentaridade de Kuhn-Tucker.

3) Sejam dados no tempo € (t) e €? (t), tal que o também é conhecido

no tempo t pela relacéo eléstica (3.2) e considerando o caso onde:
o(t) €E0E, < flo(t)]=0 (3.16)
conclui-se que f o (t)] <0 [7]. Assim, temos que:

v>0=f(o) =0,
flo)<0=~y=0.
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Logo, obtém-se uma condi¢ao adicional conhecida como condi¢ao de

consisténcia ou condi¢cdo de persisténcia:

f=0 (se f (o) =0), (3.17)

a qual indica que a tensdo pontual o precisa “persistir” em JFE, para que
flo )] =0.

A Figura 3.5 representa o esquema da resposta mecanica do modelo

mostrado na Figura 3.3 (plasticidade perfeita).

I‘LG
Gy

E,—»

v
m

0

+ o

Figura 3.5: Resposta mecénica de um modelo de atrito-eldstico unidi-
mensional.

Um efeito experimentalmente observado em muitos metais é o encru-
amento. Neste trabalho serd considerado apenas um dos casos de encrua-
mento cldssico fenomenoldgico, conhecido como encruamento isotrépico.

A diferenga essencial entre a plasticidade perfeita e a plasticidade com
encruamento é que na primeira o fechamento da extensao elédstica F, per-
manece inalterado, ou seja, o deslize (é¥ # 0) ocorre a um valor constante
de tensdo aplicada tal que |o| = o,. No entanto, para o modelo com en-
cruamento, F, expande-se com a quantidade de deslize no sistema, isto é,
com a quantidade do escoamento plastico.

A Figura 3.6 ilustra a curva tensdo-deformacao idealizada para um
modelo com encruamento isotrépico linear em um ciclo fechado, que obe-
dece a duas condigoes:

1) No encruamento isotrépico, para algum estado de carregamento, o

centro de F, permanece na origem.
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2) O encruamento ¢é linear em relagdo a quantidade de escoamento

pléstico, isto &, linear em relacdo a |€”| e também independe de sign(&F).

(¢

il T

v
m

Figura 3.6: Resposta de modelo com encruamento isotrépico linear em
ciclo fechado.

De acordo com a primeira condicao, o critério de escoamento assume a

forma:

f(o,a)=|o|—[o,+ Ha] <0, «>0, (3.18)

onde o, e H' sdo constantes dadas; o, € a tensdo limite de escoamento e
H' & o mddulo plastico de encruamento isotrdpico (sendo que para H' < 0
a resposta é um amolecimento). A varidvel a : [0, T] — R é uma fungao
nao-negativa da quantidade de escoamento pléstico (deslize), chamada de
varidvel interna de encruamento isotrépico.

A partir da condi¢do 2, considera-se a seguinte equacdo de evolugao

para «, que € a lei do encruamento isotrépico:

a = e =, (3.19)

chamada de deformacao pldstica equivalente.

As condigoes de complementaridade de Kuhn-Tucker assumem a forma:

720, fle,0) <0, ~f(o,0) =0, (3.20)
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onde v > 0 é determinado pela condi¢ao de consisténcia:

vf(o,a)=0 (se f(o,a) =0). (3.21)

Tomando-se a derivada no tempo da funcdo de escoamento (equagao
(3.18)), obtém-se:

f = sign(o)é — H'a (3.22)

e assim, é possivel determinar uma expressao unica para v > 0, utilizando-
se a condicdo de consisténcia com f = 0, as equacdes (3.10) e (3.19),

combinadas com a relagao constitutiva eldstica em termos de taxas:
c=FEe*=FE(&—£&P). (3.23)
Desta forma, obtém-se:

_F _FE
- E+H - E+H

A regra do escoamento permanece inalterada (3.10) e a relagdo da

~ sign (o) & || (3.24)

equacdo (3.23) pode ser escrita da seguinte forma:

FEé, sev=0
o = EH/ ) . (3.25)
T 1>

/

HI

A expressao I3
denotado por K°P. Ks Figuras 3.1 e 3.7 ilustram a interpretagao do médulo

é denominada mddulo tangente elastopldstico e

tangente elastopldstico e do médulo pldstico, respectivamente.

3.1.1 Algoritmo implicito de integragao e mapeamento
de retorno para elastoplasticidade 1D

O algoritmo de integracao para elastoplasticidade estudado neste trabalho
descreve a solugao numérica para o problema nao-linear de valor de con-
torno pelo MEF, baseada na solu¢ao iterativa da versao discretizada das

equagoes de equilibrio. O processo de integracao é puramente local no
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Figura 3.7: Mddulo plastico.

espago, ou seja, considera pontos especificos no corpo estudado (tipica-
mente os correspondentes aos pontos de integragdo de um elemento finito)

e obedece ao modelo constitutivo detalhado anteriomente.

Discretizagao pelo método de Euler implicito

Seja x € B = [0, L] os pontos de interesse do corpo dado, onde 3 = 0, L[.
Considera-se que o tempo corrente ¢, e o estado local do corpo no ponto

x € [ estao completamente definidos, assim como sao conhecidos os valores
de [7]

{en (2) ;€7 (2); om ()} (3.26)

e o estado de tensoes dado por:

o, (z)=FE (e, (x) — €l (x)). (3.27)

A partir daf é dado um “incremento” Ae (x) na deformacao total em
x € 8, que estimard o estado no tempo t,+1 = t, + At. O problema agora
¢ atualizar as varidveis bdsicas de (3.26) e (3.27 ) no tempo t,41. Neste
caso “incremental” a deformagdo total € = % ¢é a varidvel independente
bésica.

Para o processo de integracao do problema de valor inicial elastoplds-

tico, inicialmente considera-se uma funcao suave g : & — R, associada ao
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problema de valor inicial:

y(t) =gy () (3.28)

y(0) =y,, em [0,7T]. (3.29)

Uma solugao aproximada é obtida pela seguinte classe de algoritmos:

Ynt1 = Yn + At g (Yntv) (3.30)

yn+19 = ﬁynJrl + (1 - 79) y'ru 7‘9 € [07 1] . (331)

Aqui, Yn+1 =y (tht1) denota a aproximagao para o valor exato y (tn+1)
no tempo tp41 = t, +At. Em particular serd usado ¢ = 1, correspondente
ao método de Euler implicito (backward) e que conduz ao algoritmo de
retorno cléssico.

Desta forma, apresenta-se as expressoes em forma de passo finito ad-
equadas a uma andlise nao linear incremental iterativa, utilizando-se o
modelo constitutivo para elastoplasticidade com encruamento isotrépico

linear:

eh =eb +Atel | =€l + Ay sign(opi1), (3.32)
Qa1 = O + At Gy = ap + Ay, (3.33)
Ony1=FE (eny1—€h ) = E(e5,1), (3.34)
Entl1 = Ep + A€y, (3.35)

onde Ag, ¢é dado e Ay = v, 1At > 0 & um multiplicador de Lagrange
equivalente ao pardmetro de consisténcia v > 0, que dd a evolugao das
varidveis associadas a plastificagao.

As varidveis o,+1 € apt1, junto com A~y sdo restringidas pela versao
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discreta das condigoes de Kuhn-Tucker:

fonv1 = |ont1| = (Uy + Hlo‘n+1) <0, Ay >0, Ay foy1 =0.
(3.36)

Preditor elastico e corretor plastico

Para o desenvolvimento do algoritmo, é considerado um estado auxiliar,
chamado estado eldstico teste (etapa de previsdo), que nao precisa corre-
sponder ao estado atual, a menos que o processo incremental seja elédstico
[7, 5]. Ou seja, conhecidas as varidveis que definem o modelo constitu-
tivo no passo n, primeiramente é considerado um passo (teste) puramente

eldstico, definido pelas férmulas:

el 19 = €% + Aey, (3.37)
oleste .= | et ot (3.38)
ehlPte =gl (3.39)

et = ay, (3.40)

teste . |teste| — (o, + H'ay) (3.41)

Observa-se que o estado teste é determinado apenas em termos das
condigdes iniciais {&,, €, a,} e da deformacdo incremental dada Ae.
Caso seja verificada a evolugao da plastificagao, é preciso corrigir as var-
idveis correspondentes ao passo n + 1 (etapa de corre¢ao). As expressoes
que definem a etapa de corregdo, chamada de estado corretor pldstico, estao
listadas na etapa 3 do algoritmo descrito abaixo.

Inicialmente faz-se necessdrio obter uma relagido entre as tensoes o, 1

e oltte, a partir da relagdo constitutiva 0,41 := E (€n41 —€h ), da
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seguinte forma: sejam as equagoes (3.32) e (3.38) obtém-se

teste

Oni1 =0l — E Ay sign (041), (3.42)

teste teste

|ons1] sign (ons1) = ok | sign (oh3Y) — E Ay sign (0n41)  (3.43)

como sign(op,41) =sign(ol&ie), logo,

| = ol | — B Ay (3.44)

Algoritmo implicito para integragao numeérica das equacgoes con-
stitutivas elastoplasticas 1D

Desta forma, tem-se o seguinte algoritmo para elastoplasticidade unidi-

mensional com encruamento isotrépico linear [7]:

1) Calcula estado teste (predidor eldstico):
Dado Ae e as varidveis de estado em t,,, calcula o estado eldstico teste

teste __ e teste
n+1 = E n+1

p teste __ _p
n+1 =&y

teste
an+1 = Qn

2) Testa consisténcia pléstica:

se figte = loley| — (0y + H'ay) <0, (entdo passo eldstico)

o conjunto (-),,,; = ()ffjtf e K’ =F

)

finaliza.

Sendo (passo pléstico, vd para (3)).

3) Mapeamento de retorno (etapa de correcao):
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Impondo-se a condigao:

fnv1 = |onta] - (Uy + Hlam—l)
— || = B Ay — [0y + B (an + A)]
MBI =0,

obtém-se:

teste
n+1

"=Erm

Ont1=F (€n+1 - €ﬁ+1) = o-ffjtf — E Ay sign (07p41)

6;;);4,—1 = efz + A’}/ sign (U7L+1)

Qnt1 = ap + Ay
4) Calcula médulo tangente elastopldstico:

EH'

K =
E+H

Finaliza.

3.2 Plasticidade tridimensional

A seguir serao apresentadas as equagoes que governam a plasticidade cléds-
sica no contexto tridimensional, considerando-se as referéncias [1, 7, 5].
Este estudo é motivado pelo modelo unidimensional, considerando-se o
escoamento pldstico como um processo irreversivel e caracterizado em ter-
mos da histéria das seguintes varidveis independentes: o tensor deformacao
€, o tensor de deformacao plastica € e a varidvel interna de encruamento
a. Aqui também serd enfatizado o modelo com encruamento isotrépico
linear. Logo, generalizou-se o modelo unidimensional para o caso tridi-

mensional como segue:
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1) A decomposicao aditiva do tensor deformacao total assume a seguinte
forma:
e=e"+el, isto & e =cf; +e) (3.45)
que pode representar o tensor deformagao eldstica como ¢ =¢ — &P.
2) O tensor tensdo o estd relacionado com a deformagcao eldstica da
seguinte maneira:
oc=C:le—¢P], istoé¢ o0;j = Ciju : €n (3.46)

onde C é o tensor de mddulo eldstico, um tensor constitutivo linear de

quarta ordem constante:

1
C)\I®I+2,uII2u<II§I®I>+nI®I, (3.47)
onde I é o tensor identidade de segunda-ordem:

I= 6@'61‘ X €j, (348)

II ¢é o tensor identidade simétrico de quarta-ordem, dado por:

1
=
5

sendo ¢;; o delta de Kronecker, x o médulo volumétrico e A e p as con-

0ikd 1+ 0i0jk] €; @ ej @ ex, @ ey, (3.49)

stantes de Lamé, relacionadas ao médulo de elasticidade longitudinal F,

dadas por:
= ﬁ (3.50)
A= % (3.51)
= ﬁ (3.52)

onde v é o coeficiente eldstico de Poisson.

3) A condi¢io de escoamento é definida como uma fungdo f : Sx
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R — R e os estados admissiveis {o, ¢} € Sx R sdo restringidos ao espago

de tensoes sobre o conjunto F,, definido como:

E, :={(0,q) € S x R tal que f (o,q) <0}, (3.53)

onde ¢ é uma varidvel dada por:

q=H«a (3.54)

e S = {f : Jdim ——, Prdim ta] que £ é linear e £ = §T} é o espago vetor-

ial com produto interno:

g:e=tr|ee] =€ 8, (3.55)

Na equagdo (3.54), H' & o médulo pléstico de encruamento isotrépico
associado a varidvel de estado «, que é a varidvel interna de encruamento
isotrépico relacionado a evolugao da deformacao pléstica.

4) O dominio eldstico é definido pelo interior de F, e denotado por
int(Ey,); e a superficie de escoamento no espaco de tensdes é formada
pelo contorno de E,, denotada por 0FE,. Como no caso unidimensional,
E, =int(Es) U 0FE,.

Para a visualizagao geométrica da condi¢ao de escoamento isotrépica,
é comum escrevé-la em termos das componentes principais (o1, 02,03) do
tensor de tensGes. Tomando-se como referéncia os eixos associados as
tensoes principais, a superficie de escoamento, ou seja, a superficie formada
pelos pontos na qual f (o, q) =0, é representada pela Figura 3.8.

5) Para o modelo geral ndo-associativo, as equagoes de evolugao para
eP e q, chamadas de regra do escoamento e lei do encruamento, respecti-
vamente, sao:

P _

EP =r(o,q) (3.56)

g=—h(o,q), (3.57)

onder : SXxXR — Seh:SxR — RN sdo fungdes prescritas que
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Ty
A
Superficie de -
escoamento
f(o,q)=0
f(o.9)<0
.

Figura 3.8: Superficie de escoamento no espago de tensoes principais
(Fonte: [13]).

definem a direcao do escoamento plastico e de q. O pardmetro v > 0 é
uma fungao nao-negativa, chamada de pardmetro de consisténcia, que d4 a
“velocidade” da plastificagdo e obedece as condigoes de complementaridade

de Kuhn-Tucker (condig¢oes de carga-descarga):

v >0, f(o,q9) <0,  ~f(o,q) =0, (3.58)

além disso, satisfaz a condigao de consisténcia:

v flo,q9) =0 (3.59)
onde f é a taxa da funcio de escoamento.
Das condigoes de complementaridade de Kuhn-Tucker, tém-se duas
situacoes:
1) Para o caso em que {o,q} € int(FEs), tem-se f (o,q) < 0 e conclui-
se que v = 0. Logo nao hd evolugdo de deformagdo pléstica nem de

encruamento, ou seja, & = 0 e ¢ = 0. Assim, como o ponto em questao
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estd no dominio eldstico, tem-se &€ = £€° e uma resposta instantaneamente

eldstica, onde a taxa para o é:

6=C:£=C:é" (3.60)

2) Para o caso em que {o,q} € 0E, , tem-se f (o,q) = 0 e conclui-se
que v > 0, ou seja, a plastificacdo pode estar ocorrendo ou ndo. De acordo

com a condigao de consisténcia, tem-se os seguintes casos:

2.1) f < 0, conclui-se que v = 0, ou seja, estd ocorrendo um descar-
regamento eldstico, onde novamente é” = 0 e ¢ = 0. Este tipo de resposta

é chamado de descarregamento de um estado pldstico.

2.2) f =0, pode-se obter duas situagdes: v >0 ou~y =0 .

a) Se v > 0, entao ha evolugdo da plastificacdo e do encruamento, ou

seja, &¥ # 0 e ¢ # 0. Esta situagao é chamada de carregamento pldstico.

b) Se v = 0, entdo ndo ha variagdo da plastificacdo e do encruamento,

constituindo-se um estado de carregamento neutro.

Ainda explorando a condi¢do de consisténcia, pode-se obter uma ex-
pressao para v > 0. Usando a regra da cadeia, para derivar no tempo
a fun¢do f(o,q) € Es , e as equagoes (3.56), (3.57), juntamente com a

equagao constitutiva em taxa, no regime eldstico:

6=C:[g—-¢&P]=C:[E—nr], (3.61)
obtém-se:
f= 0of:6+0,fq (3.62)
= Oof:C:[g—£EP]4+0,f ¢
= 0pf:C:é—7[0of:C:r+0,f-h] <0, (3.63)
onde O, f e O, f indicam ﬂ e g, respectivamente.
do  Jq

Com a hipétese de que a regra do escoamento, a lei do encruamento e

a condicao de escoamento sao tais que ocorre a seguinte desigualdade:
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[Osf:C:r+0,f-h] >0,

usando-se a teoria da associatividade:

rZao’f?

h=0,f,
e sabendo que o tensor C é positivo definido, obtém-se que:

Osf:C:£&
Oof :Cir+0yf - h

sef:(), entao y =

A plasticidade perfeita ocorre quando h = 0. E de (3.59) e

pode-se concluir também que:

Y>20<=0,f:C:€>0

Ap6s o escoamento pldstico, substituindo (3.67) em (3.61):

> C:[é Osf:C:é& }

T Oaf:Cir+0f b

P C:r®C:0,f .
=C:e [at,f:c:wraqf-hs}’

B C:r®C:0,f R
_[C aaf:c;r+aqf.h]€

obtém-se a relagao:

o =CP: ¢,

onde CP é o mddulo tangente elastopldstico, dado por:

{C, sev=20

C® = C:rC:0sf

C - 0
0of Cirt o f 1 77

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.62)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

C*P & um tensor de quarta ordem freqiientemente chamado de operador
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tangente elastopldstico continuo [20]. Geralmente, C’ nédo é simétrico
para qualquer valor de 7 (o, q), exceto no caso de regra da associatividade
da equagao (3.65).

As equagoes vistas acima fazem parte do conjunto de equagbes que
governam a plasticidade geral, podendo ser aplicadas a diferentes modelos
constitutivos elastopldsticos, ja que nao foi feita alguma particularizacao
com relagdo a fungdo f (o,q).

A seguir serdo apresentados dois modelos cldssicos para plasticidade
tridimensional em metais, o elastopléstico perfeito e o modelo com encru-

amento isotrépico linear.

3.2.1 Modelo elastopléastico perfeito - J,

Para o modelo elastopldstico perfeito, que nao considera o encruamento
(h = 0), adota-se a seguinte funcao que equivale a condi¢do de escoamento

de von Mises:

flo)=¢—0, <0, (3.72)

onde

¢ =130 (3.73)

¢é denominada tensao equivalente ou tensao de von Mises. Jo € o segundo
invariante do tensor deviatdérico de tensoes s, dado por:
2 2 1 2
S o|"—z3(tr|lo
o= I8 _ el = elo)” 5

na qual s, que possui seu trago nulo, é definido por:

s=o0—(on]), (3.75)

sendo I o tensor identidade de segunda ordem e (07,,,I) a parcela hidrostatica

do tensor tensdo o, com o, definido por:

oy +oy+0. tr[o]

5 5 (3.76)

Om —
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Eixo
hidrostatico

Raio =

V‘

Figura 3.9: Superficie de escoamento de von Misses (Fonte: [13]).

O invariante Jo também pode ser escrito em termos de componentes

genéricas do tensor de tensoes, da seguinte formas:

h= e =0+ (00— o)

2y (0y — az)z] +T§y +72_ + Tzz. (3.77)

No espaco de tensbes principais, a superficie de escoamento definida
pelo critério de von Mises ¢ um cilindro de raio v/2.J5, cujo eixo corresponde
ao hidrostatico (01 = 09 = 03 = 04, ), como mostra a Figura 3.9.

Também é usual que a condi¢ao de escoamento de von Mises seja dada

pela funcao:

flo)=+/2J— A<0, (3.78)

A= \/gay (3.79)

é o raio da superficie de escoamento e o, ¢ a tensdo limite de escoamento.

onde

A taxa de deformagao pldstica fica expressa na forma:
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) 3 o—1i(tr[o])I 3 s \/§
€p=78crf=7\/j 2 =N/ 5 =7/ 53 =N,
2 lol? =S (xfop? Y 2Isl V2
(3.80)

. .. Of o
onde O, f indica =— e n = é um tensor de norma unitdria que da a

S
do sl

direcao do escoamento pléstico e N é denominado tensor de escoamento,

N = \/gn (3.81)

Considerando o fato de que para o modelo de von Mises N é um tensor

dado por:

deviatérico, tem-se [5]:

C:N=2uN (3.82)

e usando a equacao (3.81), segue que:

N:C:N=3u (3.83)

Uma vez que tr [EP] = 0, o que implica que a deformagéo pléstica ocorre
sem provocar variacao de volume (processo isocérico), partindo da equagao
(3.67) e adotando-se r = J,f = N (normalidade) e h = 0, obtém-se a

seguinte expressao para o parametro de consisténcia:

N:C:é 2 .
TTNoN 3VE (3:84)
onde fez-se o uso do fato que (n.n) = ||n|*> =1 e tr[n] = 0.

Assim, substituindo (3.84) em (3.80), obtém-se:

& — AN = (gN:é)N:(nQ@n)é (3.85)

e a taxa do tensor de tensoes pode ser reescrita como:

6=C:[¢-¢&’|=C:E—(n®n)é¢|=C:[II- (n®n)|é.
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Finalmente, o operador tangente elastopldstico para este caso particu-

lar é expresso por:

cer — C, sey=0
] C:II-m®n)]=MI+2u[II—n&n)], sevy>0
(3.86)

Outra maneira de se obter este mesmo resultado é partir da equagao
(3.71) e novamente adotar r = J,f = N (normalidade) e h = 0. Assim,

obtém-se a seguinte expressao para o operador tangente elastopléstico:

C, sey=0
C? = C7C:N®C:N >0 (3.87)
N.C:N 7
Fazendo-se uso das equagoes (3.82) e (3.83) em (3.87), o operador tan-

gente elastopldstico fica também expresso por:

Ccer C, sey=0
]l C—2u(n®n)=N@I+2u[II- (n®n)], sey>0
(3.88)

3.2.2 Modelo elastopléastico J, com encruamento
isotrépico linear

Para o caso do modelo elastopldstico com encruamento isotrépico linear a
condicao de escoamento de von Mises passa a ser dada por:

flo,9) =¢—(oy+q) <0, (3.89)

onde g = H'ar .
Adotando-se a associatividade no encruamento, onde h = G 0,f, e

sendo G = H', pode-se reescrever a equagao (3.57) como:

¢=-H'9,f = —vH' (-1) =~vH'. (3.90)

A lei de evolugdo para « ¢ dada por:
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&= —30,f =7, (3.91)

sendo que a lei de evolucao do tensor de deformagsGes pldsticas é a mesma
dada pela equagao (3.80).
Em termos da descrigao termodinamica, o modelo de von Mises com

encruamento isotrépico é obtido postulando-se que:

a=¢gP, (3.92)

onde & & a deformacado pldstica acumulada, com taxa dada por:

» 5
2= f5Ener = \/;||ép||,

que em vista da equagdo (3.80), possui a seguinte forma:
P
g =1. (3.93)

P
Para o caso unidimensional, a taxa da deformagao pldstica acumulada & é

dada por |€P|.

O calculo do parametro de consisténcia v > 0 também ¢é acrescido de
termos referentes ao encruamento, que partindo da equagéo (3.67), usando-
se a equacao (3.89) e adotando-se r = 9, f = N (normalidade), juntamente

com a associatividade no encruamento (h = G9,f), chega-se a forma:

N:C:é
== 94
K N:C:N+H' (3:94)
Sendo vélidas as relagdes (n.n) = ||n||> = 1 e tr[n] = 0, com C dado
pela equagao (3.47) e usando-se as equagoes (3.82) e (3.83) tem-se:
IN: ¢
1+ Em

Com a aplicacao de (3.95) em (3.80), obtém-se:

. IN:¢ nn)é
epzyN:i’+iN:(1+i), (3.96)
3u 3u
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e a taxa para o passa a ser:

s=c: | ROMEl_ o |y (OD) (3.97)
1+ Em 1+ Em
Finalmente, para v > 0, o operador tangente elastopléstico é:
cr—c: [m- O yo1yg |- B2 (3.98)
3u 3u

Outra maneira de se obter este mesmo resultado é partir da equacao
(3.71) e novamente adotar 7 = Jdof = N (normalidade) e h = GO, f
(associatividade), com G = H'. Assim, obtém-se a seguinte expressao

para o operador tangente elastoplastico:

C, sev=0
C? = c_ C:N®C:N en>0 (3.99)
N:C:N+o,f Ho,f

Fazendo-se uso das equagoes (3.82) e (3.83) em (3.99), o operador tan-

gente elastopldstico fica novamente expresso por:

2

61
ep — B —— =
C C 3u+H’(n®n) AMRTI+2u

H/
1+$

I — (n®n)] . sey > 0.
(3.100)

3.2.3 Algoritmo de integracao e mapeamento de
retorno para elastoplasticidade 3D

O algoritmo para o caso tridimensional é similar ao do caso unidimensional,
onde as expressoes sdo apresentadas em forma de passo finito utilizando-se
o modelo constitutivo na sua férmula incremental implicita que conduz ao

algoritmo de retorno [5].
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Relacao entre os tensores deviatéricos

Para o desenvolvimento deste algoritmo, deve-se obter uma relagao entre

os tensores deviatoricos s,41 e st Para o passo (n+ 1), a tensao teste

é dada por:
I = C 1 (e5157) = C i (41 — €D), (3.101)
ou equivalentemente, dada por sua decomposigéo volumétrica/deviatérica:
ol = s+ Pl (3.102)

onde s e p denotam, respectivamente, as tensoes deviatérica e volumétrica,

sendo escritas como:

SfLe-is-tle =2u Ecel Zij-tle (3103)
PR = e (YT (8104)

onde p e k 520, respectivamente, os médulos de cisalhamento e volumétrico
e os subscritos v e d na deformacao eldstica teste denotam as componentes

volumétrica e deviatérica, dadas respectivamente por:

e teste __ e teste
g6 et = tr (e, 197) (3.105)
e teste__ _e teste 1 e testeI 3 106
€ant1 = Ent1 ~3ZCunt1l (3.106)

Assim, sendo e? | = &P + AyN,, 11 e usando a equagao (3.81), a tensao

deviatdrica s, 11 pode ser escrita como:

3 ) 3
Snt+1 =20 | €dnt1 — €} — A'Y\@nwrl = s — QMAV\/;HnH-
(3.107)
Sn+41

Seja Ny 1 =T T pode-se reescrever a equagao (3.107) da seguinte forma:
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. . 3
Jswiall s = e — 2 Bncs

e como n'FF=n, 1, logo

3
Jswenll = sz - 2ut 2
Algoritmo implicito para integragao numeérica das equagoes con-
stitutivas elastoplasticas 3D

Assim, tem-se o seguinte algoritmo para elastoplasticidade tridimensional

com encruamento isotrépico linear

1) Calcula estado teste (predidor eldstico):

Dado Ae e as variaveis de estado em ¢, calcula o estado eldstico teste

e teste__ _e
En—i—l =&, +A€

p teste __ _p
n+1 =&y
teste

an+1 = Qn

teste __ e teste
anrl =K 61} n+1

teste __ e teste
Sp+1 = 2 €d n+1
teste __ teste
Sntl = 3J> (S7L+1 )

teste __ _teste teste
Gn+1 - Sn+1 +pn+1 I

2) Testa consisténcia pléstica:
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se fleste = /3Jy (sie5%) — (oy + H'ole5'?)
— [ ||steste|l = (oy + H'aleste) <0, (entdo passo eldstico)
. test
o conjunto (-),,.; = (-)ry e CP,=C,
finaliza.

Sendo (passo plastico, vd para (3)).

3) Mapeamento de retorno (estado de correcao):

Impondo-se a condigao

3
fny1 = \[§|Sn+1| —(oy + H'anya)

3 este 3
(11 y3) 103

frii = Ay (Bu+ H') =0,
obtém-se:

fteste

Ay = 0
7= 3u+H7>

teste
S’IL-’rl

teste
[Isteztell

3
€ﬁ+1: e+ Ay Ny, (Nn+1 = \/;nnﬂ)

Qpt1 = p + A7

N1 =

teste
Pn+1 = Pni1

s — 1— A73:U‘ Steste
n+l — teste n+1
§7r+1
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Ont+1=Sp+1 + pn—i—lI

1
e _ e teste
Ept1 = ESTHJ + §Ev n+1 I

Snt+1 = 3Jo (Sn—i-l)

4) Calcula o operador tangente elastopléstico algoritmico:

cr — 2 (1 = 3{’f%”) <II - %I ® I)

n+1
Ay 1
2
+6p <§£Lej;’tle - 3u+ Hl) Nyt @npy + kIR,
onde K := A+ %u > 0 é o médulo volumétrico.
Finaliza.
Observagao:

[|I]| ¢ a norma euclidiana.
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Capitulo 4

Mecanica do Dano em
Meio Continuo

A Mecdnica do Dano em Meio Continuo (MDC) ¢ um ramo da mecanica
dos sélidos em meio continuo, onde é possivel formular modelos constitu-

tivos capazes de descrever a degradacao interna de sélidos.

Nas ultimas duas décadas, as abordagens da mecanica do dano tém
aparecido como um caminho vidvel para a descricao de dano material dis-
tribuido, incluindo degradacao da rigidez do material, iniciacao, cresci-
mento e coalescéncia de micro-trincas, bem como a anisotropia do dano
[19]. Algumas teorias ineldsticas comumente empregadas acoplam, por
exemplo, elastoplasticidade e mecénica do dano, em que as equagoes bési-
cas para o modelo sao escritas com base na termodindmica de processos
irreversiveis.

Muitos modelos para estimativas de acimulo de micro-dano em ma-
teriais diteis tém sido estudados, alguns baseados na micro-mecénica do
dano (modelo de dano micro-mecdnico), enquanto outros estao baseados na
teoria de dano continuo (modelo de dano fenomenoldgico) que é o modelo
estudado neste trabalho.

No modelo de dano micro-mecéanico, a varidvel de dano precisa repre-
sentar algumas médias de defeitos microscépicos que caracterizam o estado

de deterioracao interna, como por exemplo, a geometria ou a distribuicao

49
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de micro-defeitos. J4 no modelo fenomenolégico, a varidvel de dano pode
ser definida com base na influéncia que a degradacao interna exerce nas
propriedades macroscépicas do material, como por exemplo, o médulo eléds-
tico, a tensao limite de escoamento, a densidade de resisténcia elétrica. No
presente estado da MDC tem-se verificado que, em geral, a perda de in-
formacao microscépica resultante de aproximacoes fenomenolégicas é com-
pensada pelo ganho no tratamento computacional, experimental e analitico

do modelo.

A formulacao de dano aqui apresentada estd baseada nos principios da
mecanica em meio continuo, no principio de equivaléncia de deformagdo
e no conceito de tensdao efetiva &, tendo L.M. Kachanov como pioneiro
neste estudo, no contexto de modelo de dano isotrépico [2, 24, 25].

Em engenharia, a mecénica em meio continuo trata com quantidades
definidas em um ponto matemaético, que do ponto de vista fisico repre-
sentam médias em um certo volume chamado Elemento de Volume Rep-
resentativo (EVR), ver Figura 4.1, orientado por uma normal de diregao
n. Para propdsito experimental ou andlise numérica é comum considera-lo
na ordem de magnitude de (0,1 mm)*para metais [4, 11]. As descon-
tinuidades do dano sao “pequenas” com relagao ao tamanho do EVR, mas

sao "grandes"quando comparadas ao espacamento atémico.

Assim, o dano em materiais sélidos, no contexto mecanico, ¢é a criagao,
crescimento e coalescéncia de micro-vaos ou micro-trincas que sao descon-
tinuidades em um meio considerado continuo [11], presentes numa escala
menor do que a escala do EVR [12], e podem eventualmente conduzir para
a falha macroscopica (Figura 4.2). A evolugdo do dano pode ser ativada
por diferentes mecanismos fisicos que dependem fundamentalmente da na-
tureza do material, do tipo de carregamento, da temperatura e de fatores

ambientais, tais como exposicao a substancias corrosivas ou radiagao.

Do ponto de vista fisico, as deformacgoes irreversiveis ou pldsticas in-
fluenciam no dano, porque fazem com que o nimero de unioes atdmicas
(micro-escala) decresga, diminuindo a drea elementar de resisténcia, ja que
a plasticidade estd diretamente relacionada a escorregamentos em nivel de

cristais ou moléculas, que em metais podem ocorrer pelo movimento de
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Figura 4.1: Elemento de volume representativo de um sélido com dano

(Fonte: [28]).

material virgem nucl_ea(;ap de tr!nt_:as e crescimento , coalesgr_nento
vazios microscopicos e fratura macroscoépica
I A ! 0 -
| | " [ -
-~ ' o - E
. . RN
"._F--———_.__H‘ [] X L] ’_,._—-_____H _‘_f :/
L ' = - 3
W " om .l,;r_r )
~ S
- ’ " " h o &
I | S f e -

[5])-

Figura 4.2: Representagio esquemadtica de dano ditil em metais (Fonte:
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Figura 4.3: Deformagao plastica por deslizamento devido a movimento
de discordéncia.

discordancias (Figura 4.3). Daif inicia-se a trinca em nivel de mesoescala,
na qual s@o escritas as equagoes constitutivas para andlise mecénica, for-
muladas no contexto da termodinidmica.

Segundo [8], o dano introduz dois efeitos nas relagoes constitutivas do
material: a degradagao do médulo de Young e a redugao da superficie de
escoamento.

Muitos pesquisadores tendem a adotar uma varidvel de dano escalar
isotrépica, que é tradicional e mais simples. No entanto, para uma apli-
cagao mais realista dos principios da mecénica do dano, é necessario consid-
erar a anisotropia do dano, onde o fendémeno anisotrépico da distribuicao
de micro-danos num material é interpretado usando um tensor simétrico
de segunda ordem. Neste caso, diferentes niveis de dano s&o relacionados
a diregoes principais, e um simples pardmetro de dano escalar nao é mais

suficiente para quantificar o dano em todas as diregoes [14].

4.1 Dano unidimensional

O primeiro modelo de dano unidimensional baseado nos principios da MDC
e conceitos de tensdo efetiva foi proposto por Kachanov (1958) para falha
por fluéncia em metais, com carregamento unidimensional. Este modelo
nao apresentava um claro significado fisico para o dano, que foi dado mais
tarde por Rabotnov (1963), propondo a reducdo da drea de um plano da
secao tranversal que corta um EVR, devido a micro-trincas, como uma

medida satisfatéria do estado de dano interno [10, 5].
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Figura 4.4: EVR danificado em 1 D.

Neste sentido, para casos gerais onde micro-vaos e micro-trincas podem
existir, a varidvel de dano é fisicamente definida pela densidade da super-
ficie de micro-trincas e intersecgbes de micro-vaos sobre um plano de se¢ao
transversal A cortando o EVR (Figura 4.4). Para um plano com normal
n, onde esta densidade é maxima [11], tem-se:

D~ A=A n

onde A ¢é a drea efetiva de resisténcia da secdo transversal do EVR, corre-

spondente a drea A.

Para a hipétese de dano isotrépico, a varidvel escalar de dano D) nao
depende da normal, como proposto por Kachanov. Logo, considerando-se
o EVR de um corpo danificado, sujeito a uma forga trativa F, a varidvel
de dano D ¢ definida como um escalar da seguinte maneira:

p-24-4_4p (42)
A A

onde Ap é a drea danificada e A é a drea que efetivamente resiste ao
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carregamento. Dai, segue desta defini¢do que o valor da varidvel escalar

D é limitada por 0 e 1:

0<D<I; (4.3)

onde D = 0 corresponde ao material do elemento sem dano e D =1 é um
valor critico que implica na ruptura do elemento em duas partes.

A tens@o uniaxial da barra o ¢é facilmente encontrada pela férmula
F=0A:

o= (4.4)

A Figura 4.5 mostra uma barra cilindrica sujeita a tragdo uniaxial nas
suas configuragoes danificada e efetiva sem dano (integra). Como nas duas
configuracoes a barra é sujeita a mesma forga de tracgdo, considerando-se a
configuracao sem dano, obtém-se a seguinte equacao para a tensao efetiva

o, relacionada a superficie que resiste efetivamente ao carregamento:

F
o= —. 4.5
5= (45)
Introduzindo-se a varidvel de dano D, tem-se:
F
G = 7 (4.6)

A(1—=D) 1-D

Como a drea integra é menor do que a nominal, para a mesma forca
aplicada a tensao efetiva num meio danificado resulta comparativamente
maior que a tensao nominal.

Em estudos mais recentes, a MDC foi formalizada por Lemaitre e
Chaboche (1985), com base numa metodologia fundamentada na termod-
indmica dos processos irreversiveis, usando a degradagao do mdédulo elés-
tico como a medida macroscépica de dano (modelo fenomenolégico).

Para a formulagao das relagdes constitutivas em meios continuos com
dano, baseia-se em alguns principios descritos a seguir [13, 10, 4] .

a) Principio geral de equivaléncia de resposta constitutiva: é postulado

na mesoescala afim de evitar a andlise micro-mecéanica. Este principio esta-
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remove trincas e
vazios

configuragéo configuracéo
danificada efetiva sem dano

Figura 4.5: Barra cilindrica sujeita a tragao uniaxial: trincas e vazios sao
removidos simultaneamente (Fonte: [2]).

belece que a lei constitutiva do meio danificado é obtida da lei constitutiva
da parte integra do meio danificado, onde o tensor de tensoes é substituido
pelo tensor de tensao efetiva e o tensor linear de deformagao pelo tensor
de deformacao efetiva.

Para o caso de tragao uniaxial, a relagao constitutiva do meio danificado

¢é a lei de Hooke da elasticidade linear:

o=FEc¢ (4.7

onde € ¢é a deformagéo e E ¢ o médulo de elasticidade do meio danificado
(médulo de Young). E considerando o principio geral de equivaléncia de
resposta constitutiva, a mesma relagcao constitutiva eldstica é aplicada &

parte integra do meio danificado (estado efetivo):

&=L, (4.8)

onde &, € sao os equivalentes efetivos de o, € respectivamente e F é o
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moédulo de elasticidade da parte integra do meio danificado.
O céleulo do médulo de elasticidade E depende da escolha dos princi-
pios de equivaléncia mostrados a seguir.
b) Principio de equivaléncia de energia: Este principio considera que
a energia de deformagao é a mesma tanto no meio danificado, quanto na
parte integra do meio danificado. Assim, sendo a funcdo escalar de energia
de deformagao eldstica U, no estado uniaxial, definida por:
1
U= 59¢ (4.9)
pela hipétese de equivaléncia de energia eldstica, proposta por Sidoroff

[10], U ¢ igualada a energia de deformagéo eldstica efetiva, como segue:

— 1 1
U=U— 50 = 55’5. (4.10)

A partir da equagdo (4.10) e usando a equagdo (4.6), obtém-se as

seguintes equacoes para € e F, relacionadas a € e F, respectivamente:

g=(1-D)e, (4.11)

E=(1-D)}E. (4.12)
Rearranjando a equagéo (4.12), obtém-se:

E

D=1- ok
onde E é constante para o material efetivo e E varia com o dano.

¢) Principio de equivaléncia de deformacdo: Este principio estabelece

que o estado de deformagao do meio danificado é o mesmo da parte integra

do meio danificado, cada qual com seu médulo de elasticidade:

E-EG-D) (4.13)

com



Capitulo 4. Mecanica do Dano em Meio Continuo 57

E=(1-DE (4.14)

E—FE
D:—:l—
E

|

(4.15)

d) Principio de equivaléncia de tensao: Este principio estabelece que o
estado de tensdo do meio danificado é o mesmo da parte integra do meio
danificado, cada qual com seu médulo de elasticidade:

o=Eec=Fg=FE(1-D)e, (4.16)
com E e D identicos aos das equacoes (4.14) e (4.15), respectivamente.

Pode-se verificar pela equagdo (4.15) que a varidvel de dano é definida
baseando-se na influéncia que a degradagéo interna exerce nas propriedades
macroscopicas do material, ja que o modelo de dano estudado é o fenom-
enolégico. Em condigoes isotrépicas, a classe de modelos de dano apresen-
tada por Lemaitre e Chaboche [5] também usa esta mesma equagao para
o dano.

Na mesoescala, a ruptura do material ocorre quando as trincas ocupam
toda a superficie do EVR, ou seja, quando D = 1. O inicio da mesotrinca
¢ definido pelo valor critico de dano D., que é um parametro determinado
experimentalmente e sendo assim, depende do material e das condigoes de

carregamento [4].

O final da decoesdo dos dtomos é caracterizado por um valor critico
de tensao efetiva 0., sendo a méxima tensao que poderd ser aplicada no

material:

(o)

m. (4-17)

O —

Praticamente o, pode ser aproximada pelo maior valor de tensao o,
(tensdo ultima) do diagrama tensdo-deformacao, que é mais facil de encon-
trar, mas é sempre menor que 0,. Logo, o valor critico do dano, ocorrendo

para uma tensao unidimensional o, pode ser escrito como:
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D.~1-Z. (4.18)

O—U
Usualmente o D, varia entre 0,2 e 0,5. Esta relagao, aplicada a um teste
de tracdo pura monotonica, que é tomada como uma referéncia, define o
correspondente valor critico de dano D;. considerado uma caracteristica

do material:

Dy, =1- 22 (4.19)

Oy
onde o € a tensao de ruptura.
Para o caso de tracao pura, a ocorréncia de micro-trincas, pela qual
se inicia o dano, s6 ocorre quando a deformagao plédstica atinge um certo

valor £p, chamado de do limiar de dano, ou seja:

el <ep — D =0. (4.20)

Com relagéo ao dano acoplado a plasticidade, Lemaitre (1983) propos
um modelo puramente fenomenolégico para o dano dutil isotrépico em
metais com varidvel de dano escalar. Neste modelo, o conceito de tensao
efetiva € usado para a unido entre plasticidade e dano, isto é, a tenséo
real é substituida pela tensdo efetiva no critério de escoamento de von
Mises. Desta forma, a fungao de escoamento para o caso de encruamento

isotrépico linear é escrita como:

f=kl—-(o,+Ha), (4.21)

onde ¢ = =5 ¢é a tensao equivalente efetiva, com ¢ dada pela equagao
(3.73), oy € a tensao limite de escoamento, H' é o médulo pléstico de

encruamento isotrépico e « a varidvel interna de encruamento isotrépico.

4.2 Dano tridimensional

Desde o desenvolvimento original de Kachanov e Rabotnov, nao levou
muito tempo para que o conceito de varidvel de dano interno fosse gener-

alizado para situagoes tridimensionais [5]. Fisicamente, a varigvel de dano
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X3

TA E.1
S

configuragdo danificada configuragdo efetiva
sem dana

Figura 4.6: Dano fisico (Fonte: [4]).

é definida como a densidade da superficie de micro-trincas sobre um plano
do EVR de segéo transversal 65 (Figura 4.6). Para um plano de normal
n, tem-se: ~

08 —408 6Sp
TS 6s

onde §S representa a drea integra num meio danificado e §.5p é a superficie

D)

danificada.

Para o estudo de dano tridimensional em metais diteis acoplado com
plasticidade, serd considerado o modelo de Lemeitre para dano isotrépico
e ortotrépico [11, 5], baseado no conceito de tensdo efetiva e na hipétese

de equivaléncia de deformacao.

Neste caso, a forma generalizada da relagao constitutiva estabelece uma
relacao entre tensores de segunda ordem de tensao e de deformacao por

meio de um tensor constitutivo de rigidez eldstica de quarta ordem.

oij = Cijkl : €kl- (4.22)
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4.2.1 Termodindmica do dano

O ponto de partida dessa teoria é a hipdtese de que a energia livre, tomada
como potencial termodindmico, € uma funcao do conjunto de varidveis de

estado internas {€°, a, D} [5], isto é&:

Y =v(e%aD), (4.23)

onde D e « sao varidveis escalares internas associadas ao dano isotrépico

e ao encruamento isotrépico, respectivamente.

Potencial de dissipagao e leis de evolugao

A dissipacdo, que precisa ser positiva para satisfazer a segunda lei da
termodinamica, é escrita através da desigualdade de Clausius-Duhem, da
seguinte forma [13]:

a:ép—qa—YDEO.

Considera-se um potencial de dissipacdo p, que é funcao das varidveis
associadas {o, q,Y'} das quais derivam as leis de evolugdo para {e?, «, D}
[21]. Admite-se sua decomposi¢do em uma parcela relativa aos efeitos de

plastificacdo e encruamento P e outra relativa a danificacao 9,

o =¢"(0,¢;D)+ ¢ (Y;D). (4.24)

Do potencial de dissipagao sao derivadas as leis que governam a evolugao
das varidveis internas {ef, a, D}, que para o caso de dano acoplado com

plasticidade, sao escritas como:

. Op

p_

& =755 (4.25)
. Op

&= —y 3’ (4.26)
D=2 (4.27)
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4.2.2 Dano isotrépico

Se o dano ¢ isotrépico, entdo a varidvel de dano D) ¢ um escalar e
apresenta o mesmo valor em todas as diregdes [27], ndo dependendo da
normal n.

Segundo a hipdtese de decomposicao entre elasticidade-dano e encru-

amento pldstico, a energia livre pode ser escrita como a seguinte soma

[5]:

¥ =9 (e, D) + ¢ (o), (4.28)

onde 9 ¢ P sao, respectivamente, a contribuicao de elasticidade-dano e
a contribuicao plastica para a energia livre. De acordo com o principio de
equivaléncia de deformagao, o potencial de elasticidade-dano é dado por
[5, 11]:

1 l+vo:o v tr(o)?
ed (_e _ €. _ S - —
P (e,D)—2€ :(1-D)C:e 55 1D 3E1-D’ (4.29)
ou em termos das tensoes deviatdrica e volumétrica:
1+v s:s  3(1-2v) p? R,
ed e
D) = = 4.30
e D) =S bt 98 1-D aEa-n)y

onde C é o tensor de médulo eldstico isotrépico do meio integro, p é a den-

sidade do material, p = %tr(o‘) ¢ a tensao volumétrica, s = o—pl a tensao

deviatdrica, ¢ = ,/%s s a tensao equivalente de von Mises, p e k sao o

segundo coeficiente de Lamé e o médulo volumétrico, respectivamente, v
é o coeficiente de poisson, F é o médulo de elasticidade e R, é a funcdo

de triaxialidade, dada por:
2
2 p
RU:§(1+1/)+3(1721/) (E) . (4.31)

Na equacao acima, p é a razao de triaxialidade, que tem um papel

importante na ruptura dos materiais, ji4 que quanto maior esta razao,
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menor a ductilidade do material [4].

Para este potencial particular, a lei da elasticidade é dada por:

b ed
o=p aie =(1-D)C:e° ou o0y = (1 —D)Cijueyy, (4.32)
e, inversamente,
e _ 0@ed:1_D—1c—l.
€ p 8_0 7(1 - ) Lo ou (4.33)

e _ 1 _ 14v L v .
e =0—=D) Cyom = T-D)ETii — T=D)E T kkOij-

O tensor tensao efetivo & pode ser escrito como:

— o _ Oij
0':70uaij:m

4.34
e pelo principio geral de equivaléncia da resposta constitutiva, tem-se [13]:

5=C:&" (4.35)

A relagéo constitutiva do meio danificado continuo é dada por:

o=C:e°, (4.36)
ou inversamente,

e=C':o, (4.37)
onde C ¢ o tensor de médulo eldstico efetivo, que considera o efeito da
danificagao. Com a hipétese de equivaléncia de deformacao, igualando-se
as equagoes (4.33) e (4.37), obtém-se:

C=(1-D)C, (4.38)

com a varidvel de dano tomando valores no intervalo [0, 1] .

Assim como visto no caso de dano unidimensional, além do principio
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de equivaléncia de deformacao, também podem ser usados outros dois
principios bésicos para o célculo do tensor C, citados abaixo:

1) Principio de equivaléncia de tensdo, na qual obtém-se o mesmo re-
sultado da equagao (4.38).

2) Principio de equivaléncia de energia de deformagéo, com

C=(1-D)}>C. (4.39)

Entre os trés tipos de equivaléncia mencionados, o de equivaléncia de
deformacao é usado com mais frequéncia.

A for¢ca termodindmica relacionada & varidvel interna de dano também
¢ definida pelo potencial termodinamico e ¢ dada por [5, 11]:

o L o A~ e
Y = paD——és.C.e, (4.40)

correspondente a:

_Ldwe
2 dD

: (4.41)

o= const.

onde Wee & a energia de deformacdo eldstica do meio danificado. Desta

forma, usando a inversa da lei tensdo-deformacao (eq. (4.33)), tem-se:

Y = 1 3077 " c1:
C201- D2 s . (4.42)
- Gp(1 Dy T 2;1(1 D)2 > ~ T2E(1-D)?"

Comumente conhecido como a tazxa de densidade de energia liberada

pelo dano, (—Y') corresponde a variagdo da densidade de energia interna
devido ao crescimento do dano sob tensao constante.
Quanto ao potencial de dissipagao, suas parcelas relativas aos efeitos

de plastificacdo e encruamento ¢ e danificacio ¢, sdo dadas por:

@p (0-7 q, D) =f (0'7 q, D) (443)

T Y s+1
¢! (Y, D) = A-D)G1D) <T> : (4.44)
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sendo que r e s sdo parametros do material, definidas mediante ensaios
experimentais. Aqui é adotada a hipdtese de plasticidade associada, onde
o critério de escoamento é usado como potencial plastico.

Para a func¢ao de escoamento f, é adotada a seguinte forma de von

Mises:

onde ¢ = /35:5 = /3J5(8), ¢ = H'@ e 0, ¢ a tensdo limite de escoa-
mento inicial do material.

A regra da normalidade (hipétese cldssica de materiais padrao gen-
eralizados) com relagdo a ¢ pode ser considerada vélida, e obtém-se as

seguintes equacoes de evolugao:

9o _ 0P
Yo =757-
oo oo
onde 7 é o parAmetro de consisténcia, N é o tensor de escoamento pldstico

[5]:

EP = =N, (regra do escoamento) (4.46)

3 S 3 S 3 S
N= \/;a —D)ls|l \[5(1 ~D)\2h(s) 2(1-D)\Bh(s)

(4.47)
e Jo é o segundo invariante do tensor deviatérico de tensoes s.
) dp 9P
=y =—-—=". 4.48
=1, = 1y = (4.48)

Fazendo-se uso da regra do escoamento, dada pela equagao (4.46), a lei

de evolugao da deformacao plédstica acumulada é dada por:

\;P 2 . 2.p -D ’y
¢ = \/§ €7 = \/ggijgij =T 5 (4.49)

e a lei de evolugao do dano é escrita como:
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Substituindo (4.42) em (4.50),

. 2 Sp
p=(—f )¢ (4.51)
2Er (1 - D)

Este modelo admite que o dano evolua somente apds ser atingido certo
valor para a deformacao pldstica acumulada &, sendo que este valor critico
é chamado limiar de dano e é denotado por £p. Para carregamento
monotonico, o limiar de dano ep é obtido através de teste de tracao pura.
Assim, a lei de evolugéo do dano (4.51) pode ser modificada para:

—Y\?® P

D:H(EP—ED) (T) g , §p>ED, (452)

sendo que £¥ = a enquanto nao houver dano e a funcao de Heaviside H ¢
definida como:

1 >0
H(a) = sea= , para algum escalar a. (4.53)
Osea<0

A condigao de iniciagdo de uma meso-trinca é alcangada quando a var-
idvel escalar de dano atinge o valor critico D., que no caso unidimensional
corresponde a um valor critico de deformagao pldstica acumulada, chamada
de deformagao pldstica de ruptura eg. O termo D, é considerado uma con-
stante do material que nao é facil de medir. Em um teste de tragao pura,
quando o dano se desenvolve no encruamento saturado, a tensao decresce
da tensao iltima o, até a tensao de ruptura og, de tal forma que para o

caso de dano isotrépico tem-se [11]

D.=1-2&, (4.54)

Oy
onde og é a tensdo de ruptura do material e o, é a tensdo ultima (ver
Figura 4.7). Para muitos materiais a equacao (4.54) conduz a valores de
dano critico entre 0,2 e 0, 5.
Usualmente considera-se que o dano ditil ocorra quando as defor-
magoes sao grandes o suficiente para considerar o material como perfeita-

mente pldstico (encruamento saturado). Entao, em (4.51) pode-se consid-
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regido escoa-  endurecimento estricgdo
elastica | mento  por deformacgao

compor-
tamento comportamento plastico

elastico

Figura 4.7: Diagrama tensado-deformagio para material dutil (sem es-
cala).

erar [21]

rgD) = const. = gy,. (4.55)

Para casos multi-dimensionais, experimentos mostram que s = 1 e
assim, o unico coeficiente dependente do material na equagio (4.51) é
02 /2Er, que pode ser identificado de experimentos monotonicos uniaxi-
ais. Por simplificagfo, para o caso multiaxial, os valores do limiar de dano
ep e da deformagao plastica de ruptura g, sao considerados os mesmos
do caso unidimensional e podem ser determinados em ensaios uniaxiais.
Neste caso, a func¢do de triaxialidade é unitdria (R, = 1) o modelo (4.51)
reduz-se a

. Ui N
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Integrando (4.56), com uma condigao inicial definida pelo limiar de

dano ep ,tem-se:
o? »
D= (") (& - 4.

com D =0seeP <ep.
Supondo &” = e se D = D, tem-se [22]:

o2
D.=|— — . 4.
<2E1“) (ER ED) ( 58)
A equagao (4.58) pode ser posta como
2
o D,
Tu e 4.59
2Er ER —ED ( )
e substituindo (4.59) em (4.51), tomando s = 1, obtém-se:
) D. P
D= (7) R, , (4.60)
ER —ED

onde o dano evolui linearmente com a deformagao pldstica acumulada.
O médulo tangente algoritmico, ou seja, o operador tangente consis-
tente com o algoritmo de integragao relativo ao dano isotrépico é apresen-

tado na subsecao 4.2.4.

4.2.3 Dano ortotrépico

O dano ¢ freqiientemente nao isotrépico, devido a micro-trincas mais ou
menos perpendiculares & maior tensao principal positiva. Assim, a densi-
dade da superficie de micro-defeitos em um plano com normal n age através
de um operador que transforma a superficie S em uma drea menor, mas
continua 65 = §S — §Sp e n em outra normal fi (Figura 4.6). Esta nova
configuragdo ¢ definida pela Mecanica do Dano em Meio Continuo (MDC)
como configuragao continua efetiva [11].

Para manter o mesmo significado fisico citado no inicio do capitulo, o

dano age através do operador (I — D) e

((Sij — Dz‘j) ’I’LJ(SS = fziég,



68 Mod. da ev. do dano ortotrépico acoplado a elastop. em metais

onde §;; ¢ o delta de Kronecker e D é um tensor de dano simétrico de
segunda ordem.

Como nao é considerada a distorgdo da superficie 4.5, induz-se a pro-
priedade de ortotropia, consistente com o fato de que o dano é governado
pela deformagao pléstica representada pelo tensor de segunda ordem eP.
Para considerar a ortotropia do dano, serd usada uma extensao do modelo
de dano dutil isotrépico descrito anteriormente.

O dano geral anisotrépico é representado por um tensor de quarta or-
dem, mas para aplicacoes préticas é frequentemente usado um tensor de
segunda ordem simétrico [12], assim como os tensores de tensoes e defor-
magoes. Como mostrado por observagoes microscépicas, o tensor de dano
é principalmente dirigido pela deformacio plastica, que o faz ortotrépico
[18]. Para este caso de dano é bem mais complicado assegurar uma boa
representacao fisica e ainda sua compatibilidade com a termodindmica.
De fato, a tensdo efetiva com a representacdo de um tensor de dano de
segunda ordem é uma aproximacao da tensao efetiva exata deduzida da
representacao geral do dano por um tensor de quarta ordem.

Sendo que o dano modifica as propriedades elasticas dos materiais, um
tensor de elasticidade efetivo de quarta ordem é comumente introduzido
como:

o=C:e° (4.61)
e utilizando o principio de equivaléncia de deformacao, obtém-se:

~ -1
C=M :C (4.62)
que é representado no caso isotrépico por C= (1-D)C.
M é um tensor de quarta ordem, que também define o tensor tensao

efetivo:

6 =M:o oudij = Mo, (4.63)

que generaliza a definigao isotrépica & =175 . Para um estado genérico de

deformacao e dano, também seguindo o modelo de equivaléncia de defor-
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magao, o tensor efetivo de tensdes é usualmente nao-simétrico, e embora
hajam diferentes métodos para simetrizar &, neste trabalho sera utilizado

um método representado pela seguinte equagao [11]:

6i; = dev (HasiaHyy) + ﬁaﬁ : (4.64)
onde d;; ¢ o delta de Kronecker,
dug =nDm, (4.65)

na qual 17 &€ um parametro do material introduzido por Lemaitre [15] associ-
ado com a variacao do coeficiente de Poisson devido ao dano. O parametro
1 depende do material e frequentemente para metais n ~ 3. Dpy é dado

por:

1 1

O tensor de segunda ordem H é chamado de tensor de dano efetivo, dado

por:

)

=

H,;=(I-D) (4.67)
Logo, a isotropia representa o caso limite onde D = DI, H=1/y/1—D e
n=1

O tensor M pode ser escrito como:

1

M = Hy Hyy — 3

ik,
(4.68)

e da inversa de (4.63), o tensor de tensdes o também pode ser escrito

1 1
[lel(;ij + Hfjékl] + §H§p51‘j6kl + m

COmo:
c=M7"1:5o0u 045 = M;,ilc_fkl,

onde
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_ oy (8;; —Di;) (6 — D) 1 1
ML = H.lH,lf( J J +=(1—-n=D 040
ikjl ik ~Tlj 3(1_%Dkk‘) 3 773 pp JOkl,

com H™! = (I- D)3.
O potencial pip°? (equacio (4.30) para o caso isotrépico) representado

pelo tensor D é [11]:

1+v 3(1—2v) p?
d
P = ——H;jsj Hysi; + 5E 1_dy

2F
Com relagao as parcelas deviatérica e volumeétrica, o tensor de tensoes

(4.69)

efetivo pode ser escrito como:

& =5+l (4.70)

na qual 5 e p sao, respectivamente, a tensao efetiva deviatérica e volumétrica,

definidas como:

§ = dev[HsH], (4.71)

(4.72)

O tensor taxa de densidade de energia liberada pelo dano —Y é dado

por —Y;; = pa%d%, mas é substituido na lei de evolucao do dano pelo
— vy

escalar —Y chamado de densidade de energia eldstica efetiva, que pode ser

escrito como uma fungio da tensao efetiva:

o1 1_ 2 P2 PR
-Y = §C’ijkl€i.lsfj = §U¢j£fj = o to-= 2Ev'

onde Cjjp; sao as componentes do tensor de elasticidade C, E é o médulo

(4.73)

elastico e R, é a funcdo de triavialidade efetiva:

R, = >2 . (4.74)

Wl N

(1+V)+3(12V)<

NS

com
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1
2

3
¢=(HsH),, = [adev (HsH) : dev (HsH) | (4.75)
onde (+),, = 3dev (-) : dev ().

Segundo [15], a lei de evolugdo do dano anisotrépico é uma simples
extensdo do caso isotrépico, se for considerado o seguinte potencial de
dissipagao:

Y S
p=f+e'=f+ <—> (=Y3)

r

deP

- (4.76)

)
j
onde |-| aplicado a um tensor significa o valor absoluto em termos das
componentes principais, o é a varidvel interna associada ao encruamento

isotrépico, f é a func@o de escoamento de von Mises dada por:

f=3=(oy+q), (4.77)

A lei de evolugao da deformagao pléstica é:

Op <

.p = _— =

& =15 YN*, (4.78)
onde sdo definidas as normais [11]:

N* = dev (Hn*H) (4.79)

35 3 8 \/§ 5
nf=so = ——— = [ 4.80

2 2 ane  ValE 50
Para o caso de dano isotrépico, a normal N* é igual & normal de escoamento
N (equagao (4.47)).

A evolugao da varidvel de escoamento continua com sua forma usual:

a=r

e a taxa da deformacao pldstica acumulada é:
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P 2.5, 2
g = gspzsp: gNX:NX . (4.81)

De acordo com o contexto da termodindmica, a lei de evolugao para o
tensor dano deriva do potencial de dissipacao, onde segue a mesma direcao

da deformacao pléstica:

. dpt [ Y\ |de? .
D=~y — = — = . 4.82
v a( r) T | comY=a (4.82)
Ou finalmente,
. Y\®.p
D= (7) € ,&" >ep. (4.83)

P
sendo que £ = a enquanto nao houver dano e £ ¢ a taxa da deformagcao

pléstica absoluta definida como:

3
-p
E =) [t ®el, (4.84)
i=1

onde £ sdo os autovalores do tensor taxa de deformagao pldstica é? e {el'} é
a base ortonormal de autovetores da éP. Se o material nao estava danificado
antes do carregamento, as diregoes principais da taxa do dano coincidem
com as da taxa de deformagao plastica. Observa-se que utilizando-se a lei
de evolugao do dano apresentada na equagao (4.83), no sistema de eixos
Cartesiano global, as componentes do tensor de dano D;; serao positivas
quando i = j e podem assumir valores positivos ou negativos se i # j. Ja
nas diregoes de ortotropia (diregdes principais de dano), as componentes
de dano serao todas positivas.

Além disso, o dano existe somente apds ser atingido um limiar escrito

em termos da deformacao plistica acumulada, ou seja:

D=0,se&” <ep. (4.85)

De acordo com a definigao fisica de dano, a condigdo de iniciagdo de

uma meso-trinca é alcancada quando a intensidade do dano em um certo
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plano atinge o valor critico D, e isto ocorre quando o maior valor principal
de dano Dj atinge D, [18]:

max Dy = D, — inicio da meso-trinca. (4.86)

Para o caso de dano anisotrépico, um valor aproximado para o dano critico
é D.=0,5.

4.2.4 Algoritmo de integragao e mapeamento de re-
torno para elastoplasticidade acoplada ao dano

Abaixo, apresenta-se o modelo constitutivo, na sua férmula incremental
implicita que conduz ao algoritmo de retorno, para o caso de elastoplas-
ticidade tridimensional com encruamento isotrépico, acoplado ao dano

isotrépico e ortotrépico, proposto em [11].

1) Calcula estado teste (preditor eldstico):

Dado Ace e as varidveis de estado em t,,, calcular o estado eldstico teste

e teste __ _e
En—i—l =&y + Ae

teste

an+1 = CQn

up teste __ ZP
n+1 — “n

teste __
D7 =Dy,

—teste C E‘.e teste

o-nJrl = n—+1

2) Testa consisténcia pléstica:

teste =teste teste

- /
se n+1 = g'n—l—l - (Uy +H an—i—l )

= /3J2 (8I51°) — (oy + H'alesle) <0, (entdo passo eldstico)
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_ (')teste e Cep _ (37

o conjunto (-) ntl 1

n+1
finaliza.

Sendo (passo pléstico, va para (3)).

3) Mapeamento de retorno (estado de correcao):
Seja o residual local definido por {Rjpc} = {Ree ,RAW,RD}T, resolve
o sistema abaixo para as varidveis independentes W = {e¢ , Ay, D}:

Ree = Ase—As—i—Asp:ef&)l —€ef — A€+A7n+1 Ny

Ray = fny1 = ffj)ﬂ - [Uy +H' (a” + A’)/SH)}

A . A’y(i) =
D(erl—Dn - (=) —ntl " (isotrépico)
" r (@)
Rp = 1=Dy4y
. =, S
DSL*Dn - <_TY> EP, (ortotrépico)

onde Ae = €,41 — &, e N* é dado pela equacao (4.80).
Para solucionar o sistema acima pode-se usar novamente o esquema

iterativo de Newton-Raphson. Logo, resolve-se o problema iterativo local:

0 {Rzoc}} w WD )
R ocn { - = 0
{ ! H} LW |,y ( ntl ”‘H)
com AW = {AAv,Ae® , AD}, onde a expressdo para a matriz ja-

0 {Rloc}} ©
. ) oZAN 1/ I .
necesséria por razoes de convergéncia. Neste trabalho serd usado o método

cobiana [Jac] = { (ou alguma boa aproximagao dela) se faz
de diferencas finitas para calcular a matriz jacobiana (ver na préxima sub-

se¢ao).

4) Atualizagao:
Uma vez que as varidveis €j 1, Ay, ; € D, 41 tenham sido determi-
nadas na resolugao do sistema do passo (3), as varidveis remanescentes sdo

atualizadas explicitamente:

_ e
On+1 = C: €nt1
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Qp41 = Qp + A’yn—&-l

D _ e
€nt+1 = Ent1 ~ Ent1

vp _ vp 2 . A d z .
Ept1 =En T gnnﬂ tNpy1 AY,4q, Para dano ortotrépico

A7n+1

——— para dano isotrépico
1-— Dn+1

Opt1 = M;il : Ont1, para dano ortotrépico

on+1 = (1 — Dpy1)Fpy1, para dano isotrépico

1
2

3
En+1 = |:§deV (Hn+lsn+1Hn+l) :dev (Hn+lsn+1Hn+1) )

para dano ortotrépico

_ 3 Sn+1 Sn+1 . ]
Sntl =4/ 3 : , para dano isotrépico
m \/2 (1 - Dn+1) (1 - Dn-i—l)

5) Calcula o operador tangente elastopléstico:
Seja a primeira coluna da inversa da matriz jacobiana [Jac|, na con-

vergéncia, dada por:
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a expressao para o operador tangente elastopldstico consistente com o

algoritmo de integragao implicito desenvolvido acima é [11]:

. B 4 _ oM -1
CP?=M"':C: [Jac] e e +0 ¢ D [Jac]p e -

4.2.5 Matriz jacobiana por diferencgas finitas

O método de diferencas finitas usado para calcular a matriz jacobiana da
subsegao anterior (passo 3) serd descrito a seguir.

Primeiramente, seja o método de Newton-Raphson, com uma funcao
F (X), onde

T
X:{X1 Xo X3 - Xm} .

O indice m refere-se ao nimero de varidveis do sistema. Neste trabalho,
para o caso onde nao hd presenga de dano, tem-se sete varidveis: Ay, €9, €5
€5 ,€4 ,€% ,€6. E quando hd presenca de dano, além das sete anteriores,
possui-se mais seis variavéis: Dy, Do, D3, Dy, D5, Ds.

Seja

F(xO)={ F(x{") r(x{?) F(x?) .. F(x) }Tzo,

a aproximacao de primeira ordem da funcio F em torno de X*) & dada

por

OF (X))

5 (X

] e F(X®) +J(X®)AX® =0,

F <X(k+1)> —F <X<k:>> + AX®), (4.87)

OF (X))

Fazendo J (X(k)) = m

obtém-se

J (X(k)> AX® = _F <X(’€)> , (4.88)

e finalmente
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X® = xX® 1 AX®), (4.89)
A convergéncia ¢ testada fazendo-se
‘AX(k;Jrl)‘ / ’X(kJrl)‘ <108

Para calcular a matriz J (X*)) usa-se o método das diferencas finitas.
Sejam

X<’€>={X§’<> x® x® Xm>}

rO =L r(x() F(xP) F(x) R (x) }T
AY = (0,00001) X*),

A j-ésima coluna da matriz J (X(k’)) de ordem (m x m) é escrita como

F(Y;) - F(Yy)

2AX; :
onde
® (k) ORE
{X 2 e X HAY e Xy }
(§]
k) (k) (k) RS
o= { x(P x{P . xPoay ox® )

Logo, a matriz jacobiana é aproximada por

F(Y)-F(Yy) F(Y)-F(Y)

(k)) —
J (X ) 2A X 2A X5
F(Y;)-F(Yy)
2AX,, '

O Primeiro X*) = X(© usado nesta iteracio local de Newton-Raphson
¢ 0 X(y), que convergiu no passo de carga n da iteracao de Newton-Raphson

global. Desta forma, X pode possuir coordenadas nulas. Neste caso,
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aplicou-se um valor padrao de perturbacio igual a 10~1°. Por exemplo, se

a componente ka) for nula, tem-se

T
vi={ x4 00 xM o xP

T
Y2:{ x® x® L x W } _

Logo, a matriz jacobiana é aproximada por

F(Y1)-F(Y:) F(Y1)-F(Y)
(10-10) 2AX,
F (Y1) - F(Y>2) } '
2A X,

3 (X)) = {

O tamanho do fator de perturbagao é importante, pois quando o valor
adotado é pequeno, pode ocorrer erro de truncamento e arredondamento,
por exemplo. E se o valor adotado para a perturbacao for grande, pode

ocorrer erro na precisao da resposta.



Capitulo 5

Exemplos de aplicacao
numérica

Neste capitulo serd feita uma andlise dos resultados encontrados na im-
plementagao numérica de alguns problemas. O Exemplo 1 é um problema
de elasticidade linear tridimensional e a sua principal finalidade é verificar
o programa de Elementos Finitos implementado, através da comparagao
com software de simulacao numérica.

Os demais casos sdo problemas de elastoplasticidade tridimensional,
sendo que a andlise da convergéncia numérica dos mesmos serd feita através
da comparacgao com dados da literatura e software comercial de Elementos
Finitos.

O Exemplo 2 tem como objetivo mostrar a convergéncia numérica do
algoritmo implementado em um problema de elastoplastidade tridimen-
sional via MEF. Nos Exemplos 3 e 4 ¢ feito o acoplamento de plasticidade
com os danos isotrépico e ortotrépico, respectivamente, através da apli-
cagao do modelo detalhado no algoritmo da Secao 4.2.4.

Toda a implementagao computacional foi realizada via cédigo préprio
implementado em MATLAB™ 7.6.0, sendo que a visualizacio dos resulta-
dos das anélises foram realizadas através do software GID =~ 9.0.2, que é um
sistema de pré e pdés-processamento de resultados de Elementos Finitos.

Os resultados extraidos do MATLAB s&o valores nos pontos de integracao,

79
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sendo que o GID faz as médias nos nés, para a plotagem dos resultados.

Para estes problemas, utilizaram-se elementos sélidos isoparamétricos

(hexaedros) de vinte nés e fungoes de forma quadréticas.

5.1 Exemplo 1 - Elasticidade linear tridimen-
sional

Este problema consiste na andlise tridimensional de uma chapa de espes-
sura unitdria com dois recortes cilindricos (Figura 5.1), sujeita a uma forga
uniformemente distribuida sobre suas faces superior e inferior, na dire¢ao
do eixo y. Neste problema foi utilizada a relagdo constitutiva eldstica

linear. Os dados do problema sao:

E = 210 GPa (médulo de elasticidade);

v = 0,3 (coeficiente de poisson);

Fy = 16800 N (forga aplicada na face superior);
F5, = —16800 N (forca aplicada na face inferior).

A andlise estrutural é realizada apenas sobre um oitavo da estrutura.
A Figura 5.2 mostra a estrutura efetivamente analisada utilizando-se os

seguintes vinculos de simetria:

1) Impoe-se deslocamento nulo num plano normal ao eixo x, passando
por & = 0, na direcao do eixo z.

2) Impde-se deslocamento nulo num plano normal ao eixo y, passando
por y = 0, na diregao do eixo y.

3) Impoe-se deslocamento nulo num plano normal ao eixo z, passando

por z = 0, na dire¢ao do eixo z.



Capitulo 5. Exemplos de aplicagao numérica 81

R=4mm

40 mm

Espessura = 1.0 mm

18 mm

Figura 5.1: Dimensoes da chapa.

e ‘ Espessura = 0,5 mm ‘

20 mm

X

Figura 5.2: Vinculos de simetria.

A forga aplicada nesta andlise foi de 4200 N, na face superior da

placa. Utilizou-se uma malha constituida de 67 elementos hexaédricos,
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como mostra a Figura 5.3, sendo que na espessura hd apenas uma camada
de elementos. A malha utilizada é grosseira, no entanto a comparacio
dos resultados nao serd feita com a solugao analitica, mas com solugoes

numéricas que usam malhas similares.

Figura 5.3: Malha utilizada na anélise.

Os resultados obtidos pela simulagao realizada via cédigo préprio im-
plementado no programa Matlab foram comparados com as respostas obti-
das pelo ANSYS~11.0. Na Figura 5.4, que apresenta a comparagao entre
os deslocamentos na diregao y, pode-se perceber que os resultados con-
cordam. Deve-se observar que embora as figuras apresentem o mesmo
nimero de cores, elas nao sao as mesmas para cada faixa de resposta.
Esta diferenca também ocorrerd nas demais figuras comparativas ao longo
do trabalho. Na Figura 5.5 observa-se que as tensoes equivalentes de von
Mises obtidas sao bem préximas entre si.

No entanto, nos resultados extraidos do GID, o valor minimo da tensao
equivalente de von Mises foi negativo, isto provavelmente devido ao seu
processo de pés-processamento. Desta forma, optou-se por apresentar na
Figura 5.5, um valor minimo de tensao equivalente igual a 15,01 MPa, que
foi o valor obtido no Ansys. As regides da figura na cor branca representam
valores entre —22,127 MPa e 15,01 MPa.

A Tabela 5.1 mostra os valores minimos e maximos da tensdo equiva-

lente extraidos do Matlab (nos pontos de integracao) ,do GID (nos pontos
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Tabela 5.1: Valores minimos e médximos da tensao equivalente, em MPa.

Tensao Equivalente  Valor Minimo Valor Méximo

MATLAB 6,755 2846, 6
GID —22,127 2941,7
ANSYS 15,01 2948

nodais) e do ANSYS (nos pontos nodais).

ANSYS

uy
[ 0.109356
0.097205

- 0.085054

Uy
0.10936
I 0.097205
0.085054
0.072904

0.036452
0.024301
0.012151
0

- 0.072904
0.060753

" - 0048602
|

|- 0036452
0024301
0012151
0

Figura 5.4: Deslocamento na dire¢do y [mm).

5.2 Exemplo 2 - Elastoplasticidade tridimen-
sional

Este exemplo consiste num problema de elastoplasticidade tridimensional,
onde ¢é analisada a mesma estrutura do Exemplo 1, utilizando-se os mes-

mos vinculos de simetria, a mesma malha (Figura 5.3), com deslocamento
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ANSYS

Figura 5.5: Tensdo equivalente (MPa).

controlado na diregao do eixo y, ao longo de 100 passos. O modelo consti-
tutivo do material da chapa é o elastopléstico, com critério de plastificacao
de von Mises e encruamento isotropico linear. A Figura 5.6 indica as faces
em que sao aplicados os deslocamentos controlados na direcao do eixo y
e seus respectivos valores. A estrutura efetivamente analisada, onde sdo
utilizados vinculos de simetria, é indicada pela Figura 5.7. Os dados do
problema sao:

E =210 GPa (médulo de elasticidade);

v = 0,3 (coeficiente de poisson);

H' =10,5 GPa (médulo de encruamento pléstico isotrépico);
oy = 620 MPa (tensao limite de escoamento);

d =1,0 mm (deslocamento prescrito total).
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Face de deslocamento
controlado em y.
d=+1,0 mm

40 mm

Espessura = 1,0 mm

Face de deslocamento
controlado em y.

— d=-1,0mm

Figura 5.6: Dimensoes da chapa e deslocamento controlado (Fonte: [13]).

Face de deslocamento

/ controlado em y.

d=+10mm

/—‘ Espessura = 0,5 mm ‘

20 mm

Figura 5.7: Estrutura efetivamente analizada, utilizando-se vinculos de
simetria.

A simulacao foi realizada via cédigo préprio implementado no programa
Matlab e os resultados foram comparados com as respostas obtidas pelo
ANSYS e com dados obtidos em [13] via Método dos Elementos Finitos
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Generalizados (MEFG).

O MEFG é uma combinacao de MEF com conceitos e técnicas tipicas
dos métodos sem malha. No MEFG sao utilizadas as fungoes de forma dos
elementos finitos, enriquecidas com fungdes polinomiais (adicionando-se
novos parametros aos nés) que sdo atreladas a pontos nodais do dominio,
visando melhorar a qualidade da aproximacao no entorno desses pontos.
Assim, tem-se a possibilidade de enriquecer a aproximacdo apenas numa
regido do dominio do problema, sem refinamento de malha [13, 32, 33].

No trabalho de [13] utilizaram-se elementos hexaédricos de oito nés,
com trés tipos de aproximacao do campo de deslocamentos:

1) Aproximagao linear, indicada como nao enriquecida (NE).

2) Aproximagao linear com enriquecimento polinomial de primeiro grau
em todos os nés (P1).

3) Aproximagao linear com enriquecimento polinomial de segundo grau
nos noés centrais da chapa analisada (ver nés marcados em vermelho na
Figura 5.8) e de primeiro grau nos outros nés (P2).

O autor conclui que obtém-se uma resposta muito ruim na utilizacao
de NE, quando comparada & obtida com o uso de P1 e P2, sendo que,
como esperado, a resposta obtida com P2 é melhor do que a obtida com
P1.

Na Figura 5.9, que apresenta a comparacao entre as deformagdes pléds-
ticas na diregao y obtidas do Matlab e do ANSYS, pode-se perceber que os
resultados estao proximos. Como o valor minimo da deformacao plédstica
obtido no GID também apresentou-se negativo, a figura apresenta regices
brancas que representam valores entre —0, 0017 e 0.

Para comparar a tensao equivalente de von Mises, utililiza-se a Figura
5.10, com os resultados do Matlab e do ANSYS e a Figura 5.11, com os
resultados da andlise de [13].

Logo, comparando as Figuras 5.10 e 5.11, pode-se observar que as re-
spostas sao préximas. Como o valor minimo da tensao equivalente extraido
do GID foi negativo, optou-se por apresentar na Figura 5.10 um valor min-
imo de tensao equivalente igual a 30,048 MPa, que foi o valor obtido no

Ansys.
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Tabela 5.2: Valores minimos e médximos da tensao equivalente, em MPa.

Tensao equivalente Valor Minimo Valor Médximo

MATLAB 52,7026 2370,1

GID —-92,131 2425, 2
ANSYS 30,048 2366

MEFG ~ 200 ~ 2500

A Tabela 5.2! mostra os valores minimos e maximos da tensdo equiva-
lente extraidos do Matlab (nos pontos de integracao), do GID (nos pontos
nodais) , do ANSYS (nos pontos nodais) e do MEFG [13]. Em [13] néo é
mencionado o esquema de pds-processamento utilizado.

t o - Nos da faixa
1_1,%_:\ central

Figura 5.8: Malha de elementos utilizada em [13] (Fonte: [13]).

1O stmbolo "~", apresentado na tabela, significa que os valores méximos e minimos
sao aproximados, pois os graficos extraidos de [13] ndo mostram os valores exatos.
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MATBLAB ANSYS

0.166176
0.147712
opy
0.120248
04771
0.12925 - 0.110784
011078
0.09232 0.09232
0073856
0.055392 0073856
0036928
0018464 —
0.036928
0.18464

0

Figura 5.9: Deformacao pléstica na direcao y.

MATBLAB ANSYS

2107
- 1847
- 1588

1328

808.821
549.23
289,639

30,048

Figura 5.10: Tensdo Equivalente (MPa).
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Figura 5.11: Tensao Equivalente, em MPa (MEFG) (Fonte: [13]).

5.3 Exemplo 3 - Elastoplasticidade e dano
isotropico tridimensional

Este exemplo consiste num problema de elastoplasticidade tridimensional
acoplada ao dano isétropico, onde é analisada a mesma estrutura do Ex-
emplo 1, utilizando-se os mesmos vinculos de simetria, a mesma mallha
(Figura 5.3), com deslocamento controlado na dire¢ao do eixo y, ao longo
de 100 passos. O modelo constitutivo do material da chapa é o elastoplds-
tico, com critério de plastificagdo de von Mises, encruamento isotrépico
linear e dano isotrépico, conforme apresentado na secao 4.2.2. A estrutura
efetivamente analisada, onde sao utilizados vinculos de simetria, é indicada

pela Figura 5.7. Os dados do problema sao:

E =210 GPa (médulo de elasticidade);

v = 0,3 (coeficiente de poisson);

H' =10,5 GPa (médulo de encruamento pléstico isotrépico);
oy = 620 MPa (tensao limite de escoamento);

D. = 0,40 (dano critico);

ep = 0,0 (limiar de dano);
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er = 0,2 (deformagao plastica correspontente ao dano critico);
17 =1,0 (pardmetro do material referente ao dano);

d =1,0 mm (deslocamento prescrito).

A simulacao foi realizada via cédigo préprio implementado no programa
Matlab e os resultados foram comparados com as respostas da andlise de
[13], via MEFG, que utilizou elementos hexaédricos de oito nés e trés tipos
de aproximacao do campo de deslocamentos: a linear, indicada como nao
enriquecida (NE), a linear com enriquecimento polinomial de primeiro grau
em todos os nés (P1) e a linear com enriquecimento polinomial de segundo
grau nos nés centrais da chapa (Figura 5.8) e de primeiro grau nos outros
nés (P2). Neste caso, o autor conclui que obtém-se uma resposta muito
ruim na utilizacao de NE, quando comparada & obtida com o uso de P1
e P2, sendo que a resposta obtida com P2 é melhor do que a obtida com
P1. O autor usa o modelo constitutivo de Lemaitre para o material que
forma a chapa, sendo que o algoritmo de integragao é um pouco distinto do
utilizado no presente trabalho, ji que é obtida uma expressao incremental
explicita para o multiplicador Ay e optou-se por introduzir uma forma
nao-associativa para o modelo de Lemaitre. Neste exemplo utiliza-se a lei
de evolugao do dano da equagao (4.60), que é a mesma utilizada por [13].
Com relagao a vizualizagao dos resultados, o trabalho de [13] ndo menciona
0 esquema de pds-processamento utilizado.

Quanto & comparagao de resultados, utilizou-se os valores de dano e
de tensao equivalente de von Mises obtidos nos passos 43 e 71, j4 que no
trabalho de [13] o valor méximo de dano foi atingido nos passos 43 (NE),
72 (P1) e 71 (P2). Como o deslocamento prescrito ¢ aplicado num total de
100 passos, tem-se que os passos 43 e 71 correspondem a um deslocamento
de 0,43 mm e 0,71 mm, respectivamente.

Com relag@o ao passo 43, as Figuras 5.12 e 5.13, apresentam os mapas
de dano obtidos do Matlab e da anélise de [13], respectivamente. E as
Figuras 5.14 e 5.15, apresentam os mapas de tensao equivalente obtidos
do Matlab e da andlise de [13], respectivamente. Pode-se observar que os
resultados ficaram préximos.

Novamente, os resultados vistos no software GID, mostram os minimos
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Tabela 5.3: Valores minimos e méximos de dano e tensao equivalente em
MPa (d = 0,43 mm).

Valor Minimo Valor Minimo Valor Maximo

Dano MATLAB 0 0,2337
GID —0.0059779 0, 24505

MEFG ~ —0.02 ~0.29

Tensdo Equivalente MATLAB 13,0813 1291, 1
GID —237,83 1301, 1

MEFG ~0 ~ 1250

de dano e da tensdo equivalente negativos. Desta forma, optou-se por
apresentar nas Figuras 5.12 e 5.14 os mesmos valores minimos de dano e
tensao equivalente apresentados nas Figuras 5.13 e 5.15, respectivamente.
A Tabela 5.3 mostra os valores minimos e méximos de dano e da tensdo
equivalente extraidos do Matlab (nos pontos de integragao), do GID (nos
pontos nodais) e do MEFG [13], referentes ao passo 43.

Dano

I 0.26444

0.22889
0.18333
0.15778
0.12222
0.086667
0.051111
0.015556

Figura 5.12: Dano, d = 0,43 mm.
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NE P1
15 15
10 10
o4 .28 .28
040 0.28 028
0.24 024
= 0.30

022 0.22
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.18
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0.12

z 5.0 .40
0.18 0.10
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-10. 0.08
i 1. 0.04 o
e D02
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-15. 0.00 15 -0.02
002

500
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Figura 5.13: Dano (MEFG), d = 0,43 mm (Fonte: [13]).

TensacEq
| 1250

11111
972.22
B833.33

694.44
555.56
416.67
277.78
138.89

@

Figura 5.14: Tensdo Equivalente (MPa), d = 0,43 mm.
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50

o0

5.0

-10.01

Figura 5.15: Tensdo Equivalente em MPa (MEFG), d = 0,43 mm (Fonte:
[13]).

Com relag@o ao passo 71, as Figuras 5.16 e 5.17, apresentam os mapas
de dano obtidos do Matlab e da andlise de [13], respectivamente; e as
Figuras 5.18 e 5.19, apresentam os mapas de tensao equivalente de von
Mises obtidos do Matlab e da andlise de [13], respectivamente. Pode-se
observar que os resultados ficaram préximos.

A Tabela 5.4 mostra os valores minimos e maximos de dano e da tenséo
equivalente extraidos do Matlab (nos pontos de integragéo), do GID (no
pos-processamento dos resultados extraidos do Matlab) e do MEFG [13],
referentes ao passo 71. Observa-se que a Figura 5.18 apresenta duas regioes
na cor branca. A regido branca limitada pela cor azul originou-se apds ser
trocado o valor minimo da tensao equivalente e corresponde a um valor
negativo. A regido branca limitada pela cor vermelha ji se encontrava
na figura original e corresponde a um valor maior do que o valor méximo

apresentado.

Na simulagao realizada via cédigo préprio implementado no programa

Matlab, o dano atingiu o valor critico no passo 77. Assim, as Figuras 5.20
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Tabela 5.4: Valores minimos e médximos de dano e tensao equivalente em
MPa (d = 0,71 mm).

Valor Minimo Valor Minimo Valor Maximo

Dano MATLAB 0 0,369
GID —0.0065693 0, 38822

MEFG ~ —0.02 ~ 0.46

Tensao Equivalente MATLAB 23,6418 1384,7
GID —370,76 1384, 6

MEFG ~ 100 ~ 1350

Dano

I 0.40867

0.35333
0.3
0.24667
0.19333
0.14
0.086667
0.033333

Figura 5.16: Dano, d = 0,71 mm.
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P2

o

Pl
15.
10
042
033
51
034
030
o 02a
022
018
0.14
0.1
RLE
oo8
002
15 f02
5.00

Figura 5.17: Dano, d = 0,71 mm (Fonte: [13]).

TensaoEq

13846
12307
1076.9

Figura 5.18: Tensao Equivalente (MPA), d = 0,71 mm.
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Pi P2

Figura 5.19: Tensdo Equivalente em MPa (MEFG), d = 0,71 mm (Fonte:
[13]).

e 5.21 apresentam os mapas de dano e de tensao equivalente, respectiva-
mente, para o passo 76. A Tabela 5.5 mostra os valores minimos e maximos
de dano e da tenséo equivalente extraidos do Matlab (nos pontos de inte-
gragao) e do GID (nos pontos nodais), referentes ao passo 77. Observa-se
que a Figura 5.21 apresenta trés regides na cor branca. As regides brancas
limitadas pela cor azul originaram-se apds ser trocado o valor minimo da
tensdo equivalente e correspondem a um valor negativo. A regido branca
limitada pela cor vermelha j4 se encontrava na figura original e corresponde

a um valor maior que o valor méximo apresentado.

A Figura 5.22 apresenta a curva tensio equivalente - deformacéo plas-
tica acumulada (seus valores maximos no fundo do entalhe), até o dano
atingir seu valor critico. Observa-se que a curva de tensdo equivalente
efetiva é praticamente linear a partir do crescimento da deformagao plés-

tica acumulada, sendo maior do que a tensao equivalente verdadeira. Isto
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Tabela 5.5: Valores minimos e méximos de dano e tensao equivalente em
MPa (d = 0,76 mm).

Valor Minimo Valor Minimo Valor Maximo

Dano MATLAB 0 0, 3988
GID —0.0075111 0,41995
Tensdo Equivalente MATLAB 25,6677 1382,5
GID —338,61 1379,9

Dano
0.41995
0.37106
" 0.32218
0.2733
0.22441
¢ 0.17553
. 0.12665
0.077766
0.028883

Figura 5.20: Dano, d = 0,76 mm.
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TensacEq

1379.9
1226.5
1073.2

-919.91
- 766.59
613.27
459.95
306.64
153.32

Figura 5.21: Tensdo Equivalente (MPa), d = 0,76 mm.

se deve ao fato de que com o crescimento do dano, a drea de resisténcia
decresce e a tensdo efetiva cresce.

As Figuras 5.23 e 5.24 mostram, respectivamente, o comportamento da
evolugao do dano com a tensao equivalente e com a deformacao plédstica
acumulada (seus valores maximos). Observa-se que a evolugdo do dano
ocorre apés um valor de tensao equivalente préximo de 600 MPa, que é
quando inicia-se a deformagao pléstica, ja que o limiar de dano para este
caso é zero. Também pode-se verificar que o dano e a deformagao plédstica
acumulada evoluem de forma linear, de acordo com a lei de evolugao do

dano dada por (4.60), até atingirem seus valores maximos.

As Figuras 5.25 e 5.26 apresentam a influéncia do limiar de dano ep na
evolug¢ao do dano e da deformagao pldstica acumulada . Para esta andlise
foram utilizados os seguintes valores de limiar de dano: 0; 0,05; 0,10 e 0,15;
obtendo-se, respectivamente, os seguintes deslocamentos finais: 0,76 mm;
0,85 mm; 0,96 mm e 1 mm. Pode-se perceber que quanto menor o limiar
de dano, menor o deslocamento da peca até que sejam atingidos o dano

critico ou o deslocamento prescrito.
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Figura 5.22: Curva tensao equivalente - deformacao plédstica acumulada

(d = 0,76 mm).
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Figura 5.23:
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0,4

0,3

0,2

Dano maximo

0,1

0,0
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20

Deformagdo plastica acumulada maxima

Figura 5.24: Curva dano - deformacao plédstica acumulada (d = 0,76
mm).

A Figura 5.25 apresenta a evolugdo do dano com relagdo ao desloca-
mento. Observa-se que quanto menor o limiar de dano, mais rapido o dano
se inicia e chega ao seu valor critico e, consequentemente, o deslocamento
final é menor. Neste caso, para ep = 0,15, o dano nao atinge seu valor
critico ao final de todos os incrementos de deslocamento.

A Figura 5.26 apresenta a evolugao da deformagao pldstica acumulada
com relagao ao deslocamento, para os mesmos valores de limiar de dano
citados acima. Da mesma forma que acontece com o dano para ep = 0,15,
a deformagao pléstica acumulada nao atinge seu valor critico ao final de
todos os incrementos de deslocamento. Além disso, verifica-se que para o
caso onde nao ha dano, a deformacao pléstica atinge seu menor valor.

A Figura 5.27 apresenta os valores de dano numa certa regiao da placa
analisada (linha AB em vermelho da Figura 5.28). Os valores apresentados
sdo referentes ao ultimo incremento de deslocamento, até que se chegasse
ao dano critico ou ao deslocamento total prescrito. Tais valores foram

retirados dos pontos de integracao onde y = 0,1127; z = 0,1127 e x =
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Figura 5.25: Curva dano - deslocamento em y [mm].
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Figura 5.26: Curva deformagao pléstica acumulada - deslocamento em y

[mm].
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0,1127; 0,5; 0,8873; 1,1127; 1,5; 1,8873; 2,1127; 2,5; 2,8873; 3,1127; 3,5;
3,8873; 4,05635; 4,25; 4,44365; 4,55635; 4,75; 4,94365. Os valores de limiar
de dano sao os mesmos utilizados anteriormente. Observa-se que quando
o dano atinge seu valor critico, a diferenca entre os valores extremos de
dano apresentou-se menor para os menores valores do limiar de dano ep.
Para o limiar de dano igual a 0,15, o deslocamento prescrito foi alcancado
sem que o dano chegasse ao seu valor critico. Além disso, para este mesmo
limiar, a maior parte da regido analisada nao foi danificada, sendo que a
danificagdo concentrou-se bem préximo ao entalhe, pois quando ela iniciou

a deformagdo pléstica ja encontrava-se bem acentuada (ver Figura 5.29).

0,45

1) Limiar =0
| [—=—2) Limiar = 0,05
0.35J...[—=—3) Limiar = 0,10

o] —=—4) Limiar = 0,15 ’//
0,25 : / /

0,40

o
8 ] ave
Ay
005 //r/ 4/
0,00 : h—— / _/
oo 0 1 2 3 4 5
x [mm]

Figura 5.27: Curvas dano - 2 [mm].

5.4 Exemplo 4 - Elastoplasticidade e dano
ortotrépico tridimensional

Este exemplo consiste num problema de elastoplasticidade tridimensional

acoplada ao dano ortotrépico, onde é analisada a mesma estrutura do Ex-
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Figura 5.28: Regido analisada na placa em vermelho, linha AB .
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2 2 /
8 3 /
4/
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/
/
0,0
T T T T
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20

Deformagdo plastica acumulada maxima

Figura 5.29: Curvas dano - deformacao pldstica acumulada para alguns

valores de limiar de dano.
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emplo 1, utilizando-se os mesmos vinculos de simetria, a mesma malha
(Figura 5.3), com deslocamento controlado na dire¢do do eixo y, ao longo
de 100 passos. O modelo constitutivo do material da chapa é o elastoplés-
tico, com critério de plastificacdo de von Mises, encruamento isotrépico
linear e dano ortotrépico, conforme apresentado na secao 4.2.3. A estru-
tura efetivamente analisada, onde sao utilizados vinculos de simetria, é

indicada na Figura 5.7. Os dados do problema sao:

E = 210 GPa (mdédulo de elasticidade);

v = 0,3 (coeficiente de poisson);

H' =10,5 GPa (médulo de encruamento pléstico isotrépico);
o, = 620 MPa (tensao limite de escoamento);

D, = 0,40 (dano critico);

n = 3,0 (pardmetro do material referente ao dano);

r = 3,5 (pardmetro do material referente ao dano);

s = 1,0 (parametro do material referente ao dano);

d =1,0 mm (deslocamento prescrito).

A simulagao foi realizada via cédigo préprio implementado no programa
Matlab. Alguns resultados foram comparados com respostas obtidas do
caso isotrépico, onde utilizou-se a lei de evolugao do dano da equagéo (4.51)
e as mesmas constantes listadas acima, com 1 = 1, 0.

A Figura 5.30 apresenta a curva tensdo equivalente - deformacéo plés-
tica acumulada (seus valores maximos no fundo do entalhe), para os mode-
los de dano isotrépico e ortotrépico, até que o dano atinja seu valor critico,
com deslocamento de 0,93 mm e 0,90 mm, respectivamente. Pode-se
perceber que para o caso isotrépico a tensao atinge seu valor maximo
quando o valor da deformacao plédstica acumulada ¢ igual a 0,2 (como no
Exemplo 3). Para o caso ortotrépico, a deformacio pldstica acumulada
nao atinge 0,2. Apds certo ponto, a tensdo equivalente efetiva torna-se

maior do que a verdadeira, como se esperava.

A Figura 5.31 mostra a curva dano - deformagao pldstica acumulada

(seus valores m&ximos), para dano isotrépico e ortotrépico, até o dano
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Figura 5.30: Curva tensao equivalente - deformacao plédstica acumulada
até o valor critico de dano.

atingir seu valor critico. No caso ortotrépico sao aprensentados os valores
principais de dano, correspondentes as direcoes de ortotropia. Percebe-
se que as curvas deste grafico nao sao lineares, diferentemente do caso
isotrépico apresentado no Exemplo 3, onde foi utilizada a lei de evolugao
do dano da equagao (4.60). Assim como acontece com a tensdo equiva-
lente, os valores de dano méximo sao bem préximos nos casos isétropico
e ortotrépico, mas ocorrem em deformagoes pldsticas inferiores no caso

ortotrépico.

A Figura 5.32 apresenta a curva dano - deslocamento em y para dano
isotrépico e ortotrépico (seus valores méximos) até que o dano atinja seu
valor critico. Para o dano ortotrépico é apresentado o valor de dano princi-
pal 1. Pode-se perceber que no caso ortotrépico o dano critico ocorre num
valor de deslocamento menor do que para o caso isotrépico e de acordo
com a Figura 5.33, o dano fica mais concentrado préximo ao entalhe no

caso ortotrépico.
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Figura 5.31: Curva dano - deformagdo plédstica acumulada até o valor
critico de dano.

Em seguida, apresentam-se curvas que mostram a influéncia dos paramet-
ros 1, r e £p na evolugao do dano ortotrépico, com relagao ao deslocamento
em y. A Figura 5.34 apresenta a influéncia de 1 com relacdo ao valor de
dano principal 1. Percebe-se que com o aumento de 7, o dano critico é
atingido com mais rapidez e assim o deslocamento ¢ menor. Observa-se
que a varidvel i apresenta influéncia moderada com relagdo ao desloca-
mento final.

A Figura 5.35 apresenta a influéncia de r com relacao ao valor de dano
principal 1. Percebe-se que com o aumento de r, o dano dano critico
demora mais para ser atingido e assim o deslocamento é maior. Observa-
se que a varidvel r tem grande influéncia com relacao ao deslocamento
final.

A Figura 5.36 apresenta a influéncia do limiar de dano ep com relagao
ao valor de dano principal 1. Observa-se que, assim como no caso da

variagao de r, com o aumento de ep, o dano critico demora mais para ser
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atingido e assim o deslocamento é maior. Além disso, para ep = 0,10 o

dano nao atinge seu valor critico.
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Dano Isotropico Dano Ortotropico

Dano Dano Principal 1

I 0.355

I 0.355 0310
0.310 0.266
0.266 0.291
0.221 0176
0177 0132
0.132

0.087
0.087 0.043
0.043 .00t
-0.001

Figura 5.33: Concentracdo do dano préximo ao entalhe no passo de
deslocamento referente ao dano critico.
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Figura 5.34: Curva dano - deslocamento em y [mm] com variagao de 7.
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Figura 5.35: Curva dano - deslocamento em y [mm] com variagao de r.
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Figura 5.36: Curva dano - deslocamento em y [mm] com variagao de ep.
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Capitulo 6

Conclusao

O objetivo desse trabalho foi, através da simulagao numeérica, verificar a
evolucao do dano ortotrépico em metais acoplando-se as teorias de plasti-
cidade e dano.

Foi realizada uma breve revisao do MEF, onde apresentou-se o modelo
para andlise linear e nao linear. Discorreu-se sobre a teoria da plastici-
dade, no contexto unidimensional e tridimensional. Foram apresentados
conceitos da Mecanica do Dano em Meio Continuo (MDC), via abordagem
de Lemaitre, onde estudaram-se os modelos de dano ditil unidimensional
e tridimensional baseados nos principios da mecénica do continuo, na
hipétese de equivaléncia de deformagao e no conceito de tensao efetiva,
com base numa metodologia fundamentada na termodindmica dos proces-
sos irreversiveis.

A implementagdo computacional realizada, adaptada a anilises tridi-
mensionais, foi baseada no Método dos Elementos Finitos (MEF) e num
modelo constitutivo de Lemaitre que é préprio para materiais metdlicos.
Este modelo serve tanto para andlise de dano isotrépico como para dano or-
totrépico, além da andlise sem danificagdo (apenas plastificagdo). Quanto
a0 processo incremental iterativo do algoritmo numérico, foram utiliza-
dos controles de forca e deslocamento, adotando-se o Método de Newton-

Raphson.

Neste estudo considerou-se um comportamento isotrépico do material,
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com encruamento isotrépico linear e critério de encruamento de von Mises.

A partir das simulagdes numeéricas apresentadas no Capitulo 5, puderam-

se extrair algumas conclusoes, apresentadas a seguir.

Quanto ao dano isotrépico, foram realizadas simulagoes utilizando-se
duas leis de evolugao de dano distintas. A lei de evolugdo apresentada na
equagdo (4.51) foi utilizada para que os resultados da simulagdo fossem
comparados com os da literatura [13], que utilizou esta mesma lei (Ex-
emplo 3). A segunda lei de evolucéo de dano utilizada é apresentada na
equacdo (4.60), e usa os parametros de dano que também sao usados na lei
de evolugao de dano ortotrépico (Exemplo 4). Com relacao a estas duas
leis de evolugao, percebe-se algumas diferencas nos resultados das simu-
lagoes. Em ambas as simulagoes o dano critico ocorre para um valor de
deformacao plédstica acumulada igual a 0,20, mas o deslocamento final e a
tensao equivalente de von Mises sao maiores para a segunda lei de evolucao
de dano. Além disso, como era de se esperar, para o primeiro caso a curva
dano - deformacao pldstica acumulada é linear e nao linear para o segundo

Caso.

Quanto ao dano ortotrépico, de acordo com a lei de evolugao de dano
apresentada pela equacao (4.83), as componentes do tensor de dano D;;
que nao pertengam a diagonal principal podem assumir valores negativos,
no sistema de eixos Cartesiano global. J4 nas diregdes de ortotropia (di-
regoes principais de dano), as componentes de dano sdo todas positivas por
construgao. O motivo para este comportamento pode estar relacionado ao
fato de este modelo ser uma simplificagdo de um modelo de dano geral
anisotrépico, onde o dano é representado por um tensor de quarta ordem
[11, 12].

Alguns resultados obtidos com a simulac¢do de dano ortotrépico foram
comparados com os resultados da simulagao de dano isotrépico. Observou-
se que o dano critico ocorre para valores de tensao equivalente de von
Mises bem préximos nos casos isotrépico e ortotrépico, mas ocorrem com
deformagao pldstica acumulada e deslocamento final inferiores no caso or-
totrépico.

Além disso, foram realizadas simulac¢oes que mostraram a influéncia de
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alguns parametros de dano na evolugdo do dano ortotrépico e assim, foram
comparados os deslocamentos na direcao axial da peca, ao ser atingido o
dano critico ou o deslocamento imposto. Com relacao ao pardmetro 7,
observou-se que com o seu aumento, o deslocamento final dimiui de forma
moderada. Este resultado assemelha-se ao resultado encontrado quando
comparou-se 0 caso isotrépico (n = 1) com o caso ortotrépico (n = 3),
onde obteve-se deslocamento maior no primeiro caso.

Com relagdo ao parametro r, percebeu-se que com o seu aumento, o
deslocamento final aumentou de forma bastante significativa. E com re-
lacao ao parametro limiar de dano €p, observou-se que, assim como no
caso da variagdo de r, o deslocamento final aumentou com o aumento €p.

De forma geral, verificou-se que o dano ficou concentrado na parte
da pega onde havia maior concentracao de tensao, sendo que o dano or-
totrépico (valor principal 1) ficou mais concentrado do que o isotrépico
e, obviamente, que o dano evolui crescentemente com esforgos aplicados &
peca.

As simulagoes apresentadas neste trabalho foram realizadas apenas com
um tipo de material, pelo fato da dificuldade em encontrar dados de ma-

teriais para todos os pardmetros necessdrios & implementacao do modelo.

6.1 Sugestoes para trabalhos futuros

Abaixo s@o propostas algumas sugestoes de trabalhos a partir do modelo
de dano apresentado:

e Aplicacdo do modelo para andlise de grandes deformacoes, com in-

clusao de encruamento nao-linear.

e Implementagao do critério de escoamento de Drucker-Prager no mod-
elo, que consiste na modificacao da superficie de escoamento de von
Misses incluindo-se um termo extra para introdugao de variacao de
volume. Desta forma, o modelo torna-se vidvel para andlises em

materiais poliméricos.

e Acoplamento da andlise termo-mecénica ao modelo.
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e Inclusao de um tratamento para o fechamento de micro-defeitos em

materiais sob compressao.
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