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Resumo

A separagdo total dos efeitos térmicos e mecanicos ¢ razoavel para a maioria das
aplicagdes em mecanica dos solidos. Contudo, alguns problemas requerem modelos mais
complexos. Temperaturas de transicdo vitrea de borrachas e a experiéncia didria com o
amolecimento térmico de plasticos provam a necessidade de se considerar acoplamento
termomecanico no tratamento de polimeros. Também os metais, quando sujeitos a grandes
deformacdes ou grandes taxas de deformacdo, exibem aquecimento perceptivel. A
necessidade clara de modelos termo-mecanicamente acoplados levou a extensa exploragdo de
efeitos como tensdes térmicas e aquecimento (e resfriamento) termoeléastico para uma grande
variedade de materiais e aplicagdes. O objetivo deste trabalho ¢ formular um problema
termomecanico totalmente acoplado em uma estrutura variacional, na qual derivam-se
atualizacdes constitutivas de um pseudo-potencial incremental. Consideram-se materiais
hiperelasticos viscoplasticos. A utilizacdo de potenciais baseados em grandezas espectrais de
deformacao permite a representacdo de uma grande variedade de materiais isotropicos. O
problema ¢ considerado adiabatico, sem fluxo ou geracdo de calor, o que permite que a
temperatura seja considerada uma varidvel interna adicional. O problema local de balango de
calor ¢ derivado do pseudo-potencial incremental acoplado, junto com as equagdes
descrevendo aspectos mecanicos. Discute-se a dependéncia de temperatura em todos os
potenciais que compdem o pseudo-potencial incremental. A solu¢do do problema ndo-linear
com relacdo as varidveis internas permite a previsdo da temperatura e da conversdo de
trabalho plastico em calor durante o processo de deformacdo. O modelo desenvolvido ¢
implementado em cddigo livre GNU Octave, representando casos de deformacao simples, e
posteriormente em um codigo académico de elementos finitos em C++, permitindo a extensdo
para aplicagdes em geometrias e carregamentos mais complexos. Sao utilizados parametros

materiais encontrados em literatura.

Palavras-chave: acoplamento termomecanico, formulagdo variacional, atualizagdes

constitutivas.



Abstract

The total separation of mechanical and thermal is a reasonable assumption for most
applications in solid mechanics. However, some problems require more complex models.
Glass transition temperatures for rubber-like polymers and everyday experience with thermal
softening of plastics constitute evidence of the need for considering thermo-mechanical
coupling, when dealing with these materials. Even metals, when subjected to large strains or
strain rates, exhibit macroscopic heating effects. The clear need for coupled thermo-
mechanical models has led to the extensive study of such effects as thermal stresses and
thermoelastic heating and cooling for a wide range of materials and applications. The aim of
this dissertation is to formulate a fully coupled thermo-mechanical problem in a variational
structure, where constitutive updates are derived from an incremental pseudo-potential.
Hyperelastic-viscoplastic materials are considered. The use of potentials based on spectral
quantities of strain allows for the representation of a wide variety of isotropic materials. The
problem is assumed adiabatic (no heat flux) and with no local heat generation, which allows
the temperature to be considered as an additional internal variable. The local heat balance
equation is derived from the coupled incremental pseudo-potential, together with the
equations related to essentially mechanical aspects. Temperature dependence on all the parts
of the incremental pseudo-potential is discussed. Solving the nonlinear problem with respect
to internal variables leads to the prediction of temperature and the conversion of plastic work
to heat. The proposed model is implemented in GNU Octave, for simple deformation cases,
and in C++ within an educational finite element structure, enabling the extension to more

complex geometries and loading cases. Material parameters found in literature are used.

Keywords: thermo-mechanical coupling, variational formulation, constitutive updates.
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1. Introducéo

A separagao total de efeitos térmicos de efeitos mecanicos ¢ uma hipotese sensata para
diversas aplicagdes em mecanica dos solidos. Contudo, caracteristicas especificas podem
exigir a consideragdo de comportamentos termomecanicamente acoplados para uma descri¢ao

adequada do comportamento material em determinadas circunstancias.

De forma geral, pode-se atribuir a necessidade de consideracdo de fendmenos de
acoplamento termomecanico a combinacdo de dois fatores primordiais: caracteristicas da

excitacdo externa (carregamento) e propriedades do material em analise.

Para aplicagdes em que se observam pequenas deformacdes, muitas vezes a hipotese
de independéncia de comportamentos mecanicos da evolucdo de temperatura ao longo do
processo de carregamento ¢ bastante razodvel. Na auséncia de carregamentos térmicos
externos, pode-se considerar um processo isotérmico. Contudo, a medida que crescem os
niveis de deformacao, especialmente quando em combinacao com altas taxas de deformagao,
os efeitos térmicos crescem em importancia, tornando cada vez menos precisa a descri¢ao

isotérmica do comportamento material.

Problemas de grandes deformagdes, em especial quando sdo observadas grandes
deformagdes plasticas, raramente podem ser considerados isotérmicos. A conversdo de
trabalho plastico em calor ¢ um fendmeno bem conhecido e muito estudado para diversas
classes de materiais. Exceto por quando o carregamento pode ser considerado quase estatico
(hipdtese ndo realista para um grande nimero de aplicacdes de engenharia), quando haveria
tempo suficiente para a dissipagdo do calor gerado durante a plastificagdo para fora do corpo,

um modelamento adequado das varia¢des de temperatura no interior do material ¢ necessario.

A taxa de deformagdo é também um fator de influéncia sobre a necessidade de
consideragao de efeitos de acoplamento termomecanico. Altas taxas de deformacao estdo
associadas a processos de deformacdes mais rapidos, para os quais o tempo necessario para
que ocorra dissipacdo de calor ¢ reduzido. Além disso, o comportamento material também
pode ser influenciado pela taxa de deformagdo. Materiais de caracteristicas viscoelasticas e

viscoplasticas sdo aqueles que apresentam uma elevagdo dos niveis de tensao com o aumento
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da taxa de deformacgdo nas faixas de comportamento elastico e pléstico, respectivamente. A
velocidade de carregamento pode, assim, implicar na alteracdo das respostas de tensdo,
deformacdo e temperatura de determinados materiais, requerendo um modelamento

termomecanicamente acoplado.

Na presenca de carregamentos térmicos a forma mais usual de abordagem consiste em
realizar uma analise puramente térmica definindo o campo de temperaturas do corpo e
transportar esta informacao para influenciar as propriedades de material na anélise mecanica.
Neste caso ¢ dito que se trata de uma andlise termomecanica desacoplada. O acoplamento,
assunto que ¢ objeto de estudo neste trabalho, se completa quando a agdo mecanica influencia

sobre o fendmeno térmico e vice-versa.

Além das caracteristicas do carregamento, as especificidades do material analisado
tém influéncia na decisdo de utilizar um modelo de acoplamento termomecanico. Uma das
principais caracteristicas ¢ a sensibilidade do comportamento do material a variagdes de
temperatura. O estudo de influéncia de temperatura sobre o comportamento mecanico ¢ uma
area vinculada a ensaios experimentais com ampla bibliografia associada. Caracteriza¢des do
comportamento material usualmente apresentam familias de curvas que detalham o
comportamento mecanico do material e de suas propriedades mecanicas para diferentes

valores de temperatura.

Contudo, a considerag¢do de um verdadeiro acoplamento termomecanico est4 associada
a variacdo do estado térmico do corpo frente a acdes mecanicas. Isto pode se apresentar tanto
em fendmenos mecanicos nao dissipativos (termoelasticidade) quanto em fendmenos
envolvendo dissipagao mecanica. Estes ultimos sdo freqlientes em aplicagdes em grandes
deformacgdes, associadas a mecanismos de plasticidade, viscoplasticidade, viscoelasticidade,
dano, etc. Neste panorama geral, entre as classes materiais de uso mais intenso em aplica¢des

de engenharia, destacam-se os materiais metalicos e poliméricos.

1.1. Materiais metalicos

Os materiais metalicos sdo caracterizados pelo arranjo atomico de seus 4tomos através
de ligacdes metalicas, em que os ions metalicos se arranjam em um reticulado organizado em
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meio a uma nuvem de elétrons livres. Devido as condigdes de processamento e fabricacgdo, ¢
comum que estas redes cristalinas estejam distribuidas em graos dentro do material, sendo o
tamanho de grao, tanto quanto o tipo de arranjo cristalino assumido pelos ions metalicos, um

fator determinante do comportamento mecanico e térmico dos materiais metalicos.
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Figura 1.1 - Diagrama de fases para ferro-carbono, indicando a formac&o de diferentes
microestruturas para diferentes temperaturas de processamento. Fonte: Callister (2007).

Os diagramas de fase de ligas metélicas sdo representagdes claras da influéncia da
temperatura sobre o comportamento dos metais, conseqiiéncia do arranjo microestrutural
(como indica a Figura 1.1, o conhecido diagrama de fases ferro-carbono, onde se indicam as
regides em que se formam as diferentes microestruturas possiveis para o aco). O uso de
procedimentos de recozimento, por exemplo, para facilitar o trabalho posterior de ligas

metalicas como o ago ¢ uma das aplicacdes deste tipo de comportamento dependente de

temperatura.

Mesmo sem mudangas microestruturais, ¢ conhecido o efeito da variacdo de
temperatura sobre as propriedades térmicas ¢ mecanicas dos materiais metalicos. Desde a
massa especifica, até os valores de tensdao de escoamento, limite de escoamento, capacidade
térmica especifica, entre outros, todos os pardmetros materiais variam com a temperatura.
Apenas a titulo de ilustragdo, a Figura 1.2 mostra a variagdo do médulo de elasticidade com a

variacdo de temperatura para trés materiais metalicos diferentes, enquanto a Figura 1.3 mostra
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a mudanga do comportamento tensao-deformacao do ferro a diferentes temperaturas, desde a

fragilidade até a grande ductilidade.
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Figura 1.2 - Evolucéo do modulo de elasticidade para diferentes temperaturas para o tungsténio,
0 aco e 0 aluminio. Fonte: Callister (2007).
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Figura 1.3 - Influéncia da temperatura sobre o comportamento de tensédo-deformacéo do ferro -
desde a fragilidade a -200°C até a dutilidade a 25°C (tensado de engenharia). Fonte: Callister
(2007).

Muitos sdo os trabalhos que buscam a adequada descrigdo termomecanica acoplada do
comportamento de materiais metélicos. Dentro da proposta do presente trabalho, de propor

uma formulacdo do acoplamento termomecanico em grandes deformagdes para
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comportamentos viscoplasticos, podem ser destacadas as descri¢des de materiais metalicos

presentes nos recentes trabalhos de Helm (2006), Yang et al (2006) e Stainier e Ortiz (2008).

Helm (2006) apresenta um modelo termomecanicamente acoplado para grandes
deformacgdes, com encruamento nao-linear isotropico. A representagdo da faixa eléstica ¢ feita
através de modelos quadraticos (de Hencky), adequados a representagdo de materiais
metalicos. Na faixa plastica, ¢ empregado um modelo quadratico com as variaveis internas de
encruamento com coeficientes dependentes da temperatura. A atualizagdo da temperatura ao
longo do processo de deformacdo ¢ realizada a partir da determinagdo da fracdo de trabalho
plastico convertido em calor, em uma adaptagdo do procedimento classico proposto
originalmente por Taylor e Quinney (apud Stainier e Ortiz (2008)). A taxa de conversdo de
trabalho plastico em calor ¢, portanto, determinada pela defini¢do de um fator conhecido a
priori, ¢ ndo um resultado do modelo implementado. Simulagdes numéricas do modelo sdo

apresentadas para materiais de comportamento semelhante ao ago.

O trabalho de Yang et al (2006) apresenta uma formulagdo variacional
termomecanicamente acoplada para solidos dissipativos. O foco do trabalho estd em
demonstrar a constru¢do dos potenciais que permitem a adequada descri¢ao do problema de
dissipa¢ao acoplado, empregando a distingdo entre temperatura interna do material e
temperatura externa de equilibrio. Aspectos necessarios para a formulacdo consistente do
modelo variacional sdo apresentados em detalhe, como a escolha de regras de escoamento
para as varidveis internas, a formulagdo da dependéncia de taxa de deformagdo através de
potenciais viscosos € construgdo de potenciais para o problema de conducao de calor. A partir
de uma formulagdo para materiais termoelasticos (andloga a encontrada em muitos outros
trabalhos, entres os quais o livro de Holzapfel (2000)), ¢ incorporado o fendomeno de
dissipagdo, permitindo a determina¢ao da evolucdo de temperatura a posteriori, ¢ ndo como
conseqiiéncia de um fator de conversao de trabalho plastico. Resultados numéricos para o
comportamento de uma liga de aluminio independente de taxa de deformacdo e da liga alfa-
titdnio dependente de taxa de deformagdo sdo apresentados, em oOtima correlagdo com

resultados experimentais.

Seguindo a mesma abordagem proposta no trabalho de Yang et al (2006), Stainier e
Ortiz (2008) formulam variacionalmente o problema termomecanicamente acoplado de
viscoplasticidade adiabatica. Os detalhes da constru¢do do problema incremental sdo

apresentados, aproveitando a simplificagdo de fluxo calor e geracdo local de calor nulos para
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abordar a temperatura como uma variavel interna do problema. Os potenciais plasticos e
viscosos empregados permitem a incorporacdo de uma grande gama de comportamentos
diferentes, conferindo versatilidade ao modelo, ainda que essencialmente restrito a
comportamentos metalicos pela escolha de potenciais elasticos, volumétrico e isocorico,
quadraticos. Além do alfa-titanio e da liga de aluminio apresentadas no trabalho de Yang et al
(2006), também ¢ modelado o tantalo policristalino, de comportamento fortemente

dependente da temperatura.

1.2. Materiais poliméricos

Assim como para os metais, o comportamento termomecanico dos polimeros ¢
determinado por sua microestrutura. Compostos por longas cadeias (macromoléculas) de
unidades mais simples ligadas entre si por unides covalentes, os polimeros podem apresentar
uma grande variedade de arranjos microestruturais dando origem a comportamentos
termomecanicos diversos. E possivel, por exemplo, o aparecimento de estruturas cristalinas
ordenadas dentro de polimeros, com as macromoléculas arranjadas de maneira alinhada, a
semelhanca do que acontece para os materiais metalicos. Contudo, ¢ bastante comum também
o aparecimento de estruturas altamente aleatdérias no arranjo das cadeias poliméricas, com

entrelacamento e aparecimento de ligagdes cruzadas entre macromoléculas.

As classificacdes dos polimeros sdo um reflexo do reconhecimento de similaridades
entre microestruturas. Com relagdo as tecnologias de transformagdo, distinguem-se os
polimeros termoplasticos dos termorrigidos. Os ultimos sdo caracterizados pelo processo de
cura, no qual a elevagdo da temperatura durante o processamento induz a formagdo de
reticulados cristalinos com muitas ligagdes cruzadas entre macromoléculas, com conseqiiente
enrijecimento do material (ligagdes cruzadas do reticulado impdem limites ao movimento das
macromoléculas). Ja os termoplasticos sdo polimeros que nao passam pelo processo de cura,
respondendo ao aumento de temperatura de maneira inversa, com amolecimento do material e
aumentada facilidade de escoamento. Este comportamento também ¢ reflexo de uma
microestrutura com macromoléculas em arranjos mais aleatorios, com menos ligagdes

cruzadas.
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Outra classificagdao de interesse dos polimeros ¢ feita quanto as caracteristicas de
comportamento mecanico. Os elastomeros (borrachas) sdo caracterizados pela baixa rigidez e
longa faixa elastica, praticamente com auséncia de comportamentos plasticos. Isto ocorre em
decorréncia do processo de vulcanizagdo, no qual se induz a formagdo de ligagdes cruzadas
entre as macromoléculas, o que restringe a possibilidade de escoamento plastico. Ja as fibras
sao uma classe de polimeros com comportamento bastante diverso, com alta rigidez na
dire¢do longitudinal, muito usadas em materiais compostos. Nas fibras, as macromoléculas
altamente alinhadas, oferecendo grande resisténcia a extensdo. Por fim, os plasticos
apresentam caracteristicas intermediarias entre fibras e elastomeros. Com arranjos de
macromoléculas mais aleatorios, os plasticos exibem menor rigidez que as fibras e uma larga
faixa plastica, permitida pelo relativamente baixo numero de ligacdes cruzadas entre

macromoléculas.

A influéncia da temperatura e da taxa de deformacdo sobre o comportamento
mecanico dos polimeros € uma de suas caracteristicas principais. De uma forma geral, pode-se
afirmar que para os polimeros termoplasticos exista uma equivaléncia de efeitos entre
variagdes de temperatura e de taxa de deformacdo. Temperaturas baixas e taxas de
deformacdo altas levam a comportamentos marcadamente rigidos e frageis (curva a da Figura
1.4). Temperaturas altas e baixas taxas de deformagdo acarretam comportamentos cada vez
mais ducteis, at¢ o escoamento viscoso puro (curva d da Figura 1.4). A representagdo
esquematica do efeito de aumento de temperatura e de taxa de deformacdo encontra-se na
Figura 1.4. Destaca-se, na curva ¢, com grande faixa plastica apds o escoamento, a ocorréncia
inicial de amolecimento apos a tensdo de escoamento (associado ao movimento de orientagao
das cadeias poliméricas na direcao de solicitagdo apds rompidas as primeiras ligagdes entre
macromoléculas) e posterior encruamento ja mais perto da fratura (associado ao aumento da
rigidez do material a deformacdes na direcdo das macromoléculas agora alinhadas com o

carregamento).
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Figura 1.4 - Influéncia da variacdo de temperatura e de taxa de deformacao sobre o
comportamento mecanico de materiais poliméricos termoplasticos. Fonte: Vassoler (2007).

Assim, fica claro que, em decorréncia das caracteristicas do arranjo das
macromoléculas poliméricas, os polimeros termoplasticos devam muitas vezes ser analisados
dentro de formulagdes de viscoplasticidade termomecanicamente acoplada para caracterizar
corretamente as influéncias cruzadas de fendmenos térmicos sobre comportamentos
mecanicos e vice-versa. Os contextos possiveis de aplicagdo desse tipo de modelamento sdo
variados, dado que grandes plastificacdes e altas taxas de deformacdo estdo associadas a

varios aspectos da vida de materiais poliméricos.

Tomando o processamento de polimeros como exemplo, fica clara a necessidade de
descrever adequadamente o comportamento termomecanicamente acoplado dos polimeros
que passam por processos de termo-conformagao (thermoforming). Dada o limite de pressdo
estatica disponivel no equipamento ¢ o nivel de deformagdo desejado para a peca final,
define-se a regido util de trabalho, dentro da qual a curva de tensao-deformacao ao longo do

processamento deve estar incluida.
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Figura 1.5 - Representacéo do processo de conformacao térmica de polimeros. Identificacao da
janela de temperaturas entre as quais 0 processamento é possivel, com representacdo de uma
curva tensdo-deformacéo dependente do tempo de processamento. Fonte: Thorne, em
Encyclopedia of Polymer Science and Technology (2002).

Muitos trabalhos tém sido desenvolvidos para representar o comportamento
termomecanico acoplado de polimeros. A termoelasticidade dos elastomeros ¢é bastante
estudada por apresentar peculiaridades com relagdo a termoelasticidade dos metais (por
exemplo, em Holzapfel (2000)). Dentro de regimes de viscoplasticidade, o foco do presente
trabalho, destacam-se, entre muitos outros, trabalhos como os de Arruda et al (1995) e

Richeton et al (2007).

Arruda et al (1995) partem de um modelo baseado em caracteristicas da
microestrutura dos polimeros (dependente do numero de ligacdes cruzadas entre
macromoléculas e das energias de ligagdo envolvidas, por exemplo) para descrever as
caracteristicas de dependéncia de temperatura e taxa de deformacgdo, além de comportamentos
termomecanicamente acoplados. A partir de experimentos, sdo separados inicialmente os
efeitos térmicos (representados na Figura 1.6, a partir de ensaios quase-estaticos de PVC a
diferentes temperaturas inicias) dos viscosos, através de ensaios quase-estaticos (isotérmicos)
e dindmicos (adiabaticos), respectivamente. Comportamentos acoplados sdo entdo
acompanhados para taxas de deformagdo intermedidrias, consideradas as caracteristicas de
conducdo de calor do arranjo experimental. Passa-se, entdo ao modelamento do
comportamento material. E usada uma decomposi¢do multiplicativa do tensor gradiente de
deformagdo em partes elastica, plastica e térmica. Sdo consideradas as evolugdes das

propriedades materiais com a temperatura. O problema ¢ considerado totalmente acoplado, ou
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seja, a solucdo em temperatura ¢ buscada junto com a solugdo do problema mecanico. Os

resultados obtidos sdao apresentados para polimetilmetacrilato (PMMA).
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Figura 1.6 - Influéncia da temperatura de ensaio sobre o comportamento mecanico de PVC.
Alteraces evidentes no comportamento de escoamento e encruamento para variagdes de
temperatura relativamente pequenas. Fonte: Arruda et al (1995).

O trabalho de Richeton et al (2007) considera as diferentes respostas dos polimeros a
compressdo, tracdo e estados planos de tensdo. Incorpora ainda as caracteristicas de
transformagdo vitrea dos polimeros, permitindo a passagem para um estidgio soélido
borrachoso semelhante ao representado na curva d da Figura 1.4. Para tanto, elabora leis de
escoamento para as variaveis internas para as diferentes faixas de temperatura. Os resultados
da aplicagdo do modelo sdo apresentados para PMMA e para policarbonato (PC) para uma
grande variedade de temperaturas iniciais e taxas de deformagdo, com comparagdo com

resultados experimentais.
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1.3. Proposta de trabalho — objetivos e organizagao

As vantagens oferecidas pelas formulagdes variacionais, como discutidas em Yang et
al (2006) e Stainier e Ortiz (2008), incluem a utilizacdo das ferramentas de calculo
variacional, a garantia de unicidade de solucdo, simetria nas matrizes tangentes em
abordagens implicitas e a possibilidade de implementagdo de algoritmos de estimacao de erro,
entre outras. Constituem, portanto, uma estrutura bastante desejavel de modelamento de

problemas complexos, como a viscoplasticidade termomecanicamente acoplada.

Este trabalho parte da formulagdo variacional geral para andlise termomecanica de
materiais dissipativos proposta em (Yang et al (2006) e Stainier ¢ Ortiz (2008)) e incorpora o
tratamento dado em Fancello et al (2006), Vassoler (2007) e Fancello et al (2008) para
permitir a analise de uma variado espectro de materiais isotropicos de viscoelasticidade e
viscoplasticidade. Naturezas tdo diversas de comportamento quanto as faixas elasticas
essencialmente lineares de alguns materiais metalicos € completamente ndo-lineares de alguns
materiais poliméricos podem, assim, ser modeladas a partir de uma mesma estrutura
matematica, como se busca demonstrar através de aplicagdes numéricas do modelo elaborado

para diversos materiais.

O problema ¢ aqui formulado de forma totalmente acoplada, com a resolugdo conjunta
das variaveis mecanicas e térmicas, sem recurso a fatores de conversdao de trabalho plastico
em calor para o computo a posteriori da parte térmica. Toda a formulagdo ¢é feita em um
quadro termodinamicamente consistente. Busca-se uma estrutura variacional com
propriedades hiperelasticas, de modo que o estado de tensdes possa ser determinado a partir

da derivada de uma fung¢ao potencial.
A fim de alcangar estes objetivos, o texto € organizado da seguinte forma.

O Capitulo 2 consiste de uma breve revisdo de aspectos da mecanica do continuo,
incluida a fim de contextualizar o trabalho e unificar a notagao utilizada em todo o trabalho.
Sdo abordados aspectos cinematicos e dindmicos inicialmente, para entdo serem apresentados
alguns principios de balango, mecanicos e termodindmicos, que devem ser respeitados durante
o processo de deformagdo. Passa-se, entdo, a apresentagdo breve do conceito de

hiperelasticidade, caracteristica que se busca manter no modelo ora desenvolvido. Alguns
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principios variacionais utilizados na resolugdo de problemas mecanicos e térmicos,
culminando com a proposta de uma estrutura adequada a resolugdo do problema de

viscoplasticidade adiabatica termomecanicamente acoplada.

No Capitulo 3, passa-se ao detalhamento do modelo variacional proposto. Sdo
exploradas em detalhes as escolhas do conjunto de varidveis internas e dos potenciais
responsaveis pela representagdo das diversas facetas do comportamento termomecanico
acoplado de materiais viscoplasticos. A estrutura incremental da solugdo ¢ destacada, com
detalhes da construg¢do do problema de minimizag¢ao e da resolugdo do correspondente sistema
ndo-linear que leva a determinagdo dos valores das variaveis internas ao fim de cada passo de
tempo. Explora-se ainda a estrutura do tensor material consistente, importante na

implementagao computacional.

O Capitulo 4 inclui os resultados numéricos de uma série de simulagdes realizadas
com o modelo proposto no Capitulo 3 para uma série de materiais metalicos e poliméricos.
Destaque ¢ dado para a versatilidade em descrever diversos tipos de comportamento material.
Sdo apresentados resultados de simulagdes uniaxiais e tridimensionais, programadas em
GNU-Octave e dentro de um programa de codigo aberto de elementos finitos, METAFOR,
desenvolvido dentro do Departamento de Engenharia Aeroespacial e Mecanica (LTAS) em

seu Laboratorio de Mecanica Nio-Linear (LTAS-MNZL), da Université de Liége, na Bélgica.

Por fim, o Capitulo 5 traz as conclusdes do trabalho, onde ser apresenta um
encerramento do documento, assim como discussdes sobre possibilidades e limitagcdes do

modelo proposto e possiveis desdobramentos do presente trabalho para estudos futuros.
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2. Revisao de mecanica do continuo

A fim de unificar a notacao utilizada no presente trabalho, e como forma de embasar
teoricamente o texto, este capitulo traz uma revisdo de alguns aspectos da mecénica do
continuo. Para referéncias mais detalhadas, entre diversas obras de introdugdo a mecanica do
continuo, sdo indicadas as obras de Holzapfel (2000), de Souza Neto (2008) ¢ Malvern

(1969), nas quais o presente capitulo ¢ baseado.

2.1. Medidas de deformacéo

Seja um corpo B, que no instante inicial t, ocupa a regido {1, do espago euclidiano
com fronteira [;,. A posicdo p de suas particulas ¢ dada pelo vetor X. Convenciona-se por

chamar esta configuragdo “original” do corpo como configuragdo de referéncia.

Considera-se agora que o corpo B sofre um movimento que o leva a regido 1 em um
instante t > 0, com fronteira I'. Considera-se que este movimento possa ser descrito por um
mapeamento um a um (), de forma que a posicdo das particulas possa ser descrita pelo vetor
x = X(X,t). Assim sendo, o deslocamento de cada particula num dado instante t, ¢ dado por

ulX,t) =xX,t) — X.

Os campos de velocidade e aceleragdo das particulas podem entdo ser dados por:

v(X,t) = %’i’o 2.1)
2
alX,t) = % (2.2)
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X

Figura 2.1 - Movimento do corpo entre configuracdes de referéncia e deformada. Fonte:
Vassoler (2007).

Define-se o tensor gradiente de deformacgdo (F) como o tensor responsavel por
transformar um vetor infinitesimal dX na configuragdo de referéncia em um vetor dx na

configura¢dao deformada.

dx = F(X, t)dX (2.3)
ox(X t
FX0) = Vr(X §) = &Y 2.4)
0X
Em notagdo indicial, temos:
P, = X 25
aB — aXB ( . )

Como indicado na Figura 2.1., o tensor gradiente de deformagdo tem a capacidade de
alterar tamanho e rotacionar vetores. Nao €, portanto, necessariamente um tensor simétrico.
Pode-se separar as influéncias em comprimento e rotacdo dos vetores na chamada
decomposic¢do polar. Os tensores U e V (simétricos, positivos definidos) sao conhecidos como
tensores de alongamento direito e esquerdo, respectivamente, enquanto o tensor R € o tensor

de rotagao (ortogonal).

F=RU = VR (2.6)
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A relagdo entre duas por¢des de volume infinitesimais, nas configuracdes deformada e
de referéncia, ¢ dada pelo determinante do tensor gradiente de deformacdo (J, chamado de

Jacobiano).

—th—dV—dp 2.7

E também bastante freqiiente discernir entre parcelas isocdrica e volumétrica da

deformagdo do corpo. Para tanto, o tensor gradiente de deformacdo ¢ decomposto

multiplicativamente, com F'°! e F tendo as seguintes propriedades:

F = FVoIF (2.8)
F¥! = (detF) /31 (2.9)
F = (detF)~"/3F (2.10)

Para muitas aplicagdes, sdo necessarias medidas de deformacdo que ndo incluam
informagdes quanto a rota¢des de corpo rigido. Os tensores de deformacédo de Cauchy-
Green, a direita (C, Lagrangeano) e a esquerda (B, Euleriano), ambos simétricos, sao

definidos como:
C=FT"F=Cpp = FapFyp (2.11)
B = FF" = By, = F,zFpa (2.12)

Outra medida de deformag@o corriqueira ¢ o tensor de deformacdo de Green-
Lagrange (E), estreitamente associado a mudanga de comprimento de um vetor infinitesimal
entre as configuragdes de referéncia e deformada. Como C e | sdo simétricos, E também o &,

sendo definido como:
1
E=§(C—I) (2.13)

Define-se, ainda, o tensor de deformacdo logaritmico (€) a partir do tensor C.
Observe-se que os tensores € ¢ C sdo colineares, tendo portanto as mesmas direcdes

principais.
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1
€ =E]nc (214)

Nenhuma das medidas de deformagdo apresentadas até aqui levam em consideracdo a
velocidade. A construcdo de modelos viscoplasticos, porém, objetivo central do presente
trabalho, envolve necessariamente taxas de deformagdo. O tensor gradiente espacial de

deformacéo ¢é definido como:

oviX,t) o0x0X 0 /ox\0X . 1
— — " _ (22 pR- 2.15
L 0x 0Xox Ot <6X> 0x FF ( )

As partes simétrica e anti-simétrica do tensor L sdo conhecidas, respectivamente, por

tensor velocidade de deformacéo (D) e tensor velocidade de rotagdo ou vorticidade (W).

D=i(L+L")>D, = ovi v 2.16
_2 11_2 aX] aXi ( )
Wetaw-1)ow, =+(2_M 2.17

_2 1]_2 aX] aXi ( )

Estes tensores serdo posteriormente utilizados na formulacdo apresentada neste

trabalho, quando da construcdo de leis de escoamento (Capitulo 3).

2.2. Medidas de tensao

/ y

X

Figura 2.2 - Vetores tragdo nas configuracoes de referéncia e deformada, com suas respectivas
normais. Fonte: Vassoler (2007).
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A Figura 2.2. mostra o corpo em suas configura¢des de referéncia e deformada, com
vetores tragdo t e t atuando sobre areas de normal N e n, respectivamente. O vetor tragdo t,
atuando na configuragdo deformada, é chamado de vetor tracdo de Cauchy. O vetor t,
conhecido como primeiro vetor tracdo de Piola-Kirchhoff, aponta na mesma dire¢do do
vetor tracdo de Cauchy, mas age na configuracao de referéncia. Trata-se de uma idealizacao,

uma forma de representar t de forma Lagrangeana.

A partir desses dois vetores tragdo, definem-se as duas primeiras medidas de tensdo: o

tensor de tensdo de Cauchy (o) e o primeiro tensor de tensédo de Piola-Kirchhoff (P).
tix,t,n) = o(x,t)n (2.18)
tX,t,N) = P(X,t)N (2.19)

Considerando que a forga externa aplicada df é a mesma, ja que os vetores tragdo t e t
sdo as representacdes Lagrangeana e Euleriana da mesma quantidade, pode-se encontrar a
relagdo entre os tensores ¢ ¢ P, utilizando a formula de Nanson (relagdo entre arcas nas

configuracdes de referéncia e deformada).
nda = JF"INdA (2.20)

df = PNdA = onda= P = JoF T (2.21)

Prova-se que o tensor de Cauchy ¢ simétrico. Porém, por causa da operacdo com o
tensor gradiente de deformagdo F, o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff ndo é simétrico. E da
necessidade de se ter uma medida de tensdo na configuracdo de referéncia que conserve a
propriedade de simetria que se define o segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff (S).
Define-se agora uma forga ficticia df, (resultado da operac¢do da for¢a real df com o tensor
F~1, que a traz de volta para a configuragio de referéncia), agindo sobre a area dA na

configuragdo de referéncia e se relacionando com o tensor S da seguinte forma:

df, = SNdA (2.22)
df, = F-1df (2.23)
SNdA = F"'PNdA=S =F~'P (2.24)
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Outra medida de tensdo corriqueira ¢ o tensor de tensdo de Kirchhoff (t), definido

como:
T=]Jo (2.25)

Finalmente, uma medida de tensdo muito usada na descricdo de materiais que
apresentam plasticidade, definida numa configuracdo intermedidria, entre a de referéncia e a

deformada, ¢ o tensor de tensdo de Mandel (2).

£=CS (2.26)
2.3. Principios de balan¢o — equilibrio mecénico e leis da termodinamica

Durante todo processo de deformagdo, um continuo deve respeitar uma série de
principios de balango. Dentro do escopo do presente trabalho, foca-se nesta se¢ao nas
equacdes de equilibrio mecanico (em configuragdo de referéncia e deformada) e nas leis da
termodinamica (que impdem o equilibrio de energia e restringem as formas possiveis de troca

de energia).

A conservacdo de momento linear em configuragdo deformada para o corpo B em um
instante t, considerando forgas de superficie t atuantes em sua fronteira I' e forgas de corpo b

agindo sobre seu volume, assume a forma:

D

— pvdvzf tds+f bdv (2.27)
DtJq r Q

Tomando a definicdo do tensor tensdo de Cauchy e aplicando o teorema da
divergéncia, pode-se transformar o termo com integral na fronteira do corpo em um termo

com integral em seu volume:

f tds =f onds =J. divo dv (2.28)
r r Q

Assim, como o principio de conservacdo de momento linear deve ser valido para

qualquer por¢ao de volume do material, chega-se a sua forma final:
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f (dive+ b —pv)dv =0, Vdv (2.29)
Q

60_ab .
o+ b, = pV, (2.30)

dive+ b =pv=

Com:
t =on em [} (regido de forgas externas prescritas)
x =X em [, (regido de deslocamentos externos prescritos)

Pode-se escrever o principio de equilibrio de momento linear em configuracdo de
referéncia, usando o primeiro tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff. A dedugdo ¢ omitida, mas
a forma final, onde B sdo forcas de corpo definidas na configura¢do de referéncia e V ¢ a

velocidade em configuragdo de referéncia, segue:

(2.31)

Com:
t = PN em Iy (regido de forgas externas prescritas)
X =X em [y, (regido de deslocamentos externos prescritos)

De forma anéloga ao apresentado para o momento linear, o momento angular também
deve ser conservado, levando a outro conjunto de equacdes de conservagao, omitidas aqui por
estarem fora do escopo deste capitulo. Um resultado classico do principio de conservagdo de

momento angular ¢ a simetria do tensor tensdo de Cauchy.

O proximo principio de balango de interesse € a primeira lei da termodinéamica, que
impde a conservacdo da energia durante um processo termodindmico. Expressa a

possibilidade da interconversdo entre diferentes tipos de energia.

Define-se a energia interna do material como uma variavel termodinamica de estado
que corresponde a soma de todas as formas microscopicas de energia, medida na configuragao
deformada no instante t (e.(X, T, t)) ou na configuragdo de referéncia (e(X, T, t)). Destaca-se a

dependéncia da energia interna de aspectos essencialmente mecanicos, representados por X e

35



X, nas configuragdes deformada e de referéncia respectivamente, e de aspectos

essencialmente térmicos, representados pela temperatura absoluta (T).

E() = f e.(x, T,t)dv = f e(X, T,t)dVv (2.32)
Q Qg
A poténcia mecanica das forcas externas ¢ a taxa de trabalho externo introduzido no

sistema pelas forgas de superficie (t) e de corpo (b).

Peu® = |

t.vds + f b.vdv = f T.VdS + f B.VdV (2.33)
r Q r

0 Qo

A energia cinética do sistema esta relacionada a velocidade do corpo:

1 1
> pv.vdv = f > poV.VdV (2.34)
Qo

K@) = j
Q

A cada medida de tensdo, existe uma taxa de deformagdo conjugada, que fornece a
poténcia de tensdo desenvolvida durante a deformacgdo. A variedade de medidas em
abordagem Lagrangeana e Euleriana permite a expressao da poténcia de tensdo P, (t)

também nas configuracdes de referéncia e deformada, como se mostra a seguir:

. . C
Pint(t) = f o:Ddv = f P:FdV = f S:EdV = f S:-dv (2.35)
Q Qo Q a 2

A poténcia das forcas externas poderd alterar a energia cinética das particulas do
corpo, ou gerar campos de tensdo e deformagao. Isso resulta na seguinte expressao de balango

de energia:

Pese(t) = K (1) + Pa(®) (2.36)

Considerando, além de grandezas puramente mecanicas, as grandezas puramente
térmicas, tem-se que incluir ainda, no balango de energia, a poténcia térmica (Q(t)). Inclui
fontes de calor internas por unidade de volume (r, em configuragdo deformada, e R, em

configuragdo de referéncia) e fluxos de calor (g e Q):
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-Q. NdS+f RdV (2.37)
Qo

Q(t)=j; —q.ndv+£1 rdv =

Lo

Como a energia interna ¢ definida como a soma de todas as formas microscopicas de
energia, considerando energias mecanica e térmica, chega-se a expressdo para sua taxa de

variagao.

D
5eE® = Pine(®) +0(0) (2.38)

Substituindo esta expressao na equacao de balango acima, chega-se a forma geral da

primeira lei da termodinamica:

D D
5 ® + 5 €0 = Pexe (D) + 2(1) (2.39)

Usando as expressdes apresentadas para cada um dos termos, tem-se, na configuragado

deformada:
D 1
had (— ov.V + ec> dv = j (t.v — q.n)ds + f (b.v + )dv (2.40)
DtJ, \2 r Q

Usando a expressdo de balango de energia e o teorema da divergéncia, chega-se a

forma remanejada mais usual:

D
—f ech:J. (0:D —divq + r)dv (2.41)
Dt J, Q

Na configuragdo de referéncia, expressa-se a primeira lei da termodindmica como
segue. Observe-se que em t, o volume € constante, € a variagdo no tempo da primeira integral
pode ser tomada como a integral da taxa de variagdo de e. Além disso, como dV ¢ arbitrario,

pode-se eliminar as integrais e expressar uma forma local da primeira lei da termodinamica.

D .
— | edv= f (P:F—DivQ +R)dV, vdV (2.42)
Dt Jg, 2,
f edv = f (P:F—DivQ + R)dV, VvdV (2.43)
Qo Qo
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é=P:F—DivQ+R (2.44)

Enquanto a possibilidade de conversdo entre diferentes formas de energia fica
garantida na primeira lei da termodindmica, a segunda lei da termodinédmica impde limites
as direcdes em que estas conversoes podem ocorrer. Comega-se introduzindo o conceito de
entropia. Trata-se de uma variavel interna que representa o grau de desordem microscopica,
podendo ser avaliada em versdao Euleriana (1) ou Lagrangeana (1), ambas por unidade de

volume.

A quantidade total de entropia do sistema termodinamico (S) pode, entdo, ser expressa

COmo seguc:

S(t) = j Nedv = J. ndv (2.45)
Q Q0

Os processos de transferéncia e geragdo de calor também influenciam na quantidade
de entropia do sistema termodindmico. A mudanga de entropia introduzida por fluxo de calor
a temperatura constante ¢ somada aquela introduzida pela geragao local de calor a temperatura

constante, no que se define como o fluxo de entropia para dentro do sistema (Q):

Q@ =-|

q r Q R
—.nds+f —dv = —f —.NdS+j —=dVv (2.46)
r T a T ro 1

0 T

A forma geral da segunda lei da termodindmica determina que a produgdo total de
entropia (A) em um processo termodindmico seja ndo-negativa. Considera-se a diferenca entre
a taxa de mudanca de entropia do sistema termodinamico e o fluxo de entropia. Se o processo
¢ reversivel, a producdo total de entropia deve ser nula. Havendo produgdo de entropia maior

que zero, o processo ndo podera ser reversivel. A temperatura absoluta ¢ denotada por T.

A(t) = RS(t) -Qv=0 (2.47)
Dt
_ D q r
A(t)_ﬁL ncdv+J; f.nds—jQ deZO (2.48)
_Db Quas— [ R
A(t)_thQOndv+jF0T.Nds fQOTdvzo (2.49)
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Usando o teorema da divergéncia, chega-se a forma local da segunda lei da

termodindmica, na configuracao de referéncia:

R 1 1
- —Di ——0. > 250
M T+TD1VQ T2QGradT 0 (2.50)

Substituindo a forma local da primeira lei da termodindmica, chega-se a chamada

desigualdade de Clausius-Duhem, outra forma local para a segunda lei da termodinamica.
A |
P:F—e+Tn—TQ.GradT20 (2.51)

Como o calor sempre flui naturalmente de regides mais quentes para regides mais
frias, o termo Q.Grad T serd sempre menor ou igual a zero. Assim sendo, uma forma mais
exigente da segunda lei da termodinamica, conhecida como desigualdade de Clausius-

Planck, pode ser expressa como segue, introduzindo o conceito de dissipacdo interna (Djp;):
Dint =P:F—é+ T >0 (2.52)

A dissipagdo interna pode ser introduzida na forma local da primeira lei da
termodindmica (2.44), o que leva a uma forma entropica para a expressao, que constitui uma

equacdo de evolugdo de entropia.
Ty =—-DivQ + Dj,c + R (2.53)

A descri¢ao dos principios de balango e dos processos termodindmicos em fungao
apenas das varidveis de deslocamento X ou X (e de grandezas diretamente delas derivadas,
como por exemplo o tensor gradiente de deformagdo F) e de varidveis térmicas como a
temperatura T ¢ bastante geral. A descricdo de comportamentos dissipativos, por exemplo,
exige uma descricdo mais detalhada dos mecanismos internos desenvolvidos durante os
processos de deformagdo, uma vez que sdao envolvidos efeitos de historico de deformagdes e

temperaturas.

Com o problema de considerar o historico de deformagdes em mente, de Souza Neto
(2009), retomando trabalhos e autores classicos como Truesdell, Rivlin, Green e outros,
argumenta que para problemas de interesse pratico sempre ¢ necessario admitir hipdteses
simplificativas nas dependéncias de relacdes constitutivas, de forma que o estado

termodindmico de um corpo possa ser determinado pelo valor instantaneo de um numero
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finito de variaveis. Esta ¢é a hipdtese basica do que se convenciona chamar de termodinamica

de variaveis internas, cujas linhas gerais se apresentam a partir de agora.

Um possivel conjunto de varidveis representativas de um problema dissipativo geral
pode incluir varidveis externas representando deformacgdes (aqui se escolhe o tensor gradiente
de deformagdo F) e aspectos térmicos (por exemplo, a entropia especifica 1), além de
varaveis internas denotadas, genericamente, por Z. Diferentes processos dissipativos
implicam no uso de diferentes tipos de variaveis internas, que podem ser de natureza escalar,

vetorial ou tensorial.

Dentro deste contexto, pode-se redefinir a energia interna de um ponto material em

funcdo de F, n e Z, como feito por Coleman e Gurtin (1967):
e=¢e(FnZ) (2.54)

Tomando a variacdo da energia interna com relagdo as varidveis externas e internas e
substituindo na desigualdade de Clausius-Duhem apresentada na Equacao (2.51), chega-se a

seguinte expressao:

. de . de . Jde . o1
P.F——:F——f——:Z+TH—=Q.Grad T > 0 (2.55)

0Z T

Observa-se que para que a equagao acima seja satisfeita em processos termodinamicos

em que ndo ocorram variagdes de entropia (1] = 0), temperatura (Grad T) ou de varidveis

internas (Z = 0), deve valer a seguinte relagio:

de

P=—
oF

(2.56)

Da mesma forma, em processos em que ndao ocorram deformagdes (F = 0) nem

mudangas das variaveis internas (Z = 0), deve-se ter:

de

=— 2.
T o (2.57)

Diz-se que as tensdes P e a temperatura T sdo as for¢as termodindmicas associadas as
variaveis de deformacdo F e entropia 1, respectivamente. Define-se ainda uma forga
termodinamica (YY) associada as variaveis internas, onde o sinal negativo ¢ usado como forma

de indicar o carater dissipativo:
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de

-~ (2.58)

Y =

Substituindo as equagdes (2.56-58) na expressao (2.55), e admitindo a existéncia de

um funcional de dissipa¢ao térmica (x(Q,T)), associado a uma forga termodindmica

GradT __ dx tem-se:

dissipativa G = — T = a0

Y:Z+G.Q>0 (2.59)

Onde o primeiro termo representa a dissipacdo interna do material (denotada

anteriormente por D;,,;) € 0 segundo termo representa a dissipagdo térmica por fluxo de calor.

Mostra-se, assim, que a energia interna serve como uma fun¢do potencial para as
tensdes P e para a temperatura T, ou seja, suas derivadas com relagdo as varidveis que
descrevem um problema geral fornecem as respostas em tensdo e temperatura para cada ponto

material.

2.4. Hiperelasticidade

Os chamados materiais hipereldsticos, uma subdivisdo dos materiais eldsticos, sdo
caracterizados pela existéncia de uma fungéo de energia livre (W, chamada energia livre de
Helmholtz), dependente exclusivamente do estado de deformagdo do corpo. O estado de

tensdo do corpo pode ser determinado pela derivada da energia livre de Helmholtz.

L aW(O)
S=2—¢ (2.60)
_ . 0W(O)

P=2F—- (2.61)

Em materiais isotropicos, rotagdes puras na configuracdo de referéncia ndo geram
alteracdo do comportamento durante a deformacao, e portanto ndo devem alterar o estado de
tensdo final do corpo. Assim, admite-se que a energia livre de Helmholtz deva ser dependente
do tensor de Cauchy-Green a direita, simétrico e imune a rotagdes de corpo rigido, tornando-a

uma grandeza objetiva. Pode-se ainda representar a energia livre de Helmholtz, para materiais
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isotropicos, como fun¢do apenas dos alongamentos principais (A) dos tensores de

alongamento (U e V).

Retomando a separacdo entre parcelas volumétrica e isocérica de deformagao, pode-se
geralmente admitir que a energia livre ¢ decomposta aditivamente entre parcelas volumétrica

e isocorica.
w(C) = W(C) + wvel()) (2.62)

A expressdo para o estado de tensdo, fica entdo:

(2.63)

aW(C) oWw(C)aC oawvol()) g
P=2F—¢ 2F< ac o 9 %)

Usando as expressdes a seguir, onde J € o tensor identidade de quarta ordem:

ot _] 3 [g Lo c-l] (2.64)
o ..
=3¢ 1 (2.65)

Chega-se a expressao para o primeiro tensor de tensdao de Piola-Kirchhoff a seguir:

N LG RECLIC T P POV

aC aC a 2

2 vol
F(]_§ DEV< (A )> ow (D]C"1>

d]

(2.66)

Onde DEV(A) = [A — (A C)c—l].

A relacdo entre variacdes de deformacdo e tensdo ¢ dada pelo chamado tensor
material (€, um tensor de quarta ordem), importante na implementacdo numérica de
modelos, especialmente quando se usa processo de Newton para resolver sistemas nao-

lineares. O tensor material também pode ser obtido a partir da energia livre de Helmholtz.

dS = C:dE (2.67)
92W(C)

— 2.68

C=14 SCac (2.68)
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O tensor material apresenta algumas simetrias:

Cabcd = Ccdab = Cabdc (2.69)

Modelos de viscoplasticidade, foco deste trabalho, ndo sdo, por defini¢do,
hiperelasticos. Existe dissipacdo envolvida durante o processo de deformacao, de forma que a
energia livre de Helmholtz ndo depende exclusivamente do estado de deformacdo, mas
também de outras varidveis internas e suas taxas. O objetivo deste trabalho, seguindo a linha
adotada, entre outros, por Fancello (2006) e Vassoler (2007), por exemplo, ¢ desenvolver um
modelo para materiais dissipativos que conserve propriedades hiperelasticas, de forma que se
obtenha uma funcao cuja derivada forneca o estado de tensdo do corpo em um dado momento.
Para tanto, busca-se uma formulacdo variacional, cujos principios sdo explorados na se¢do

seguinte.

2.5. Principios variacionais

Formulagdes variacionais se baseiam na derivagao de todas as equagdes responsaveis
pelo comportamento material de um funcional expresso em fun¢do de um nUmero
conveniente de variaveis independentes. O trabalho de Stainier (2006), revisado a seguir em
linhas gerais, apresenta um panorama completo dos principios variacionais que levam a

formulacao incremental do problema termomecanico.

2.5.1. Elasticidade quase-estéatica

Considerando, inicialmente, apenas o problema mecanico de elasticidade estatica,
pode-se formular, a partir dos campos independentes X (configura¢ao deformada), F (tensor
gradiente de deformacao) e P (primeiro tensor de Piola-Kirchhoff), o principio variacional de

Hu-Washizu-Fraeijs de Veubeke. O funcional H relativo a ele ¢ da forma:

43



[W(FTF) + P: (Vxgx — F)]dV — f

B.de—f t.xdS (2.70)
Qo

Lot

H,F,P) = f
Qo
Onde a energia livre de Helmholtz é expressa em fungio de C = FTF para ficar imune a

rotagdes de corpo rigido e mudangas de referencial.

A resolugdo do problema ¢ obtida a partir da extremizagao deste potencial com relagao
as variaveis X, F e P admissiveis (respeitando, respectivamente, as condi¢des de deslocamento
prescrito na fronteira Iy e de determinante maior que zero, evitando o colapso volumétrico),

EXpresso como:

Bl SpP H OO F ) @.71)

As condi¢des de otimalidade com relacdo a cada uma das variaveis internas,

representadas pelas derivadas de Gateaux, fornecem as equacdes que regem o problema:

D, [#(x,F, P)](6%) = f P: Uy SxdV — f B.sxdV — f . 5xdS
Qo Qo Tof (2.72)
=0, Véxadm.
oW (C)
Dg[# (x, F, P)|(8F) = f 2F———P).8FdV =0, V&Fadm. (2.73)
Qo
Dp[H (x,F,P)](6P) = (Vxx —F).6PdV =0, V&P adm. (2.74)

Qo

Aplicando o teorema da divergéncia sobre a condi¢do de otimalidade com relagdo a
configuragao deformada X (Equagao 2.72), chega-se a equacao de equilibrio de momento

linear, sujeita as restri¢des de forgas prescritas fronteira Iy
VxP+B =0, comtem I Iy (2.75)

A derivada de Gateaux com relagdo a varidvel independente F (Equagdo 2.73) fornece

a relagdo constitutiva entre tensdo e deformacgao.

oW(C)

— (2.76)

P =2F
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A condicao de compatibilidade ¢ derivada da derivada de Gateaux com relagao a P

(Equacao 2.74):
F = Vxx (2.77)

Se a condi¢do de compatibilidade e a relagdo constitutiva sdo admitidas satisfeitas a
priori, ¢ possivel reduzir o funcional a apenas uma variavel independente (X), no que se
chama de principio variacional da energia potencial, do qual se deriva a equagdo de

equilibrio do momento linear.

HEX) = | W(VxxTVxx)dV — j

B.xdV — f 7.xdS (2.78)
QO O'O

Lot

A condicao de otimalidade com relagcdo ao campo de deslocamentos X fornece:

oW ]
D, [# (x)] (6%) = f 2F Ny, 5xdV — f B.sxdV — f .5xdS
o, 0C 9 Fof (2.79)

=0, Véxadm.

Aplicando o teorema da divergéncia, chega-se a equagdo de equilibrio mecanico:

oW _
Vx (ZF %) +B =0, comtem [y (2.80)

2.5.2. Termoelasticidade quase-estatica

Considere-se agora a inclusdo de varidveis térmicas no problema de elasticidade de um
campo, apresentado sob a forma do principio variacional de energia potencial na Equagdo
(2.78) com dependéncia com relagdo ao campo de deslocamentos X, alternativamente (mas

equivalentemente) representado a seguir em taxas de deformagao:

HE) = [ W(VxxTVyx)dV — j

B.xdV — f £.xdS (2.81)
QO O'O

Lot

E conveniente ainda reintroduzir a energia interna de um ponto material como uma

transformada de Legendre-Fenchel da energia livre de Helmholtz, marcando a passagem da
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dependéncia explicita da temperatura para a dependéncia explicita da entropia. Para o caso
geral, usando o conjunto de varidveis internas Z, de forma a incluir tanto os casos

conservativos quanto dissipativos, pode-se escrever:

e(F,n,Z) = Sﬁp[W(F, T,Z) + Tn] (2.82)

O uso da energia interna em potenciais para descri¢ao de efeitos térmicos, ao usar a
entropia especifica como varidvel térmica, permite que se faga uma distincdo entre uma
temperatura dita externa ou mensurada de um ponto material (denotada por T), e uma

temperatura dita interna, variavel de estado derivada da energia interna (denotada por 0):

de(F,n,Z)

0(F,n,Z) = o

(2.83)

A condi¢do de equilibrio térmico local pode, entdo, ser obtida a posteriori como a

igualdade entre T e 0.

A evolucdo de um processo termodindmico termoeldstico (portanto conservativo, e
independente do conjunto de variaveis internas Z) pode ser descrita com o auxilio do seguinte

funcional:

T
Hx1M,QT) :f [é—T(ﬁ +Div%) +X(§Q; 9)] dV—f B.xdV
Q Q
’ _ ° (2.84)
_ T T
—f t.de+.f REdV+.f gQ.NdS
Fof Qo TCor
Onde se reintroduz o potencial x de dissipacdo térmica, usado na Equacdo (2.59) para
representar a dissipacao térmica pelo fluxo de calor. Considera-se também uma regido de

fronteira ([yr) de temperatura imposta (T).

A condicdo necessaria de otimalidade com relagdo a x fornece a condi¢do de equilibrio
mecanico equivalente a Equacao (2.80), lembrando que a energia interna ¢ um funcional para

o estado de tensoes (2.56):

de
Dy [H (%,1,Q, T)](6%) =f —.V SXdV—j B.SXdV—j t. 5xdS
i a, OF x Qo Tof (2.85)
=0, Véxadm.
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J4 a derivada de Géateaux com relagdo a taxa de variacdo da entropia especifica (1))

fornece a condi¢ao de equilibrio térmico local em todo o corpo como resultado:

9
D4 [7 (%, 1, Q, T)] (6%) = fﬂ (£ - T) 87V = fn (6 — T).57dV 056

=0, Voénadm.

A condi¢ao de otimalidade com relagao ao fluxo de calor (Q) fornece:

5Q To T
Dol (G 1), @ T(6Q) = f [ TD1v—Q+ 330 sq] v + fr goaNas

=0, V&6Qadm.

Por fim, a condicao de otimalidade com relacdo a temperatura externa T resulta em:

[}c(xn,QT)](aT)—f[ n+D1VQ> 1<a Q+R)]8Tdv

Q (2.88)

=0, VOTadm.

Usando o teorema de Gauss sobre a Equagao (2.87), e admitindo a condi¢ao de
equilibrio térmico local, obtém-se a expressao de dissipagdo térmica dada pela lei de Fourier,

bem como a condi¢@o de contorno em temperatura.

T
ax (5 Q 9) _ Grad T em B, (2.89)
0Q T
T=T emlIyr (2.90)

Substituindo as expressoes acima na condi¢do necessaria de otimalidade com relagao a

temperatura (2.88), chega-se a uma forma entropica para a primeira lei da termodindmica:

Grad T

0 = —DivQ — +R (2.91)

Esta forma ¢ equivalente aquela dada pela Equacdo (2.53), quando considerada a
condi¢do de equilibrio térmico local (6 = T). Observe-se que, no caso termoelastico, a

dissipacao interna ¢ dada apenas pela parcela térmica por fluxo de calor.
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Quando o problema ¢ puramente térmico, com equilibrio mecanico satisfeito, fica
claro que o potencial passa a depender apenas da producao liquida de entropia (1), do fluxo de
calor (Q) e da temperatura externa (T). Em outras palavras, o problema puramente térmico €

um caso especial do problema termoelastico, quando o equilibrio mecanico ¢ satisfeito.
2.5.3. Problemas dissipativos

A inclusdo de comportamentos mecanicos dissipativos no modelo faz com que o
estado do corpo ndo possa mais ser completamente determinado por seu estado de deformacgao
X e sua temperatura T (ou entropia 1), mas dependa também de varidveis internas ¢ de suas
leis de evolugdo (considerando que a dissipacdo se da durante comportamentos viscosos). A
formulagdo variacional passa a incluir, além da energia livre de Helmholtz, pseudo-potenciais
de dissipagdo (Jr), ambos dependentes das varidveis internas Z que descrevem a historia dos

processos dissipativos no sistema.

O funcional em taxas escreve-se agora como segue, incluindo as dependéncias das
variaveis internas Z e a representacdo de todos os comportamentos dissipativos, térmicos e

mecanicos, dentro de um pseudo-potencial dissipativo tnico :
H(%1ZQT)
: C e Q
= é(F,n,Z) — T(n + Div—

+_(TFT TZ-F z)]dv+f
l-|‘l e :eQ)e ) Inl

Qo
—j B.de—f t.xdS
Q

0 Lot

T (2.92)
0

T
R—dV + f Q.NdS
e r

As condigoes de otimalidade fornecerao todas as equagdes envolvidas no problema. A
possibilidade de comportamentos termomecanicamente acoplados aparece na dependéncia da
evolucdo da energia interna tanto de varidveis térmicas (entropia) quanto mecanicas (varidveis

internas e gradiente de deformagdes).
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O pseudo-potencial dissipativo inclui todos os comportamentos dissipativos, térmicos

e mecanicos. Todas as taxas de variaveis independentes aparecem multiplicadas por um fator

3 O que permite que derivadas em relacdo a temperatura T possam ser expressas por
derivadas com relagdo a varidveis internas. A dependéncia do pseudo-potencial com relagdo a
F, n e Z representa a possibilidade do comportamento dissipativo variar de acordo com o
estado atual do material, ndo dependendo apenas das taxas de variagdo das varidveis

independentes.

A condi¢dao de otimalidade com relagdo a X fornece a equacao de equilibrio de

momento linear em nova forma. Surge o conceito de forga termodindmica (derivadas de

. . e ~ . T —
potenciais com relacdo as variaveis independentes) na parte nao-conservativa da forga o Y.

Di[#(%,1,Z,Q, T)](6%)
T_ _
= f [eF+—¢F-]:vx6>de— f B.5xdV — f t.5xdS (2.93)
L7 87 Q r
0 of

=0, Véxadm.

Onde pode-se definir o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff como:
T_
P= [e,F + 6¢'F] (2.94)

A condi¢do de otimalidade com relagdo a taxa de variagdo de entropia fornece a

condic¢do de equilibrio térmico local.

Ja a condigdo de otimalidade com relagao Z leva a definicdo de for¢a termodinamica
interna relacionada as varidveis internas. Como sdo for¢as internas, sua resultante ¢ nula,

levando a defini¢do a seguir:
o . T_ . .
D;[#(%1,2,Q,T)|(8Z) = f [e_z + 6‘1"1] :82dV =0, V8Zadm. (2.95)
Qo
A dissipagdo de energia na forma de fluxo de calor irreversivel ¢ o resultado da

condi¢do de otimalidade do potencial com relacdo a variavel Q. Aparece também como uma

for¢a termodindmica do potencial dissipativo relacionada ao vetor fluxo.

49



D7 (%,1,2,Q,T)](5Q)

= fn [—T Div%Q + g‘T;,Q.&Q] v + fr ZSQ. NdS (2.96)

oT

=0, V6Qadm.

Por fim, a condicdo de otimalidade do potencial termomecéanico com relacdo a
temperatura T fornece a equacdo do calor em forma entropica, onde a dissipag@o interna € a
soma da dissipagdo associada a cada uma das varidveis independentes. Inclui, portanto,
dissipagdo mecanica (comportamentos viscosos ¢ deformagdes irreversiveis, como

plastificacdo) e térmica (fluxo irreversivel de calor).
Dr[#(%,1,Z,Q T)](8T)
. Q 1, . _ - . R
=j Lﬂ—DW§+§®wF+¢QQ+QZm+§Fﬁw (2.97)
Qo
=0, VOTadm.

Como a Equagdo (2.97) ¢é valida para qualquer variagdo de temperatura admissivel, a
partir dela pode-se chegar a uma forma alternativa para a primeira lei da termodinamica, onde
fica clara a identificacdo das forcas termodindmicas associadas ao pseudo-potencial
dissipativo com a dissipagdo interna do material:

. Q1. . - ~ . R . Q R
n=—Dw§+§wﬁF+mQQ+qzm+§=—Dw6+nm+§ (2.98)

Como os problemas dissipativos dependem do historico de deformacdes e
temperaturas, representado através das varidveis internas e suas leis de evolucdo, os
funcionais de onde se derivam as equagdes que regem as respostas do sistema termodinamico
devem ser construidos a cada passo de carga. Os funcionais mudam com a evolucdo das

variaveis internas.

Os chamados pseudo-potenciais incrementais, validos dentro de seu respectivo passo
de carga, se baseiam na aproximacao por diferencas finitas de todas as taxas do potencial
H (X, 1,Z, Q, T). Assim, a taxa de entropia 1), por exemplo, ¢ substituida pela diferenca entre
os valores de entropia no fim e no inicio do passo de tempo (de agora em diante denotados,
respectivamente, como instantes n+1 e n) dividida pelo tamanho do passo de tempo (denotado

At). A fim de eliminar o vetor fluxo de calor Q da lista de varidveis independentes, a lei de
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Fourier ¢ novamente admitida a priori. Como o potencial muda a cada passo de tempo, ele
passa a ser denotado H,,, fazendo referéncia a sua dependéncia do estado inicial no passo,

sempre totalmente conhecido, sendo proposto por Stainier (2006) na forma da Equacao

(2.99):
}[n (Xn+1' Nn+1s Zn+1r Tn+1; X Ny an Tn)

= f [e(xn+1' T]n+1i Zn+1) - e(xn' nn' Zn) - Tn+1(nn+1 - nn)
Qo

Toi1 AF  Grad Toyq Tyeq AZ >] W

+ Aty ( —, = , — Fhsaw ,Z
L|J Tn At Tn+1 Tn At n+o Tln+(x n+o

(2.99)

T, T
+f AtR ;*1 dV+j At ;+1Q. NdS—j B.(Xp.q — X,)dV
Q r

0 n oT n Qo

= | 0w — xS
Fot

O pseudo-potencial dissipativo estd expresso em termos de um estado intermediario

genérico em n + a. Diferentes possibilidades estdo expressas por esta notacdo, desde um

esquema totalmente explicito, quando n + a = n, at¢é um esquema totalmente implicito,

quando n + a = n + 1. E interessante observar, também, que como se admite que o estado

em n ¢ totalmente conhecido, o conceito de temperatura interna 0 ¢ transformado. Arbitra-se

que a temperatura interna € aquela do instante n.

Reintroduzindo o conceito de energia livre de Helmholtz, agora dependente do
gradiente de deformacdo, das varidveis internas e da temperatura, pode-se remover a entropia
da lista de variaveis independentes. O funcional passa a ndo mais incluir a entropia ao final do
passo de tempo, de forma que sua atualizagdo ¢ feita por fora, a partir da primeira lei da
termodinamica em forma entropica. Tem-se, finalmente, o formato dentro do qual o modelo

viscoplastico acoplado deste trabalho foi construido:
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}[n (Xn+1' Zn+1' Tn+1; Xn, Zn' Tn)

- f (W1 Tt Zaas) = W Toy Z0) = 1Ty = T,
Qg

Tn+1 E Tn+1 Tn+1 AZ )]

L|J Tn At Tn Tn At n+o n+o n+o

(2.100)

T, T
+f AtR 2 dV+] At—=*1 Q.NdS
Q T, r T

0 n oT n

- j B. (Xn+1 - Xn)dv - j t. (Xn+1 - Xn)ds
Qo Tof
A resolugdo do problema termomecanico € baseada no principio variacional seguinte a
cada passo de tempo. Uma vez determinado o estado ao final de um passo de tempo, um novo
funcional ¢ construido para o passo de tempo seguinte.

inf  sup H,(Xn+1, Zns1r Tns1; Xny Zn, Tn) (2.101)

Xn+1,Zn+1 Th+1

A implicagdo por tras do uso do principio variacional (2.101) ¢ a convexidade do
potencial H,, com relagdo as variaveis internas e as variaveis de deslocamento, e sua
concavidade com relagdo a temperatura. Buscam-se solucdes estaveis no sentido de que
minimizem a energia potencial de deformagdo incremental ¢ maximizem a temperatura (e a

entropia).

Stainier (2006) observa que os problemas de extremizagdo com relagdo as variaveis de
deslocamento X,,; € com relagdo a temperatura T,,; sdo problemas de natureza global,
devido a influéncia de operadores de gradiente. Enquanto isto, o problema de extremizagao

com relagdo as varidveis internas Z,, 4 € puramente local.

Finalmente, sdo apresentadas as condi¢cdes de otimalidade do pseudo-potencial

incremental (2.100). Com relagdo a x,,, 1, tem-se:
Dxn+1 [g{n (Xn+1l Zn+1’ Tn+1; X Zn: Tn)] (an+1)

Tye1 —
= f [W,xn+1 +rrll~—+lIJ,F'] 5Xn+1dV—f B.6x,,,dV
Q0 n Q

(0]

(2.102)

—j t.6x,,,dS =0, V&x,,,;adm.
r

of
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Fica clara a composi¢do das tensdes no que Stainier (2006) chama de partes

conservativa (W forca termodindmica associada ao potencial de energia livre de

Xn+1°

D Tnet = oA . .
Helmholtz) e dissipativa (;—“ Y, forga termodindmica associada ao pseudo-potencial
n
dissipativo).
Com relagdo as varidveis internas Z,,,, tem-se a Equacao (2.103), que demonstra a

equivaléncia entre as forcas termodinamicas associadas as varidveis internas a partir da

energia livre de Helmholtz e do pseudo-potencial dissipativo (Wz ., = — %J}Z)

DZn+1[7{n(Xn+1:Zn+1'1h+1;Xn'Zn'Th)](SZn+1)

T, (2.103)
= L [Wzn+1 + T_an’Z 8Zn+1dv - O, VSZI’]+1 adm
0

E com relagdo a temperatura T,,;, tem-se a Equacdo (2.104), que consiste de um

balango incremental de energia, também com parcelas conservativa (Wr ) e dissipativas

(associadas aos mecanismos disspativos dependentes de F, Q e Z):
‘DTn+1[j{n(Xn+1;Zn+1rTh+1;Xn;Zn;Th)](61h+1)

=f [wr,... —n 2 G F+ T Q+ T ,.2)
g L T VT “ ’ (2.104)

R At
+ T_] 0T, 41dV + f —Q.NdS =0, V&Tadm.
n r

oT I
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3. Formulacgéo do problema adiabéatico termomecanicamente acoplado

Neste capitulo, detalha-se o desenvolvimento do modelo matematico para o problema
adiabatico termomecanicamente acoplado dentro de uma formulacdo variacional. Comega-se
apresentando as hipoteses basicas que pautam a constru¢do do potencial que descreve o
problema. As hipdteses cinematicas acompanham o que foi feito em Vassoler (2007),
enquanto as hipoteses térmicas definem o problema adiabatico, como feito em Stainier e Ortiz
(2008). A divisdo da energia livre de Helmholtz em parcelas responsdveis por diferentes
formas de energia é entdo detalhada. E dada atengio especial as dependéncias térmicas em
cada uma das parcelas de energia livre, com discussdes a respeito dos mecanismos de
acoplamento termomecanico. A composicao do pseudo-potencial de dissipagao, baseada no
trabalho de Stainier e Ortiz (2008), também ¢ apresentada em detalhes, levando a montagem
da expressdo variacional do problema adiabatico termomecanicamente acoplado. Passa-se
entdo a discussdo dos principais aspectos envolvidos no problema incremental de
minimiza¢do com relagdo as variaveis internas, desde a inclusao das restri¢des sobre variaveis
internas com uso de multiplicadores de Lagrange, passando pelos detalhes de verificagao de
plastificacdo e pela montagem do esquema de Newton, até a construcao do tensor material do

problema.

3.1. Hipdteses bésicas e defini¢cdes — cinematica

Uma das caracteristicas de modelos cldssicos que descrevem comportamentos
viscoplasticos ¢ a hipotese da decomposicdo multiplicativa do gradiente de deformagdes em

partes plastica (FP) e elastica (F®).
F = FeFP (3.1)

A porgao plastica de deformacgao, ou seja, aquela que nao ¢ recuperada uma vez que se
retorne ao estado ndo solicitado de tensdes, ¢ considerada isocdrica. E resultado de rupturas

de liga¢des entre macromoléculas poliméricas ou da geragdo e movimento de discordancias
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no reticulado cristalino dos metais, por exemplo, em oposi¢ao as deformacdes elasticas, que
se refletem em distor¢des da microestrutura, recuperdveis quando as tensoes aplicadas sdo
relaxadas. Consideram-se deformagdes elasticas (recuperaveis com a retirada da solicitacao)
isocoricas e volumétricas, de modo que se pode retomar a separacdo do gradiente de

deformagdes em partes isocorica e volumétrica.
F = FY°IF = FV°IFeFP (3.2)

Defini¢des derivadas desta separagdo das diferentes parcelas do tensor gradiente de
deformacao sdo possiveis. Assim, define-se o tensor de Cauchy-Green a direita da parte
isocorica da deformacao elastica, uma medida dita objetiva, independente de rotacdes de
corpo rigido e mudangas de referencial. Sua representacio em grandezas espectrais
e

(autovalores c;

e autovetores E) sera util quando da montagem do pseudo-potencial

incremental.
3
Co=Fe"Fe = ) ¢y (33)
=1

Dada a dependéncia dos processos dissipativos com relag@o a taxa de plastificacdo do
material, torna-se importante também a defini¢do de uma lei de escoamento. Para tanto,
admitindo que as deformagdes plasticas sejam irrotacionais, define-se o tensor velocidade de

deformagao plastica (DP):
DP = sym(LP) = LP = FPFP™* (3.4)
FP = DPFP (3.5)

A exemplo da parte isocorica elastica, a decomposicao espectral das deformagdes
plasticas pautard a constru¢do do potencial de energia livre de Helmholtz do problema
adiabatico. As direcdes de plastificagdo e a amplitude de plastificagdo sdo usadas como
variaveis internas, representativas das deformacdes plasticas. Propde-se a seguinte
decomposicao do tensor velocidade de deformagdo plastica, onde g responde pela amplitude

de plastificacdo, enquanto M define a direcao de plastificagao.
3
DP =M =¢ ) q;M, (3.6)
i=1
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Esta decomposicao precisa das seguintes restricdes adicionais sobre as variaveis envolvidas:

q € R* (3.7)
3 3 3
qiEKQ={piER:zpi=o;zpi2=5} (3.8)
i=1 i=1
M; € Ky = {N; € Sym:N; - N; = 1; N; - N; = 0,1 # j} (3.9)

O conjunto Ky impde a condi¢do de normalizagdo da diregdo de plastificagdo com
traco nulo, necessario devido a hipdtese de deformacdes plasticas isocdricas. Ja o conjunto
Ky impde as propriedades de ortogonalidade de autoproje¢des. Admite-se que ¢ deva ser
positivo, ja que deformagdes plésticas (movimento de discordancias do reticulado cristalino)
ndo sdo recuperaveis, ou seja, nao ¢ possivel “desplastificar” o material. Ainda que se mude a
diregdo de carregamento, o acumulado de deformacdes plasticas ndo pode diminuir. Isto
introduz uma medida do grau de plastificacio de um ponto material, muito util no
desenvolvimento dos potenciais de energia livre, que ¢ a deformagdo plastica acumulada

(integral de q no tempo).

Define-se o tensor AFP como aquele que leva as deformagdes plasticas no instante n
(FP) até as do instante n+1 (FIE’ +1)> Este tensor € o resultado da integracdo no intervalo de

tempo do tensor velocidade de deformagdo plastica (DP) mediante o chamado mapeamento

exponencial.
F)., = AFPF} (3.10)
AFP = AR exp[At DP] (3.11)
ACP = (AFP)TAFP = FP~' P, FP™" = exp[At DP]2 (3.12)

A deformagao plastica acumulada até o instante n é denotada por q,, sendo o acimulo

de plastificagdo no passo de tempo dado por Aq. A taxa de deformagdo plastica q ¢
. A . . .
aproximada por A—(t]. As expressoes incrementais ficam dadas por:

_Aq

= (3.13)

dn+1 = dn +4Aq q
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3
1 Aq
P=—— Py =— M, 3.14
DP = 7 n(ACP) = 5L > aiM, G.14)
=1
3
AFP = exp [Aq z q; Mi] (3.15)
i=1
3
Fp,, = exp [Aq Z q; Mi] F, (3.16)
i=1

Na Figura (3.1), ilustra-se com um esquema o modelo incremental de deformagdo aqui
utilizado. Neste, identifica-se o tensor preditor FPT, definido como o estado obtido se toda a
deformagdo incremental entre n ¢ n+1 for considerada elastica, de modo que em n+l1 se
tenham as mesmas deformagdes plasticas de n. Por conveniéncia, sdo apresentadas apenas as

deformacdes isocoricas.

Figura 3.1 - Representacdo da decomposicdo multiplicativa da deformacéo em parcelas elastica
e plastica. Destaque para o estado preditor.

A partir da definicdo do tensor preditor, podem ser obtidas expressdes para as parcelas

elasticas e preditoras do tensor tensdo de Cauchy, utilizadas posteriormente:

FPr=F , FP (3.17)
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Feur =P ()" = FPP(AFP)™! = " (exp[At DP]) ™ (3.18)
51 = (FSar) By = CP7(exp[At DP])2 (3.19)

o -TA -1
Crr=F C,.F (3.20)

n

A fim de obter o ultimo termo da expressdo (3.19) ¢ preciso admitir a hipdtese de
colinearidade dos tensores DP e CP' (e consequentemente CS,,), para que seja permitida a
permutagao entre os tensores. Assim sendo, torna-se possivel utilizar os mesmos autovetores
para representar tanto a direcao de plastifica¢do, quanto as dire¢des principais que identificam
o estado preditor e o estado elastico isocorico. Posteriormente, mostra-se que esta propriedade
ndo ¢ uma hipdtese, mas uma conseqiiéncia do processo de minimiza¢do em relagdo as
variaveis internas de dire¢do de fluxo pléastico. Mais aspectos quanto a colinearidade destes
tensores sdo explorados a frente no texto, quando da discussdo da escolha das varidveis

independentes e da minimiza¢do do pseudo-potencial incremental.

Define-se ainda, a partir de estado preditor, o tensor deformagdo logaritmico eléstico

(€541) € seu correspondente preditor (€P):

1 1 .
g1 =5Chy, & =oInC” (3.21)

€41 = €T —AtDP (3.22)

Da propriedade de colinearidade entre DP, CPT e C¢,, (de modo que suas respectivas

. ~ r ~ . . ~
autoprojegdes M;, E]P e E} sdo iguais), pode-se descrever relagdes entre seus autovalores e os

do tensor deformagao logaritmico e de seu preditor.

3 3 3
ce, = Z CEf, €5, = z eEf, &= z eP"ES (3.23)
j=1 j=1 j=1
e 1 e pr
g = Eln(c]- ) =g - Aq q; (3.24)
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3.2. Hipoteses basicas e defini¢bes — hipoteses do problema térmico

O caso geral dos problemas térmicos, considerando diversas formas de transferéncia
de calor, ¢ tratado em detalhes, por exemplo, em Yang et al (2006). Este trabalho, contudo,
tem como foco os processos adiabaticos, para os quais se admite que ndo haja geracdo
volumétrica de calor nem transferéncia de calor entre pontos materiais vizinhos.
Especificamente dentro da formulacdo variacional desenvolvida no capitulo anterior,

consideram-se nulas as variaveis Q (fluxo de calor) e R.

A hipdtese de processos termomecanicos adiabaticos ¢ adequada, segundo Stainier e
Ortiz (2008), quando sdao considerados intervalos de tempo relativamente curtos. Isto
acontece, por exemplo, quando se tratam casos com grandes taxas de deformacdo, como
cargas de impacto ou problemas de conformag¢do mecanica, ou casos em que se tenham
materiais com baixa condutividade térmica, para os quais a conducdo de calor pode ser

negligenciada durante o processo de deformacao.

A consideragdo de processos adiabaticos traz simplificagdes técnicas de
implementagdo, uma vez que a temperatura assume caracteristicas de variavel interna local,
caracteristica de cada ponto material considerado e independente dos valores em pontos

vizinhos.

Deve ficar claro que a temperatura pode mudar durante processos adiabaticos. O que ¢
impedido sdo as trocas de calor, seja por geracdo local ou por conducdo decorrente de
gradientes de temperatura ao longo do corpo em consideragdo. Mudangas de temperatura sao
reflexo, portanto, de processos internos. Uma modelagem termomecanicamente acoplada
como a desenvolvida neste trabalho, busca descrever como processos usualmente descritos

como puramente mecanicos podem influenciar o campo térmico dentro do corpo.

O funcional incremental (2.100), particularizado agora para processos termodindmicos

adiabaticos e sem fontes de calor, toma a forma:
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}[n (Xn+1' Zn+1' Tn+1; Xn, Zn' Tn)

- f (W1 T, Zais) = W Tos Z0) = (T = To)
Qo

_ (Tys1 AF Toiq AZ (3.25)
+ At ( .III‘+ E' 'r11‘+ E;Fn+ouTn+ou Zn+oc)] dv
n n

—f B. (X4 — X,)dV — j t. (X, — X,)dS
Q Tof
O detalhamento de cada termo deste potencial incremental e de sua influéncia no

modelo ¢ o assunto da se¢do seguinte.
3.3. Composicgao do potencial de energia livre de Helmholtz (W)

Modelos reoldgicos sdo maneiras muito comuns de representar comportamentos
constitutivos dos materiais. Eles permitem realizar analogias entre molas e comportamentos
elasticos, elementos de atrito seco e comportamentos pldsticos, amortecedores e
comportamentos viscosos, entre outros. Diferentes arranjos destes componentes fornecem
diferentes modelos de comportamento material. Entre muitos outros, o livro de Simo e
Hughes (1999) faz uso de modelos reoldgicos na descrigdo de variados comportamentos

constitutivos.

A divisao do gradiente de deformacdes em parcelas volumétrica e isocorica, plastica e
elastica, conduz a representacdo da viscoplasticidade em um modelo reologico indicado na

Fig.(3.2).

Quando aplicada uma tensdo o, as deformagdes volumétricas contribuem para a
energia elastica no brago superior (contabilizada pelo potencial @'°'). No brago inferior, a
energia de deformagéo elastica isocoérica ¢ incorporada mediante o potencial @€, enquanto a
porgdo plastica da deformagdo isocorica ¢ associada ao potencial P, responsavel pelo
encruamento do material. Em se tratando de um modelo viscoplastico, deve aparecer, ainda,
uma parcela de energia dissipada durante o processo de plastificacdo (representada pelo
pseudo-potencial de dissipagdo V), dependente das taxas das varidveis internas escolhidas
para o problema, assunto que serd explorado em maior detalhe na se¢ao seguinte.
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Figura 3.2 - Modelo reoldgico viscoplastico.

Esta representagdo reologica cldssica de viscoplasticidade, contudo, trata apenas da
parte puramente mecanica do problema. A inclusdo de efeitos térmicos implica a consideragao
de acumulo de energia térmica. Considera-se, por hipotese, que também a energia térmica
acumulada ("), associada a capacidade térmica especifica do material, seja uma parcela da

decomposic¢ao aditiva do potencial de energia livre de Helmholtz.

Ainda sem especificar o conjunto de varidveis internas que serdo utilizadas na
constru¢do do modelo, sdo definidas algumas dependéncias basicas para cada uma das quatro
parcelas da energia livre de Helmholtz, a partir de suas naturezas. Admite-se que os potenciais
elasticos volumétrico e isocorico ndo dependam do conjunto de variaveis internas Z, mas
apenas das deformagdes F. O potencial plastico, dependente do historico de deformagdes para
adequadamente representar o fendmeno de encruamento, inclui as variaveis internas Z além
de F. O potencial de acumulagdo de energia térmica é considerado independente das
deformacgdes. Finalmente, como se esta interessado em um modelo termomecanico totalmente
acoplado, admite-se a dependéncia da temperatura em todas as parcelas de energia. Assim, o

potencial de energia livre de Helmholtz fica decomposto como segue:
W(F,T,Z) = @"'(F,T) + 9°(F, T) + @P(F, T, Z) + "(T) (3.26)

O proximo passo na constru¢do do modelo ¢ a determinagdo mais precisa do formato
de cada uma das parcelas de energia livre. Para fazé-lo, no entanto, ¢ necessaria a criteriosa

selecdo das variaveis internas que descrevem o problema. O objetivo é escolher um conjunto
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minimo de varidveis que sejam capazes de descrever completamente o problema em questao

com custos de identificacao e calculo admissiveis.

A escolha das varidveis internas pode influenciar decisivamente a flexibilidade do
modelo. No intuito de descrever o maior nimero possivel de comportamentos materiais, opta-
se por seguir algumas das escolhas realizadas em Fancello et al (2006), Fancello et al (2007) e
Vassoler (2007). Grandezas espectrais sdo usadas tanto na parte elastica quanto na parte
plastica da energia livre, seguindo as hipoteses basicas apresentadas na Secdo 3.1. Isto
representa vantagens na descricdo de uma variedade de materiais isotropicos, como se buscara

evidenciar no capitulo de resultados da aplicacdo do modelo.

Para descrever os fenomenos de plastificacio de dissipacdo viscoplastica, sdo
introduzidas como variaveis internas do problema as dire¢des principais M; do tensor
velocidade de deformagdo plastica (DP), as diregdes de plastificagdo q; e a deformagdo
plastica acumulada em um passo de carga Aq. A dependéncia das deformagdes F expressa na
forma geral dos potenciais elasticos, volumétrico e isocorico, ¢ dada, respectivamente, com
relagdo ao Jacobiano (J, medida da variagdo de volume) e aos autovalores g; do tensor de
deformagdo logaritmico elastico €%, permitindo a descricdo de uma variedade de

comportamentos na faixa elastica.
W(F,q,q;, M;, T) = @"'(J, T) + °(C°, T) + ¢P(q, T) + ¢"(T) (3.27)

Exploram-se, a seguir, uma a uma, as parcelas que compdem o potencial de energia

livre de Helmholtz.

3.3.1. Potencial volumétrico (¢@'°!)

Dois fendmenos sdo representados dentro do potencial volumétrico. O primeiro ¢ o
classico acuimulo de energia mecanica por mudangas de volume, relacionado ao modulo de
compressibilidade do material (K). O segundo aparece por se estar dentro de um contexto
termomecanico, equivalente ao fendmeno de expansdo volumétrica do material (dependente
do coeficiente de expansao volumétrica, o). A expressdao do potencial volumétrico fica como
segue:
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1 2
¢*°'(, T) = 5 (K(T) = 3Koa(T — Ty))(In())) (3.28)

Onde a dependéncia do modulo de compressibilidade com a temperatura ¢ considerada linear:

A temperatura T, ¢ uma temperatura de referéncia para a medicdo do modulo de
compressibilidade K,, e para a qual se considera o volume ndo distendido por efeitos
térmicos. O uso de coeficientes K; positivos ou negativos permite a representacdo de
diferentes comportamentos frente a variacdo de temperatura, seja de enrijecimento ou

amolecimento.

Observe-se que o potencial volumétrico depende da temperatura, uma das variaveis
internas do problema, de forma que, ao contrario do procedimento adotado, por exemplo, por

Vassoler (2007), ele ndo pode ser excluido da minimizag¢ao do pseudo-potencial incremental.
3.3.2. Potencial elastico isocdrico (¢€)

O emprego de grandezas espectrais para representar a parcela eldstica das deformagdes
isocoricas permite a representacdo de uma grande variedade de comportamentos isotropicos.

Empregam-se potenciais da seguinte forma:
@°(C%,T) = @°(cf, c5,¢5, T) = @°(ef, £5,5,T) (3.30)

Nas aplica¢des do modelo, sdo empregados dois tipos cldssicos de potenciais elasticos
isocoricos: 0 modelo de Hencky e o modelo de Ogden. O modelo de Hencky, de forma
quadratica, ¢ usado na descri¢do de comportamentos eléasticos lineares, como os apresentados
por materiais metalicos. Para a representacdo de comportamentos elasticos nao-lineares mais
complexos, por outro lado, se faz necessario o uso do modelo de Ogden, de dependéncia
exponencial com as deformagdes. Este modelo ¢ freqlientemente utilizado para descrever

materiais poliméricos.

O modelo de Hencky aqui utilizado tem a expressao a seguir:
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3
0°(e5,65,25T) = u(1) ) ()’ (3.31)
=1

Onde a dependéncia do médulo de elasticidade p com relagdo a temperatura é dada em forma
linear pela Equagao (3.32), onde T, ¢ a temperatura para a qual se obtém o valor de referéncia

do mddulo de elasticidade p:

W(T) = po — wy (T —Tp) (3.32)

O modelo de Ogden utilizado, também expresso em fungdo dos autovalores do tensor

de deformagao logaritmico elastico, ¢ da forma:

° uf (T)

Q

ACEELEDY ([exp(e9)] - 1) (3.33)

3
i=1 j=1
Novamente os coeficientes y{ dependem da temperatura em forma linear:

Wi (T) = i, — u, (T —To) (3.34)

Nos dois modelos, a dependéncia da temperatura ¢ manifesta dentro dos coeficientes
classicos, de modo a permitir, como feito no potencial volumétrico, comportamentos diversos
de amolecimento (caracteristico de materiais metalicos) ou enrijecimento (caracteristico de
borrachas abaixo da temperatura de transicdo vitrea, por exemplo) com o aumento de

temperatura.
3.3.3. Potencial pléstico (¢@P)

Como apresentado anteriormente, este modelo descreve a parcela de deformagdes

plésticas a partir das diregdes principais M; do tensor velocidade de deformagéo plastica (DP),
das dire¢des de plastificagdo q; e da deformagdo plastica acumulada em um passo de carga

Aq.

E comum admitir que o potencial plastico em modelos de plasticidade isotropica seja

dependente de um unico parametro. Neste caso, a deformagdo pléastica acumulada até o
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instante em que € avaliado (denotadas por q). No trabalho de Vassoler (2007) buscou reunir,
em um mesmo potencial plastico, diferentes leis de encruamento isotropico encontradas na
literatura. No presente trabalho, a expressdo utilizada por Vassoler (2007) ¢ adaptada, de

forma a incluir dependéncia de temperatura. Propde-se o seguinte formato:

1 1
@P(q, T) =Zo(T)q + EH(T)q2 + pP(T) |q + @eXp(—apq)
N

b
+ Y D e
ap]' +1

(3.35)

=1

Onde Z,, H, pP, oP, upj e aPj sdo parametros materiais que descrevem o comportamento

plastico do material ¢ N é o nimero de termos adotados na parte de encruamento potencial.
Assim como o que foi considerado para os coeficientes dos potenciais eldsticos, a

dependéncia de temperatura dos coeficientes plasticos ¢ considerada linear.

A representacdo de elastoplasticidade perfeita ¢ feita utilizando apenas o parametro Z,
a tensao de escoamento. Encruamento linear ¢ obtido usando, além de X, também o modulo
plastico H. O modelo de encruamento de Ramber-Osgood ¢ caracterizado pelo uso de um
termo potencial, além da tensdo de escoamento (portanto, N=1 e os parametros envolvidos

sd0 Xy, HP, e aPy). Encruamento com saturagdo ¢ descrito usando uma fungdo exponencial, de

modo que os termos do potencial genéricos envolvidos sdo Z,, uP e aP.

3.3.4. Potencial de acumulacéo de energia térmica (o)

A variacdo da temperatura de um corpo requer uma quantidade de energia. A
capacidade térmica especifica (Cy) do material ¢ a medida desta propriedade. Como se
permite a variagdo de temperatura ao longo do processo de deformagdo, ¢ necessaria a
inclusdo desta forma de energia térmica acumulada (¢") dentro do potencial de energia livre
de Helmholtz. Um formato cléssico para este tipo de potencial, como usado, por exemplo, em

Holzapfel (2000) e Stainier e Ortiz (2008), ¢ o seguinte:
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T
@"(T) = poCo | (T =) — Tlog | (3.36)
0

Considera-se que a capacidade térmica especifica seja constante com variagdes de
temperatura, por simplicidade. A temperatura de referéncia T, é aquela para a qual se

considera a energia térmica acumulada como nula.
3.4. Pseudo-potencial dissipativo ()

Uma vez determinada a composi¢ao do potencial de energia livre de Helmholtz, com a
descri¢ao detalhada de suas parcelas componentes e das formas em que se expressa o
acoplamento termomecanico, passa-se agora a discussdao das caracteristicas do pseudo-

potencial dissipativo viscoplastico ().

Na apresentacdo do modelo reoldgico classico de viscoplasticidade, indicou-se que a
dissipacdo de energia se d4 durante a plastificagdo, quando o elemento de atrito seco entra em
movimento. A forma cléssica de descrever a dissipacdo viscoplastica baseia-se em potenciais
nao diferencidveis para todo dominio, tendendo para o infinito quando ndo ocorre

plastifica¢do, ou seja, quando q = 0.
Considera-se aqui que o pseudo-potencial dissipativo depende exclusivamente da
deformagdo plastica acumulada (q) como variavel interna, de sua taxa temporal (4, ou em
. A C
contexto experimental A—(tl) e da temperatura (T). Assume-se que os processos dissipativos

sejam independentes da taxa de deformagdo total (F) e considera-se um esquema totalmente

explicito (n + a = n).

— (Tn41 AF Ty, AZ > —(Tn+1 Aq )
AL _; F ) T ) Z = _; T ) 337
( T, At’ T, At n+ow ‘nt+o “nt+a v T, At n’ dn ( )
Como comentado anteriormente, na Sec¢do 2.5, durante a constru¢do da formulacao

Th+1

variacional para o problema viscoplastico termomecanicamente acoplado, o termo que

n

aparece multiplicando as taxas das varidveis internas permite a expressao de derivadas com

relacdo a temperatura a partir de derivadas com relagdo as outras variaveis internas (aqui, Aq).
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Um modelo cléssico da literatura que conserva este tipo de dependéncia, ¢ a chamada
lei de Perzyna, com dependéncia potencial da taxa de deformagdo pléstica, introduzida por
Piotr Perzyna (1966, 1971) e usada, entre outros, em Simo e Hughes (1999). No presente
trabalho, entretanto, optou-se por usar o pseudo-potencial dissipativo genérico usado em
Stainier e Ortiz (2008). As razdes para a escolha incluem o fato de ter sido um pseudo-
potencial desenvolvido para o caso termomecanico acoplado, a possibilidade de degeneracao
para uma forma de Perzyna cldssica (como demonstrado a seguir), e principalmente a
oportunidade de utilizacdo dos pardmetros de dependéncia térmica ja identificados para

alguns materiais metalicos.

O pseudo-potencial dissipativo em forma incremental, dependente de parametros
materiais m e &, e das tensdes criticas o, (T) € 0,(q, T), fica entdo expresso por:

+1

n+1 Aq E

_ Tn+1Aq)_ 3 [n+1Aq] m T At (3.38)
q’(( T ) 4T )= o@D 7=+ o ov(Dé

Onde as expressdes para as tensdes criticas sdo da seguinte forma, onde b’, d’, n’, w;, ®; € ®,

sdo parametros materiais:

0,(q, T) = 0, (T)(1 + b'qﬁ +6,(T[1 — exp(—d'q)] (3.39)
oy(T) = 0y(Tp)[1 — wy (T — Tp)] (3.40)
0.(T) = 04 (T[1 — w; (T — Ty)] (3.41)
61(T) =6,(Ty)[1 — (T — Tp)] (3.42)

: . C e T A
Identificam-se dois termos no pseudo-potencial dissipativo. O primeiro, linear com A—(tl,

representa um deslocamento de o, do limite de escoamento, como resultado de uma

resisténcia que a caracteristica dissipativa impde a plastificagdo. O segundo termo, potencial
~ Aq , , , ~
com relagao a o ¢ responsavel pelo aumento do nivel de tensdes com o aumento da taxa de

plastificacdo devido a caracteristica viscosa do modelo.
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Se a tensdo 6y(q, T) for nula, eliminando o termo linear com a taxa de plastificagdo no

A . C . . .
passo A—Ct‘, o pseudo-potencial dissipativo assume a forma da lei de Perzyna, incluindo

dependéncia de temperatura.

3.5. Formulacdo variacional do problema - extremizacdo do pseudo-potencial

incremental

Como discutido no Capitulo 2, a solu¢do do problema termomecanico acoplado ¢
obtida na formulacao presente a partir da extremizagdo de um funcional construido a cada
passo de tempo (minimizacdo com relagdo as varidveis internas mecanicas, maximizacao com
relacdo a temperatura). Nas se¢des anteriores, foram detalhadas as expressdes de todas as
parcelas de energia livre (admitida uma decomposi¢cdo aditiva) e do pseudo-potencial de
dissipacdo. Retoma-se agora a expressao do principio variacional e define-se o pseudo-
potencial incremental (W¥):

lp(Xn+1; Xn, Zn' Tn) = inf sup }[n (Xn+1' Zn+1' Tn+1; Xn, Zn' Tn) (3_43)

Xn+1Zn+1 Tnt+1

Substituindo os componentes do funcional H,, e retomando as dependéncias

estabelecidas para a energia livre de Helmholtz e para o pseudo-potencial dissipativo, tem-se:

lp(Cn+1; Ch, dn Tn)

= lnf Sup {AW(F’ q; qlr er T) + ponn(Tn+1 - Tn)

M;diAdT, (3.44)
+ Aty (T;—:l%, Tn)}
Onde:
AW(F, q, q;, M;, T) = W(Fos1, Ans1s Qi1 Mig g1 Toe1) = W(Fn, Qs Qi My, Tr) (.45

= A@"!(J,T) + A@®(C®,T) + ApP(q, T) + A"(T)

Tal que:
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A(pVOI(I; T) = (-PVOI(]n+1r Tn+1) - (-PVOI(]n: Tn) (346)

A@e(Ce,T) = ¢°(Chy1, Taer) — @°(CE, Ty) (3.47)
A@P(q, T) = @P(Qns1, Tns1) — @P(Qn, Tn) (3.48)
AQ™(T) = @"(Tpi1) — @"(Ty) (3.49)

Com as seguintes restrigdes sobre as variaveis internas, apresentadas anteriormente nas

hipdteses cinematicas basicas:

Aq € R* (3.50)
3 3 3
i=1 i=1
M; € Ky ={N; € Sym:N;-N; = 1; N; - N; = 0,i # j} (3.52)

A incorporacdo das restri¢gdes de igualdade sobre as dire¢des de plastificacdo q; e as
autoprojecoes do tensor velocidade de deformacao plastica M; ¢ feita através da construgdo de

uma funcdo Lagrangeana (£), via multiplicadores de Lagrange, como indicado abaixo:

L(q;, Aq, M;, T)
=W(Cpht1;Chqn, Ty) + Y1 (M. M; — 1) +v,(M;. M)
+v3(My.M3) +y,(M3. M; — 1) + y5(M,.M3) + y¢(M3. M3 — 1) (3.53)

3
+M(qy + 2 +93) + B(q12 +q,% +q3° —5)

E necessario impor a condi¢io de Aq positivo, uma vez que o pseudo-potencial
dissipativo s6 ¢ diferencidvel para esta faixa de valores. Quando nao ocorre plastificacdo, ndo
ha dissipacao definida. Assim, o procedimento de extremizagdo s6 faz sentido para passos de
tempo em que ocorra plastificacdo. A solucdo encontrada para impor esta restrigdo de
desigualdade sobre a varidvel interna Aq foi uma verificagdo prévia da ocorréncia ou ndo de
passo plastico no incremento, a exemplo do realizado em Fancello et al (2008) para modelos

de viscoplasticidade. Este procedimento ¢ apresentado em detalhes na Secao 3.5.3.

Por ora, com o intuito de manter o foco no procedimento de extremizagdo do pseudo-
potencial incremental, assume-se que ocorra plastificagdo no passo. Assim sendo, as

condicdes necessarias de otimalidade com relag@o as varidveis internas devem ser satisfeitas.
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A analise e discussdo destas condi¢cdes de otimalidade de primeira ordem ¢ o assunto dos

proximos itens.

3.5.1. Minimizac&o com respeito as autoprojecoes M;

O procedimento de minimizagdo com respeito as autoproje¢des M; apresentado a
seguir ¢ analogo ao apresentado em Fancello (2006) para um modelo viscoeldstico e em

Vassoler (2007) também para modelos viscoplasticos.

As condigdes necessarias de otimalidade com relagdo as autoproje¢des M; sdo dadas

pela estacionariedade da fun¢do Lagrangeana £ em relacdo a estas variaveis:

oL
oM,

[6M;]=0, i=123 VM€ Sym (3.54)

O tnico termo da fungdo Lagrangeana que depende de M; ¢ o potencial elastico
isocorico A@®, uma vez que, como demonstrado na Se¢do 3.1, é possivel representar o tensor
de Cauchy-Green a direita isocorico elastico (C®) com as mesmas autoprojegdes do tensor
velocidade de deformagdo plasticas (DP). Para tanto, retoma-se a defini¢do do tensor

logaritmico elastico:

3 3

€= Z g ES = ePT — AtDP = &P' — Aq Z q;M; (3.55)
j=1 j=1
0%l _ ge 0L _ 4 (3.56)
gge 1’ om, 44 '

Para a direcdo M;, por exemplo, escreve-se:

oL
oM,

dA@°
[8M1] == W. 8M1 + zyl(Ml. 8M1) + YZ (Mz. 8M1) + Y3(M3. 8M1) S 0 (3.57)
1

VoM, € Sym
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Como as variagdes OM; sdo arbitrarias, desde que respeitem a condi¢do de simetria,
pode-se toma-las iguais a M;, M, e M3, de forma que se obtém as seguintes expressoes para

os multiplicadores de Lagrange:

dA@®
1
dA@°
YZ = — aMl .M2 (359)
dA@®
Y3 = — aMl .M3 (360)

A condigao de otimalidade com relacao a M; fica entdo reescrita:

e

oL 00g° _ (0A¢° 0@
o oMl = —< . )M —(—.M)M
aMl [ 1] aMl aMl 1 1 aMl 2 2
dA@° (3.61)
— (6M1 .M3)M3] .6M; =0
Usando a regra da cadeia, abre-se o termo aA(Pe:
1
aA(Pe - aA(pe 68]? o€ 3 aA(pe
_ el _ 0A@°
OM; L 0¢° 0g°OM; Z dee Ej |Aqq, (3.62)
j=1 ) j=1 ]
E por fim, obtém-se:
oL 3 PN 3 AGE 3 oA¢°
oM [8M1] = —68? E]e — Za—se (E]e Ml)Ml — 5e° (E]e MZ)MZ
! j=1 J j=1 ) =1 j
(3.63)

3

dA@®
— Z?(Ef.ms)m] 8M; =0
=t )

V8M; € Sym

O mesmo ¢ feito para as dire¢des M, e M3, completando as condi¢des de otimalidade

com relacdo a todas as autoprojecdes. Fica entdo claro, levando em consideragdo as
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propriedades de ortogonalidade das autoprojecdes, que as equagdes resultantes serdo

satisfeitas quando E{ = M;. Em outras palavras, as autoprojegdes M; que otimizam a fungdo

Lagrangeana sdo as mesmas do tensor de Cauchy-Green a direita isocoérico elastico (C®), o

que confirma a hipétese de colinearidade entre os tensores C¢, DP e CP" suposta na Segdo 3.1.
3.5.2. Extremizacdo com respeitoa q;, Aqe T

Admitindo satisfeitas as condi¢des de otimalidade com relagdo as autoprojegdes M;,

pode-se escrever uma versao reduzida da funcdo Lagrangeana, fungdo apenas das variaveis

internas restantes:

3 3
3
£(05,80,T) = W(Caari Cn, A, T) + (Z qi) +p <Z ai* - 5) (3.64)
1 i=1

i=

A tnica parcela da energia livre de Helmholtz que depende de g, via sua dependéncia
com relagdo a €7, é energia elastica isocorica (A@®). Assim, utilizando a Equagdo (3.24) que
relaciona a deformacao logaritmica elastica as variaveis internas, as condi¢des de otimalidade

com relagdo as diregdes de fluxo plastico g; sdo dadas por:

oL
r=—=020, i=1,2,3 3.65
i (3.65)
aq;
0L AW v apa =0y apg = 0 3.66
Ap®
ri = — P Aq+ A+ 2Bq; =0 (3.67)

A condicdo necessaria de otimalidade com relagdo ao incremento de deformacdo
pléastica acumulada Aq envolve, além do potencial eldstico isocérico, também o potencial
plastico (A@P) e o pseudo-potencial dissipativo (s):

=——=0
f4 JdAq

(3.68)
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0L OAW Ty 1 9% o 0A¢° 0cS L 08P Toys O _

= 3.69
0Aq 0Aq T, At taAq -t de®; 0Aq 0Aq T, 0Aq 0 (3:69)
1=

S0AQS  OAQP | T, O
qi + + =
- 0e®; JdAq T, 0Aq

i=

ry, =— 0 (3.70)

Como ja exposto, o fato de admitir o processo adiabatico traz como conseqiiéncia a
consideragdao da temperatura como variavel interna adicional. Processos internos sdo os
responsdveis pelas mudangas de temperatura. Assim, deve ficar claro que ndo ha como
considerar, dentro da formulacdo proposta, um carregamento térmico imposto, da mesma
forma como ndo se pode impor um grau de plastificagdo a um determinado ponto do material
como carregamento. Isto sé seria possivel se a temperatura tivesse a natureza de variavel
independente, porém o computo da temperatura ¢ resultado do estado de deformagdes imposto

a cada passo de tempo.

A condicdo necessaria de otimalidade da funcdo Lagrangeana com relacdo a
temperatura constitui uma equagdo de equilibrio térmico local, que deve ser respeitado para
cada ponto. As derivadas das diferentes parcelas da energia livre de Helmholtz com relagdo a
temperatura representam forgas termodinamicas que elas impdem a variagdes de temperatura.
Como na auséncia de fluxo de calor e geragdo local de calor, toda a dissipagdo se da sob a
forma de dissipacdo viscoplastica, a equacdo seguinte passa a ser andloga a forma entrdpica

da primeira lei da termodinamica para cada ponto material:

oL
re = =0 (3.71)
0Th41

0L AW Aq Oy
_ Fpn +2a09 (3.72)

0Th+1 0Thia 0 T, dAq

0Ag®  O0AQP  dAeP AV Aq oy

= ——— =0 3.73
's (aTn+1 " aTn+1 " aTn+1 " aTn+1 ponn " Tn aAq ( )

Finalmente, é necessario definir as condigoes de otimalidade com relagdo aos
multiplicadores de Lagrange que ajudam a impor as restrigdes de igualdade sobre as outras
variaveis internas. Assim, as condi¢des necessarias de otimalidade com relacdo aos

multiplicadores A e  sdo:
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oL
r6=a=2qi=0 (3.74)

r7=—=2qiz——=0 (3.75)

A representacdo completa do problema a partir da fungdo Lagrangeana precisa da
inclusdo da restricdo de desigualdade sobre Aq e uma condi¢do de complementaridade que
relaciona a plastificagdo ou ndo durante o passo com a avaliacao da condi¢ao de otimalidade

com relagdo a Aq (ry).
rg=Aq =0 (3.76)
rg =r,Aq =20 (3.77)

Como comentado anteriormente, porém, a identificagdo da plastificacio ou nao
durante o passo ¢ feita alternativamente, a partir da avaliagdo da condi¢do de otimalidade r,

para Aq = 0. O procedimento ¢ explicado em detalhes na Segdo 3.5.3.

O conjunto das condi¢des necessarias de otimalidade de r; a r; constituem um sistema
ndo-linear de equagdes de onde se retira os valores das varidveis internas que otimizam a
funcdo Lagrangeana. A constru¢do do procedimento de Newton usado para a resolugdo deste
sistema, que so faz sentido quando se tem um passo plastico, ¢ apresentada na Secao 3.5.4,
fechando a descricdo dos principais detalhes do procedimento de extremizacdo do potencial

que rege o problema viscoplastico termomecanicamente acoplado.
3.5.3. Identificacédo de passo plastico

Do ponto de vista operacional, ¢ conveniente distinguir os incrementos de deformacao
puramente elasticos daqueles em que existe plastificagdo (produzindo Aq > 0). Quando o
passo ¢ elastico, tem-se que Aq = 0 e a extremiza¢do com relagdo as variaveis internas deixa
de ter sentido. Resta apenas a maximizac¢do com relagdo a temperatura. Se, pelo contrério, o

passo ¢ plastico, sabe-se que o Aq 6timo € estritamente positivo. Para identificar qual a
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natureza do incremento (elastico ou plastico), € necessario avaliar a variacdo do Lagrangeano

em relagdo a variavel Aq, como discutido em Fancello et al (2008).

Existe passo plastico se se identifica uma dire¢do de escoamento para a qual a

. = ~ . . aL
derivada da fun¢do Lagrangeana com relagdo a Aq é menor ou igual a zero (ry = 98q <0),

quando avaliada no ponto de incremento plastico nulo (Aq = 0). Isto indica que o minimo do
potencial é obtido para valores positivos de incremento plastico no passo. Para tanto, deve-se
encontrar o menor valor de r, dentre todas as possiveis direcoes de escoamento qj,
respeitando a condi¢do de equilibrio térmico local (representada pela condi¢do de otimalidade

associada a temperatura, 3.73), isto é:

(3.78)

1

S0AGS  AQP | Toyy OF
qi + +
— 0e®; 0Aq T, 0Aq

r4|Aq=0 = min (—
gi
Aq=0

sy = (2297, 0B0P | 99" OGN (3.79)
's fa=o ™ arI‘r1+1 arI‘n+1 aTr1+1 arI‘r1+1 ponn B '

As condigdes de otimalidade deste problema podem ser escritas com o auxilio de uma

funcao Lagrangeana L, incorporando as restri¢gdes sobre as varidveis internas qj:

E(Qi;Aq, Tn+1)|Aq=0
L R P AW AN
- (‘Z 0e®; %+ 0Aq * Ty 6Aq> +k<z qi)
i=1 =1
’ 3
+ B(Z qi® — 5)
i=1

_|[/0Ae® 0AQP aA@h avam> l
i tor . e, + pon
I(61h+1 aTn.|-1 615+1 aTh+1 0'ln

(3.80)

As condi¢des necessarias de otimalidade desta funcdo Lagrangeana L com relagdo as

diregdes de plastificacdo q; sdo dadas por:

0L 0Ag® T 408 _ 0%A¢®
Bqi YaT dee;

O_qi B aeei

Aq 0, =123 (3.81)

Agq=0
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A condic¢ao (3.81) pode ser resolvida de forma analitica. Esta operagao ¢ detalhada em
apéndice, e leva a determinacdo das dire¢des q; que satisfazem as condicOes necessarias de

otimalidade do problema de verificagao de plastificacao.

dAp®
0¢€,
TH (3.82)

dA@®
0¢¢,

=
Il
N W

Onde sdo usadas as seguintes defini¢des:

dAp® 0Ae® 1 [0A¢°
dee, - 0e¢; 3 r(@ee]- (3-83)
dA@®
‘ —| = (3.84)
€

Por outro lado, a condi¢do (3.79) identifica a temperatura T,,; consistente com o

provavel passo elastico, sendo resolvida a partir de um procedimento simples de Newton.

De posse de um valor de temperatura consistente com um passo elastico (lembrando
que variagdes de temperatura na faixa elastica sdo permitidas devido ao acoplamento
termomecanico nos potenciais volumétrico e eldstico isocorico) e de expressdes para as
direcdes q;, retorna-se a condicao de otimalidade r, e avalia-se o seu sinal. Um passo plastico

ocorre quando:

JdA@®
dAQ® de® AP T, oy
f o) 080" T 00 (3.85)
68 2 |(0A¢® 0Aq T, 0Aq
0e€,

Fancello et al (2008) observam que o primeiro termo da equagdo acima corresponde
ao tensor de tensdo de Mandel (op), de modo que na pratica se estd comparando a tensdo
gerada se o passo fosse totalmente elastico com a tensdo necessaria para entrar no campo
plastico (que inclui contribui¢des do potencial de encruamento e do potencial dissipativo).
Usando a seguinte definicdo para o tensor de Mandel, ¢ possivel reescrever a equagdo de

avaliacdo de plastificacdo de maneira mais compacta:
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3 ||0Ap®
o= 5|5 (3.86)
dAQP Thiq OP
oy + 220 i1 W) (3.87)
0Aq rg=0  In 0Aq Ag=0

Se o passo for elastico, a temperatura ¢ atualizada e todo o incremento de deformacgao
¢ considerado elastico. Se for identificado um passo pléstico, entra-se no processo de
extremizacdo com relacdo as varidveis internas. A temperatura ¢ entdo determinada junto com

as restantes variaveis internas.

O procedimento detalhado nesta se¢do ¢ uma forma de resolver o problema de
restri¢ao de desigualdade sobre a varidvel interna Aq através da separagcdo em dois problemas
mais simples: um de identificagdo de passo plastico e outro para o calculo dos novos valores

de varidveis internas no caso de plastificagdo confirmada (detalhado na sec¢ao seguinte).

3.5.4. Identificacdo dos valores 6timos das variaveis internas

Uma vez determinado que o passo ¢ plastico, ¢ possivel eliminar as condi¢des rg € ro,
associadas a restri¢do de desigualdade sobre Aq. O conjunto de equagdes restantes (r; a r;)
pode ser resolvido mediante uma técnica simples de Newton, com o cuidado de que no

processo iterativo a variavel Aq nunca assuma valores nao-positivos.

De forma esquematica, o passo k do procedimento de Newton utilizado para atualizar

os valores das variaveis internas a partir de estimativas iniciais ¢ expresso como segue:
KXAR = —rK (3.88)
XK = K + AX (3.89)

Onde o vetor XX é o vetor das varidveis internas, o vetor r¥ é o vetor residuo ¢ a matriz KX é a
matriz simétrica (obtida pela derivada das condi¢des de otimalidade com relacdo as variaveis

internas) dada como segue:
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[ K11 0 0 Hl Nl 1 2q1 ]
0 K,, 0 H, N, 12q,
0 0 KszzHs; N3 1 2q3
K<=| H;, H, H;H, N, 00 (3.90)
N, N, NN, N 00
1 1 1 0 0 00
12q; 292 293 0 0 00
92A¢°®
c=———Aq%2+ 2B, i=1,23 3.91
11 agel agel q B 1 ( )
9%Ao® 0A¢° _
Kis = Ky = WAQ% TG T H;, i=123 (3.92)
9%A¢® _
Kis = K5 = — 5. 9T Ag=N; i=123 (3.93)
1
Kig=Kg=1 i=123 (3.94)
Ki; =Ky = 2q;, i=123 (3.95)
0%A¢° 02A¢° 1 (Thp1\? 0%
Kas = P g+ —( ““) v H, (3.96)
0e®; 0¢®; 0AqdAq At\ T, / 0Aq?
92A¢® 92A¢° 1 (Tyi1\ (Aq\ 0
Kys = Kgy = — - — )(—) =N 3.97
4T 9%, 0T 1 T 9aq 6T+At< T, /\T,/0Aq2 ~ * (357
020" 92A¢°  9%AgP  32A¢™\ 1 /Aq\? 0%
S et A A A —(—q) Y _ N, (3.98)
T2 aTz ' 9Tz ' aT2 | At\T,/ 9AQ?
11 7 SCIERD
I dz
Irs ds
rk = r4. )_(k = Aq (399)
I's Tht1
I'e A
LI'7] L B

Em se tratando de um procedimento iterativo, sdo necessarias estimativas iniciais para
as variaveis internas. Uma op¢ao conveniente ¢ utilizar as dire¢cdes q; € a temperatura T,
calculadas na verificacdo de passo plastico, além de um pequeno valor inicial para Aq,
permitindo a determinagdo das derivadas do pseudo-potencial dissipativo. Os multiplicadores

de Lagrange A e 3 sdo inicializados nulos.
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Uma vez encontrados os valores 6timos das varidveis internas ao final do passo de
carga, usa-se a forma entrdpica da primeira lei da termodindmica dada pela Equacdo (2.98),
aproximada por diferengas finitas, para calcular o novo valor de entropia. Lembrando que o
presente trabalho trata do caso adiabatico, e que se considera que os processos dissipativos
independam da taxa de deformagao F, tem-se:

At/ Aq
Nn+1 =Nn T T. (qJ,Aq-E) =1 + At Djp¢ (3.100)
n

3.6. Célculo da tensao

Todo o procedimento de determinagdo dos valores das variaveis internas foi detalhado
na Sec¢do 3.5. Uma vez conhecido completamente o estado do material ao final do passo de
tempo, usando as propriedades hiperelasticas da formulagdo variacional empregada, ¢é

possivel calcular o valor atualizado de tensao ao final do passo.

Assim sendo, retomando as defini¢des (2.94) e (3.44), para o instante n+1, pode-se

escrever a seguinte expressao para o primeiro tensor de tensao de Piola-Kirchhoff:

0¥(C,.1:C,,0,, T
Pn+1 — 2Fn+1 ( n-l—alc n’dn n) (3101)
n+1

A dependéncia do pseudo-potencial incremental ¥ com relacdo a deformacgdo total
C,+1 se manifesta apenas nos potenciais elasticos, volumétrico e isocdrico. As outras parcelas
foram todas definidas com relacdo as variaveis internas, de forma que sua influéncia esta
implicita dentro do processo de extremizacdo expresso em (2.94). Levando em conta uma
separagdo das deformagdes C,,; em parcelas volumétrica (representada pelo Jacobiano J) e

1socorica (C,41), desenvolve-se a expressao de atualizacao de tensao:

980°(€ns1) 9Cnss 389" Unr) a’““) (3.102)

Pyiy = 2F =
e e < acn+1 aCn+1 a]n+1 aCn+1

Usando as expressoes a seguir, apresentadas na Secao 2.4, onde J ¢ o tensor identidade

de quarta ordem,
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aC 2 1
%=]‘§ j—§C®C‘1 (3.103)
aa_é _ %C—l (3.104)

chega-se a expressao para o primeiro tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff a seguir. Omitem-se

vol

as dependéncias de Ap® e Ag

_2[0A®  1[0A¢° _
Py = 2F 4 (]n+1 3[ __< :Chs1 ) Chsr !

, por simplicidade de notagao:

aC\n+1 3 aén+1
A vol
a](p L‘Tﬂcnﬂ‘l) (3.105)
n+1

2 aA(pe aA(pVOI »
= Fyt1(Jnsr 3DEV| 2 ¢ + 9] Jn+1Cnta
n+1

a n+1

Onde se usa novamente a definicdo: DEV(A) = [A - g(A: C)C‘l].

6Aq)e OAgoVOI
P €
0Ch+1  OJn+1

Resta apenas abrir os termos para chegar a expressao final de atualizacao

da tensdo no instante n+1. Para tanto, retoma-se a definicdo do tensor de Cauchy-Green a

direita preditor:
cpr = fer fer = FPIC,, PP (3.106)

A derivada do potencial elastico isocorico ¢ dada por:

dAp® dAe® OCPT dAe® 1 [0C _
N Yoy S A Yy I A T<A—n+1[8C]>F§’ ' vsCadm  (3.107)
FTo acPr ' aC.,, PG FTo
080" _ o= (9407 o (3.108)
9C,.; © \aCer) " '
Onde:

A0S <0 0AG AT, o AAg" cor
aCpr B = ocPr; aCpr B £ OcPT; :

(3.109)

1= i=1

Assim, tem-se finalmente:
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3 3

0A¢° p-T 0A@® p-1 _ p-T oA 1 p-1

Crrr (Za—E =R Qg aen R GO
1

i=1 i=

A derivada do potencial elastico volumétrico ¢ dada por:

aA(onl
a]n+1

= (K(Tn+1) — 3Koa(Ty4q — To)) 1 0nea) (3.111)

]n+1

Esta e as outras derivadas de todas as parcelas que compdem o pseudo-potencial
incremental utilizadas durante o procedimento de extremizagao sdo apresentadas em apéndice,

a titulo de consulta.
3.7. Tensor material

Uma das principais vantagens de uma formulagdo variacional para o problema termo-
mecanico acoplado de viscoplasticidade, como destacado por Ortiz ¢ Stainier (2008), ¢ a
garantia de operadores tangentes (e portanto, um tensor material) simétricos. Formulacdes
classicas do problema termo-mecanico acoplado ndo apresentam esta propriedade, que

proporciona uma implementagdo com menor custo computacional.

Admitindo uma estrutura variacional, em que se pode derivar a tensdo de uma fungdo
potencial, o tensor material (C) pode ser definido como a variagao total da tensdo com relacao

a medida de deformagcdo (C, ;1)

d oW d [0dA¢®
C=— — = — - (3.112)
an+1 aCn+1 dCn+1 aCn+1

Abrindo a expressdo em notagcdo de Einstein, considerando um estado preditor de

deformagdo CP', chega-se a Equagdo (3.114):

cer = fP7'¢,,, P (3.113)

(3.114)

L afong®\_ a (ongfocmmy _ a4 (0ne® 0Tk o
ijkl — del

dC \ 93, oC a0y )~ del \aek: a8y ) 9t
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n ~ap—1 .. , 4 . . o
Chamando f*" = FP ~ e suprimindo o indice n+1, continua-se a abrir a expressio

acima.

d aot [0(fECtEM)\ (o (R e )

Ciig = — — — —
L T aC;; aCy
d 0A¢°
= finfo (——) £ e Jesis
APr AQADPT t rsijYuvkl
rm-up dcpq aCmt st “vq

_ gon p“( d aA(pe> pn ¢pn (3.115)

im “kp dcgaacg::c jt "lq

A avalia¢do da variagdo total com relagdo ao estado preditor CP' envolve entdo uma
parcela puramente mecédnica e outra mista, termo-mecanica, considerando a varia¢do da

temperatura com as deformacgoes.

d 0Ag® 0 0A¢° 0 dAg® OT

- 3.116
dCprr 9€pr  aCprr 9Cpr ~ AT ACpr 9Cpr ( )

Utilizam-se coordenadas espectrais do estado preditor, ¢ a relacdo entre o tensor de

Cauchy-Green a direita e o tensor de deformacao logaritmico:

CPr = cPr.EPT, (3.117)
1
ePr = 51n CPr = ¢Pr.EPT, (3.118)
1
e, = Eln cPh; (3.119)

Assim, o argumento da derivada total na Equagdo (3.116) pode ser aberto usando o

r
Pr — ge _

estado preditor usado anteriormente na constru¢do dos potenciais (lembrando: g J

Aq gj):
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3 3 3
0A@® _ 0AQ°® AcPT; _ 00¢° pr _ 0AQ°® 0e®; 0ePT; or.
acPr 4 OcPT,; aCpr — Laocpr, T 1 4 0c%; 0P} OcP; '

1= i=1 i=

(3.120)

A parte da Equacdo (3.116) devida as contribuigdes puramente mecanicas (primeiro

termo do lado direito) fica entao:

0 (0A0° 1 \  0%A¢° 1 09he° 1 5
anr]' aﬁei chri N 6eei anr]' 2Cpri aﬁei Z(Cpr]_)z i

d2A¢® < 0e®; > 1 0Ap° 1

— _ Sis
e. e. r. I.~pr. e. 27
0e®; 0e®; \ 0eP; | 4cPTicPT;  0e€y Z(Cpr]_)

(3.121)

Enquanto a segunda parte, devida a influéncia das variagdes de temperatura sobre as

variaveis de deformagao, caracteristica do modelo termo-mecanico acoplado, fica:

9 (3h¢° =i 0 (98¢° 0c%; 0P >\ 920¢° < 1 ) 5122)
JdT \ OcPr aT 68‘“’1 aEprianri i 6Tasei ZCpri .

i=1 i=

Em resumo, o tensor material toma a seguinte forma:

Cijla = fi‘;:flf;‘(MEc + TERM)f].‘t’“flg“ (3.123)

Onde a parcela mecanica ¢ dada por:

MEC = 0 (00 | 0%A¢° [ 0c% 1 dhe® 1 5 | gor 3124
_GCPF E)CPF B Osei aaei aspr]- 4CpriCprj aeei Z(Cpr]_)z g J ( )

E a parcela acoplada termo-mecanica ¢ dada por:

TERM = 0 (94¢97\ T _ 3 aZA(Pe< 1 ) or (1 EPT (3.125)
_OT aépr GCPF_ : 16T68ei 2Cpri aaprj ZCprj J '
1=

08 aT
aepr; © gepry

A fim de obter as derivadas monta-se um sistema nao-linear a partir das

condi¢des de otimalidade do pseudo-potencial incremental, apresentadas na se¢do anterior
(egs. (3.67), (3.70) e (3.73-75)). Isto ¢ feito em detalhes em apéndice, onde se demonstra que

¢ obtida a mesma matriz K que apareceu durante a etapa de minimizagao do potencial.
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3.8. Resumo das operacoes

Recapitula-se agora, de forma “algoritmica”, as operacdes efetuadas para a resolugao
do problema viscoplastico adiabatico termomecanicamente acoplado dentro do modelo
proposto. De posse do conhecimento completo do estado termodinamico do corpo em um
instante n (F,, F¥, qy,, Ty, Nn conhecidos), a partir do passo de carga (em um procedimento de
deformacdes impostas, representado por um F,,; imposto), passa-se a seguinte lista de

operacoes:

1. A partir de F,; e de F? determina-se FP";

2. Determina-se se houve ou ndo passo plastico através da avaliagdo da condicdo r, para
Aq = 0 (3.78);

3. Se o passo ¢ elastico, o tensor preditor coincide com o tensor ao final do passo

(Fn+1 = "pr' Fp

1l = FY), e os valores das varidveis internas de deformacdo ndo

mudam. A temperatura ¢ atualizada através da avaliagdo da condicdo rg para Aq = 0
(3.79) e passa-se para o incremento de carga seguinte, apos o calculo de tensdes
através da Equagdo (3.105);

4. Se, por outro lado, identifica-se a ocorréncia de um passo plastico, as dire¢des q; da
Equacao (3.82) e a temperatura T,,; da Equacdo (3.79) sdo usadas junto com um
valor positivo arbitrario de Aq como estimativas iniciais para as variaveis internas,
dentro do procedimento de Newton das Equacdes (3.88-99).

5. Encontrados os valores oOtimos das varidveis internas, determina-se o tensor de
deformagdes plasticas ao final do passo de carga Flf +1 @ partir do mapeamento
exponencial das varidveis internas, como indicado em (3.16);

6. Determina-se o valor da entropia ao final do passo n,41 a partir de uma aproximacao
por diferengas finitas da primeira lei da termodindmica em forma entrépica (Equacao
3.100);

7. A tensdo € calculada a partir de (3.105), e passa-se ao passo de carga seguinte, com 0s

valores n+1 admitindo o lugar dos valores n.
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4. Resultados numéricos — aplicacdo do modelo

Este capitulo apresenta resultados numéricos da aplicacdo do modelo proposto para o
problema de viscoplasticidade termomecanicamente acoplada. O objetivo central ¢
demonstrar a capacidade de descricio de variados comportamentos materiais. Materiais
metalicos e poliméricos sdo simulados em diferentes casos de carregamento, e, além da
caracterizagdo mecanica via curvas tensdo-deformacgdo, as caracteristicas de acoplamento
termomecanico, como mudangas de temperatura e entropia durante processos de deformacao

controlada, sdo acompanhadas.

Na Secdo 4.1, apresentam-se as propriedades dos materiais utilizados nas simulagdes.
Passa-se, entdo, na Se¢do 4.2, a simulagdo de tracdo uniaxial dos materiais, gerando as curvas
de tensdo-deformagdo caracteristicas. A implementagdo ¢ realizada em GNU Octave. A
capacidade de representacdo de uma variedade de comportamentos mecanicos diferentes €
explorada. Na Secdo 4.3, a partir de um material base, ¢ desenvolvida uma analise da
sensibilidade do modelo a variagdo de alguns de seus pardmetros. As caracteristicas de
acoplamento sdo evidenciadas e se busca interpretar o comportamento observado. As
caracteristicas de histerese dos materiais viscoplasticos termomecanicamente acoplados sao
exploradas brevemente na Sec¢do 4.4, onde sdo apresentadas simulagdes de carregamentos
ciclicos. Por fim, estendendo o modelo para casos tridimensionais, na Se¢ao 4.5 apresentam-
se simulacoes realizadas em Metafor, um software de elementos finitos educacional,
desenvolvido na Université de Li¢ge, na Bélgica. Foca-se na influéncia da taxa de deformagao

e da temperatura sobre o comportamento de estriccdo de um corpo de prova de tracao.
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4.1. Propriedades materiais

4.1.1. Liga de aluminio 2024-T3

O primeiro dos materiais metalicos simulados ¢ a liga de aluminio 2024-T3.

Caracteriza-se pela independéncia da taxa de deformagdo (ndo se podendo, a rigor, falar em

material viscoplastico), o que ¢ conseguido, dentro do modelo proposto, anulando um

conjunto de parametros do pseudo-potencial dissipativo. Resta apenas a tensdo caracteristica

o, que introduz uma dependéncia linear com a deformacao plastica, essencialmente um termo

de encruamento linear extra. Permite-se ainda, através do pardmetro w,, um comportamento

de amolecimento com o aumento de temperatura.

As propriedades materiais que caracterizam a liga de aluminio 2024-T3 sdo

apresentadas na Tabela 4.1. Adota-se o modelo de Hencky para o potencial elastico isocorico

(caracteristica de comportamento metalico). O potencial plastico é composto por uma tensao

de escoamento (Z,) e por um comportamento de escoamento exponencial (representado pelos

parametros pP e aP).

Tabela 4.1 — Conjunto de potenciais e propriedades materiais da liga de aluminio 2024-T3,
independente da taxa de deformacéo (T, = 293K) [Fonte: Stainier e Ortiz (2008)].

Potencial Formato empregado Coeficientes
o [K™1] 24,7.10°
910, ) = = (K(T) = 3Koa(T = Tp))(In())’
¢@"°! T2 K, [GPa] 71,7
K(T) = Ko — Ky(T — To) Kl [GPa] 0,0
3
i [GPa] 27,5
o° 9% (e, 25,65, T) = u(D) ) (&)’ 0
=1 GPa 0.0
u(T) = po — s (T = Tp) b 27kl ’
. % (Ty) [MPa] 255,0
@P(q,T) = Zo(T)q + pP(T) |q + — exp(—aPq)
0 [ aP ] o [l/K] 0,0
(Pp 2o(T) = Zo(To)[1 — (T = Tp)]
T uP(T,) [MPa 170,0
KP(T) = pP(To) - o) [MPal
’ aP 12,0
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c [/ 875,0
T 0 5
" @"(T) = poCo [(T —To) — TlOgT_O] [ ke K]
o [kg/m?] 27800
GI(TO) [MPa] 125,0
—{[Taps A Tosq A
v (( ) T) =0, (5 5) o [kl 0,0007
Y 1 b’ 4,0
6,(q,T) = 0y (T)(1 + B +,(D[1 — exp(~d'q)]
61(T) = 03 (T)[1 — 04 (T = Ty)] n 1,0
&,(T) [MPa] 0.0

4.1.2. Liga alfa-titanio

As caracteristicas viscoplasticas do modelo comegam a ser exploradas com o estudo
da liga alfa-titanio. O material se caracteriza por um comportamento mecanico fortemente
dependente da taxa de deformagdo. A completa caracterizagdo mecanica do alfa-titanio
disponivel no trabalho de Stainier e Ortiz (2008) da suporte a sua simulagdo no presente

trabalho.

Como o material ¢ metdlico, considera-se um comportamento eldstico isocdrico
descrito dentro de um modelo de Hencky (Eq. 3.31). O potencial plastico inclui, além da
tensdo de escoamento, apenas o termo de encruamento exponencial. O pseudo-potencial
dissipativo inclui termos lineares com a taxa de deformagdo (incluidos no termo oy, da
Equacao 3.38) e a parcela classica de Perzyna (termo de o). O conjunto de potenciais

utilizado e os parametros materiais encontram-se na Tabela 4.2 (pagina seguinte).

4.1.3. Tantalo policristalino puro

A formulagdo elaborada para descrever o comportamento dissipativo dos materiais
viscoplasticos (ver Se¢do 3.4) ¢ restrita a alguns tipos de comportamento, como explorado na
secao 4.2 na andlise de sensibilidade. Alguns materiais, porém, exibem comportamentos

dissipativos especificos, decorrentes muitas vezes de processos fisicos caracteristicos. Este € o
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caso do comportamento do tantalo policristalino, que tem a parcela viscosa dependente de um

processo termicamente ativado, como indicado por Stainier e Ortiz (2008).

O estudo do tantalo policristalino se mostra interessante, observada a grande

sensibilidade com relacdo a temperatura de ensaio (como fica claro nas curvas de tensdo-

deformagdo da Secdo 4.2), o que o torna um material que requer uma adequada descri¢ao

termomecanica acoplada.

Tabela 4.2 — Conjunto de potenciais e propriedades materiais da liga alfa-titanio, dependente da

taxa de deformacéo (Ty = 293K) [Fonte: Stainier e Ortiz (2008)].

Coeficientes

Potencial Formato empregado
o [K™1] 8,9.10°
010, ) = = (K(T) — 3Koa(T — To))(In())?
@"°! 2 K, [GPa] 129,9
K(T) = Ko — Ky (T = Ty) K, [GPa] 0.0
3
u [GPa 43,3
o 9°(5,25,25,T) = (D) ) (&)’ o [6F2]
j=1 GPa 0.0
w(T) = po — uy (T = Ty) ul [ /K] ’
) 2 (Tp) [MPa] 75,0
¢©P(q,T) = Z¢(T)q + pP(T) |q + — exp(—aPq)
0 " [ o X ] o [1/1(] 0,0
(Pp 2o(T) = Zo(To)[1 — wo(T — Tp)]
T P(T,) [MPa 120,0
KP(T) = WP (To) - W o) [MPal
° aP 10,0
c [/ 518,0
T 0 b
(Ph @™ (T) = poCo |(T —Tp) — TIOgT_O [ ke. K]
p [kg/m?]
o, (T,) [MPa] 50,0
oy [1/kl 0,0006
((Tas1 Aa\ B Tos1 Aq & [1 1,0
"’((T—HA—J'“) =oGn (4 5) o [/s]
1. m 5,0
(Tmﬂ) m
+ 0 (T | A 61(Ty) [MPa] 300,0
m+1 £
v . o [kl 0,0008
0y(q,T) = 0;(T)(1 + b’ + 6, (T)[1 — exp(—d'q)] o 50
0y (T) = 0y(To)[1 — wy (T = Ty)] '
61(T) = 03 (Ty)[1 = w0, (T = Ty)] n 1,5
61(T) =61 (Tp)[1 — &(T — Tp)] 6,(T) [MPa] 200,0
o [kl 0,0
d' 7,0
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A fim de descrever adequadamente os processos termicamente ativados que
influenciam o comportamento viscoso do tantalo, sdo introduzidas novas equagdes de
evolugdo com a temperatura para a tensdo caracteristica o, € para o parametro £,. Destaca-se
a introdu¢do de uma temperatura caracteristica do material (T, = E,/kg), derivada da relagao

entre a energia de ativagdo (E,) e a constante de Boltzmann (xp).

T
o,(T) = cfv(To)T—0 (4.1)
1 1
£0(T) = &0(Ty) exp | ~T. (3 - T—O)] @2)

O tantalo policristalino puro, assim como a liga de aluminio 2024-T3 e a liga alfa-
titanio, tem seu comportamento eldstico isocorico descrito em modelo de Hencky e o
potencial pléastico composto da tensdo de escoamento e de um termo exponencial de
encruamento. As propriedades materiais necessarias para sua simulacdo dentro da formulagao

proposta sdo apresentadas na Tabela 4.3 abaixo.

Tabela 4.3 — Conjunto de potenciais e propriedades materiais para o tantalo policristalino puro
(To = 298K) [Fonte: Stainier e Ortiz (2008)].

Potencial Formato empregado Coeficientes
o [K™1] 6,6.10°
9"10,T) = = (K(T) = 3Koa(T = T9)) (In())?
@"°! 2 K, [GPa] 206,7
K(T) = Ko — K1 (T — To) Kl [GPa] 0,0
3
i [GPa] 68,9
of 9°(e5,65,65,T) = (D) ) (&) °
j=1 GPa 0.0
() = o — g (T = To) i 77kl ’
. %0(T,) [MPa] 10,0
®P(q,T) = Zo(T)q + wP(T) |q + — exp(—aPq)
’ [+ | oo [Vl 0,015
(Pp 2o(T) = Zo(Tp)[1 — wo(T — Tp)]
T P(T,) [MPa 15,0
KP(T) = 1P (Ty) - W (To) [MPa]
° aP 80,0
c [/ 140,0
T 0 )
(ph ‘Ph(T) = poCo [(T —To) — TIOgT_O] [ kg' K]
p [kg/m3] 16650,0
T —((Tar1 Tos1 A
V[ eleRen) e ooy WPl [ 1258
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+

m+1 T, [K] 4200,0
m 8,3
01 (Ty) [MPa] 210,0

o (@ R
o, (T, n.é_o

6,(q,T) = 63(T)(1 + ') + 8, (T)[1 — exp(—d')]

T
GV(T) = GV(TO)T_O

L o [ 1/l 0,0018
£0(1) = £0(To) exp [ ~Te (5~ - = o
61(T) = 01(T)[1 — w4 (T — Ty)] n' 1.0
61(T) [MPa] 0,0

4.1.4. Material polimérico sem amolecimento

As caracteristicas dos materiais poliméricos também podem ser descritas com o
modelo viscoplastico termomecanicamente acoplado proposto no presente trabalho. Como
comentado anteriormente, o uso de quantidades espectrais para descrever o comportamento
elastico isocorico dos materiais permite o uso de potenciais de Ogden, muito usados no

modelamento dos polimeros.

A fim de demonstrar as diferengas com relacdo ao comportamento dos metais, dois
materiais de caracteristicas poliméricas sdo usados, um sem amolecimento depois da entrada
na faixa plastica e outro com (comportamento caracteristico que decorre do fato das cadeias
poliméricas muitas vezes ndo se encontrarem alinhadas no comego do ensaio, como discutido
brevemente no Capitulo 1). Os parametros adotados ndo correspondem a nenhum polimero
em especifico, tendo sido escolhidos no intuito de evidenciar alguns comportamentos
caracteristicos dos polimeros em processos de grandes deformagdes. Procedimento

semelhante foi adotado no trabalho de Vassoler (2007).

O material sem amolecimento ¢ caracterizado por um potencial eldstico isocérico de
Ogden (Eq. 3.33) de trés termos, considerados independentes da temperatura (p ,=0.0
comportamento plastico do material ¢ descrito usando uma composicao de tensao limite de
escoamento, encruamento linear e um termo de encruamento potencial. E permitida a redugéo

do limite de escoamento com o aumento de temperatura (através do parametro w,). O pseudo-

90



potencial dissipativo segue o modelo cldssico de Perzyna (sendo nulos os pardmetros o; e

~

01).

Tabela 4.4 — Conjunto de potenciais e propriedades materiais do material polimérico sem
amolecimento mecénico na faixa plastica (Ty = 293K).

Potencial Formato empregado Coeficientes
) ) o [K™1] 50,0.10°°
vol —— — — 1
vl ¢*°'(,T) = > (K(T) - 3Koa(T — To)) (In()) K, [GPa] 0.0
K(T) = Ko — K1(T = Tp) Kl [GPa] 0,0
Wi, [MPa] -130,0
uil [MPa/K] 0,0
acy 3,0
5 3 us, [MPa] 190,0
uf (T) a®; 0 ’
@°(g5, 65,5, T) = . [exp(ef)] '—1
o D A N T
us, [MPa] 50,0
ug, [MPa/i] 0,0
as 3,8
%0(T,) [MPa] 10,0
1 5 P (T) 1
@@ =Zo(Na+ 3N + ) Zhm @ o [1/l 0,01
j=1
P £o(T) = So(Ty)[1 — 0o~ Ty)] H(To) 0,05
H(T) = H(Tp)[1 — wu(T = Tp)] Wy 0,0
(1) = 17, (To) - WP (To) [MPa] | 100,0
0
aPy 4,5
G [ 1000,0
" @"(T) = poCo (T = To) — Tlog TI] ol /g d
‘ p [kg/m?] 1000,0
. o, (Ty) [MPa] 7,5
Toet Aq)\m*!
_ = ((Tarabqy ) _ _m (G R) oy [1/x] 0,01
P w(( T, E)‘q'T)m+16V(T)£°< & ) v
& [1/s] 5,0
O-V(T) = cfv(TO)[l - U)V(T - TO)]
m 3,0
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4.1.5. Material polimérico com amolecimento

As propriedades materiais escolhidas para representar o comportamento de

amolecimento mecanico dentro da faixa plastica, caracteristico de materiais poliméricos,

seguem a mesma base das adotadas para o material sem amolecimento. A diferenga esta na

descricao do encruamento, onde ndo se considera mais o termo de encruamento linear e se

consideram trés termos de encruamento potencial, e na inclusdo de dependéncia de

temperatura nos coeficientes da faixa elastica (u3,), a fim de capturar um comportamento

comum dos polimeros, de amolecimento eldstico com o aumento de temperatura.

Tabela 4.5 - Parametros para o material polimérico com amolecimento mecanico na faixa
plastica (Ty = 293K).

Coeficientes

Potencial Formato empregado
o[K™1] 50,0.10°°
10,T) = = (K(T) — 3Koa(T — ) (In(1)?
0! 2 K, [GPa] 10,0
K(T) = Ko — K, (T — T,

(T) = Ko — Ky ( 0) K, [GPa] 0.0
ufo [MPa] -130.,0

ug, [MPa/p] 0,0

acy 3,0
s 3 us, [MPa] 190,0

uf (T) a®; 0 ’

©°(g5,€5,5,T) = < [exp(ef)] ' -1

° Z]Z oy (fowc ) us, MPa/il | 0375
K3, [MPa] 50,0

ug, [MPa/gl 0,0

as 3,8

o (T,) [MPa] 10,0

N 1
W wo [Y/k] 0,01
@@ =5+ Yy =L@ K
i o WP (T,) [MPa] 30,0
¢ £0(T) = So(To)[1 = wo(T = Ty)] 5

n arq 1,2

upj(T) = I»lp].(To)T_O le(To) [Mpa] 4030

P, 1,75
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C ]/ 1000,0
T 0 5
" @"(T) = poCo [(T —To) — TlogT— [ kg. K]
’ p [kg/m3] 1000,0
. oy(Ty) [MPa] 7.5
Tor1 Aqy\ W
_ Tn A . Tn _) 1 0,01
P Llj(( THA_?);q’ T) - mlﬂov('r)so Tt Ov [ /K]
€o [1/ s] 5,0
0,(T) = 0y (To)[1 — wy (T = To)]
m 3,0

4.2. Tracdo uniaxial — curvas de tensdo-deformacéo

Nesta secdo, simulagdes de tragdo uniaxial sdo usadas no intuito de caracterizar o
comportamento termomecanico dos materiais em estudo. Além de observar as curvas tensao-
deformacdo, algumas caracteristicas de acoplamento sdo acompanhadas, especialmente na

forma de curvas temperatura-deformacao correspondentes.

Os ensaios sdo efetuados sobre um elemento de dimensdes unitarias, com um ponto de

Gauss central representativo do volume, para o qual se calculam as grandezas de interesse.

4.2.1. Liga de aluminio 2024-T3

O primeiro material simulado ¢ a liga de aluminio 2024-T3, com comportamento
independente da taxa de deformacdo. Sdo apresentadas as curvas tensdo-deformacdo e
variagdo de temperatura-deformagdo, que mostram boa correspondéncia com os resultados

apresentados em Stainier e Ortiz (2008).
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Figura 4.1 - Curvas de tensdo-deformacao e variacdo de temperatura para uma liga de aluminio
2024-T3 (T = 293K).

4.2.2. Liga alfa-titanio

Outro material considerado por Stainier e Ortiz (2008), ¢ a liga alfa-titdnio. Ao
contrario da liga de aluminio, o alfa-titdnio apresenta caracteristicas viscoplasticas, como fica
evidenciado na familia de curvas tensdo-deformacgdo (e as correspondentes de variagdo de

temperatura-deformacao) para diferentes taxas de deformagao.
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Figura 4.2 - Influéncia da taxa de deformacgdo no comportamento termomecanico da liga alfa-
titnio (Tp= 293K).

Sdo realizadas simulagdes a velocidades de deformagdo baixa (¢ = 0,001s71), alta (¢ =
10000s™1) e intermedidria (¢ = 10s™1), correspondentes a uma grande variedade de

aplicagdes possiveis.

O comportamento termomecanicamente acoplado do alfa-titdnio também ¢ testado
através de simulacdes a temperaturas iniciais diferentes. Como esperado, o aumento de

temperatura leva a reducao dos niveis de tensao.
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Figura 4.3 - Influéncia da temperatura inicial no comportamento termomecanico do alfa-titanio

(¢ =0,001s71).
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4.2.3. Tantalo policristalino puro

A dependéncia de temperatura no comportamento termomecanico acoplado do tantalo

policristalino puro ¢ mais pronunciada que na liga alfa-titanio. Isto fica evidenciado na familia

de curvas tensdo-deformagdo para diferentes temperaturas iniciais de ensaio.
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a
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——-T0 = 598K

0.1

1 i 1
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Deformacao natural

Figura 4.4 - Influéncia de temperatura inicial de ensaio para o tantalo policristalino puro

(£=0,001s71),

Fica evidente também, a diferenca no comportamento viscoso do tintalo policristalino

puro, na comparagao com o alfa-titdnio. Um platd de tensdo ¢ atingido na faixa pléstica, com

encruamento cada vez menor

a me

dida que sobem as taxas de deformagdes. Obtém-se,

inclusive, um efeito de amolecimento com o aumento da deformagdo, para as taxas de

deformacdo mais altas, refletindo os efeitos da crescente variacao de temperatura.
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Figura 4.5 - Influéncia da taxa de deformacdo no comportamento do tantalo policristalino puro

(Tp = 298K).

4.2.4. Material polimérico sem amolecimento

Em contraste com os materiais metalicos apresentados até aqui, a faixa elastica de

materiais poliméricos ¢ geralmente mais longa, e de caracteristicas ndo-lineares. A adocao de
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grandezas espectrais para a descricdo do comportamento elastico isocdrico permite a
incorporagdao do modelo de Ogden, muito usado no modelamento de polimeros. Apresenta-se,
a seguir, um material polimérico sem amolecimento na faixa pléstica. Por apresentar
capacidades térmicas geralmente maiores que os metais, os polimeros tendem a apresentar
menores variagdes de temperatura durante a deformacdo. A dependéncia do comportamento
mecanico com a temperatura ¢ bastante pronunciada, com grandes variacdes nas curvas de
tensdo-deformagdo com pequenas variagdes de temperatura dentro da faixa de aplicacdo dos

polimeros, o que fica claro na familia de curvas apresentada abaixo.

15 T T I | T I T
——T0=293K : : : ; :
——=T0=313K|...... N A el N—— i

o
.
T

o P
A
N
a :

Tenséo de Cauchy [WMFa]
oo

i i i ! i
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 07 0.8
Deformacao natural

Figura 4.6 - Influéncia da temperatura para um material polimérico sem amolecimento (¢ =
0,001s71).

A faixa elastica para as duas temperaturas ensaiadas coincide porque os coeficientes

elasticos isocoricos de Ogden foram considerados independentes de temperatura.

As mudancas de comportamento devidas as caracteristicas viscosas também sao
pronunciadas, como fica claro quando sdo simuladas diferentes taxas de deformacgdo, nas

curvas abaixo.
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Figura 4.7 - Influéncia da taxa de deformacgdo no comportamento de um material polimérico
sem amolecimento (T, = 293K).

4.2.5. Material polimérico com amolecimento

Alguns materiais poliméricos apresentam um comportamento amolecido apds a
entrada na faixa plastica, em decorréncia do desalinhamento inicial das cadeias poliméricas no
interior do material. Com o crescimento da plastificagdo, as cadeias tendem a se alinhar, ¢ o
usual processo de encruamento passa a dominar, com o movimento de discordancias e de

ligagdes entre cadeias poliméricas.

Outro fendmeno comum ¢ a dependéncia de temperatura dentro da faixa elastica,
como foi mostrado na Figura 1.6, no capitulo introdutorio. Os polimeros plasticos tendem a se

tornar menos rigidos com o aumento de temperatura.

Buscou-se modelar estes tipos de comportamento alterando alguns parametros do
material sem amolecimento. Permitiu-se a variacdo com a temperatura dos coeficientes
elasticos de Ogden, além da introducdo de um segundo termo de encruamento potencial

responsavel pela queda dos niveis de tensdo dentro da faixa plastica.
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Figura 4.9 - Influéncia da taxa de deformagdo no comportamento de um material polimérico
com amolecimento (T, = 293K).
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4.3. Analise de sensibilidade do modelo

Os exemplos da Se¢do 4.2 mostraram a capacidade do modelo em descrever uma
grande variedade de tipos de comportamento diferentes. Caracteristicas tipicas de metais e
polimeros foram exploradas. Buscou-se evidenciar manifestagdes do acoplamento

termomecanico.

Contudo, uma idéia mais profunda quanto ao comportamento do modelo proposto no
presente trabalho para materiais viscoplasticos termomecanicamente acoplados em regime
adiabatico pode ser alcancada mediante uma analise de sensibilidade a variagdo de alguns de
seus principais parametros. O enfoque principal recai sobre os parametros responsaveis pelo
acoplamento de comportamentos térmico e mecanico. Sua influéncia sobre o modelo ¢
acompanhada a partir dos resultados de simulagdo obtidos para algumas varidveis de natureza
mecanica (tensdo e deformagdo plastica acumulada) e outras de natureza térmica (temperatura

e variagao de entropia), que sao entdo interpretados dentro de um contexto geral.

Os parametros materiais basicos utilizados foram os da liga alfa-titanio, apresentados
na Tabela 4.2. Simulac¢des padronizadas, com a mesma deformagdo final (¢ = 0,4) e taxa de
deformacdo (um valor intermediario de € = 10s~! para os pardmetros do pseudo-potencial
dissipativo — evidenciando efeitos viscosos — e um valor quase-estatico de £ = 0,001s~* para
os parametros dos outros potenciais), foram realizadas para os diferentes valores dos
parametros de acoplamento. Um a um, os parametros foram variados dentro uma faixa, com o
restante dos pardmetros mantidos constantes. A fim de organizar a apresentacdo de resultados,

enfoca-se cada um dos potenciais que compdem o modelo separadamente.

4.3.1. Potencial volumétrico (¢@'°!)

Dois parametros caracterizam o acoplamento termomecanico dentro do potencial
volumétrico: o coeficiente de expansdo volumétrica a e o coeficiente de variacdo do modulo
de compressibilidade com a temperatura (K;). Em ambos os casos, embora em proporcdes

diferentes, o aumento dos parametros redunda em aumento da compressibilidade do material.
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Em outras palavras, s3o necessarios menores niveis de tensdo para chegar ao mesmo nivel de
deformacao. Com a queda dos niveis de tensdo, os mecanismos dissipativos acoplados sdao
menos representativos e acabam fazendo com que os niveis de temperatura sejam menores,
assim como o aumento de entropia durante a deformagdo. Por fim, com um material menos

rigido, a recuperagdo elastica da deformagdo ¢ maior, de forma que o residuo pléstico

(deformagao plastica acumulada) ¢ reduzido.

Apresenta-se um resumo esquematico, seguido de alguns graficos obtidos a partir dos
ensaios padronizados com diferentes valores de a e K; (este ultimo, ensaiado para valores
positivos — amolecimento com aquecimento — € negativos — enrijecimento com aquecimento,

comportamento apresentado por borrachas, por exemplo).

Tabela 4.6 - Analise de sensibilidade dos parametros de acoplamento do potencial volumétrico.

Variacdo do : Deformacao
Tensao final de Temperatura Variagdo de :
parametro em : : _ plastica
ensaio final de ensaio entropia
estudo acumulada
afl ol TI Anl el
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Figura 4.10 - Sensibilidade da tenséo e da temperatura finais de ensaio para variagdes do

Log de alfa [1/<]

Log de alfa [1/<]

coeficiente de expansdo volumétrica.
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Figura 4.11 - Sensibilidade da variacéo de entropia e da deformag&o pléstica acumulada finais
de ensaio para variagdes de K;.

4.3.2. Potencial elastico isocorico (¢@€)

O parametro material do potencial elastico isocdrico responsavel pelo acoplamento
termomecanico € o coeficiente de variacdo do mddulo de elasticidade com a temperatura (1,

para os modelos de Hencky (3.32), ou pyi’, para os modelos de Ogden (3.34)). Assim como

para o parametro K;, o aumento de p; redunda em materiais menos rigidos com o aumento de
temperatura. Assim, menores tensdes sdo necessarias para se chegar ao mesmo nivel de
deformacdo. Da mesma forma, com menores tensdes, os mecanismos de acoplamento e
dissipagdo sdo atenuados e a temperatura final ¢ reduzida, juntamente com a variacdo de
entropia. Como a recuperagdo elastica ¢ maior, a deformagao plastica acumulada ao fim do

ensaio € reduzida.

Tabela 4.7 - Anélise de sensibilidade dos parametros de acoplamento do potencial elastico

isocorico.
Variagao do : Deformagao
Tensdo final de Temperatura Variagdo de :
parametro em : : _ plastica
ensaio final de ensaio entropia
estudo acumulada
e T ol T! Anl el
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Figura 4.12 - Sensibilidade da tensdo, temperatura, variacdo de entropia e deformacao plastica
acumulada ao final do ensaio para variacoes de p;.

4.3.3. Potencial plastico (¢P)

O mecanismo de acoplamento termomecanico dentro do potencial pléstico, a
semelhanca do que acontece nos potenciais eldsticos volumétrico e isocorico, € a variacao de
coeficientes de encruamento com a mudanga de temperatura. De forma geral, considerando
um comportamento linear semelhante para todos os coeficientes, pode-se proceder a analise
de sensibilidade do potencial plastico a partir do caso representativo do fator w, responsavel
por alterar o limite de escoamento X,. A idéia ¢ entender qualitativamente a influéncia das

variagoes deste tipo de pardmetro sobre a resposta geral do sistema.

O aumento do parametro w, redunda em maiores redu¢des do limite de escoamento
com o aumento da temperatura. Assim, a medida que o material ¢ deformado e esquenta, fica

progressivamente mais suscetivel a deformagdes plasticas. Em outras palavras, aumenta a
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deformacao plastica acumulada ao final do ensaio padronizado. Como a dissipagdo viscosa se

da durante a plastificacdo, o aumento de entropia ao final do ensaio também tende a aumentar.

Como o material esta se tornando mais macio, os niveis de tensdo caem, ¢ com eles os

mecanismos de acoplamento, redundando em menores temperaturas ao final do ensaio.

Tabela 4.8 - Andlise de sensibilidade dos parametros de acoplamento do potencial plastico.

Variagao do : Deformagao
Tensdo final de Temperatura Variagdo de :
parametro em . . : plastica
ensaio final de ensaio entropia
estudo acumulada
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Figura 4.13 - Sensibilidade da tens&o, temperatura, variagdo de entropia e deformacéo pléstica
acumulada ao final do ensaio para variagdes de wy.
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4.3.4. Potencial de acumulacéo de energia térmica (¢")

O principal pardmetro do potencial de acumulacdo de energia térmica que influencia o

comportamento termomecanico acoplado ¢ a capacidade térmica especifica do material (C,).

Ele indica a quantidade de energia necessaria para alterar a temperatura do material. Assim, o

crescimento de C, leva a redugdo da temperatura final de ensaio. Por outro lado, ha um

acoplamento entre a resposta mecanica e térmica. Como fica mais dificil variar a temperatura,

¢ necessario aumentar a tensao para chegar ao mesmo nivel de deformagdo. Como o processo

se da a maiores niveis de tensdo, aumenta a dissipacao de energia, de forma que a variagdo de

entropia ¢ maior. As tensdes mais elevadas, fazem com que a parcela elastica da deformagao

seja maior, reduzindo a deformacao plastica acumulada ao final do ensaio.

Tabela 4.9 - Andlise de sensibilidade dos parametros de acoplamento do potencial de

acumulacédo térmica.

Variacao do Deformagao
Tensdo final de Temperatura Variagdo de :
parametro em pléstica
ensaio final de ensaio entropia
estudo acumulada
CoT ol T An 1T eP
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Figura 4.14 - Sensibilidade da tenséo, temperatura, variagdo de entropia e deformacéo plastica
acumulada ao final do ensaio para variagtes de C.

4.3.5. Pseudo-potencial dissipativo ()

O pseudo-potencial dissipativo, proposto por Stainier e Ortiz (2008) e empregado
também no presente trabalho, possui varios pardmetros que influenciam o acoplamento
termomecanico. Apenas alguns deles sdo analisados, a fim de construir um panorama geral do

comportamento do pseudo-potencial.

Antes, porém, de passar a andlise de sensibilidade propriamente dita, busca-se
primeiramente apresentar os diferentes componentes do pseudo-potencial dissipativo.
Distinguem-se dois termos na Equacdo (3.38): um que varia linearmente com a taxa de

deformacio plastica (fator oy) e outro na forma classica do potencial dissipativo de Perzyna,

com dependéncia potencial da taxa de deformacao plastica (fator o).
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O termo linear oy, por sua vez, ¢ composto por dois termos separados, que dependem
do nivel de plastificacdo acumulada potencialmente (fator o,) e exponencialmente (fator G, ).
Em uma curva tensdo-deformacao, ficam claras as contribuigdes individuais € o termo de o,

completo.
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Figura 4.15 - Composicéo do termo dissipativo linear com a taxa de deformacéo pléastica.
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O pseudo-potencial dissipativo completo, incluindo o termo classico de Perzyna, fica

entdo composto como segue:
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Figura 4.16 - Composicdo do pseudo-potencial dissipativo completo, com termo linear e de
Perzyna.
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Focam-se as analises de sensibilidade do modelo sobre os parametros da parcela de
Perzyna do pseudo-potencial dissipativo. Podem-se estender as conclusdes para parametros

andlogos dentro do termo oy.

Os termos w, (que varia o parametro o, com variagdes de temperatura), €, € m
(expoente de Perzyna), cada um a sua maneira, acabam por influenciar o comportamento do
modelo da mesma forma. Em todos os casos, o aumento dos pardmetros leva a uma reducao
da parcela viscosa. Assim, as tensdes sao menores, € com elas, as temperaturas que lhes sao
acopladas. Como a parcela viscosa cai, cai também o aumento final de entropia ao final do

ensaio. Sob niveis menores de tensdo, a parcela plastica da deformagao cresce.

Apesar de ndo apresentado aqui, 0 mesmo comportamento deve ser esperado para
aumento dos parametros w;, ®; € n’, uma vez que o aumento de cada um deles tende a
reduzir o peso da parcela viscosa. Por outro lado, o aumento de b” e de d” tendem a ter os

efeitos reversos, por aumentarem o peso da parcela viscosa.

Tabela 4.10 - Analise de sensibilidade de termos de acoplamento do pseudo-potencial dissipativo.

Variagao do : Deformagao
Tensdo final de Temperatura Variagdo de :
parametro em . ) : plastica
ensaio final de ensaio entropia
estudo acumulada
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Figura 4.17 - Sensibilidade de tensdo e temperatura ao final do ensaio para variacGes de w,,.
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Figura 4.19 - Sensibilidade de temperatura e deformacéo plastica acumulada ao final do ensaio
para variacdes de m.

4.4. Carregamentos ciclicos — histerese

Tendo em vista o carater dissipativo complexo do modelo viscopléstico
termomecanicamente acoplado, torna-se interessante o estudo do comportamento de histerese
dos materiais. Carregamentos ciclicos cisalhantes e trativos foram usados para representar
esta faceta. Assim como para os ensaios de tracdo da Secdo 4.2, os ensaios foram realizados
sobre um elemento de dimensdes unitarias com um ponto de Gauss central. O material base
adotado ¢ novamente o alfa-titanio, cujas propriedade materiais constam da Tabela 4.2. Assim
como feito na determinacao das curvas tensao-deformacao, sao destacados os mecanismos de

acoplamento.
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Primeiramente, apresenta-se o caso de um carregamento cisalhante ciclico de grandes
deformacdes. E interessante notar como, quando a plastificagio atinge altos niveis, comegam
a ficar cada vez mais evidentes os efeitos de amolecimento com aquecimento. Assim, 0s
niveis de tensdo comecam a cair progressivamente. Representa-se a tensdo equivalente de
Von Mises. Destacam-se as quedas bruscas de tensdo quando da inversdo do sentido de
carregamento. Isto se dd devido ao descarregamento elastico, tendo em vista que se trata de

um processo controlado por deformacao.
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Figura 4.20 - Comportamento ciclico da liga alfa-titanio (T, = 293K).
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Para casos de tracdo ciclica, foi investigada a influéncia da temperatura inicial de
ensaio ¢ da taxa de deformacdo. Deve ficar claro que todas as simulagdes ciclicas
apresentadas, cisalhantes e trativas, envolvem altissimos niveis de deformacao,
provavelmente fora de qualquer contexto pratico, constituindo, contudo, uma boa forma de

ilustrar os efeitos de acoplamento termomecanico.
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Figura 4.21 - Influéncia da temperatura inicial no comportamento ciclico da liga alfa-titanio
(£=0,001s71).
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Figura 4.22 - Influéncia da taxa de deformagéo no comportamento ciclico da liga alfa-titanio (T,
= 293K).

4.5. Caso 3D - corpo de prova de tracéo

Uma vez observadas as caracteristicas do modelo em casos unidimensionais, mais
simples, prossegue-se a apresentacdo de resultados obtidos a partir de sua implementagdo em
um codigo de elementos finitos educacional. O Metafor, desenvolvido na Université de Licge,

na Bélgica, baseia-se em um codigo em C++, dentro do qual foram implementadas as rotinas
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referentes ao modelo constitutivo viscopldstico termomecanicamente acoplado para casos

adiabaticos e sem geragao de calor.

A geometria adotada ¢ a de um corpo de prova padrao para ensaios de tracdo, cujas
simetrias sdo aproveitadas para reduzir o tempo computacional e deixar mais clara a
apresentagdo dos resultados. Os parametros materiais adotados foram os da liga alfa-titanio,

constantes da Tabela 4.2.

Primeiramente, sdo apresentados exemplos ilustrando a sensibilidade do modelo
proposto a taxa de deformagdo, tanto nos campos mecanicos quanto nos campos térmicos.
Extensdes de 10 mm do corpo de prova sdo simuladas a diferentes ordens de grandeza de taxa
de deformagdo. A temperatura inicial simulada ¢ de 293 K. Os efeitos discutidos na Se¢ao 4.3
ficam evidenciados, com o aumento dos niveis de tensdo para maiores taxas de deformagao
(efeitos viscosos) e conseqiiente redugao da plastificagdo acumulada, do aumento de entropia

e dos niveis de temperatura ao final do ensaio.

Posteriormente, ¢ apresentada uma investigagao quanto a influéncia da temperatura
inicial de ensaio sobre o comportamento de estriccdo do material. Ensaios a 10 mm por
segundo sdo apresentados para temperaturas iniciais de 93 K, 293 K e 793 K. Identifica-se o
nivel de estric¢do em dois momentos distintos, com 40 mm e 45 mm de deslocamento total.
Torna-se claro que temperaturas mais elevadas de inicio de ensaio resultam em inicio de
estriccdo mais cedo, evidenciado pela geometria na regido da estriccdo e pelos valores de

tensdo equivalente de von Mises, ali concentrados.
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step 10 t=0.001/0.001 dt=0.0001

N

Av Equivalent von Mises stress Equivalent von Mises siress
9276808 4.055:008 2.20 603 34764008 41464008 4.81e4008  5.48e4008

4.80e+008 5.57e+008 6.34e+008

step 13 1=1/1 dt=0.0252453 step 48 t=1000/1000 dt=5.29242

step 10 1=1e-006/1e-006 dit=1e-007

X,Q Equivalent von Mises stress x Equivalent von Mises stress
2‘5381503 3.14e+008 3.76e+008 4.37e+008 4.98e+008 2. 47e~{]03 3.07e+008 3.67e+008 4.27e+008 4.86e+008

3. 4.

Figura 4.23 - Tenso equivalente de von Mises para taxas de deformacéo de 10° mm/s (1 — max =
634 MPa), 10* mm/s (2 - méx = 548 MPa), 10 mm/s (3 — méx = 498 MPa) e 10 mm/s (4 — max =
486 MPa), para extensdes de 10 mm do corpo de prova.

step 10 1=1e-006/1e-006 dit=1e-007 step 48 1=1000/1000 dt=5.29242

z

Structural parameter /é Structural parameter
00535 0127 0.191 2.19 4.41 6.63

2._

Figura 4.24 — Aumento de entropia para uma extensdo de 10 mm do corpo de prova a 10’ mm/s
(1 - max = 0,255 J/kg.K) e a 10 mm/s (2 — max = 8,84 J/kg.K).
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step 10 t=1e-006/1e-006 dt=1e-007 step 48 t=1000/1000 dt=5.29242

P -
y[i Y Equivalent plastic strain X/L\v Equivalent plastic strain
"1 200009 0.000155 0,000309 0.000464 -0.003126 0.0087% 0.0177 00266

1. 2.

Figura 4.25 — Deformacao pléstica acumulada ao fim de uma extensdo de 10 mm do corpo de
prova a 10’ mm/s (1 — max = 0,000618) e a 10% mm/s (2 — méx = 0,0355).

step 10 1=1e-006/1e-006 dt=1e-007 step 48 t=1000/1000 dt=5.29242

z

o

Figura 4.26 — Temperatura do corpo de prova ao fim de uma extensdo de 10 mm a 10’ mm/s (1 -
méx = 298 K) e a 102 mm/s (2 — max = 303 K).
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la.

step 135 1=4/45 di=0.00635984

step 315 1=4.5/4.5 di=0.00208657

* Equivalent von Mises siress
4.13e+008

5.63e+008 7.12e+008 8.62e+008

1.01e+009

1b.

. Equivalent von Mises siress
2.71e+008

7.23e+008 1.18e+009 1.63e+00% 2.08e+009

2a.

step 90 t=4/4.5 dt=000393739

step 261 1=45/45 di=000175769

. Equivalent von Mises siress
4.11e+008

5.68e+008 7.05e+008 8.53e+008

1.00e+009

2b.

Equivalent von Mises siress
7.83e+008 1.34e+009 1.89e+009 2.44e+009

2.29e+008

3a.

step 51 1=4/45 dt=0.00673549

step 299 t=4.5/4.5 di=00007443

p ~ Equivalent von Mises stress
3.77e+008

5.33e+008 6.89e+008 8.44e+008

1.00e+009

3b.

1.76e+008

Equivalent von Mises stress

8.66e+008 1.56e+009 2.25e+009 2 94e+009

Figura 4.27 - Comportamento de estric¢cdo entre 40 mm (a) e 45 mm (b) de alongamento total do
espécime para temperaturas iniciais de ensaio de 93 K (1), 293 K (2) e 793 K (3). Representacao
dos valores de tensdo equivalente de von Mises.
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5. Discussao e conclusdes

Foi apresentada neste trabalho uma formulacao apropriada para analise de fendmenos
termo-elasto-viscoplasticos em regime de deformagdes finitas. A base teodrica estd fundada na
proposta variacional apresentada por Yang et al (2006) e Stainier e Ortiz (2008) e foi
adaptada para andlise de materiais isotropicos segundo os procedimentos adotados em
Fancello et al (2006), Vassoler (2007) e Fancello et al (2007). Em particular, grandezas
espectrais foram usadas como variaveis internas na descricao das parcelas eléstica e plastica
da deformag¢do. Admitindo a hipotese adiabatica, como em Stainier e Ortiz (2008), indicaram-
se as simplificagdes do modelo termomecanico geral que levam a incorporacdo da
temperatura como uma variavel interna do problema. Toda a formulagdo foi feita de modo
termodinamicamente consistente, de forma que a entropia ¢ atualizada a partir da combinacao

da primeira e da segunda leis da termodinamica.

Dada a caracteristica dissipativa do problema viscoplastico, deu-se destaque a
abordagem incremental com a qual ¢ resolvido. Aspectos da minimizacdo do pseudo-
potencial foram abordados, com a incorporagdo das restricdes sobre as varidveis internas
dentro de uma fun¢do Lagrangeana. Foi construido o sistema nado-linear resultante da
aplicacdo das condi¢des necessarias de otimalidade, base para a determinacdo dos valores das
varidveis internas ao final do passo de carga através da aplicagdo do método de Newton.
Partindo da defini¢cao do pseudo-potencial que descreve o problema acoplado, demonstrou-se
a construcdo do tensor material consistente, posteriormente utilizado na implementagdo

computacional do modelo.

Apés a descricdio completa da formulagdo variacional do problema de
viscoplasticidade acoplada, foram apresentados resultados numéricos da aplicagdo do modelo
proposto. O modelo foi implementado em linguagem GNU-Octave e posteriormente
incorporado a uma estrutura de elementos finitos de cddigo aberto desenvolvido pelos
pesquisadores do Departamento de Engenharia Aeroespacial e Mecanica (LTAS) no
Laboratério de Mecanica Nao-Linear (LTAS-MN’L) da Université de Liége, na Bélgica,
chamada METAFOR. O modelo teve sua versatilidade em descrever diversos tipos de

comportamento termomecanico demonstrada. Tomando parametros caracteristicos de
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materiais metalicos e poliméricos, a resolugao totalmente acoplada do problema levou a uma
descricdo de curvas de tensdo-deformagdo concomitantes a curvas de temperatura-
deformacdo. Foram apresentados resultados de testes de tragdo uniaxial, tragdo ciclica e de
cisalhamento, com destaque para a influéncia de taxa de deformacao e de temperatura inicial
de ensaio sobre a resposta material. Foram realizados ainda testes em trés dimensdes dentro
do codigo METAFOR, nos quais se simulou um ensaio de tragdo de um corpo de prova
padrdo. A influéncia de taxa de deformacdo e da temperatura inicial sobre o comportamento

de estricgao foi evidenciada.

Ao fim do trabalho, parece importante a reflexdo quanto as capacidades e limitagdes

inerentes ao modelo proposto.

Por um lado, o potencial de aplicagdo para uma vasta gama de materiais mostra-se
evidente. A descricdo de ligas metélicas de caracteristicas tdo diversas quanto as da liga de
aluminio T3-2024 (independente de taxa de deformagdo), da liga alfa-titanio e do tantalo
policristalino (com comportamento viscoso determinado por processos internos termicamente
ativados, altamente dependente de temperatura) mostrou-se muito promissora na comparagao
com resultados experimentais em Yang et al (2006) e Stainier ¢ Ortiz (2008). O modelo aqui
proposto ¢ capaz de reproduzir os modelos implementados naqueles trabalhos, de modo que a

compara¢do com resultados experimentais se mantém.

A aplicagdo para materiais poliméricos, apesar de ndo ter sido comparada com
resultados experimentais pela auséncia de identificacdes de parametros para o modelo aqui
proposto, também apresenta-se rica em informagdo relevante. Diversas caracteristicas do
comportamento viscoplastico de polimeros puderam ser modeladas, como a competi¢do entre
tendéncias ao amolecimento logo apds o inicio de escoamento (associado a orienta¢do das
cadeias poliméricas com o carregamento) € ao crescente encruamento na medida em que
crescem os niveis de deformagdo, ambas influenciadas por taxas de deformagdo e
temperaturas iniciais de ensaio, caracteristica de polimeros como o polimetilmetacrilato
(PMMA). Também o comportamento de encruamento continuo apds escoamento,

caracteristica de alguns polimeros como o policarbonato (PC) pdde ser reproduzida.

Apesar de pouco discutidas até o momento, também as limitagdes do modelo merecem

ser destacadas. Estdo relacionadas essencialmente as hipoteses simplificativas adotadas
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durante a fase de construcao do pseudo-potencial incremental, e durante a fase de escolha dos

potenciais para cada uma das componentes da energia livre associada ao problema.

Por construcdo, o modelo implementado tem sua aplicacdo restrita aos casos
adiabaticos, em que se pode desconsiderar a troca de calor dentro do material sujeito a
deformacdo, e dele com o ambiente. A incorporagdo de efeitos de conducdo de calor, por
exemplo, introduziria uma dependéncia da temperatura em um ponto material com o gradiente
térmico em sua vizinhanga. Perde-se, assim, o carater essencialmente local da temperatura, o

que levaria ao abandono de sua consideracdo entre as varidveis internas do problema.

Deve-se destacar, no entanto, que esta restricdo (processo adiabatico) resultou de uma
escolha para facilitar o processo de implementac¢do, ndo decorrendo de uma limitagdo teorica.
A liberagdo desta restricdo implica apenas na eliminacdo da temperatura como variavel
interna do problema constitutivo local, sendo transferida para o problema de equilibrio global,

mecanico e térmico.

O tipo de dependéncia térmica adotada para os paradmetros materiais também pode
restringir a aplicacdo do modelo a certos tipos de material. Foram assumidas dependéncias
essencialmente lineares com a variagdo de temperatura para a maioria dos parametros, desde
tensdes que caracterizam o escoamento € o encruamento, até parametros como os modulos de
elasticidade e compressibilidade. Isto contrasta com o comportamento real de alguns materiais
poliméricos, por exemplo, reconhecidamente ndo-lineares com mudancas de temperatura.
Parametros materiais como a capacidade térmica especifica e o coeficiente de expansdo
volumétrica, considerados aqui constantes com a temperatura, sdo reconhecidamente bastante
variaveis para alguns tipos de materiais poliméricos. Contudo, a incorporacdo de novos
modelos de dependéncia com temperatura parece ser bastante direta, e ndo mudaria a estrutura
proposta para o modelo variacional. Finalmente, deve-se destacar que existem limitagdes
termodinamicas sobre leis de variagdo possiveis em relacdo a temperatura em diferentes
potenciais termodinamicos. Consideracdes sobre este assunto podem ser encontradas em

Holzapfel (2000).

Outros tipos de alteragdes também parecem ser necessarios acaso se deseje construir
um modelo consistente para polimeros em grandes faixas de temperatura. Fenomenos como as
temperaturas de transi¢do vitrea alteram sensivelmente o comportamento mecénico do

material. O trabalho de Richeton et al (2007), por exemplo, propde leis de escoamento para as
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variaveis internas diferentes para as regides de comportamento borrachoso e vitreo dos
polimeros. Na medida em que se adota uma Unica lei de escoamento independente da
temperatura, restringe-se a aplicabilidade do modelo proposto para contextos em que
materiais poliméricos ndo sejam submetidos a algumas de suas transi¢cdes térmicas mais

caracteristicas.

Outra limitacdo intrinseca ao modelo variacional proposto neste trabalho ¢é o
tratamento exclusivo de comportamentos isotropicos. Quando o comportamento mecanico de
algum material for caracterizado como anisotropico, caso de materiais compositos, por
exemplo, o modelo como aqui proposto ndo pode ser aplicado. O tratamento de anisotropia
redundaria em uma reformulag¢do dos potenciais escolhidos para a descri¢do das parcelas de

energia livre.

Neste panorama geral, fica claro que a aplicagdo do modelo proposto para tipos
especificos de materiais (em especial, polimeros) depende de estudos de identificagdo de
pardmetros materiais e de caracterizagdo de sua dependéncia com a temperatura. Devem ainda
ser identificadas as faixas de taxa de deformagdo e temperatura, de forma que a hipotese
adiabatica fosse adequada e que ndo se esperassem transformacdes térmicas durante o
processo de deformacgao. Ainda assim, os resultados das simulagdes mostraram capacidades
promissoras de aplicacdo do modelo para diversos tipos de comportamento material, de modo

que a proposta central do presente trabalho parece ter sido alcangada.

O desenvolvimento dessas potencialidades e a superagdo de algumas das limitagdes

inerentes ao modelo pautam algumas sugestoes para trabalhos futuros.

Visando possibilitar a comparagdo com resultados experimentais para materiais
poliméricos, sdo necessarios estudos de caracterizacdo de propriedades mecanicas e de
acoplamento para materiais especificos dentro do contexto do modelo proposto. A Secao 4.3,
onde se apresenta uma avalia¢do preliminar da sensibilidade do modelo pode dar subsidios e

servir como base para futuros estudos de identificagdo de parametros materiais.

A incorporacdo de processos dissipativos durante a faixa elastica do comportamento
mecanico (viscoelasticidade), uma caracteristica marcante de alguns materiais poliméricos,
também contribuiria para uma descricdo mais precisa de um amplo leque de materiais. Para
tanto, ¢ possivel incorporar o trabalho de Fancello (2006) ao modelo proposto, introduzindo
caracteristicas de acoplamento termomecanico.
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A fim de potencializar a aplicacdo do modelo a faixas maiores de taxas de deformagao,
pode-se pensar na eliminagao da hipotese adiabatica e conseqiiente reconstrucao do pseudo-
potencial proposto. O caminho cléssico de solu¢ao separada do problema de condugao térmica
apos a solucdo do problema termomecanico acoplado (“staggered solution”) parece ser
viavel, por conservar a adequada descricdo dos mecanismos de geragdo de calor local por

acoplamento com a deformacao.

A exemplo do que foi feito por Stainier e Ortiz (2008), ¢ possivel desenvolver um
acompanhamento da fra¢do de conversdo de trabalho plastico em calor prevista pelo modelo
proposto ao longo do processo de deformagdo. Baseia-se em célculos bastante diretos sobre
quantidades ja calculadas pelo modelo, a fim de definir a relagdo que caracteriza o classico
fator de Taylor e Quinney. Seria possivel avaliar se a adogao de um fator constante ¢ razoavel
para diversas faixas de temperatura e taxas de deformacdo, embasando uma avaliagdo de
procedimentos classicos adotados em varios trabalhos, como por exemplo o de Helm (2006),

citado anteriormente.
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Apéndice 1 — Calculo do termo %

di

Detalha-se aqui o procedimento analitico que permite a determinacdo das direg¢des q;

durante a etapa de verificagdo de plastificagdo no passo. Parte-se da seguinte expressao:

oL 0AQ® . _ 0%A¢® _
50 = " Tt 2B T8 T 0, =123 (A1)
3
Z =0 (A.12)
i=1

O tltimo termo se anula, ja que se estd avaliando a condigio de otimalidade de £ com
relagdo as dire¢des q; para o caso de passo eldstico (Aq = 0). Somando as trés equacdes e

usando a restri¢ao de soma das dire¢des q;, encontra-se uma expressao para o multiplicador

de Lagrange A:
3 3 3 3
ZaA(Pe+3X+2*Z ~Z AV S A S (A.13)
A P2~ 2 51065, 29= ~ L e, - "
i=1 =1 =1 i=1
_ 1wahet 1 [0A¢®
I =_ A.l4
A BZ asei 3tr< aSei ) ( )

i=1
Define-se a parte deviatdrica da derivada do potencial elastico isocOrico e reescreve-se

~ oL .
a expressdo para 7 de forma mais enxuta:
i

GAg®  OApS 1 (OA¢E
= ——tr( (P) (A.1.5)
0e® ot 3 dse
oL _ 0he® - - dMg® 1 (0AGS\ . Jhe .
. i =~ 2 = - =0 (A.l6
T PO P +3tr<asei>+23q‘ gee, T =0 (A10

Elevando a expressao ao quadrado, tem-se:
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6A(pe2
0e®,

~ aA(pe ~2
1

Soma-se entdo, novamente, as trés equagoes para fazer uso da restricdo sobre a soma
dhe®

0ce’

das dire¢des q;. Introduzindo ainda o conceito de norma de encontra-se uma expressao

para o multiplicador de Lagrange p:

2

3 —
e
z dh¢ (A.1.8)

e
0e®,

dAp®
de®

i=1

3 AAce TACe
f = lzaA‘P _ |1|04e (A.1.9)
6 4 - 0e®, 6 || 0¢®
i=

\ ~ oL N
Volta-se novamente a expressao para PR encontra-se finalmente a expressdo para as
i

direcdes q; que otimizam a fungdo Lagrangeana £ quando ndo ocorre plastificagdo no passo

S

de tempo.
oL dAp® 1 ||0A®
— = 2 |= =0 A.1.10
aq; 0c®, + ﬂ” dee || 1 ( )
dAp®
_ |3 08
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Apéndice 2 — Derivadas das parcelas componentes do pseudo-potencial

incremental

Potencial elastico volumétrico

0he™ _ ln(l)

9] (K(T) = 3Koa(T — Ty)) (A.2.1)
aZA vol 1—1
a](z BT n0) (K(T) — 3Koa(T - To)) (A.2.2)
IA vol
a(p = —(l m)° ( 3K0) (A23)
aZA(pvol ) azK
A24
S oT? ( n() 9T2 ( )
Potencial elastico isocorico
Modelo de Hencky:
0A
ag(ep = 2p(T)e’ (A.2.5)
E)ZA(pe
ooz = 2H(T) (A.2.6)

aBg° _ ou(D) N

oT 0T
=1

0*8¢° _ 0*u(T) X,

T2~ 0T?
j=1

£, (A2.8)
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02A¢° au(T)
= 2g8, 2
dToee; T

Modelo de Ogden:

dA@®

N
oty = QA o))

N
R GICECHY

i=1

dho° _ ZZ [(exp(e5)™) = 1] ape (D)

(05} aT

0%A¢° ZEN: [ (exp(e° 1) ) - 1] 0%p°(T)

JdT?2 T2

92A¢® ops,(T) o
T, —Z (exp(=%)")

i=1

Potencial plastico

dAQP
T = Zo(T) + H(DAG + WP (D1 ~ exp(~aAa)] + > Mg
j=1
62A(pp aPi—1
v H(T) + pP(T)oPexp(—aPAq) +2upj(T)a"j(Aq) j
j=1
dAQP 0%y (T) 10H(T) aup( )
— - - 7 - p
= o7 A4+ 5 Ag% + [Aq+ exp(—aPAq)
N .
s Z aupj(T) (Aq)ap]+1
OT (ij +1

j=1

(A.2.9)

(A.2.10)

(A2.11)

(A.2.12)

(A.2.13)

(A.2.14)

(A.2.15)

(A.2.16)

(A2.17)
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02AgP  0%Z,(T 19%H(T 0P
L. ol )A AA 24— Ko(T) Aq+—exp( apAq)]

gtz otz 4737z 4 T T2
: dT? (Xp]'+1
j=1
92AgP  95,(T) GH(T)  9uP(T)
_ _ —oP
ahqaT ~ ar T ar L4t 5 1 ew(ePAq)]
M
+Z L (aa)

Potencial de acumulacéo térmica

0" = pyCo (T~ To) ~ Tlog

To
T,
Ap™ = p,Co [(Tn+1 To) — Tn+110g T -+ T, 10gT]
0
0Ag"  0Ae" C log Tn*1
9T _ aT,,,  Po-0 %87
azA([)h azA(P pOCO
aTZ arl-‘r1+1 Tn+1

Pseudo-potencial dissipativo

a n+ A /

aTq; =0,(q,T) + 0y (T) (&)~ m ( T, : Ail)
aleJ 1 n+1Aq =t 1
v = 0y (T) (&)~ /m ( T, At) (E)

(A.2.18)

(A.2.19)

(A.2.20)

(A.2.21)

(A.2.22)

(A.2.23)

(A.2.24)

(A.2.25)
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Apéndice 3 — Derivada de €°; com relagdo a €P';

Partimos das condigdes de otimalidade para o pseudo-potencial incremental:

dAg°

r;=— Jee, Aq+ A+ 2Bq; =0 (A3.1)
3 —
0Ap® 0AQP  Tpypq O
= - Aq + =0 A3.2
fa - 0e®; q 0Aq T, 0Aq ( )
i=
0Ag®  OAQP  dAeP  dAe” Aq 3y
rs = ( ¢ ¢ ¢ ¢ >+ PN + q.9% (A3.3)
aTn+1 aTn+1 aTn+1 aTn+1 T aAq
3
I'e = z qi =20 (A.3.4)
i=1
3
3

r; = Z qi* — 5=0 (A.3.5)

i=1
Admite-se, por simplicidade, que Ag® = Y3, wf(ef). Lembrando da defini¢do do

estado preditor, temos:
0e®; 0Aq dq;
— pr 1 _ i
% = &% —Aq qi:?pr]_— i~ Gepr, U T A gr (A.3.6)
Tomando as derivadas de cada uma delas com relagdo a £P';, temos:
or; 0%Ap® 0g%;  0%A¢@° OT A 0Ap® 0Aq N oL
681”]- B 68‘“’1 aaei aspr]- (')sei oT aspr]- 9 68ei 681”]- aspr]-
(A.3.7)
p2pdi 00 P
agpr]‘ di aapr]- B
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0%Ap° 0Aq 0q; Ao ) A 02Ap® OT 0A¢° 0Aq
9ee;0e% \ 0~ 9epr, 1 T gepr. 9%, 0T dePT, 1 9e°; 0eP,
A aq; ap
+ aapr]- +2 <B aspr]- + di aapr]-> =0
0% A¢® aq; %A@ 0Ae®\ 0A
0° pg? 4 2p) 2% 0° aq_ 280" 0q
0¢®; 0¢®; 0ePT; 0¢®; 0¢®; 0g®; | 0€PT;
N 0%Ap° A oT oL o op 0%Ag° Ag =0
9ee, 0T ) @epr, T gepr, T “Nigepr T U Gge pee, 1
or, =_Z 0%Ap°® 0g; - 0%Ag® 0T . 0Ae® dq;
devr, 9e®; 0e°; 0ePT, U e, AT 9ePT, U T 9e°; DePT,
N d%A¢P 0Aq N 0?AgP OT
0Aq0Aq 0ePT;  0AQOT 0ePT;
N 1 (Tnﬂ)2 0%y 0Aq . 1 (Tn+1) (Aq) %y OT \ 0
At\ T, / 0Aq?0ePr; = At\ T, /\T,/0Aq?dePr;)
0%Ap° 0Aq 0q; 0%Ag® 0T 0A¢° dq;
—Z Oij — qi — Aq)q; + qi
(')sei 68‘“’1 681”]- aﬁpr]‘ aaei oT aspr]- 68ei 681”]-
N 0?AgP 0Aq 9%A¢P OT
0Aq0Aq 0ePT;  0AqOT 0€PT,
(L (Tn+1>2 0y dAq 1 (Tn+1> (A_q> 0’y 9T\ _
At\ T, / 0Aq*0eP*;  At\ T, /\T,/0Aq? 0ePT;
B 02Aop° ZaAcpe 0q;
B 0¢®; 0¢® 4% 0c®; | 0ePT;

i

-
N < 9%A¢° o2 9*heP 1 (Tn+1) an;) dAq
0¢®; 0<8; 0AqdAq At\ T, / 0Aq?) 0eP;

92A¢° N 9?AgP N 1 <Tn+1> (Aq) 9%y \ oT

9e5,0T ' " 9AqaT  At\ T, /\T,)0Aq? ) devr,

“

- e e
Oe iaSi

9%Ao®
8;q; = 0

(A.3.8)

(A.3.9)

(A.3.10)

(A3.11)

(A.3.12)
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ors _ (82A¢" AT s 020¢° 08, +62A(pe or | 92A¢P 9Aq
OePY; —\ oT? 0ePr; © 0e® 0T 0eP™y ~ IT? 0eP";  JAQOT OeP™

92A0P OT  0%A¢™ AT 1 /T Aqy 92 9A

AN e r) _< “*1) (_q) Ll BN R E)
(')T aap j 6T asp j At Tn Tn aAq aap j
1 (Aq)z 0%y oT

At\T,/) 9Ag? OePY;
azA(Pe aql
aseiaT aapr]-
N 9%Ao® N 9% AP N 1 (Tn+1> (Aq) 0%y \ dAq
95,0 ' " 3AqaT * At\ T, /\T,)dAq? ) devr, (A3.14)
. azA(pV°1+62A(pe+62A(pp 92Ag" 1<Aq)2 92y aT
T2 9Tz 9T ' T2 ' At\T,/ 9Aq?)dePr,
=0

Org _ 0q;

0ePT; - 0ePT; (A.3.15)
dr, aq;
aopr, — “digepr, (A3.16)

Analogamente ao que foi feito durante a minimizacao do psedo-potencial incremental,

aparecem entao os termos da matriz tangente:

i = %qu +2B, i=123 (A3.17)
Kis = Kyi = % qq; — aaAT(fle =H;, i=123 (A.3.18)
Kis = Ksj = — ::eé(ap; Aq=N; i=1,23 (A.3.19)
i
Kie =Kei =1, 1=123 (A.3.20)
Ki7 = K7y = 2q;, 1=123 (A.3.21)
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92A0¢ 92A0P 1 0%
K44 0] qlz ¢ 4+ ( n+1) l]J H4
0c®; 0ee; 0AqdAq ~ At\ T, / dAq?
020¢°  02A¢° 1 (Tyiqp\ [Aqy 9%
Kas = Kgq = — 0e%; 0T ai+ 0AqOT * A_t< T, )<_) 0Aq? -

K= OZA(pV°1+62A(pe+62A(pp 92he™ 1 (Aq)z 02y
5 7\ oT2 dT? dT? dT? At\T,

Ky 0 0 Hy Ny 12qq ]
0 K,, 0 H, N, 12q,
0 0 Ks3H; N3 12q;
K= H, H, H; H, N, 00
N, N, N;N, N; 00
1 1 1 0 0 00
129, 292 293 0 0 00

0Aq? -

4

5

(A.3.22)

(A.3.23)

(A.3.24)

(A.3.25)

Com a matriz K, resolve-se a matriz X do sistema abaixo, que por sua vez, fornece os

i

d°
termos que faltavam em A.3.6. para encontrar as derivadas s
]

que também entram no calculo do tensor material:

rdq, 9dq, 9dqz; 0Aq AT o 4B 1
0ePr; QeP'; QeP'; 0Py QePT; QePr; OJePy
dq, dq, dqz; OAq dT ax ap
0eP, O0ePr, 0ePT, QePT, O0ePr, QJeP', OePl,
dq dq, dqz; OJAq aT ar ap
[QePT;  0eP'y  0ePTy 0ePTy; (0ePry; Q0ePry; QePlsl

5 9%A¢°® A Z 9%A¢°®
31 g€ 08 a 0ef 0e$ G

9%A¢°® 9%A¢°® 9%A¢°® 0%A¢®

9%A¢°® 9%A¢°®
0y ———=A
21 0¢5 0<5 q

[e)

01 ——A
1168%68&’ d

Y0250 0 258050 2550080 L aegoes ¥
92A¢° 92A¢° 92A¢° 9%A¢°
613(’) 6eq 823a aeq 33a 6eq26§68§q3

aT
, bem como as derivadas

dePT;

(A.3.26)

(A.3.27)
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Apéndice 4 — Cotas do corpo de prova de tragao

29

171,22

27,11

S7

19

30

g L3
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