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CAPITULO 1

Introducao

RADICIONALMENTE, AS REDES de comunicacdo adotam a téc-
nica de roteamento, que consiste na escolha de caminhos
adequados para a informacao que trafega pela rede. Nesse es-

quema, cada né da rede funciona como um comutador: apenas seleci-
ona, replica e repassa o que recebe (Figura 1.1). Em outras palavras,
os dados sao considerados unidades atomicas imutdveis.

as
ai
a2

ag
az

ag

Figura 1.1: N6 da rede operando como um comutador.

A 4rea de codificacdo de rede (do inglés network coding), intro-
duzida no ano 2000 por Ahlswede, Cai, Li & Yeung em [1], confronta
esse paradigma. Ao invés de limitar a operacdo dos nés a funcao de
um comutador, nesse novo contexto é permitido que cada né opere
plenamente como um codificador: os dados na saida podem ser uma
combinagao arbitrdria dos dados na entrada do né (Figura 1.2). As-
sim, ocorre o processamento da informacdo que flui pela rede. Uma vez

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

que todo codificador pode operar como um comutador, roteamento é
apenas um caso particular de codificacdo de rede.

ay f1(a17a2,a3)
A f2(a17a2,a3)

2 f3(a1,az,a3)
as v 3\u1, &2, 43
f4(alaa2aa3)

Figura 1.2: N6 da rede operando como um codificador.

Fluxo de informacao em redes

O problema mais geral do fluxo de informacao em redes associa a cada
possivel par de nds da rede uma informagao diferente a ser transmitida;
ainda mais, é permitido que haja dependéncia estatistica entre tais
dados. Entretanto, dois cendrios bastante particulares sao de interesse
tanto tedérico quanto pratico.

O O
QQ QQ

(a) Unidifusao. (b) Multidifusao.

Figura 1.3: Representacio esquemaética de dois cendrios particulares.

O primeiro é o caso unidifusao, do inglés unicast, no qual existe
apenas um transmissor (né fonte) e um receptor (né destino). Ja no
caso multidifusao, do inglés multicast, existe um tnico transmissor
que deseja enviar a mesma informacao a cada um dos nds pertencen-
tes a um determinado conjunto de receptores. Esses cendrios estao
esquematizados na Figura 1.3.



Problema do fluxo maximo

Para o caso particular de unidifuséo, roteamento é suficiente. De fato,
esse problema é equivalente ao problema do fluxo maximo em redes,
estudado na década de 1950 por Elias, Feinstein & Shannon em [8] ¢ por
Ford Jr. & Fulkerson em [13], o qual considera o trafego de elementos
de um ponto a outro de uma rede (e.g., redes de trafego veicular, de
encanamento hidraulico ou de energia elétrica).

O problema do fluxo maximo é abordado brevemente no Apén-
dice A.1. O resultado fundamental é o Teorema mazxflow-mincut, que
afirma que, dados quaisquer dois nés s e t da rede, o valor do méximo
fluxo entre s e t coincide com o valor do minimo corte entre s e t.
Adaptado ao caso de uma rede de comunicacdo com canais de mesma
capacidade, o Teorema maxflow-mincut afirma o seguinte.

O numero minimo de canais que, quando removidos, sepa-
ram o no fonte s do no destino t € igual ao nimero mdximo
de caminhos disjuntos de s a t.

Como exemplo, considere a Figura 1.4, em que o né fonte s deseja
transmitir informacao ao né destino t. Suponha que cada canal da
rede seja capaz de transportar até um bit. (Na figura, cada canal é
representado por uma aresta de um né a outro.) A figura indica o
corte minimo, cujo valor é 3. Portanto, o Teorema maxflow-mincut
afirma que existem 3 caminhos disjuntos entre s e t e ndo mais que
isso. Assim, o melhor a ser feito é rotear 3 bits, wi, way, ws, por tais
caminhos, como indicado na figura.

Figura 1.4: Unidifusdo em uma rede de comunicacao através de roteamento.
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Pode esse enfoque ser generalizado a outros tipos de conexao sem
perda de desempenho? A resposta é negativa: informacéo nao precisa
ser tratada da mesma maneira que veiculos ou fluidos; informagao pode
ser replicada, combinada, processada.

Rede borboleta

Considere o “exemplo padrao” utilizado na literatura de codificagao de
rede: multidifusdo na rede borboleta. A rede borboleta, introduzida
em [1], é mostrada nas figuras a seguir. Nela, cada canal é capaz de
transmitir um tinico bit por unidade de tempo, instantaneamente e livre
de erros; o objetivo é a transmissao de informacgao do no6 fonte s para
0s nos destino t1 e ts.

Se apenas roteamento é permitido, tal tarefa seria executada como
na Figura 1.5, em que os recursos da rede sao compartilhados no tempo.
No primeiro instante o né t; recebe apenas o bit w, enquanto o no to
recebe os bits wy e ws. No segundo instante o nd t; recebe os bits wo
e ws, enquanto o nod t, recebe apenas o bit ws. O resultado é a trans-
missao de trés bits em dois instantes de tempo, isto é, uma taxa de um
bit e meio por instante de tempo.

w1 wo w2 ws

. A

(a) Primeiro instante. (b) Segundo instante.

N

Figura 1.5: Multidifusdo na rede borboleta utilizando roteamento.

Em contraste, utilizando codificacao de rede, é possivel transmitir
dois bits por instante de tempo, de acordo com a Figura 1.6. O né 3
calcula e transmite a soma moédulo 2 (equivalente & operagao de XOR)



dos bits que recebe. O né t1, que recebe os bits wy e wy G wso, consegue
decodificar ws calculando wy @ (wq @ wz) = we. Analogamente, o né to
também é capaz de decodificar wy e ws.

w1 w2
oS
wi O wa

@/@\@

t 2
Figura 1.6: Multidifusdo na rede borboleta utilizando codificacdo de rede.

Assim, existe um beneficio, em termos de taxa de transmissao,
quando se permite o processamento de informagao pelos nds interme-
diarios da rede, justificando o uso de codificacdo de rede.

Codificacao de rede multidifusao

Esta dissertacao se limita ao cenario multidifusao. Ainda que restri-
tivo, esse caso é um dos mais estudados e fundamentais dentro da area
de codificagdo de rede. Além disso, muitas aplicagoes praticas (tais
como as redes de distribuicio de contetudo [20]) se encaixam no modelo.
Codificacao de rede obteve diversas conquistas no cenario multidifusao.
Dentre elas, destacam-se as seguintes:

(i) A determinacao de condigoes necessdrias e suficientes para que a
comunicacao multidifusido possa ser bem-sucedida. Esse resultado
foi obtido no trabalho original [1] de Ahlswede et al.

(i) A suficiéncia da codificagio de rede linear para a comunicagao
multidifusao (i.e., as fungdes f; ilustradas na Figura 1.2 podem
ser limitadas a mapeamentos lineares sem perda de desempenho).
Esse afirmacao foi provada primeiramente por Li, Yeung & Cai
em [39] e posteriormente, sob uma nova 6tica, por Koetter &
Médard [34, 35]. Infelizmente, o resultado nao se estende a perfis
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de conexdo mais gerais, como mostrado em [7] por Dougherty,
Freiling & Zeger.

(#i) O desenvolvimento de algoritmos em tempo polinomial para o
projeto de cédigos de rede lineares multidifusao, por Jaggi et al.
em [29] e Sanders et al. em [44] (trabalhos depois combinados
em [30]). Outros algoritmos também foram obtidos mais tarde
por Harvey et al. em [23, 22].

(i) A ideia da codificagio de rede linear aleatéria, na qual os ma-
peamentos lineares sao escolhidos aleatoriamente. Proposto por
Ho et al. em [24, 26], esse método atinge o desempenho 6timo
na multidifusdo com alta probabilidade, desde que o tamanho do
alfabeto utilizado na comunicacao seja suficientemente grande.

Problemas em codificacao de rede

Uma das premissas originais da teoria da codificacdo de rede em [1]
é a auséncia de erros de transmissao nos enlaces que unem os nés da
rede de comunicacdo. A eliminagao dos erros seria obtida canal a canal,
através da aplicagao de codigos corretores de erro em camadas inferiores
da rede. Em outras palavras, havia uma separagdo entre codificacao de
rede e codificagao de canal.

1
pibi%
Say

bbb

O

Figura 1.7: Propagagio de erros em uma rede (retirado de [37]).

Contudo, além dos erros de transmissao nos canais, redes de comu-
nicacao estao sujeitas a outros tipos de adversidades, tais como perda
de informacao devido a atrasos ou congestionamentos, nés e enlaces
saindo do ar e presenca de agentes maliciosos no sistema. Em adicao,



codificagao de rede é especialmente suscetivel ao fendmeno de propa-
gagdo de erros, ilustrado na Figura 1.7: a adulteracdo da informacao
transmitida por um unico canal pode contaminar todos os dados rece-
bidos por um determinado no, algo que nao ocorre com roteamento.

Outro problema de ordem pratica presente em diversas redes de
comunicacao é o desconhecimento, a priori, tanto da topologia quanto
do cédigo de rede sendo utilizado.

Controle de erros em codificagao de rede

Em [2], Cai & Yeung abordam os campos de codificacao de rede e codi-
ficacao de canal em conjunto pela primeira vez. No trabalho, expandido
em [55, 3], a teoria tradicional dos c6digos corretores de erro é gene-
ralizada para redes de comunicagdo multidifusdo. A ideia de controle
de erros em codificagcao de rede é distribuir redundancia pelos di-
versos canais, de modo que a informacao gerada pelo né fonte possa
ser decodificada por todos os nés destino mesmo na presenca de erros.
Nessa linha ressaltam-se também [57, 58], de Zhang e [53], de Yang &
Yeung.

Codificacao de rede nao-coerente

Em [5], Chou, Wu & Jain desenvolvem um esquema simples que permite
a decodificagao da informacao recebida sem a necessidade do conheci-
mento antecipado do cédigo de rede utilizado, bastando esse ser linear.
E criada a drea conhecida como codificagio de rede nao-coerente.
Essa proposta, aliada ao método de codificacao linear aleatéria, permite
um funcionamento totalmente descentralizado do sistema; a topologia
da rede pode até mesmo ser variante no tempo. Esse mesmo trabalho
ainda apresenta o modelo de geragoes, método pratico para se lidar
com o assincronismo do sistema, presente em praticamente todas as
redes de pacotes.

Canal de comunicagao matricial

Codificagao de rede pode ser separada entre codificagdo de rede in-
terna, que lida com a escolha das fun¢oes f; na Figura 1.2, para todos
os nés da rede e codificagao de rede externa, que lida com a escolha
dos dados injetados na rede pelo né fonte e a decodificagdo dos dados
colhidos pelos nés destino.
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A Figura 1.8 mostra o canal de comunicagao matricial, que
modela a comunicacdo na presenca de erros entre o né fonte e um
dado né destino em um cenario multidifusdo. O noé fonte transmite
a matriz X; essa sofre uma transformagao multiplicativa (matriz G),
que representa o codigo de rede interno, seguida de uma perturbacao
aditiva (matriz Z’), que representa os erros; o n6 destino em conside-
racio recebe o resultado, a matriz Y.*) O canal matricial se aplica
tanto & codificacdo de rede sincrona quanto ao modelo de geragoes de
Chou et al.

ZI

X —» G |} Y

Figura 1.8: Canal de comunicac¢do matricial.

Os problemas de controle de erros em redes e de codificagao de rede
nao-coerente podem ser abordados em conjunto através do canal de
comunicacdo matricial. De fato, a nao-coeréncia se reflete no desconhe-
cimento da matriz G, enquanto os erros, como ja dito, sao modelados
pela matriz Z’. Assim, ambos os problemas sao resolvidos limitando-
se a escolha das possiveis matrizes transmitidas X a um determinado
conjunto X, denominado de c6digo matricial.

Nessa linha, destacam-se os seguintes trabalhos:

(7) [32, 33], de Koetter & Kschischang, que introduz os chamados ¢d-
digos de subespago para o controle de erros em codificagao de rede
multidifusdo nao-coerente. Cédigos de subespago serdao descritos
em breve na presente introdugao.

(@) [46, 47], de Silva & Kschischang, que considera controle de er-
ros em codificagdo de rede multidifusdo coerente e ndo-coerente,
determinando métricas adequadas para ambos os casos. O tra-
balho também conclui que a separagao entre codificagdo de rede
interna e externa, intrinseca ao caso nao-coerente, pode ser feita
sem perda de otimalidade no caso coerente, ou seja, pode-se pri-
meiro projetar o codigo de rede interno de modo a solucionar

[*]Os elementos de tais matrizes pertencem a um determinado corpo finito
(cf. Apéndice A.3), como serd visto nos préximos capitulos.



o problema multidifusdo sem erros (determinando, assim, a ma-
triz G) e, apds isso, projetar o cédigo de rede externo (com o
conhecimento de G) para o controle de erros.

(#) [41], de Montanari & Urbanke e [49, 50], de Silva, Koetter &
Kschischang. Enquanto os trabalhos mencionados nos pontos an-
teriores consideram um modelo de erro adversdrio, esses supdoem
um modelo de erro estocdstico e calculam a capacidade de infor-
mag¢ao do canal matricial.

Cébdigos de subespacgo

Suponha, por um instante, que a perturbacio aditiva Z’ nao exista,
de modo que Y = G - X no canal matricial. Em [33], os autores ob-
servam que, sob essa circunstancia, o subespaco vetorial gerado pelas
linhas da matriz X é preservado e sugerem um método de se lidar com a
nao-coeréncia: transmitir a informacao nao diretamente nos elementos
de X, mas sim através de subespacos vetoriais. Agora, se a pertur-
bacao aditiva Z’ estd presente, pode-se limitar os subespacos vetoriais
transmitidos a um subconjunto particular de todos os possiveis subes-
pacos vetoriais. Tal escolha pode ser guiada por uma métrica chamada
de distancia de subespago, que, de acordo com [33], é adequada ao
problema em questdao. Ao fazer isso se estd definindo um cédigo de
subespaco.

O objeto matemaético composto por todos os subespagos vetoriais de
um dado espago vetorial é chamado de espago projetivo. Munido da
distancia de subespaco, o espaco projetivo torna-se um espaco métrico.
Assim, os c6digos de subespaco nada mais sao que cddigos corretores
de erro no espago projetivo. Além de [33], que define e estuda codifi-
cagdo no espago projetivo visando sua aplicacdo no controle de erros
em codificac@o de rede, aponta-se também os trabalhos [12], de Etzion
& Vardy e [18], de Gabidulin & Bossert, nos quais outros resultados
fundamentais no assunto sao obtidos.

Cébdigos de subespago multishot

Até entao, os cédigos de subespacos considerados na literatura utilizam
o canal matricial apenas uma vez. O uso do canal matricial repetidas
vezes foi sugerido no trabalho original [33], mas a ideia néo foi levada
adiante. Na presente dissertacdo sao definidos cddigos de bloco sobre
0 espago projetivo, isto é, codigos nos quais a informacao é codificada
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em sequéncias de subespacos. Tais codigos sao chamados de cédigos
de subespago multishot.

Organizacao do trabalho

O Capitulo 1 ofereceu uma breve introducdo as dreas de codificagdo
de rede e codificacao de subespaco. O restante desta dissertacao é
organizado como segue. O Capitulo 2 estuda a codificacio de rede
multidifusao em seus fundamentos e aborda importantes resultados na
area. O Capitulo 3 trata da codificagio de rede externa através do
canal matricial e os problemas da nao-coeréncia e do controle de erros
sdo discutidos. O Capitulo 4 apresenta os cddigos de subespaco: de-
fini¢oes, propriedades, limitantes e sua aplicacdo no controle de erros
em codificacao de rede nao-coerente sao abordados. O Capitulo 5 in-
troduz os cddigos de subespaco multishot e é considerado a contribui¢ao
deste trabalho. O Capitulo 6 conclui a dissertacdo, sumarizando as
contribuicoes realizadas e sugerindo futuras investigagoes na area.



CAPITULO 2

Codificacao de rede multidifusao

OMO DITO NO CAPITULO 1, um dos cendrios de codificacdo de
rede mais fundamentais, mais estudados e para o qual se obteve
diversos resultados importantes é o caso multidifusdo. Nesse

cendrio existe um unico né—o né fonte—com acesso a toda a informa-
¢ao e essa deve ser distribuida em sua integra para cada um dos nos
pertencentes a um determinado conjunto de nés—os nés destino.

A presente dissertagdo se limita a esse caso, cuja fundamentacao é
abordada no atual capitulo. Inicia-se introduzindo o modelo da rede
e a definicdo de codigos de rede. Sao entao apresentados resultados
sobre a maxima taxa alcancada na multidifusdo em func¢ao da topolo-
gia da rede. Codificagdo de rede linear e sua suficiéncia no problema
multidifusdo sdo abordados em seguida. Além disso, o capitulo disserta
brevemente sobre o projeto de codigos de rede, incluindo codificacao de
rede linear aleatoria. Por fim, sdo apresentados cddigos de rede convo-
lucionais, que consideram atrasos de transmissao nos canais da rede.
Erros nos canais de comunicacao sao desconsiderados até o Capitulo 3,
quando, enfim, serdao incorporados ao modelo.

O conteudo deste capitulo é baseado principalmente nos trabalhos
de Yeung et al. [56], Fragouli & Soljanin [17, 16] e Koetter & Mé-
dard [35].

11
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2.1 Modelo da rede

Inicialmente sdo apresentadas as defini¢oes matematicas de uma rede
de comunicagdo e de uma conexdo multidifusdo sobre essa rede. Tais
defini¢oes serao adotadas durante todo o restante deste trabalho. Neste
momento, recomenda-se a leitura do Apéndice A.1 para a nomenclatura
e notagao a respeito de grafos.

DEFINICAO. Uma rede de comunicacgao é definida por um grafo com-
posto direcionado (V,E), em que

(7) os vértices v € V representam os nés da rede e

(i) as arestas e € £ representam os canais da rede.
Além disso, é exigido que o grafo seja aciclico. O
Alguns comentarios sobre esse modelo se fazem adequados.

Grafo composto. Nesta dissertagao é adotado um modelo de canais
unitarios, ou seja, cada canal transporta apenas um unico sim-
bolo de informacao de um mesmo alfabeto; em compensacao, o
grafo é composto, o que permite canais paralelos entre dois nos.
Um modelo alternativo, algumas vezes utilizado, considera o grafo
simples mas atribui pesos a cada canal, representando a respectiva
capacidade do mesmo. Na pratica, os dois modelos sdao equivalen-
tes, visto que as capacidades de cada canal podem ser aproxima-
das por miultiplos de uma unidade comum; adotar um ou outro
modelo é, portanto, questao de comodidade matematica.

Grafo direcionado. Um grafo direcionado modela uma rede com ca-
nais de comunicac¢ao unidirecionais. No caso bidirecional, mode-
lado por um grafo nao-direcionado, um dado canal e € £ pode
simultaneamente transportar fluxos opostos, desde que a soma
desses nao exceda a capacidade do canal. Esta dissertagao, no
entanto, se limita ao caso direcionado. Uma bibliografia abran-
gente de codificacido de rede em redes nao-direcionadas pode ser
encontrada em [40].

Grafo aciclico. Redes aciclicas sdo mais ficeis de se tratar matema-
ticamente: essa restricdo permite que os nds sejam parcialmente
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ordenados na chamada ordem de codificagio (ou ordem upstream-
to-downstream, conhecida na teoria dos grafos como ordem an-
cestral), com a propriedade de que um né u € V precede um
né v € V se e somente se existe um caminho direcionado de u
até v.[*l Isto, por sua vez, permite que se considere um modelo
de transmissoes instantaneas livre de problemas de inconsisténcia
e nao-causalidade. A Secao 2.7, mais adiante, estuda o problema
de codificacdo de rede em redes ciclicas.

DEFINIGAO. Uma conexao multidifusdo sobre uma dada rede de
comunicacao (V, &) é definida por um par (s, 7), em que

(i) s €V, tal que In(s) = 0, é o n6 fonte e
() T CV é o conjunto dos nés destino da conexao.

Adota-se a notagao V* para o conjunto V — {s} contendo todos os nés
nao-fonte da rede. O

Exemplo 2.1. A rede borboleta, introduzida no Capitulo 1, é apresen-
tada novamente na Figura 2.1. A rede é definida pelo conjunto dos
nos

V={s,1,2,3,4,t1,t5}

(af dispostos em uma ordem de codificacao) e pelo conjunto dos canais
&= {ela €2, €3, €4, €5, €6, €7, €8, 69}7

em que e; = (s,1), ea = (5,2), e3 = (1,3), ea = (2,3), e5 = (1,t1),
es = (2,t2), er = (3,4), es = (4,t1) e eg = (4,t2), em conformidade
com a figura. A conexdao multidifusdo considerada é (s,7T), em que
T = {t1,t2}. Ou seja, se estd interessado na transmissao de informagao
do né fonte s para cada um dos nés destino ¢y e to. O

[*IEm geral, a ordem de codificacdo ndo é tinica—no entanto, qualquer uma delas
conduz ao mesmo resultado. Em adi¢do & ordem de codificagdo atribuida aos nos
da rede, considera-se também um ordenamento dos canais. Esse é totalmente ar-

b
bitrario, tendo como propdésito uma defini¢do consistente dos objetos matemaéticos
que virao a seguir.
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€3 €4

€5 (=g €6

Figura 2.1: Topologia da rede borboleta.

2.2 Codigos de rede

O objetivo de uma conexao multidifusdo em uma rede de comunicagao
é transmitir a mesma informacao do né fonte para cada um dos nods
destino. Para atingir tal objetivo utiliza-se um cddigo de rede, conceito
que serd definido nesta secdo. Antes disso, o funcionamento do sis-
tema é abordado. O enfoque aqui adotado é similar ao de Koetter &
Médard [35].

2.2.1 Funcionamento do sistema

Cada canal e € £ da rede transporta (instantaneamente e livre de erros)
um simbolo a. de um dado alfabeto finito A. Cada né v € V da rede
pode “ler” os simbolos dos canais em In(v) e “escrever” simbolos nos
canais em Out(v). O processo inicia com a geragao de um simbolo
de informacao w, denominado de mensagem, a partir de um alfabeto
finito W qualquer. A evolucao do sistema prossegue de acordo com os
seguintes passos. |f]

(7) O né fonte s tem acesso & mensagem w e a codifica em n, =
|Out(s)| simbolos do alfabeto A, dispostos na tupla x = aguy(s) €
A™s | que sdo injetados na rede através dos canais em Out(s).

[tJA notacdo ac representa a tupla (ae : e € ¢), em que ¢ € £ é um subconjunto
qualquer de canais. A ordem dos elementos em a; é coerente com o ordenamento
adotado para os canais.
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(i) Os demais nés v € V* operam, um né de cada vez e seguindo a
ordem de codificagao, da seguinte forma: o né v recebe os simbo-
los apy,(,) em seus canais de entrada e, em fungao desses simbolos,
calcula e transmite pelos seus canais de saida os simbolos agyg(y)-
A aciclicidade do grafo garante que todas as entradas ja estejam
disponiveis na vez de cada né.

(77) Cada um dos nés destino t € 7 d4 um palpite w; sobre a men-
sagem w, tendo como base os n; = |In(t)| simbolos que recebe,
dispostos na tupla y; = ap, ) € A™.

Neste capitulo, o alfabeto da mensagem W é restrito a forma A". Em
outras palavras, a mensagem w gerada consiste em h simbolos do alfa-
beto A, dispostos na tupla w = (wy,...,wy) € A". Tal formato sera
largado no Capitulo 3, por motivos que serao explicados la.

2.2.2 Descrigao local de cédigos de rede

A defini¢do de um cédigo de rede é apresentada a seguir, levando em
conta o funcionamento da rede recém descrito.

DEFINICAO. Sejam (V, ) uma rede de comunicagao, (s,7) uma cone-
xao multidifuséo sobre essa rede, h um inteiro positivo e A um alfabeto
finito. Um cédigo de rede de taxa h sobre A é definido por

(i) um mapeamento de codifica¢io da fonte

s AP — A7
W o X,

(#) um mapeamento de codificag¢io local

fo: Aln@I 5 glOut(v)]
Am(v) 7  AO0ut(v)
para cada n6 nao-fonte v € V* da rede e

(#4) um mapeamento de decodificag¢io

(Z/St : Ant — Ah

yi > Wy

para cada né destino t € 7.
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O conjunto {f, : v € V*} contendo todos os mapeamentos de codifica-
¢ao locais define o chamado cédigo de rede interno. Ja o conjunto
{qbs,th : t € T} contendo os mapeamentos de codificagdo da fonte e
de decodificacdo dos nos destino define o chamado cédigo de rede
externo. O

Exemplo 2.2. A Figura 2.2 ilustra o conceito de mapeamento de codi-
ficagdo local. Na figura, tem-se ap, () = (a1,a2) € aous(v) = (a3, a4, as).

fo
(a1, a2) = (a3, as, as)

as
aj
\ ay
ag /
as
(2)
A? A3
Jo
/—\
00 000 001
01 010 011
10 100 101
11 110 111
(b)

Figura 2.2: ITlustracdo do conceito de mapeamento de codificagao local.

Qualquer mapeamento f, : A2 — A3 é permitido. Se, por exemplo,
A = {0,1} é o alfabeto bindrio entdo existem 8% = 4096 mapeamen-
tos f, possiveis. O

Nem todo codigo de rede concretiza o seu objetivo de permitir uma
conexao multidifusdo com taxa h.
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DEFINIGAO. Um c6digo de rede é dito ser bem-sucedido se wy; = w
para todo t € T, ou seja, se cada né destino é capaz de decodificar a
mensagem w corretamente. O

Exemplo 2.3. Considere o funcionamento da rede borboleta como
mostrado na Figura 2.3, em que h = 2. Considere também o alfa-

S

w1y | w1 D wa w2

%
@
y WY @, y

Figura 2.3: Operacoes realizadas na rede borboleta.

beto A = {0,1}, isto é, cada canal transporta um tnico bit. Assim
sendo, o mapeamento de codificagao da fonte é dado por

¢s: {0,1}2 — {0,1}?
(0,0) = (0,0)
(0,1) ~— (0,1)
(1,0) — (1,0)
(L,1) — (1,1),

fs: {0,132 — {0,1}
fi=fo=fi: {0,1} — {0,1}2 (0,0) — 0
0 = (0,0) 0,1) +— 1
1 — (1,1), (1,0) — 1
(1,1) — 0,
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e os mapeamentos de decodificagao sao dados por

b, = {0,1}2 — {0,1}2 b, 0 {0,132 — {0,1}2
(0,0) = (0,0) (0,0) = (0,0)
0,1) +— (0,1) 0,1) = (1,0)
(1,0) — (1,1) (1,0) — (1,1)
(1,1) — (1,0), (1,1) = (0,1).

De forma mais compacta, pode-se escrever
¢8 : (wlaw2) — (wlaw2)a
fi=fo=fi:a— (g,a), f3: (a1, a2) — a1 @ as,
b, (a1, a2) — (a1, a1 @ a2), b, + (a1, a2) — (a1 @ az,a1).

Mais adiante, no Exemplo 2.5, serd mostrado que o coédigo de rede
assim definido é bem-sucedido. O

2.2.3 Descricao global de cédigos de rede

Existe uma maneira alternativa mas equivalente de se especificar um
codigo interno de rede, que é através dos chamados mapeamentos de
codificagio globais (cf. [56, 17]). Esses mapeiam os simbolos injetados
na rede pela fonte diretamente no simbolo que sera de fato transportado
em cada canal particular.

DEFINICAO. O mapeamento de codificagdo global de um canal
e € £ é definido pelo mapeamento que leva x em a,, isto é,

ge: A" — A
X — Q..

Os mapeamentos de codificacio globais {g. : ¢ € £} sdo obtidos dos
mapeamentos de codificagdo locais {f, : v € V*} de uma maneira
indutiva respeitando a ordem de codificagao: para todo v € V,

foogmw), v#s,
Jout(v) _{ ! () (21)

id, v =38,

em que id é a funcdo identidade A™ — A", a notagio g¢(-) equivale
a (ge(+) : e € ¢) e o simbolo o denota composigao de fungoes. O
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Evidentemente, gous(s)(X) = x. Ja se v # s, tem-se que
gOout(v)
AQut(v)s

mas também
Jin(v) fo
X = Aq(v) =7 A0ut(v)>

o que justifica (2.1).
Exemplo 2.4. Os mapeamentos de codificacao globais da rede bor-
boleta sdo obtidos dos mapeamentos de codificacao locais, dados no

Exemplo 2.3, através de (2.1). Seguindo a ordem de codificacao, tem-
se, recursivamente:

N6 81 gley,e0)(T1,72) = gout(s)(T1,72) = id(w1,22) = (71, 72),

N6 1t g(eyes)(T1,72) = gous(r) (71, 22) = f1(gm(1) (1, 72)) =
f1(ge, (21, 22)) = fi(z1) = (21, 21),

N6 2t g(ey,e0)(T1,72) = gous(2) (71, Z2) = f2(gm(2)(T1,72)) =
f2(ge, (21, 22)) = fo(22) = (22, 72),

N6 3: ge,(1,72) = gou(3) (71, 22) = f3(gm(z)(T1,72)) =
I3(9es,en) (1, 22)) = f3(21,22) = 21 D 22,

N6 41 gleg,e0)(T1,T2) = gout(a) (21, 22) = fa(gm) (1, 22)) =
fager (w1, 22)) = fa(xr @ w2) = (21 ® 22,21 © 22).

Sumarizando,

Gey (%1, 22) = gey (X1, T2) = Gey (21, 22) = 21,
Geo (xlvxZ) = Gey (xla 252) = Jeg (xla 252) = X2,

YGer (xla 252) = Jes (xlvxZ) = Jeg (xla 252) = x1 B w2,

resultado condizente com a Figura 2.3 e com o fato de que (x1,x2) =
¢8(w1aw2) = (wlaw2)' O
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Observagio. Tanto os mapeamentos de codificagdo locais {f, : v € V*}
quanto os mapeamentos de codificacio globais {g. : ¢ € £} definem
plenamente um cédigo de rede interno. No entanto, é importante res-
saltar que, enquanto qualquer escolha de mapeamento local é “permi-
tida” (ou seja, as fungdes {f, : v € V*} podem ser escolhidas arbi-
trariamente), nem toda escolha de mapeamento global o é (ou seja, as
fungoes {g. : e € £} ndo podem ser escolhidas arbitrariamente). Isto se
da pois os valores de gous(v) (%) tém de ser, obrigatoriamente, computa-
veis a partir dos valores de gp,(,)(x). Por exemplo, na rede borboleta,
o nd 1 nao tem acesso a segunda coordenada da tupla x e, portanto, os
mapeamentos ¢, € ge; a0 podem fazer uso de tal valor.

2.2.4 Funcgoes de transferéncia
Esquematicamente, pode-se representar o encadeamento do sistema por

em que ¢ : A" — A" é 0 mapeamento de codificacio do né fonte s,
by 2 A — A" é 0 mapeamento de decodificacdo do né destino t € T
e gst: A" — A" denominado de fungdo de transferéncia (de s
para t), ¢ um mapeamento tal que

Yyt = gs,t(x)-

Os mapeamentos de codificacao globais facilitam a tarefa de se obter
a funcdo de transferéncia—de fato, g+ = gm)-

Indo mais além, pode-se escrever
Wi = hs,t(w)7
em que hg; é definida pela composicio ¢ 0gs0¢s. Fica claro que para
que um cédigo de rede seja bem-sucedido é necessario e suficiente que a

funcio hs ¢ seja o mapeamento identidade A" — A", para cadat € T.

Exemplo 2.5. No caso da rede borboleta, a funcdo de transferéncia
de s para t1é dada por

Gt (1, 72) = Gin(e) (T1, T2) = G(es,e5) (1, T2) = (21,71 © T2)
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e a funcao de transferéncia de s para to é dada por

Gs,t2(T1,2) = Gin(t,) (T1, T2) = G(eg,e0) (71, T2) = (T2, 71 © T2),

nas quais foram utilizados resultados do Exemplo 2.4. Portanto, os
mapeamentos que levam w para w¢, e W, sao dados, respectivamente,
por

hoty (W1, w2) = ¢, (gs,t, (6 (w1, w2)))
= ¢, (gs, (w1, w2))
= étl(whwl @ wa)
(w1, w1 & wy S wa)

= (wlaw2)a

hsaa(wi,ws) = iy (9sea (05 (w1, w2)))
= ét2 (9s,t2 (w1, w2))
Bty (w2, w1 & w))
= (w2 w1 ®ws,w2)

= (w1,w2),

em que foram utilizados resultados do Exemplo 2.3. Como hy, € hsy,
coincidem com o mapeamento identidade, o cédigo de rede é bem-
sucedido. O

2.3 Taxas alcancaveis

Um dos principais problemas estudados pela teoria da codificagao de
rede é a determinacdo da maxima taxa que pode ser alcancada em
uma dada rede de comunicacdo. KEsse problema foi resolvido para o
caso multidifusdo pela primeira vez no trabalho original de Ahlswede
et al. [1] através de um enfoque baseado em teoria da informacao.

DEFINICAO. Dada uma rede de comunicagao (V, £) e uma conexao mul-
tidifusao (s, 7) sobre essa rede, uma taxa h € N é dita ser alcangavel
se, para algum alfabeto finito A, existir cddigo de rede bem-sucedido
de taxa h sobre A. O
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Observagao. Se uma taxa h é alcancavel, isto nao significa que essa
taxa possa ser alcangada com um alfabeto A de tamanho qualquer. A
Figura 2.4, de Yeung et al. [56], apresenta um problema de codificagdo
multidifusdo no qual a taxa h = 2 nao pode ser alcangada utilizando
um alfabeto binario, mas pode ser utilizando um alfabeto ternario.

Figura 2.4: Problema multidifusdo sem solucdo utilizando um alfabeto bindrio.

Para uma discussao sobre o tamanho do alfabeto em cédigos de rede,
incluindo limitantes superiores e inferiores, veja Rasala Lehman [43,
Chapter 2] e Fragouli & Soljanin [17, Chapter 7].

Por um instante, a atengao sera direcionada a uma conexdo unidifusdo
sobre a rede (V,&), definida por um par (s,t), em que s € V é o
né fonte e t € V é o (tnico) né destino da conexdo. Nesse caso, a
maior taxa alcancavel é dada pelo valor de um fluxo méaximo entre s
e t, denotado por maxflow(s,t), que, pelo Teorema maxflow-mincut
(cf. Apéndice A.1), é igual ao valor de um corte minimo entre s e t,
denotado por mincut(s,t). Assim, para alcangar uma taxa h € N tal
que
h < mincut(s, t),

roteamento ¢é suficiente: de fato, basta transmitir cada coordenada da
mensagem w € A" por um dos h caminhos disjuntos entre s e t. (A
existéncia de h caminhos disjuntos entre s e t é garantida também pelo
Teorema maxflow-mincut.)

Voltando ao caso multidifusdo, é intuitivo que qualquer taxa al-
cangdvel em uma conexdo multidifusdo (s, 7) ndo pode ser superior &
menor entre as taxas que seriam alcancadas individualmente em cada
conexao unidifusdo em {(s,¢) : t € T}. O que ndo ¢ intuitivo, mas
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igualmente verdadeiro, é a reciproca: se uma taxa é igual ou inferior
a menor entre as taxas individualmente alcanc¢aveis em cada conexao
unidifusdo em {(s,t) : t € T}, entdo essa taxa é alcangavel também na
conexao multidifusdo (s, 7). Para isto, porém, roteamento é insufici-
ente e codificacdo de rede se faz necesséria.

Em outras palavras, o minimo entre os desempenhos alcancados
individualmente (com a rede utilizando todos os seus recursos em prol
de um né destino especifico) também pode ser alcancado em conjunto
através do uso de um cédigo de rede, desde que se permita um alfabeto
suficientemente grande. O teorema a seguir, de Ahlswede et al. [1],
formaliza esse resultado.

Teorema 2.1. Dada uma rede de comunicagio (V,E) e uma conexGo
multidifusio (s, T) sobre essa rede, uma taza h € N € alcangdvel se e
somente se

h < min{mincut(s,t) : t € T }. (2.3)

A validade desse teorema é assegurada na Se¢ao 2.5, que também mos-
tra que codificacdo de rede linear, a ser discutida a seguir, é sempre
suficiente para conexoes multidifusao.

2.4 Codificacao de rede linear

A érea de codificagio de rede linear foi introduzida em [39] por Li,
Yeung & Cai. Nessa, os mapeamentos de codificacdo dos cédigos de
rede estao limitados a fungoes lineares. Em outras palavras, os nos
da rede efetuam combinagoes lineares dos simbolos que recebem. Na-
quele mesmo trabalho, os autores provam que codificacdo de rede li-
near é suficiente para o caso multidifusao, isto é, dado qualquer cenario
multidifusao, se uma taxa é alcancavel entdo essa taxa é alcancavel
utilizando-se um cédigo de rede linear.

2.4.1 Coddigos de rede lineares

A linearidade aqui adotada serd sobre corpos finitos (cf. Apéndice A.3),
de modo que o alfabeto A é considerado um corpo finito F,, no qual ¢ é
uma poténcia de primo. Lembrando que um mapeamento f qualquer
é linear se

flerrt + cox2) = 1 f(w1) + ca f(x2),
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para todo ¢y, co,x1,x2. Dal a utilizagdo de um corpo finito: essa defi-
nicao, compulsoriamente, necessita das operagoes de produto e soma.

DEFINIGAO. Um cddigo de rede interno sobre um alfabeto A = F, é
dito linear se os mapeamentos de codificacao locais {f, : v € V*} séo
todos lineares. Nesse caso, existe uma matriz F,, € Fllom(v)lxlln(v)‘ tal
que

A0ut(v) = fv(aln(v)) =F,- Aln(v)

para todo ap, () € Fl}n(v)‘. A matriz F, ¢ denominada de matriz de
codificagao local do né v. O

Uma defini¢do alternativa considera os mapeamentos globais.

DEFINIGAO. Um cddigo de rede interno sobre um alfabeto A = F, é
dito linear se os mapeamentos globais {g. : e € £} s@o todos lineares.
Nesse caso, existe uma matriz linha G, € IF}IX"S tal que

ae = ge(x) = Ge - x

para todo x € Fys. A matriz linha G, ¢ denominada de matriz de
codificagao global do canal e. O

As definicoes sao de fato equivalentes, como mostra o teorema a seguir,
de Yeung et al. [56].

Teorema 2.2. Os mapeamentos locais { f, : v € V*} sdo todos lineares
se e somente se os mapeamentos globais {g. : e € £} sdo todos lineares.

Demonstraggo. Suponha que os mapeamentos locais {f, : v € V*}
sejam todos lineares. Para mostrar que os mapeamentos globais {g. :
e € £} sao todos lineares é suficiente provar que gous(y) € linear para
cada v € V. Prova-se que o mapeamento gou(v) € linear por inducao
sobre o conjunto V ordenado de acordo com a ordem de codificacio:

(i) gout(s) = id é obviamente linear.

(it) Seja v € ¥V um nd6 qualquer e V' C V o conjunto de todos os
nds que precedem (estritamente) v na ordem de codificagdo. Su-
ponha que gou(,) seja linear para todo v' € V'. Entao gp,(,) €
linear, pois, pela propriedade da ordem de codificagao, cada canal
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em In(v) estd também em Out(v’), para algum v € V. Como
a composicao de fungoes lineares é também uma funcao linear, a
relagdo (2.1) mostra que goug(y) ¢ linear.

Suponha agora que os mapeamentos globais {g. : ¢ € £} sejam todos
lineares. Seja

a; = Gin(v)(Xi) (2.4)

para i =1,2. Se ¢1,c2 € Fy, tem-se, para todo v € V*,

folcrar + coan) 2 fy (c191m(0) (X1) + C201n(v) (%2))

= Jo (gIn(v) (c1x1 + szz))

= Jout(v)(c1X1 + c2X2)

= C190ut(v)(X1) + c290ut(v) (X2)

= alfo (gIn(v)(Xl)) +cafy (gIn(v) (Xz))

= afo(ar) + e fi(ag),

em que (a) e (f) seguem de (2.4); (b) e (d) seguem da hipdtese de que

os mapeamentos g. (e portanto gr(,) € gout(v)) a0 lineares; e (c) e
(e) seguem de (2.1). Portanto, f, ¢ linear para todo v € V*. O

Exemplo 2.6. No Exemplo 2.2, no qual foi considerado o corpo bina-
rio Fy = {0, 1} como o alfabeto A, foi visto que existem 4096 possiveis
mapeamentos locais (lineares e ndo-lineares) para o né v mostrado na
Figura 2.2. Quantos possiveis mapeamentos locais lineares existem
nesse mesmo caso? A resposta coincide com o nimero de matrizes
binérias de dimensdo 2 x 3, que é igual a 2% = 64. O

Para c6digos de rede lineares, a relagdo (2.1) se torna

F, -G n(v), U 7é S,
GOut(v) = { Y In(v) (25)
I, v =3,

para todo né v € V, em que I é a matriz identidade ng X ns e a
notacdo G¢ equivale a matriz cujas linhas sdo dadas pelas matrizes
G, ec(.

De maneira analoga, define-se a linearidade do codigo externo.
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DEFINIGAO. Um cddigo de rede externo é dito linear se os mapeamen-
tos que o definem sdo todos lineares. Se for esse o caso, definem-se
a matriz de codificagao da fonte, denotada por ®,, e a matriz
de decodificagdo de um né destino ¢ € T, denotada por ®,, como
aquelas que representam os mapeamentos ¢, e g?)t, respectivamente. [

Exemplo 2.7. (Adaptado de [56, Chapter 2]) O cddigo de rede que
vem sendo considerado nos exemplos da rede borboleta é, de fato, li-
near, com A = F5. Do Exemplo 2.3 tem-se que as matrizes de codifica-
¢ao locais, juntamente com as matrizes de codificacdo e decodificacao

sao dadas por
10
T = [ 0 1 ]

SHEES]

Fa=[1 1], m—“},

“ 1 0 2 1 1
O FRY S P

As matrizes de codificagdo globais podem ser obtidas imediatamente
do Exemplo 2.4, sendo dadas por

G, =[1 0],

G.,

Ge,=[1 0], Ge,=[0 1],
Ge,=[1 0], Ge,=[0 1],
Ge,=[1 1], Ge,=[1 1], Ge,=[1 1],

resultado que também pode ser alcangado recursivamente a partir das
matrizes de codificagio locais através da relagdo (2.5). O

2.4.2 Matrizes de transferéncia

No caso linear, a cadeia (2.2) pode ser reescrita como

W5 X 5y, —5 Wy, (2.6)
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em que ¢, € FZLSX}L é a matriz de codificacdo do né fonte s, d,
FZX’” é a matriz de decodificagdo do né destinot € T e G5+ € IF;”X"S,
denominada de matriz de transferéncia (de x para y;), ¢ dada
por G = Gy e ¢ tal que

Yt = Gs,t - X. (27)

Analogamente ao caso nao-linear, define-se também a matriz Hy ; €
Fg’Xh, que leva w em Wy, pelo produto H, ; = ®; - G5 ¢ - 5. Assim,

VAVt = Hs,t W

e um cédigo de rede linear é bem-sucedido se e somente se H,; é a
matriz identidade h x h, para todo t € T.

Exemplo 2.8. Do Exemplo 2.7, deduz-se que as matrizes de transfe-
réncia de x para y: e de x para y:, sao, respectivamente,

G, 1 0
o= 82]-[1 4]

G, 0 1
ouvmeuns-[82]-[1 1]

resultado que também pode ser obtido através do Exemplo 2.4. Além
disso,

N 10 10 10 10
m=tosn=[1 9] [10] [0 0] [0 0

R L 1]fo 1][1 0 10
mo-aco[ 1[0 1[0 000
resultado também coerente com o Exemplo 2.4. 0

2.5 Suficiéncia da codificacao de rede linear

Esta secao utiliza a abordagem algébrica de Koetter & Médard [35] para
provar o Teorema 2.1. Nessa abordagem sao utilizados resultados da
algebra abstrata acerca de polindémios multivaridveis (cf. Apéndice A.4)
sobre corpos finitos.
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A ideia fundamental é representar um codigo de rede por um con-
junto de varidveis que assumem valores no corpo F, mas deixar tais
valores em aberto. De fato, um c6digo de rede linear é definido intei-
ramente pelas hng varidveis

a4, 1€{l,...,h}, d € Out(s),

In(v)| -

que definem a matriz de codificacdo da fonte ®; pelas >
|Out(v)| varidveis

vEV*

Bde, de€In(v), ee Out(v), ve V",

que definem as matrizes de codificagdo locais em {F, : v € V*}; e pelas
> 7 Neh variaveis

Vei, e€In(t), ie{l,....h}, teT,
que definem as matrizes de decodificacdo em {®, : t € T}. Tais varid-

veis sao referidas conjuntamente pelo simbolo =.

Exemplo 2.9. (Adaptado de [56, Chapter 2]) No Exemplo 2.7, se
deixarmos as entradas das matrizes em aberto, obtém-se

¢5_|:a1 a2:|a

a3 Q4
_| A | B3
Fl[ﬁz}’ F2[34}’
Fs=[05 B, F4_|:§;:|7
& _{’71 ’Yz} b _{75 ’Ye}
. 3 4] = vroos ]’

de modo que as vinte variaveis

E:{0&1,...,044,51,...,68,’}/1,...,’}/8}

definem completamente o c6digo linear de rede. Assim, existe um total
de ¢?° codigos de rede lineares diferentes permitidos (nem todos bem-
sucedidos). O
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O teorema a seguir, além de ter como consequéncia imediata o Teo-
rema 2.1, garante que cédigos de rede lineares sao suficientes para o
problema de codificagao de rede multicast. Esse resultado foi primeira-
mente apresentado por Li et al. em [39]. De quebra, o teorema também
fornece um resultado sobre o tamanho suficiente para o alfabeto. A
prova aqui apresentada baseia-se em Koetter & Médard [35].

Teorema 2.3. Sejam (V,€) uma rede de comunicagio e (s,T) uma
multidifusdo sobre essa rede. Dadas uma taxa h € N e uma poténcia
de primo q, se

h < min{mincut(s,t) : t € T},

q>h|T|

entdo existe codigo de rede linear bem-sucedido de taza h sobre IFy.

Demonstracdo. B preciso provar que, sob as duas hipéteses acima, exis-
tem matrizes ®,, F, : v € V" e <i>t 1t € T com elementos em I, tais
que, para todo t € 7T, tem-se Hy; = b, - Got P =1 emquelé
a matriz identidade h x h. Sem perda de generalidade, tal condicao é
equivalente alf!

I eFS Ve T  [detHyylz,  #0, (2.8)

visto que, se for esse o caso, as matrizes em {‘i% :t € T} podem ser
pré-multiplicadas pelas inversas das matrizes em {H,,; : ¢t € T} para
se obter a matriz identidade.

Sejam P (Z) = det Hy ¢, paratodo t € T eseja P(Z) = [[,c7 P (Z).
A seguir sao feitas trés afirmacoes a respeito dessas quantidades.

Afirmacao 1. Dado qualquert € T, tem-se que P(Z) é um polinomio
nas varidveis =.

Demonstragio. De acordo com (2.5), os elementos das matrizes Ge : ¢ €
&, sdo polinémios nas varidveis f4.. Consequentemente, os elementos das
matrizes Hy; = ®; - Gy, - ®, : t € T, sdo polindmios nas varidveis = =
{4, Bae,Ve,i} € Pi(E) = detHyy : ¢ € T, também sdo polinémios nessas
mesmas variaveis.

[f] A notagdo [E(E)]g.¢ significa a expressdo simbdlica (E) avaliada no ponto &.
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Afirmacao 2. Dado qualquert € T, tem-se que P:(Z) nao é o polino-
mio nulo.

Demonstragio. Fixe qualquer t € 7. E suficiente provar que a funcio polino-
mial P;(-) associada ao polinémio P:(Z) ndo é a funcdo identicamente nula.
Isto vem do fato de que existe escolha & de = tal que P;(&;) = 1. De fato, a
hipétese de que h < mincut(s, t) juntamente com o Teorema maxflow-mincut
garantem a existéncia de h caminhos disjuntos entre o né fonte s e o né des-
tino t; basta, entdo, escolher as varidveis em & com os valores 1 ou 0 que
reflitam um roteamento por tais caminhos. Isto faz com que Hs; = I para
esse t em particular e portanto P (&) = det H,; = 1.

Observagio. Note que essa escolha de & ndo assegura que Py (&) # 0
para os demais nds destino ¢’ # ¢. Isso ndo é nenhum impedimento,
pois, para provar a Afirmacao 2 é necessario apenas mostrar que, dado
qualquer ¢t € T, tem-se que P;(-) ndo é a funcdo identicamente nula.

Afirmacao 3. P(Z) é um polindomio ndo-nulo nas varidveis =; o grau
de cada varidvel em P(Z) é no mdzimo h|T|.

Demonstragio. A primeira parte dessa afirmagao é consequéncia direta da
afirmacdo anterior e do fato de que um produto de polindmios nao-nulos
é também um polindémio ndo-nulo. Em adigdo, como o grau de uma dada
varidvel em cada um dos polindmios em {FP;(Z) : t € T}, é no maximo h,
entdo o grau dessa mesma varidvel no polindomio P(Z) ndo pode ser superior
a h|T|. Portanto, a segunda parte da afirmagdo também procede.

Tendo em vista essa tltima afirmacdo e a hipGtese de que ¢ > h|T],
pode-se aplicar o Lema dos zeros esparsos (cf. Apéndice A.4) ao po-
linémio P(Z). Com efeito, esse ultimo garante que

I eFE P #0,
0 que é equivalente a
HeFEvte T:P(€) #£0,

0 que, por sua vez, equivale a (2.8) e o teorema estd provado. O

Observagdo. O Teorema 2.3 assegura a existéncia de cddigos de rede
lineares bem-sucedidos sobre corpos finitos F, com g > h|T|, mas ndo
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exclui a existéncia de codigos de rede lineares bem-sucedidos com ¢ <
h|T|. Por exemplo, na rede borboleta que vem sendo estudada até
agora, tem-se h = 2 e |T| = 2; apesar disto, o cdigo de rede apresen-
tado é bem-sucedido mesmo com ¢ = 2.

2.6 Projeto de codigos de rede lineares

A prova do Teorema 2.3 juntamente com o Lema dos zeros esparsos
sugere um método de se projetar codigos de rede lineares para o caso
multidifusdo: basta considerar um corpo finito de tamanho ¢ > h|T]|,
calcular os coeficientes dos polindmios P;(Z) = det H, ; e, utilizando as
ideias da prova do Lema dos zeros esparsos, determinar valores para as
variaveis = de modo que o polinémio produto P(Z) = [[,c P:(Z) seja
ndo-nulo. De acordo com [56, Section 2.3], uma possivel implementacao
dessa tltima etapa é uma busca exaustiva.

Felizmente, foram desenvolvidos algoritmos para a obtenc¢ao de cé-
digos de rede lineares bem-sucedidos com complexidade polinomial no
numero de canais e nés da rede. Esta secdo ndo tem a pretensao de
descrever em detalhes tais esquemas, mas apenas citar os métodos mais
conhecidos na literatura. Mais detalhes podem ser obtidos em [56, Sec-
tions 2.3-2.5], [17, Chapter 5], [25, Section 2.4] e [30].

Os algoritmos para o projeto de cédigos de rede podem ser clas-
sificados como centralizados ou descentralizados, de acordo com a ne-
cessidade ou ndo do conhecimento da topologia do sistema (cf. [17]).
Algoritmos centralizados sdo executados previamente por um agente
com conhecimento pleno da topologia da rede; os mapeamentos de co-
dificacao sao, entao, informados aos nés da rede. Em contraste, no caso
decentralizado, cada n6 calcula localmente seu mapeamento de codifi-
cagao, sendo desnecessario o conhecimento da topologia da rede. Cada
abordagem apresenta suas vantagens e desvantagens:

(i) Algoritmos centralizados, em geral, sdo recomendados para redes
com topologia fixalfl. Apesar de mais lentos que os decentraliza-
dos, exigem um alfabeto de tamanho reduzido e sempre fornecem
codigos de rede bem-sucedidos.

8lEmbora a propriedade de estaticidade de um cédigo de rede (introduzida
em [35]) permita o uso de algoritmos centralizados mesmo em configuragdes de
rede sujeitas a variacoes.
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(#) Algoritmos decentralizados, por outro lado, sdo mais adequados
a redes com topologia variavel (e.g., com nos saindo e entrando).
Sao, normalmente, mais rapidos que os centralizados. Tais mé-
todos, em muitos casos, ndo garantem a validade do cédigo de
rede obtido; em geral, h4 um compromisso entre o tamanho do
alfabeto e a probabilidade de o codigo ser bem-sucedido.

2.6.1 Algoritmo LIF

O algoritmo LIF (do inglés linear information flow) foi desenvolvido
independentemente por Jaggi et al. em [29] e Sanders et al. em [44],
trabalhos mais tarde combinados em [30]. Foi o primeiro algoritmo
centralizado em tempo polinomial para o projeto de codigos de rede
lineares.

O procedimento consiste em percorrer os nés da rede sequencial-
mente, obedecendo a uma ordem de codificagdo. Cada né visitado
recebe um mapeamento de codificagao tal que a “propriedade de mul-
tidifus@o” permanece satisfeita no subconjunto composto pelo né atual
e pelos outros nés ja visitados. E portanto, um algoritmo greedy.

Possui duas variantes: DLIF (do inglés deterministic LIF), com
tempo de execucao O(|E||T|h(|T| + h)), sendo ¢ > |T| suficiente; e
RLIF (do inglés randomized LIF), com tempo de execucio O(|E| [T | h?),
sendo ¢ > 2|7 suficiente. Mais detalhes sdo apresentados em [30].

2.6.2 Completamento de matrizes

Em [22, 23], Harvey et al. apresentam um algoritmo centralizado e
com tempo de execucdo polinomial para o projeto de codigos de rede
lineares. O algoritmo faz uso do conceito de matrizes mistas, matrizes
cujas entradas podem ser tanto constantes numéricas quanto varidveis
simbalicas.

De fato, utilizando a abordagem algébrica discutida na Secéo 2.5,
as matrizes de transferéncia relativas a cada né podem ser expressas
por matrizes mistas, contendo constantes numéricas (dependentes da
topologia da rede) e varidveis simbdlicas (cujas escolhas determinam o
cédigo de rede). Assim, o problema de codificagdo de rede linear se tra-
duz em uma escolha adequada de valores para as variaveis simbdlicas—
procedimento denominado de completamento de matrizes—que resulta
em matrizes de transferéncia todas com posto completo.
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O algoritmo ¢ executado em um tempo O(|T]€|*log|€]) e utiliza
um corpo finito de tamanho ¢ > |T.

2.6.3 Coddigos de rede aleatdrios

Codificagao de rede linear aleatéria foi proposta primeiramente por Ho
et al. em [24] (veja também [26]). Nela, cada né intermediério efetua
combinagoes lineares aleatorias dos simbolos que recebe. No contexto
deste capitulo, isso significa que os elementos das matrizes de codifica-
¢ao locais sao escolhidos aleatoriamente. Uma vez que nao exige co-
nhecimento da topologia da rede por parte de cada nd, esse algoritmo
pode ser implementado de maneira descentralizada.

O seguinte teorema (cf. [17]) justifica a ideia de codificagdo de rede
linear aleatéria ao mostrar que a probabilidade de um c6digo ser bem-
sucedido tende a 1 quando o tamanho ¢ do corpo tende a infinito.

Teorema 2.4. Sejam (V,&) uma rede de comunicagiao e (s,T) uma
multidifusdo sobre essa rede. Dada uma taza h € N e uma poténcia de
primo q. Assuma

h < min{mincut(s,t) : t € T},

q>h|T|

e considere um codigo de rede linear de taxa h sobre F, com os ele-
mentos das matrizes de codificacio locais escolhidos aleatoriamente de
maneira uniforme e independente. Entdo, o codigo de rede assim cons-
truido ¢ bem-sucedido com probabilidade (1 — h|T| /q)® ou maior.

Demonstracao. Segue diretamente da aplicagao do Lema da probabili-
dade dos zeros (cf. Apéndice A.4) a abordagem da Segdo 2.5. O

2.6.4 Codigos de rede descentralizados nao-aleatérios

Existem ainda algoritmos descentralizados nao-aleatérios para o pro-
jeto de cddigos de rede. Apesar de nao exigirem conhecimento sobre
a topologia da rede, tais algoritmos operam apenas sobre classes de
problemas bem especificos (por exemplo, multidifusdo com dois nés
destino). Mais detalhes e referéncias podem ser obtidos em [17, Chap-
ter 5).
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2.7 Codificacao de rede convolucional

2.7.1 Problema de atrasos e ciclos

Como discutido no inicio deste capitulo, uma rede aciclica permite que
se adote um modelo de transmissoes que desconsidera atrasos, evitando,
ao mesmo tempo, problemas de inconsisténcia e nao-causalidade. Essa
abordagem, apesar de matematicamente mais comoda, pode nao ser
adequada em muitos casos praticos:

(i) Atrasos estdo presentes em todas as redes de comunicacao reais;
por exemplo, atrasos de processamento e de transmissdo. En-
quanto em algumas aplica¢des pode-se desconsiderar tais atrasos,
em muitas outras é necessario um modelo que os leve em conta.

(#) Na prética, a maioria das redes possuem ciclos—canais bidireci-
onais, por exemplo, implicam em uma rede ciclica. Nesse caso,
mesmo que os atrasos sejam negligenciaveis, em alguns casos é
mandatoria a introducao de atrasos em cada ciclo para evitar
problemas de inconsisténcia e nao-causalidadel¥, como mostra o
exemplo a seguir.

Exemplo 2.10. (Adaptado de [17, Chapter 6]) Considere a rede ciclica
mostrada na Figura 2.5, na qual o conjunto dos nés é dado por

V= {s,t1,ta}
e o conjunto dos canais é dado por
E ={e1,e9,e3,e4},
em que e; = (8,t1), ea = (s,t2), e3 = (t1,t2) e eq = (t2,t1). A fonte

gera um simbolo w = (wy,w2). Seja o mapeamento de codificagio da
fonte dado pelo mapeamento identidade e os mapeamentos de codifica-

(Em [17], as autoras mostram que a aciclicidade do grafo é uma condicao sufi-
ciente mas nao necessaria para que se possa desprezar os atrasos e apresentam um
critério necessério e suficiente para que o problema dos ciclos seja levado em conta.
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¢ao locais dos nos t1 e to dados pela operacao de soma, isto é,

Qe = Wi,

(e, = Wa, (2.9)
(e = Oey T Gey,

Qe, = Qey + Qey.

Conjuntamente, essas quatro equagoes implicam em wy + wy = 0,
o que ¢é inconsistente, visto que wi e ws devem ser independentes.

Figura 2.5: Exemplo de uma rede ciclica.

Curiosamente, o cédigo de rede refletindo um roteamento (sim-
bolo wy roteado por e; e e3z; simbolo ws roteado por es e e4) nao
apresenta esse tipo de problema. O

2.7.2 Cobdigos de rede convolucionais

Uma generalizacdo da codificagdo de rede linear “instantanea”, que
vem sendo considerada até entdao, é a chamada codificacao de rede con-
volucional, que introduz uma dimensao temporal (discreta) no modelo.
Codificagao de rede convolucional foi proposta independentemente por
Erez & Feder em [9] e Fragouli & Soljanin em [15].

Nesse novo cendrio, as quantidades w, a, : ¢ € £ e Wy : t € T defini-
das anteriormente sao dependentes da variavel temporal k; adotam-se
as notacoes wlk] € FI!, a.[k] € F, e W,[k] € F}!, para os valores daque-
las grandezas no instante k. Em adicdo, sdo assumidas conhecidas as
condigoes iniciais (k < 0) de cada uma dessas varidveis.

O mapeamento de codificagao local de um dado n6 nao-fonte v € V*
é completamente especificado por uma equagio de diferenca linear, aqui
considerada invariante no tempo. A saida do n6 no instante presente
pode depender das entradas no instante presente e nos instantes pas-
sados, bem como da prépria saida nos instantes passados.
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Codificacao de rede convolucional, por si 86, ndo resolve o problema
de inconsisténcia e nao-causalidade. Isso é resolvido inserindo atrasos
em ciclos “problematicos”. Uma maneira segura, simplificada e comu-
mente adotada é associar atrasos unitdrios ao mapeamento local de
todos os nos nao-fonte da rede. (Relevam-se os atrasos nos mapeamen-
tos de codificagdo da fonte e de decodificacdo.)

Assim sendo, distinguem-se trés casos.

Caso sem memdria. O mapeamento de codificagao local utiliza ape-
nas a entrada do né no instante presente e, portanto, continua
. . Out I
sendo definido por uma matriz F,, € IE‘!Z ()] e ge

A0ut(v) [k + 1] =F,- Aln(v) [k]a
para k > 0.

Caso FIR. O mapeamento de codificacdo local utiliza a entrada do n6
no instante atual e nos p— 1 instantes anteriores, sendo, portanto,
: ; ; |Out(v)[x|In(v)| , . _
definido por p matrizes F,[i] € Fy 2i=0,...,0—1.
Tem-se

aOut(v k + 1 Z F aIn(v [k - Z]7
para k > 0. Se recai no caso anterior quando p = 1.

Caso ITR. O mapeamento de codificagdo local pode utilizar valores
de suas entradas atuais e anteriores, bem como valores das saidas
anteriores. Tem-se

p—1 uw —1
aout(w) [k +1] = Y Foli] - amw [k —i] = Y Fy[i] - aouwk — i,
i=0 i=

para k > 0. Além das p matrizes do caso FIR, sdo necessérias
/ . I |Out(v)[x|Out(v)] , . /

' — 1 matrizes F/ [i] € Fy ci=1,...,4 — 1 para

descrevé-lo. Esse é o caso mais geral e recai no caso anterior

quando u' = 1.

Analogamente, para o mapeamento de codificacao da fonte, tem-se

w—1
X[k = 3 B.fi) - wik — i = 3 L[ - xlk — 1,
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em que x[k] = apu(s)[k] e, para o mapeamento de decodificacdo dos
nos destino, tem-se

pn—1 u'—1
Wi [k] = ‘i’t[i]'}’t[k_i]_ Z‘i’@[z]ﬁvt[k‘—z],
=0 =1

em que y¢[k] = ap,y[k]. Evidentemente, pode-se particularizar essas
equagoes para o caso FIR ou sem memédria.

Observagdo. Note os atrasos unitarios de processamento inseridos nas
trés primeiras equagoes (mapeamentos de codificacdo locais dos nos
nao-fonte). Como j& mencionado, esses atrasos ndo sao considerados
nas duas equagoes anteriores (mapeamentos de codificacao da fonte e
de decodificagdo dos noés destino).

Se, para todo né destino, a sequéncia estimada por esse né é igual a
sequéncia mensagem emitida pela fonte, a menos de um defasamento
temporal, o cédigo de rede assim definido é dito bem-sucedido. Sim-
bolicamente, o cbédigo de rede é valido se e somente se

Vie T :3A, e N:VE>0: Wik + A = wlk].

Exemplo 2.11. Considere a rede ciclica do Exemplo 2.10. Considere
também o cédigo de rede especificado por (2.9); adaptado ao contexto
de codificagao de rede convolucional (caso sem memodria), tem-se

ae, [k] = wilk],

ae,[k] = walk], (2.10)
Aes [k + 1] = ae, [k] + ac, (K],
ey [k +1] = ae,[k] + ae, [K].

A evolugao temporal do sistema pode ser representada por uma trelica,
como na Figura 2.6. Nesse exemplo, a saida de cada né nao-fonte é
a soma de suas entradas no instante anterior, enquanto a saida do né
fonte sdo os simbolos de informagao gerados no mesmo instante.
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k k

€1 €1 €1 €1

€2 €2 €2 €2
@ €3 @ €3 @ €3 e €3 @ o
Q " Q " Q " Q " @

Figura 2.6: Trelica derivada da rede da Figura 2.5.

k k=3

A seguinte tabela mostra a evolugdo dos simbolos de cada canal da
rede nos primeiros instantes, supondo condig¢oes iniciais nulas.

kooae (k] ac,[k] e, [K] e, [K]

0 wi0] wsl0] 0 0

1 wifl]  we[l] wy [0] ws[0]

2 wif2] w2 w2[0] + wi[1] w1 [0] + wa1]

A partir das equagdes (2.10) é possivel obter relagdes de recorréncia
que expressam as sequéncias das mensagens em funcao das sequéncias
de entrada do nd t1:

w1 [k] = a’el[k]7
wolk] = —ae, [k — 1]+ ae, [k + 1] — ae, [k — 1].

Assim, uma decodificagdo com atraso Ay, = 1 é possivel para o né ¢;.
Resultado andlogo pode ser alcancado para o né to. O
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2.7.3 Representagao pela transformada z

Uma representagdo conveniente de uma sequéncia qualquer {a[k]}72
é dada pela sua transformada z, definida por

Sob essa Gtica, a fonte tem acesso a uma h-tupla w(z) de séries. Si-
milarmente, cada canal e € £ transporta uma série a.(z) e cada né
destino t € T efetua um palpite w¢(z). Esse enfoque é equivalente
a proposta inicial de Koetter & Médard em [35] para se lidar com o
problema de ciclos e atrasos.

Assim, o mapeamento de codifica¢do local do né nao-fonte v € V*
é representado sucintamente por uma dnica matriz F,(z). As entradas
dessa matriz sao

(7) elementos de Fy, no caso de mapeamentos sem-memoria;

1

(7) elementos de F, [z_l}, isto é, polinébmios em z~', no caso de

mapeamentos FIR; ou

(#7) elementos de Fy (zfl), isto ¢, razdes entre polindmios em 27!, no

caso de mapeamentos IIR.

Visto que F, C F, [27!] C Fy (27'), hd uma ordem crescente de gene-
ralidade. Seja qual for o caso, a equacao que relaciona as entradas e
saidas do n6 nao-fonte v € V* é

aOut(U)('z) = Z_va(z) " AIn(v) (Z)v (211)

em que o fator z~! no lado direito da equacdo representa o atraso unita-
rio de processamento em cada né. Similarmente, define-se as equagoes
de codificagdo da fonte e de decodifica¢io dos nés destino (néo incluindo
o fator z71).

O cédigo de rede é bem-sucedido se e somente se

Vte T 3N € N:wy(z) = 27 2rw(2). (2.12)
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Exemplo 2.12. Aplicando a equagdo (2.11) ao cédigo de rede do
Exemplo 2.11, obtém-se

AQut(s) (Z) = Fs('z) W(Z),
aOut(tl)(Z) = Z_lFtl () Aln(ty)s
aOut(tz)(Z) = Z_lFtl () Aln(ty)s

em que

2=y 1] P -Pue=[1 1]

nao dependem de z pois sao mapeamentos sem memoria. Essas equa-
¢oes se traduzem em

e, (2) w1 (z),
ae,(2) = wa(z),
ey (2) = 27 ae, (2) + 27 ae, (2),
e, (2) = 27 e, (2) + 27 ae, (2),

resultado que também pode ser obtido aplicando a transformada z as
equagoes (2.10). Assim, caso se queira obter wi(z) e wa(z) em fungdo
das entradas a.,(z) e ae,(z) do né t1, por exemplo, basta resolver as
equagoes acima, resultando em

wi(z) = ae(2),

wa(z) = —zlae (2) + (2= 27" ae,(2).
Portanto, um mapeamento de decodificacdo para t; que torna o cédigo
de rede bem-sucedido é

A 27t 0
P =
t1 (Z) 72 12|
fornecendo A, =1 na condi¢ao (2.12). O

Os exemplos anteriores, por simplicidade, s6 levaram em conta o caso
de mapeamentos de codificagao locais sem memoria. No entanto, o uso
de mapeamentos com memoria pode apresentar vantagens, tais como a
possibilidade de um menor corpo [17, Subsection 6.1.1] e a simplificagao
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do processo de decodificagdo nos nés destino [56, Section 3.2]. Adici-
onalmente, ressalta-se que a abordagem da transformada z permite a
generalizagdo de muitos resultados da codificagdo instantanea para a
codificagdo convolucional, visto que ambos os casos sao anilogos, a
menos de uma mudanga de domfnio—de F, para F,(z71).

A linha de codificacdo convolucional nao serd seguida no restante
desta dissertacao. Mais detalhes podem ser obtidos nos trabalhos de
Erez & Feder [9, 10], Fragouli & Soljanin [15] e Li & Yeung [38].






CAPITULO 3

Codificacdo de rede externa

CAPITULO 2 SERVIU COMO base para apresentar os conceitos e

resultados fundamentais da teoria da codificacido de rede mul-

tidifusdo. De certa forma, o capitulo focou na codificacdo de
rede interna. O presente capitulo, por outro lado, aborda a codificacao
de rede externa, isto é, a comunicagao fim-a-fim entre o n6 fonte e um
determinado né destino. Uma vez definido o c6digo de rede interno, o
efeito desse sobre a comunicagao fim-a-fim pode ser representado sucin-
tamente pela matriz de transferéncia, que leva os dados transmitidos
pelo no fonte nos dados recebidos pelo né destino em consideracéo.

Inicia-se apresentando uma generalizacdo conveniente da codifica-
¢ao de rede linear estudada anteriormente: codificacio de rede vetorial
linear. ApOs isso é obtido o canal matricial que representa adequa-
damente a comunicacdo fim-a-fim e sdo definidos os chamados cédigos
matriciais externos. Esse modelo permite a solugao de dois problemas:
o desconhecimento do cédigo de rede interno (codificacao de rede nao-
coerente) e a presenga de erros nos enlaces da rede (controle de erros em
codificacao de rede); tais tépicos sao abordados em seguida. O capitulo
termina com o modelo de geragdes, um esquema pratico para contornar
o problema do assincronismo presente em diversas redes de comunica-
¢ao reais; o canal matricial se aplica notavelmente a esse modelo.

43
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3.1 Codificacao de rede vetorial linear

No cendario de codificagdo de rede linear considerado até o capitulo
anterior, o sistema operava sobre escalares pertencentes a um determi-
nado corpo finito F,. Neste capitulo, tal modelo é generalizado para os
chamados cddigos de rede vetoriais lineares, nos quais as operacgoes sao
executadas sobre vetores de um espago vetorial da forma Fy'. Nesse
caso, um vetor é uma m-tupla com elementos em um corpo finito F,.

3.1.1 Funcionamento do sistema

O funcionamento do sistema é andlogo ao caso escalar linear e é descrito
a seguir. Neste capitulo, o n6 destino considerado é sempre o mesmo,
de modo que alguns subscritos sdo descartados por conveniéncia.

(7) O noé fonte s tem acesso a um simbolo de informacio w € W e
os codifica, através do mapeamento de codificacio da fonte ¢, em
ns = |Out(s)| vetores de IF", denotados por xi,...,Xp,:

s*

oW — (F)"
wo o (X1, X, )

() Cada né nao-fonte v € V* recebe |In(v)| vetores em seus canais
de entrada e calcula, através da matriz de codificacio local F,, €
Fgom(vﬂx\ln(v)l, os |Out(v)| vetores de seus canais de saida:

. m\ | In(v m\ |Out(v
F,: (F)0l Ly (Fm)oue)]
(ac:eeIn(w)) + (aec:ee Out(v)).

(#) O no destino ¢ € T em consideracdo recebe em sua entrada n; =
[In(t)| vetores de Fy*, denotados por yi,...,yn,, €, através do
mapeamento de decodificacio QAS, faz uma estimativa @ € W do
simbolo de informacao w:

b (FEMM — W

(Y1,---3Yn,) +—— .

Assim como no caso linear escalar, o efeito da codificagido de rede in-
terna pode ser visto como um sistema MIMO (do inglés multiple input,
multiple output) sobre um corpo finito, como mostrado na Figura 3.1.
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X] —p y1

D Yn,
Figura 3.1: Rede de comunicagao vista como um sistema MIMO.

3.1.2 Representagdao matricial

Alternativa e convenientemente, pode-se dispor os ns vetores (m-tuplas)
transmitidos xi,...,%,, nas linhas de uma matriz X € Fy=*™ e os
ny vetores (m-tuplas) recebidos yi,...,¥n, nas linhas de uma ma-
triz Y € Fyt*™. Feito isso, a relagdo (2.7) ¢ adaptada ao caso vetorial
linear para

Y =G-X, (3.1)

em que G € Fyt*™s é a matriz de transferéncia, que leva a matriz de
entrada X na matriz de saida Y; a cadeia do sistema (2.6) torna-se

wls X Gy s,

em que ¢ : W — Fp=>" e ¢ : Fpr*™ — W sdo, respectivamente, o
mapeamento de codificagao da fonte e o mapeamento de decodificacao
do né destino em consideragao.

3.2 Codigos de rede externos

Por simplicidade, é comum assumir n; = n, = h e assim seré feito*!
neste trabalho. Quando é esse o caso, as matrizes X e Y tém ambas
dimensao h X m, enquanto a matriz G torna-se quadrada com dimen-
sao h x h.

Se um codigo de rede é bem-sucedido, entdo o mapeamento de co-
dificacao da fonte, ¢, é necessariamente injetivo (caso contrério, existi-
riam wq, we € W distintos tais que X = ¢(w1) = ¢(w2) e, portanto, wq
e wy acarretariam no mesmo Y e no mesmo ).

[lcf. [41, 50].
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Essa observagao sugere que o mapeamento ¢ : W — pode
ser, alternativamente, representado por sua imagem, isto é, pelo sub-
conjunto X = f(W) de FI*™. A injetividade implica W] = |X]. O
mapeamento de decodificacéo g?) ainda é necessario, mas agora efetua
um palpite X sobre a matriz X a partir da matriz Y. Com isso em
mente, adota-se a seguinte definigao.

hxm
Fq

DEFINICAO. Um cédigo de rede externo é definido por um par (X, gZA)),
em que X C F/*™ é chamado de c6digo matricial e ¢ : F}*™ — X' ¢
denominado de decodificador. A taxa desse codigo externo é definida

por

log, | X
R(¥) = 2L

e corresponde a razao entre o nimero de simbolos g-arios representando
informacao e o nimero total de simbolos g-arios transmitidos. O

Uma vez que a cadeia do sistema torna-se
G- " A~
XSy X,

é adequada a redefinicdo do termo bem-sucedido sob a ética da codifi-
cacao de rede externa.

DEFINICAO. Dada matriz de transferéncia G representando o cédigo
de rede interno, um cédigo de rede externo (X, ¢) é dito ser bem-
sucedido (sobre G) se, para todo X € X, tem-se X = X. O

Portanto, ao se utilizar um cddigo externo com taxa R(X) é possivel
transmitir informacao a uma taxa de h- R(X) simbolos ¢-drios por uso
da rede, desde que esse seja bem-sucedido.

O Teorema 2.3 adaptado ao caso em questdao afirma que se ¢ for
suficientemente grande e se h for menor que o valor do minimo corte
entre a fonte e 0 né destino em consideracao entao é possivel escolher
matriz G inversivel. Isso, por sua vez, permite que se escolha um cédigo
externo (X, ¢) bem-sucedido com

em que o codigo matricial X é o conjunto de todas as matrizes h X
m com elementos em F, e o decodificador ¢ calcula a matriz X a
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partir da matriz Y através de (3.1), isto ¢, X = Fl*™ e d:Y —
G~1.Y. Assim, o teorema garante que é sempre possivel obter c6digo

de rede interno G e cddigo de rede externo (X, ¢) bem-sucedido que
desenvolvem uma taxa de simbolos h.

3.3 Codificacao de rede nao-coerente

Esta secao aborda a chamada codificacio de rede nao-coerente, na qual
considera-se que o c¢ddigo de rede interno utilizado (seja esse aleatdrio
ou nao) é desconhecido pelos nés fonte e destino. Codificacao de rede
nao-coerente aliada a codificacdo de rede linear aleatéria é bastante
atrativa do ponto de vista pratico, pois permite um funcionamento
decentralizado da rede de comunicacao. A topologia da rede pode ser
desconhecida e até mesmo variante no tempo.

E utilizado o modelo da secdo anterior. Nesse contexto, a nio-
coeréncia se traduz no desconhecimento da matriz de transferéncia G €
FSX}L. Outra premissa adotada é a inversibilidade dessa matriz: isso é
sempre possivel de ser obtido (de acordo com Teorema 2.3) ou ocorre
com alta probabilidade em codificagdo de rede linear aleatéria (de
acordo com o Teorema 2.4) quando a condi¢ao de mincut é satisfeita e
o tamanho do corpo é suficientemente grande.

No caso coerente, o conhecimento da matriz G é garantido. Sendo
assim, de acordo com a se¢ao anterior, é sempre possivel obter codigo
externo (X, ¢) bem-sucedido sobre G com taxa R(X) = 1. J4 no caso
nao-coerente, nem o né fonte nem o né destino tém conhecimento a
priori da matriz G. Mesmo nessa circunstancia a comunicacao ainda é
possivel. A seguir sdo apresentados dois métodos, cada um fornecendo

um cédigo externo (X, ®) que é bem-sucedido simultaneamente sobre
todas as matrizes G inversiveis.

3.3.1 Matriz identidade no cabecgalho

O primeiro método para lidar com o problema da nao-coeréncia foi
proposto por Chou, Wu & Jain em [5] e consiste na inclusdo de um
cabecalho em cada vetor emitido pela fonte; o cabecalho do i-ésimo
vetor injetado é a h-tupla contendo 1 na posicao 7 e 0 nas demais
posicoes. E necessario assumir m > h. Assim, a matriz transmitida
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pela fonte é da forma

100 -+ 0 &4y @y o @)
X - o1 0 --- 0 m/271 m/2,2 e mé:(mfh) (3 2)
00 0 -+ 1 &y Thy  Thown
= [1 | X'],

em que I é a matriz identidade h x h e x; ; sao simbolos de informagao
que compdem a matriz X’ € FZX(mfh).

O né destino, através da relagdo linear (3.1), recebe a matriz

Y = G-X
= G [T | X]
=[G | Gg-X],

tendo, portanto, acesso & matriz G de transferéncia e 4 matriz Y’ =
G - X’ contendo os simbolos de informacao transformados. Assim, esse
né é capaz de recuperar os simbolos de informacao originais X'.[f]

O preco que se paga ao utilizar esse esquema é um overhead: dos
hm simbolos transmitidos, h? deles sao desperdicados nos cabecalhos.
Se o codigo matricial X C FZX’” for o conjunto de todas as matrizes
da forma (3.2), é possivel transmitir um total de

x| = g"0m

matrizes diferentes e, portanto, a taxa do cédigo é

R(X):l—%.

3.3.2 Transmissao de subespacos

Este segundo esquema foi sugerido por Koetter & Kschischang em [33]
e se baseia na seguinte observacdo: supondo que a matriz G € FSX}L
seja inversivel, o subespago vetorial de Fy* gerado pelas linhas da ma-
triz X € FZ”” é preservado ap6s a pré-multiplicacao por G em (3.1).

[t)Fazendo um paralelo com outros sistemas de comunicacio, a matriz identidade I
inserida no cabegalho faz o papel das “portadoras piloto” utilizadas para estimar o
canal de comunicacao, aqui representado pela matriz G.
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Simbolicamente,

(X)=(Y),

qualquer que seja a matriz G inversivel. Portanto, a ideia é codificar a
informacao nao mais diretamente nos elementos da matriz X, mas sim
em (X), isto é, no subespago gerado por ela. Na pratica, transmite-se
um conjunto contendo vetores que geram o subespaco.

De acordo com a equagao (A.3), do Apéndice A.5, se C for o conjunto
de todos os possiveis subespagos vetoriais de Fy* com dimensao h ou
menos e X C F2*™ for um c6digo matricial tal que {(X) : X € X} =C

e |X| =|C|, tem-se
h
m
=3 (7).
q

k=0
em que (T,?)q ¢ definido em (A.2).

O caso anterior pode ser visto como um caso particular desse: cada
matriz da forma (3.2) d4 origem a um subespago h-dimensional dife-
rente. No entanto, existem subespacos h-dimensionais que nao sao ge-
rados por matrizes da forma (3.2). Ainda mais, matrizes da forma (3.2)

nao sao capazes de gerar nenhum subespago de dimensao estritamente
menor que h.

Essa proposta é, de fato, o melhor que se pode fazer no caso em
que a matriz G é selecionada aleatoria e uniformemente entre todas as
matrizes h X h inversiveis, como provam Silva, Koetter & Kschischang
em [50]. Esse trabalho também mostra que os dois métodos apresen-
tados coincidem assintoticamente em dois contextos (ambos sujeitos a
m > 2h): quando o tamanho ¢ do corpo tende a infinito e quando os
valores de m e h tendem juntamente a infinito, mas mantendo h/m
constante.

3.3.3 Comparagao

A Figura 3.2 compara a taxa dos c6digos obtidos utilizando ambos os
métodos. As curvas sdo construidas em funcdo do comprimento m do
vetor. Os pardmetros utilizados para as curvas foram ¢ = 2 e h = 15.
Note que o método da matriz identidade no cabecalho s6 é valido a
partir de m > h. Assintoticamente, quando m tende a infinito, todas
as curvas tendem a eficiéncia unitéria.
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Figura 3.2: Taxas dos cédigos descritos, para g =2 e h = 15.

3.4 Codificacao de rede com erros

Como visto no Capitulo 1, erros em codificacdo de rede foram abor-
dados sob diversos pontos de vista. Aqui, adota-se o modelo de Silva
& Kschischang [47] que estende o modelo matricial da Secao 3.1 para
contemplar erros adversarios.

Nessa secao, viu-se que, na auséncia de erros, o né fonte injeta uma
matriz mensagem X de um alfabeto X' C Iﬁ‘gsxm e o né destino em
consideragdo coleta uma matriz Y € Fj**™. As matrizes X e Y estao
relacionadas pela equagdo (3.1), aqui reescrita por conveniéncia,

Y=G- X,

em que G € Fy**"+ ¢ a matriz de transferéncia do n6 fonte para o né
destino. Através de um mapeamento ¢3 (Fye — W, o destino efetua
um palpite X = é(Y) sobre a mensagem original X. Permanece-se com
ng = n; = h.

Em cima do exposto, constréi-se o modelo com erros. O erro é
encarado como uma segunda entrada do sistema, como mostrado na



3.4. CODIFICACAO DE REDE COM ERROS 51

Figura 3.3. E considerada a injecao de n. vetores de erros, dispostos
convenientemente em uma “matriz de erros” denotada por Z € Fpe*™.
Assim, a equagao que rege o sistema passa a ser

Y=G-X+H-Z, (3.3)

em que H € Fp " ¢ a matriz de transferéncia da “fonte de erros” para
o n6 destino. O modelo com erros é estudado a seguir, para os casos
coerente e nao-coerente.

VAl "'Z"e

X] —p y1

X ; e Yn,
Figura 3.3: Rede de comunicagao vista como um sistema MIMO com erros.

Caso coerente. No caso coerente, é assumido que o projetista tem
controle (ou, pelo menos, conhecimento) sobre o cédigo de rede interno.
Em outras palavras, a matriz de transferéncia G é escolhida (dentre as
permitidas pela topologia da rede) ou conhecida pelo projetista. O
modelo adversario adotado é bastante pessimista e segue as seguintes
hipoteses:

(7) O adversario conhece X e G e escolhe as matrizes H e Z.
(i) O projetista conhece G, mas desconhece as matrizes H e Z.

(#¢) Para que o problema seja interessante, o ntimero n. de vetores de
erros deve ser limitado por um inteiro 7 € N (pois caso contrério,
bastaria ao adversario escolher n, = ngs, H= G e Z = —X para
impossibilitar a comunicac¢ao). O pardmetro 7 é conhecido por
todos.

Caso nao-coerente. No cenario nao-coerente, o cdédigo de rede in-
terno utilizado nao é conhecido. Em termos do modelo vetorial linear, a
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matriz de transferéncia G em (3.3) é desconhecida pelo projetista. Em
adicao, é permitido que essa matriz tenha uma deficiéncia de posto,
o que contempla possiveis cdédigos internos mal-sucedidos. O modelo
adversario adotado é andlogo ao caso coerente, com a diferenca que,
agora, a matriz G, além de desconhecida pelo projetista, é escolhida
pelo adversario:

(7) O adversario conhece X e escolhe as matrizes G, H ¢ Z.
(#) O projetista desconhece as matrizes G, H e Z.

(#¢) Além do limitante 7 para o niimero de vetores de erros, considera-
se também que e a deficiéncia de posto da matriz de transferén-
cia G ¢ limitada por p € N (pois caso contrario, bastaria ao
adversdrio escolher G = 0 para impossibilitar a comunicagao).
Os parametros p e 7 sdo conhecidos por todos.

A solugao do problema em questao se traduz no projeto de um cédigo
externo (X, g?)) que permita a comunicagdo mesmo na presenca das ad-
versidades. Desse modo, o cdédigo matricial X' deve ser tal que seja
possivel descobrir qual foi a palavra-codigo X € X transmitida, atra-
vés do decodificador qg, tendo conhecimento da matriz Y recebida. A
escolha de (X, q@) deve ser feita em funcdo de G e 7, no caso coerente,
ou p e 7, no caso nao-coerente. Nesse contexto, destaca-se o traba-
lho [47], de Silva & Kschischang, que obtém métricas adequadas que
guiam a escolha do c6digo, para os casos coerente e nao-coerente.

Uma forma de se obter codigos matriciais para o caso ndo-coerente
é utilizar a abordagem de subespacos discutida na Subsecao 3.3.2, em
que foi proposta a transmissdo de informagao através de subespacos
vetoriais de IE‘Z””. Naquela ocasiao, utilizou-se todos os subespacos
de ngm, visto que os erros eram inexistentes (i.e., 7 = 0) e a matriz G
era inversivel (i.e., p = 0). Quando essas duas hipdteses ndo sdo neces-
sariamente verdadeiras, a ideia—apresentada e justificada por Koetter
& Kschischang em [33]—¢ néo utilizar todos os subespagos vetoriais
disponiveis, mas apenas parte deles. Se esta definindo, assim, um co-
digo de subespago. Cédigos de subespaco sdo o assunto do préximo
capitulo.

3.5 Modelo de geracoes

Além do problema de atrasos e ciclos discutido anteriormente na Se-
¢ao 2.7, em muitas redes de comunicacao reais os pacotes nao sao trans-
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mitidos de maneira sincrona, como vem sendo assumido até entao. Fa-
tores como trafego concorrente e congestionamento, por exemplo, sdo
importantes e devem ser levados em conta em varias redes de comuni-
cacdo, em particular as redes de pacotes.

Em [5], essa questdo é confrontada por Chou, Wu & Jain através do
modelo de geragoes, esquema que dispensa a exigéncia de aciclicidade
da rede além de permitir uma operacdo assincrona da mesma. Ainda
mais, como o modelo de geragoes faz uso das ideias de codificacao
de rede nédo-coerente (apresentadas na Segdo 3.3) e a assume opera-
¢oes aleatérias em cada né (descritas em seguida), torna-se possivel um
funcionamento descentralizado do sistema. Por todas essas razoes, o
modelo de geragoes é bastante atrativo em aplicagoes praticas.

No modelo proposto, a comunicagao se da através de sucessivas ge-
ragoes. No inicio de cada geracao, seguindo um dos métodos propostos
na Secdo 3.3, o n6 fonte gera h pacotes xi,...,Xp, cada qual de com-
primento m. O inteiro h, nesse contexto, é chamado de tamanho da
geracdo. O nd fonte passa entdo a transmitir por seus canais de saida
combinacoes lineares aleatérias dos pacotes X1, ...,Xp.

Em cada né da rede, um ponteiro indicando a geracao atual sendo
considerada nesse n6 é utilizado. Quando um noé nao-fonte recebe um
novo pacote da geracao atual ou de geragoes futuras, esse é armazenado
em um buffer; pacotes recebidos que pertencem a geracoes passadas sao
descartados. (E assumido que todo pacote carrega um rotulo indicando
a qual geragao pertence.) Quando tiver oportunidade, o né emite um
pacote que consiste em uma combinacao linear aleatéria de todos os
pacotes armazenados em seu buffer que pertencem & geragao atual.
Periodicamente, o ponteiro desse n6 é avancado e pacotes da geragao
anterior sao eliminados do seu buffer. Note que os ponteiros de todos
os nés da rede avangam assincrona e independentemente.

Note também que cada pacote recebido por um né pode ou nao
trazer nova informagao: se o pacote estd fora do subespaco vetorial
gerado pelos outros pacotes armazenados no buffer que sdo da mesma
geragao, ele é dito inovativo e representa nova informacao. Pacotes
nao-inovativos nao necessitam ser armazenados no buffer e podem ser
descartados. Logo, quando um né tem em seu buffer h pacotes (obri-
gatoriamente linearmente independentes) de uma mesma geragio, ele
estd apto a decodificar a mensagem dessa geracao.

No caso do modelo de geracdes, o inteiro h nao representa a taxa
alcancada, devido a natureza assincrona do sistema. A condicdo de
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mincut (2.3) sequer precisa ser satisfeita no grafo que representa a rede;
essa condigao, entretanto, é satisfeita em uma treliga que representa a
evolugdo temporal do sistema (cf. [54, Chapter 19]). Por fim, o trabalho
original [5] apresenta mais detalhes, tais como estratégias de renovagao
de geracdo e monitoramento de taxas de inovacdo, a fim de melhorar o
desempenho do sistema.



CAPITULO 4

Codificacdo de subespaco

0 CAPITULO 3 FOI DEFINIDO o canal matricial para modelar a
comunicacdo entre o né fonte e um né destino qualquer de uma
rede de comunicagao multidifusao que opera com codificacao

de rede vetorial linear. Naquele mesmo capitulo, especificamente para o
caso nao-coerente, foi também introduzida a proposta de se transmitir
informacao nao diretamente nos elementos da matriz injetada na rede,
mas sim no subespago vetorial gerado pelas linhas dessa matriz, através
de codificagio de subespaco.

Apesar de codificagao de subespaco ter surgido como uma aplicagao
no controle de erros em codificacao de rede nao-coerente, este capitulo,
com excecao da ultima secao, trata esses dois topicos de maneira in-
dependente. Dessa forma, codificagdo de rede e o canal matricial sao
deixados temporariamente de lado, trabalhando-se diretamente com
subespagos vetoriais.

Inicia-se considerando um canal de comunicagdo, o canal de subes-
pago, no qual se transmite um subespaco vetorial e se recebe outro. Em
seguida, é definida uma métrica natural que mede a “distancia” entre
dois subespacos—a distincia de subespaco—e sao estudados cddigos
corretores de erros no espaco métrico definido por essa distancia, os
codigos de subespago. Sao determinados limitantes inferiores e superio-
res que relacionam a distancia minima com o tamanho desses c6digos.

%)
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Finalmente, na ultima secao, a conexao entre codificacao de subespago
e controle de erros em codificacao de rede é apresentada formalmente.

O capitulo é baseado principalmente em [33], de Koetter & Kschis-
chang.

4.1 Canal de subespaco

Seja ¢ € N uma poténcia de primo e m € N um nimero inteiro posi-
tivo. Seja Fy" o espago vetorial composto por todas as m-tuplas com
elementos em F,. Na definicdo abaixo, de Koetter & Kschischang [33],
a notacao ’P(FZ”’) representa o conjunto de todos os subespagos vetoriais
de 7", objeto conhecido como espago projetivo (cf. Apéndice A.5).

DEFINIGAO. O canal de subespago é um canal de comunicagao dis-
creto sem meméria definido por

ou seja, com alfabetos de entrada e saida dados pelo espago proje-
tivo P(IF7") e probabilidades de transicao dadas por p(-|-). O

As probabilidades de transigao p(-|-) definem completamente o canal e
devem refletir o modelo de erro adotado para o sistema. No entanto,
uma vez que este trabalho considera um modelo de erro adversdrio (em
detrimento de um modelo de erro probabilistico), a definigdo das pro-
babilidades de transicao nao é importante. Por outro lado, é necessaria
a definicao de uma distancia entre os elementos do alfabeto. Esse en-
foque resulta na abordagem combinatorial da teoria da codificagio (em
contraste com a abordagem estocastica da teoria da informacdo) para
resolver o problema em questao.

4.2 Distancia de subespaco

No canal de subespago, transmite-se um subespaco U € P(IF;”) e
recebe-se outro subespago V' € P(F*). Caso ocorra um erro, U # V.
A ideia de uma distancia dg(-,-) entre dois subespagos é que dg(U, V)
deve mensurar o “tamanho” ou peso do erro que ocorreu. Esta secao
tem como objetivo definir uma fungéo ds(+, ) adequada para o canal de
subespaco.
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4.2.1 Motivagao

E natural definir a distancia entre dois subespacos como sendo o niimero
minimo de inser¢oes e remogoes de dimensoes para chegar de um subes-
paco a outro. Para justificar a definicdo da distancia que serd apresen-
tada na subsecao seguinte, é feito uso de uma ferramenta matemaética
conhecida como diagrama de Hasse, que representa graficamente qual-
quer conjunto finito parcialmente ordenado (cf. Apéndice A.2); aqui,
serd feita uma particularizacao para o caso em questao.

Com efeito, o espago P(FZI”’) pode ser parcialmente ordenado por =,
em que V; < V5 se e somente se V) é subespaco de V5. Portanto, é
possivel construir o diagrama de Hasse de P(IF(T) com respeito a =.
Tal diagrama consiste em um grafo nao-direcionadol® cujos vértices
sao os elementos de P(Fy*). Dois vértices Vi e Vs estdo conectados se

e somente se V7 é subespaco de V5 e dim V5 = dim V; + 1 ou vice-versa.

Figura 4.1: Diagrama de Hasse de P(F3).

[*]O diagrama de Hasse é originalmente um grafo direcionado, mas no presente
caso é mais conveniente considerd-lo nao-direcionado.
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Exemplo 4.1. Os subespagos de W = F3 estdo listados abaixo.

O = {000} W = {000,001,...,110,111}
Sy = {000,001} S = {000,010, 100,110}
Sy = {000,010} Sy = {000,001,100,101}
Ss = {000,011}  S& = {000,011,100,111}
Sy = {000,100} S+ = {000,001,010,011}
S5 = {000,101}  S& = {000,010,101,111}
S¢ = {000,110}  S& = {000,001,110,111}
S; = {000,111} S+ = {000,011,101,110}
O diagrama de Hasse de P(FF3) estd mostrado na Figura 4.1. O

A partir do diagrama de Hasse, é natural definir uma distdncia entre
dois subespagos Vi, Vo de P(Fy") como o comprimento de uma geodésica
(caminho de menor distdncia) ligando V; e Va.

Exemplo 4.2. A Figura 4.2 mostra duas geodésicas entre elementos
de P(F3).

(a) De Sz a Si; comprimento 3.  (b) De Si- a S3-; comprimento 2.

Figura 4.2: Geodésicas ligando elementos de P(F3).

Note que podem existir outros caminhos ligando os elementos; no
entanto, os caminhos apresentados sao de comprimento minimo. O
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4.2.2 Definigao e propriedades

Algebricamente, o comprimento de uma geodésica ligando dois subes-
pacos pode ser obtido de acordo com a definicdo a seguir, de Koetter
& Kschischang [33].

DEFINIGAO. A distancia (de subespacgo) entre dois subespagos V1, Va
do espago projetivo P(Fy*) é definida por

ds(Vh, Vo) = dim(V; + Vo) — dim(V; N V), (4.1)

em que + e N representam, respectivamente, a soma e a intersecio de
subespagos. O

Utilizando (A.1) é possivel reescrever a distdncia como

ds(V1, VQ) = dimV; +dim V5 — 2dim(V1 N Vg) (4.2)
= 2dim(V; + V2) — dim V; — dim V5.

Exemplo 4.3. A definicao (4.1) aplicada ao caso da Figura 4.2 fornece

ds(S2,53) = dim(Ss 4 S3) — dim(Se N S3)
= dimW —dim O
= 3-0
= 37

ds(Si, Sy) = dim(Si 4 S3) — dim(Sf N S3)
= dim W — dim Sy
= 3-1
= 2,

em que foram utilizados os detalhamentos do Exemplo 4.1. Tais resul-
tados estao coerentes com o Exemplo 4.2. O

O teorema a seguir, também de Koetter & Kschischang [33], afirma que
a distancia definida por (4.1) faz com que o espago projetivo P(F7") seja,

de fato, um espago métrico (cf. Apéndice A.6).

Teorema 4.1. A fungio ds(-,-) é uma métrica em P(Fy").



60 CAPITULO 4. CODIFICACAO DE SUBESPACO

Demonstracao. Sejam Vy, Vo,V € P(IF;”). E preciso demonstrar que as
trés propriedades apresentadas no Apéndice A.6 sdo validas.

(i) A primeira propriedade, ds(V1,V2) = 0 <= Vi = Vh, segue
do fato de que dim(V; N V2) < dim (V5 4+ V2), com igualdade se e
somente se Vi = V5.

() A propriedade da simetria, dg(V1, Va) = dg(Va2, V1), é consequén-
cia da comutatividade das operacoes de soma e intersecao de su-
bespacos.

(#) Por fim, a propriedade da desigualdade triangular, ds(Vi,V2) <
ds(V1, V) + dg(V, Va), vem de

% [ds(Vl, VQ) - dS(Vla V) - dS(V’ VQ)]

@ dim(Vi N V) +dim(Va N V)

—dimV —dim(V; N V3)
D dim[(Vi N V) £ (V£ 18)] +dim [(Vi N V) N (V N Va)]
—dim V — dim(V; N V3)

= {dim[(VinV)+(V +V,)] —dimV}
+{dim(Vi NV NV) —dim(V1 NV2)},

em que (a) é consequéncia de (4.2), (b) é consequéncia de (A.1)
e em (c) os termos foram apenas reescritos de maneira conveni-
ente. Mas ambas as quantidades entre chaves sdo nao-positivas
(a primeira porque V é subespago de (V1 NV) +(V +V;) e a
segunda porque Vi N V; é subespaco de V1 NVo N V) e, portanto,
a desigualdade triangular é valida.

Portanto, dg (-, -) ¢ uma métrica em P(F7"). O

Como discutido em [18], a distancia ds(-, ) ndo é invariante & soma +
ou a intersecdo de subespacos M. Por exemplo, seja O € P(Fy') o
subespaco contendo apenas o vetor nulo e W & P(IF(T) o subespaco
completo F7". Desse modo, tem-se que ds(O, W) = m, mas

ds(O—I—V,W—I—V) =ds(V,W)=m—dimV <m = dg(O, W),

ds(ONV,WNV) =dg(0,V) =dimV <m = ds(O, W),
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em que V € P(IF;”) é um subespaco qualquer. Em geral, vale
ds(Vi, Vo) > ds(Vi + V, Vo + V),

ds(V1,V2) 2 ds(VinV,VanV),

para quaisquer V1, Va € P(F7").

4.3 Codigos de subespaco

Com o espaco projetivo munido de uma métrica, é possivel aplicar a
teoria da codificagdo para controle de erros ao presente problema—
define-se, assim, a chamada codificagdo de subespago. O Apén-
dice B apresenta conceitos relativos a teoria da codificacdo em espacos
métricos finitos arbitrarios. Aqui, essa teoria é particularizada para o
espaco projetivo com a métrica de subespaco.

A teoria da codificagao é adequada para o modelo de erro adversario,
o qual considera que o erro estd limitado a um méaximo peso. Assim,
restringindo-se os possiveis subespacos transmitidos a um subconjunto
bem escolhido, é possivel detectar e até mesmo corrigir eventuais erros
de transmissd@o que possam ocorrer.

DEFINIGAO. Um cédigo de subespago C é um subconjunto ndo-vazio
de P(F;"). Os elementos de C sdo subespagos vetoriais de " e sdao
chamados de palavras-cédigo. O

Parametros de interesse de um cédigo de subespago sao definidos a
seguir.

DEFINIGAO. Seja C C P(F;*) um cédigo de subespago.

(7) O tamanho ou cardinalidade do cédigo C é definido por |C|,
isto é, o nimero de palavras-codigo de C.

(#) A distancia minima do cédigo C é definida por
dg(C) = min{ds(V,U) : V,U € C,V # U},

isto é, a menor das distancias entre pares distintos de palavras-
cbdigo de C.

Tem-se 1 < |C| < |P(Ffln)‘ el <ds(C) <m. O
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Exemplo 4.4. Considere o Exemplo 4.1, no qual foi apresentado o
espaco projetivo P(IF3). Seja o cédigo C = {51, ..., S7, W}. O tamanho
do cédigo é |C| = 8 e a distdncia minima do codigo é ds(C) = 2. A
Figura 4.3a mostra a representacao grafica do codigo C. Note que para
chegar de um ponto a outro do cédigo é sempre necessario pelo menos
dois desvios no diagrama de Hasse, o que confirma o valor da distancia
minima. O

A cada c6digo de subespago C corresponde outro, denominado de seu
complemento ortogonal e denotado por C.

DEFINIGAO. O complemento ortogonal de um cédigo C é dado por
ct={vt:.vecq,
em que V= é o subespaco ortogonal a V, definido no Apéndice A.5. [

O complemento ortogonal tem a propriedade de conservar tanto o ta-
manho quanto a distancia minima do cédigo.

Exemplo 4.5. O cédigo complementar ao codigo do Exemplo 4.4 é
C*+ ={0,5¢,...,5#}. O tamanho do cédigo é |C*| = 8 e a distancia
minima do c6digo é ds(C*) = 2. A Figura 4.3b mostra a representagio
gréafica do codigo C*. O

(a) C={Si,...,S7, W} (b) C+ ={0,5%,..., 54}

Figura 4.3: Representacdo grafica de c6digos no espago projetivo P(F%)
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4.4 Limitantes

Foca-se agora no problema de encontrar o maior tamanho possivel de
um cédigo de subespaco dados os pardmetros g e m e fixada uma dis-
tancia minima d. Para tanto, define-se a notacao A,(m, d), que indica a
maior cardinalidade de um cdédigo em P(F;*) com distdncia minima d,
ou seja,

Ag(m, d) = max{|C|: C C P(F;"),ds(C) = d}. (4.3)

Assim como no caso cldssico (cddigos no hipercubo de Hamming), a
tarefa de encontrar o valor exato de A4(m,d) néo é trivial. Por isso,
esta secdo se contenta com a determinacao de limitantes inferiores e
superiores para essa quantidade.

4.4.1 Esferas no espago projetivo

Na Secao B.2 do Apéndice B sdo abordados os chamados limitantes
esféricos, que se aplicam sobre qualquer espaco métrico. Aqui, esses
limitantes sao particularizados para o caso em questao. E, portanto,
necessaria a nocao de esferas situadas no espaco projetivo. No caso
de P(Fy) com métrica dg(-,-) definida por (4.1), tem-se o seguinte.

DEFINIQAO. A esfera de centro Vj e raio r é dada por
Bigm)y(Vo,7) ={V € P(Fy") : ds(V, Vo) < r}
e o volume dessa esfera é definido por
VOl(q,m) (VO7 T) = |B(q,m) (Vba T)| )

isto é, o nimero de pontos nela situados. O
Exemplo 4.6. A Figura 4.4 mostra esferas no espago projetivo P (Fy")
com ¢ = 2 e m = 3 centradas em O e S; e com raios variando de 0 a
3. Note que o volume das esferas depende do centro das mesmas; em

outras palavras, o espago projetivo com a distancia de subespago nao é
um espago métrico regular. O

O seguinte lema determina o volume de cascas no espago projetivo
e facilita a obtenc¢do do volume da esfera no Teorema 4.3. A casca de
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(b) Esferas centradas em Si.

Figura 4.4: Esferas no espago projetivo "P(]Fg).

centro Vj e raio j é definida como o conjunto de pontos cuja distancia
até o subespaco Vp ¢ exatamente j, isto é, {V € P(F") : ds(V, Vo) = j}.
Esse resultado foi apresentado pela primeira vez em [12] por Etzion &
Vardy. A prova do lema adapta o método utilizado em [33] para resolver
um problema similar.

Lema 4.2. O wolume da casca de centro Vo € P(F') e raio j €
{0,...,m} é dado por

J
asca . m—k k (i
Vol (Vo, j) = Z( ‘ ) (Z> q'v=", (4.4)
q q

—1
izo \J

em que k = dim Vj.

Demonstracao. O volume da casca de centro Vp, em que dimVy =
k e raio j é dado pelo nimero de subespagos V € P(IFZL) tais que
ds(Vp, V) = j. Sao consideradas geodésicas de V) para V no diagrama
de Hasse da seguinte natureza: ¢ movimentos para a esquerda, partindo
de Vj e atingindo um ponto intermediario U € P(Fy"), e j —i movimen-
tos para a direita, chegando finalmente em V. Em seguida é computado
o nimero de pontos V distintos, para i =0,..., .
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possiveis pontos U distintos tais que U é subespago (k — i)-dimensional
de V().

Para chegar no ponto V' a partir do ponto U ¢ adicionado um su-
bespago Z € P(F}") tal que Z é (j — i)-dimensional e a intersecao de
Z com V{ seja o espaco nulo. Quantos possiveis subespacos Z dessa
natureza existem? A resposta é

Fixado i, existem

i1
H (qm _ qk-i-a)

a=0
j— ) (4.5)

i—1
H <qk7i+j7i o qkf’i‘i*a)
a=0

visto que

(i) o numerador é a quantidade total de bases ordenadas distintas
para subespagos Z: o primeiro vetor da base pode ser qualquer
um dos ¢" vetores em F*, exceto os q* vetores em Vj; o segundo
vetor da base pode ser qualquer um dos ¢ vetores em Fy*, exceto
os ¢**1 vetores no espago gerado por (Vp U “vetor ja escolhido”);
e assim por diante, até completar as j — ¢ dimensoes de 7; e,

(#i) fixado um desses subespacos Z, o denominador é o nimero de
possiveis bases ordenadas distintas que o geram: o primeiro vetor
da base pode ser qualquer um dos ¢~/ vetores em V, exceto
os ¢*~* vetores em U; o segundo vetor da base pode ser qualquer
um dos qk_“‘j_i vetores em V', exceto os qk_i‘|r1 vetores no espaco
gerado por (V' U “vetor ja escolhido”); e assim por diante, até
completar as j — ¢ dimensobes de Z.

A quantidade (4.5) pode ser simplificada para

(”f‘ - k) 41—
ji—i),

e o lema segue imediatamente. O
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Teorema 4.3. O volume da esfera de centro Vo € P(F") e raio r €
{0,...,m} é dado por

Vol m) (Vo,7) = Zvolgf;f;;”‘ Vo, )

LG O

=0 =0
em que k = dim Vj.
Note que o volume depende apenas da dimensao k do subespaco Vj, e

nao diretamente de Vp. Portanto, a notagao Vol(g ) (k,r) é utilizada
para representar a quantidade calculada por (4.6).

O volume possui a seguinte propriedade, consequéncia da simetria
da binomial Gaussiana:

Vol(g,m)(k, 1) = Vol (gm)(m — k, 7).

Além disso, é possivel mostrar que Vol(g ,,,)(-,7) ¢ monotonicamente
decrescente de 0 a |m/2], isto é, se 0 < ky < ko < |m/2] entdo
Vol (g,m)(k1,7) > Vol (g,m)(k2,7). Em particular,

Vol(g,m)(Im/2],7) < Vol(gm)(k,7) < Volgm)(0,7),

para todo k tal que 0 < k < m. Assim, dado um raio r € {0,...,m},
os volumes minimo, médio e mdzrimo da esfera sao, respectivamente,

Vol(gm (r) = Vol<q m>(Lm/2J "), (4.7)
Vo]?;efn)( ) = |’P Fm | Z < ) VOl(q7m)(]€,T'), (48)
Vo ?‘f:;) (7’) = VOI((LWL) (Oa T)a (49)

em que a funcao Vol(y ) (-, 7) é dada por (4.6).

Exemplo 4.7. Este exemplo ilustra a aplicagdo do Teorema 4.3. Os
volumes de esferas no espaco projetivo P(F3) em funcio da dimenséo k
do centro sao apresentados na tabela a seguir, para diversos valores de
raio r.
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r=20 1 1
r=1 8 5 ) 8
r=2 15 12 12 15

Observe que os volumes para k =0 e k£ = 1 concordam com os resulta-
dos apresentados anteriormente no Exemplo 4.6. O

Exemplo 4.8. A Figura 4.5 apresenta o volume de esferas em P(IF;”)
para ¢ = 2 e m = 20 em funcao da dimensao k do centro, para valores
de raio r variando de 0 a m. No eixo vertical estd o logaritmo do

o000 1 = 20
1.0
eo0e 1 — 10

log, Vol(g,m) (k,7)

0.0p—9—9o—90—9—90—90 90900909000 o 0o 0o o oo

Figura 4.5: Volume de esferas no espago projetivo P(Fy*) para ¢ = 2 e m = 20.

volume, normalizado por log, ‘P(F;”)|. A propriedade da simetria e a
monotonicidade decrescente de 0 até [m/2] e crescente de [m/2] até m
podem ser observadas. O



68 CAPITULO 4. CODIFICACAO DE SUBESPACO

4.4.2 Limitantes de Hamming e Gilbert-Varshamov

O seguinte teorema é fruto da particularizagdo dos resultados da Se-
¢ao B.2 do Apéndice B. O limitante superior fornece o chamado limi-
tante de Hamming, enquanto o limitante inferior é conhecido como o
limitante de Gilbert- Varshamou.

Teorema 4.4. Os sequintes limitantes sobre o tamanho dtimo de co-
digos mo espago projetivo sao vdlidos:

M < Ag(m,d) < min‘P(F?H |
VOl(q?m)(d -1) VOl(q,m)('_(d —1)/2))

em que Vol?é?f}b)(') ¢ dado por (4.8) e Vol?;?n)(') é dado por (4.7).

4.4.3 Puncionamento de cédigos de subespago

O préximo limitante faz uso do conceito de puncionamento de tuplas,
subespacos e codigos de subespaco. A operagdo de puncionamento
consiste em “remover dimensoes”; apesar dessa operacao reduzir a dis-
tancia entre as palavras-cddigo, ela tem a propriedade de—sob certas
condigoes—manter o tamanho do cédigo.

Inicia-se definindo a operacao de puncionamento de uma tupla e de
uma palavra-codigo.

DEFINIGAO. Denotada por (-)¥, a operagdo de puncionamento de
uma tupla consiste em remover uma dada coordenada da tupla (a
tltima coordenada, por exemplo). Equivalentemente,

Y . mmm m—1
() Fy — Ty
v=(v1,...0) —> V= (U1, . Up_1).

Além disso, define-se a operagao de puncionamento de um subes-
pago por
(Y :PEM) — PEF (4.10)
Vo — Vi={v':veV}hL

Pode-se provar que essa defini¢do é coerente no sentido de que V'V é
realmente um subespago de F;”’l. O
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A seguinte propriedade da operagdo de puncionamento, apresentada
sem prova, sera tutil mais adiante.

Lema 4.5. Sejam V,U € P(F}"). Entdo
dimV -1 <dimVY <dimV,

dim(V +U) -1 <dim(VY +U") < dim(V 4 U).
DEFINIGAO. Dado um cédigo C C P(F}'), o correspondente cédigo
puncionado é definido por

cY={v':Vvecy,
subconjunto de P(F;~1). O
Lema 4.6. Seja um cédigo C C P(Fy') com cardinalidade |C| e dis-
tancia minima ds(C) > 2. Entdo o cddigo puncionado CY C P(F1)

tem cardinalidade |CY| = |C| e distancia minima dg(C) —2 < dg(CV) <
ds(C).

Demonstrac¢ao. Sejam V,U € C distintos. Entao, pelo Lema 4.5,

ds(VV,U") = 2dim(V' +U") —dimV" — dimU"
> 2dim(V4+U)—-2—-dimV —dimU
= dg(V,U) -2

e portanto ds(CV) > ds(C) — 2. Além disso, como ds(V,U) > 2, tem-se
que dg(VY,UY) > 0, o que faz com que VY e UY sejam distintos pois
ds(-,+) é uma métrica. Portanto, |CY]| = |C]|. O

4.4.4 Limitante de Singleton

O limitante superior de Singleton é obtido verificando-se o que acontece
com um c6digo se o puncionarmos repetidas vezes. O resultado a seguir
segue 0 método descrito na Se¢do B.3 do Apéndice B.
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Teorema 4.7. O sequinte limitante sobre o tamanho dtimo de codigos
no espaco projetivo € vdlido:

A(I(m7d) S ,P(an_l.(d_l)/%) )

em que ‘P(Fg)) é dado por (A.4).

Demonstragdo. Seja um cédigo C C P(Fy') qualquer com distancia mi-
nima dg(C) = d. Puncionando o c6digo C um total de | (d — 1)/2] vezes,
pelo Lema 4.6, obtém-se um c6digo ' = CYY C P(F?’_L(d_l)/%) com
cardinalidade |C’| = |C] e distdncia minima dg(C’) > 1. Portanto,

ICl=|C'| < p(FZIn*L(d*I)/?J)

e o teorema segue. O

4.4.5 Graficos

Os limitantes superiores de Hamming e Singleton, bem como o limi-
tante inferior de Gilbert-Varshamov estao ilustrados na Figura 4.6 para
o espago projetivo P(IFj*) com ¢ = 2 e m = 20. No eixo vertical es-
tao os logaritmos dos trés limitantes sobre A,(m, d), normalizados por
log, | P(F7)].

4.5 Coddigos de dimensao constante

Uma classe importante de codigos de subespago sao os chamados cddi-
gos de dimensdo constante, c6digos nos quais todas as palavras-codigo
possuem uma mesma dimensao k. Sao analogos aos cddigos cldssicos
de peso constante, isto é, codigos classicos nos quais todas as palavras-
c6digo possuem o mesmo peso de Hamming.

Os cbédigos de dimensdo constante sdo também conhecidos como
codigos mo grassmanniano, porque o subconjunto

PET k) ={V € P(FP) : dimV = k},

do espago projetivo P(IF;*) contendo todos os subespacos de uma dada
dimenséo k é chamado de grassmanniano (cf. Apéndice A.5).
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Figura 4.6: Limitantes sobre Aq(m,d) para ¢ = 2 e m = 20.

O grassmanniano em si é também um espac¢o métrico com a mé-
trica dg(+,-), com a propriedade de que se V5 e Vi sdo dois subespa-
¢os do grassmanniano, entdo dg(Vi, V2) assume apenas valores pares.
Assim, é natural considerar o grafo com vértices {V € P(F", k)} e
arestas {(V1,Va2) € P(Fi", k)? : ds(V1, V) = 2}. Esse grafo é conhecido
como diagrama de Grassmann e tem a caracteristica de ser regular com
relacao a distancia, de modo que, no grassmanniano, esferas de mesmo
raio tém sempre o mesmo volume.

Cédigos no grassmanniano ja foram considerados mesmo antes do
trabalho de Koetter & Kschischang [33], mas em diferentes contextos.
Essa referéncia, além de apontar alguns desses trabalhos anteriores,
também deduz limitantes especificos para o grassmanniano, analogos
aos de Hamming, Gilbert-Varshamov e Singleton e apresenta constru-
¢oes de cédigos de dimensao constante através de procedimentos simila-
res aqueles utilizados no projeto de cédigos classicos Reed-Solomon [27,
Chapter 5].



72 CAPITULO 4. CODIFICACAO DE SUBESPACO

Outras referéncias que apresentam construgoes de cédigos de di-
mensao constante sao Silva, Kschischang & Koetter [48], Kohnert &
Kurz [36], Skachek [51], Gadouleau & Yan [19] ¢ Etzion & Silbers-
tein [11].

4.6 Aplicacao em codificacao de rede

Esta se¢ao formaliza a conexao entre codificagdo de subespaco e o pro-
blema de controle de erros em codificagao de rede nao-coerente apre-
sentado na Se¢ao 3.4.

No contexto da codificacdo de rede externa, para se transmitir um
subespago vetorial V' € P(IF"), o né fonte deve injetar no canal matri-
cial uma matriz X cujas linhas sao m-tuplas que geram tal subespaco.
Em outras palavras, deve-se ter (X) = V. Uma vez que a quantidade
de linhas da matriz X deve ser de pelo menos dim V', a definicdo a
seguir se faz apropriada.

DEFINICAO. A dimensdo méxima de um cédigo de subespaco C é
definida por
((C) = max{dimV : V € C}.

Tem-se 1 < £(C) < m. O

Exemplo 4.9. O cédigo C do Exemplo 4.4 tem £(C) = 3, enquanto o
cédigo C+ do Exemplo 4.5 tem £(Ct) = 2. O

A seguinte definicdo segue naturalmente e considera um cédigo matri-
cial formado por matrizes que geram os subespacos de um dado codigo
de subespago.

DEFINIGAO. Seja C C P(IF") um cédigo de subespago e X' C FZX’”’ um
cédigo matricial, em que £(C) = h. O cédigo X é dito ser originario
do cddigo C se {(X) : X € X} =C e |X|=]C|. O

Observagdo. A cada cédigo matricial X' corresponde um tnico cddigo
de subespago C = {(X) : X € X}. Por outro lado, podem existir
diferentes c6digos matriciais X originarios do mesmo c6digo de subes-
paco C. Do ponto de vista de codificagdo de rede ndo-coerente eles sao
todos “indistinguiveis”.
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Se X é um coédigo matricial originario do cédigo de subespago C C
P(Fy') com cardinalidade |C| e dimensdo maxima £(C), sua taxa ¢ dada
por
() = log, C]
 m-4(C)’

o que mostra que a dimensao maxima do cddigo de subespaco é um
parametro importante no problema em questao.

Exemplo 4.10. Considere os cédigos de subespaco C e C+ em P(F),
com ¢ =2 e m = 3, dos Exemplos 4.4 e 4.5, dados por

C= {51;527"'757;W}7

Ct={0,8+.5%,..., 54y

Tem-se /(C) = 3 e £(C*) = 2. Um possivel cédigo matricial X} €

Fg(c)xm originario de C é dado por

1 00 0 1 0 1 11 1 0 0
X = oo o0¢(,]00O0({,....100O0}],{0 10
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 1
. /s .. (CHyxm Lo
enquanto que um possivel codigo matricial Xy € Fy Originario

de C* ¢ dado por

v [[0 00 01 0 00 1 0 1 1
7Yoo o021 ool ool 110"

Os cbdigos tém taxas

respectivamente. |

A seguir, apresenta-se um resultado que relaciona a distadncia minima
do cédigo de subespaco C com a capacidade de corre¢do de erros de
um codigo matricial originario em termos dos pardmetros 7 e p do
modelo da Secao 3.4. Resultados nessa linha foram obtidos no trabalho
original [33] e, posteriormente, em [47, 48], sendo esse tltimo aquele no
qual os préximos lema e teorema sao baseados.
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Lema 4.8. SeX,Y € Fg,xm eA € IFZX”’ sGo matrizes quaisquer entdo
ds((X), (A - X)) < rankdef A,

ds((X), (Y)) < 2rank(Y — X).

Demonstra¢ao. Uma vez que
) : X
dim((X) 4 (Y)) = rank [ v ] ,
a segunda linha de (4.2) fornece

ds((X), (Y)) = Qrank{ X

v } —rank X —rankY.

Desse modo, a primeira proposicao segue de

X
A-X
2rank X — rank X — rank(A - X)
rank X — rank(A - X)

h —rank A
rankdef A,

ds((X),(A-X)) = 2rank { } —rank X — rank(A - X)

IN

em que a desigualdade segue da inequagdo de Sylvester. Ja a segunda
proposicao segue de

ds((X), (Y)) = Zrank[ §

< 2rank(Y — X),

] —rank X —rankY

em que a desigualdade segue da soma de

X 1 (a) X ()
= < —
rank { v } rank [ v_xX } < rank(Y — X) + rank X

— (b)
rank { § } @ ank { YYX } < rank(Y — X) 4+ rank Y,

em que (a) segue do fato de que operagoes elementares de linha nao
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alteram o posto de uma matriz e (b) é equivalente a dim((A) + (B))
dim (A) + dim (B), o que é assegurado por (A.1).

O IA

Teorema 4.9. Seja C wm codigo de subespaco com distancia de subes-
pago minima ds(C) = d e X um cédigo matricial origindrio de C. Se
d > 2(p+271) entdo X é bem-sucedido no canal matricial ndo-coerente
com pardmetros p e T.

Demonstragio. Seja Ve C e X € & tal que (X) = V. Seja Y =
G-X+H-ZeU=(Y). Tem-se

ds(V,U) = ds({X),(Y))
< (%) (G X)) +ds((G - X) , (Y))
(%) rankdef G + 2rank(H - Z)
(2 p+21
(d)
< d-1)/2],

em que (a) segue da desigualdade triangular para dg(-,-); (b) segue
do Lema 4.8 e (c¢) segue da definicio dos pardmetros p e 7 e (d) se-
gue da hipdtese do teorema. Assim, U estd dentro da esfera de cen-
tro V e raio |(d —1)/2]. Como, por hipdtese, nio existe nenhuma
outra palavra-cédigo dentro dessa esfera, um decodificador de minima
distdncia de subespaco produz V dado U ou, equivalentemente, X
dado Y. O

Observagdo. O Teorema 4.9 apresenta apenas uma condi¢ao suficiente
para que um c6digo matricial X' originario do codigo de subespaco C seja
bem-sucedido no canal matricial ndo-coerente. Silva & Kschischang
discutem o problema detalhadamente em [47], apresentando condigoes
necessarias e suficientes para que X seja bem-sucedido e concluem que
a distancia de injegao, definida por

di(V,U) = max{dimV,dimU} — dim(U NV)
= dim(U 4+ V) — min{dim V, dim U}
= 2ds(V,U)+ % |dimV — dim U|
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é a métrica adequada ao problema em questdo. E provado o seguinte
resultado (contraste com o Teorema 4.9):

Seja C um cédigo de subespago com distancia de injecdo
minima d;(C) = d e X um cdédigo matricial origindrio de
C. Entao d > p+ 27 se e somente se X é bem-sucedido no
canal matricial ndo-coerente com parametros p e 7.

Recentemente, cédigos de subespaco utilizando a métrica de injecao
foram apresentados por Khaleghi & Kschischang em [31].



CAPITULO B

Codificacao de subespaco multishot

s cODIGOS ESTUDADOS NO Capitulo 4 utilizam o canal de su-
bespago apenas uma vez. Neste capitulo é explorada a ideia
de utilizar o canal varias vezes, codificando a informagao em

uma sequéncia de subespacos a ser transmitida e ndo apenas em um
Unico subespago.

Com efeito, um dos problemas fundamentais no contexto da codi-
ficacao de subespaco é a obtencgdo de c6digos com boas taxas e boas
capacidades de correcao de erros. Para atingir ambos os objetivos si-
multaneamente pode ser inevitavel o aumento do tamanho do corpo
finito, ¢, ou do comprimento do vetor, m. Este capitulo apresenta uma
terceira alternativa: o aumento do ntimero de usos do canal de subes-
paco, n, e define os chamados cddigos de subespaco multishot.

Com isso em mente, hd dois motivos que justificam o estudo de
c6digos de subespago multishot. Primeiro, a aplicacao sob consideragao
pode ter seus parametros imutaveis, no sentido de que pode nao ser
possivel o ajuste do tamanho ¢ do corpo ou do comprimento m do vetor.
E segundo, mesmo que tais parametros sejam modificaveis, questoes
de complexidade podem ser determinantes—por exemplo, cdédigos one-
shot em P(IF;"") sdo consideravelmente mais complexos que cédigos
n-shot sobre P(F7").

7
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O presente capitulo, considerado a contribuigao deste trabalho, ini-
cia com a construcao de um espaco métrico apropriado ao problema e
a definicao de c6digos corretores de erro sobre tal espago, os codigos de
subespaco multishot. Uma motivacao para o uso repetido do canal de
subespaco é apresentada em seguida. E mostrado, entdo, que codigos
de subespago multishot podem ser vistos como uma classe especial de
c6digos de subespaco one-shot. Apos isso, sao obtidos limitantes sobre
o tamanho 6timo dos cédigos. E também proposta uma técnica para o
projeto de cédigos de subespaco multishot baseada em codifica¢dio mul-
tinivel. O capitulo finaliza com a aplicacao da codificacao de subespago
multishot ao controle de erros em codificagao de rede nao-coerente.

Parte dos resultados deste capitulo pode ser encontrada em [42],
artigo publicado por Nobrega & Uchoda-Filho. Deseja-se agradecer a
Frank Kschischang e Danilo Silva pelas criticas e sugestoes que, por
falta de tempo e espago, nao puderam ser incorporadas ao artigo mas
que, agora, estao presentes neste capitulo.

5.1 Definicoes

Seja P(F') um dado espago projetivo e n um inteiro positivo. Esta
secao apresenta defini¢gbes para a codificacio de subespaco multishot,
no qual o canal de subespaco definido por P(Fy) ¢ utilizado n vezes
consecutivamente. Permanece-se com a abordagem de erros adversa-
ria, de modo que as probabilidades de transicao do canal continuam
irrelevantes.

Sao considerados cddigos de bloco sobre o espago projetivo, ou seja,
aqueles nos quais as palavras-cédigo consistem em um bloco (tupla) de
comprimento n com componentes em P(Fy*). As defini¢gdes a seguir
criam um espag¢o métrico que reflete essa proposta.

DEFINIGAO. A n-ésima extensdo do espago projetivo P(F7") é
definida por P(F")", isto é, a n-ésima poténcia cartesiana do espago
projetivo. Dessa forma, elementos de P(F*)" sdo n-tuplas tendo como
componentes subespacos do espaco projetivo original P(IF(T) O

A seguinte definicdo de distincia entre pontos do espaco projetivo es-
tendido P(Fy")" simplesmente acumula os pesos dos erros ocorridos em
cada transmissao.



5.2. MOTIVACAO 79

DEFINIGAO. A distancia (de subespaco estendida) entre dois ele-
mentos V = (V4,...,V,,) e U = (Uy,...,U,) do espago projetivo es-
tendido P(IF;*)" é definida como

ds(V,U) = ds(V;, Uy), (5.1)

em que ds(-,-) no lado direito da equagdo é dada por (4.1). Tem-se
1 <ds(V,U) < mn. O

Assim sendo, no caso multishot, transmite-se uma n-tupla de subes-
pacos, V. = (V1,...V},), e recebe-se outra n-tupla de subespagos, U =
(Ur,...,Uy,). Na auséncia de erros, V = U. Caso contrario, é dito que
um erro de peso total dg(U, V) ocorreu.

Observagdo. Essa medida desconsidera como os pesos dos erros se “dis-
tribuem” ao longo das n transmissoes. Por exemplo, dois erros “sim-
ples” de subespago ocorrendo em transmissoes diferentes sao equivalen-
tes a um erro “duplo” de subespaco ocorrendo em uma Unica transmis-
sa0, pois ambos os casos conduzem a um peso total de 2.

Pode-se provar que a distdncia definida por (5.1) é uma métrica em
P(F;)". Assim, é possivel definir codigos sobre esse espago métrico.

DEFINIGAO. Um cédigo de subespacgo de bloco é definido como um
subconjunto nao-vazio C C P(F;")"; é também denominado de cédigo
(de subespacgo) n-shot ou cédigo (de subespago) multishot. [

Parametros como o tamanho do codigo e a distancia minima do cédigo
também sao validos e sdo definidos da maneira usual.

5.2 Motivacao

Suponha que se queira um cédigo de subespago multishot utilizando
o espacgo projetivo P(F2) (cujo diagrama de Hasse estd mostrado na
Figura 5.1) duas vezes consecutivas. Suponha também que se deseje
detectar um tnico erro ocorrendo em qualquer uma das n = 2 trans-
missdes. Assim sendo, é suficiente encontrar um cédigo 2-shot com
distancia minima d = 2.
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@ 0 = {00}

S, = {00,01}
Sy = {00,10}
Sy = {00,11}

i W = {00,01,10,11}

Figura 5.1: Diagrama de Hasse de P(F32).

Uma primeira abordagem ¢é simplesmente estender o melhor cédigo
one-shot em P(F3) com distAncia minima d = 2, que é

Cy = {51,552, 53}
Fazendo isto obtém-se o codigo

Cl = CiXCi
= {5151, 5152,51853, 5251, 5252, 5253, 5351, 5352, 5353},

com [C1] =9.

E possivel encontrar cédigo melhor? Como tentativa, considere
o espaco projetivo P(IFy") como sendo o alfabeto de um cédigo clds-
sico. De acordo, escolha qualquer mapeamento bijetivo entre P(IFZ”) =
{0, 51,552,553, W} e Zs ={0,1,2,3,4}, por exemplo, O — 0, S7 — 1,
So =2, 53— 3eW — 4. Un cddigo classico 6timo de comprimento 2
sobre Zs com distancia minima de Hamming 2 é o cddigo de repeticdo,
dado por

Ho = {00, 11,22,33,44},

que é mapeado de volta para
Cs = {00, 511, 855, S5.83, WV},

com |Co| = 5, menor que |Cq].
Essa segunda abordagem nao foi bem-sucedida porque desconside-
rou a estrutura de subespaco por tras de P(F3) e fez uso apenas de co-
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dificacao classica. Se se deseja atingir melhores resultados, é necessario
projetar c6digos no espago métrico P(F3)? (mostrado na Figura 5.2),
o que leva em conta tanto a estrutura de subespaco quanto a evolugao
temporal. De fato, o melhor c6digo com distancia minima 2 para esse
caso ¢ dado por

C3 ={00, 551,515, 5153, 0W, 5251, 5252, 5253, WO, S351,
SBSQ; 53537 WW};

com |C3| = 13. Esse cddigo pode ser obtido por meio da construgao
multinivel apresentada na Secao 5.5.

Observagao. Deve-se tomar cuidado ao se comparar a capacidade de
corregao/detecao de erros de dois cédigos multishot. Por exemplo,
considere os codigos C; e C3 definidos anteriormente. Como ambos
tém distancia minima d = 2, ambos sao capazes de detectar qualquer
padrao de erro de peso total 1 e podem, portanto, ser rotulados como
“codigos detectores de 1 erro” no canal de subespago de 2 shots. No
entanto, o codigo C; tem a capacidade de detectar 2 erros, desde que
cada erro ocorra em uma transmissao diferente. Apesar disso, C; nao
pode ser denominado de “cédigo detector de 2 erros”, visto que nao
pode detectar todos os padroes de erro de peso total 2 ou menos (por
exemplo, um erro duplo ocorrendo em qualquer transmissao).

5.3 Relacao com cédigos de subespaco one-shot

Obviamente, cddigos de subespago one-shot sdo apenas um caso espe-
cial de cédigos de subespago n-shot—quando n = 1. Nesta secao é
mostrado como o contrario também pode ser interpretado como verda-
deiro sob certa 6tica.

No caso da codificacio cldssica, a extensio (Z{')" é equivalente
a Zy"", no sentido em que existe uma isometria entre esses dois espagos
métricos (isto é, uma bijegao que preserva a distancia entre os pontos).
Esse fato, no entanto, nao ocorre na codificacao de subespaco; contudo,
a n-ésima extensdo de um espago projetivo, P(IF;")", ainda pode ser
vista como um “subconjunto” do espaco projetivo maior P(IF(T")
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A Figura 5.3 compara os tamanhos de P(F;"") e P(F;")".

L R R S eee0 1 =5 [
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Figura 5.3: Comparagdo entre os tamanhos de P(Fg'™) e P(Fy*)" para g = 2.

Para ver como cédigos de subespago multishot em P (Fy*)" formam
uma classe especial de codigos one-shot em P(F7*™), considere o ma-

peamento injetivo

fPES)"

em que V.= (Vi,..., V) € P(FF)".

—  P(F™)
V — Vix--xV,,

(5.2)

Observagdo. A rigor, o produto cartesiano Vi x - - - x V,, ainda pertence
a P(Fy")" mas aqui é feito o abuso de notacao

((01,1, S ;'Ul,m)7 (02,17 .-

(011,

que associa uma tupla de vetores em (Fy*)"™ a um vetor em Fy*.

. a'UQ,m)7 RN ('Un,h .-

<5 V1,ms V2,15 - -

-71)2,m;- .

. avn,m)) =

yUn,1y- -

) 'Un,m)v
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Uma maneira mais explicita de expressar o mapeamento (5.2) se d&
como segue. Paracadai € {1,...,n}, seja {b;1,...,bim} um conjunto
de vetores de F" que geram o subespago V;, isto ¢, V; = (bit,-- s Dim).
O mapeamento f é, entdao, dado por

f(V) = {((b1,10---0),(by20---0),...,(b1,,,0---0),
(Obg; --- 0),(0bgs ---0),...,(0by, --- 0), (5.3)

(0---0by1),(0---0by2),...,(0---0by ).

Desse modo, a dimensao de f(V) € P(Fy"") é

dim f(V) = En:dim Vi. (5.4)
i=1

Exemplo 5.1. Considere o espaco projetivo estendido P (F3)? cujo dia-
grama estd mostrado na Figura 5.2. Este exemplo ilustra como P(F2)?
pode ser visto como um subconjunto de P(F3). Seja V = (Si,W).
Entao, pode-se ter como vetores geradores

by =01, b, = 00,
b271 =01, b272 = 10.

Assim, utilizando (5.3), o elemento V é mapeado em

f(v)

(0100, 0000, 0001, 0010)
{0000, 0001, 0010, 0011, 0100,0101,0110,0111}.

Analogamente, U = (S5, S3) é mapeado em
f(U) ={0000,0011,1100,1111}.
Note, no entanto, que o subespaco T' € P(F3) = {0000, 1111} nio pode

ser expresso da forma apresentada em (5.3). O

A seguir, é mostrado que as distdncias sdo preservadas sob a aplica-
¢ado de f. A injetividade de f segue imediatamente, visto que todo
mapeamento que preserva distancias é automaticamente injetivo.
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Teorema 5.1. Se V,U € P(F")" entdo ds(V,U) = ds(f(V), f(U)).

Demonstragio. Sejam V = (Vi,...,V,) e U= (Uy,...,U,). E preciso
mostrar que

ZdS(Vian):ds(VE X oo X VU X oo x Uy),

i=1

o que, de acordo com (4.1), equivale a

> dim(V; +U;) = ) dim(V; N ;)
i=1 i=1
=dim [(Vi x -+ x V) + (Up X -+ x Up)]
—dim [(V3 x -+« x V)N (Ug x -+ x U,)].

Tem-se

Vi x--x V) + (U x -+ xUp)
{(viy.-oyvp) + (uy,...,u,) s v; € Vi,u; € Up}
={(vit+uy,...,vp,+u,):v; € Vy,u; € U;}
{(z1,...,2n) : 2; € V; + Ui}
=VidU) x-x (Vo +Uy),

Vi x - xVu)n (U x -+ xUpy)

={(z1,...,2n) : 2, € V;,2;, € U;}

={(z1,...,2n) 12, € V;NU;}
(VinUp) x - x (Vu,NU,),

e o resultado segue de (5.4). O

O Teorema 5.1 afirma que a cada cédigo n-shot C C P(F;")" corres-
ponde um c6digo one-shot f(C) € P(F;"") de mesma distancia minima
e mesma cardinalidade. Isso também sugere a construgao de cédigos
multishot em P(IF}*)"™ baseados em cédigos one-shot em P(Fy*™). Com
efeito, se C C P(IF;"") é um cédigo com distancia minima d, basta eli-
minar as palavras-codigo que ndo estdao em f(P(Fy')") para se obter
o c6digo C' C P(F;™). Entdo, f~(C') € P(Fy")" é um cddigo n-shot
com distdncia minima de pelo menos d, mas com menor niumero de
palavras-cédigo. O cdédigo C3 C P(F2)? da Secdo 5.2 pode ser obtido
do cédigo {V € P(F3) : dimV € {0,2,4}} dessa maneira.
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5.4 Limitantes

Seja
Ay (m,d) = max{|C| : C C P(F;")",ds(C) = d}

o tamanho do maior c6digo n-shot sobre P(Fy") com distancia minima
igual a d. Esta secao busca obter limitantes inferiores e superiores sobre
essa quantidade.

Evidentemente, todo limitante inferior para cédigos de bloco clés-
sicos }P(Ffln)}—érios de comprimento n sdo limitantes inferiores para
A} (m, d), fato esse que decorre da discussao na Secdo 5.2. Além disso,
todo limitante superior para cdédigos de subespago one-shot em ’P(IF;”’”)
¢ um limitante superior para Ay (m,d), de acordo com a Secdo 5.3. As-
sim,

A|7>(1F;") (n,d) < Aj(m,d) < Ay(mn,d),

em que Aq, (n,d) é o tamanho do maior c6digo de bloco classico de com-
primento n sobre Z, com minima distancia de Hamming d e A,(m’, d) =
Aé (m/,d), definido em 4.3, é o tamanho do maior cédigo de subespago
one-shot em P(IF;”/) com minima distdncia de subespaco d.

5.4.1 Esferas no espacgo projetivo estendido

Seguindo os mesmos passos efetuados no Capitulo 4, esta se¢do estuda
esferas no espago métrico P(IF(T)" para que, na secao seguinte, sejam
obtidos os limitantes esféricos. De acordo com o Apéndice B, tem-se
as seguintes definigoes.

DEFINIGAO. Uma esfera centrada em V = (V1,...,V,) € P(Fy")" de
raio r é definida por

Bg,mny(V,r) ={V € P(E)" : ds(V', V) <7}
e o volume dessa esfera é definido por
VOI(‘LmJL) (V’ T) = |B(q,m,n)(va T)| )
como usual. O

E obtido primeiro o volume da casca de centro V e raio j, definida como
o conjunto de todos os pontos do espago métrico que distam de V de
exatamente j.
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Lema 5.2. O wolume da casca de centro V. = (Vi,...,V,,) € P(Fy")"
e raio j € {0,...,mn} é dado por

Vo, Vi) = Y [Vt 69
je{0,....m}":i=1
Jittin=J

em que k = (ki,....ky) = (dimVi,...,dim V) e VoI55 (-, ) € dado
por (4.4).

A demonstragao é omitida.

Exemplo 5.2. Seja ¢ = 2, m = 4, n = 3. Deseja-se o volume da casca
centrada em um dado V e de raio j = 6. Para tanto, deve-se considerar
as n-tuplas j € {0,1,2,3,4}3 cujas somas dos elementos sejam iguais a
j = 6. Tais tuplas sao

(0,2,4),
(0,3,3),
(1,1,4),
(1,2,3),
(2,2,2)

) ? )

e suas respectivas permutagoes (19 ao todo). O
O seguinte teorema segue imediatamente do Lema 5.2.

Teorema 5.3. O volume da esfera de centro V. € P(F;*)" raio r €
{0,...,mn} é dado por

Vol(g.m.ny (V,7) Zvoﬁam ),

(qmn)

em que VoG5 y(++) € dado por (5.5).

(g;m,n

Analogamente ao caso one-shot, o volume de uma esfera centrada
em V = (V4,...,V,) depende apenas de k = (dimV3,...,dimV,,),
de modo que a notacao Vol (g »)(k,7) é utilizada.
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Dada uma tupla k = (k1, ..., k), hd um total de

m m
Freq(q,m,n) (k) - <k1> . T <kn>q

pontos V € P(F")" tais que k = (dim V1,...,dim V). Portanto, o
volume médio de uma esfera de raio 7 em P(F;")" é

me: 1
VOl(q,gn,n) (7’) - P(Fm)n Z VOl((Lm,n) (Vv T) (56)
| ( q) |Vep(]FZn,)n
1
= ST Z Freq(, ) (K)Vol(gm.n) (K, 7).
| ( q )| ke{0,...,m}n

Em adicao, pode-se mostrar que os volumes minimo e maximo sao

Vo ?;l,rrln,n) (T) = VOl(q,m,n) ((Lm/ZJ Yt Lm/ZJ), T) ) (57)
Vo ?;a,’;n) (r) = Voligmmn) ((0,...,0),7),

resultado andlogo ao caso one-shot.

Por fim apresentam-se duas propriedades de Vol ) (k,r) visto
como uma funcao de k:

VOl(q7m7n) (( cey ki, .. .), 7’) = VOl(q,m,n) (( cey I — k‘i, . .),7“) y

Vol(g,m,n) (k,7) = Vol(gm,n (K',7),
em que, nessa ultima, k/ é qualquer permutacao de k.

A ideia é adotar essas propriedades para simplificar o calculo do vo-
lume em (5.6). Naquela equagdo, ao passar da primeira para a segunda
igualdade, o ntimero de parcelas da somatoria foi reduzido de |’P(IF(’1”) |n
(nimero de pontos V no espago métrico) para (m + 1) (ndmero de
n-tuplas k com elementos em {0, ..., m}). As duas propriedades recém
apresentadas permitem reduzir ainda mais o nimero de parcelas, como
ilustram os préximos exemplos.

Exemplo 5.3. Sejam os parametros ¢ = 2, m =2, n = 2. A tabela a
seguir mostra o volume de esferas em P(IF")" em funcio do centro e
do raio da esfera.
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k Freq(k) Centros da esfera Vol(k, r)

o1 2 3 4
(0,0) 1 00 1 7 18 24 25
(0,1) 3 OV1,0Va,0Vs 1 6 15 23 25
(0,2) 1 ow 1 7 18 24 25
(1,0) 3 V10, V20, V30 1 6 15 23 25
(1,1) 9 ViVi,ViVa,....VaVs 1 5 13 21 25
(1,2) 3 VW, VoW, VsW 1 6 15 23 25
(2,0) 1 WO 1 7 18 24 25
(2,1) 3 WV, WVa, WVs 1 6 15 23 25
(2,2) 1 WW 1 7 18 24 25

H4 um total de ‘P(F;”)‘n = 5% = 25 pontos no espaco métrico. Esse
ntimero é reduzido a (m + 1)" = 3% = 9, o niimero de pares ordenados
com elementos em {0, 1,2}. Usando as propriedades é possivel reduzir
esse numero para 3. De fato, para r = 1, por exemplo, existem

(i) 9 pontos com volume 5 (minimo),
(#) 12 pontos com volume 6 e
(#7) 4 pontos com volume 7 (m&ximo).

O volume médio é, portanto, 5,8. O

Exemplo 5.4. A Figura 5.4 mostra o perfil de volumes em P(F7")"
para o caso ¢ = 2, m = 4 e n = 3. O raio foi fixado em r = 6. Os
valores de k estdo em ordem lexicogrifica. Apenas as tuplas k com
ks = 0 sdo mostradas no eixo horizontal, por falta de espaco.

O volumes minimo, médio e maximo de uma esfera com esses para-
metros sao, respectivamente,

Volfs 4)(6) = 49371,
Volied . (6) = 6223285 ¢

Vol s (6) = 196224,
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200k

150k

100k

Vol(2,4,3)(k, 6)

Figura 5.4: Perfil de volumes para P(F3)% e r = 6.

A figura mostra que o volume é minimo quando k = (2,2,2) e maximo
quando k = (0,0,0), como esperado. Além disso, usando as proprieda-
des, é possivel reduzir o niimero de casos de 125 para 10. O

5.4.2 Limitantes de Hamming e Gilbert-Varshamov

Aplicando os resultados da Secao B.2 do Apéndice B, obtém-se o limi-
tante inferior de Hamming e o limitante superior de Gilbert-Varshamov.

Teorema 5.4. Os sequintes limitantes sobre o tamanho dtimo de co-
digos mo espago projetivo estendido sao vdlidos:

Ll)d(]Fm < AM(m,d) < min}’/’(FZ”ﬂ ’
VOI(‘I,m,n) (d — 1) VOl(q7m7n)(|_(d _ 1)/2J)

em que Vol@f’s%n)(') é dado por (5.6) e Vol () € dado por (5.7).

(g,m,n)
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5.4.3 Puncionamento

Para o espaco projetivo estendido P(F;")", duas operagoes de pun-
cionamento sdo naturais. A primeira aplica o puncionamento defi-
nido na Subsecao 4.4.3 do capitulo anterior a cada componente da
tupla V = (V1,...,V,) € P(F;")", ou seja,

OV PED — PR
Vo — (V1v7---7an)a

em que (+)¥ ao lado direito do simbolo de mapeamento é dado por (4.10).

A segunda operacgao de puncionamento no espago projetivo esten-
dido consiste em remover um elemento (isto é, um subespago) da tu-
pla V. = (V4,...V,)—por exemplo, o ultimo elemento. Em outras
palavras,

() PER — PER)
V +— (V17~'~7Vn71)~

Naturalmente, se C C P(F;*)" é um cdédigo de subespaco esten-
dido, os correspondentes cédigos puncionados CY! ou CY2 sdo obtidos
aplicando o respectivo puncionamento a cada palavra-codigo de C.

O seguinte lema ¢ 1til para o limitante de Singleton que sera obtido
na secao seguinte.

Lema 5.5. Seja um cédigo C C P(F;")".

(i) Se ds(C) > 2n entao CY* C P(Fy~')" tem cardinalidade |CY*| =
IC| e distancia minima ds(CY*) > ds(C) — 2n.

(ii) Se ds(C) > m entdo CY> C P(F")"~! tem cardinalidade |CV?| =
IC| e distancia minima ds(CY?) > dg(C) — m.

Demonstragio. Sejam V,U € P(F*)" distintos. Entao,

ds(VY', U = Y ds(V,U))
i=1

n

> lds(Vi,Uy) — 2]

Y

~

1
S(Vv U) - 2na

Il
Qu
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em que a desigualdade segue da demonstracao do Lema 4.6. Utilizando
argumentos similares aos dessa mesma demonstragao, a primeira afir-
magao segue. Além disso,

ds(V,U) > ds(Vi,Uy)
=1

n—1

= > ds(Vi, Ui) +ds(Vi, Un)
i=1

< ds(V'2,U"2) +m.

e a segunda afirmacao segue analogamente. O

5.4.4 Limitantes de Singleton

A seguir sao apresentados dois limitantes superiores andlogos ao limi-
tante de Singleton.

Teorema 5.6. Os sequintes limitantes sobre o tamanho dtimo de co-
digos no espago projetivo estendido sdo vailidos:

A2 (m,d) < ‘P(FZ”’_L )

d—1

A (m,d) < [PE™)|"LT

Demonstragdo. Seja um cédigo C € P(F*)"™ qualquer com distancia

minima dg(C) = d. Aplicando o puncionamento (-)¥* ao cddigo C

um total de |(d —1)/(2n)] vezes, pelo Lema 5.5, obtém-se um cédigo
d—1

C'=C"" CPF, E )™ com cardinalidade |C'| = |C| e distancia
minima dg(C’) > 1. Similarmente, aplicando o puncionamento (-)¥2 ao
cédigo C um total de |(d — 1)/m] vezes, pelo Lema 5.5, obtém-se um

codigo C" = CY> V2 C ’P(FZ”)"_V_HJ com cardinalidade |C"”| = |C| e
distdncia minima dg(C”) > 1. O

Exemplo 5.5. A Figura 5.5 mostra os dois limitantes de Singleton
obtidos para os parametros ¢ = 2, m = 40 e n = 5.0 eixo vertical estd
normalizado por log, |P(IF;")"|. Nota-se que, dependendo da distancia
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minima d desejada, um caso pode fornecer um limitante mais forte
(menor) que o outro. O

5 5 eo0o Singleton 1
1.0 LRI 1

e [ : eeee Singleton 2
o : : ;
(@) i
: @® | :
—~|= e
A o
> L - G - 1
g o
:vg: : % :
=& .. ™
B0 | of QA R ﬂ - 1
2|2 | e
| o :
0.2f S
50 100 150 200

d

Figura 5.5: Limitantes de Singleton sobre Ag(m, d) para ¢ =2, m=40en =5.

5.4.5 Graficos

Os limitantes recém deduzidos estdo ilustrados na Figura 5.6 para o
espaco projetivo estendido P(Fy*)" com ¢ = 2, m = 5en = 4. O
eixo vertical estd normalizado por log, "P(Fg”)ﬂ O limitante de Sin-
gleton apresentado consiste no minimo entre os dois limitantes obtidos
anteriormente.

5.5 Construcao multinivel

Esta secao apresenta um método de construcao de cédigos de subespago
multishot baseado na chamada modulacao codificada de bloco. Este
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Figura 5.6: Limitantes sobre Ay (m,d) parag=2em =5en =4.

esquema, proposto pela primeira vez por Imai e Hirakawa em [28] foi
bastante popular nas décadas de 80 e 90 para o projeto de codigos
para canais de comunicagao continuos (como o canal gaussiano). Aqui,
aplica-se a teoria ao canal de subespaco. A abordagem descrita nesta
dissertacao segue o trabalho de Calderbank [4], no qual virias outras
referéncias nesse assunto sao listadas.

5.5.1 Particionamentos multiniveis

A seguir sdo descritos alguns conceitos fundamentais no procedimento
de construgao a ser proposto.

Particionamento multinivel. Dado um conjunto S, um particiona-
mento L-nivel de S é definido como uma sequéncia de L+ 1 parti¢oes!*!
To,..., ' tais que

[*lcf. Apéndice A.7.
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(i) a particao do nivel 0 consiste no conjunto S completo, isto é,

Ly = {S}a
(i) a parti¢do I'; é um refinamento da parti¢do I';_1, paral =1,..., L
e

(#ii) a partigdo do nivel L consiste nos subconjuntos unitarios de S,
isto é, I'p, = {{s}:s € S}.

O particionamento em questdo é também chamado de particionamento
multinivel.

Representagcao em arvore. Pode-se construir uma drvore represen-
tando um particionamento multinivel da seguinte maneira. A &rvore
possui L + 1 niveis, numerados de 0 a L. O nivel [ possui como nés os
elementos da partigao I';. Assim, o né raiz da arvore (nivel 0) é o tnico
elemento de Ty, isto é, o conjunto S. Um n6 Y € I'; (nivel 1) é filho
do tnico n6 X € Ty (nivel I — 1) tal que Y C X. Equivalentemente,
um né Y € I'y (nivel 1) é pai de todo né6 Z € T41 (nivel [ + 1) tal
que Z C ).

Aninhamento. Como serd explicado posteriormente, a construgao
multinivel de codigos de subespaco multishot exige “aninhamento” con-
secutivo até um certo nivel. O nivel [ > 1 é dito estar aninhado se cada
n6 do nivel [ — 1 possui 0 mesmo nidmero p; de nds filhos. (As cardina-
lidades dos elementos do nivel [ podem ser diferentes.)

Caminhos. Suponha que o nivel [ esteja aninhado, para cada [ €
{1,..., L'}, para algum L’ > 1. Construida a arvore de um dado
particionamento multinivel, é possivel rotular os ramos que partem de
um dado né com os inteiros do conjunto {0,...,p; — 1}, em que p; é
o numero de filhos de um né do nivel [ — 1. Feito isto, cada elemento
X € I'yy do nivel L' pode ser identificado por um caminho a(X) =
(a1,...,ars) na arvore, em que a; € {0,...,p; — 1}.

Exemplo 5.6. Seja S o espaco projetivo P(IF3) mostrado na Figura 4.1
do Capitulo 4. Considere o particionamento binivel I'g, I'1, 'y de S dado
por

FO = {{05515527"'7S7;S%7S;7"'7S%,W}},
Fl = {{O,S%,S;, 55%}7{‘817‘82;"' 7S7aW}}7
r, = {{O}a{sl}v{SQ}v a{S7}7{SIJ_}7{SQJ_}a 7{5#_}7{W}}
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A representacido em arvore desse particionamento estd mostrada na
Figura 5.7. O nivel [ = 1 estd aninhado (e sempre estard, qualquer que

(CXO)
o0
(OXO)
0000
0 0 1
(GXO)
oo @0
00 @0
(@0 @0
@000 0000
oe @0
o0 @0
(@0 7 @0 7
(0)©) (@)X©) (@)@ @0 00O (0)©)
(0)©) (0)©) (@)@ (@)0) @O (0)©)
(@)@ (@)@ [@J@) [@Je) [e)e) (@)@
@000 OO0OOO -+ 0000 0000 OO0O0OO0 -+ 0O00e
(0)©) (@)@ (@)@ (e)e) (e)@) (0)©)
(0)©) (0)©) (@)@ (@)@ OO (0)©)
(0)©) (@)@ oe [e)e) (e)@) (0)©)

Figura 5.7: Representaciao em drvore de um particionamento multinivel de P(IFS’)

seja o particionamento multinivel, pois o né raiz da arvore é sempre
um s6), com p; = 2. O nivel [ = 2 também estd aninhado, visto que os
dois nés do nivel 1 tém ambos ps = 8 filhos cada. Por fim, os caminhos

a({0}) = (0,0),
a({Si}) = (0,1)
a({sy}) = (0,2),

a({s7}) = (0,7),
a({s1}) = (1,0),
a({S2}) = (L),

a({s7}) = (1,6),
a({w}p) = (1,7
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identificam os elementos de I's, enquanto os caminhos

a({Ov‘SleQa"'v‘S7}) = (O)a
a({Sf_v‘SQJ_v"WS%vW}) = (1)

identificam os elementos de I';. O

5.5.2 Procedimento de construgao

Descreve-se agora o procedimento de construcao de cédigos de subes-
paco multishot em P(IF;”)”, com ¢, m e n fornecidos. Tem-se como obje-
tivo um cédigo C C P(IF;")"™ com uma dada distancia minima ds(C) = d.

O procedimento tem como entrada um particionamento L-nivel de
um subconjunto § C P(F7*), possivelmente o préprio P(F7*). Seja
Iy, ..., tal particionamento.

Distancias intrasubset. A distincia (de subespago) intrasubset do
nivel [ é definida por

d{) = min{ds(X) : X € T},
paral=0,..., L. Tem-se sempre d(so) =dg(S) e d(SL) = 0.
Exemplo 5.7. Tem-se
dV =1, 4V =2 4P =

no particionamento binivel do Exemplo 5.6. O

Cédigos componentes. Seja L’ o menor nivel tal que dg) > d para
todo [ tal que L' <[ < L. A construgao multinivel exige aninhamento
de todo o nivel [ tal que 1 <[ < L’. Tais niveis devem ser “protegidos”
por codigos classicos de comprimento n sobre Z,,, chamados de cddi-
gos componentes e denotados por H;, com distdncias (de Hamming)
minimas dg) = du(H;). Segue da teoria multinivel (cf. [4]) que a dis-
tancia minima do cédigo de subespaco multishot projetado é limitada
inferiormente por

ds(C) > min{d{ V) : 1 <1< L'} (5.9)
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Observe que talvez seja necessario o reajuste do valor de n, pois codigos
componentes H; satisfazendo (5.9) podem nao existir.

Exemplo 5.8. Continuando o exemplo corrente, suponha que se deseje
um codigo de subespago multishot com distancia minima d = 3. Entao,
o menor nivel L’ tal que d(sl) >dparatodoltalque L' <I < LéL =2.
A exigéncia de aninhamento é satisfeita.

E necessario encontrar c6digo componentes H; binario (pois p1 = 2)
e Ho octal (pois po = 8) tais que dy(H1) > 3 e du(Hz) > %, essa dltima
exigéncia decorrendo de (5.9). O cédigo de repetigao

H, = {000,111}
juntamente com o cédigo de paridade de 64 palavras-codigo sobre Zg
Ho = {000,017,026,...,772},

com n = 3, sdo suficientes. O

Determinagao das palavras-cédigo. Finalmente, a determinacao
das palavras-cédigo do cédigo multishot C C P(Fy*)" projetado se da
COmo segue.

(i) Formam-se todas as possiveis matrizes, cada uma com L’ linhas e
n colunas, contendo as possiveis palavras-cédigo de H; na [-ésima
linha:

ar'q v apg

O conjunto de todas essas matrizes é denotado por A e tem car-
dinalidade |A| = [H1|-- - [Hr|-

(#) Cada coluna A[j] = (a1,j,...,ar ;) de uma dada matriz A € A
representa um caminho na arvore. O elemento de I'; associado
ao caminho A[j] é representado por '/ (A[j]).

(#¢) Cada matriz A € A resulta em vérias palavras-cédigo. As pos-
siveis palavras-codigo associadas a matriz A tém como j-ésima
coordenada um subespaco de I'z/ (A[j]).
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Tem-se, portanto, um total de

cl=>" [[Irw (ALl

AcAj=1

palavras-codigo no codigo construido.

Exemplo 5.9. Continuando o Exemplo 5.8, as possiveis matrizes sdo
A = 0 0 0 0 0 0 0 0 0
N 0O 0 o001 7|7 T T 2|
1 1 1 1 1 1 1 1 1
O 00’0 1 7|77 7T T 2

e sdo |A| = |H1| - |H2| = 128 ao todo. Nesse caso em particular, cada
matriz de A da origem a uma tnica palavra-cédigo. Por exemplo, a

matriz
1 11
A= { 0 1 7 ]
dé origem a palavra-cédigo
(‘817 SQ; W)7

especificada pelos trés caminhos, (1,0), (1,1) e (1,7), determinados
pelas colunas de A (cf. Exemplo 5.6). Assim, |C| = 128. O

5.5.3 Mais exemplos

O exemplo a seguir mostra como o particionamento pode influenciar
no projeto do cédigo.

Exemplo 5.10. Considere o particionamento binivel alternativo de
P(F3) em que Ty e T'y sdo definidos da maneira obrigatéria e

I = {{Oa W}7 {Slv‘sll}a {525 S2L}a {545 Sﬁf}v {‘877‘8%% {535 SE)L}a
{35733'}, {Sﬁas?f_}}

A Figura 4.1 do Capitulo 4 mostra que ds(X') = 3 para todo X € I'y,
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de modo que
d) =1, 4’ =3, dY = .

A Figura 5.8 mostra o particionamento em questdo. Assim, se se deseja

o0
(OX¢}
o0
0000
o0
@0
o0 7
- T
(@)@ (CXO) (6)@)
OO OO OO
(@)@ (0)©) (6)@)
@00@ 0000 0000
o0 (0)@) (0} @)
OO OO OO
OO OO (OX}
OO OO @O e OO OO
OO OO OO OO OO OO
(0)©) (6)@) (0)@) (@)@ o0 (0)©)
@000 O0O0O@® OO0O00O 0000 0000 0000
(0)@) (0} @) (0} @) o0 o0 (0)@)
OO OO OO OO OO OO
(0)@) (0} @) (0} @) o0 @0 e

Figura 5.8: Representacdo em arvore de um particionamento alternativo de P(Fg)

um c6digo multishot com distancia minima d = 3, tem-se L' = 1. A
exigéncia de aninhamento é trivialmente satisfeita, com p; = 8. E
necessario, portanto, apenas um tunico cédigo componente, H;, sendo
esse octal e de distdncia minima dy(Hi) > 3. O cédigo de repeticao

H, = {000,111,...,777}

com comprimento n = 3 é suficiente.

As possiveis matrizes sdo oito:
A={[0 0 0],[1 1 1],...,[7 7 7]}.

Nesse caso, cada matriz de A d4 origem a 8 palavras-cédigo. Por

exemplo, a matriz
A= [ 0 0 0 ]
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da origem as palavras-c6digo

{O,W} x {0, W} x {O,W} =
{000, 00W,0W 0, OWW, WOO, WOW, WWO, WWW},

especificadas pelos trés caminhos, (0), (0) e (0), determinados pelas
colunas de A. Assim, |C| =88 = 64. O

O proximo exemplo ilustra como a escolha dos codigos componentes
pode afetar o tamanho do cédigo construido.

Exemplo 5.11. Este exemplo obtém o codigo C3 apresentado na Se-
¢do 5.2. A Figura 5.9 mostra um particionamento binfvel de P(F3).

T

/TN AN
Figura 5.9: Representacdo em arvore de um particionamento de P(IF%).

Para d = 2, tem-se L' = 1, de modo que apenas um cddigo compo-
nente binario com distancia minima de Hamming igual a 2 é necessario.
Se n = 2, os tnicos cbédigos que satisfazem os requisitos sao o codigo
de repetigao {00,11} e seu coset {01,10}. O primeiro d4 origem a

Cs

{0, W} x {0, W} U
(81,55, 85} x {S1, S5, S5}
{00,0W, WO, WW,

S181, 5155, ..., S35, S35},
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com [C5] =22+ 3-3 =13 enquanto o segundo d4 origem a

¢, = {O,W}x{Si,8,, S5} U
{S1, S5, S5} x {0, W}
= {08,,08,,085, WSy, WSy, WSs,
$10, 850, 850, S1W, SaW, S5 W'},

com |C5|=2-3+3-2=12. O

5.5.4 Familias de cédigos

Finalizando esta secdo apresentam-se duas familias de cédigos, cons-
truidas através de particionamentos multinivel.

Cdédigos com distancia minima 2. Sejam g uma poténcia de primo,
m um nimero impar e n um inteiro positivo qualquer. Considere o par-
ticionamento binivel mostrado na Figura 5.10, na qual o nivel [ = 2 foi
omitido por conveniéncia. O subconjunto da esquerda consiste nos su-

e o
@ ' @
@ @

./. .\

@ O O @
o) ' @ ) ®)
e e O e
O @ e O
@ O O @

Figura 5.10: Particionamento binivel de P(Fy").

bespagos de P(IFZ;L) de dimensao par, enquanto o subconjunto da direita
nos de dimensao impar. Defina também o cédigo componente binario
de comprimento n dado por

Hy = {by- by €ZL by + - +by =0},

isto é, um cédigo de paridade. Tem-se [H1| = 2" ! e dy(H1) = 2. O c6-
digo multishot C C P(F;")" construido a partir desse particionamento
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e desse co6digo componente tem distancia minima
ds(C) =2

e taxa

1
R(C) = log, ‘P(F?)‘ -

em bits por uso do canal de subespago. Essa construcao, com alguns
ajustes, também se aplica ao caso m par. O cédigo do Exemplo 5.11
se encaixa nessa familia.

Cédigos com n = m e distdncia minima m. Sejamg¢=2en=m
um nimero fmpar. Considere o particionamento binivel de P (Fy") mos-
trado na Figura 5.11, em que I'g e I's sdo definidos da maneira obrigato-
ria e a particao I'y é constituida de p; = % }P(IF;”)} subconjuntos (cada

Figura 5.11: Particionamento binivel alternativo de P(Fg").

um com 2 elementos) com a seguinte propriedade: se {V,U} € ' entao
ds(V,U) = m. A existéncia desse particionamento é garantida por [12,
Theorem 13]. Defina também o c6digo componente p;-ario como sendo
o codigo de repeticio, de modo que |Hi| = p1 e du(Hi) = m. O c6-
digo multishot C C P(Fy*)" construido a partir desse particionamento
e desse c6digo componente tem distancia minima

ds(C) =m

e taxa

R(C) = (1 - %) - %logg IPF)I
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em bits por uso do canal de subespaco. Nesse caso, uma construcao
andloga para m par nao existe (cf. [12, Theorem 13]). O codigo do
Exemplo 5.10 se encaixa nessa familia.

5.6 Aplicacao em codificacao de rede

Cédigos de subespaco multishot dao origem a codigos matriciais mul-
tishot que podem ser utilizados no controle de erros em codificacao de
rede nao-coerente. Seja C € P(Fy')"™ um cédigo de subespago mul-
tishot. O cddigo C pode ser visto como a composi¢do de n subcodigos
one-shot dados por

Ci={Vi:V=(WV,...,Vp) €C},

de modo que C = C1 X -+ x Cp. Seja X; um c6digo matricial origindrio
de C;, para i = 1,...,n. Entao, o coédigo matricial multishot formado
por X = A& X --- x &, tem taxa

em que ¢(C;) é a dimensdo maxima do i-ésimo subcddigo de subespago.

Exemplo 5.12. Considere o canal de subespaco sobre P(F3), mos-
trado na Figura 5.1. Esse exemplo ilustra como a presenca de subes-
pacos de dimensao elevada pode prejudicar a taxa do cdédigo matricial
obtido. Para tanto, sao comparados os desempenhos do codigo one-shot

Cl = {Slv SQ; 53}7
e do cédigo 3-shot

Co = {O0,W}x {0, W} x{S1,5,55}U
{0, W} x {81, 82,85} x {O,W}U
(81,85, S5} x {O, W} x {O,W}U
(81,85, S5} x {S1, S5, S5} x {1, 82, S5,

com [Co| =2-2-3+2-3-2+3-2-24+3-3-3 =63, obtido da construgao
multinivel com o particionamento binivel da Figura 5.9 e com o cédigo
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componente H; = {001,010, 100,111}. Ambos os cddigos tém distancia
minima 2. O cédigo one-shot C; dé origem a um codigo matricial X}

de taxa
_ log,[Ci]  logy 3

R(Xy) = =
(%) m-0(C) 2-1
enquanto o cédigo multishot Cy da origem a um codigo matricial X5 de
taxa

= 0,792,

log, [C2| N log, 63
"o 2-(2+2+2)
m - ZZ(CQJ‘)
i=1

Portanto, sob o contexto do controle de erros em codificacdo de rede,
o c6digo Co tem um desempenho inferior ao de Cq, em termos de taxa
de informacao. Isso se d& devido a presenga de subespagos de dimen-
sd0 2 no codigo Co (note que o cédigo C; possui apenas subespagos
de dimensdo 1), o que aumenta o prego da transmissdo das palavras-
c6digo. O problema pode ser contornado eliminando-se de Cs todas as
palavras-codigo que contém o subespaco W. Fazendo isso, obtém-se o
codigo

R(Xs) =

= 0,498,

C; = {0} x{0} x {51,852, S5} U
{0} x {51,852, 55} x {O} U
{51, 82,83} x {O} x {O}U
{51, 52,53} x {51, 52,55} x {51, 52,53},

com |C4| =3+3+3+3-3-3=236. Tal cddigo da origem a um cddigo
matricial X3 de taxa

log,, |Cs] log, 36

R(X}) = = = 0,862.
m:- Z e(éé,i)
i=1

2-(1+1+1)

Portanto, a perda de 27 palavras-codigo foi compensada pela diminui-
¢ao da dimensao maxima dos subespacos de 2 para 1. Além disso, uma
vez que a taxa desse novo codigo é superior aquela do c6digo one-shot,
o uso de codificagdo de subespago multishot é justificado no controle
de erros em codificacao de rede nao-coerente. O
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Outro ponto importante a ser considerado na aplicagao de codigos de
subespaco multishot no controle de erros em codificagao de rede nao-
coerente € a relacao entre a distancia minima do cédigo e o éxito do co6-
digo matricial multishot associado quando utilizado no canal matricial
definido pelos pardmetros p (maxima deficiéncia de posto) e 7 (maximo
nimero de vetores de erro). Uma generalizagao do Teorema 4.9 (do caso
one-shot para o caso multishot) ainda é um problema em aberto.
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Conclusao

PRESENTE TRABALHO SE dividiu em duas partes. A primeira

apresentou uma introdugao a teoria da codificacao de rede mul-

tidifusao, cenario no qual toda a dissertacao é focada. Foram
apresentados resultados pertinentes que serviram de base para o res-
tante do trabalho. A segunda parte abordou a area de codificacdo no
espaco projetivo. Apesar de ter emergido como uma aplica¢do no con-
trole de erros em codificacao de rede, codificacdo no espago projetivo
pode ser vista como um campo de estudo a parte.

A ponte entre esses dois assuntos foi o canal de comunicagcio ma-
tricial, um modelo unificado para o combate das adversidades em co-
dificacao de rede multidifusdo. Cédigos para o canal matricial podem
ser usados para contornar problemas relevantes presentes em redes de
comunicacao: desconhecimento da topologia, imperfeicao do coédigo de
rede e erros nos canais. Codigos no espago projetivo, isto é, cddigos de
subespaco, podem ser transformados em cédigos matriciais, com apli-
cacao especifica sobre codificagao de rede nao-coerente.

A contribuicdo deste trabalho foi o estudo de cédigos que utilizam
o canal de subespaco multiplas vezes; nesse contexto, foram definidos
c6digos de bloco sobre o espaco projetivo, aqui denominados de codigos
de subespago multishot. Codificacdo de subespago multishot é uma
nova area que reune a teoria da codificagdo classica com a teoria da

107
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codificagdo de subespago. Mais especificamente, os seguintes topicos
foram abordados:

Defini¢oes da distancia de subespaco estendida e de cédigos de
subespago multishot.

Motivagao para o uso de coédigos multishot.

Relagao dos codigos de subespago multishot com os codigos de
subespacgo one-shot.

Obtengao de limitantes anadlogos aos de Hamming, Singleton e
Gilbert-Varshamov para o caso em questao.

Sugestao de um método para a construcao de codigos multishot,
incluindo exemplos de c6digos e familias de codigos.

Aplicagao dos codigos de subespaco multishot no controle de erros
em codificacdo de rede nao-coerente.

Trabalhos futuros

A seguir sdo sugeridas futuras dire¢des de pesquisa e indicadas algumas
lacunas presentes neste trabalho.

(7)

O estudo de c6digos de subespago multishot utilizando as métri-
cas de injecao e de posto. A primeira métrica é mais adequada ao
problema de controle de erros em codificagao de rede, como mos-
tra o artigo [47]. J4 a segunda métrica citada, de acordo com [45],
permite que varias ferramentas ja abordadas na literatura sejam
utilizadas no problema em consideragao.

O uso de cddigos convolucionais no lugar dos cédigos de bloco
para o caso de multiplos shots, isto é, a adogao da modulacao
codificada convolucional de Ungerboeck (cf. [52]).

A comparacao dos limitantes obtidos para o caso multishot, em
P(Fy*)", com os limitantes ja conhecidos na literatura para o caso
one-shot, em P(IFZ”"). Em adicao, a comparagao da complezidade
computacional requerida no projeto, codificacdo e decodificacao
de cédigos multishot em P(F")" e cdigos one-shot em P (Fy*™).
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(iv)

A determinagao do comportamento assintdtico dos limitantes ob-
tidos para os cédigos de subespaco multishot em P(IF;”)", em
termos do nuimero de usos do canal, n, do tamanho do corpo
finito, ¢, e do comprimento do vetor, m.

A realizacao de simulagoes computacionais de sistemas que utili-
zam codificacao de subespaco (one-shot e multishot) comparando
as técnicas entre si e os resultados simulados com os teéricos. Em
particular, a verificacdo da capacidade de correcao de erros e a
obtencao da taxa de erro alcancada em funcao da severidade da
perturbacao causada pelo adversario.






APENDICE A

Conceitos matematicos

Este apéndice apresenta conceitos matematicos diversos, necessarios no
decorrer da dissertacao.

A.1 Grafos

Um grafo simples é definido por um par G = (V,€) no qual V é o
conjunto dos wértices e £ é o conjunto das arestas. As arestas sdo
pares ordenados de vértices, no caso de um grafo direcionado ou pares
nao-ordenados de vértices, no caso de um grafo nao-direcionado.

No caso de um grafo composto (direcionado ou nao), £ é na ver-
dade um “multiconjunto”, isto é, um conjunto no qual a multiplicidade
(mas ndo a ordem) dos elementos é relevante. Intuitivamente, grafos
compostos sao tais que permitem “arestas paralelas”.

Notagdo. Sejam G = (V, ) um grafo direcionado e e € £ uma aresta
desse grafo dada por e = (v1,v2) em que vy, v2 € V. Definem-se

head(e) = wo,
tail(e) = ;.

111
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Além disso, para v € V, definem-se

In(v)
Out(v)

{e € £ : head(e) = v},
{e € & : tail(e) = v},

ou seja, In(v) (resp., Out(v)) é o conjunto de todas as arestas que
entram (resp., saem) do né v.

Caminhos e ciclos. Dados dois vértices vi,v2 € V, um caminho
direcionado de v; a vy é uma sequéncia (eq,...,e,) de arestas tal
que v1 = tail(eq), head(e1) = tail(es), ..., head(e,—1) = tail(e,) e
head(e,,) = v2. O comprimento do caminho é n. Um ciclo direcionado
é um caminho direcionado tal que v1 = vo. Um ciclo de comprimento 1
é denominado de loop.

Grafos aciclicos. Grafos que nao possuem nenhum ciclo sdo cha-
mados de grafos aciclicos. A aciclicidade de um grafo permite que
seus vértices sejam ordenados de acordo com um ordenamento parcial
(cf. Apéndice A.2) chamado de ordem ancestral. Essa tem a seguinte
propriedade: vy € V precede vy € V se e somente se existe um caminho
direcionado de v1 a wvs.

Problemas de fluxo maximo e corte minimo. Tanto o problema
do fluxo mdazimo quanto o problema do corte minimo tém como entrada

(i) um grafo direcionado G = (V, €);

(it) uma fungdo u : &€ — R, com a interpretagdo de que u(e) é a
capacidade da aresta e € &;

(#it) dois nés quaisquer s,t € V, denominados, respectivamente, de né
fonte e né dreno.

Fluxos. Um fluzo de s a t é uma atribuicdo f: & — R tal que

Vee &: 0< fle) <ule),

VeV —{sth: > fle)= > fle).

ecln(v) ecOut(v)
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O wvalor do fluxo f é definido por

val(fy =Y. fle)= > f(e).

e€Out(s) e€In(t)
O méximo valor de um fluxo entre s e ¢ é denotado por maxflow(s, t):

maxflow(s,t) = max{val(f) : f é um fluxo}.

Cortes. Um corte entre s e t é um subconjunto C C V tal que s € C
eteC,em queC =YV —C é o subconjunto de vértices complementar a
C. Dada qualquer aresta e € £ e um corte C C V, uma e somente uma
das seguintes possibilidades ocorre.

(7) tail(e) € C e head(e) € C;

(i7) tail(e) € C e head(e) € C; nesse caso, a aresta e ¢é dita estar saindo
do corte e escreve-se e € I‘:{ ;

(iii) tail(e) € C e head(e) € C; nesse caso, a aresta e é dita estar
entrando no corte e escreve-se e € I';;

(iv) tail(e) € C e head(e) € C.
O wvalor de um corte C é definido pela soma das capacidades das arestas

saindo do corte:
val(C) = Z u(e).

ecl'd

O minimo valor de um corte entre s e ¢t é denotado por mincut(s,?):

mincut(s,t) = min{val(C) : C é um corte}.

Teorema maxflow-mincut. O Teorema maxflow-mincut afirma que
maxflow(s, ) = mincut(s, t).

Esse resultado foi provado pela primeira vez por Elias, Feinstein &
Shannon em [8] e independentemente por Ford Jr. & Fulkerson em [13].
Varios métodos existem para se encontrar uma atribuigao f tal que
val(f) = maxflow(s,t) = mincut(s,t), sendo o mais famoso deles o
algoritmo de Ford-Fulkerson [14].
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A.2 Relacdes de ordem

Relagoes de ordem parciais e totais. Seja X um conjunto e
uma relagdo binaria em X. Se, para todo z,y,z € X, a relagao
satisfizer

(i) x = x (reflexividade),
(i) se x <y ey =<z entdo x = y (anti-simetria),
(#7) se x <y ey < z entdo x < z (transitividade),

entdo < é dita ser uma relagdo de ordem e o conjunto X é dito ser
ordenado por <. Se, em adigao, a relagdo = satisfizer

(iv) = =y ouy =< x (totalidade)

para todo x,y € X, entdo =< é dita ser uma relagio de ordem total.
Caso contrario, tem-se uma rela¢io de ordem parcial.

Elementos comparaveis. Se nem =z =< y nem y =< = entdo x e y
sao ditos incompardveis. Uma relacao de ordem total é, portanto, uma
relagdo de ordem na qual todos os pares de elementos sdo comparaveis.

“\,z
() “
W

Figura A.1: Diagrama de Hasse de 2{%%¢} ordenado por inclusdo.

Diagrama de Hasse. Todo conjunto finito X ordenado por < pode
ser representado graficamente através de um grafo direcionado chamado
de diagrama de Hasse. O conjunto dos vértices é o préprio conjunto X
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e (r1,x2) é uma aresta (direcionada) se e somente se 21 < 3 e nao
existir z € X tal que 1 < < z9. O diagrama de Hasse de qualquer
relagao de ordem total finita consiste em um tnico caminho.

Exemplo. Seja X = 2{abct o conjunto de todos os subconjuntos
de {a,b,c}. O conjunto X é parcialmente ordenado por < em que
x = y se e somente se ¢ C y. O diagrama de Hasse de X ordenado
por < é mostrado na Figura (A.1).

A.3 Corpos finitos

Defini¢cdo de um corpo. Um corpo é uma estrutura algébrica na
qual as quatro operagoes algébricas (adi¢ao, subtrac¢ao, multiplicacao
e divisdo) estao bem definidas e respeitam determinadas propriedades
(associatividade da adigdo e multiplicagao; comutatividade da adicao e
multiplicacao; existéncia de elementos neutros; existéncia de elementos
opostos e inversos; e distributividade da multiplicagdo sobre a soma).
Exemplos familiares de corpos incluem os nimeros racionais, reais e
complexos. Os ndmeros naturais ndo constituem um corpo (por falta
do elemento oposto, por exemplo), tampouco os inteiros (por falta do
elemento inverso).

Corpos finitos Um corpo finito é um corpo que possui um ndimero
finito de elementos. Sdo também chamados de corpos de Galois. Dois
resultados sao importantes:

(i) Se dois corpos finitos possuem o mesmo nidmero de elementos
[{puki

entao eles sdo isomorficos. Assim, denota-se “0” corpo finito com
g elementos por IFy.

(i) Se F, é um corpo finito entdo ¢ = p* para algum p primo e k
inteiro positivo.

A.4 Polindmios multivariaveis

Defini¢ées. Um polinémio (multivaridvel) nas variaveis X1, ..., X,
sobre um anel comutativol*! R é definido por coeficientes ¢; € R, em
que i = (i1,...,%,) € N7 e apenas um ntmero finito desses é nao-nulo.

(*]Um anel comutativo é uma estrutura algébrica com as mesmas propriedades
de um corpo, com excegdao da existéncia de elemento inverso para a multiplicacdo
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O polinomio nulo é aquele que tem todos os seus coeficientes nulos, isto
é, ¢; = 0 para todo i € N".

Anel polinomial. O conjunto de todos os polindmios nas varia-
veis X1,...,X; sobre o anel R constitui também um anel, chamado
de anel polinomial e denotado por R[X,...,X,].

Notagao e avaliacao de um polindmio. Um polinémio é repre-
sentado formalmente pela notacao

P(X1,...,X,) =Y aX' € R[Xy,..., X,],
ieNm

i e ; i . C
em que a notagdo X' significa X' --- X,". Awaliar esse polindémio em
um ponto a = (ai,...,a,) € R significa calcular o valor da expressao

P(ai,...,a,) = Z ca' € R,
ieNn

em que a' = af' -+ -ay.
Enfoque recursivo. Um polindémio multivaridvel em Xy,..., X, so-
bre o anel R pode ser visto como um polindmio univaridvel em X; sobre

oanel R[Xq,...,X;_1,X,41,...,X,]. Dessa forma, existem coeficien-
tes

Qi(Xh A 7Xj—17Xj+17 A 7X77) S R[Xl, A 7Xj—17Xj+1; A ,)(77]7
em que i € N e apenas um nimero finito desses é nao-nulo, tais que

P(X1,.., X)) =Y Qi(X1,.. o, X1, Xy, ., Xy X0
€N

Sob essa Otica, R[Xq,..., X, e R[X1,..., X;-1, Xj11, ..., X,][X;] s@o
essencialmente o mesmo objeto.

Grau de uma varidvel. Seja P(Xq,...,X,) um polinémio nas va-
ridveis Xi,..., X, sobre um anel R. O grau de uma varidvel X; no

(i.e., a operagdo de divisdo ndo é definida). Desse modo, todo corpo é um anel
comutativo.
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polinémio P(X3,...,X,) é definido como
dj = max{i eN: Qi(Xh e 7Xj—1;Xj+1; e 7X77) 7& 0}
O mdzimo grau do polinémio P(X1,...,X,) ¢ definido por

d =max{d,...,d,}.

Funcdes polinomiais. A cada polinémio P(Xj,...,X,) sobre um
anel R é natural associar uma fun¢ao polinomial P com dominio R"
e contradominio R: o valor assumido pela fun¢gdo em um ponto a €
R" é dado pelo valor obtido ao avaliar o polinémio P(Xy,...,X,) no
ponto a. Polinémio e fun¢ao polinomial sdo dois conceitos relacionados
mas diferentes. A notacgdo, no entanto, se confunde. Neste trabalho,
o anel comutativo R é, na verdade, um corpo finito F,. Nesse caso, a
distin¢do entre o polindémio P(X,...,X,) € F,[X1,...,X,] e a funcdo
polinomial P : F} — [, associada é ainda mais importante, como
mostra a discussao a seguir.

Polindmios sobre corpos finitos. Obviamente, o polindomio nulo
dé origem a uma funcdo polinomial identicamente nula, isto é, a fun-
¢do a — 0, para todo a € F]. Entretanto, polinomios nao-nulos tam-
bém podem dar origem a funcées identicamente nulas. Por exemplo,
P(X) = X + X? € F,[X] ndo é, obviamente, o polinémio nulo. Con-
tudo, a funcdo polinomial associada, P : Fo — Fo,a — a+a?2 =0
é a funcao identicamente nula de dominio Fs. O préximo lema, no en-
tanto, garante que isto é impossivel de ocorrer se o tamanho do corpo
finito é suficientemente grande. Por exemplo, o polinémio anterior
P(X) = X + X2 d4 origem a uma funcio polinomial identicamente
nula em Fy, mas isto nao ocorre em F3 ou Fy.

Lema dos zeros esparsos. Seja P(Xi,...,X,) um polinémio néo-
nulo nas varidveis X1, ..., X, sobre um corpo F, e d o miximo grau
desse polindmio. Se ¢ > d entdo existe a = (ay,...,a,) € F} tal
que P(a) # 0.

Demonstragio. (Baseada em [56, 17]) A prova se d4 por inducdo sobre
o numero 7 de variaveis.

(i) O caso base n = 1 segue do fato de que um polindémio univaria-
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vel P(X1) ndo-nulo de grau d possui no méximo d raizes distintas;
como |F,| = ¢ > d, é sempre possivel escolher a; € F, tal que
P(al) 7& 0.

() Assuma agora que o teorema é valido para n — 1 e considere
um polinémio P(Xj,...,X,) ndo-nulo nas varidveis X1,...,X,,
sobre [F,. Esse polinomio multivaridvel pode ser expresso como

um polindémio univaridvel em X, sobre Fy[Xy,...,X,_1]:

dy

P(X17 o 7X77) = ZQz(Xh .- 'aXn—l)Xrip
=0

em que d, ¢ o grau da varidvel X,, no polinémio P(X,...,X,) e
Qa, (X1,...,Xy—1) € Fg[X1,...,X,—1] é obrigatoriamente nao-
nulo. Entdo, pela hipétese de inducdo, existe (ai,...,a,-1) €
Fg_l tal que Qg,(ai,...,ay—1) # 0. Desse modo, o polind-
mio univaridvel P(ai,...,an—1,X,) € Fq[X;] é ndo-nulo e tem
grau d, < d. Pelo mesmo argumento do caso base, é possivel
escolher a,, € F, tal que P(a1,...,a,-1,ay,) # 0.

O resultado segue. O

Lema da probabilidade dos zeros. Seja P(X;,...X,) um polind-
mio ndo-nulo nas varidveis X1, ..., X, sobre um corpo F, e d o maximo
grau desse polindmio. Se ¢ > d entdo

Pr[P(a) £ 0] > (1—3)",

em que a = (ai,...,a,) € [F7 é escolhido aleatoria e uniformemente.

Demonstragio. (Baseada em [17]) Novamente, a prova se dd por indu-
¢ao sobre o nimero 7 de varidveis.

(i) O caso base n = 1 segue do fato de que um polindémio univarid-
vel P(X1) ndao-nulo de grau d possui no maximo d raizes distintas;
assim, se a; € F, é escolhido aleatoria e uniformemente entdo

d

Pr[P(a;) = 0] < p
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(#) Assuma agora que o teorema é vdlido para 7 — 1 e considere

um polinémio P(Xy, ..., X,) ndo-nulo nas varidveis Xi,..., X,,
sobre F,. Esse polindmio multivaridvel pode ser expresso como
um polindémio univaridvel em X, sobre Fy[X1,...,X,_1]:

dn

P(X1,..., X)) =Y Qi(X1,..., X, 1)X),

i=0
em que d,, é o grau da varidvel X,, no polinémio P(Xi,...,X,) e
Qa, (X1,...,X,—1) € Fg[X1,...,X,—1] é obrigatoriamente néo-
nulo. Seja a = (ai,...,a,) € F} escolhido aleatoria e uniforme-
mente. Denote por A o evento “P(ai,...,a,) = 0” e por B o
evento “Qq, (a1,...,a;-1) = 0”. Entéo,

Pr[A] Y Pr[A|B]Pr[B] + Pr|A|B] Pr[B]

Pr[B] + Pr[A|B] Pr[B]

(¢) d _
Pr[B] 4+ — Pr[B]
q

9D piB) + g (1 - Pr[B])

n
el
q

em que (a) segue da lei da probabilidade total; (b) segue de
Pr[A|B] < 1; (¢) segue de Pr[A|B] < d/q, que, por sua vez, segue
do caso base, visto que se B entdo P(ay,. .., an—1,Xy) € Fq[X,)]
é um polinémio univaridavel ndo-nulo de grau d,, < d ; (d) segue

de Pr[B] + Pr[B] = 1; e (e) segue da hipétese de indugio:

il < 1- (1 ﬂ)”l.

q

O resultado segue pelo principio da indugdo matematica. O
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A.5 Espacos projetivos

Espacos projetivos e grassmannianos sobre corpos finitos. Seja
W um espago vetorial de dimensao m sobre um corpo finito F,. O es-
pago projetivo de W é definido como o conjunto de todos os subespagos
vetoriais de W e é denotado por P(W). Além disso, o conjunto de
todos os subespacos com uma dada dimensao k é denominado de gras-
smanniano e denotado por P(W, k).l Obviamente,

PW)=|)PW,E).

C:s

k=0

Soma e intersecdo de subespagos. E possivel combinar elementos
do espago projetivo de modo a obter outros elementos desse mesmo
espago.

(i) A intersegio de subespagos Vi NVa, definida como no sentido usual
da teoria dos conjuntos,

inVa={v:veV, vela},

é um subespago vetorial de W. De fato, a intersecao Vi N V5 é
o maior subespago de P(W) que estd contido simultaneamente
em Vi e V5.

Em geral, a unido (no sentido usual da teoria dos conjuntos) de su-
bespagos vetoriais nao é um subespaco vetorial. Entretanto, a seguinte
definigao é util.

(1) A soma de subespagos Vi + Va, definida como o espago gerado
pelo conjunto V) U Va,

Vi+Vo={v1 +ve:v1 € Vi, vy €V},

¢ um subespago vetorial de W. De fato, a soma V; + V5 é o0 menor
subespago de P(WW) que contém simultaneamente Vi e Va.

[t]O termo “espago projetivo”, na matematica, costuma significar o conjunto de
todos os subespacos vetoriais unidimensionais de um dado espago vetorial (i.e., um
grassmanniano com k = 1). No entanto, esta dissertagdo adota a nomenclatura
imposta por Etzion & Vardy em [12] e considera o espago projetivo como sendo
o conjunto de todos os subespagos vetoriais (de quaisquer dimensdes) de um dado
espago vetorial.
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As dimensoes do subespaco intersecao e do subespaco soma se relacio-
nam através de

dim(Vy +V2) = dim V4 4+ dim V5 — dim(V; N V3). (A1)

Isomorfismo. Todo espacgo vetorial W de dimensao m sobre um
corpo finito F, é isomorfico a Fi'. Desse modo, sem perda de gene-
ralidade, a consideragao W = F" pode ser feita. Nesse caso, vetores
do espago vetorial sdo m-tuplas com elementos em [F,.

Produto interno. Sejam v = (v1,...,0) e u = (U1,...,Uy) dois
elementos do espago vetorial Fi*. Define-se o produto interno desses

m
vV-u= E Vilg.
i=1

Uma observacao importante é que, ao contrario de espacos vetoriais
sobre R ou C, esse produto interno ndo apresenta a propriedade da
positividade, isto é, v-v pode ser zero mesmo com v # 0. Por exemplo,
se v.=(1,1) € F3 entdo v - v = 0. Produtos internos nos quais isso
ocorre sao ditos degenerados. Se v-u = 0 entdo v e u sdo ditos
ortogonais.

vetores por

Subespago ortogonal. Se V' é um subespaco vetorial de Fy",

bespago ortogonal a V', denotado por V=, consiste nos vetores de Fy
ortogonais aos vetores de V:

O Su-

Vi={weFl:w-v=0,veV}

O subespago ortogonal é mesmo um subespago vetorial de Fy*. Ainda
que V 4 V= nio seja necessariamente F7, tem-se sempre

dimV +dim V' = m.

Enumeracao de subespagos vetoriais. O ntmero de subespacos
vetoriais de Fy* com dimensao k ¢ dado por

m _kfl qm—qi B (qm_1)(qm_q)...(qm_qk_1)
(k)qn) F—qd  (F=-D(F—q) - (q—g1) (A.2)
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quantidade conhecida como coeficiente binomial gaussiano. (Na de-
monstracao a seguir, o termo k-base é equivalente a uma k-tupla orde-
nada de vetores linearmente independentes de [Fy".)

Demonstragio. (Baseada em [6]) Existem

(@"=1)@™—q) ("= ")

k-bases diferentes em Fy

(i) o primeiro vetor da k-base pode ser qualquer um dos ¢™ vetores
de Fi", exceto o vetor nulo;

(i) o segundo vetor da k-base pode ser qualquer um dos g™ vetores
de Fy", exceto os ¢ multiplos do vetor ja escolhido;

(#7) o k-ésimo vetor da k-base pode ser qualquer um dos ¢™ vetores
de F}", exceto os ¢"~ ! vetores do espaco gerado pelos k— 1 vetores
ja escolhidos.

Assim, cada uma das (¢™ — 1)(¢"™ — q)--- (¢™ — ¢*~!) k-bases de Fy
gera algum subespaco vetorial de " com dimensao k. Entretanto, k-
bases diferentes podem gerar o mesmo subespago. Com efeito, seja V'
um subespago vetorial qualquer de Fy" com dimensao k. Existem

@ -1 =) (" ="

possiveis k-bases que geram V:

(i) o primeiro vetor da k-base pode ser qualquer um dos ¢* vetores
de V, exceto o vetor nulo;

(7i) o segundo vetor da k-base pode ser qualquer um dos ¢* vetores
de V, exceto os ¢ multiplos do vetor ja escolhido;

(iii) o k-ésimo vetor da k-base pode ser qualquer um dos ¢ vetores
de V, exceto os ¢*~1 vetores do espaco gerado pelos k — 1 vetores
ja escolhidos.
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Portanto, eliminando as repeticoes, existem

(" =" —q)---(¢" —q" ")
(qk _ 1)(qk _ q) . (qk _ qk—l)

subespagos vetoriais de Fj" com dimensao k. O

Cardinalidade do espago projetivo e do grassmanniano. Como
consequéncia imediata, tem-se que a cardinalidade de um grassmanni-
ano de FJ" com dimensao k é

[P k)| = (7:) (A.3)

q

e a cardinalidade do espago projetivo de F* ¢

|PEm)| = kzm:_o (’]Z)q (A.4)

Limitantes. Por fim, os seguintes limitantes sao validos:
¢ < |P(FK)| < 4gF0mR) (A.5)
para0 <k <me

T <|PEM)| <4(m+1)qT. (A.6)

Demonstrag¢ao. Uma prova de (A.5) se encontra em [33, Lemma 4].
Ja (A.6) segue de (A.5) e do fato de que ¢*(™~*) atinge seu méaximo
em k =m/2. Assim, tem-se

m m
2

m2 m m
<Y 3 (Z‘) <344 < (4 1)g%
k=0 q

k=0 k=0

como desejado. O
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A.6 Espacos métricos

Meétricas e espagos métricos. Espacgos métricos sao conjuntos nos
quais existe a noc¢ao de “distancia” entre elementos. Seja M um con-
junto nao-vazio qualquer. Uma métrica ou distancia em M é uma
funcao d : M x M — [0, 00) tal que, para todo x,y,z € M, as seguin-
tes propriedades sao todas satisfeitas:

(7) d(x,y) =0 se e somente se =y,
(it) d(z,y) =d(y,x) (simetria) e
(iii) d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) (desigualdade triangular).

O conjunto M com a métrica d(-,-) é dito ser um espago métrico.

Exemplos. A seguir sdao apresentados alguns exemplos de espacos
métricos.

(i) A funcao dg(-,-) definida por

emque X = (z1,...,2Zpn) ey = (Y1,...,Yn) é uma métrica em R",
conhecida como distancia euclidiana.

O interesse deste trabalho esta nos espagos métricos finitos (isto é, com
um namero finito de elementos) cuja distdncia assume apenas valores
inteiros.

(#) A fungédo dy(-,-) definida por

n

dH(Xv y) = Z‘SH(xia yi)v

=0

em que X = (Z1,...,Zn) €y = (Y1,..-,Yn) €

1, sex ,

0, caso contrario

¢ uma métrica em Zy, conhecida como distancia de Hamming.
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(@) A funcdo di(-,-) definida por
dL(x,y) = Y on(@i, ui),
i=1

em que X = (Z1,...,Zn) €y = (Y1,---,Yn) €
6r(z,y) = min{(y — =) mod ¢, (z — y) mod ¢}

¢ uma métrica em Z", conhecida como distancia de Lee. Essa

q )
distancia coincide com a de Hamming nos casos binario e ternario

(g =2 ou 3).

Distdncia em grafos. Dado um grafo G = (V,€) simples, nao-
direcionado, conectado e sem loops, é sempre possivel definir uma dis-
tancia dg(v1, v2) entre dois vértices vy, v2 € V como o comprimento de
uma geodésica (caminho de menor distancia) entre vy e vs.

Poténcia cartesiana de um espago métrico. Se M é um espaco
métrico com métrica 0(-,-) entdo M"™ também é, com métrica d(-,-)
dada por

n

dx,y) = 6(xi,ys),

i=1

em que X = (T1,...,Zn) €y = (Y1, -, Yn)-

Esferas. Dado um espago métrico finito M com distancia d(-,-),
define-se a esfera de centro x(y e raio r como o conjunto de todos os
pontos de M cuja distancia até xy é no maximo r, isto é,

Bam,ay(wo,7) = {z € M :d(z,20) <7}
O wvolume dessa esfera é definido por
Vol a,q) (w0, 7) = |B(M,d)(a:0,r)| )

O espago métrico M é dito ser regular se o volume de esferas em M
nao depende dos centros das mesmas; se for esse o caso, utiliza-se a
notagao Vol ay,q)(r).
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Isometria. Um mapeamento bijetivo entre dois espagos métricos é
dito ser uma isometria se preserva a distdncia entre pontos. Ou seja,
uma bijecao f : M; — My é uma isometria se, para todo x,y € My,

di(z,y) = do(f (), f(y)),

em que di(-,-) é a métrica de M e da(-,-) é a métrica de Mo.

A.7 Particoes

Definigao. Dado um conjunto S, uma particio de S consiste em uma
colecio I' = {Sy,...,S,} de p subconjuntos nao-vazios de S tais que

(i) a unido de todos os elementos da particao é igual ao conjunto S:

SU-US, =8 e

(#) a interse¢do de quaisquer dois elementos da partigdo é vazia:
SN S]‘ =0, i#j.

Refinamentos. Uma particao IV é dita ser um refinamento de outra
particdo I' se todo elemento de IV é subconjunto de algum elemento
deT.

Exemplo. O conjunto S = {a,b,c,d} possui 15 partigdes, a saber:

I'o = {{a,b,c,d}},
I = {{a},{b,c,d}}, T2 = {{b}, {a,c,d}},
Pa = {{c}, @b d}}, Ta = {{d}. {a,b,c}},
[s = {{a, b}, {c,d}}, Te = {{a, c},{b,d}}, I'r = {{a,d},{b, c}},
Is = {{a}, {b}, {c,d}}, To = {{a}, {c}, {b,d}}, Tho = {{a},{d},{b,c}},
T = {{a, b}, {c}, {d}}, The = {{a,c},{b},{d}}, Tz = {{a, d}, {b}, {c}},
[ia = {{a}, {b}, {c}, {d}}.

Tem-se que:
(i) As partigoes I's, T'1; e I'14 sdo refinamentos da partigao T's.

(it) A partigao I's é refinamento das parti¢oes I'g, I'1, I's e I's.
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(#¢) Qualquer parti¢do é refinamento da parti¢ao T'g.

(iv) A partigao I'14 é refinamento de qualquer partigao.

Ordenamento parcial. O conjunto X de todas as parti¢gdes de um
determinado conjunto S pode ser parcialmente ordenado por <, em que
I'; < I'j se e somente se I'; é um refinamento de I';. Esse fato, porém,
nao é utilizado na dissertagao.






APENDICE B

Cédigos corretores de erros

Este apéndice apresenta, brevemente, conceitos relativos a teoria da
codificacdo para controle de erros [27] que sdo utilizados neste traba-
lho. Em particular, sao abordados os limitantes esféricos de Hamming
e Gilbert-Varshamov e o puncionamento de codigos, resultando no li-
mitante de Singleton.

Figura B.1: Cubo de Hamming representando o espago métrico Zg.

Inicialmente, a teoria da codificagao foi desenvolvida no espago mé-
trico particular conhecido como hipercubo de Hamming, que nada mais
é que Z% = {0,1}" (ou seja, o conjunto de todas as n-tuplas bindrias)

129
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com a métrica de Hamming. O hipercubo de Hamming com n = 3 é
mostrado na Figura B.1. Posteriormente, essa teoria foi expandida para
0 caso nao-bindrio, isto ¢, codificagao em Z; com a métrica de Ham-
ming ou com a métrica de Lee, essa ultima mais adequada a sistemas
de comunicagdo que operam com modulagao de fase.

Os resultados deste apéndice sdo validos para quaisquer espacos mé-
tricos finitos com métrica inteira e sdo particularizados aqui para Zj
com a métrica de Hamming. Os Capitulos 4 e 5 aplicam a teoria
a P(F;") e P(IF;")", respectivamente, tendo como métrica a distancia
de subespago, a ser definida em momento oportuno.

B.1 Cédigos corretores e detectores de erro

Seja M um espago métrico finito com distancia associada d(-,-) as-
sumindo apenas valores inteiros. Em adi¢ao, considere um canal de
comunicacdo que opera sobre M, isto é, um sistema que tem como
entrada um simbolo z € M e saida um simbolo y € M. Na auséncia
de erros, o simbolo transmitido = é igual ao simbolo recebido y. Caso
contrario, é dito que um erro de peso d(z,y) ocorreu.

E considerado que qualquer erro de peso t € N ou menos pode
ocorrer (mas nenhum erro de peso superior a t). Para permitir uma
comunica¢do mesmo nessas circunstancias, limita-se os simbolos na en-
trada do canal a um subconjunto particular de M. Desse modo, é
possivel detectar e até mesmo corrigir eventuais erros ocorridos, como
mostrado a seguir.

Cdédigos. Um cadigo C sobre o espago métrico M é qualquer subcon-
junto nao-vazio de M. Os elementos de um cddigo sdo chamados de
palavras-codigo.

Distancia minima. A distincia minima d(C) de um cédigo C C M
é definida como a menor distancia entre duas palavras-cédigo distintas,
ou seja,

d(C) = min{d(z,y) : x,y € M,z # y}.

Capacidade de controle de erros. Um cédigo é dito ser t-detector
(resp., t-corretor) se ele for capaz de detectar (resp., corrigir) todos os
possiveis erros de peso t ou menos. Assim, utilizando decodificagao de
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minima distancia,
& = argmin d(c, y),
ceC
prova-se que as seguintes afirmacoes acerca de um cddigo C sdo equi-
valentes.

(#) C é (d — 1)-detector.
C

é [%J -corretor.

Taxa. A taza R(C) de um cédigo C C M é definida pela razdo entre
nimero de digitos g-arios “aproveitados” e o de digitos g-arios totais:

B log, |C]
R(C) = 710&1 ik

No caso de cédigos sobre Zjy, a taxa se traduz em log, |C| /n.

Compromisso entre a taxa e a capacidade de controle de erros.
Evidentemente, é desejavel que a tanto taxa (ou, equivalentemente, a
cardinalidade) quanto a capacidade de controle de erros (ou, equivalen-
temente, a distdncia minima) de um cédigo sejam as maiores possiveis.
Esses objetivos, entretanto, sdo conflitantes. As duas se¢bes restan-
tes apresentam regioes do “plano” d(C) x |C| nas quais a existéncia ou
inexisténcia de cédigos sao asseguradas.

B.2 Limitantes esféricos

Definem-se
Volmin(r) = min Vol(zg,r),
o€
1
Volmed(r) - = Z Vol(zg, ),
|M| roEM
Volmax _ Vol .
o) (r) J?gﬁ (o, )

Limitante superior de Hamming. Seja C C M um cédigo qual-
quer com distancia minima d(C) = d. Considere esferas de raio r =



132 APENDICE B. CODIGOS CORRETORES DE ERROS

L%J centradas nas palavras-cédigo de C, como ilustrado na Figura B.2

para d = 3.
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Figura B.2: Ilustracdo do limitante de Hamming.

As esferas sao todas disjuntas, de modo que

(M| > Z Vol(c, 1)

ceC

Z VOlmin (7“)

ceC
= |C| Vol™™(r)

vV

e, portanto, a cardinalidade de C é limitada por

M|
< ——
cl= Vol™ ™ (| 452 )

Esse resultado é também conhecido como limitante do empacotamento
de esferas (em inglés sphere-packing bound).

Limitante inferior de Gilbert-Varshamov. Considere o seguinte
algoritmo greedy para a construcéo de um cédigo C € M com distancia
minima d(C) = d. Inicia-se com C = {¢1}, em que ¢; é qualquer ponto
de M. Posteriormente, adicionam-se palavras-cédigo ¢, cs, ..., uma a
uma, desde que ¢; esteja fora da unido das esferas de raio r = d — 1
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centradas nas palavras-cédigo ja adicionadas:
i—1
ci ¢ U B(cj,r).
Jj=1

Assim, ao final desse procedimento, tem-se um cédigo com distancia
minima d que satisfaz

(M| < Z Vol(e, )

ceC

< ZVolmax(r)
ceC
= lel Vo),

ou, equivalentemente,

M
>
|C| = VolmaX(d_ 1)

Esse resultado, ilustrado na Figura B.3 para d = 3, é também conhe-
cido como limitante da cobertura por esferas (em inglés sphere-covering
bound).

Figura B.3: Ilustracdo do limitante de Gilbert-Varshamov.

De acordo com Gu & Fuja em [21], Vol™*(-) pode ser substituido
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por Vol™(.) na desigualdade acima. Ou seja, existe codigo C com
distancia minima d(C) = d tal que

(M|

Cl>— .
cl= Vol™4(d — 1)

Esse resultado é conhecido como o limitante generalizado de Gilbert-
Varshamov.

Particularizagdo para Z; com a métrica de Hamming. Se o
espago métrico M em consideragao for Z; com a métrica de Hamming,
entdo |[M| = ¢". Em adi¢do, pode-se mostrar que esse espa¢o métrico
é regular (i.e., o volume de esferas independe do centro) e que

Vol(r) = Z:O (;L) (q—1).

Assim, o limitante de Hamming afirma que para todo cédigo C C Zy
com distancia minima d(C) = d, vale

_ LdETilJ (") "

J=0

enquanto que o limitante de Gilbert-Varshamov afirma que existe um
cédigo C C Zy com distancia minima d(C) = d tal que
n

c| > d

SC)ew

Jj=0

B.3 Puncionamento de cédigos

O conceito de puncionamento aqui considerado consiste, intuitivamente,
em “transportar” um cédigo de um espago métrico a outro, estando esse
altimo espacgo “contido” no primeiro. Essa operagao deve ter a propri-
edade de preservar o tamanho do cédigo (sob certas condigoes); ja a
distdncia minima é permitida que sofra alguma reducao. A Figura B.4
ilustra a ideia.
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Figura B.4: Ilustragdo da operagao de puncionamento.
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Operagao de puncionamento. Um puncionamento é uma opera-
¢ao ()Y que leva o cédigo C € M no cbdigo CY C M’ e que satisfaz a
seguinte propriedade:

a(C) > A = (IC"| = c]) A (d(C) — d(CT) < A),

para algum A € N. Note o abuso de notacdo: d é ora a métrica de M,
ora a métrica de M’.

Limitante de Singleton. Suponha que exista uma sequéncia de
p puncionamentos {(-)¥i f;ol, em que (-)¥¢ leva cédigos de M; em
cHédigos de M;41. Seja A o parametro de todos os puncionamentos
e considere p = [%J Seja C € My um céddigo com distdncia mi-
nima d(C) = d qualquer. Aplicando os puncionamentos seguidamente,

obtém-se o cédigo C' = CYo " V»-1 C M, satisfazendo
d—1 d—1
N>d—pA=d— |——|A>d— | —— A=
diC'y>d—p d { A J >d ( A )

e, portanto,

Cl=1C"] < M)

Particularizagdo para Z; com a métrica de Hamming. A ope-
ragao natural de puncionamento em Zj consiste na remogao de coor-
denadas das palavras-codigo. Por exemplo, seja a operacgao de puncio-
namento de uma tupla dada por

Y .7n n—1
() :zZy — Zj
X=(21,...,2n) — X =(T1,...,Tp_1)
e a operagao de puncionamento de um cddigo C C Zg dada por
-1
CY={c":cecyczy

Dessa maneira, se um cédigo C tiver distancia minima d(C) = d > 1,
sua versdo puncionada CY tem distAncia minima d(CY) > d — 1. Isso
porque a remoc¢ao de uma coordenada ou mantém a distdncia entre
duas palavras-codigo ou reduz essa distancia de 1.

Em termos do recém exposto, tem-se

A=1,
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p= % =d-1,

Mi:Z:;iia i:()v"'apv

de modo que (-)"* é o puncionamento que leva cédigos de Z?" em
cbddigos de ZZL—(H”.

Assim, o limitante de Singleton aplicado a Z; com a métrica de
Hamming afirma que todo cédigo C C Zj com distancia minima d(C) =
d satisfaz

|C| < qnfdJrl.
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