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CAPÍTULO 1 

Introdução Geral 

1.1 Posicionamento do Problema  
 

A teoria de Maxwell permite descrever o conjunto dos fenômenos 

eletromagnéticos. A partir das equações de Maxwell, consideradas como postulados 

podem-se deduzir todas as leis clássicas e outros fenômenos podem ser previstos. Do 

mesmo modo como não se pode entender com profundidade os fenômenos mecânicos sem 

conhecer as leis de Newton do movimento, não se pode avançar suficientemente no estudo 

da teoria dos fenômenos elétricos e magnéticos sem entender bem as equações de 

Maxwell. 

A aplicação deste conjunto de equações de maneira analítica é restrita a casos 

particulares, e até mesmo inexplicáveis em outros. Este fato foi um dos que contribuíram 

para que alguns problemas em eletromagnetismo fossem modelados e estudados por 

circuitos elétricos equivalentes como, por exemplo, o estudo de máquinas elétricas. A 

geometria e a distribuição das grandezas eletromagnéticas nos casos reais, a interface entre 

meios com características diferentes e os fenômenos não lineares ocasionam a 

complexidade. Em conseqüência, torna-se necessário recorrer aos métodos numéricos, 

apelando às técnicas de discretização. Estes métodos transformam as equações de 

derivadas parciais em sistemas de equações algébricas cuja solução fornece uma 

aproximação dos campos eletromagnéticos. 

Com o advento dos computadores digitais, métodos numéricos puderam ser 

usados para resolver problemas de eletromagnetismo. Entre eles, o método de elementos 

finitos (MEF) é um dos mais utilizados, pois se adapta facilmente às geometrias 

complexas. Ele é baseado em uma dupla discretização: a do domínio geométrico estudado 

e aquela dos campos escalares e vetoriais incógnitos. A precisão da solução obtida fornece 

uma aproximação das grandezas locais que são os campos magnéticos e elétricos. Estas 

grandezas são exploradas para determinar as grandezas globais, tais como fluxo, corrente, 

tensões, etc. 

Um exemplo de aplicação das equações de Maxwell é o sistema de aterramento 

elétrico. Um aterramento elétrico consiste em uma ligação elétrica proposital de um 
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sistema físico (elétrico, eletrônico ou corpos metálicos) ao solo. Este se constitui 

basicamente de três componentes [1]: 

a) As conexões elétricas que ligam um ponto do sistema aos eletrodos; 

b) Eletrodos de aterramento (qualquer corpo metálico colocado no solo); 

c) Terra que envolve os eletrodos. 

A forma, assim como a disposição geométrica dos eletrodos no solo são as mais 

variadas, de acordo com a aplicação. Destacam-se as hastes verticais, usadas 

principalmente quando as camadas mais profundas do solo têm menor resistividade, e que 

são muito práticas, por serem de fácil cravação. Os eletrodos horizontais, enterrados 

usualmente a uma profundidade da ordem de 0,5 metros [m], são usados principalmente 

quando a maior preocupação é o controle do gradiente de potencial na superfície do solo 

[1]. 

Para avaliar a natureza do aterramento deve ser considerado que, em geral, uma 

conexão a terra apresenta resistência, capacitância e indutância, cada qual influindo na 

capacidade de condução de corrente para a terra. A perspectiva na qual o sistema enxerga o 

aterramento pode ser expressa através de sua impedância [1]. Tal impedância de 

aterramento pode ser conceituada como oposição oferecida pelo solo à injeção de uma 

corrente elétrica no mesmo, através dos eletrodos, e se expressa quantitativamente por 

meio da relação entre a tensão aplicada ao aterramento e a corrente resultante. 

Além da determinação da impedância de aterramento, outro aspecto importante 

na análise de sistemas de aterramento é o conhecimento da distribuição do potencial 

elétrico no solo. Caso haja um defeito a terra, no sistema de potência, a corrente de defeito 

fluirá dos condutores que formam o sistema de aterramento da subestação para solo, 

provocando uma distribuição de potencial não uniforme no mesmo. Devido a esta não 

uniformidade da distribuição de potencial no solo, pessoas que estejam na subestação, ou 

em suas proximidades, podem ficar sujeitas a diferenças de potencial elevadas. Ao 

dimensionar o sistema de aterramento de uma subestação, o projetista deve fazê-lo de 

forma que a posição dos condutores seja tal que o potencial produzido no solo venha a ser 

o mais uniforme possível e não exceda aos potenciais toleráveis pelo Homem. Também 

deve cuidar para que a seção dos condutores do referido sistema seja adequada, para poder 

dissipar no solo a corrente de defeito sem que os mesmos sofram danos. 

A distribuição do potencial elétrico é tão importante que a norma IEEE-80 [2] 

define três conceitos de potencial: 
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i. Potencial de passo: é a diferença de potencial a que uma pessoa fica 

submetida quando caminha no interior, ou nas proximidades de uma 

subestação, no instante em que ocorre um defeito a terra no sistema de 

potência; 

ii. Potencial de toque ou de contato: é o potencial ao qual uma pessoa fica 

sujeita quando toca uma estrutura aterrada no instante em que ocorre um 

defeito a terra no sistema de potência; 

iii. Potencial transferido: é um caso particular do potencial de toque. Este 

potencial surge quando uma pessoa, que esta dentro da área abrangida 

pela subestação, toca uma estrutura aterrada em um ponto remoto, ou 

quando uma pessoa que está em um ponto remoto em relação à subestação 

toca um condutor ou estrutura conectada ao sistema de aterramento. 

O aterramento pode assumir configurações muito diversificadas, conforme a 

natureza da função que o mesmo pode desempenhar no sistema. Em geral, as aplicações 

estão associadas a dois fatores fundamentais: 

a) Desempenho do sistema ao qual o aterramento está conectado como, por 

exemplo, o uso do solo como condutor efetivo de retorno; 

b) Questões de segurança (de seres vivos) e proteção (de equipamentos). 

Neste caso, o aterramento permite o escoamento para a terra de cargas ou 

de correntes de descargas e promove a distribuição segura de potenciais 

elétricos na superfície do solo, quando é injetada corrente em seus 

eletrodos. 

Além destes fatores, identificam-se outras aplicações específicas como, por 

exemplo, a proteção galvânica de partes metálicas enterradas no solo e geologia [1]. 

Para baixas frequências os efeitos reativos são muito reduzidos e a impedância de 

aterramento passa a ser considerada como a resistência de aterramento. A resistência de 

aterramento é diretamente proporcional à resistividade do solo em que os eletrodos estão 

colocados. Os fatores que influenciam a resistividade do solo e, consequentemente a 

resistência de aterramento são [1]: tipos de solo, umidade do solo, concentração e sais 

dissolvidos na água, capacidade do solo, granulometria do solo, temperatura do solo e a 

estrutura geológica-anisotropia-estratificação do solo. 

É importante ressaltar que a composição do solo é geralmente estratificada em 

várias camadas com formação diferente. Além disso, o solo apresenta características 
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anisotrópicas como, por exemplo, quando camadas mais profundas afloram em locais 

determinados, ocasionando descontinuidades na superfície. Assim, a resistividade pode 

variar dependendo da direção considerada e, para tratar do solo de determinado local, 

passa-se a atribuir o valor médio das resistividades das diversas partes que o compõem, 

denominada resistividade efetiva deste solo [1]. 

Atualmente, a modernização do sistema de aterramento elétrico de potência é 

decorrente dos surtos atmosféricos, um malha eficaz de aterramento torna-se necessária 

para contornar tais problemas de interferência eletromagnética, danos e riscos em 

equipamentos e pessoas físicas. O sistema de aterramento (haste vertical) forma um 

caminho condutor para a corrente de surto. 

Portanto, o sistema de aterramento tende a obter a mais baixa resistência de solo 

para as correntes de falta, mantendo os níveis de correntes em uma faixa segura e 

proporcionando o desenvolvimento de equipamentos adequados e sensíveis a estas faltas 

de correntes. Sendo assim, pesquisas e trabalhos relacionados a sistemas de aterramento 

são encontrados na literatura (livros e artigos). Em [3] foi feito um estudo de como medir 

com precisão a resistência de aterramento das subestações, onde o fator fundamental foi 

garantir a segurança da operação de sistemas de potência. 

Em [4] propõe um modelo de estudo para verificação da ionização do solo em 

torno de um eletrodo. A resistência de aterramento é obtida através de um balanço 

energético da ionização do solo. Um modelo analítico é expresso para estimar a 

resistividade do solo na região de ionização e seus resultados são comparados com 

resultados experimentais. 

Em [5] o artigo apresenta um novo método de cálculo da resistência de 

aterramento para malhas de aterramento horizontais, em duas camadas de solo. 

Seguindo na mesma linha de pesquisa do artigo [5], em [6] é apresentado uma 

nova forma para o cálculo da resistência de aterramento utilizando o método dos elementos 

finitos. Os resultados são comparados com dados experimentais ou determinados por 

outros artigos. A vantagem do método proposto é que permite a análise de sistemas 

simétricos e não simétricos de forma uniforme em duas e múltiplas camadas de solo. 

Também são encontradas pesquisas voltadas para o tratamento químico do solo, 

ou seja, através da mistura de algum reagente químico com os componentes que 

constituem o solo (água e sal), forçando a diminuição da resistividade do solo e 

consequentemente da resistência de aterramento. Em [7] é estudado um agente (um 
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subproduto do aço), que misturado em proporções adequadas com a água, cimento e sal, 

força a redução da resistividade do material, o qual esta sendo submetido a esta mistura. 

O GRUCAD (Grupo de Concepção e Análise de Dispositivos Eletromagnéticos) 

da Universidade Federal de Santa Catarina tem trabalhado na modelagem de aterramento, e 

publicou alguns artigos na área: em [8][9] os artigos tratam da modelagem de um sistema 

de aterramento em baixa frequência para haste vertical, em solos estratificados em uma, 

duas e três camadas. O cálculo das grandezas globais tais como tensão e corrente elétrica é 

obtido através da formulação eletrocinética usando o potencial escalar elétrico associado 

ao método de elementos finitos. Seguem nesta linha de pesquisa [10][11], que também 

utilizam o conceito de potencial flutuante para o cálculo das grandezas globais, associado 

ao método de elementos finitos. 

Em [12] é utilizada uma metodologia computacional para analisar a resistividade 

do solo de múltiplas camadas, pelo método de Wenner enfatizando o cálculo da resistência 

de aterramento com precisão. 

Em [13][14][15] destaca-se a importância de um dimensionamento adequado do 

sistema de aterramento como fator de qualidade e segurança indispensáveis em qualquer 

empreendimento. 

Em [15] a modelagem do sistema de aterramento é realizada através da 

alimentação no ponto de defeito por fonte de corrente, diferenciando-se de [8][9][10][11], 

onde a fonte de alimentação é imposta através de tensão. Este trabalho usa a metodologia 

da fonte de tensão, sendo que para o cálculo da resistência de aterramento é aplicado à 

integração de superfície no eletrodo de aterramento. Os trabalhos [8][9][10][11] usam o 

conceito de potencial flutuante, onde a resistência de aterramento é obtida através de uma 

integral de volume. 

Em [16] cita-se as limitações das metodologias empregadas que restringem as 

análises nos aterramentos atuais que são cercados de incertezas. E por fim em [17] são 

mencionadas as dificuldades e as fontes de erro, pois não se tem um parâmetro específico 

para um determinado solo e sim estimativas de faixas de valores da resistividade. 

Neste trabalho são aplicadas as equações de Maxwell em regime estático para um 

sistema de aterramento composto por uma única haste vertical. Devido à geometria da 

haste, o problema é resolvido para um sistema axi-simétrico usando uma formulação 

eletrocinética em potencial escalar elétrico associado ao método de elementos finitos. 
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Para definir a geometria da malha do sistema de aterramento foi utilizado um 

software Gmsh [18]. O Gmsh é um gerador de malha de elementos finitos tridimensional 

com pré-processador e pós-processador. Neste trabalho, o Gmsh é usado para desenhar a 

geometria, obter a malha e explorar os resultados do solver. 

Após estes processos é desenvolvida uma interface entre o Gmsh e o ambiente 

Labview. No início do trabalho o objetivo era desenvolver todo o cálculo no ambiente 

Labview. Todavia, durante a execução do trabalho, observou-se que o sistema Labview 

necessita de memória computacional significativa para solução de sistemas lineares de 

grande porte. Sendo assim, o processo de aplicação do método de elementos finitos para 

obtenção do potencial e campo elétrico foi desenvolvido no ambiente Matlab (através da 

aplicação de matrizes esparsas). A solução do sistema linear foi realizada com a aplicação 

do método iterativo ICCG (Incomplete Cholesky Conjugate Gradient). 

Seguindo a linha do desenvolvimento proposto, inicialmente no ambiente 

Labview, ocorre novamente uma interface, desta vez entre o Matlab e o Labview. Nesta 

interface são analisados os dados do potencial e campo elétrico calculados no Matlab, que 

posteriormente são utilizados no cálculo da resistência de aterramento. Finalizando os 

processos de cálculo no ambientes acima citados, é desenvolvido no ambiente Labview um 

arquivo (pós-processador). Este arquivo permite a visualização do potencial e do campo 

elétrico no Gmsh (pós-processador). Os resultados obtidos através do método numérico são 

comparados com os resultados obtidos analiticamente. 

Este trabalho se divide em cinco capítulos. No atual capítulo é apresentada uma 

introdução geral. No capítulo 2 são apresentados os fundamentos básicos do aterramento 

elétrico. Nesse capítulo são apresentas as equações analíticas da resistência de aterramento 

para uma haste vertical considerando o solo homogêneo e o solo composto por duas 

camadas com resistividades distintas. 

No capítulo 3 apresentam-se à formulação eletrocinética (forma forte e fraca) e a 

implementação do método dos elementos finitos em duas dimensões para sistemas axi-

simétricos com elementos triangulares de primeira ordem. 

No capítulo 4 é detalhada toda a parte de programação: a interface Gmsh - 

Labview; Labview - Matlab - Gmsh. No capítulo 5 são apresentados os resultados 

comparativos entre a metodologia utilizada no Gmsh, Labview e Matlab com os resultados 

analíticos. 
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No capítulo 6 é realizada uma análise dos resultados obtidos com o trabalho e são 

fornecidas algumas sugestões para trabalhos futuros. 

Por fim, no Anexo A são apresentados os programas desenvolvidos no decorrer 

deste trabalho. 
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CAPÍTULO 2 

Fundamentos Básicos do Aterramento Elétrico 
 

2.1 Aterramento Elétrico em Baixas Frequências 

 

Nas seções subsequentes são apresentados os conceitos fundamentais sobre 

aterramentos elétricos em baixas freqüências: tensão de passo e tensão de toque, 

resistividade do solo, fatores que afetam a resistividade do solo, cálculo da resistência de 

aterramento (equacionamento analítico), métodos de medição da resistência de aterramento 

e resistividade do solo. 

Estes conceitos são aplicados e analisados para o estudo de um aterramento 

caracterizado por uma haste vertical (eletrodo de aterramento). 

 

2.2 Conceitos Básicos Sobre Sistemas de Aterramento 

 

A análise dos sistemas de aterramento é de importância tanto para as companhias 

de energia elétrica (fornecer um sistema confiável e de qualidade) como para a população 

em âmbito geral (segurança). Atualmente, a modernização dos sistemas de aterramento é 

decorrente dos surtos transitórios eletromagnéticos (impulsivo e oscilatório) e os curtos-

circuitos. Entende-se por curtos-circuitos quando da ocorrência de um defeito a terra em 

um sistema de potência operando em frequência industrial (baixa frequência). 

As frequências ocasionadas pelos transitórios impulsivos e oscilatórios têm como 

origem, respectivamente, as descargas atmosféricas e as manobras de chaveamento. O 

aterramento é obrigatório e a baixa qualidade ou sua falta pode provocar queima de 

equipamentos e riscos à população. Assim, uma malha eficaz de aterramento torna-se 

necessária para contornar tais problemas de interferência eletromagnética, danos a 

equipamentos e riscos à população.  

O aterramento é a arte de se fazer uma conexão com a terra. Esta conexão é na 

realidade a interface entre o sistema de aterramento e toda a terra, e é por esta interface que 

é feito o contato elétrico entre a terra e o sistema de aterramento. Através desta conexão, 

fluirão surtos transitórios eletromagnéticos e os curtos-circuitos. Suas características e 
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eficácia devem satisfazer algumas prescrições de segurança. Os objetivos principais do 

aterramento são [19]: 

¾ Obter uma resistência de aterramento mais baixa possível, para correntes 

de falta a terra; 

¾ Proporcionar um caminho de escoamento para terra de descargas 

atmosféricas; 

¾ Manter os potenciais produzidos pelas correntes de falta, dentro de limites 

de segurança de modo a não causar fibrilação do coração; 

¾ Fazer com que equipamentos de proteção sejam mais sensibilizados e 

isole rapidamente as falhas a terra. 

Conforme orientação da ABNT, o valor da resistência de aterramento deve 

atender as condições de proteção e de funcionamento da instalação (10 Ohms - valor 

máximo). Este valor da resistência também vai depender do tipo de solo em que se 

encontra o aterramento, ou seja, fatores como: umidade, temperatura e composição 

geológica do solo, influenciam diretamente em sua resistividade. Portanto, um projeto de 

aterramento na região sul e sudeste do Brasil, onde o clima é considerado 

“temperado/super úmido”, difere de um projeto de aterramento na região nordeste, onde o 

clima é “semi-árido/seco”. A Figura 2.1 mostra o mapa dos climas do Brasil. 

 

 
Figura 2.1 - Mapa dos Climas do Brasil [20]. 
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2.2.1 Conceitos de Segurança: Tensão de Toque e Tensão de 

Passo 

 

A conexão de um sistema de aterramento conectado a terra, deve permitir a 

passagem da corrente de falta (caso haja este defeito) através do eletrodo de aterramento. 

Esta corrente fluirá pelo condutor de aterramento para o solo, provocando uma distribuição 

de potencial não uniforme. Caso ocorra uma falha na isolação do sistema de aterramento, a 

corrente de falta pode percorrer o corpo de uma pessoa que eventualmente esteja em 

contato a esta estrutura de aterramento ou em suas proximidades.  

Do ponto de vista de segurança podem-se citar dois conceitos para o controle de 

tensão (distribuição de potencial no solo), visando à segurança de pessoas que circundam 

próximas de um sistema de aterramento.  

a) Tensão de toque: máxima diferença de potencial entre a mão e o pé que 

uma pessoa física é submetida quando toca em uma estrutura aterrada no 

instante em que ocorre o fluxo de corrente de falta [21]. A Figura 2.2 

mostra este conceito. 

 

 
Figura 2.2 - Tensão de Toque [22]. 
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b) Tensão de passo: máxima diferença de potencial entre os pés (distância de 

1 metro entre os mesmos), quando uma pessoa está próxima à região de 

aterramento no instante que ocorre o fluxo de corrente de falta [21]. A 

Figura 2.3 mostra este conceito. 

 

 

Figura 2.3 - Tensão de Passo [22]. 

 

Nas Figuras 2.2 e 2.3, tem-se: 

I = corrente produzida pelo transitório elétrico na estrutura metálica em questão; 

R 0 , R  e R = são valores de resistência do solo na região indicada; 1 2

R = resistência de contato do pé da pessoa com o solo; f

R k = resistência das pernas do indivíduo Figura 2.2 e dos membros e tronco na 

Figura 2.3; 

V = potencial de toque; toque

V = potencial de passo. passo

 
Nestes dois casos (tensão de toque e de passo), se houver uma falha na isolação 

do sistema de aterramento, circulará uma corrente pelo corpo humano [23]. De acordo com 

[23] a corrente máxima admissível pelo corpo humano é a maior corrente que percorre o 

corpo humano passando pelo coração sem causar fibrilação ventricular. Nestes dois casos, 
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a tensão de toque é a que requer mais cuidados, pois a corrente entra pelo braço, passa pelo 

tronco e sai pelos pés, podendo causar a fibrilação ventricular (parada cardíaca).  

Em [21][23] propõe-se expressões para avaliar a corrente máxima admissível pelo 

Homem. 

t
I adm

116,0
= , (2.1) 

 

t
I adm

157,0
= , (2.2) 

onde, t é tempo de duração do choque em segundos. 

As equações 2.1 e 2.2 fornecem os valores da corrente admissível que circula 

pelo corpo humano. O que vai determinar se a corrente provoca ou não uma parada 

cardíaca é o tempo de contato do corpo humano com a estrutura metálica. Em [21][23] é 

definido que no intervalo de 30 milisegundos à 3 segundos, pessoas com massa corporal de 

50 kilogramas referente a constante empírica (0,116) na equação 2.1 e para massa corporal 

de 70 kilogramas referente a constante empírica (0,157) na equação 2.2, não ocorre a 

fibrilação ventricular em 99,5% dos casos. 

 

2.3 Sistemas de Aterramento - Resistividade do Solo 

 

O que determina a resistividade são os tipos específicos de solo. A resistividade é 

uma propriedade física de cada substância, sendo medida e tabelada para diversos 

materiais. O sistema de aterramento tem uma relação direta com os parâmetros que 

influenciam a resistividade do solo: tipos de solos, composição geológica, umidade, 

salinidade, temperatura, entre outros.  

A resistividade do solo varia amplamente de um tipo de solo para outro. A Tabela 

2.1 mostra esta variação da resistividade para diferentes tipos de solos. 

Esta variação da resistividade de um local para outro é devido à formação 

geológica dos solos. A variação em um mesmo local é devido à profundidade das camadas 

estratificadas do solo, pois conforme aumenta à profundidade do solo a resistividade tende 

ao infinito, ou seja, o solo adquire características de um material isolante. 
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Tabela 2.1 - Faixa de Valores Usuais de Resistividade de Certos Tipos de Solo [1]. 

Tipos de Solos Resistividade (Ω. m) 

Lama 5 a 100 

Húmus 10 a 150 

Limo 20 a 100 

Argilas 80 a 330 

Terra de jardim 140 a 480 

Calcário fissurado 500 a 1000 

Calcário compacto 1000 a 5000 

Granito 1500 a 10000 

Areia comum 3000 a 8000 

Basalto 10000 a 20000 

 
Outros fatores que influenciam na resistividade do solo, são mostrados na Tabela 

2.2. 

 
Tabela 2.2 - Fatores que Afetam a Resistividade do Solo [1]. 

   Fator Faixa de Resistividade (Ω. m) 

Composição geológica 5 a 20000 

Umidade 42 a 10000 

Salinidade 1 a 107 

Temperatura 72 a 3300 

 
 
A composição geológica do solo (não homogêneo) é representada aqui neste 

trabalho em diversas camadas com diferentes profundidades e resistividades.  

O comportamento do sistema de aterramento quando submetido a uma elevada 

corrente elétrica é essencialmente eletrolítico, ou seja, por aquecimento nas regiões 

próximas do eletrodo de aterramento ocorre uma ionização do solo. Assim, a resistividade 

é afetada pela quantidade de água e sais existente no solo. Em [1][19][21], encontram-se 

gráficos representando o efeito da diminuição da resistividade em decorrência do aumento 

da porcentagem da umidade no solo. A Figura 2.4 ilustra a resistividade elétrica do solo em 

função da umidade. 
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Figura 2.4 - Efeito da Umidade na Resistividade do solo [24]. 

 
A água pura é por natureza um isolante efetivo, mas devido à presença de sais 

minerais, o processo da ionização do solo (aquecimento) torna a água um meio condutor de 

corrente elétrica. Nas referências [1][19][21] são apresentadas tabelas de valores da 

resistividade elétrica em função da concentração de sais minerais do solo. 

Em relação à influência da temperatura, destacam-se dois aspectos importantes: a 

diminuição da umidade do solo (Figura 2.4), resultando o aumento da resistividade devido 

à evaporação ocasionada por elevadas temperaturas e a influência do comportamento da 

resistividade da água em função da temperatura, na qual a resistividade cresce conforme a 

temperatura tende a diminuir [19]. A Figura 2.5 mostra essa variação. 

 

 
Figura 2.5 - Comportamento da Resistividade da Água em Função de Temperatura [19]. 

 
 

 



 15

2.4 Resistência de um Sistema de Aterramento 
 

A resistência de aterramento para um sistema de proteção tem a função de 

dissipar no solo a corrente de falta. Este valor de resistência deve ser o mais baixo possível, 

ou seja, quanto menor for à resistência de aterramento melhor será o sistema de proteção. 

A norma NBR 5410 fixa um valor máximo para resistência de aterramento em 10 Ohms, 

em alguns casos onde a resistividade do solo é elevada, é impossível obter uma resistência 

de 10 Ohms. Portanto, é necessário fazer uma medição da resistividade do solo, para poder 

avaliar o valor da resistência de aterramento possível para o solo específico. Alguns 

requisitos da norma NBR 5410 para medição de campo [25]: 

¾ Os eletrodos e outras partes metálicas não devem se deteriorar por efeito 

de corrosão eletrolítica; 

¾ Os componentes do sistema de aterramento devem suportar os esforços 

térmicos, termomecânicos e eletromecânicos previstos, além de possuir 

resistência mecânica compatível com as influências externas; 

¾ O valor da resistência de aterramento não deve se modificar 

substancialmente ao longo do tempo, mesmo considerando as variações 

sazonais de temperatura e umidade do solo; 

¾ A resistência de aterramento pode ser calculada ou medida. 

 

2.4.1 Cálculo Analítico da Resistência de Aterramento 

 

A determinação da expressão matemática da resistência de aterramento varia com 

a configuração do eletrodo. Esta resistência é definida pela elevação do potencial aplicado 

ao sistema de aterramento e a corrente resultante. Duas aplicações se destacam na 

disposição geométrica dos eletrodos no solo: 1) a disposição de hastes verticais usadas 

principalmente quando as camadas mais profundas têm resistividades menores e devido ao 

fato de sua implementação ser de fácil cravação; 2) as hastes horizontais que são 

empregadas devido à preocupação do controle do gradiente de potencial na superfície. 
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Para se avaliar a natureza do aterramento, deve ser considerado que, em geral, 

uma conexão a terra apresenta resistência, capacitância e indutância, cada qual influindo na 

capacidade de condução de corrente para a terra. A perspectiva na qual o sistema enxerga o 

aterramento pode ser expressa através de sua impedância. Tal impedância de aterramento 

pode ser conceituada como a oposição oferecida pelo solo à injeção de uma corrente 

elétrica no mesmo, através dos eletrodos, e se expressa quantitativamente por meio da 

relação entre a tensão aplicada ao aterramento e a corrente resultante. Para baixas 

frequências os efeitos reativos são muito reduzidos e a impedância de aterramento passa a 

ser considerada como uma resistência pura de aterramento. A resistência de aterramento é 

diretamente proporcional à resistividade do solo em que os eletrodos estão colocados. 

O potencial em um ponto (p) imerso em um solo homogêneo, localizado a uma 

distância (r) de uma fonte pontual de corrente, da qual emana uma corrente elétrica (I), 

pode ser obtido partindo-se do campo elétrico (e ) neste ponto [19]. p

O campo elétrico em um ponto (p) é dado pela lei de Ohm na forma local por: 

e = ρ j , (2.3) p p

onde  j  é a densidade de corrente em um ponto (p). p

A densidade de corrente é a mesma sobre a superfície da esfera de raio (r), com 

centro na fonte pontual de corrente, que passa pelo ponto (p): 

j 24 r
I

p π
= , (2.4) 

substituindo, a equação 2.4 na equação 2.3, e calculando o potencial do ponto (p), em 

relação a um ponto no infinito: 

V = ∫ e dr, (2.5) p

∞

r
p

Sabe-se que a resistência é a relação entre a tensão e a corrente. A Figura 2.6 

mostra um segmento de haste de comprimento l, situada nas coordenadas xo, yo e com 

profundidade média zm injetando uma corrente I em solo uniforme. Considerando um 

incremento dI da haste, o potencial em um ponto p(x, y, z) será: 
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Figura 2.6 - Haste vertical em solo uniforme [26]. 

Considerando o segmento discretizado, tal que a densidade da corrente seja 

constante ( dz
L
IdI = ), o potencial gerado pela haste é dado por [26]: 
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Esta é a fórmula básica do cálculo de uma haste no ponto p [26]. 

Para se obter o valor da resistência da haste basta calcular o potencial médio na 

superfície da haste e dividi-lo pelo valor da corrente. Como a distância entre a superfície da 

haste e sua linha central é o raio da haste, faz-se a = r em (2.9) e integra-se z de 0 até l, 

onde se obtém a seguinte equação para o potencial: 

∫=
l

pm dzpVV
0

 )(  . (2.10) 
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Após a integração, considerando x = y = 0 e zm = 0, e simplificando a equação 

(2.10), tem-se: 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎡
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⎜
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⎛

π
ρ

=
l

r
l

r
r
larcsenh

l
IVm  2 2

1 2 
 2
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. (2.11) 

Lembrando que )1( ln)( 2 ++= xxxarcsenh , então: 
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, (2.12) 

ou ainda, 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++

π
ρ

=
l
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l
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r
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IVm  2 2

1
 2

11 2ln
 2

 22
. (2.13) 

Considerando que o valor de r é muito menor que o de l, os termos r/2l da 

equação (2.13) podem ser desprezados. Assim, dividindo a expressão resultante pela 

corrente I, obtém-se a resistência da haste de aterramento vertical: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

π
ρ

= 1 4ln
  2 r

l
l

RT , (2.14) 

onde r é o raio da haste e l é o seu comprimento. 

Como mencionado no item 2.2 e 2.4, o principal objetivo de um sistema de 

aterramento é obter a mais baixa resistência possível. Sendo assim, neste trabalho a 

equação 2.14 é usada para comparar os resultados analíticos com os resultados obtidos com 

a modelagem desenvolvida. Esta comparação será efetuada no capítulo 5. Observando a 

equação 2.14, verifica-se que há duas possibilidades para a redução da resistência, através 

da variação dos parâmetros do raio e do comprimento da haste. 

A resistividade também pode variar e alterar a resistência de aterramento, mas 

este parâmetro é uma propriedade com características intrínsecas do solo, ou seja, depende 

da região onde se encontra o aterramento e as influências dos fatores mencionados no item 

2.3. Outra alternativa para diminuição da resistência de aterramento é a interligação de 
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hastes em paralelo, esta formação diminui sensivelmente o valor da resistência de 

aterramento. 

Para o caso de um solo composto por dois tipos de materiais com resistividades 

distintas, a resistência de aterramento é dada pela seguinte equação [17]: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

π
ρ

= ∑
∞

=1

1

1 

1 

 ln  
2

 1 4ln
  2 n

n

l
hn

l
hn

K
r
l

l
RT , (2.15) 

onde h é a altura (profundeza) da camada superior de resistividade ρ1 e K é o coeficiente de 

reflexão dado por [17]: 

12

12
ρ+ρ
ρ−ρ

=K , (2.16) 

onde ρ2 é a resistividade da camada profunda, conforme Figura 2.7. 

 

Figura 2.7 - Solo com Duas Camadas de Resistividade Distintas. 

Na Figura 2.8 são apresentadas expressões para o cálculo da resistência de 

aterramento para algumas configurações. 
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Figura 2.8 - Expressões para Configurações Típicas de Eletrodos de Aterramento [1]. 

 

2.5 Métodos de Medição da Resistência de Aterramento e da 

Resistividade do Solo 
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Os métodos de medição são resultados da análise de características práticas das 

equações de Maxwell do eletromagnetismo aplicadas ao solo [19]. Estes valores da 

resistividade do solo obtidos através de medições são fundamentais para a elaboração de 

um projeto de aterramento. 

 
2.5.1 Medição da Resistividade - Método de Wenner 

 
Existem basicamente duas formas de se medir a resistividade do solo: medição 

por amostragem e medição local. A medição por amostragem ocorre em laboratório através 

de amostras de diversos tipos de solos retirados em campo. Neste tipo de medição ocorrem 

certas incertezas devido ao tipo de ambiente em que se encontram as amostras de solo. Em 

campo estas amostras estão sujeitas aos parâmetros citados na Tabela 2.2, que influenciam 

diretamente o solo, o que não ocorre no laboratório. 

A medição local utiliza o método de Wenner que é muito difundido pela 

engenharia na estratificação do solo. O método de Wenner consiste na cravação de quatro 

hastes onde se pretende medir a resistividade do solo. O método de Wenner é um método 

em linha, ou seja, os eletrodos devem estar colocados em linha e igualmente espaçados. O 

espaçamento entre os eletrodos geralmente é igual ao seu comprimento [12].  A vantagem 

da medição local é devido à impossibilidade de caracterizar a composição do solo na 

região de medição. A Figura 2.9 mostra a configuração para medição da resistividade pelo 

método de Wenner. 

 
Figura 2.9 - Configuração das Quatro Hastes Cravadas no Solo [19].  

 
Na Figura 2.9 tem-se que a é o espaçamento entre as hastes, p a altura de 

cravação das hastes e ρ a resistividade em solo homogêneo. 
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A corrente de teste é injetada no ponto 1 e coletada no ponto 4. Esta corrente, 

passando pelo solo, produz uma diferença de potencial entre os eletrodos 2 e 3. Sendo 

assim, dividindo a diferença de potencial pela corrente de teste (I), obtem-se o valor da 

resistência elétrica (R) do solo, em [19] encontra-se toda a dedução matemática para a 

obtenção da resistência elétrica do solo. Por simplificação, apresentar-se-á aqui somente a 

equação da resistividade elétrica do solo, obtida através do método de Wenner: 

 

2222 )2()2(
2

)2(
21

   4

pa
a

pa
a

aR

+
−

+
+

=
πρ                                                                  (2.17) 

 

Sabendo que, o solo apresenta características anisotrópicas, portanto, as medições 

deverão ser levantadas em várias direções, pois a resistividade pode variar dependendo da 

direção considerada. Sendo assim, atribuiu-se um valor médio as resistividades para 

diversas partes que compõem o solo estratificado (Tabela 2.1). 

 

2.5.2 Medição da Resistência - Método da Queda de Potencial 
 

A medição direta da resistência de aterramento é a técnica mais adequada e 

utilizada, e é referencia em [27]. O método da queda de potencial (MQP) Figura 2.10, 

consiste na aplicação de uma corrente no sistema de aterramento no eletrodo de teste (T). 

Assim, faz-se circular uma corrente através do eletrodo (C). Devido à passagem desta 

corrente, surge uma queda de tensão (potenciais na superfície do solo). Estes potenciais são 

medidos através dos eletrodos (P). O aparelho que faz esta medição é conhecido como 

medidor de resistência de terra (Terrômetro). Com a variação da distância (x) entre os 

eletrodos P e T, tem-se a medição da resistência em cada ponto escolhido, conforme as 

Figura 2.11. 
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Figura 2.10 - Método de Medição da Resistência de Aterramento [22].  

 
Figura 2.11 - Resistência de Aterramento - Método da Queda de Potencial [22]. 

 
Na região “A” o potencial é crescente, pois 90% da resistência de aterramento que 

envolve um eletrodo nele enterrado se encontra geralmente dentro de um raio de 1,8 a 3,5 

[m] [25]. Entre “A” e ”B” é considerada a região patamar de potencial, ou seja, a área de 

condução é muito ampla e a densidade de corrente tende a ser mínima, havendo assim, uma 

queda de tensão desprezível. Portanto, caso a curva de potencial não tenha a porção 

horizontal, significa que o aterramento auxiliar (P) está muito próximo do aterramento de 

medição. Em relação à região “B”, conforme o eletrodo auxiliar (P) começa a se aproximar 

do eletrodo (C), ocorre uma diminuição de área de condução forçando a passagem de uma 

corrente. Consequentemente se a área tende a diminuir, a resistência aumenta com esta 

proximidade, ocorrendo assim, uma curva também crescente na região “B”. 

 

2.6 Considerações Finais 

 

Neste capítulo, apresentaram-se sucintamente os fundamentos básicos de um 

sistema de aterramento. Foram conceituados dois aspectos de controle de tensão (tensão de 

toque e de passo), enfatizando os critérios de segurança. Para a viabilidade de um projeto 
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de aterramento, é indispensável o conhecimento da resistividade do solo. Sendo assim, 

foram citados os fatores que influenciam a resistividade do solo. Para uma análise de 

campo, foram citados os dois métodos mais usados na medição da resistividade e da 

resistência de aterramento. 

Por fim, para uma comparação de resultados entre equacionamento analítico e o 

método numérico, foi detalhado o cálculo analítico da resistência de aterramento de uma 

haste vertical. Esta comparação é apresentada no capítulo 5. 
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CAPÍTULO 3 

Equações de Maxwell e o Método de Elementos Finitos 

3.1 Introdução 
 

Neste capítulo são estabelecidas as equações de Maxwell que descrevem o 

eletromagnetismo para solução do problema analisado. A resolução deste sistema de 

equações dar-se-á através da formulação eletrocinética em potencial escalar (correntes 

estacionárias). Posteriormente aplica-se o método de elementos finitos utilizando o método 

de Galerkin. Por fim, apresenta-se a formulação eletrocinética para uma geometria axi-

simétrica. 

 
3.2 Equações de Maxwell na Forma Quase-Estática 

 
James Clerk Maxwell (1831 - 1879), físico britânico que explicou as propriedades 

do eletromagnetismo, publicou um conjunto de quatro equações diferenciais nas quais 

descreve a natureza dos campos eletromagnéticos em termos de espaço e tempo. Estas 

equações são leis que estão relacionadas à variação dos campos elétricos e magnéticos 

provenientes de cargas e correntes elétricas. 

As equações de Maxwell são as leis físicas que regem os campos 

eletromagnéticos e constituem um sistema de equações de derivadas parciais. Nos meios 

contínuos, estas equações são as seguintes [28]: 

djh       trot ∂+= , (3.1) 

0   =bdiv , (3.2) 

be    trot ∂−= , (3.3) 

Vdiv ρ=d , (3.4) 

onde  é o campo magnético (A/m),  é a densidade de corrente de condução (A/m2),  a 

densidade de fluxo elétrico ou indução elétrica (C/m2),  o campo elétrico (V/m), b  a 

indução magnética ou densidade de fluxo magnético (T) e 

h j d

e

Vρ  a densidade volumétrica de 

carga elétrica (C/m3). 
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Neste trabalho, assume-se que os vetores de campo são finitos em seu domínio e 

que, em todos os pontos ordinários, eles sejam funções contínuas com derivadas contínuas. 

Por ponto ordinário entende-se um ponto em cuja vizinhança as propriedades constitutivas 

do meio (permeabilidade, permissividade e condutividade) sejam contínuas [28]. 

Descontinuidades nos vetores de campo ou em suas derivadas podem ocorrer, entretanto, 

em superfícies onde exista uma mudança abrupta das propriedades constitutivas do meio. 

A equação (3.1) é uma generalização da lei de Ampère e a equação (3.3) é 

chamada lei de Faraday. Elas constituem as equações ditas de acoplamento 

eletromagnético, enquanto que as equações (3.2) e (3.4) constituem as equações ditas de 

conservação. Todas as equações são gerais e nunca foram invalidadas desde sua conclusão 

por Maxwell no século XIX. 

Em eletrotécnica, nas baixas freqüências, a densidade da corrente  é considerada 

muito maior que a densidade de corrente de deslocamento 

j

d t∂  e se utiliza, então, as 

equações de Maxwell na forma quase-estática [28]: 

jh    =rot , (3.5) 

0   =bdiv , (3.6) 

be    trot ∂−= , (3.7) 

Vdiv ρ=d , (3.8) 

Aplicando-se o operador div em ambos os lados da equação (3.5), obtém-se a 

equação da continuidade de corrente: 

0 =jdiv , (3.9) 

 

3.3 Leis do Comportamento dos Materiais 

 

Um segundo conjunto de relações é necessário para completar a informação 

contida no sistema das equações de Maxwell: as relações constitutivas. Essas relações, 

chamadas também de leis de comportamento, exprimem as propriedades dos materiais. Se 

μ  (H/m) representa a permeabilidade magnética, ε  (F/m) a permissividade elétrica e σ  

(s/m) a condutividade elétrica, as leis de comportamento, para materiais isotrópicos, se 

enunciam como segue [28]:  
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rbhb    += μ , (3.10) 

ed  ε= , (3.11) 

ej  σ= , (3.12) 

onde  é a indução magnética remanente, a qual é acrescentada para tratar ímãs 

permanentes porventura existentes no domínio. 

rb

 

3.4 Condições do Contorno - Condições Homogêneas 

 

Condições de contorno adequadas devem ser aplicadas sobre a fronteira do 

domínio de estudo Ω  para assegurar a unicidade da solução. Elas podem ser, conforme o 

problema considerado, relativas aos componentes tangencias de e  e , e aos componentes 

normais de d ,  e . 

h

j b

Na fronteira  do domínio global Γ Ω  (ver Figura 3.1), considera-se algumas 

condições de contorno ditas condições homogêneas. 

 

 
Figura 3.1 - Domínio estudado: (a) grandezas elétricas e (b) grandezas magnéticas. 

 

Para as grandezas elétricas, sobre as partes complementares das superfícies eΓ  e 

 (ou ) de , eventualmente não conexas, definem-se as seguintes condições: dΓ jΓ Γ

0=×
Γe

en , 0 . =Γd
dn  ou 0 . =Γ j

jn . (3.13-14-15) 

Para as grandezas magnéticas, sobre as partes complementares das superfícies hΓ  

e  de , eventualmente não conexas, definem-se as condições: bΓ Γ

0=× Γh
hn , 0 . =Γb

bn . (3.16-17) 

Essas condições de contorno homogêneas sobre os campos ocorrem por razões: 
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• físicas – condições no infinito ou associadas aos materiais idealizados. Por exemplo, 

as equações (3.13) e (3.16), respectivamente, para os materiais condutores perfeitos e 

magnéticos perfeitos, ou seja, de condutividade e permeabilidade infinitas; 

• simetria – quando se fixa a direção dos campos. 

 

3.5 Condições do Contorno - Transmissão dos Campos 
 

Na interface entre materiais com diferentes propriedades constitutivas, os campos 

eletromagnéticos sofrem descontinuidades. 

Considere uma superfície Σ  entre os dois meios contínuos, representados pelos 

subdomínios  e 1Ω 2Ω  (ver Figura 3.2). 

 
Figura 3.2 - Superfície Σ  entre dois meios contínuos 1Ω  e . 2Ω

 

As equações (3.5), (3.6), (3.7) e (3.8) podem ser integradas sobre os volumes ou 

as superfícies incluindo as partes da superfície Σ . A aplicação do teorema da divergência 

ou do teorema de Stokes conduz as seguintes condições de transmissão [28]: 

sjhhn      )(  12 =−×
Σ

, (3.18) 

0     )(  12 =−× Σeen , (3.19) 

0     )(  .  12 =− Σbbn , (3.20) 

s12      )(  .  ρ=−
Σ

ddn , (3.21) 

onde  e sj sρ  representam, respectivamente, as densidades de corrente e de carga 

concentradas sobre a superfície , e onde n  é a normal à Σ Σ , orientada de  para . 2Ω 1Ω

As relações (3.19) e (3.20) acarretam que a componente tangencial de e  e a 

componente normal de b  são contínuas através de Σ . Se  e sj sρ  são diferentes de zero, as 

relações (3.18) e (3.21) acarretam a descontinuidade da componente tangencial de  e da 

componente normal de  [28]. Em geral, considera-se  e 

h

d sj sρ  nulos e então, a 
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componente tangencial de h  e a componente normal de d  passam a ser contínuas na 

interface. A partir da equação (3.9), pode-se exprimir a continuidade da componente 

normal da densidade de corrente: 

0     )(  .  12 =− Σjjn . (3.22) 

 

3.6 Grandezas Globais do Tipo Fluxo e do Tipo Circulação 
 

Além das condições de contorno locais, as condições globais sobre os campos 

podem ser impostas através dos funcionais dos tipos fluxo e circulação. 

As condições globais do tipo fluxo estão relacionadas com a carga elétrica total 

, a intensidade de corrente Q I  e o fluxo magnético Ψ . Já, as do tipo circulação, 

relacionam-se com a força eletromotriz V  e a força magnetomotriz . Esses fluxos, 

através das superfícies  situadas sobre a fronteira do domínio de estudo, e as circulações, 

ao longo das curvas 

Φ

iΓ

iγ  pertencendo ao domínio, são definidas por: 

iQds
i

=∫Γ   . dn , ,  (3.23-24-25) iIds j
i

=∫Γ  . n ii
ds Ψ=∫Γ   . bn

iVd
i

=∫γ le  . , , (3.26-27) ii
d Φ=∫γ lh  . 

onde  representa o campo de vetores unitários normal à n iΓ  e orientados para o exterior 

de . Ω

 

3.7 Modelo Eletrocinético 
 

A eletrocinética consiste no estudo da distribuição espacial da densidade de 

corrente j nos materiais condutores. O modelo eletrocinético aplicado ao domínio de 

estudo Ω, de fronteira Γ, é caracterizado pelas leis de comportamento e condições de 

contorno, dado pelas seguintes equações diferenciais: 

0   =erot , , em Ω, (3.28-29) 0   =jdiv

ej   σ= , (3.30) 

0 =× Γ  en
e

,    0  . =Γ  jn
j

,     com je Γ∪Γ=Γ   (3.31-32) 
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As restrições globais definidas são relativas à corrente elétrica Ii (3.33) e a 

diferença de potencial Vi (3.34), cuja relação define o inverso de uma resistência elétrica R 

(3.35). 

iIds
i

  . =∫Γ j n , (3.33) 

iV
i

  . =∫γ  dle , (3.34) 

i

i
V
I

R
=

1 . (3.35) 

 

3.7.1 Formulação Eletrocinética em Potencial Escalar Elétrico 
 

A partir da equação (3.28), pode-se introduzir um potencial escalar elétrico v tal 

que 

vgrad  −=e . (3.36) 

Note que o campo elétrico assim definido representa, pela equação (3.28), um 

campo admissível. Na relação (3.36), o potencial v não é único. Considerando dois 

potenciais v1 e v2, definidos tal que v1 = v2 + k, onde k é uma constante, infinitas 

combinações conduzem ao mesmo valor do campo elétrico e. Assim, para haver a 

unicidade da solução é necessário impor uma restrição ou uma condição de calibre sobre v. 

Na prática, a unicidade da solução é obtida com a ajuda das condições de contorno. 

Reagrupando as equações (3.29) e (3.30), obtém-se a equação: 

0)  ( =σ vgraddiv , (3.37) 

que deve ser resolvida em todo o domínio levando em conta as condições de contorno. A 

condição (3.31), para o campo elétrico, se escreve para a formulação em potencial escalar: 

constante==Γ ovv
e

. (3.38) 

essa condição é conhecida como condição de contorno de Dirichlet. 

Esta condição pode ser diretamente relacionada à relação (3.34), a qual impõe a 

circulação do campo elétrico sobre um contorno. Supondo que esse contorno relige duas 

fronteiras denotadas ΓA e ΓB, e como se deve impor uma diferença de potencial, é possível 

escolher arbitrariamente v = 0 sobre a fronteira ΓA e v = Vi sobre ΓB. 
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Para a densidade de corrente elétrica, como vgrad   σ−=j , a relação (3.32) 

possui a forma: 

0  σ . =Γ j
vgradn . (3.39) 

Examinando (3.39), conclui-se que o campo elétrico é tangente na fronteira Γj e, 

então, as linhas equipotenciais são perpendiculares em Γj. Esta condição é conhecida como 

condição de contorno de Neumann. 

 

3.7.2 Notações, Fórmulas de Green e Espaços Funcionais 
 

Com o intuito de simplificar as expressões deste texto, definem-se as seguintes 

notações, relativas às integrais sobre um volume Ω  e a uma superfície Γ  [28]: 

∫ΩΩ Ω= dvuvu   ),( , ∫ΩΩ Ω= d  . ),( vuvu , 

∫ΓΓ Γ=>< dvuvu   , , ∫ΓΓ Γ=>< d  . , vuvu , 

com , ,  e u v u v  definidos sobre Ω  e Γ  tais que essas integrais tenham um sentido. Em 

geral, elas podem ser definidas nos espaços de Sobolev de campos escalares e vetoriais, 

isto é [28], 

{ } )(     );( u  )( 221 Ω∈∂∂∂Ω∈=Ω Luu,u,LH zyx , 

{ } )(     );(   )( 221 Ω∈∂∂∂Ω∈=Ω LuuuLuH zyx ,, . 

O estabelecimento das formulações fracas associadas aos problemas de derivadas 

parciais consideradas, e sobre os quais se baseia o método de elementos finitos, conduz às 

duas fórmulas de Green dadas por [28]: 

Γ>=<+ unuu  . ,), () ,( vvdivvgrad , , . (3.40) )(1 Ω∈∀ Hu )(1 Ω∈∀ Hv

Γ>×=<− vnuvuvu ,), () ,( rotrot , . (3.41) )(, 1 Ω∈∀ Hvu

Estas equações são estabelecidas a partir das seguintes relações da análise vetorial 

) (   .   . uuu vdivdivvvgrad =+           e           )(  .    . uvvuvu ×=− divrotrot , 

integradas sobre o domínio Ω , com a aplicação do teorema da divergência para a obtenção 

dos termos em integral de superfície. 
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A estrutura de base, formada de quatro espaços funcionais e três operadores, é 

representada abaixo. Ela é constituída de duas cópias de , de duas cópias de , 

e dos operadores diferenciais gradiente, rotacional e divergente: 

)(2 ΩL )(2 ΩL

)(  )(  )(  )( 2222 Ω→Ω→Ω→Ω LL
uuu divrotgrad

LL . 

Os três operadores diferenciais são os operadores cujo domínio são definidos de 

maneira restritiva [28]: 

} 0  ),(   );(  { 220 =Ω∈Ω∈= Γu
vvgradLvEu L ; 

} 0   ),(   );(  { 221 =∧Ω∈Ω∈= Γu
rotEu vnLvLv ; 

} 0  .   ),(   );(  { 222 =Ω∈Ω∈= Γu
LdivEu vnvLv . 

 

3.7.3 Forma Fraca da Formulação Eletrocinética 
 

Como visto anteriormente, uma maneira de resolver o conjunto de equações de 

Maxwell da eletrocinética é usando a definição de um potencial escalar elétrico v. Assim, a 

equação resultante é dada por: 

0)  ( =σ vgraddiv . (3.42) 

Esta forma inicial do problema é o que tem sido considerado até agora e constitui 

sua formulação forte [28]. 

A forma fraca da equação (3.42) é obtida da seguinte maneira: suponha que a 

função v seja uma função aproximada, de maneira que a equação (3.42) se torne: 

)  ( vgraddivR σ= , (3.43) 

onde R é um resíduo, visto que a função v não é exata. 

O objetivo é fazer com que o resíduo tenda a zero ou ainda que na média 

(ponderada) o resíduo seja zero. Matematicamente isso se escreve da seguinte forma [28], 

0),(ou     0  ==Ω Ω
Ω
∫ wRdwR , (3.44) 

onde w é a função peso ou função de ponderação. Esse método de resolver a equação 

(3.42) é conhecido como Método dos Resíduos Ponderados. 
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Substituindo a equação (3.43) em (3.44), tem-se: 

0)),  (( =σ Ωwvgraddiv . (3.45) 

Fazendo w = v’ e aplicando a fórmula de Green do tipo grad-div (3.40), 

apresentada no item 3.7.2, tem-se: 

0  ,0,   . ) ,  ( uEvvvgradvgradvgrad ∈′∀=>′σ<+′σ ΓΩ n . (3.46) 

Onde } 0  ),(   );(  { 220 =Ω∈Ω∈= Γu
vvgradLvEu L . 

O segundo termo a esquerda de (3.46) pode ser dividido como sendo: 

je
vvgradvvgradvvgrad ΓΓΓ >′σ<+>′σ=<>′σ< ,   . ,   . ,   . nnn . (3.47) 

O primeiro termo de (3.47) do lado direito se anula, pois  e o segundo 

termo também se anula devido à condição de contorno (3.32). Desse modo, a equação 

(3.46) se torna, 

0
uEv ∈′

0    ,0) ,  ( uEvvgradvgrad ∈′∀=′σ Ω . (3.48) 

Outra forma de escrever a equação (3.48) é dada por: 

0     ,0   .  uEvdvv ∈′∀=Ω′∇∇σ∫
Ω

. (3.49) 

As equações (3.48) e (3.49) representam a formulação eletrocinética fraca em 

potencial escalar elétrico v. 

Observe que a equação (3.42), a qual se refere à forma forte, é uma equação 

diferencial parcial de segunda ordem (equação de Laplace). Todavia, a equação (3.49) é 

uma equação que apresenta somente derivadas de primeira ordem (gradiente). Devido ao 

fato de haver redução na ordem das derivadas da equação, chama-se a equação (3.49) de 

forma fraca do problema. 

 

3.8 Método de Elementos Finitos - Método de Galerkin 
 

No método de elementos finitos (MEF), o sistema é dividido em subsistemas de 

geometria simples (por exemplo, triângulos e/ou retângulos para análise bi-dimensional), 

os quais são chamados elementos finitos. Dentro de cada elemento, os valores dos campos 

são calculados por meio de funções de interpolação. A forma da interpolação nos 
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elementos é definida pelos valores dos campos, e algumas vezes por suas derivadas, nos 

pontos nodais. As derivadas dos campos são obtidas derivando as funções de interpolação, 

e as equações de campo são aproximadas pela minimização das equações integrais obtidas 

pelos princípios variacionais ou aplicando o método dos resíduos ponderados nas equações 

diferenciais e condições de contorno. 

O MEF é baseado no fato do domínio de estudo seja discretizado, ou seja, 

dividido em pequenas parcelas chamadas “elementos finitos”. Na Figura 3.3a tem-se, por 

exemplo, um domínio composto por dois diferentes materiais [29]. 
 

 
Figura 3.3a - Domínio de estudo. 

 

 
Figura 3.3b - Domínio discretizado. 

O problema a ser resolvido será aqui, por razões didáticas, relativo à distribuição 

de campos elétricos em meios condutores, sendo assim, considera-se a condutividade dos 

meios σ. 

A divisão ou discretização da região deve respeitar a fronteira entre materiais 

conforme a Figura 3.3b e, adicionalmente, um nó deve ser o vértice de um ou mais 

triângulos, não podendo ser um ponto situado no meio de uma aresta [29]. 

Aplicando o método dos resíduos ponderados e fazendo , obtem-se a 

seguinte equação resultante: 

nv φ=′

∑ ∫
= Ω

=Ω
Nn

n dgradVgrad
,1

0.         φσ , (3.50) 

onde n representa um elemento genérico e N é o número de elementos no domínio de 

cálculo. 
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A função V é dada por:  e as funções  são 

conhecidas como funções de interpolação e possuem as seguintes propriedades: 

∑
=

φ=
3

1
  ),(),(

i
ii VyxyxV ),( yxin φ=φ

⎩
⎨
⎧

≠
=

=φ
ji
ji

yx jji    se     ,0
    se     ,1

),(                     e                         . (3.51) ( ) 1, 
3

1
=φ∑

=
yx

i
i

Assim, as funções  valem “1” no nó “i” e decrescem linearmente até zero 

nos outros nós do elemento. Fora do elemento considerado, as funções  são 

identicamente nulas. A representação destas funções está mostrada na Figura 3.4 [29]. 

),( yxiφ

),( yxiφ

 

 
Figura 3.4 - Representação das funções de interpolação. 

 
O elemento finito aqui utilizado é o triângulo chamado triângulo de primeira 

ordem, definido pelos seus três vértices, também chamados “nós”. Assuma que a variável 

incógnita a ser determinada seja o potencial V no domínio. Uma vez que esta variável é 

conhecida, o campo pode ser facilmente determinado. Da “malha” da Figura 3.3b, ou seja, 

do conjunto de elementos finitos que formam o domínio de estudo, considere o triângulo 

que está mostrado na Figura 3.5 [29]. 
 

 
Figura 3.5 - Elemento triangular de primeira ordem. 

 
Este elemento é de primeira ordem, pois o potencial no seu interior varia 

linearmente [29][30]. 
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Considerando um elemento triangular conforme mostrado na Figura 3.5, a 

equação (3.50) para um elemento de referência é dada por: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+++
+++
+++

σ

0
0
0

  
              
              

                

2
3

2

1

333323231313

323222221212

313121211111

V
V
V

rrqqrrqqrrqq
rrqqrrqqrrqq

rrqqrrqqrrqq

D
, (3.52) 

onde D é o dobro da área do triângulo da Figura 3.5 e: 

                1 
                1 

                1 

33

22

11

yx
yx
yx

D = ,      

213

132

321

yyq
yyq
yyq

−=
−=
−=

    e    

123

312

231

xxr
xxr
xxr

−=
−=
−=

. (3.53) 

Após a montagem da matriz para cada elemento finito, deve-se efetuar a 

montagem da matriz global, aplicar as condições de contorno e resolver a matriz obtendo 

os valores dos potenciais elétricos em cada nó da malha do domínio de estudo. 

O sistema final a ser resolvido é expresso por: 

QVSS =  . (3.54) 

onde: 

SS – matriz rigidez contendo as contribuições de cada elemento; 

V – matriz dos potenciais elétricos (incógnitas); 

Q – matriz contendo as fontes, que no caso da formulação eletrocinética é uma matriz 

nula. 

 

3.9 Formulação do Sistema Axi-Simétrico 
 

Em problemas de engenharia, algumas estruturas possuem simetria de revolução 

como, por exemplo, os solenóides e até mesmo as hastes de aterramento que são 

modeladas neste trabalho. Estes problemas são, de fato, tridimensionais. No entanto, existe 

uma simetria axial ou de rotação nesta estrutura. Dessa forma, os problemas podem ser 

abordados de forma bidimensional e apenas aplicando um fator de correção na formulação 

numérica, pode-se obter a solução do problema tridimensional. Para fazer a correção, 

devem-se multiplicar os termos do sistema por um fator or 2π . 

Assim, a matriz (3.52) para cada elemento finito se torna: 
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onde  é a distância do baricentro do triângulo (elemento) ao eixo de rotação. Tem-se 

então 

or

3/)( 321 xxxro ++= , onde  são as distâncias dos três nós do elemento em 

relação ao eixo de rotação [29]. 

321 ,, xxx

 

3.10 Considerações Finais 

 

Neste capítulo, foram apresentadas as equações de Maxwell, as relações 

constitutivas e as condições de contorno que descrevem o modelo eletrocinético. O 

problema eletrocinético foi modelado usando uma formulação em potencial escalar elétrico 

tanto a forma forte quanto na forma fraca. 

Este capítulo apresentou o conceito do método de elementos finitos e a maneira 

de se obter a matriz local para um elemento de referência. Para os problemas que 

apresentam uma simetria axial ou de rotação na estrutura foi mostrado que eles podem ser 

abordados de forma bidimensional e apenas aplicando um fator de correção na formulação 

numérica, pode-se obter a solução do problema tridimensional. 
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CAPÍTULO 4 

Abordagem dos Aspectos Computacionais 

4.1 Introdução 
 

Este capítulo apresenta de forma sucinta alguns aspectos relevantes da aplicação 

das ferramentas computacionais implementadas na modelagem de um sistema de 

aterramento composto por uma haste vertical. A geometria da haste permite usar uma 

modelagem axi-simétrica. O problema é analisado com uma formulação eletrocinética em 

potencial escalar elétrico. A modelagem axi-simétrica exige uma malha mais refinada 

(densa) próxima ao eixo de simetria (eixo de rotação). Isso acarreta um sistema de 

equações lineares de grande porte, exigindo mais memória computacional. Para a 

resolução do sistema de equação linear foi utilizado o método dos gradientes conjugados 

com pré-condicionamento por decomposição incompleta de Cholesky (ICCG – Incomplet 

Cholesky Conjugated Gradientes). 

 

4.2 Pré-processador - Gmsh 
 

O Gmsh é um gerador de malhas de elementos finitos (unidimensional, 

bidimensional e tridimensional) constituído por um pré-processador e um pós-processador. 

Seu objetivo é fornecer uma ferramenta simples e articulada para parâmetros de entrada e 

visualização avançada de gráficos [18]. Por definição, o módulo do pré-processador é onde 

ocorre à introdução da geometria do problema, descrição dos materiais, especificação das 

condições de contorno e efetua-se a malha do sistema [29]. 

Neste trabalho, o pré-processador do Gmsh foi utilizado para desenhar a 

geometria do problema e para efetuar a malha bidimensional. Do Gmsh é possível extrair 

um arquivo *.msh contendo as coordenadas dos nós dos elementos triangulares e a 

numeração global destes elementos. Vale aqui ressaltar a informação referente à 

numeração global: a Figura 3.5 destaca um elemento triangular, onde 1, 2 e 3 são os nós do 

triângulo, correspondendo a uma numeração global no arquivo de saída do Gmsh. Após 

gerar a malha, optou-se em salvar o arquivo de saída na versão 1.0, pois essa versão gera 
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um arquivo de saída com menos caracteres, facilitando a interface para leitura no Labview. 

A Figura 4.1 mostra o formato de saída de um arquivo *.msh do Gmsh, salvo na versão 

1.0. 

 
Figura 4.1 - Arquivo de Saída do Pré-processador Gmsh. 

 
A malha deste exemplo é “grosseira”. A parte inicial do arquivo contém as 

coordenadas dos nós do elemento. Neste exemplo há 9 nós (NOD) e, em seguida, são 

fornecidas as coordenadas x, y e z de cada nó. Na segunda parte do arquivo encontram-se 

os dados referentes aos 24 elementos (ELM). Note que o primeiro dado indica o número 

total de elementos, mas só os índices (a), (b) e (c) serão lidos e armazenados. 

O índice (b) indica os valores da numeração global do elemento, situado nas 

últimas três colunas do índice (Figura 4.3). O índice (a) está relacionado com o índice (c). 

O programa lê o índice (a) e armazena todas as linhas e as colunas relacionadas a este 

índice, que indica os valores das condições de contorno (Dirichlet). Para entender melhor 

este passo, considere a Figura 4.2 contendo o arquivo *.geo, que é o arquivo que define a 

geometria do sistema. 
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Figura 4.2 - Arquivo que Define a Geometria do Sistema. 

 
Para a estrutura de aterramento: rt é o raio de terra [m], rh é o raio da haste [m], 

ch é o comprimento da haste [m], e1 e e2 são os parâmetros utilizados para definir a 

densidade da malha. Observa-se que para este caso demonstrativo (malha grosseira), tem-

se e1 = e2 = 3. Em uma simulação normal estes parâmetros ficam em torno de e1 = 0,01 e 

e2 = 0,001. As condições de Dirichlet são estabelecidas a partir dos índices (a) e (c) da 

Figura 4.1. Portanto, ao armazenar os dados referentes a estes dois índices, o programa 

verifica em sequência o arquivo *.geo mostrado na Figura 4.2. Neste arquivo é localizado 

o índice do comando “Circle”, que neste caso é (7). Sendo Assim, identificando este índice 

(7), armazenam-se os valores das duas últimas colunas do índice (c), conforme Figura 4.3. 

Note que na Figura 4.3 as coordenadas ao qual às condições de Dirichlet são 

submetidas encontram-se repetidas (1-7-7-8-8-6). Na programação efetuada nesse trabalho 

esta repetição é eliminada. Sendo assim, em uma malha mais densa (refinada) todos os nós 

que se encontram entre os nós (1 e 6), recebem as condições de Dirichlet. 
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Figura 4.3 - Separação das Coordenadas de Interesse: Para Dirichlet (Coordenadas 

Vermelhas) e Numeração Global (Coordenadas Azuis). 
 

 
Figura 4.4 - Domínio de Cálculo da Haste de Aterramento. 
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No item 4.9, referente à programação da interface entre o Gmsh e o Labview, são 

demonstrados todos os programas referentes a esta separação de coordenadas de interesse. 

O domínio de cálculo da haste de aterramento é mostrado na Figura 4.4. 

A geometria da haste foi extrapolada para melhor visualização. Todos os pontos 

entre os nós 3 e 4 receberam as condições de Dirichlet com um potencial de valor 

constante diferente de zero. Nas linhas entre os nós 4 e 6, e 1 e 3 têm-se as condições de 

Neumann e nas linhas entre os nós 1 e 6 têm-se as condições de Dirichlet com potencial 

nulo. 

 

4.3 Processador - Matlab 
 

No módulo do processador é efetuado o cálculo utilizando o método de elementos 

finitos. Antes de entrar no módulo do processador é necessário reorganizar os dados para 

executar o cálculo. Neste trabalho desenvolveu-se uma interface para a leitura dos dados de 

saída do pré-processador. Esta leitura de dados ocorre através do ambiente computacional 

Labview. A princípio, todo o desenvolvimento do cálculo de campos elétricos para um 

sistema de aterramento de haste vertical seria efetuado no Labview. Todavia, isso não foi 

possível, pois para sistemas de grande porte o Labview se torna lento e ocorre erro por 

falta de memória suficiente para terminar a execução do programa. 

Esta falta de memória não é devido à estrutura computacional e sim a própria 

característica intrínseca do aplicativo. Sendo assim, o método de elementos finitos foi 

executado no ambiente Matlab. Cabe aqui ressaltar que o Matlab não é um software muito 

utilizado para sistemas de grande porte devido sua lentidão de execução. Para contornar 

este problema foi desenvolvido um arquivo executável no Matlab. Este executável 

minimiza a lentidão do software, mas não o suficiente para considerá-lo com um bom 

desempenho. 

Neste trabalho o sistema de equações lineares foi resolvido usando o método dos 

gradientes conjugados com pré-condicionamento por decomposição incompleta de 

Cholesky (ICCG). Maiores detalhes sobre este método pode ser encontrado em 

[29][31][32][33][34][35]. O método foi escolhido pela sua ampla aplicação e aceitação na 

resolução de sistemas matriciais gerados pelo método de elementos finitos [29]. Em [31] é 

realizado uma comparação entre diversos métodos iterativos e se concluí que o método 

ICCG é o melhor. 
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4.4 Pós-processador - Gmsh 
 

Este módulo possibilita a exploração dos resultados obtidos no processador, os 

quais são apresentados na forma gráfica ou numérica. Novamente, após a aplicação do 

arquivo executável do Matlab, desenvolve-se uma interface para que os valores dos 

potenciais elétricos, dos campos elétricos e das densidades elétricas sejam utilizados no 

cálculo da resistência de aterramento no ambiente Labview.  

 

4.5 Programação - Gmsh - Labview - Matlab - Labview - Gmsh 
 

Neste item apresenta-se a programação utilizada para o cálculo da resistência de 

aterramento. Em princípio, a programação no Labview utilizava apenas um arquivo *.vi 

(extensão do arquivo no Labview – instrumentação virtual), ou seja, um único arquivo para 

fazer a conexão entre o pré-processador e o pós-processador. Esta era a ideia sugerida no 

começo da dissertação, onde o Labview funcionaria como “processador”, recebendo dados 

do pré-processador (Gmsh), fazendo o processamento (solver) e tendo como saída um 

arquivo *.pos para verificação gráfica no pós-processador do Gmsh. 

Entretanto, a falta de memória computacional do Labview para resolução do 

sistema linear de grande porte fez com que a ideia de executar todo o trabalho no Labview 

fosse reavaliada. Assim, fez-se a distribuição da programação desde o pré-processador até 

o pós-processador em nove arquivos *.vi e dois arquivos executáveis no ambiente Matlab 

responsáveis pela módulo do processador (solver).  

 

4.6 Abordagem Sequencial de Programação 

 

A Figura 4.5 mostra a sequência de programação adotada neste trabalho. 

i. Pré-processador do Gmsh: nesta etapa foi feito a parametrização e a malha 

do sistema de aterramento estudado. O arquivo de parametrização foi 

destacado na Figura 4.2. Cabe salientar que a malha da Figura 4.4 é 

simplesmente demonstrativa, pois esta malha gera um arquivo de saída 

(Figura 4.3) simples, possível de visualização de todas as coordenadas do 

sistema “malhado”. 
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ii. Interface de Programação Gmsh - Labview: esta interface é dividida em 

três arquivos *.vi: work1.vi, work2.vi e work3.vi. 

 

 
Figura 4.5 - Sequência de Programação. 

 

O arquivo work1 recebe os dados de saída do Gmsh mostrados na Figura 4.3 e os 

dados de parametrização apresentados na Figura 4.2. Este arquivo tem como função 

separar as coordenadas dos nós x e y, já que na definição da geometria a coordenada z 

também é especificada, e identifica em sequência três índices da Figura 4.3 (1, 2 e 7). Os 

índices “1” e “2” estão sempre posicionados na segunda coluna referente às coordenadas 

dos elementos (Figura 4.3). O índice “1” indica a presença de dois nós em uma linha, e o 

índice “2” indica a presença de um elemento com três nós, ou seja, o elemento triangular 

de primeira ordem [18]. A programação para leitura dos dados destes dois índices é 

idêntica. O que irá diferenciar na procura destes índices é a inclusão do índice “7”, que é 

definido neste caso como índice do comando “Circle” (Figura 4.2).  

O programa primeiramente identifica na segunda coluna dos elementos o índice 

“2” (Figura 4.3). Ao fazer esta identificação, o programa separa todas as coordenadas das 

linhas e colunas, referente a este índice. Em sequência salva somente as coordenadas 

referentes às três últimas colunas do índice “2”, conforme Figura 4.3 (numeração global do 

elemento triangular). A rotina de programação para o índice “1” é a mesma, sendo que, 

nesta rotina, só será salvo as coordenadas referentes ao índice “7”, que esta inserida nas 

linhas e colunas das coordenadas do índice “1” (Figura 4.3). Sendo assim, salva-se 

somente as coordenadas referentes às duas últimas colunas do índice “7”, conforme Figura 
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4.3 e através destas coordenadas o programa atribui as condições de Dirichlet. A 

programação referente ao arquivo work1 está no Anexo A.1.1. 

O próximo arquivo é o work2. Neste arquivo os dados de saída do arquivo work1 

são lidos. O work2 tem a função de preparar os dados que serão lidos e processados no 

ambiente Matlab para a implementação do método de elementos finitos e para a resolução 

do sistema de equações lineares (A x = B). 

Neste arquivo é definida a condutividade do solo e da haste, o potencial a ser 

imposto e os valores dos raios de terra e do solo no painel frontal do Labview, conforme 

mostrado na Figura 4.6. A programação referente ao arquivo work2 está no Anexo A.1.2. 
 

 
Figura 4.6 - Painel frontal work2. 

 
 

4.7 Programação do Módulo do Processador - Matlab 
 

O módulo do processador é dividido em duas partes: na primeira parte é 

implementado o método de elementos finitos para obtenção dos valores dos potenciais na 

estrutura de aterramento. Na segunda parte é efetuado o cálculo do campo elétrico para 

esta estrutura. O algoritmo para o cálculo do potencial e campo elétrico no Matlab é 

apresentado no Anexo A.2. 

Para o cálculo da matriz global, usa-se um procedimento para tornar a matriz 

mais esparsa. Este procedimento pode ser encontrado em [30]. 

Em seguida é resolvido o sistema de equações lineares (A x = B) através do 

método dos gradientes conjugados com fatoração incompleta de Cholesky, (Anexo A.2).  

 

4.8 Interface de Programação - Matlab - Labview 

 

Nesta interface é calculada a densidade de corrente através dos valores do campo 

elétrico obtidos na programação precedente. A programação para o cálculo da densidade 
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de corrente no Labview é realizada com a implementação da equação (4.1), lembrando que 

a condutividade σ é o inverso da resistividade ρ. Neste trabalho, optou-se em utilizar até 

agora as condutividades para o solo e a haste, em vez dos valores das resistividades. 

ej
ρ

=
1 . (4.1) 

O arquivo work4 aplica a resolução da equação (4.1). No Anexo A.3 encontra-se 

a programação em ambiente Labview para o cálculo da densidade de corrente. 

O arquivo work5 é simplesmente um arquivo de preparação de dados para o 

cálculo da resistência de aterramento no arquivo work6. Sendo assim, a função do work5 é 

criar uma matriz contendo somente os valores das densidades de corrente relativas à 

superfície da haste. A Figura 4.7 mostra a distribuição da densidade de corrente na área 

lateral e na área da base da haste de aterramento. 

 

 
Figura 4.7 - Distribuição da Densidade de Corrente na Haste de Aterramento. 

 

No capítulo 1 foi apresentada a metodologia seguida neste trabalho, na qual a 

resistência de aterramento é calculada através da integral de superfície na geometria da 

haste (cilíndrica). Considerando a equação da distribuição de corrente na superfície da 

haste, tem-se: 

∫∫∫∫∫∫ +== BBLL dddI sjsjsj  .  .  . , (4.2) 

 



 47

onde, o índice L se refere à lateral da haste e o índice B se refere à base da haste. 

Para a área lateral do cilindro tem-se sL = 2 π R l, onde l corresponde ao 

comprimento da haste e R é o raio da base do cilindro. Para a área da base do cilindro tem-

se sB = π R². Portanto, a corrente total que circula pela superfície da haste é a soma das 

componentes da corrente lateral e da corrente da base, ou seja: 

BLBL IIjRjlRI +=π+π= 2     2 . (4.3) 

A equação (4.3) é aplicada a todo elemento situado na superfície da haste. A 

programação no Labview do arquivo work6 encontra-se no Anexo A.3.1. 

 

4.9 Interface Labview - Gmsh 
 

Nesta última interface é citado o arquivo de extensão *.pos. Este arquivo é gerado 

no ambiente Labview e é salvo na extensão mencionada para a visualização dos resultados 

que serão apresentados no capítulo 5. O arquivo potencial.vi que tem como função passar 

os valores de saída do processador no Matlab (pot.txt) para uma arquivo potencial.msh. A 

Figura 4.8 exemplifica este processo: 
 

 
Figura 4.8 - Arquivo Potencial.msh. 

 
Para a visualização no ambiente Gmsh cria-se uma matriz com a seguinte 

especificação: 
 

View “v” { 

ST (x1,y1,z1,x2,y2,z2,x3,y3,z3){V1,V2,V3}; 

}; 
 

E por fim, o arquivo de preparação para a visualização do campo elétrico no 

ambiente Gmsh.  
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View “e” { 

VT (x1,y1,z1,x2,y2,z2,x3,y3,z3){Ex,Ey,Ez,Ex,Ey,Ez,Ex,Ey,Ez}; 

}; 

Onde x e y são as coordenadas do elemento triangular e as siglas “ST” e “VT” são 

especificações do pós-processador do Gmsh e significam: triângulo escalar e vetorial 

respectivamente [18]. 

 

4.10 Considerações Finais 

 

Neste capítulo foram apresentados os aspectos principais para a programação do 

método de elementos finitos para um problema em meios condutores. Na abordagem 

computacional foi citado o método dos gradientes conjugados para a resolução da equação 

do sistema linear assim como a utilização de um precondicionador que acelera a resolução 

do sistema linear.  

A aplicação do método de elementos finitos só foi possível devido à 

implementação do método dos gradientes conjugados com fatoração incompleta de 

Cholesky (ICCG). Por se tratar de um sistema de grande porte (malha densa), o 

processador foi desenvolvido no ambiente Matlab com o auxílio de dois arquivos 

executáveis para o cálculo do potencial e do campo elétrico. Estes resultados 

posteriormente foram utilizados no cálculo da resistência de aterramento. Este cálculo será 

validado pela comparação no capítulo 5 com o cálculo analítico da resistência. Toda a 

parte referente à programação se encontra no Anexo A. 
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CAPÍTULO 5 

Resultados Obtidos 

5.1 Introdução 
 

Neste capítulo são apresentados os resultados referentes à aplicação do método de 

elementos finitos na formulação eletrocinética para um sistema de aterramento de haste 

vertical. Os valores das resistências de aterramento obtidas considerando o solo 

estratificado em uma e duas camadas são comparadas com os valores obtidos 

analiticamente. 

As simulações foram realizadas em um computador Mobile AMD Sempron 

1.8GHz, 2 GB de memória RAM. O método iterativo para resolução do sistema linear de 

equação foi o ICCG e para a parte gráfica dos resultados foi usado o ambiente Gmsh. 

 

5.2 Haste Vertical 
 

A haste vertical usada para análise é a mesma apresentada no capítulo 2. Os 

valores utilizados na simulação para a referida haste são: 

¾ Comprimento da haste: l = 2 [m]; 

¾ Raio da haste: r = 0,05 [m]; 

¾ Resistividade do solo: ρ = 100 [Ω.m]; 

¾ Raio de terra: 7 [m]. 

Para comparar os resultados da simulação com os valores do cálculo analítico, 

fez-se o raio da haste variar de 0,0125 a 0,1 [m]. O raio de terra foi escolhido em torno de 

7 [m] para facilitar a execução do programa, pois um raio de terra maior acarretaria em 

uma malha de aterramento contento um maior número de elementos, ocasionando assim 

uma exigência maior de memória na simulação dos resultados. 

Para o raio de terra igual a 7 [m] e o raio da haste em 0,05 [m], tem-se um 

arquivo de saída com 10.000 nós e 22.000 elementos (malha densa). No caso de manter o 

raio da haste constante e aumentar o raio de terra para 20 [m], tem-se um arquivo de saída 

com 47.000 nós e 97.000 elementos. 
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Como mencionado no capítulo 4, são aproveitados somente os elementos 

referentes ao índice “2” da segunda coluna dos elementos (Figura 4.3). Para os casos acima 

citados ficariam em torno de 21.000 e 93.000 elementos, respectivamente. Desse modo, 

escolheu-se o raio de terra de no máximo 7 [m] com índice de malha e1=0,4 e e2=0,01 

conforme Figura 4.2. 
 

5.3 Resistência de Aterramento - Solo Homogêneo 
 
O método de elementos finitos axi-simétrico foi aplicado para um sistema de 

aterramento de uma haste vertical em baixa frequência. A Figura 5.1 mostra o domínio de 

estudo Ω e a malha 2D. 
 

 
Figura 5.1 - Malha do Sistema de Aterramento do Domínio Axi-Simétrico. 
 

O domínio de cálculo é axi-simétrico e assim a estrutura possui um sistema de 

revolução onde o eixo y é o eixo de rotação. A Figura 5.2 mostra o sistema de coordenadas 

para o problema axi-simétrico [36]. 

Supondo que os elementos possuem superfícies pequenas quando comparadas à 

superfície do domínio inteiro, como mostra a Figura 5.2, e que dΩ = r dr dθ dz; é possível 

considerar que dΩ = 2π ro dr dz, onde ro é a distância do baricentro do elemento triangular 

ao eixo de revolução. Portanto, quanto menor for o elemento triangular (malha densa: e2) 

mais próximo fica esta aproximação (r constante).  
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Figura 5.2 - Sistema de Coordenada para um Sistema Axi-simétrico [36]. 

 
A Figura 5.3 mostra a distribuição do potencial elétrico no domínio de estudo 

considerando o solo homogêneo, comprimento da haste l = 2 [m], raio da haste r = 0,05 

[m] e resistividade do solo ρ = 100 [Ω.m]. 

 

 
Figura 5.3 - Distribuição do Potencial - Solo Homogêneo. 

 
Verifica-se que as equipotenciais propagam-se radialmente, deslocando-se da 

superfície da haste para a periferia. Este valor de potencial tende a diminuir conforme 

aumenta a distância ao centro da haste, pois a corrente de defeito escoa para o interior do 

solo onde a área da seção do solo vai aumentado, diminuindo a resistência e 

consequentemente ocorrendo menores quedas de tensão. Quando a distância em relação ao 
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centro do eletrodo for muito grande a queda de potencial é desprezível, ocasionando assim 

a região patamar do potencial (entre “A” e “B” da Figura 2.11). 

As Figuras 5.4a-b mostram esta distribuição de potencial na superfície do solo, 

conforme se aumenta a distância ao centro do eletrodo. Para esta simulação, aumentou-se a 

distância em relação ao centro, relativa aos valores dos raios simulados neste capítulo, 

conforme Tabela 5.1. 

 
Figura 5.4a - Distribuição de Potencial na Superfície do Solo: r = 0,4 [m]. 

 
Figura 5.4b - Distribuição de Potencial na Superfície do Solo: r = 0,8 [m]. 

 

 



 53

A Figura 5.5 mostra a distribuição do campo elétrico na região próxima da 

superfície da haste. 
 

 
Figura 5.5 - Distribuição do Campo Elétrico nas Proximidades da Haste. 

 
Considerado o solo homogêneo com resistividade ρ = 100 [Ω.m] e a haste com 

comprimento l = 2 [m], variou-se o raio da haste de 0,0125 até 0,1 [m] para verificar o 

efeito dessa variação sobre o comportamento da resistência de aterramento. A Tabela 5.1 

apresenta estes resultados. O valor analítico da resistência de aterramento foi obtido usando 

a equação (2.14). 
 

Tabela 5.1 - Resistência de Aterramento de uma Haste Vertical em Relação ao Raio da 
Haste. 

Raio [m] Resistência 
(simulação) [ohms]

Resistência 
(analítico) [ohms] 

⎜Erro ⎜ [%] 

0,0125 41,06 43,46 5,52 

0,0250 35,53 37,94 6,35 
0,0375 32,21 34,72 7,23 
0,0500 29,87 32,43 7,89 
0,0625 28,07 30,65 8,42 
0,0750 26,57 29,20 9,01 

0,0875 25,36 27,98 9,36 
0,1000 24,25 26,91 9,88 
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A Figura 5.6 apresenta os resultados da Tabela 5.1 na forma gráfica. 
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Figura 5.6 - Resistência de Aterramento de uma Haste Vertical em Relação ao Raio da 

Haste. 
 

O erro foi calculado com a seguinte equação: 

100  .  [%]  Erro
analítico

simulaçãoanalítico

RT
RTRT −

=  (5.1) 

 
Na Tabela 5.1 e na Figura 5.6 nota-se que o erro aumenta com o aumento do raio. 

Quanto maior o raio, mais densa deve ser a malha na região próxima a haste (próxima ao 

eixo de rotação). Por limitações do programa não foi possível aumentar a densidade da 

malha na mesma proporção do aumento do raio, visto que uma malha muito densa causou 

falta de memória para simulação. 

Cabe ressaltar que mesmo com esta diferença de valores da Tabela 5.1 a 

resistência tende a diminuir com o aumento do raio da haste, ou seja, possibilita uma maior 

capacidade de dissipação de corrente (aumenta a área da seção do eletrodo). 

Outro fator analisado que influencia na resistência de aterramento é a variação do 

comprimento da haste. Para este caso considerou-se o solo homogêneo com resistividade ρ 

= 100 [Ω.m], o raio da haste r = 0,0375 [m] e variou-se o comprimento da haste de 2,0 até 

5,0 [m]. A Tabela 5.2 apresenta estes resultados. O valor analítico da resistência de 

aterramento foi obtido usando a equação (2.14). 
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Tabela 5.2 - Resistência de Aterramento de uma Haste Vertical em Relação ao 
Comprimento da Haste. 

Comprimento [m] Resistência 
(simulação) [ohms] 

Resistência 
(analítico) [ohms] 

⎜Erro ⎜ [%] 

2,0 33,17 34,72 4,46 
2,5 27,83 29,19 4,65 
3,0 24,25 25,29 4,11 
3,5 21,20 22,38 5,27 
4,0 18,86 20,12 6,26 
4,5 17,00 18,29 7,05 
5,0 15,51 16,80 7,67 

 
Nesta simulação não ocorreu à mesma disparidade entre os valores analíticos e 

simulados que ocorreu com os resultados da Tabela 5.1, pois a estrutura do elemento de 

malha não sofreu alteração considerável, devido o raio da haste se manter constante. A 

Figura 5.7 apresenta os resultados da Tabela 5.2. 
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Figura 5.7 - Resistência de Aterramento de uma Haste Vertical em Relação ao 

Comprimento da Haste. 
 

5.4 Resistência de Aterramento - Resistividades Distintas 
 

No capítulo 2, mais especificamente na Tabela 2.1, foram indicados os principais 

fatores que influenciam a resistividade do solo como, por exemplo, a composição 

geológica dos solos, ou seja, solos que são compostos por camadas com resistividades 

distintas. 

Neste item, estuda-se o comportamento da resistência de aterramento 

considerando um solo composto por uma única camada com resistividade ρ variando de 10 
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até 600 [Ω.m]. Para esta análise, considerou-se a haste com comprimento l = 2 [m] e raio r 

= 0,0375 [m]. A Tabela 5.3 apresenta estes resultados. Nesta primeira análise, manteve-se a 

mesma camada de solo alterando-se somente a resistividade. A Figura 5.8 apresenta os 

resultados da Tabela 5.3. O valor analítico da resistência de aterramento foi obtido usando 

a equação (2.14). 
 

Tabela 5.3 - Resistência de Aterramento de uma Haste Vertical em Relação à Resistividade 
do Solo. 

Resistividade 
[ohms.m] 

Resistência 
(simulação) [ohms] 

Resistência 
(analítico) [ohms] 

⎜Erro ⎜ [%] 

10 3,33 3,47 4,03 
50 16,57 17,36 4,55 
80 26,51 27,77 4,54 
100 33,17 34,72 4,46 
200 66,29 69,44 4,54 
300 100,45 104,16 3,56 
400 132,60 138,87 4,52 
500 165,76 173,59 4,51 
600 195,03 208,31 6,37 
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Figura 5.8 - Resistência de Aterramento de uma Haste Vertical em Relação à Resistividade 

do Solo - Solo Composto por uma Única Camada. 
 
Para a segunda análise efetuada neste item, considerou-se o solo estratificado em 

duas camadas. Na primeira camada com profundidade de 5 [m] considerou-se a 

resistividade ρ1 = 100 [Ω.m]. Na segunda camada com profundidade também de 5 [m], 

variou-se a resistividade ρ2 de 10 até 600 [Ω.m]. Para está análise usou-se uma haste com 

raio r = 0,04 [m] e com comprimento l = 2 [m]. A Tabela 5.4 apresenta estes resultados. 
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Tabela 5.4 - Resistência de Aterramento de uma Haste Vertical em Relação à Resistividade 

da Segunda Camada de Solo. 
Resistividade da 
Segunda Camada 
ρ2 [ohms.m] 

Resistência 
(simulação)  

[ohms] 

Resistência 
(analítico) 

[ohms] 

⎜Erro ⎜ [%] 

10 30,27 32,16 5,88 

50 30,92 33,23 6,95 
80 31,40 33,85 7,24 

100 31,72 34,20 7,25 

200 33,31 35,56 5,76 
300 34,90 36,51 4,41 

400 36,50 37,24 2,00 
500 38,09 37,84 0,66 
600 39,69 38,34 3,52 

 
A Figura 5.9 mostra a distribuição do potencial elétrico para duas camadas com 

resistividades distintas. 

 

 
Figura 5.9 - Distribuição do Potencial Elétrico para duas Camadas de Solos com 

Resistividades Distintas. 
 

O valor analítico da resistência de aterramento foi obtido usando a equação 

(2.15). A diferença entre os resultados analíticos e de simulação se deve, principalmente, 
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porque o equacionamento analítico considera duas camadas horizontais com resistividade 

distintas. Já na simulação as camadas não são horizontais, visto que se optou por realizar 

uma modelagem axi-simétrica do problema. 

A Figura 5.10 apresenta os resultados da Tabela 5.4 na forma gráfica. Observando 

a Tabela 5.4 e a Figura 5.10, observa-se que a resistência de aterramento decresce quando a 

resistividade da primeira camada é maior que a resistividade da segunda camada. Por outro 

lado, a resistência sofre um acréscimo quando a resistividade da segunda camada é superior 

à resistividade da primeira camada. Isto ocorre, devido à dispersão da corrente no solo, que 

vai depender da altura entre as camadas e da concentração de água e sais no solo. 

 

25

27

29

31

33

35

37

39

41

0 100 200 300 400 500 600 700

Resistividade da Segunda Camada de Solo [Ohms.m]

R
es

is
tê

nc
ia

 d
e 

At
er

ra
m

en
to

 
[O

hm
s]

simulação analítico

 
Figura 5.10 - Resistência de Aterramento de uma Haste Vertical em Relação à Variação da 

Resistividade da Segunda Camada de Solo. 
 
5.5 Considerações Finais 

 
Neste capítulo foram apresentados os resultados obtidos para um sistema de 

aterramento com uma e duas camadas de estratificação de solo. Através dos resultados da 

simulação, obteve-se uma comparação com o equacionamento analítico de um sistema de 

aterramento para uma haste vertical. 

Todas as simulações se mostraram coerentes quando comparadas com o caso 

analítico, mesmo no caso com o solo composto por duas camadas de resistividades 

distintas, onde a equação analítica é obtida considerando duas camadas horizontais e a 

simulação foi realizada considerando camadas cilíndricas. 
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CAPÍTULO 6 

Conclusão 

Ao término deste trabalho, podem-se traçar parâmetros em relação aos aspectos 

referentes aos objetivos pré-estabelecidos. A escolha do aplicativo Labview como módulo 

do processador (solver) do cálculo das equações lineares não se mostrou satisfatório, visto 

que o sistema de resolução se torna lento. Todavia, o Labview é satisfatório como módulo 

de interfaces, ou seja, na preparação de dados. Neste trabalho, os módulos no Labview 

foram divididos em pequenos arquivos, o que melhorou muito o seu desempenho em 

relação à memória computacional solicitada.  

A escolha do Matlab como módulo do processador foi bem sucedida, até mesmo 

para a resolução de sistemas de equações lineares de grande porte. Foi desenvolvido um 

arquivo executável no ambiente Matlab, o que de certa forma minimizou o tempo de 

cálculo do sistema linear em relação à memória computacional. O ambiente Matlab foi 

responsável pela parte de aplicação do método de elementos finitos, mas especificamente 

em dois arquivos: o cálculo do potencial e do campo elétrico. 

A utilização do método iterativo ICCG auxilia na aceleração dos cálculos. A sua 

escolha foi devido a sua ampla aplicação e aceitação em trabalhos precedentes. 

A aplicação do método de elementos finitos para os domínios contendo meios 

não homogêneos facilitou sua implementação. 

Durante a execução deste trabalho não foram realizadas medições da resistência 

de aterramento em campo. Por isso, a validação da metodologia utilizada foi realizada por 

meio de comparações com resultados analíticos e os resultados da resistência de 

aterramento simulados sempre que comparados com os resultados analíticos mostraram-se 

satisfatórios. 

Pode-se concluir que o desenvolvimento do aplicativo para simulações de campos 

elétricos para um sistema de aterramento formado por uma haste vertical foi alcançado. 

Trabalhos sobre sistemas de aterramento estão se tornando indispensáveis, devido 

à suma importância tanto do ponto de vista de segurança como econômico. Diante disto, 

seguem algumas sugestões para trabalhos futuros na área de sistemas de aterramento: 
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A) Modelagem do sistema de aterramento em altas freqüências: nas aplicações de altas 

freqüências (como, por exemplo, em telecomunicações) é necessário considerar o efeito 

capacitivo, principalmente nos solos de alta resistividade e, também, a influência da 

reatância indutiva ao longo dos condutores e eletrodos. Tais efeitos estão também 

presentes para as ondas impulsivas de corrente e tensão, como aquelas associadas às 

descargas atmosféricas, pois as freqüências representativas desse tipo de onda são bastante 

elevadas. 

As características do sistema de aterramento submetido a um impulso de corrente 

elevado é completamente diferente daquelas em baixa freqüência. Quando o campo 

elétrico exceder o gradiente de ionização ocorrerá uma mudança na característica do solo. 

Isto basicamente transforma a parte afetada do solo de um isolador para um bom condutor 

com resistividade desprezível. Esta mudança de característica é basicamente equivalente a 

um aumento na dimensão do eletrodo. O comportamento indutivo também se torna mais 

importante em relação ao comportamento resistivo e, além disso, essas correntes elevadas 

podem gerar ionizações do solo, circundante aos condutores de aterramento, as quais 

tornam as características do transiente tipicamente não-linear. 

Muitos artigos têm mostrado que densidades de correntes elevadas tais como 

correntes provenientes das descargas atmosféricas causam ionização do solo, a qual 

acarreta a diminuição da resistência de aterramento e da tensão transiente no eletrodo.  

 

B) Medições da impedância e/ou da resistência de aterramento: efetuar medições em 

campo da impedância e/ou da resistência de aterramento para verificar o comportamento 

dessas grandezas em vários tipos de solo. É importante lembrar que a composição do solo é 

geralmente estratificada em várias camadas de formação diferente. Além disso, o solo 

apresenta características anisotrópicas quando, por exemplo, camadas mais profundas 

afloram em locais determinados, ocasionando descontinuidades na superfície. Assim, a 

resistividade pode variar dependendo da direção considerada e, para tratar do solo de certo 

local, passa-se a atribuir o valor médio das resistividades das diversas partes que o 

compõem, denominada resistividade efetiva deste solo. A determinação desse valor efetivo 

é extremamente importante para o cálculo da resistência/impedância de aterramento. 

 

C) Modelagem do sistema de aterramento aplicado em torres de transmissão de energia 

elétrica: este tipo de problema apresenta um condutor de aterramento de comprimento 
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elevado e que fica horizontalmente enterrado no solo em uma profundidade definida por 

projeto. Este assunto é interessante por exigir, como na maioria dos casos de modelagem 

de aterramento, uma modelagem tridimensional (3D) do problema. Uma outra maneira de 

resolver este problema é usando o método da perturbação associado à técnica de elementos 

finitos. Para isso, é efetuada uma modelagem bidimensional (2D) do condutor e do solo 

(longe das extremidades do condutor) e em seguida uma modelagem 3D das extremidades 

do condutor e do solo que envolve as extremidades. Logo após, verifica-se a perturbação 

do cálculo 3D sobre o cálculo 2D. Esse procedimento permite resolver o problema sem 

efetuar a modelagem 3D em todo o domínio de cálculo [37]. 
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ANEXO A - PROGRAMAÇÃO NO LABVIEW 

 

Nesta primeira etapa de programação são desenvolvidos no Labview três 

arquivos: work1, work2 e work3. O arquivo work1 é um arquivo de leitura dos dados de 

saída e de parametrização do pré-processador do Gmsh. Já os arquivos work2 e work3 são 

arquivos de preparação de dados para o cálculo de elementos finitos no ambiente Matlab. 

No Matlab é desenvolvido o processador através de dois arquivos executáveis: 

potencial.exe e campo.exe. Naturalmente haveria possibilidade de continuar executando os 

cálculos no ambiente Matlab, mas preferiu-se manter o máximo possível de cálculo no 

ambiente Labview, devido à sugestão inicial. Sendo assim, uma nova interface de 

programação é desenvolvida, agora entre o Matlab e o Labview. Nesta interface são 

criados mais três arquivos: work4, work5 e work6. Estes arquivos têm a função de preparar 

os dados já desenvolvidos em work1, work2 e work3, assim como os valores do 

potencial.exe e campo.exe calculados no Matlab, para o desenvolvimento do cálculo da 

resistência de aterramento. Estes arquivos são apresentados neste Anexo. 

 

A.1 Labview - Instrumentação Virtual 
 

Os programas no Labview são denominados (VIs): instrumentos virtuais, e cada 

“VI” é composto por: 

i. Painel frontal: é a interface com o utilizador, onde permite a introdução de 

valores num sistema e depois verifica seus efeitos e saídas no diagrama. 

ii. Diagrama de blocos: é constituído por uma linguagem gráfica 

(programação G). O diagrama de bloco pode ser entendido como um 

código fonte. 

Em [38] encontra-se uma excelente introdução sobre o Labview para iniciantes. 

 

A.1.1 Arquivo de Interface Gmsh - Labview: work1.vi 
 

Neste arquivo os dados de saída e de parametrização do Gmsh são lidos e 

preparados para os arquivos posteriores. A Figura A.1 mostra o painel frontal deste 

arquivo, lendo os arquivos de saída *.msh e de parametrização *.geo do Gmsh.  
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Figura A.1 - work1.vi. 

 

A Figura A.2 mostra a programação em ambiente Labview no diagrama de blocos 

do arquivo work1. Para poder detalhar o processo de programação, será comentado passo-

a-passo os índices i, ii, iii, iv, v, vi, vii e viii. 

i. Lê o arquivo de saída do Gmsh, através da função de leitura. Tenta-se de 

todo o modo minimizar o efeito de solicitação de memória computacional. 

Sendo assim, o arquivo é lido em formato de “string”; 

ii. Neste índice, o programa além de trocar a notação para separação da 

unidade das casas décimas de ponto para vírgula, transforma a “string” 

para “array - matriz”; 

iii. Aqui é feito a separação dos dados das coordenadas dos nós e dos dados 

das coordenadas dos elementos; 

iv. Consequentemente salva todas as coordenadas dos nós; 

v. Já neste, salva todas as coordenadas dos elementos; 

vi. Este índice tem como saída o vetor da segunda coluna referente aos dados 

dos elementos, conforme da Figura 4.1. 

vii. Neste índice, o programa executa dois laços de programação: laço “for” e 

laço “while”. Na entrada do laço “for”, tem-se o vetor do índice (vi). A 

rotina do laço “for” vai identificar neste vetor a numeração (2), que é 

definido pelo Gmsh, como índice referente ao elemento triangular. Toda 

vez que a rotina não encontra a numeração (2), vai acrescentar o valor 
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zero. Sendo assim, na saída do laço “for” o programa verifica só a 

numeração (2), e faz a identificação da indexação da primeira linha em 

que aparece a numeração (2). O laço “while”, simplesmente faz a 

identificação da indexação da última linha em que aparece a numeração 

(2); 

viii. Neste índice o programa vai separar todas as linhas e colunas contendo à 

numeração (2), indexadas pelo índice (vii). 

 

 
Figura A.2 - Programação no Diagrama de Blocos do Labview: work1.vi. 

 
Na Figura A.2, encontra-se um ponto de conexão (C1). Esta conexão é à entrada 

de outra rotina no arquivo work1, que vai identificar os nós que receberão as condições de 

Dirichlet com potencial nulo, conforme Figura 4.3. Cabe salientar, que serão demonstradas 

as principais rotinas de programação de cada (VI): a Figura A.2 mostra o programa 

principal do arquivo work1. Não será demonstrada toda a programação gráfica, pois 

deixaria este texto “poluído” com muitas figuras.  

Por fim, o programa work1 tem como saída os seguintes arquivos: 
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9 Arquivo com as coordenadas dos nós em duas dimensões 

coordenadas.msh, conforme Figura A.3: 

 

 
Figura A.3 - Coordenadas dos Nós. 

 
9 Arquivo com a numeração global do elemento triangular de primeira 

ordem: Elemento+Coluna+Superfície.msh, conforme Figura A.4: 

 

 
Figura A.4 - Numeração Global. 

 
 

Neste arquivo de saída, a primeira coluna indica o índice (indexação) referente à 

superfície: 9 é referente ao solo e 11 se refere à superfície da haste. 

 

9 Arquivo com as condições de Dirichlet, imposta nos nós Dirichlet.msh, 

conforme Figura A.5: 
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Figura A.5 - Condições de Contorno de Dirichlet. 

 

A.1.2 Arquivo de Programação no Labview - work2.vi 
 

A Figura A.6 mostra a programação em ambiente Labview no diagrama de blocos 

do arquivo work2. Para poder detalhar o processo de programação será comentado passo-

a-passo os índices i, ii, iii e iv: 

 

 
Figura A.6 - Programação no Diagrama de Blocos do Labview: work2.vi.  

 
i. Lê o arquivo referente à Figura A.4, só as três últimas colunas que se 

referem à numeração global; 

ii. Lê a primeira coluna do arquivo referente à Figura A.4, neste arquivo está 

indicada à numeração das superfícies do solo (9) e da haste (11); 

iii. A programação deste índice é a mesma do caso do anexo A.1.1, índice vii. 

Portanto, o programa procura consecutivamente pelos índices (9) e (11), e 
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os prepara para receber o valor da condutividade imposta no painel 

frontal, conforme Figura 4.6; 

iv. Este processo resulta em um arquivo indexado com as condutividades de 

cada superfície. 

 
Por fim, o programa work1 tem como saída: 

9 Arquivo com as condutividades de cada superfície 

condutividade.msh, conforme Figura A.7: 

 

 
Figura A.7 - Condutividade das Superfícies (Solo e Haste). 

 
Em sequência, tem a programação do arquivo work3 que é simplesmente trocar a 

notação de vírgula para ponto dos valores da condutividade da Figura A.7. Esta troca é 

necessária, pois, o próximo passo de programação ocorre no ambiente Matlab, onde a 

notação é através de ponto. 

 
A.2 Arquivo de Programação no Matlab - Potencial Elétrico 

 

Entrada de dados: 

clear 

clc 

tic; 

format long g; 

x = load('x.msh');  % coordenada x 

y = load('y.msh');  % coordenada y 

cc = load('cc.msh');  % condições de contorno 
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val = cc(:,2);   % 2º coluna das condições de contorno 

ndp = cc(:,1);   % 1º coluna das condições de contorno 

cond = load('cond.msh'); % condutividade dos materiais 

ng = load('nl.msh');  % coordenadas globais 

r0 = load('r0.msh');  % valores do cálculo do baricentro do elemento triangular 
xx = size(x);     

nd = xx(:,1);   % número de nós  

yy = size(ng); 

ne = yy(:,1);   % número de elementos 

zz = size(cc); 

np = zz(:,1);   % número de potenciais conhecidos 

MG = spalloc(nd,nd,10*nd);  % inicialização da matriz global zerada com alocação de 

memória 

b = zeros(nd,1);  % inicialização do vetor b 

 

para (i=1 a ne) faça 

 x1 = x(ng(i,1)) 

 y1 = y(ng(i,1)) 

 x2 = x(ng(i,2)) 

 y2 = y(ng(i,2)) 

 x3 = x(ng(i,3)) 

 y3 = y(ng(i,3)) 

 p(1)= x2*y3 - x3*y2 

 p(2)= x3*y1 - x1*y3 

 p(3)= x1*y2 - x2*y1 

 q(1)= y2-y3 

 q(2)= y3-y1 

 q(3)= y1-y2 

 r(1)= x3-x2 

 r(2)= x1-x3 

 r(3)= x2-x1 

 res=(cond(i,1:1)) 

 rb=r0(i,1:1) 
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 D=abs((p(1)+p(2)+p(3))) 

 f=(pi*rb*res)./(D) 

 % Cálculo da matriz elementar 

 para (j=1 a 3) faça 

  para (k=1 a 3) faça 

   CE(j,k)=(q(j)*q(k) + r(j)*r(k)).*(f) 

  fim para 

 fim para 

fim para 

% preparação para implementação do método do gradiente conjugado 

A=sparse(MG); % A recebe a matriz global MG esparsa 

LL=chol(A);  % este comando verifica se a matriz é ou não singular 

n=length(b);  % este comando retorna o tamanho do vetor b 

x0=zeros(n,1);  %  inicialização do vetor solução = 0 

L=cholinc(sparse(A),'inf')'; %  fatoração incompleta de Cholesky 

O comando “cholinc” é uma função interna do Matlab. Pode-se utilizar a seguinte 

sub-rotina computacional para determinar a decomposição incompleta de Cholesky: 

 

para (k=1 a n) faça 

se A(k,k)>0 então 

t(k,k)=sqrt(A(k,k)) 

para (j=k+1 a n) faça 

se A(k,j)=0 então 

t(k,j)=0 

senão 

                t(k,j)=A(k,j)/t(k,k) 

fim se 

fim para 

para (i=k+1 a n) faça 

 para (j=i a n) faça 

  se  A(i,j)~=0 e A(k,j)~=0 e A(k,i)~=0 então 

A(i,j)=A(i,j)-A(k,i)*A(k,j) 

fim se 
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fim para 

fim para 

senão 

    disp('Falha na fatoração') 

            fim senão 

fim para 

Simulações demonstraram que para sistemas lineares de grande porte o comando 

“cholinc” converge mais rápido, visto ser um comando interno do Matlab. 

 

Cálculo do precondicionador: 
 

M=L*L'; % M é o precondicionador 
 

O precondicionador é uma técnica usada para acelerar o método iterativo, ou seja, 

reduzir o número de iterações para que a matriz do sistema linear convirja o mais rápido 

possível. 

tol=1e-6; % representa a tolerância 

x=x0;  % uma aproximação inicial x0 da solução do sistema 

Kmax=100; % estabelecer um máximo de iterações possível para o método convergir 

r 0  = b - A * x  0

z  = M\ r 0  0

k = 0 

d 0 = z 0  

enquanto ||r || / ||b|| > tol e k ≤ kmax, repetir k

 alpha = r T z  / d Ad  k k k
T
k k

 x = x k + alpha k  d  1+k k

 r = r k  + alpha k  Ad  1+k k

 z = M \ r  1+k 1+k

beta = r T  z  / r z  1+k k 1+k
T
k k

k = k+1 

fim enquanto 

save pot.txt x -ascii -double  
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Concluindo este primeiro processo, o programa seguinte lê o arquivo de saída do 

programa anterior “pot.txt” e o implementa para a resolução do cálculo do campo elétrico. 

Entrada de dados para o cálculo do campo elétrico: 

x=load('x.msh'); % coordenada x 

y=load('y.msh'); % coordenada y 

nl=load('nl.msh'); % coordenadas globais 

xx=size(x); 

nd=xx(:,1);  % número de nós  

yy=size(nl); 

ne=yy(:,1);  % número de elementos 

Ex=zeros(ne,1); 

Ey=zeros(ne,1); 

xxx=load('pot.txt'); % lê os valores dos potenciais  

para (i=1 a ne) faça 

 k=nl(i,1:3) 

 xl=x(k) 

 yl=y(k) 

 Vl=xxx(k) 

 v=Vl 

 p=zeros(3,1) 

 q=zeros(3,1) 

 p(1)=yl(2)-yl(3) 

 p(2)=yl(3)-yl(1) 

 p(3)=yl(1)-yl(2) 

 q(1)=xl(3)-xl(2) 

 q(2)=xl(1)-xl(3) 

 q(3)=xl(2)-xl(1) 

 area=abs(p(2)*q(3)-q(2)*p(3)) 

 Ex(i)=sum((-(1/area)*(v.*p))) 

 Ey(i)=sum((-(1/area)*(v.*q))) 

fim para 

Field_x=Ex 

Field_y=Ey 
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save Cx.txt Field_x -ascii -double 

save Cy.txt Field_y -ascii –double 

 
A Figura A.8 mostra os arquivos de saída do processador: 

 
Figura A.8 - (a) Potencial Elétrico, (b) Campo Elétrico na Direção “x” e (c) Campo 

Elétrico na Direção “y”. 
 

Em [39] é exemplificado passo-a-passo o desenvolvimento de arquivos 

executáveis em ambiente Matlab e Labview. 

 
A.3 Arquivo de Programação no Labview - work4.vi 
 

A Figura A.9 mostra a programação em ambiente Labview no diagrama de blocos 

do arquivo work4. Para poder detalhar o processo de programação, será comentado passo-

a-passo os índices i, ii, iii, iv e v: 

i. Lê a componente x do campo elétrico em coordenada (Cx.txt), 

calculado na programação precedente; 

ii. Lê a componente y do campo elétrico em coordenada (Cy.txt), 

calculada na programação precedente; 

iii. Cria uma matriz com as coordenadas x e y do campo elétrico (Cx e 

Cy). 
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iv. Lê o vetor com as condutividades de cada superfície: 

condutividade.msh, conforme Figura A.7; 

v. Aplica a equação 4.1, para trabalhar com a resistividade das 

superfícies, resultando no arquivo de saída: Densidade de 

Corrente.txt. 

 
Figura A.9 - Programação no Diagrama do Labview: work4.vi. 

 

A Figura A.10 mostra o arquivo de saída com os valores da densidade de 

corrente: 

 
Figura A.10 - Densidade de Corrente. 
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A.3.1 Arquivo de Programação no Labview - work6.vi 
 

Como mencionado no capítulo 4, o arquivo wok5 é simplesmente um arquivo de 

preparação de dados. Este arquivo salva em uma matriz as densidades de correntes 

relativas à superfície da haste. Cabe salientar, que os itens no anexo A, são dados 

referentes a uma malha “grosseira”, pois só assim é possível a visualização dos arquivos de 

saída em escala menor, para possíveis comentários (Figura 4.1). Na Figura 4.4 é mostrada 

a malha do sistema de aterramento. Verifica-se que existe neste caso somente dois 

elementos triangulares na superfície da haste. O arquivo work5 separa as densidades de 

corrente destes dois elementos e a Figura A.11 mostra este arquivo com as densidades de 

corrente. 

 
Figura A.11 - Arquivo de Entrada do work6.vi. 

 
i. Contém as coordenadas dos elementos triangulares; 

ii. Contém as densidades de corrente dos elementos triangulares. 

 
A Figura A.12 mostra a programação em ambiente Labview no diagrama de 

blocos do arquivo work6. 

Ao entrar os dados da Figura A.11 têm-se os seguintes índices: 

i. Neste índice são separadas as coordenadas x1, x2 e x3 do 

elemento triangular; 

ii. Após a separação das coordenadas do índice anterior, é feito aqui 

uma análise de comparação, referente ao raio que esta sendo 

simulado, da Figura 4.2 tem-se o raio de 0,05 [m]. Portanto, a 

análise “booleana” verifica se as coordenas x são iguais a 

coordenada do raio, se for verdadeiro, significa que o elemento 

triangular esta na “borda” da superfície. Com a equação 4.2 é 

calculada a corrente na superfície lateral da haste. A Figura A.13 

mostra os elementos triangulares separados em uma suposta malha 

mais densa, para o cálculo da corrente na área lateral da haste; 
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Figura A.12 - Separa as Densidades de Corrente na Área (Lateral e da Base) da Haste. 

 

iii. Neste índice são separadas as coordenadas y1, y2 e y3 do 

elemento triangular; 

iv. A lógica de programação é igual ao índice (ii), mas é referente à 

base da haste, e é comparada com as coordenadas y, na altura em 

que fica a base da haste, ou seja, a diferença entre o raio de terra e 

a altura da haste. A Figura A.14 mostra os elementos triangulares 

separados em uma suposta malha mais densa, para o cálculo da 

corrente na base da haste. 

v. Neste índice é criada uma matriz só com as densidades de 

corrente, e conforme a lógica “booleana” dos índices precedentes  

for “verdadeira”, esta matriz distribui as densidades tanto para as 

componentes em x ou y. 

vi. Neste índice são criados dois vetores: um vetor com as densidades 

de corrente na direção “x” (jx), usado no cálculo da corrente 

conforme Figura A.13 (este somatório é elemento por elemento), e 
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um vetor com as densidades de corrente na direção “y” (jy), usado 

no cálculo da corrente conforme Figura A.14. 

 
Figura A.13 - Somatório das Densidades de Corrente dos Elementos Triangulares na 

“Borda” Lateral da Haste. 
 

 
Figura A.14 - Somatório das Densidades de Corrente dos Elementos Triangulares na Base 

da Haste. 
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