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Resumo

Neste trabalho examinamos diferentes formulag¢des covariantes da eletrod-
indmica cléssica, onde as divergéncias nas quantidades fisicas, que aparecem
devido ao carater singular dos objetos matematicos associados, sdo contor-
nadas apropriadamente. Mostramos que as teorias renormalizadas levam a
equacdo de Abraham-Lorentz-Dirac, a qual descreve a dindmica cldssica do
elétron pontual na presenca de campos eletromagnéticos, discutindo também
suas limitacdes.

Palavras-chave: renormalizacdo, eletrodindmica cldssica, divergéncias, reg-
ularizag@o, distribuicdes.



Abstract

In this work we examine different covariant formulations of classical elec-
trodynamics, where the divergences in the physical quantities, which appear
due to the singular nature of the associated mathematical objects, are appro-
priately circumvented. We show that the renormalized theories lead to the
Abraham-Lorentz-Dirac equation, describing the classical dynamics of the
point electron in the presence of electromagnetic fields, also discussing their
restriction bounds.

Keywords: renormalization, classical electrodynamics, divergencies, regu-
larization, distributions.
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Capitulo 1

Introducao

A eletrodinamica microscdpica nasce como uma teoria de acdo a
distancia proposta por Wilhem Weber em 1846. Ele se baseou na hip6tese de
seu colega na universidade de Gottingen, Gustav T. Fechner, que sugeriu que
as correntes elétricas deveriam-se ao movimento de particulas carregadas [1].

A teoria, embora conduzisse a inconsisténcias, foi capaz de descrever cor-
retamente o fendmeno de inducdo de correntes, sendo que, a partir de sua
equacdo fundamental

L e-e rofd2r\ 2 1 /dr\? )
s (@) 5 @)]
r c? \ dt 2c¢? \ dt
para a for¢a sobre uma particula com carga e, na posicéo 7, devido a uma outra
de carga €', na origem, foi possivel derivar a lei para a for¢a entre correntes,
proposta por Ampere.

Ainda no século XIX, teriamos o nascimento da eletrodindmica de Max-
well-Faraday, onde as intera¢des entre distribui¢des continuas de cargas sao
intermediadas por campos. No entanto, somente no inicio do século seguinte,
j4 ap6s a descoberta do elétron e o sucesso do ambicioso programa de H.
A. Lorentz [2], de constru¢do de uma teoria que descrevesse os fendmenos
da eletrodindmica e da éptica em termos do comportamento dos elétrons, é
que a eletrodinamica cldssica toma o viés de uma teoria mista de particulas e
campos.

A base da eletrodindmica cldssica sdo as equacdes de Maxwell e a lei
de forca de Lorentz: as equagdes de campo permitem obter o campo eletro-
magnético, dado a dindmica das fontes; a lei de for¢a de Lorentz, associada
a segunda lei de Newton, permite descrever a dindmica das fontes, dado o
campo externo.



4 Introducao

Em cendrios especificos, ambas descri¢cdes sdo empiricamente muito bem
sucedidas dentro dos limites cldssicos, mas levam a dificuldades matematicas
e inconsisténcias fisicas, quando reunidas numa teoria que trate de forma
unificada as influéncias miituas entre campo e fontes.

O objetivo dessa monografia é levantar quais sio essas dificuldades e as
propostas de solucdes, dentro do desenvolvimento histérico da teoria clds-
sica do elétron. Vale esclarecer que o nome teorias cldssicas do elétron,
que aparece no titulo deste trabalho, ndo é o mais explicativo. Muitas carac-
teristicas dos modelos que veremos nio dependem de pardmetros especificos
do elétron, de modo que a teoria do elétron na verdade seria uma teoria de
particulas carregadas. No entanto, muitos dos desenvolvimentos que vere-
mos foram motivados na descri¢ao do elétron, e no curso do trabalho tratare-
mos, salvo quando se fizer necessdria alguma distin¢ao, os termos elétron e
particula carregada como equivalentes.

A teoria do elétron possui uma etapa do seu desenvolvimento entrelacada
com o nascimento da teoria da relatividade especial. Pouco depois da de-
scoberta do elétron em 1897, Walter Kaufmann, numa longa série de exper-
imentos, descobriu e obteve a dependéncia da razdo carga-massa do elétron
com sua velocidade.

A teoria para essa dependéncia, por se tratar de um fendmeno de natureza
elétrica, foi construida com base nas equagdes de Maxwell e na forca de
Lorentz, utilizando o conceito de massa eletromagnética, que discutiremos
na se¢do 2.3. O elétron foi modelado inicialmente como uma pequena esfera
rigida, carregada e com partes interagentes. Esse tipo de modelo foi criticado
em 1904 por Lorentz, alertando que os modelos deveriam possuir estruturas
que se contraem quando em movimento relativo ao éter, e Poincaré [3], em
1906, observou que seria necessario considerar alguma outra interagdo de
origem ndo-eletromagnética para contrabalancear a repulsdo coulombiana da
estrutura (problema da estabilidade).

Em 1912, G. Mie propds uma teoria com o intuito de resolver o problema
da estabilidade de forma radical. Este generalizou as equagdes de Maxwell-
Lorentz e redefiniu o tensor momento-energia, de modo que a forca coulom-
biana repulsiva no interior do elétron € contida por outra igualmente elétrica,
e as diferencgas entre sua teoria e a eletrodindmica de Maxwell-Lorentz per-
manecem indetectdveis na regido exterior a carga. Esta teoria, que € ndo-
linear, consegue equacionar a dificuldade com a estabilidade, mas, por outro
lado, padece da propriedade inaceitavel do campo eletromagnético depender
do valor absoluto dos potenciais [4].

Houve também propostas de modelos classicos pontuais. Em 1938, Dirac
[5] construiu um modelo relativistico para o elétron, sem considerar seu spin,
com base nas equacdes de Maxwell e nas leis de conservacdo de momento



e energia, em que a equacdo de movimento (equagcdo de Abraham-Lorentz-
Dirac) possui um termo correspondendo a influéncia do processo de irradi-
acdo sobre o movimento (reagdo de radiacdo). Essa equagdo, no limite para
baixas velocidades, coincide com a desenvolvida por Abraham [6] e Lorentz
[2] no inicio do século XX.

Antes de Dirac, um outro modelo pontual relativistico ja havia sido pro-
posto em 1926 por Frenkel [7]. Tratava se de um modelo spinorial, sem
reacdo de radiagdo, que foi posteriormente aprimorado por muitos outros au-
tores, dentre eles Bhabha [8] e Bhabha e Corben [9]. Esses autores, com base
no trabalho de Dirac [5], desenvolveram um modelo consistente, ndo sé com
a lei de conservagdo do quadrimomento, como também com a conservacao
do momento angular.

Os modelos pontuais, ainda que apresentem vantagens em certos aspec-
tos, como levar a equagdes de movimento diferenciais, ao invés de integro-
diferenciais, possuem sérias dificuldades. Uma delas € o fato de que a energia
eletromagnética do campo de Coulomb € infinita; essa energia estd associada
a inércia da particula, de forma que seria necessario uma quantidade ilimitada
de trabalho para aceleré-la.

Uma teoria, ndo discutida no presente trabalho, que vale citar pela sua im-
portancia histdrica, € a eletrodindmica de Born e Infeld [10], de 1934. Essa
teoria, assim como a de Mie, é ndo-linear, e possui equacdes de campo que
recaem nas equagdes de Maxwell, para campos suficientemente fracos. O
campo possui, para cada ponto do espaco, um limite superior, implicando
que, a medida que a carga seja mais localizada, a energia do campo ndo seja
infinita; além da forte evidéncia experimental da linearidade do campo elec-
tromagnético, essa teoria se torna matematicamente muito complicada para
se explorar suas conseqiiéncias.

Esta dissertacdo tem énfase na critica de trabalhos, envolvendo o préprio
campo eletromagnético de Maxwell, que tentaram resolver as dificuldades do
modelo pontual, devido as divergéncias da auto-energia e do tensor momento-
energia, como os de Pryce [11] e Gupta [12]. Uma outra proposta, que ji
comentamos, € aquela feita em 1945 por Mario Schonberg e Leite Lopes
[13], e posteriormente desenvolvida por Mario Schonberg nos niveis classico
[14] e quantico [15].

Schonberg abriu méao da concepgdo de Faraday para o campo eletromag-
nético, como sendo o Unico a intermediar as interagdes, entre todas as car-
gas do sistema, e desenvolveu um eletromagnetismo com campos “disjun-
tos”: cada particula interage com as demais através de um campo que diverge
na sua prépria posicdo, mas ndo nas das demais, e interage com ela prépria
através de um outro campo, que € regular nas suas vizinhancas.

A eletrodinamica de Feynman-Wheeler [16], [17], desenvolvida também
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em 1945, é uma teoria de agdo a distancia onde o processo de irradiagdo
ndo é entendido como elementar. A irradiacdo por uma carga ocorre como
conseqiiéncia de sua interacdo com o resto do sistema.

Uma outra teoria, importante historicamente, é a desenvolvida por Dirac
[18] em 1951. A existéncia de uma transformacio de gauge para os potenciais
significa que ha mais varidveis presentes do que as fisicamente necessarias.
Com base neste fato, Dirac elabora uma teoria onde a carga elétrica € inter-
pretada em termos dessa liberdade. Ao invés de utilizar uma condi¢do de
gauge subsididria para restringir a arbitrariedade do potencial, abre-se mao
dessa condi¢@o para, a partir das equagdes de campo livre, introduzir os graus
de liberdade das cargas.

Apesar dos grandes aprimoramentos que a teoria do elétron recebeu ao
longo de mais de um século, muitas dificuldades permanecem, de modo que
ndo temos uma teoria eletromagnética completamente satisfatéria, matemat-
ica e conceitualmente, dentro do nivel de realidade que a compete.

Esta dissertacdo estd organizada da seguinte forma. No capitulo 2, tratare-
mos do modelo de Dirac, discutindo a consisténcia das solu¢des da ALD. Dis-
correremos também (se¢do 2.3) a respeito do problema pontuado por Poincaré
e sua relagdo com as propriedades cinematicas previstas pela relatividade es-
pecial, como a contracdo de Lorentz.

No capitulo 3, revisaremos o problema das quantidades divergentes dos
modelos pontuais, do ponto de vista fisico, resgatando propostas de refor-
mulacdes conceituais da eletrodindmica de Maxwell-Lorentz. Mais especi-
ficamente, a proposta de Mario Schonberg, a eletrodindmica de Feynman-
Wheeler e um trabalho de Gupta. Ja no capitulo 4, revisaremos o prob-
lema das quantidades divergentes do ponto de vista matemdtico, discutindo
o método de regularizacdo de Pauli-Villars (secdo 4.1) e propriedades das
Sfungdes generalizadas (se¢ao 4.2).

Finalmente, no capitulo 5, tecemos consideracdes finais e apresentamos
nossas pespectivas futuras, quanto a continuidade do presente trabalho. Deix-
amos para os apéndices alguns desenvolvimentos técnicos.



Capitulo 2

O modelo de Dirac

2.1 A equacio de Abraham-Lorentz-Dirac (ALD)

A equagdo ALD foi obtida inicialmente no limite ndo-relativistico
por M. Abraham, em 1903, e por H. A. Lorentz, no ano seguinte. Os mesmos
construiram um modelo, com massa de origem puramente eletromagnética,
sendo que, ainda num periodo anterior a teoria da relatividade, Abraham foi
capaz de obter uma generalizacdo covariante. No entanto, uma constru¢ao
relativistica, de primeiros principios, seria feita somente em 1938 por Dirac
[5], com base nas leis de conservacio de energia e momento, além da hip6tese
de que o elétron seria uma particula pontual, conjectura que nio foi feita
pelos seus predecessores, Abraham e Lorentz. Estes modelaram o elétron
atribuindo-lhe a estrutura (modelo extendido) de uma pequena esfera com
carga distribuida uniformemente em sua superficie [29].

Apresentaremos nessa se¢do o trabalho de Dirac [5], com alguns detal-
hamentos feitos por Fritz Rohrlich [24], deixando os cdlculos mais extensos
para o apéndice A.

Utilizaremos, ao longo da dissertagdo, unidades gaussianas e o ten-
sor métrico g"¥ em componentes galileanas ¢°° = —¢% = 1, g"¥ = 0 para
pF V.

No modelo de Dirac, o campo eletromagnético € descrito pelas equagdes
de Maxwell no gauge de Lorentz, com fontes microscépicas localizadas, de-
scritas pela fung@o generalizada delta de Dirac (apéndice B).

Na forma tensorial, essas equagdes sao

v am v
o F* Z?j , 2.1

7
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ONFM 4 8, F" + 0, FM = 0, (2.2)

onde F'* ¢ o tensor de campo, que, em termos do quadripotencial A*, é
definido por

FH = grAY — ¥ AP, 2.3)

enquanto j¥ € a quadridensidade de corrente microscépica. Em termos da
distribui¢do delta e da linha de universo z¥ = z¥(7) do elétron, esta dltima é
definida como

iV (x) = 66/6(4)(3? - Z(T))dzgif-)ch

= 65(3)(" —2(mp) 0" (1),
2.4)

sendo 7, 0 valor de 7 correspondente ao instante x°.

Vale observar que a utilizagdo das equacdes de Maxwell, nascidas numa
teoria macroscopica com fontes do campo eletromagnético ndo-localizadas
(éter ou fluido elétrico), numa teoria com fontes localizadas (particulas), nao
se trata de um procedimento puramente formal. Como mostrado primeira-
mente por Lorentz, as equagdes de Maxwell macroscéspicas podem ser derivadas
de uma base microscopica através de um procedimento de médias estatisticas
[25].

Denotaremos F/;” o campo que corresponde a solu¢do da versdo ho-
mogénea de (2.1). Este campo representa a radiacdio livre que se propaga
de acordo com as condicdes iniciais, e incide sobre o elétron. Somando-o a
solu¢do retardada (apéndice C) da equagdo (2.1), temos a solugdo geral

P (x) = B (x) + Fre(@), (2.5)

ret

que traduz a idéia usual de causalidade, por ser uma solucdo determinada
por eventos no passado de x, e estar de acordo com a assimetria temporal
caracteristica do processo de irradiacdo. Intuitivamente, essa assimetria cor-
responde ao quadro pictérico da radiac@o divergindo coerentemente da fonte
ao ser acelerada.

Por outro lado, formalmente, também € possivel fomular o problema em
termos de “condig¢des finais”, condi¢des posteriores ao inicio da dindmica do
sistema carga-radiagdo. Podemos compor uma solucdo geral com o campo
de radiagdio livre 1%, o qual se propaga, conforme as condi¢des finais, até o

out?

< 12272 P
elétron, e o campo avangado F ; (apé€ndice C), que converge sobre a fonte,
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F*(x) = Fh(z) + FEY (o). (2.6)

out adv

Essa solugdo € entendida como ndo-fisica, por depender da quadricorrente
no futuro do evento z, mas formalmente € idéntica a (2.5), o que implica,
comparando-as, a relacio

e Fi;:;/ — MY _ prv

out ret adv
=L 2.7

E importante notar que o campo F!" fica completamente determinado
pela linha de universo do elétron, além de possuir um valor definido sobre a
mesma.

Em experimentos envolvendo processos de irradiacdo, a radiagdo pro-
duzida é detectada a grandes distancias da fonte, decorrido um longo intervalo
de tempo desde o instante da aceleracdo, de modo que, na regido do espago-
tempo da detec¢do ndo hd radiagdo £ . Com base nisto, Dirac interpreta o
campo F''”, como aquele correspondendo ao campo eletromagnético irradi-
ado, ao invés do campo usual Ffe'; Neste caso, além de dar significado a radi-
acdo na prépria posi¢do da fonte, sem contradizer a observacio, essa teoria da
sentido ao campo de radiacdo antes do instante de aceleracdo da fonte, e inova
o pensamento da época, ao dar certo significado fisico ao campo avangado.

Nesta altura, é conveniente introduzimos algumas defini¢des, que uti-
lizaremos em todo o trabalho:

P = S~ F), @8
F' = %(Fr’t; + Fogy): 2.9)
Faa %(F;;L” — F"™), (2.10)

Fr o= %F’“’vy. @2.11)

Daremos continuidade a exposi¢@o da deducdo da equagdo ALD, mostrando
como Dirac implementou, de forma covariante, os principios de conservagao
de momento e de energia. Para isso, consideremos uma hipersuperficie tridi-
mensional, no espaco de Minkowski, em forma de “tubo”, um hipertubo, com
raio invaridvel p, envolvendo a linha de universo da particula num intervalo
de tempo proprio |11, 2] (Figura 2.1).

Em cada ponto da linha de universo, a lateral do hipertubo é “paralela” a
quadrivelocidade da particula, de modo que seu elemento de volume do* tem
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Fig. 2.1: Hipersuperficie envolvendo a linha de universo da particula carregada

médulo d3c e a orientacio fixada pelo quadrivetor unitério tipo-espago u*,
que ¢ perpendicular a quadri-velocidade em cada ponto da linha de universo
(Figura 2.2).

Fig. 2.2: Quadrivetor unitdrio u*, perpendicular  face lateral do tubo em cada ponto
Assim,

do* = utd3o, wu, = -1, u'v, =0. (2.12)

Dado z*(7), o evento z* de avaliagdo do campo sobre a hipersuperficie
do tubo, que o é simultdneo, como representado na figura 2.2, fica definido
por

at —z2H = put. (2.13)

A condicdo para que z* seja um ponto genérico sobre a superficie do hiper-
tubo e, portanto, simultdneo a um dado z*(7), é

d

E[(x” —2")v,] =0, (2.14)
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o que implica, utilizando essa relagéo e (2.13), que

dam 28 = c(1 = pay/c*)dr, (2.15)
c

onde a, = a)u™.

Esta equacdo nos diz que um deslocamento infinitesimal, sobre a hiper-
superficie do tubo, tem componente ¢(1 — pa,,/c?)dr na diregdo da quadriv-
elocidade. Com isso, em analogia com volumes no espago tridimensional
(dados pela drea da base multiplicado pela altura), o produto dessa compo-
nente com o elemento de drea compreendido pelo Angulo sélido df2, de uma

esfera de raio p, nos da o elemento de volume d®c, isto é

do* = c(1 — pay/c*)p*utdQdr. (2.16)

O tensor momento-energia representa o fluxo de quadrimomento em cada
ponto, e sua defini¢do usual é

1 1
T = <FWF; + 4gﬂ”FaﬁFa5) : (2.17)

em termo de suas componentes,

T =-U, T =-S'/c, TY =T} i,j=1,2,3, (2.18)
onde U corresponde a defini¢do usual de densidade de energia eletromag-
nética, S° é i-ésima componente do vetor de Poynting e TZ-]Ju sd0 as compo-
nentes do tensor de Maxwell.

Para a radiacdo livre, a lei de conservagdo do quadrimomento € expressa
pela relagdo 0,T"" = 0, que é uma conseqiiéncia da invariicia da agdo
do campo eletromagnético livre, sob translacdes espago-temporais; para um
campo eletromagnético externo F';, a densidade de quadriforca

K" =0,T" (2.19)

é, em geral, ndo nula.

Dirac empregou a mesma defini¢do (2.17) para representar o fluxo de
quadrimomento do campo livre adicionado ao campo produzido pelo elétron
(F* = FlY + F})), através da superficie do hipertubo.

Multiplicando por um fator —1/c¢ o fluxo do tensor momento-energia
através da hipersuperficie lateral do tubo (figura 2.1), entre os planos de si-

multaneidade 71 € T2, temos o quadrivetor

1
APH = = / ™ do,, (2.20)
hipertubo

Cc
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interpretado por Dirac como correspondendo a variagdo do quadrimomento
total do campo, entre os instantes 7; € 7. Tal variacdo pode também ser
escrita, usando (2.16), como

APH— / dr / AT 1, p2(1 — paw /). 2.21)

A solugdo (2.5) das equagdes de Maxwell ndo-homogéneas, com o auxilio

de (2.7), (2.9) e (2.10), pode ser escrita na forma
Fr = i 4 T (2.22)
Em termos deste campo, podemos calcular o tensor momento-energia em
todas as ordens em p. No apéndice A é demonstrado que os termos que

contribuem para o fluxo do tensor momento-energia através do hipertubo, no
limite para o elétron pontual p — 0, encontram-se todos na relagdo

e? /4n 1 a? 1 3a
TH y = — JE— [ _Yu “w
YT pau) [(2,04 " 204/)2) ! (202/)3 - 4c4p2) ¢ }

4 1 —
76/ T —TF"v,.
1 — pay /c? cp?

(2.23)

Substituindo essa equagdo em (2.21), obtemos

6’2 T2 1 CL2
APF = ar [d0(— + ) u
A /T T/ <2p2 +2c4>u

ez (™ 1 3a el [ —pa
— d dQ | — + — ) a" — —= d dQF" v,
+47r - T/ <202p+ 4C4>a 47TC/7.1 T/ v

(2.24)

No referencial de repouso, u* € um vetor puramente espacial, com com-
ponentes, digamos, (0;4), onde 4.¢ = 1. Com isso, temos que a primeira
integral € nula, pois [ dQa = 0.

Pela mesma razdo, o termo cujo integrando € proporcional a a,,, na se-
gunda integral, também se anula, restando, portanto, somente a ultima inte-
gral e aquela correspondente ao integrando da poténcia p~!, o que faz com
que (2.24) se reduza a
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T2 /AP e— e?
_ Coul 24 H _
are= | (dT_c} )d Foou =32, @)

1

Esta integral nd3o dependente da forma da hipersuperficie, mas apenas
dos extremos do intervalo, 71 e 7o. Para verificar, basta tomar uma outra
hipersuperficie S3, envolvendo externamente o hipertubo e coincidindo com
este nas extremidades.

Como a linha de universo da particula ndo passa pelo interior do quadrivol-
ume V/, da regido entre as duas hiper-superficies, 9,7*" = 0 em V. Desta
forma, de acordo com o teorema de Gauss,

/ Tdo, = | 8, T"d*z =0 (2.26)
Ss+hipertubo Va

€, portanto,

/ T‘“’dal,z/ T do,. (2.27)
hipertubo S3

Isso implica que o integrando de (2.25) € a derivada total de algum quadriv-
etor, digamos B*,

e2

B — T ZFMV’UU. (2.28)

Como o tensor de campo € anti-simétrico e v,a* = 0, temos B*v,, = 0, que
define o movimento do elétron.
Nesse ponto, Dirac optou pela escolha mais simples possivel para B*:

B = ko, (2.29)

onde k é uma constante no tempo, que ndo depende do movimento.
Se a substituirmos na equagio (2.28), temos que k = €2/2¢?p — m, onde
m €é uma outra constante. A equag@o de movimento do elétron torna-se

E=1n%

ma* = SF™ v, (2.30)
c
ou, mais precisamente, uma vez que o limite p — 0 ndo foi ainda tomado,
ma* = SF" v, + O(p). 2.31)
c

A precisdo dessa equacdo estd limitada pelo tamanho finito do raio do
hipertubo e, conseqiientemente, pelo tamanho do raio do elétron. Como no
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limite p — 0, €2/2¢?p — oo, a constante m pode coincidir com a massa em-
pirica se for escolhido k = k(p), de tal modo que, nesse limite, k — co. Esse
procedimento, realizado por Dirac [5], ficou conhecido como regularizacdo
cldssica da massa do elétron.

Com o auxilio da equacgdo (2.7) e das defini¢des (2.8) e (2.10), podemos
obter a expressio I = FM 4+ FI.

O célculo de """ ¢ apresentado no apédice A, equagdo (A.17). Com esse
resultado, a equacdo de movimento, com massa renormalizada e generalizada
para o caso onde haja influéncia externa sobre o elétron, é

2 2
mat = 3—;(&“ +atayat/c?) + F! + F! . (2.32)

Esta é a equagdo que ficou conhecida como equagdo de Abraham-Lorentz-
Dirac, em que, de acordo com a interpetacdo de Dirac, o primeiro termo do
lado direito corresponde a quadrifor¢ca devido ao proprio campo de radiagdo
e

rad*

2.2 Runaway e pré-aceleracao

Nessa secdo, com o intuito de explicitar as principais dificuldades
da teoria do elétron, analisaremos as solu¢gdes da equacdo ALD para dois
casos simples, onde poderemos identificar caracteristicas gerais das solucgdes.
Faremos isso no limite nao-relativistico,

2
mv = ZL'\" + Fept- (2.33)
3c3
Esta equacdo corresponde a parte espacial de (2.32), descartado termos ndo
lineares em v/c, e, como comentamos na introdugdo, é a equagdo desen-
volvida por Abraham e Lorentz no inicio do século XX, e utilizada por Lorentz
para descrever fendmenos Opticos e de transferéncia de calor.

A escolha da equagdo ALD no seu limite para baixas velocidades € feita
com a inten¢@o de tornar simples as manipulagdes, sabendo que as caracteris-
ticas dos nossos exemplos sdo comuns ao caso relativistico.

Tomemos o movimento de um elétron, na auséncia de campo externo e
campo livre incidente,

_ 2¢2
-~ 3mce3’
O parametro 7y é importante em teoria do elétron, pois caracteriza a ordem
de grandeza do intervalo de tempo para a luz percorrer uma distancia igual ao
raio cldssico do elétron.

mv = mtgV, To (2.34)
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A equagdo acima é de segunda ordem na velocidade e sua solugéo geral,
dada pela combinag¢@o de duas particulares, é

v =ay + agel/™, (2.35)

onde a; e a, sdo dois vetores constantes no tempo.

O caso ag # 0 descreve movimentos onde a velocidade da particula
aumenta indiscriminadamente com o tempo. Solu¢des com esse comporta-
mento, inaceitdveis a luz da teoria da relatividade, ndo foram observadas e
sdo conhecidas como solugées runaway.

Para resolver o problema das solu¢des runaway costuma-se incluir na teo-
ria alguma hipétese fisica ad hoc, para selecionar as solugdes fisicamente
plausiveis. Por exemplo, nesse caso, contorna-se essa inconsisténcia selecio-
nando a familia de solu¢gdes em que a; = 0, ou seja o repouso ou movimento
uniforme. Num caso geral, podemos impor, como fez Dirac [5], a condi¢ao
adicional

lim a(t) = 0. (2.36)

t—o0

Essa condicdo, além de evitar que o elétron se auto-acelere indefinida-
mente, fornece um terceiro valor de contorno, que € indispensavel, visto que
a equagdo ALD é de terceira ordem. No entanto, essa condicdo de contorno
nao € usual, pois funciona como se a teoria atribuisse uma finalidade ao movi-
mento.

Analisemos agora um segundo caso, correspondente a0 movimento de
um elétron sob a influéncia de uma agédo externa, que pode ser expressa em
termos de uma forga funcdo do tempo

mv = mrov + F(t). (2.37)

Para integrar essa equagdo, multipliquemos ambos os lados pelo fator in-
tegrante e~ ¢/, e integremos de ¢ ao infinito

o d r <
- / mro@[e—t /Tyt dt! = / e U/TOR()dt (2.38)
t t
Se integrarmos o primeiro termo, utilizando a condig@o

lim e~*/™a(t) =0, (2.39)

t—o00
que € mais fraca que (2.36), mas elimina as solugdes runaway, temos
mroe Tv(t) = / e=/mR(dt . (2.40)

t
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Com a mudanga de varidvel t' = t + 7ys, veficamos que a aceleragéo é
dada por

v(t) = %/0 e °F(t + 1s)ds. (2.41)

A equagdo acima mostra que a acelerag@o no instante ¢ depende da forca
em todo o futuro t 4 79 s, 0 que representa uma clara violagdo de causalidade,
ao menos na sua forma mais comumente entendida. Podemos visualizar mel-
hor a situagdo na figura 2.3, que ilustra alguns parimetros da dindmica unidi-
mensional de uma particula, submetida a uma forga constante que comega a
agir sobre a mesma no instante £ = 0

\
A
& l 0 .

| ' —
1/
5 10

1 ! t—s
|
= L %

t—

Fig. 2.3: Pré-aceleragio de uma particula submetida a uma forca externa constante.(Extraido
de [29], pag. 789)

Observa-se que o elétron ¢ acelerado antes mesmo da ac¢do da forca ex-
terna. Essa pré-aceleragdo, como é conhecida, possui duracido da ordem de
To, que para o elétron é ~ 107235, um intervalo que seria muito dificil de ser
detectado em laboratério. Além disso, para se sondar um elétron durante um
intervalo de tempo finito At, as medidas de sua energia estariam sujeitas a
uma incerteza AE ~ h/At. Para ndo entrar no dominio da teoria quéntica, é
necessério que AE < mc?, onde m é a massa de repouso do elétron. Isto im-
plica que a dindmica cldssica s6 existe para intervalos At > 1377y > 79, 0
que nos diz que o comportamento acausal ocorre somente durante uma etapa
da evolugdo do sistema que deveria, em principio, ser descrita pela fisica
quéntica.

Devido aos problemas de acausalidade e solugdes runaway da equagdo
ALD, outras equagdes foram propostas. Podemos citar as equagdes de se-
gunda ordem propostas por Bonnor [19], em que a energia irradiada é suprida
pela reduc@o da massa de repouso da particula, e a equagdo de Landau-Lifshtz
(LL) [20], [21]. Esta ultima foi construida em base ao argumento fisico de
que o procedimento de regulariza¢do ndo é fidedigno, e o campo externo nao
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deve enxergar a estrutura do elétron. Em 2000, um importante trabalho foi re-
alizado por Spohn [22], mostrando que as solug¢des de LL podem ser obtidas
perturbativamente a partir do setor de solucdes fisicamente aceitdveis (aceler-
acdo assintdtica nula) de ALD. Rohrlich em [23] propdem uma interpretacao
fisica para esse fato.

2.3 Addendum: o problema do fator 4/3

Embora o problema do fator 4/3 néo esteja relacionado ao modelo
de Dirac, este serd tratado nesta secdo devido a sua relacdo com o conceito de
massa eletromagnética, discutido na secdo 3.1 do préximo capitulo, e a sua
importancia no desenvolvimento inicial da teoria da relatividade especial.

J. J. Thomson [26], em 1881, analisou o movimento ndo-relativistico de
particulas carregadas, modelando-as como pequenas esferas rigidas, de raio a
e com distribuicdo superficial de carga homogénea, verificando que o movi-
mento de uma particula com carga e produz uma energia adicional no campo,
devido ao campo magnético

Y«E E=2S57 (2.42)
C

B =
que existe em fun¢do do movimento da particula com velocidade v.
Representando a densidade de energia eletromagnética por U = (E? +
B?) /8, Thomson verificou que a energia adicional devido ao campo mag-
nético é

1
Eogic = — / B%d’r
8

1/4 €
=3 (32ac2> v2. (2.43)

Curiosamente, esse resultado possui a forma da expressdo da mecénica
newtoniana para a energia cinética de uma particula com velocidade v. Mais
que isso, para os seguidores de Maxwell, por representar a energia de um
campo magnético, estaria associada a energia cinética do éter.

Diante dessa interpretacdo, Thomson associou duas massas a0 movimento
de uma particula carregada: mp,,e, @ massa que corresponde ao conceito da
mecanica cldssica, que tanto particulas neutras quanto as carregadas possuem;
Melm, @ Massa eletromagnética, que descreveria uma inércia proveniente das
propriedades eletromagnéticas da particula.
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Para o modelo analisado por Thomson, a massa eletromagnética corre-
sponde a expressdo entre parénteses na equagdo (2.43)

4 e?
Melm = = —— 2.44
elm 3 2ac2 ( )
Assim, uma particula carregada possui energia cinética
1 2
K= 3 (Mpare + Mepm) V7. (2.45)
Como a energia eletrostética para o modelo em questdo é
2
West = o=, (2.46)
2a
a massa eletromagnética se relaciona com a energia eletrostatica por
4 W,
Metm = = —or. (2.47)
3 2

Essa relagdo entre massa e energia, cujo fator 4/3 deixa inquieto qualquer
fisico contemporaneo, foi incomodar somente com o surgimento da teoria da
relatividade especial, que prevé a relagio m = E/c?.

E importante observar que o fator 4 /3 ndo poderia simplesmente ser ab-
solvido na definicdo da massa eletromagnética. Fazer isso, seria transferir o
fator para a expressdo da energia adicional (equagdo (2.43)).

Jules Henri Poincaré, em 1916 [3], se prop0s a explicar a presenca do fator
4/3, argumentando que somente a interac@o eletromagnética entre as partes
do elétron ndo oferecia estabilidade ao mesmo e, portanto, uma parte da auto-
energia do életron deveria ser de natureza nao-eletromagnética. Poincaré,
entdo, postulou a existéncia de uma forca estabilizadora, cuja pressdao com-
pensaria a repulsdo coulombiana e diminuiria a auto-energia em We,:/3, de
modo que a relagio de Einstein E = mc? niio fosse mais violada.

De forma mais matemdtica, o que foi feito por Poincaré corresponde a
postular a existéncia de um tensor simétrico II*” que, somado ao tensor
momentum-energia T+" (equagdo (2.17)), produz o tensor O = THY +
I1#¥, cuja densidade de quadriforga associada K* = 0,©"” é nula em todo
espago, o que corresponde a uma estrutura estavel para o elétron.

A hipdtese bdsica de Thomson para o cdlculo da massa eletromagnética
estd na equacio (2.43), onde o contorno de integracdo é uma esfera de raio a,
independente do estado de movimento. Abraham e Lorentz definiram a massa
eletromagnética a partir de uma expressao para o momento. Utilizaram como
hipdtese bésica as defini¢des, para a energia € momento,



2.3 Addendum: o problema do fator 4/3 19

W = —/T0°d3r = /Ud3r,

. 1 ) 1 )
p=-- / T d’r = — / Sid3r. (2.48)
& C
Essas defini¢cdes, quando aplicadas ao mesmo modelo, de esfera rigida,
se deslocando a baixas velocidades, usado por Thomson, leva a uma relacao
entre momento e energia, também com a presenga do mesmo fator 4/3

pj — Zrestyg, (2.49)
Para velocidades arbitrarias, a relagéo é

. o 4
J— c J
P mv . (2.50)

Historicamente, o problema do fator 4/3, como ficou conhecido, foi en-
tendido como correspondendo ao problema da estabilidade do elétron. Entre-
tanto, veremos que esses dois problemas sdo independentes, e que o primeiro,
na verdade, corresponde a encontrar a correta transformacao, entre diferentes
observadores, das propriedades do sistema.

Isso foi feito por Rohrlich [27], em 1960, quem observou que as defini¢des
(2.48) envolvem integracdes que vao da superficie esférica do elétron até o
infinito. No entanto, a forma da superficie ndo € a mesma, para todos os ob-
servadores, ou seja, essas definicdes ndo sdo covariantes. E para corrigir o
problema, Rohrlich propds uma definicao que fosse manifestamente covari-
ante, definindo o quadrivetor P* = (W/¢, p) como

PF = —1/ T do,, (2.51)
€ J(o)

onde do, é um elemento de volume do hiperplano tipo-espaco o e o indice
(o) indica que a integracdo é realizada sobre um o hiperplano com um “corte”

naregido dos eventos que correspondem a superficie tridimensional da particula.(Para

detalhes complementares sobre essa defini¢do, vide referéncia [24].)
Escolhendo o hiperplano o perpendicular (no sentido de quadrivetores) a

linha de universo da particula, temos que do,, tem modulo dc e a orientacio

de um quadrivetor perpendicular ao plano, como o quadrivetor v,, /¢, isto é

Uy

d’c. (2.52)

do, =
c
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Assim, a definicdo (2.51), em termos das componentes do tensor mo-
mento-energia (2.18) e das compomentes da quadrivelocidade da particula
v* = (ye; yv), pode ser reescrita como

W:7/Ud3a— %/vajd?’o,
C
Pt [sitosd rise o
c & ’

Chamando de d°r o elemento de volume espacial no referencial de re-
pouso, temos que, devido 2 contracdo de Lorentz-Fitzgerald, yd®o = d°r.

Com isso, as equagdes (2.53), no limite ndo-relativistico, em primeira
ordem em v/c, sd0

W:/UdSr
1 3. L M 53
p == [ Sd’r+ = [ Thv'dr, (2.54)
C C

levando-se em conta que o argumento das integrais correspondem aos limites
ndo-relativisticos de U, S7 e T% .

O segundo termo da expressdo para a energia em (2.53) foi truncado,
devido ao fato de que o vetor de Poynting é linear na velocidade, o que faz
com que o termo em questio seja de segunda ordem em v/c.

Devemos observar que as definicdes de Rohrlich (2.54) diferem das us-
adas por Lorentz e Abraham somente por um termo aditivo, na expressao
do momento. Mostraremos, através de um cdlculo simples, que esse termo
aditivo € o que falta para a relagio esperada p’ = (W /c?)v7.

Para isso, necessitamos das compomentes do tensor de Maxwell, que sao

M _ [ n¥] iR - 2 2\ §1j
Ty = CIE'E 4+ B'B - (B + B*)sY). (2.55)

Com ele, com as defini¢des para o campo da particula a baixas velocidades

€ .
E = ﬁr
1
B = —vxE, (2.56)

poderemos calcular o termo Z [ T}'v'd®r da defini¢io de momento em

(2.54), levando em conta somente termos lineares em v/c,
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1 M 13 e? Lo o 1 N .
= Tjivdr:4W02 r—4{(r‘v)r+—2[(vxr)~v}(vxr)

c

1 1

—5v+ C—Q(V x t)%v},d°r. (2.57)
O segundo termo do integrando € nulo, pois (v X I)-v = 0; o quarto termo

serd despresado por ser de segunda ordem em v/ ¢, de modo que, escrevendo

o elemento de volume d°r = r2df), temos

C%/Tj]‘{[vid3r—4 = /[( r—fv dQ/

(2.58)
ou
L [y
e,
1 N 1 [ /e \2
W/[(rv) =v];dQ |:87T/ (T2r> 47r7’2d7’} .
(2.59)

Além disso, temos [ (F - v)FdQ = 47v/3, o que ¢ facilmente verificado
escolhendo v na dire¢o z; o termo entre colchetes corresponde exatamente
a energia eletrostitica W4, definida na equacio (2.46). Desta forma, final-
mente chegamos a

1 M, 33 ]‘W€St j
?/levd r:_gcT'UJ.

(2.60)

Adicionando este dltimo ao termo com o outro [ S7/c%d>r, da defini¢ao
do momento na equagdo (2.54), que corresponde a defini¢do utilizada por
Abraham e Lorentz, dado pela equacgdo (2.49), verificamos a relagdo

pj 4Wpst j 1We€t j: West j7

3 2 3 2 c?

(2.61)
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O que demonstra que a presenca do fator 4/3 ndo possui relagdo com
propriedades dinamicas do elétron, como a estabilidade, e sim, ¢ uma conse-
qliéncia da cinematica relativistica.

No caso relativistico, pode-se chegar a mesma conclusdo de uma forma
mais simples. Visto que P* = (W/¢; p) na defini¢do (2.51) é um quadrivetor
no espago de Minkowski, podemos obter explicitamente suas componentes,
para um observador inercial qualquer, calculando primeiro (W ) /c; p(o)) =
P}, suas componentes no referencial de repouso, ou seja, realizando a inte-
gral de (2.51) sob o hiperplano o perpendicular a quadrivelocidade, e posteri-
ormente aplicando a elas um boost na dire¢do v do movimento. O boost que
relaciona P}’ e P* é dado pelas equacdes

w WQ v
— =7\~ +Po =)
c c c
—1 Wy v
P=Py+ (ryvg )(PO'V>V+VTOE- (2.62)

Necessitamos agora calcular W e P(o)- Das definigoes (2.53), é imediato
que Wy = Wegr e Po) = 0.
Substituindo esses valores na expressao do boost, concluimos que

W= (West/ ) 2
V1—v2/c?
2
p= We/O) (2.63)

V1—02/c?

Nota-se que em momento algum foram feitas hipéteses com respeito a
estabilidade da estrutura do elétron. O resultado independe da densidade
de quadriforca K* ser ou ndo nula sobre a superficie do elétron. Isto torna
desnecessdria a especulagdo de qualquer interacio de origem nao eletromag-
nética.



Capitulo 3

O problema das divergéncias

Este capitulo é dedicado a revisdo de algumas formulacdes da ele-
trodinamica que adotam a hipétese do caracter pontual para o elétron e se
propdem a equacionar as dificuldades com quantidades divergentes, prove-
nientes desta hipdtese.

Antes de tratar dessas formulagdes da eletrodindmica, daremos o exem-
plo de uma teoria que evita as divergéncias, modelando o elétron como uma
particula com estrutura, um modelo extendido. Esta teoria € 1itil para exem-
plificar as vantagens de ndo se modelar o elétron como uma particula pontual
e identificar caracteristicas comuns entre os modelos pontuais e extendidos.

3.1 O modelo estendido

A equacdo de terceira ordem ALD viola a primeira lei de Newton,
além de exibir outras patologias. Como discutido na se¢do 2.2, esta equacio
exibe solugdes runaway e solugdes com pré-aceleracao, mas, apesar dessas
inconsisténcias, a ALD vem sendo considerada a equagdo com reacdo de ra-
diagdo mais promissora para a descri¢do da dindmica cldssica de particulas
carregadas.

Embora Dirac [5] tenha elaborado uma teoria consistente e covariante,
foi feito um trucamento dos termos de ordem superior no raio p do hipertubo
(secdo 2.1) para o célculo do fluxo do tensor momento-energia.

O raio do tubo € o parAmetro que delimita o tamanho do elétron, de modo
que o limite p — 0 levaria a uma massa eletromagnética infinita na equacéo
de movimento, embora a equagdo tenha sido redefinida através do procedi-
mento de regularizagdo cldssica da massa. No entanto, ndo poderiamos dizer

23
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que a ALD € uma aproximacdo, pois ndo temos outra equagdo, valida, para
comparagao.

O que faz a regularizacdo classica da massa € eliminar termos da auto-
interacdo, adicionais ao quadrivetor de Abraham I'* (equagdo (A.19)), que
vao a zero no limite pontual. Sharp e Moniz [28] elaboraram um modelo
onde todos esses termos sdo considerados, mantendo o raio do elétron finito,
portanto, dispensando regulariza¢cdes. Como veremos, esse modelo equivale
ao de Dirac, exposto na se¢do 2.1, no limite para baixas velocidades e com
forca externa que varie suficientemente pouco sobre a extensdo do elétron.

Partiremos da auto-interacdo que, no modelo em questdo, é definida em
termos da forca de Lorentz

FSElf = /dgr |:p(r, t)Es(ra t) + %j(l‘, t) X Bs(r7 t) ) (31)

onde o indice s refere-se ao campo produzido pelas partes da superficie do
elétron, modelado como uma esfera com distribui¢do de carga superficial uni-
forme.

Em base a segunda lei de Newton, Sharp e Moniz postularam a equacio
de movimento

mbare"’ = Femt + Fself; (32)

com Mpqre representando a inércia relacionada as propriedades puramente
mecanicas da particula e F,; sendo uma forga externa que varia pouco espa-
cialmente, de modo a enxergar o elétron como pontual.

O desenvolvimento da expressdo (3.1) € longo e fora do propésito desta
secdo. O cdlculo pode ser encontrado em Jackson [29], onde a auto-forca é
desenvolvida, desprezando-se termos ndo linerares em v/c, na forma de uma
série infinita, dada por

2 > (71)71 dnJrl
3c2 ~ nlen TP ggn

Foerf = v(t), (3.3)

onde 7, € o fator geométrico

Yo = //d3rd3r’p(r, e, t)r —r'|" L. (3.4)

Para o modelo de Sharp e Moniz, esse fator pode ser calculado facilmente,
representando a densidade de carga em termos da funcdo delta de Dirac por

e
4ma?

p(r,t) 6(| r—ro(t) | —a), (3.5)
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onde a € o raio da esfera, r e ro(t) sdo as posi¢des de um ponto genérico do
espago e do centro da esfera no instante ¢, respectivamente.
Com essa representacio, obtemos

2a)n—1
=2 2£4444447, 3.6
7V o (3.6)

Substituindo esses coeficientes na série para a auto-forga (3.3), podemos
escrever

Ea— 1 dvtly 20"
For— (=2} . 3.7
Y7 3ca? nZ:o (n+ 1)! dtntl ®) ( c ) 7

ou ainda, fazendo k¥ = n + 1 e somando e subraindo o termo correspondente
a k = 0, podemos reescreve-la na forma

ez [ 1 dry 2a\" 1 d% 20\’
Fself_ScaQ{kZ:Ok!chf’“(t) (‘) “oian? (‘) -G8

Observa-se que o somatdrio € exatamente a expansdo em série de Taylor
de v(t' =t — 2a/c) em torno do ponto ¢’ = ¢. Com isso,

2

Fuat = 55 [V(t = 2a/c) = v(0) (3.9)

e a equagdo de movimento (3.2) adquire a forma

2
MpareV(t) = Fogr + # v(t — 2a/c) — v(t)]. (3.10)
Esta € uma equacdo diferencial-diferenga do tipo retardada, que possui
dois pardmetros livres, mpqre € 0 raio a do elétron. No entanto, mp,,-c guarda,
a principio, um dificil contato com a experiéncia por ndo corresponder a
massa empirica, que pode ser medida. E possivel remediar este problema
postulando a quantidade m = Mmyqre + 262 / 3c?a como correspondendo a
massa empirica. Assim,

MpareV(t) = (Mpare+2€2 /3c2a)V(t)— (262 /3c2a)v(t) = m(1—cry/a)v(t),
(3.1D)
onde 1 € definido em (2.34).
A definicdo acima permite escrever a equacdo de movimento (3.10) na
forma
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L g )
V(t)—m(l_CTO/a)Fethr (L cro/a) [V(t — 2a/c) — v(t)]. (3.12)

Analisemos esta equag@o para o caso de uma particula hipétetica com
Mpare = 0, movimentando-se de modo que os termos da auto-for¢a propor-

cionais a poténcias positivas de a sejam nulos ou despreziveis. Para isso,
precisamos expandir v(¢ — 2a/c) até segunda ordem:

V(t — 2a/c) ~ ¥(t) — (20“) W) + (;) (2:)2«15). (3.13)

Fazendo myqr. = 0 e substituindo esta expansdo em (3.10), ou em (3.12),
temos a equagdo

. 2e? . AW,
m¥(t) = Fear + 25 ¥(t), m=2—73 L

que corresponde ao limite ndo-relativistico de ALD (equagdo (2.2)).

(3.14)

Analise das solucoes

Estabelecida a relacdo entre a equagdo do modelo de Sharp e Moniz e a
ALD, analisemos as caracteristicas das solug¢des de (3.12).
Facamos isso para o caso F.,; = 0, em que a equagdo de movimento é

(¢/2a)(cTo/a)

v(t) =& [v(t —2a/c) —v(t)], &€= . (3.15)

(1) = € Iv(t ~20/e) ()], €=
Essa equagdo possui solugdo particular da forma

v(t) = v(0)e?/™, (3.16)

onde v(0) é um vetor constante no tempo e 5 é um nimero complexo.
Para encontrarmos os possiveis valores de [, basta substituir a expressao
acima na equacdo de movimento (3.15), obtendo

T% ¢ [e—w/cm _ 1} . (3.17)

Nao podemos resolver analiticamente esta equacdo, mas é possivel con-
hecer o sinal da parte real através da parametrizacao
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B= % (?)2 (n 4 i),

1

= 3.18
1—cro/a’ (3.18)

g

onde 7 e ¥ sdo niimeros reais.
Utilizando a parametriza¢do acima na equacdo (3.17), obtemos o par de
equacoes

n=—g[l — e /D cos(ered /a)], (3.19)

¥ = —ge~ (/D gin(erod /a). (3.20)

Observa-se que, para a > cTy, a equagdo (3.19) ndo possui solu¢des para
valores positivos de 7, o que nos garante que, neste caso, nao ha solucdes
runaway.

Ja para o caso a < c1yp, é possivel a existéncia de solugdes da equagdo
(3.19) para n > 0, o que significa a possibilidade de runaways.

Quanto a questdo da pré-aceleracao, Sharp e Moniz, no mesmo trabalho,
analisam as solugdes de (3.15) para o caso em que F.,; # 0, verificando
a existéncia de uma relacdo causal entre a forca externa e a aceleragdo da
particula somente para a > c7p, mostrando que, assim como as solucdes
runaway, a pré-aceleracio ndo € prépria do caracter pontual do elétron.

3.2 A proposta de Mario Schonberg

Mario Schonberg prop0s eliminar as divergéncias sobre a linha de
universo do elétron, da auto-for¢a e do tensor momento-energia, com um
método inspirado na eletrostatica.

Por exemplo, em eletrostdtica, num sistema de cargas, a forga total sobre
uma particula pontual com carga e;, posicionada em r;,

€€
Fi = — Z ;3] ry;, T =TI;—TIj, (321)
gAY
assim como a energia do campo elétrico
1 €€y
W=y (3.22)

257 T
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ndo divergem, pois a teoria postula que a i-ésima particula interege somente
com as demais particulas do sistema. No entanto, para o caso da eletrodi-
namica, solucdo em tal sentido ndo seria possivel, pois ndo descreveria a in-
fluéncia no movimento das cargas devido ao processo de irradiagao.

Schonberg e Leite Lopes [13] dividiram o campo produzido pela ¢-ésima
particula em duas partes: (1) a parte que reage sobre a prépria particula,
descrevendo a perda de energia no processo de irradiagdo, o campo rad (esse
campo difere por um fator do campo definido por Dirac, se¢do 2.1); (2) a
parte que ndo age sobre a i-ésima particula, mas influencia o movimento das
demais, o campo at.

O campo da parte (1), definido por Schénberg em [14], seria

€
124 e
Frad,i D)

(Freti = Fadu,i)- (3.23)
Este, a menos de um fator ¢; /2, é o campo definino por Dirac em (2.7).
J4 o campo at, correspondente a parte (2), foi definido pelo tensor

at,i ret,: adv,i

1
Flty = SN+ Fl, ). (3.24)

Na teoria de Schonberg ndao ha um tinico campo responséavel por todas as
interacdes do sistema. Diferentemente da concepgdo de Maxwell e Faraday,
cada particula interage com um campo distinto.

O fator ¢; = %1 corresponde as duas orientagdes da linha de universo da
particula 7. O significado fisico para cada um dos valores vem do quadrimo-
mento cinético, definido por

M
Gh. = m%. (3.25)
A orientagdo ¢; = 1 foi interpretada por Schonberg como correspondendo a
movimentos com energia cinética (cGY,,,) positiva e a orientagdo €; = —1 ndo
como correspondendo a movimentos retrégrados, como poderia ser pensado,
mas a movimentos com energia cinética negativa.
Como o sinal da energia cinética ¢ o mesmo do intervalo infinitesimal

sobre a linha de universo, temos que

ds; = e;n/dzt'dx; . (3.26)

O campo total produzido pela i-ésima particula é

FM = R R (3.27)

part,i rad,i at,i

e assume os valores
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F*  se € =+1
Fr = FM 4 PR = T ' (3.28)
2 t 24 — .
part,i rad,i at,i Fadv,i’ se € —1.

~ . 1224 <
Esta equagdo nos diz que £}, ; € sempre um campo retardado, para um
observador cujo tempo préprio flua na mesma direcao do tempo préprio da

particula <.

3.2.1 Equacoes de movimento

Com base no significado fisico dos campos F,; ; e F}.", ;, Schon-
berg, ainda no mesmo trabalho [14], define o campo

Fi = Fhr Yl o+ Fl (3.29)

act,t rad,i part,j
J#i

atribuindo ao mesmo a representacdo de todas as influéncias sofridas pela
1-ésima particula do sistema. Além disso, nos moldes de uma equagdo de
movimento newtoniana, foi postulado que a dinimica de um sistema de n
cargas é dada pelo sistema de equacdes

GRR e i=1.2,....n. (3.30)
C

i act,i LY

m;a
Através das equacdes (A.18) e (A.19) é facil verificar que

_ eiFAw _ 2¢;e] m A1 /2 331
= Fraaiviv =33 (af + apra; vy’ /c®). (3.31)

Com isso, podemos reescrever a equagao (3.30) na forma

FIL

rad,i

2
261-61.

H Tt
v 3¢3

(af + aina}ol' f) + Y Fh ., + Fly. (3.32)
i

m;a

3.2.2 O tensor momento-energia

Na primeira parte da secdo 3.2 mostramos como Schonberg contornou o
problema da auto-forca divergente, postulando func¢des para diversos campos.
Aqui mostraremos qual foi sua proposta para o tensor momento-energia do
qual pode ser derivada a expressdo correta para a densidade de forca, evi-
tando, a0 mesmo tempo, que as integrais espaciais de suas componentes fos-
sem infinidas.

Schonberg postulou o tensor momento-energia pela expressao
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N2 va § va E
47TTSch F rad, z tot @ + at z a

;w FQB + ZFqude Ftot «af T ZFat i aﬁ)

1
22 (FifiFus ot 39" FoiiFut o). (3:33)
T
onde
Ff/Ot;OlB = Z Fpm’t,i;aﬂ + ﬂ7l;aﬂ- (3.34)

Observa-se que, para essa definigdo, 7%, diverge segundo r~2,endor—*

como na defini¢@o usual (equagdo (2.17)). Logo, a integral espacial das com-
ponentes do tensor-momento energia sobre qualquer regido € sempre finita.
Essa é uma propriedade importante, pois somente respeitada, a quantidade
G(o) = % fg T“l’dou pode represen.tar o qua(}jrimomento do campo.
A diferenciagio de um termo tipico de T, seria, por exemplo,

A .
al;”ZZF;tat at,]la = ? atza-]l ZF:taL al’/ atla) (3 35)
i jF#i i#l i#£l

Derivando de modo semelhante os demais termos e agrupando-os, pode-
se mostrar que a densidade de quadriforga da particula / é

1 .
Koy =016, = *(Factl + Ff )i

(F’“’ L+ FR6 Py, (3.36)

act

Portanto, a quadrifor¢a F'#(z;) agindo sobre a [-ésima particula na posi¢do
z)'é
Zl /KSch l (Fact 1t an )'Ul;;u (3.37)

que corresponde a quadrifor¢a na equacdo (3.32), acrescida a forga da radi-
angdo livre F”.



3.3 Outras propostas 31

O sinal de integrac¢do na equag@o acima é simplesmente simbdlico. Rig-
orosamente, K, ; é uma distribuicdo ndo-regular (apéndice B), de modo
que a integracdo em (3.37) ndo faz sentido. O lado esquerdo dessa equagdo
pode ser entendido como (K gch, 1, @) (vide apéndice B), a atuagdo da dis-
tribuicdo K g‘ch’ ; sobre uma fungdo teste ¢, onde ¢ € uma fungio diferencidvel
com suporte contendo uma vizinhanga de z}".

3.3 Outras propostas

3.3.1 A eletrodinamica de Feynman-Wheeler

Esta teoria interpreta o processo de irradiacdo como conseqiiéncia da
interacdo entre uma particula e o resto do sistema, de forma que, num sistema
com uma Unica particula, mesmo acelerada, ndo haveria irradiacao.

Essa concepgdo € explicada em [16] com a citagdo das palavras de H.
Tetrode, um dos pais da idéia, que transcrevemos abaixo

“The sun would not radiate if it were alone in space and no other
bodies could absorb its radiation ... If for example I observed
through my telescope yesterday evening that star which let us say
is 100 light years away, then not only did I know that the light
which it allowed to reach my eye was emitted 100 years ago, but
also the star or individual atoms of it knew already 100 years
ago that I, who then did not even exist, would view it yestarday
evening at such and such time . ... One might accordingly adopt
the opinion that the amount of material in the universe deter-
mines the rate of emission.”

Diferente da teoria de Schonberg, onde ha auto-interagdo, a eletrodina-
mica de Feynman-Wheeler postula que uma dada particula, a qual chamare-
mos, a partir de agora, de fonte, sé interage com as demais particulas do
sistema, cujo conjunto chamaremos de absorvedor.

O campo dessa interagdo, produzido pela k-ésima particula do absorve-
dor, foi postulado como sendo

FP . =

bt = 5 (Flver + Filnay)- (3.38)

1
5 k,re

Outra diferenga entre esta teoria e a de Schonberg estd na fungdo do ab-
sorvedor, que cumpre um papel essencial na explica¢cdo do mecanismo de in-

teracdo. Por isso, como veremos, o absorvedor ndo € simplesmente o restante
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do sistema, sdo atribuidas ao mesmo propriedades especifias, como ser com-
posto de um ndmero suficientemente grande de particulas, capazes de ab-
sorver completamente a radiacdo emitida pela fonte.

Apresentaremos a seguir um modelo muito ilustrativo, com uma configu-
racdo especifica para o absorvedor, onde estd aplicado as hipdteses da teoria.
Esse € um dos exemplos dados por Feynman e Wheeler em [16].

Exemplo

Nesse modelo, o absorvedor € suposto como composto de um nimero in-
finito de cargas livres, todas em repouso e separadas por uma longa distincia.

Suponha que a fonte com carga e, inicialmente em repouso, receba no
instante ¢ uma aceleragdo a(t). Isso produz um campo elétrico retardado, que
r(t)/c segundos depois perturba a k-ésima particula do absorvedor, situada
na posig¢éo ry(¢) no momento da aceleragdo da fonte. Esse campo elétrico, de
acordo com a hipétese do modelo de grande afastamento entre as particulas,
¢, em boa aproximacao,

E., = %rk(t) % (ry(t) x a(t)). (3.39)
k

Essa expressao s6 possui o termo correspondente ao campo de radiacdo,
que cai com 7‘,:1. Um outro termo, a parte coulombiana, que cai mais rapida-
mente, com 1",;2, foi desprezado. A expressdo geral para esse campo pode ser
obtida na secdo 63 da referéncia [21].

Apé6s a aceleragio da fonte, no instante ¢’ = ¢ +r(t) /¢, quando o campo
E. ., atingir a carga ey, com massa my, esta sofrerd uma aceleracdo

ap= LK, (3.40)
mg

Segundo a teoria, isso fard com que essa particula do absorvedor reaja,
irradiando um campo elétrico metade retardado e metade avancado, dado pela
equagdo (3.38), sendo que a parte retardada dessa radiacdo alcancard a fonte
somente no instante t” = t + r(t)/c + ri(t")/c, sendo ri(t") a distancia
entre a carga e, e a fonte no instante ¢”.

Ja a parte avangada alcanga a fonte no instante ¢/ = ¢ + ri(t)/c —
re(t)/c = t, ou seja, a radiacdo avancada reage sobre a fonte no mesmo
instante de sua aceleragdo inicial a(t), o que implica numa forga elétrica in-
stantinea, cuja componente na diregdo de a(t) é

1 €L
el —f_
2.3

2 c?ry,

fr = [—ri(t) x (—rg(t) x ag(t))] - a(t). (3.41)
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Utilizando as equacdes (3.40) e (3.39), para escrever a; em termos de ry,
e a, podemos obter fi, omitindo o argumento (¢), na forma

2,2
evey

i g {—Tk X [=ri X (rp x (rp x a))]} - a, (3.42)

- 2ctmyry)
ou, utilizando a identidade vetorial A x (B x C) = (A-C)B — (A - B)C,

2,2
e“era

fr 5 sen”(ry, a), (3.43)

o 2ctmyry
onde o argumento da fun¢do seno indica o angulo entre ry, e a.

Por motivos de simplificacdo, os autores do modelo trataram somente uma
componente de Fourier da aceleracdo, isto €, escolheram

a=age (3.44)

No modelo, a velocidade de propagacdo do campo avangado da particula
k ndo é considerada c, e sim ¢/n, sendo n o indice de refragdo do meio consti-
tuido pelo absorvedor, que, por hipdtese, é suposto constituido por particulas
distribuidas uniformemente por todo o espaco, com densidade N.

O indice de refragd@o, para a componente de Fourier do campo com fre-
qiiéncia w, é dado pela conhecida expressdo da teoria de dispersdo para meios
nao-dissipativos, com coeficiente de absor¢io pequeno,

27rNe%

n=1-— 5
mirpw

(3.45)

Essa alteracdo na velocidade da radiacdo avangada faz com que sua com-
ponente com freqiiéncia w chegue a fonte com uma fase temporal

e—iw(rk/c—nrk/c) )

Com esta fase temporal e a hipétese da homogeneadade do abosorvedor,
podemos calcular a reacdo total sobre a fonte, na dire¢do de a, através da
integral

f:/kae*iw(Tk/C*’ﬂTk/C)di’)r’ (3.46)

que com o auxilio das equagdes (3.43) e (3.45), e escrevendo d°r = rde,
pode ser reescrita como

2 2N —iwt o) )
f= w/dQsenQ(rk,a)/ drkeﬂ(%NEi/m’“C“’)”. (3.47)
0

2¢tmy,
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. ; 2 ~ 2
A integral [;° drye*(27Ner/mrew)Ts nao ¢ convergente, mas pode ser
redefinida em termos de seu valor principal (apéndice C)

VP > drk’efi(Qﬂ'Nei/mkcw)rk
0
, 0 que equivale a escolher o fator na exponencial complexa, entre parénte-
ses, como um nimero complexo na forma (27 Ne? /mycw) — ie, realizar a
integracdo e depois tomar o limite € — 0.
Este célculo simples nos leva a

VP dre—i@rNeR /mpew)ri _ _; TRCW 3.48
e G O
Finalmente, utilizando [ dQ2sen?(ry,a) = %” e a equacéo acima, cheg-
amos a
2e% iw 2¢% da
f = @(—Zwa()e t) = @E (349)

Observa-se que essa expressio corresponde ao primeiro termo do lado
direito da equagdo (2.33), que corresponde a reag@o de radiacdo da equacdo
ALD, no limite nao-relativistivo.

A teoria serd exposta, agora, em termos gerais, para melhor compreensao
das hipéteses utilizadas no modelo.

Teoria geral

Como foi comentado, a eletrodinamica de Feynman-Wheeler é formulada
com base no papel do absorvedor. Todas as situacdes descritas pela teoria
admitem sua existéncia.

O absorvedor na teoria geral é caracterizado pela propriedade de que no
seu exterior (figura 3.1) vale a relagdo

1 v v
> F e+ Fli ) =0, (3.50)
k

onde o somatdrio inclui todas as particulas do sistema, inclusive a fonte.

Em termos fisicos, como cada elemento da soma representa, segundo a
definicdo (3.38), o campo produzido pela k-ésima particula do sistema, essa
equagdo diz que uma particula teste, do lado de fora, ndo experimentaria nen-
huma forca, em outras palavras, a equacdo acima corresponde a completa
absorcdo da radiagdo.



3.3 Outras propostas 35

Fig. 3.1: Carga envolvida pelo absorvedor.

Como os campos retardado total e o avancado total representam ondas
divergentes e convergentes, respectivamente, estes ndo podem interferir de-
strutivamente em todos os intantes e todas as posi¢des fora do absorvedor,
implicando ser possivel a validade da equagdo (3.50) somente caso

Z Ffeik = Z FciLdyv,k =0. (3.5D)
k k
Portanto
v 1 y
Frsiae = ) 5 (Fers = Fugy ) =0 (352)
k

fora do absorvedor.
1% £ = = A ~
F iside € uma solugdo da versdo homogénea da equacdo de Maxwell

(2.1),isto &, 9, F!". ... = 0, em todo o espago e qualquer instante.

Um teorema sobre fungdes harmdnicas garante que se J, F'*” = 0 em
todo espago e o campo F'*¥ decai, assintoticamente, mais rdpido que 1/ r3/2,
entdo F*¥ = ( em todo espago. Aplicando o teorema ao campo F\”

outside’
temos que equagdo (3.52) € valida dentro e fora do absorvedor.

Equacio de movimento

O campo total que age sobre a fonte, rotulada por [, é o campo metade
retardado e metade avancado produzido por todas as particulas do absorvedor

1 7 "y
Z i(Fr{et,k + indv,k)7 (353)
k#£l

de modo que a equacdo de movimento da fonte é

e 1 v y
miay’ = ?l > §(F:Let,k + Fado ) | vt (3.54)
P

O campo (3.53) pode ser dividido em trés partes
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]‘ 14 174 v
Z i(vaLet,k' + Frg k) = Z Floie
k£l k£l
1 v ns 1 ns v
+§(F7it,l —F) — Z §(Frlet,k — Fli 1) (3.55)
k
O ultimo termo do lado direito desta equagdo € nulo, devido (3.52); o

primeiro termo encontra-se no apéndice A (equacgdo (A.17)). Assim, a equacio
de movimento da fonte (3.54) adquire a forma

2
mya) = ;%(a;‘ + atax)'/c?) + Z Ffi i (3.56)
k#l
que, em termos da interpreta¢do do campo de acordo com o modelo de Dirac
(secdo 2.1), corresponde a equagcdo de movimento de uma particula inter-
agindo com o seu proprio campo de radia¢do (primeiro termo) € com o campo
externo retardado produzido pelas demais particulas.

3.3.2 A proposta de Gupta

Gupta [12] apresentou, em 1950, uma proposta interessante e sim-
ples para a elimina¢@o das divergéncias da eletrodinamica cldssica, que con-
duz a equacdo ALD.

Nessa teoria, a remogao da auto-energia das particulas carregadas de um
sistema ¢ feita através da modificacdo da expressdo usual da densidade de
quadriforga total, com base na hipdtese de que a auto-energia ndo possui sig-
nificado fisico.

O tensor momento-energia referente a nova densidade de quadriforga pos-
sui singularidade quadrdtica e a quadriforca sobre cada particula, associada
ao mesmo, € finita.

Gupta postulou a adicdo de um contra-termo na expressdo para a densi-
dade total de quadriforca. Para um sistema com n particulas, sendo J, =
> h—1 Juvk»> @ quadricorrente total, e F* = Y7 | FI 4 Fl, o campo
retardado total adicionado ao campo externo, a densidade de quadrifor¢a total
ao invés de

1
Kt = —FuJ", (3.57)

passa a ser dada por

1 o
Kfg=-(Fud" - > F k), (3.58)
k
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onde F' i‘"k € o campo simétrico correspondente a particula k, definido em
(2.9).

A nova densidade de quadriforga total deve se relacionar ao tensor mo-
mento-energia 7'V, diferente do usual (equagdo (2.17)). Como, por defini¢ao,
K% o = 0, T, Gupta fez a seguinte escolha para o tensor momento-energia

TG =T =Y T, (3.59)
k

onde

v =L (propy 4 Lo, pos (3.60)
" 4n o Ty Teb ‘
€

v = L (prepy Lo p Fo8 1
+k = g \ T HE ke + 19 Pkt |- (3.61)

Embora T e »_, T'", divirjam sobre as linhas de universo de cada
particula, de acordo com r—4, Tg ’é; diverge coforme r~2. Para verificar, ob-
serve que

, (3.62)

FW:ZW&*
k

onde F* Vk ¢ definido por (2.8). O termo entre colchetes é finito em todo o
espago-tempo, implicando que o tensor 17", pelo fato de ser quadritico no
campo, pode ser dividido em trés partes

k

n

T =T TR T (3.63)

mix
k=1
onde T diverge quadraticamente sobre as linhas de universo de cada particula,
por envolver o produto entre o primeiro e o segundo termo do lado direito de
(3.62); Tj‘fi‘; ¢ finito, pois envolve somente o campo entre colchetes de (3.62).
Com isso, podemos escrever T4, na forma
WY v %

Tsc = Thiz + Trins (3.64)
comprovando sua divergéncia quadrdtica e, portanto, fazendo com que qual-
quer integral espacial do mesmo seja finita, o que € importante para uma rep-
resentacdo covariante da energia e do momento do campo, como comentado
na se¢do 3.2.2.

Com o novo tensor momento-energia, a densidade de quadrifor¢a da k-
ésima particula passa a ser
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17 ]' v v .
Kg.G,k- =0viTéc = E(F“ - Fik)jk;vv (3.65)

ou, utilizando a definicdo de quadricorrente em termos da funcao delta, equacao
2.4),

e 14
K§gp = f(F’“‘” — FI)6 g, (3.66)

Integrando K .1 ©m todo o0 espaco, encontrarmos a quadriforga total agindo
sob a [-ésima particula,

. €l
/Kg.G,ldgr = ;(FW - Ffl)vl;y- (3.67)
O campo entre parénteses na equacao acima pode ser dividido em trés partes

P — Fi = FM 4+ N Rl 4+ FEY (3.68)
k£l

o que conduz a equagdo ALD,

1
—(at + Cﬁa?al;wﬁ) + F" .. (3.69)



Capitulo 4

Regularizacoes covariantes

Este capitulo é dedicado ao estudo de métodos de regularizagio, que sdo
procedimentos formais usados para transformar uma teoria com quantidades
divergentes em outra com as mesmas quantidades finitas, mantendo simetrias,
como covariancia, invariancia de gauge, etc.

4.1 Regularizacao de Pauli-Villars

Como mostrado no apéndice C, as fung¢des de Green D¢t pr € Dogo, s €
as fungdes de comutagio D), D(=) D) e D exibem singularidades tipo
delta 6(\), onde A = 22, e pélos de primeira ordem 1/), que sdo indepen-
dentes da massa M de cada campo. Exibem também singularidades logarit-
micas In()) e descontinuidades tipo salto §(\) que sdo proporcionais a M?2.
Pauli e Villars [30] propuseram um método para subtrair, de forma covariante,
essas singularidades de funcionais lineares dessas fungdes. O método con-
siste em supor a existéncia de campos ficticios com massas M e, associando
a estes uma fungdo de Green ou de comutagdo Dy, do conjunto {Dyy, } =
{D(H, D(*), D, Dyet,m; 5 Dadw,u, }» construir propagadores através de com-
binagdes das fungdes desse conjunto. Isto é, dada uma funcdo D,y,, para a
subtragdo das singularidades, a mesma deve ser substituida por outra reg{ Dy, },
definida pela combinacao

reg{Du,} = Z ¢; D, 4.1
J

Os coeficientes c¢; devem estar submetidos as condigdes

39
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> e =0, (4.2)
J
para a remogao das singularidades independentes das massas dos campos, e
> eM; =0, 4.3)
J

para eliminacdo das singularidades proporcionais ao quadrado das massas.
Para se obter expressdes continuas e com derivadas continuas sobre o
cone de luz até ordem n — 1, deve-se estender as condigdes acima,

ZC]‘M;-l =
J

S M2 =0, (“4)
J
Faz parte da prescricdo do método tomar o primeiro termo da série (4.1)
como a propria fungdo D)y, a ser regularizada, e ¢; = 1, assim como a
condicao
)\ Dy, = 4.
M, lgloozc] w; =0, 5)

de modo que, tomando o limite M; — oo no final dos cdlculos, a expressao
ndo regularizada € recuperada, isto é

hm reg{Dn, } = D, . (4.6)
Mj—o0

Essa propriedade € assegurada pela condi¢do imposta pelo método as massas
ficticias e aos coeficientes c;

lim Z'C” 0. (4.7)

Mj;—00

Desejamos, como aplicacdo do método, regularizar o tensor de campo
retardado F.;, que é um funcional da fun¢do de Green D,..;. Encontra-se no
apéndice C a expansdo dessa funcio, que mostra que sua Unica singularidade,

em A = 0, é a do tipo delta, além de uma descontinuidade tipo salto. Para
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o célculo de Fﬁ;’; basta, como veremos, eliminar a singularidade tipo delta,
de modo que a condicdo (4.2) € suficiente. Isto implica que somente uma
massa auxiliar M € necessaria, além daquela correspondente a D,..;, que é

nula. Com isso, temos que, da equagdo (4.1),

Teg{D'r'et('r)} = CODret(x) + ClD7'et,J\4(x)~ (4.8)

Da prescri¢do do método, ¢y = 1 e, de (4.2), segue que cg = —c; = 1.
Considerando estes valores para os coeficientes c; e utilizando a expressdo da
funcdo de Green retardada

_0(z0) M J(MVX)
Dyet(z) = - () — 79()\) 7 , (4.9)
cujo desenvolvimento se encontra no apéndice C, temos que
M, Ji(MV/X)
reg{Dyet(x)} = EG(% )O(N) N (4.10)

Como pode ser encontrado no apéndice C, a transformada de Fourier da
fungio de Green G' do operador O + M? é

1
k2 — M2 + i€’

0 que implica que a transformada de Fourier de reg{ D,.;(z)}, que denotare-
mos simplesmente por reg{ D;..:(k)}, tem a forma

G(k) = — (@.11)

1 1
1. Tz 21 i’
k?+ie  k?— M?+ e
que é o conhecido cutoff de Feynman, em que o primeiro termo é o propa-
gador, no espaco reciproco, do campo eletromagnético, nio massivo, € o se-
gundo termo € o propagador do campo ficticio. Nessa forma, é imediata a

verificagdo que o propagador original € recuperado no limite M — oo.

reg{Dret(k)} = (4.12)

Aplicacao: regularizacio do auto-campo do elétron pontual

Nesta secdo vamos expor o célculo da regularizagdo do tensor de
campo Fi.¢s,,, feito por Coleman em [31], usando o método de Pauli-Villars.
Por economia na notagdo, tomaremos a velocidade da luz igual a unidade
e recuperaremos os fatores envolvendo ¢ no final dos cdlculos, por andlise
dimensional.
Substituindo a defini¢do (2.3) na equacao (2.1) e utilizando a condi¢d@o de
gauge de Lorentz, temos a equagdo de campo
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0A, = 4j,, O=0,0", (4.13)

cuja solucio em termos da fun¢do de Green retardada D,..; (apéndice C) é

Apet,p(x) = 4me /Tp Dyet(x — 2(7))2u(T)dT. (4.14)

Este funcional de D,..; diverge sobre a linha de universo Z#(T), mas
podemos regulariza-lo nessa regido do espaco-tempo substituindo D,..; por
reg{ Dyt } €, antes de aplicar o limite M — oo, como prescrito pelo método
de regularizacdo de Pauli-Villars, eliminar os termos em poténcias positivas
de M.

De acordo com o método, a equagdo (4.14) pode ser escrita na forma

A, (xz) = lim 4me /Tp reg{Dret(x — 2(7)) } 2, (T)dT. (4.15)

M— o0 o

Por economia na notacio, também omitiremos o sinal de limite e o sim-
bolo reg{ }. Utilizando a definigdo (2.3) para o cdlculo do tensor de campo
e escolhendo o evento x sobre a linha de universo, coincidindo com o evento
w = z(7p), podemos verificar que o auto-campo do elétron é

Fretun(2(1p)) = 47re/ ’ OuDret(w — 2(7))dz, (T) — (1 ¢ v), (4.16)

onde o segundo termo, denotado por (p > v), é, a menos da troca do indice
1 por v, igual ao primeiro.
Podemos reparametrizar a integral acima em termos do intervalo entre os

eventos w = z(7p) € 2(7), 12 = (w — z(7))?, de modo que

Oy = — 2 — (4.17)

e, portanto,

O(w—z)u d

4 dzy
r dr

Dret (T) d?"

Fret;uu(Z(Tp)) = 47T€/ dr — (/L <~ l/). (418)

oo

Integrando por partes a equag@o acima e eliminando termos simétricos
nos indices p e v, temos que
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e d [(w—2),dz,
Fretpn(2(mp)) = 471'6/0 erret(r)% {(T)‘ dr] — (e v).
(4.19)
Para obter o auto-campo em termos de uma série, vamos expandir a trajetoria

zﬂ(r) em torno do evento w,,, ou seja, em torno de 7 = 0,

1 1
2 (1) = 2,(0) + 2,,(0)r + 5211(0)7“2 + EZZ/(O)TB +0(r"), (420

onde cada ’ representa uma derivada em relagdo a 7.
Desta equagdo podemos calcular a expansio para dz,, /dr,

Cili:(r) =z, +z,r+ %zﬁ’vﬁ +0(r?), 4.21)
onde os argumentos das derivadas foram omitidos e o continuardo sendo nas
proximas passagens.

Com as duas expansdes, podemos calcular a derivada do termos entre

cochetes que aparece em (4.19),

d [(w—2),dz 1
ar [d = (a3 Ee

1
+ <z:tzlul — 2,2, — 32Z/z'u> r+ O(r?), (4.22)

com a qual, eliminando o termo simétricos nos indices u e v, chegamos a

i (w_z)ud'zl/ _ _ 1///
dr{ T dr] (MHV)_(QZ“Z”

2
+ (z’”zl’, - =2 z”’) r+O(r?). (4.23)

Nesta ultima passagem, eliminamos os termos simétricos nos indices u e v
€ mantivemos a precisdo somente até primeira ordem em 7, pois os demais
termos produziriam, no resultado final, termos do tipo O(1/M), que vdo a
zero no limite M — co.

Substituindo (4.23) e a expressdo para reg{ D¢}, equacdo (4.10), em
(4.19), temos a expressao

1 oo
Fretsun(2()) = eM(32002,) /O P (Mr)dr +

2 2 °
eM(gzg’zl’, - gz;zl’,”)/ J1(Mr)dr + O(1/M), (4.24)
0
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em que as integrais podem ser calculadas com ajuda da identidade

2 T(143n)
- MHIT(1 - dn)’

/00 r"Ji(Mr)dr (4.25)
0

levando a

1 2 2
Fretu(a(1)) = eM(520/20) + e(5 202, = 22al!) + O(1/M), (426)

que pode ainda ser reescrita em termos das derivadas em relacdo ao tempo
préprio 7, através das relagdes

z;L = —Zy,,
Z, =%,
. &7
ZZ/ = — ZH +Z“ﬁ (427)
Finalmente, utilizando as relagdes acima, concluimos que
eM . . 2 .. .. .
Fretyun(2(1p)) = —T(zﬂzy) + g(zM Z,— 2, 2y,) +O(1/M). (4.28)

O primeiro termo dessa expressdo ¢ infinito no limite M — oo e, por-
tanto, deve ser absolvido nos parametros para os quais a teoria ndo prevé
valores. Com isso, o campo regularizado na posi¢do da particula, recuperado
os fatores envolvendo ¢ que ddo a correta dimensao, é

2¢% ... . L 2 e,
Fret(2(1p)) = 50—4(2# 2y —Ey Zy) = 50*4“[/”’”1’ 4.29)

que é a 0 mesmo campo dado por (A.17).

4.2 Regularizacao em termos de seqiiéncias de dis-
tribuicoes
Mostraremos agora a regulariza¢do da quadriforga Fi.c¢,,, utilizando

um método em que a distribuicdo delta € representada como o limite de uma
seqiiéncia de distribui¢des regulares (apéndice B). Esse célculo foi realizado
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em [32]. Faremos ¢ = 1 para simplificacdo da notagdo e recuperaremos a
unidade correta no final dos célculos.
A funcdo de Green retardada é dada por

(4.30)

Podemos expressar essa distribuicdo como o limite com b — 07 da se-
qiiéncia

—t2/b
Sy(t2) = —— — 431)
que possui a propriedade
Jim / So(t)h(t)dt = h(0), 4.32)
b—0+ 0

onde h(t) é uma funcdo integrdvel qualquer e o pardmetro b é conhecido
como pardmetro de regularizacdo. Com a seqiiéncia (4.31) podemos definir
o funcional

b

que, em termos da expansdo em série de Taylor de h(t) em torno de ¢t = 0, é

00 e—t2/b
R[] = / h(t)dt, 433)
0

> RM(0) [
Fy[n] =Y b2 / e tnat
2 .

n!
n=0

(4.34)

LS o1y 2h™0)  n+1
:521)( 1)/2¢p( ).

n! 2
n=0

Esta série mostra que no limite b — 07 temos uma tnica divergéncia, do
tipo 1//b, a qual nio seria problema para o sub-espaco das funcdes h(t) que
sdo nulas na origem. Uma forma de subtrair esta divergéncia, sem restringir
o funcional ao sub-espago de funcdes h(t) tal que h(0) = 0, é através da
defini¢dao do novo funcional

regFy[h] = /O T S (h(t) — h(0))dt. (4.35)
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Para esta nova defini¢do, o limite b — 0T, que chamaremos de regF [h], é

o _ 1
regF[h] = bli%i regFy[h] = §h (0). (4.36)

Nesse mesmo espirito, dado o funcional envolvendo a seqiiéncia que con-
verge para a derivada da distribuicdo delta d; (t)

Fl[n] = / h &, (%) h(t)dt, 4.37)
0

podemos redefini-lo, subtraindo suas divergéncias, através do funcional

regFl[h] = /O h §p(t3) (h(t) — h(0) — th'(0) — t2R"(0)/2!)dt
(4.38)

e, expandindo h(t), verificar que

1
regFy[h] = —Eh"’(O)7 (4.39)

Como veremos, a auto-for¢a pode ser expressa em termos de um funcional
semelhante ao (4.37). Para verificar, partamos da expressdo do apéndice B
para AL, (z)

ret

Tp
Al (z) = 2e / §[(z — 2(7))?|vH(7)dr, (4.40)
onde 7, € o valor de T correspondente a 2.

Com esta expressdo, podemos calcular o tensor de campo retardado pela
defini¢do (2.3)

Fre@) = e [ 8o = 500 = ) (dr, @4D
onde [x — Z(T)][HUV] (1) =[x — 2(7)] v (1) — [z — 2(7)] v, (7).
E facil verificar que a seqiiéncia

9 —t/b
8i(t) = —%67 (4.42)

converge para a distribui¢do ¢’ no limite b — 07 . Ou seja
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o0

bli%lJr ; 8, (O)h(t)dt = —h'(0). (4.43)

Com (4.42), podemos reescrever (4.41) na forma

A L
Frety(x) = — lim 46—/ T[x—z(ﬂ][#vy] (T)dr. (4.44)

Escolhendo z = Z(Tp), ou seja, sobre a linha de universo da particula, e
utilizando a defini¢@o da quadriforga (2.11), temos que a auto-forca do elétron

2

(S

9 [T e—lz(me)—=(m)?/b
1 27 .
- L T
[2(1p) — Z(T)}[Hvu] (T)v” (1p)dr. (4.45)

Realizando uma mudanga de varidvel de integragdo 7 — 7, — 7, temos

00 o—[z(rp) =z (1p—7)]%/b
Fron(a(r) = = lim 4 7T T
0

[2(1p) — 2(1p — T)][uvu) (1p — T)V" (1) drT. (4.46)

Para se obter uma expressdo em termos de poténcias do parametro de re-
gularizacdo, como em (4.34), necessitamos expandir o integrando da equacio
acima em torno de 7 = 0. A expansado do expoente da func¢do exponencial é

ax(7)a (7)™ + —=ax ()i ()7

[Z(Tp) - Z(Tp - 7’)]2 =77 - 12

12

: <415aA(TP)aA(T”) * 410%(71,)@(@)) 4 0(7).
(4.47)

Podemos também calcular a expansio de [2(7,) — 2(7p — 7)] [0y (Tp — T):
[2(m0) = 2(mp = Dlpvu (7 = 7) = vy

1. s, (1. 1, s
TR AT | g T 5 | T
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1 1
- ( vy + 35 [ua,,]> ° + 0(7°), (4.48)

onde os argumentos (7,,) foram omitidos.
Definindo as fung¢des

1 1
g(7,8) = 1—2a>\a)‘s4 - 1—2(1,\&)‘55

1 1
+ (c’ud)‘ —axd > s5+0(s)

45 40
(4.49)
e
fu (7 T:D) = [Z(Tp) - Z(Tp - T)][;LUV] (Tp)vy(7)7 (4.50)
cuja expansdo é
1 2, 1. A 3 4
fulr, ) = —5auT + g(au +axav,)T° + O(1%), 4.51)
(4.46) adquire a forma
o [T/
Fret.u(2(7p)) = —4¢? Jim / ; eI/t f dr. (4.52)

E facil verificar que as derivadas da fungdo e9/ seguem o padrio

qm 1, sem =20,
7 me‘7(0 T)/b = 0, sel<m<3,
T g™ (0,7,)/b, sem > 3.
Com essa equagdo, podemos expandir a fungdo e9/® em torno de 7 = Tp
e reescrever (4.52) na forma

2 . 0 & 6_72/b
Fretu(2(mp)) = —4e” lim B ; TfM(T,Tp)dT

b—0+

g™ 0,7,) 01 o0 o=T*/b
o3 S S [ e

m=4

(4.53)
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ou, em termos das defini¢des (4.33) e (4.37) de F}, e F}, respectivamente,

Fretu(2(T, ))—46 hm {Fylf.)

Z g O g0, 7) (b 2F[r™ £ + Fr™ £] } (4.54)

Poderiamos regularizar essa expressdo simplemente substituindo Fj por
regFy, e F} por regF}; no entanto, o funcional b=2F}, devido ao fator b2,
necessita de uma definicdo particular que subtraia todas suas divergéncias.
Definamos, com esse propdsito, o funcional

regh2Fy[h] = /0 T () (h(t) — h(0) — th(0) — 21" (0) /2!

—31""(0)/3! — t*R()(0) /4))dL. (4.55)

Com este funcional, temos que a auto-forga regularizada regFe;.,, (2(7p)) é

regFyer,(2(1p)) = 42 lir(r)l+ {regFy;|f.]

©  g(m) y
+ Z % [Tegb_QFb[Tme] + regFy[t™ fu]] } .

m=4

(4.56)

No limite b — 0%, todos os termos do somatério vio a zero, restando sim-
plesmente

regFrer,(2(1p)) = 4€? lim refF}[f.], 4.57)
b—0t
62 "
= gf# (Oan)a (4.58)

de acordo com (4.39).
Utilizando a expressdo para f[[ ’(0,7,) que se encontra no coeficiente do

termo de terceira ordem na expansdo (4.51), temos que
62 . by
regFret (2(1p)) = ?(au +axa’vy,). (4.59)
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Recuperando os fatores envolvendo a velocidade da luz, chegamos a ex-
pressdo para a auto-forca regularizada

2¢? .
regFret  (2(1p)) = @(au + aya’v, /c?), (4.60)

o qual, como esperado, corresponde ao quadrivetor de Abraham.



Capitulo 5

Conclusao e perspectivas
futuras

Neste trabalho, mostramos uma visdo geral do desenvolvimento da
teoria eletromagnética microscopica, baseada em modelos cldssicos para o
elétron pontual, procurando enfatizar tanto aspectos conceituais quanto matemati-
cos, ao lidarmos com quantidades divergentes.

No capitulo 2, expusemos o modelo de Dirac, onde, como foi visto, a
divergéncia no coeficiente da aceleracdo foi eliminada através do proced-
imento que ficou conhecido como regularizacdo cldssica da massa. Este
procedimento nio é geral e poderia ter comprometido a estrutura da teoria,
violando alguma simetria, como, por exemplo, a invaridncia de gauge. A
época, o tnico procedimento adotado para lidar com quantidades divergentes
constituia-se no esquema da chamada fisica de subtracdes [38], utilizada na
teoria quantica relativistica.

Vimos, ainda no capitulo 2, que nem todas as solugdes da ALD sdo
aceitaveis, o que levou Fritz Rohrlich, em 2008, a impor condicdes fisicas so-
bre ALD, modificando-a numa equagdo de segunda ordem, livre de solucdes
ndo fisicas. A andlise de Rohrlich pressupde que a aceleracdo da carga se
anula na regido assintética; o papel das condicdes assintéticas para o campo
eletromagnético, como j4 houvera salientado Coleman [31], € fundamental,
tanto na teoria quantica do espalhamento quanto na prépria eletrodindmica
classica, problema que surge ji na mecanica newtoniana, ao considerarmos
condicdes iniciais assintdticas na determinacdo das solugdes das equacdes de
movimento para a particula [40].

Analisamos, no capitulo 3, o problema das divergéncias em algumas for-
mulagdes da eletrodindmica cléssica, que ddo origem a equagdo ALD. Vimos
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exemplos de como as divergéncias podem ser evitadas, alterando o corpo con-
ceitual da teoria eletromagnética, como fez Mario Schonberg ao postular que
a auto-interacdo e a interagdo entre cargas se da através de campos distintos,
ou através de hipdteses fisicas, como fizeram Feynman e Wheeler, supondo
que o universo possui um nimero suficientemente grande de particulas para
absorver toda a radiagdo emitida.

No capitulo 4, retomamos a eletrodindmica de Maxwell-Lorentz e red-
erivamos a equagcdo ALD, modificando os propagadores do campo eletro-
magnético, de modo a tornar a teoria finita, recuperando a teoria original no
limite apropriado.

Ao longo do trabalho utilizamos algumas propriedades intrinsecas a teoria
de distribuicdes, o que € indispensavel, por exemplo, para se representar a
densidade de carga e de corrente associadas a um objeto idealizado como uma
carga pontual. Pensamos que uma formulag@o adequada da eletrodindmica de
particulas pontuais necessita de um formalismo com base nestes objetos.

Como pespectiva futura, pretendemos investigar a viabilidade de se for-
mular a eletrodindmica cldssica de Maxwell-Lorentz como uma teoria con-
struida diretamente no espaco de Schwartz [39], assim como feito para a
eletrodindmica quantica, na teoria de Epstein e Glaser [41]. Pretendemos
também estudar futuramente modelos cldssicos de particulas com spin, como
os de Frenkel [7] e de Bargmann, Michel e Telegdi [42], além de prosseguir
no estudo de modelos sem a inclusdo do spin do elétron, como o de Bhabha

[8].



Apéndice A

Expansao do tensor de
campo

Para o cdlculo do tensor de campo retardado e avangado F%”

ady

vizinhangas da linha de universo z*(7) do elétron, partiremos das expressdes
dos potenciais de Liénard-Wiechert

(x) nas

ev e
1( )= c|r—z\(1:|:v“/c)7 ¢5’(’(x>_ |r—Z|(1:FU\|/C)’

(A1)

onde v = v.(r—z)/ | r—z | e os indices ret e adv indicam que a expressdes
do lado direito das respectivas equagdes devem ser tomadas para os valores
de 7 correspondentes as intersec¢des da linha de universo com o cone do pas-
sado do evento x* (intersec¢do que passaremos a chamar de ponto retardado)
e com o cone do futuro (intersec¢do que chamaremos de ponto avangado), re-
spectivamente.

O desenvolvimento das expressdes em (A.1) pode ser encontrado em [24]
e [33], assim como o reagrupamento de ambos poténciais na forma das com-
pomentes do quadripotencial A* = (¢, A):

I
ar == (A2)
ady Cp
onde
pri = Fu, Rl Je, RL, =at — M. (A.3)

adv adv
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Para um dado evento x*, de avaliagdo do campo, existe sempre um outro
evento z/(7') sobre a linha de universo da particula simultdneo ao primeiro
no seu referencial préprio no instante 7 (Figura 2.2). Logo, 7’ fica definido
pela equagao

vu(T) (@ = 2#(7')) = 0, (A4)
o que implica em escrever

=M (1) = put ('), (A.5)

onde u* é um quadrivetor perpendicular (no sentido da métrica de Minkowski)
a quadrivelocidade em cada instante e com a propriedade u*u, = —1.
Diferenciando, podemos mostrar as relagdes

O p = ut —ayRY, /%, ay = a’u,, (A.6)
adv adv
DA () = =+ o (A7)
cp cp

Com essas expressdes e a definicao do tensor de campo (2.3) podemos ex-
pressar este tltimo como

FtY(z) = {62(v“u” — o ut) + QL [(a"v” —a"vH) /e
c

adv
v “w
v v
+ut (au = a”) — (au T a”)} } .
c C re]l

A expansdo do tensor de campo serd feita de modo a manter somente
termos que ndo vao a zero no limite p — 0. Com esse objetivo, basta expandir

(A.8)

zH(7) até terceira ordem em torno de Tp, 0 valor de T correspondente a 20,
72 3
2M(Fr) =2 Frort + ?a“ F qu + ..., (A9)

onde o argumento F7 € uma notacdo em que o sinal negativo refere-se ao
ponto retardado e o sinal positivo ao avancado. Com essa notagdo , pode-
mos reescrever a equacdo acima em termos de uma derivada, para facilitar os

calculos:
HRY _ oV RE
() {ied (vavRﬂ . (A10)

adv
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Faremos ¢ = 1 a partir de agora e recuperaremos a unidade correta no final
do célculo.
De (A.9) seque que a expansdo para a quadrivelocidade é

2
w%?ﬂzvﬂ$rmk+%ﬂ“+“.. (A.11)

Com esta expansdo, (A.9) e a definicdo (A.3), calcula-se a expansdo corre-
spondente a p(F7) = pre
72 -3

Mg%ﬂﬂ_mw¢?%—€ﬁ+nu (A12)

Com a expansdo (A.9), a equagio (A.5) e o fato de R, (F7)R"(FT) ser
nulo, pois R*(F7) é tipo-luz, encontramos a relagio entre p(7,) e T

2
2 2 PT . T 2
= 1—pa, £ —a, — — . A.13
P 7'( pa 3a 12a> ( )

A expansdo da quantidade 1/p(F7), que aparece em (A.10), pode ser
obtida invertendo e expandindo (A.12):

! L1 1 F 2prig + 27%a? (A.14)
=- —pTay + =70 ) . .
p(Fr) 11— pay, Tar 6

Substituindo (A.9), (A.11) e (A.14) na equagdo (A.10) e realizando a
derivacdo em relagdo a 7, temos

LV —€ 1 p 3 — v
P = e | (8) 0 gy b

11 1 2
+§; (é) (1 — pay) 3 vkl £ 3 (é) (1 — pay) 3/ 2l
2 1
+(1 = pay) "3 2olra + (B) (1 — pa,) % 2alrur!|
3 2 \r
(A.15)

com a notacdo bltd¥! = bHd¥ — bvdr.
Eliminando na equagédo acima a dependéncia com relagdo a 7 através de
(A.13), chegamos a

e 1 1 a
[T S G5 ST NS S Y BT
ady (z) V1= pay (pQU “ QpU “ g e
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2 1 2
—%v[“u"] — Ed[“u”] 4 3&“%;”]) . (A.16)

Com esta expansdo podemos calcular o campo F'*”, definido em (2.8), sobre
a linha de universo da particula
v 2€ 1, v
F'(2(p)) = ga’ vl (A.17)
Recuperando os fatores envolvendo a velocidade da luz, esse campo pode ser

reescrito como

F" (2(1p)) = ﬁa[w (A.18)
C

e com este podemos calcular o quadrivetor de Abraham T'*:

v 2%
= ZFﬁ‘ (2(7)) o (1) = 3%(m& +atayv”/c?). (A.19)



Apéndice B
Teoria de distribuicoes

Uma distribui¢do é um funcional linear continuo T, que atribui um
valor complexo (T, ¢) a cada fungdo teste ¢ de um espago D, de fungdes
infinitamente diferencidveis.

O funcional T ser continuo significa que, para toda seqiiéncia de funcdes
teste {¢, ()52, que converge para ¢(t) € D, a seqiiéncia {(T, ¢n)}5>,
converge para (T, ¢), [35],[34].

B.1 O espaco de funcoes teste D e o suporte de
uma distribuicao

Uma fun¢do ¢ pertence ao espaco D se, e somente se, esta for infinita-
mente diferencidvel e nula fora de algum intervalo finito. Um exemplo de
funcdo que pertence a D é

_J 0,se [t| >0
§(t) = { exp i, se [t < 1 (B.1)

t2_17

O menor intervalo fora do qual uma fun¢do € nula é o seu suporte. No
caso da fungdo acima, seu suporte é o conjunto |t| < 1; no entanto, néo
necessariamente todos os elementos de D devem possuir 0 mesmo suporte.

Também se define o suporte de uma distribuicdo. Uma distribuicdo T é
dita nula dentro de um conjunto 2 C R" se (T, ¢) = 0, para toda ¢ € D que
tem seu suporte em 2, sendo o suporte de T definido como o complemento
desse conjunto.

57
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B.2 Distribuicoes regulares

Podemos gerar distribui¢des a partir de uma fungdo f(t) localmente in-
tegrdvel. Definimos a distribuicdo correspondente a f(¢), que denotaremos
com a mesma letra f, mas sem seu argumento, pela integral convergente

<ﬂ@z/mw@w (B.2)

Devido as propriedades da integral, f é claramente um funcional linear;
quanto a continuidade, seja {¢, ()}, uma seqiiéncia que converge em D
para ¢(t). Com o uso da desigualdade triangular, temos que

[(f, @) = {fon)| = ‘/f(t)[cﬁ(t) - cbn(t)]dt’ < /If(t)llcb(t) — n(t)|dt.

(B.3)

Da defini¢do de limite de uma seqiiéncia de Cauchy, para todo ¢ > 0,

existe ng tal que, para todo n > ny, vale |¢(t) — ¢, (t)| < e. Utilizando essa
desigualdade na inequagdo acima, concluimos que

I%@—U@m<s/mmﬁ=d (B.4)

Como &' = ¢ [|f(t)|dt é arbitrério, lim,, oo {(f, dn)} = ([, ), confir-
mando que f é um funcional linear continuo e, portanto, uma distribuicéo.

Distribui¢des como f, geradas a partir de fungdes localmente integraveis,
sdo chamadas de distribuicdes regulares. No entanto, nem todas as dis-
tribui¢des podem ser geradas dessa maneira: sdo as chamadas distribuicées
ndo-regulares, cujo exemplo € a distribui¢do conhecida em Fisica como funcdo
delta de Dirac, definida por

(0,0) = ¢(0) (B.5)
ou

((to), @) = 9(to)- (B.6)

Na notagdo J(tp), (o) ndo indica um argumento, indica somente que o fun-
cional leva a fun¢do ¢ no seu valor ¢(to).

Caso a distribuigdo delta pudesse ser gerada a partir de uma fung@o inte-
grével, terfamos para a fungio £(t/a) (equagdo (B.1))

el = ’ S(t)E(t/a)dt. (B.7)

—a
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No entanto, o teorema geral da integral de Lebesgue afirma que o lado direito
dessa equagdo tem limite zero para a — 0, o que contradiz o lado esquerdo.
Sendo assim, a expressdo comumente encontrada nos textos de Fisica

6(0) = / 5(6)(t)dt, B.8)

pressupondo existir uma fungdo 0(¢) com tal propriedade, ndo pode ser en-
tendida como uma integragcdo ordindria, embora operacionalmente isto seja
feito, levando a resultados com significado.

B.3 Operacoes e propriedades

Derivada distribucional

Assim como no caso de fungdes, podemos definir a operagdo de diferen-
ciacdo para distribuicdes. A derivada distribucional T’ de uma distribuicio
unidimensional T é também uma distribuicao, definida por

(T', ¢y = —(T,¢'). (B.9)

De forma mais geral, para uma distribuicdo de dimensdo qualquer,

(DT, ¢) = (—=1)l°l(T, D), (B.10)

onde

D* =[] (0/0xi)*

1

Ja| = Z“l (B.11)

A fungdo de Heaviside 6(t) é definida por

0, se t<0
0(t) = { 1, se t>0. (B.12)

Como exemplo de derivadas de distribuicGes, calculemos a derivada da dis-
tribuicdo regular 6, gerada a partir da funcio de Heaviside, definida por

- / 0(t)b(t) dt. (B.13)

Da defini¢do de derivada distribucional,

/0’(t)¢(t)dt = —/G(t)qﬁ'(t)dt, (B.14)

0 que, utilizando a definicdo (B.12) no lado direito, leva a
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(#', 0) = (0), (B.15)

ou seja, no sentido distribucional,

9 = . (B.16)

Essa relagdo, muito utilizada operacionalmente em Fisica, fica justificada pela
definicdo de derivada distribucional.

Convolucio entre distribuicoes

Ja para definir o produto entre distribui¢cdes, encontram-se dificuldades.
Pois, por exemplo, se uma fungdo f(¢) é integrdvel e, portanto, existe uma
distribuicdo regular f associada & mesma, nada garante que a fungéo g(t) =
f2(t) também seja integrédvel, permitindo associar a g(t) uma distribui¢io
regular g. O que se define para distribuicdes, regulares ou nio, é o produto
entre uma funcéo diferencidvel «(t) e uma distribuicdo T. Essa entidade é
uma nova distribuicdo, que denotamos por oT, definida por

(aT, ¢) = (T, ap). (B.17)

Uma outra operacio muito importante em teoria de distribui¢des é a chamada
convolugdo. Dadas duas distribui¢des S e T, a convolucéo entre elas, deno-
tada por S * T, € uma terceira distribuicio cuja defini¢do é

(S+T,¢) = (S¢, (Ty, #(E + 1)), &+ 1 € suportede . (B.18)

Dentre as propriedades da convolug@o, destacamos:

S«xT=T=xS, (4)
§*(y) * T(z) = T(z —y), (44)
(DS) *T =S % (DT). (iii)

(B.19)

Podemos utilizar essas propriedades para resolver a equacao de campo

OAF = (47 /c)j* (B.20)

em termos da solug@o da equagdo de Green

0G = 6. (B.21)
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Utilizando a propriedade (ii7) da convolug@o, temos
(OG(x)) * A*(z) = G(z) « (OA"(z))
que, de acordo com a equagdo de Green, fornece
= d(x) x A (z).
e com a propriedade (i)
Isto é
47 .
At (z) = —G(z) * j"(x). (B.22)
c
Uma das solugdes da equagdo de Green (apéndice C) €
1
G(z) = o-6(z?),
27
(B.23)
de modo que, usando a definicdo da quadricorrente em (2.4), temos
AP (z) = 26/(5(332) * 04 (x — 2(7))vH () dr.
(B.24)
A partir da propriedade (¢) e (¢7), concluimos que
AR(z) = 26 / 5z — 2(r)) 2o (r)dr. (B.25)

Restringindo a integragdo aos intervalos [—oco, 7] e [7,, 00|, onde 7, é o

valor de 7 correspondente a z°, temos, respectivamente,

Aiy(w) = 2¢ [ bl(o = =)o ()i

AP (2) = 26 / Sl — 2020 () dr.

(B.26)

(B.27)
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B.4 Seqiiéncias de distribuicoes

Dizemos que a seqiiéncia de distribuicdes {T,, }°, converge para a dis-
tribui¢do T se para toda fungéo ¢(t) € D a seqiiéncia de nimeros

{<Tnv ¢> TLOOZO

converge, no sentido de convergencia de seqiiéncias de nimeros complexos,

para (T, ).
Como exemplo, avaliemos qual é o limite b — oo da seqiiéncia de dis-
tribui¢des regulares

Sp(t) = . . (B.28)

o(t)dt. (B.29)

— 00

Expandindo ¢ em torno de ¢ = 0, temos

d™(0) [ sinx
hm (Sb7 NS hm dx =
Z bmﬂ- oo xlfm

0 .
9(0) / ST 4 = $(0), (B.30)

o x

— 00

que mostra que a seqiiéncia de distribuicdes regulares S, converge para a
distribuicdo ndo-regular delta.

Albuns outros exemplos de seqiiéncia distribui¢cdes que convergem no
limite b — oo para a distribuicdo delta sdo:

b
7/) ﬁe—b2t2 ,
b
i) 5e*”'t‘,
i) b (B.31)

w1+ 22)



Apéndice C
Funcoes de Green

A transformada de Fourier 7T de uma distribuicdo T € definida
como uma distribui¢do pela equagdo

(FT,¢) = (T, Fo), (C.1)

onde F¢ € a transformada de Fourier da fungdo ¢ € D.

Esta expressdo ndo possui sentido para T qualquer, pois ¢ pertencer a D
ndo garante que F ¢ também pertenca. Uma categoria de distribuigdes a que
a definicdo acima pode ser aplicada sdo as chamadas distribuicées temper-
adas, que sdo distribuicdes que atuam no espago G, de fun¢des infinitamente
diferencidveis, que decaem assintoticamente, junto com suas derivadas, mais
rapidamente que 1/r (vide [36]).

A distribuic¢do delta de Dirac é uma distribuicdo temperada. De acordo
com a definicdo (C.1)

(F6,0) = (6, F ). (C2)

Sendo a transformada de Fourier de ¢ dada por

Fo(k) = / e hrg(z)d e, (C.3)

temos que

(F6D ) = (6D (k). / e~ g(2)d' )
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= / p(z)d ez, (C.4)

ou seja, simbolicamente

Fo=1 (C.5)

Também simbolicamente, a transformda de Fourier da constante 1/(27)* é
dada por

1

_ 54
g =" (C.6)

f:

Vamos utilizar (C.5) e (C.6) para resolver a equagdo de Green
(O + M?)D(z) = 6W (). (C.7)
Pode-se mostrar que
Fl(@+ M?)D](k) = (—k* + M?)FD(k), (C.8)

de modo que, utilizando a equagdo (C.5), temos

(—k* + M*)FD(k) = 1. (C.9)
Uma solucdo partiular desta equacao é dada pelo valor principal
FD() =VP— =
B —k2+ M2
1 / e~k T BRy p / T (C.10)
(2r) e KM '

Para xg > 0, aintegral em k( pode ser calculada pelo método de residuos,
contornando os pélos em ky = ++v/k? + M?2 pela parte inferior do plano
complexo, e a integral no angulo sdlido d€)y pode ser facilmente resolvida,
escolhendo r na diregdo Z, resultando em

Dyet(z) = — 1 o0 ei(\/monrm)Ldl{_’_
8m2r | Jo poR Ve

/O0 e—i(\/n2+M2mo+K,r) Kdk _ /OO e—i(\/ﬁ?—&-szg—K,r) Kdk
0 +M?  Jo

VK2 2+ M2
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7 VTR —kr) KR C.11)
0 K2 + M?2 ’ '

onde k =| k |.
As integrais entre chaves podem ser parametrizadas por

VK2 + = M cosh ¢,

k = M sinh ¢,
zo = VA cosh g,
r =V Asinh ¢,

(C.12)

onde A\ = 2, de modo que, por exemplo, a primeira dessas integrais adquire
a forma

,ig /OC eiMﬁcosh(wﬂpo)d(p.
0

or

(C.13)

Utilizando a representaco integral para a fun¢do de Hankel de primeira
espécie

2 [
HY (s) = Jo(s) + iNo(s) = f,/ elscoshige s >0, (C.14)
™ Jo
podemos mostrar que a funcdo de Green retardada D, as(x), que é nula
parazg <0e A <0,paraxzg >0eA>0,¢

M Ji (M)
Cdn

A expressdo € diferente para A = 0 pois a representagdo em (C.14) sé é
valida para s > 0. Para A = 0 a fun¢@o de green retardada difere de (C.15)
pelo valor correspondente ao caso M = 0 de (C.11), que pode facilmente ser
mostrado ser

(C.15)

500, (C.16)

de modo que
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_0(2Y) o M Ji(MV/X)
DT€t7M($) = o (5(A) — 6()\)9(3’) )ET (C17)
Nas proximidades da linha de universo
0 0 M2
Dyet,m(x) = (; )5(/\) — —0(N)O(z°) + O(N). (C.18)
0 8T

Com um procedimento semelhante, para o caso zy < 0, obtemos a fungdo
de Green avancada, que € nula para x¢ > 0,

_ f(=a?) o, M Ju(MVY)
Dava\/[(x) = o 5()\) — 9(/\)9(—$ )ET (Clg)
Com estas fungdes podemos célcular a func¢do de Pauli-Jordan D =
Dret,M - Dadv,M:
D(l’) = Dret,M(x) - Dadv,k[(x)
_ €Y oy M Ji(MVX)
= d(A) —0(N)e(x )47r Ul (C.20)
cuja expansdo nas proximidades da linha de universo é
_ e(°) M? 0
D(z) = o o(A) gﬂ()\)e(aﬂ )+ O(N). (C.21)

Outras fun¢des inportantes sdo as chamadas fungdes de comutagdo (nome
herdado dos comutadores dos operadores do campo eletromagnético quanti-
zado).

D= 9) =il (o). ()] = 3000 = =00
[Nl(Mﬁ) —ie(z°) J (MVN)| + 0(A)$K1(Mﬂ), (C.22)
€ .
DO e =) =il (@) W] = 100 + =000
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Mi
42/ =\
onde ¢ e ¢~ sdo os operadores associados as partes de freqiiéncia positiva

e negativa, respectivamente, do campo de Klein-Gordon livre de massa M.
As expansdes destas fun¢des nas proximidades da linha de universo sdo

[Nl(Mﬁ) +ie(z)J(MVN) | — 0(=N) K1(MV=)), (C.23)

0 . <N T2
) :e(x) i iM% M\
D@ —y) = =m0\ 2y F gt
M2,
— (@0 +O(VAIn | A ). (C.24)
Y[

Para maiores detalhes sobre as fung¢des de comutagdo vide reférencia [37].
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Apéndice D

Expansao do tensor
momento-energia

Substituindo (2.22) em (2.17) obtemos
—po

47TTMV’LLV = FﬁaF+’ayuy + Fﬁaﬁal,uy + F F+,w,u”

o 1 _
+F" P + (Fﬁ'@FJnagu“ + FOPF gt

+FPFy apu + F“"Faﬁu“) . (D.1)

A expansdo de cada um destes termos nas visinhangas da linha de universo
da carga € obtida utilizando (A.16):

FECFy apu” = 1 _erau K; + % + ;jz + 4352> ut
()]
R, o = —— ¢ L, (D.3)
’ 1 — pay, p?
iFfﬁF+,aﬁu“ =—7 e;u <2;4 + 2% + ;5‘2 + Z;) u”.  (D4)
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Os demais termos ndo serdo calculados, pois todos os demais possuem
ordem maior que 1/(1 — pa,)p?, a que necessitamos. Nesta ordem de aprox-
imacao, a contragc@o do tensor momento-energia com o vetor u* é

e? /am 1 a? 1 3a
T, = o I e Tl H
T pa, {<2p4+202>u <2p3+402>a }

4 1 —pa
6/ T —F'[
1 — pay p?

(03

(D.5)

Acrescentando a esta expressao os fatores envolvendo a velocidade da luz,
temos

e?/4n 1 a® 1 3a
T/LV , = — - mo_ _ u I
YT pa/ [(2/)4 ’ 204;)2) ! (26203 " 404/)2) ¢ }

_ 6/471' Lf,ua
1 — pay/c® cp?

V-

(D.6)
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