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Resumo

JAKSON MANFREDINI VASSOLER (2007), Modelos constitutivos variacionais de
viscoelasticidade e viscoplasticidade para materiais termoplasticos submetidos a
deformacoes finitas. Dissertacao de Mestrado. Programa de Pés-Graduacao em Engen-

haria Mecanica, Universidade Federal de Santa Catarina, Florianépolis (S.C.), Brasil.

Orientador: Eduardo Alberto Fancello, D.Sec.

O grande interesse desenvolvido pelos termoplésticos, sobretudo na fabricagao de pegas
e componentes estruturais, ¢ devido as suas boas propriedades mecénicas e capacidade de
substituir os metais em certas aplicagoes. Porém estes materiais possuem um comporta-
mento mecanico muito mais complexo que os materiais metélicos, com deformacao nao linear
quando solicitados, alta sensibilidade a variacoes de velocidade de deformacao e de temper-
atura. Devido a estas caracteristicas, os termoplésticos necessitam modelos especificos para
a sua simulagao numérica, capazes de representar adequadamente a relacao de tensao e
deformacao, taxa de deformacao, temperatura, etc. na faixa de anédlise.

Este trabalho trata do estudo, desenvolvimento e implementacao de um conjunto de
modelos constitutivos que conjugam caracteristicas viscoeldsticas e viscopldsticas de forma
a permitir a simulacao do comportamento nao linear encontrado em materiais poliméricos
sob grandes deformacoes a diferentes velocidades de deformacao.

A formulacao utilizada estd baseada numa estrutura variacional, na qual a atualizacao da
tensao e das varidveis internas a cada incremento de carga ¢ realizada mediante um principio
de minimo. Esta formulacao faz uso de uma decomposicao espectral das quantidades de
medida de deformagao, fato que permite a utilizacao de potenciais isotrépicos arbitrarios,
cuja escolha depende do tipo de aplicacao desejada.

A formulagao foi implementada em um cédigo académico de elementos finitos em C++

para avaliacao de desempenho dos modelos, apresentando resultados satisfatérios. Estes

vii



resultados foram comparados e validados com os resultados equivalentes obtidos para casos
de deformacao simples (tra¢ao uniaxial/ cisalhamento) implementados no cédigo livre GNU
Octave.

Nos exemplos numeéricos foram testados diversos potenciais e parametros, onde foi pos-
stvel representar o tipico fendomeno de estricgao com propagacao ao longo de todo o corpo
de prova de materiais termopldsticos. Os mesmos bons resultados foram obtidos para os
exemplos numéricos de tragao uniaxial e cisalhamento, onde foi possivel verificar a represen-
tatividade do tipico comportamento de amolecimento e encruamento simplesmente alterando

os potenciais e seus parametros.
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Abstract

JAKSON MANFREDINI VASSOLER (2007), Variational constitutive models of vis-
coelasticity and viscoplasticity for thermoplastics under finite strain. Master Dis-
sertation. Mechanical Engeneering Post-Graduation Program, Federal University of Santa
Catarina, Florianépolis (S.C.), Brazil.

Advisor: Eduardo Alberto Fancello, D.Sc.

The continuous development of thermoplastics composites has led to a growing interest
as an alternative material for structural applications. Good mechanical properties, facilities
of molding and low costs are some of the characteristics that enforce their use instead of clas-
sical materials. However, these polymers have in general a much more complex mechanical
behavior than metals. Strongly dependent on strain rates and temperature, these materials
need specific constitutive models for their mathematical representation and, later, for their
numerical simulation.

This thesis presents the development and implementation of a set of constitutive models
that conjugate viscoelastic and viscoplastic characteristics common to the behavior of many
polymeric materials submitted to finite strains and strain-rates.

The formulation used is based on a variational approach in which the stress and the in-
ternal variables updates obey a minimum principle within each load increment. The formu-
lation use a spectral decomposition that allows for the choice of arbitrary isotropic potentials
representing different specific material models.

This constitutive formulation have been implemented in an academic finite elements code
in order to evaluate its numerical performance, showing quite satisfactory results.

A set of numerical examples were studied using different potentials (specific material
models) and material parameters. Simple traction and shear tests allowed to verify the ability
of the formulation to represent typical softening and hardening behavior of thermoplastics

as well as their dependency to strain rates. Also, the case of an uniaxial traction test in
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which the necking stabilizes and propagates along the whole specimen has been successfully

represented.



Capitulo 1

Introducao e objetivos

1.1 Motivacao

A utilizagdo de materiais poliméricos na fabricacao de pegas e componentes estruturais tem
sido crescente nos iltimos anos. Isto se deve as suas boas propriedades de isolamento térmico
e elétrico, baixa densidade, alta resisténcia aos quimicos e facilidade de trabalho. Por outro
lado, devido aos avangos no desenvolvimento de compostos estes tém substituido materiais
metdlicos sem grande perda de eficiéncia estrutural.

Dentre as intimeras possibilidades de aplicacao de polimeros, pode-se citar as estruturas
de automdveis associadas a protecdo de pedestres [1], estruturas de avides, vidros de se-
guranga de janelas, coletes a prova de bala [2], tubos e conexdes, adesivos para jungoes
coladas, espumas poliméricas para absorcao de impacto em vefculos, etc. Em muitas destas
aplicacoes, o comportamento do material a grandes deformacoes e altas velocidades de de-
formacao é o principal interesse no projeto do componente estrutural envolvido e, por isto,
estes efeitos devem ser tratados de forma adequada.

O comportamento mecanico dos materiais poliméricos é, em geral, muito sensivel a vari-
acoes de velocidade de deformacao e de temperatura. Estes ainda possuem um compor-
tamento com deformacao nao linear quando solicitados, onde a nao linearidade pode ser
verificada seja em regime de deformacoes permanentes como em regime de deformacgoes nao
permanentes.

O uso de métodos numeéricos para simular o comportamento do componente em estudo
permite definir uma dire¢ao conveniente de projeto do componente, diminuindo as desvan-
tagens dos projetos baseados em tentativa e erro e uso exclusivo de protoétipos.

Um componente importante da simulagao numérica é o modelo constitutivo do material,
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que deve ser capaz de representar adequadamente a relacao de tensao e deformacao, taxa de
deformagao, temperatura, etc. na faixa de andlise. Estes modelos, por sua vez, precisam da
caracterizagao de pardmetros que o alimentem e devem ser obtidos de forma experimental
para cada material. A regra, em geral, diz que quanto mais complexo o comportamento
do material, mais sofisticado deve ser o modelo constitutivo e, portanto, mais parametros
constitutivos devem ser caracterizados.

Os materiais poliméricos possuem um comportamento complexo e necessitam modelos
adequados para a sua simulagao numérica. Isto se torna mais significativo se a faixa de
observacao inclui deformacoes finitas. Assim, é necessario identificar modelos constitutivos
adequados para simular o comportamentos destes materiais, enfatizando eficiéncia e con-

sisténcia na representagao.

1.2 Objetivos

O objetivo deste trabalho é o estudo, desenvolvimento e implementacdao de um conjunto
de leis constitutivas que conjugam caracteristicas viscoeldsticas e viscopldsticas de forma
a permitir a simulacao do comportamento nao linear encontrado em materiais poliméricos
sob grandes deformacéoes a diferentes velocidades de deformacgao. Dar-se-4 especial atencao
ao marco variacional proposto por [3] e [4] devido a sua capacidade de combinar modelos
viscoeldsticos com modelos viscoplasticos.

Entre os indmeros tipos de polimeros usados na fabricacao de componentes, este es-
tudo toma como meta de aplicacao os materiais termopldsticos que sao os polimeros mais
utilizados em componentes estruturais por apresentarem boas propriedades mecénicas de
rigidez e resisténcia. Pode-se citar como exemplo o polipropileno (PP), que é um polimero
semicristalino e o policloreto de vinila (PV'C), que é um polimero amorfo, em fase vitrea.

No Capitulo 2 é feita uma descricao das caracteristicas microestruturais dos polimeros
sélidos, de suas propriedades mecanicas quando submetidos a esforcos e uma breve revisao
bibliografica dos modelos constitutivos utilizados em sua simulacao. No Capitulo 3 sao
apresentados aspectos classicos de mecénica do continuo, mas necessdrios para introduzir a
notagao utilizada no préximo capitulo e tornar o texto autocontido.

A lei constitutiva aqui estudada é baseada na formulagao variacional dos trabalhos [3],

[5], e [6], e & apresentada no Capitulo 4, que, devido a nao ser cléssica, € mostrada com um
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certo grau de detalhamento. Neste capitulo é apresentado o desenvolvimento de um novo
modelo viscopldstico, e posteriormente, a sua combinagdo com o modelo viscoeldstico de [5].
No modelo viscopldstico foi necessdrio incorporar uma técnica para identificar o inicio de
plastificacao que é apresentada no Apéndice C.

No Capitulo 5, mostram-se alguns resultados numéricos obtidos para diversos casos de

aplicacao e finalmente no Capitulo 6 apresentam-se as conclusoes.



Capitulo 2

Propriedades dos polimeros

Neste segundo capitulo se apresenta uma breve revisao bibliografica sobre as caracteristicas
microestruturais dos polimeros sélidos, que sao interessantes no uso de engenharia. Serao
abordados assuntos desde sua empregabilidade até suas caracteristicas mecénicas quando

submetidos a esforcos.

2.1 Caracteristicas dos polimeros

O grande e crescente interesse sobre o estudo dos polimeros é devido as suas boas carac-
terfsticas como material, principalmente de um ponto de vista mecanico. Os polimeros sao
apreciados pela sua leveza, boa qualidade mecénica e plasticidade, ou seja, a facilidade de
serem trabalhados e modelados. Estes sao dotados de uma notével tenacidade e capazes de
substituir os metais em certas aplicagdes [7].

A palavra polimero serve para designar uma macromolécula na qual uma unidade estru-
tural relativamente simples se repete, ligando-se covalentemente com outras iguais por um
grande niimero de vezes. A unidade repetitiva pode ser um tnico dtomo, como por exemplo
no enxofre polimérico —(S),,—, ou mais complexa como no nylon6, que pode ser esquema-
tizada no seguinte modo: (NH — (CHs)s — CO),, . Assim, os polimeros sao constituidos
de agregados de moléculas muito grandes, chamadas de macromoléculas. As macromolécu-
las sao similiares a um longo fio de dimensao longitudinal que pode atingir alguns milhares
de Angstrom (lA =108 cm) e sao fortemente emaranhadas tanto em si mesmas como
com outras moléculas mostrando uma forte limitacao de mobilidade. Uma representacao
esquematica ¢ mostrada na Fig.2.1.

O comportamento mecanico dos polimeros é devido ao movimento dos emaranhados que
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LigacOes
Temporarias

Figura 2.1: Ligacoes tempordrias devido ao emaranhado de macromoléculas [§].

impedem que a deformagao prossiga quando esta atinge um certo limite. Neste instante,
criam-se ligagoes temporarias que nascem entre duas macromoléculas de cadeia linear. Estas
ligacoes sao caracterizadas pelo fato que podem desfazerem-se e reformarem-se em um outro
lugar mantendo constante o seu efeito do ponto de vista estatistico [8].

Uma outra caracteristica fundamental no comportamento destes materiais é sua sensibil-
idade & temperatura, que confere ao sistema uma configuracao pouco estdtica. Uma elevacao
da temperatura reduz o poder inibidor das ligagoes tempordrias e o material adquire a fluidez
necessaria para consentir o trabalho de deformagao de um processo de modelagem, enquanto
um sucessivo abaixamento da temperatura congela o estado atingido e o material mantém a
forma por um tempo indeterminado.

Ainda a nivel molecular, os polimeros podem se apresentar em diferentes configuracoes
segundo o modo no qual os dtomos que constituem a macromolécula se unem. Destas
configuracoes obtém-se os varios tipos de materiais plasticos encontrados no comércio, como
o polietileno (PFE), utilizado por exemplo em recipientes de liquidos, o policloreto de vinila
(PV (), utilizado para a produgao de garrafas e tubos, o poliestireno (P.S), utilizado para

embalagens, o polipropileno (P P), utilizado para produzir artigos domésticos, malas e tantos
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outros. Estes poucos exemplos introduzem uma importante distincao em suas propriedades

devido as suas caracteristicas de agregados moleculares.

2.2 Classificacao dos polimeros

A enorme quantidade de polimeros atualmente conhecidos requer uma forma de organizacao
para classificd-los. Os polimeros cobrem interesses extremamente diferenciados que vao dos
quimicos, voltados principalmente a sintese e propriedades quimicas, até as tecnologias de
transformagao, que por sua vez, sdo interessadas nas caracteristicas de processabilidade [8].
Neste estudo, os interesses sao baseados nas tecnologias de transformacao e em base as
caracteristicas mecanicas dos mateirais, e assim serao classificados.

Para uma classificagao segundo as tecnologias de transformacao, faz-se uma distingao
entre os polimeros termoplésticos e polimeros termorigidos. Os termopldsticos respondem
a um aumento de temperatura com uma diminui¢ao da viscosidade e uma maior facilidade
de fluir e assumir qualquer formato, enquanto uma diminuicao da temperatura leva a uma
situacao molecular estética e o material mantém a forma indefinitivamente. Nota-se que, o
ciclo de aquecimento e resfriamento pode ser repetido muitas vezes uma vez que a transicao
entre o estado deformédvel e o estado rigido é de cardter fisico e nao quimico, portanto rever-
sivel. Os polimeros termorigidos, frequentemente indicados como resinas termoindurentes,
tém um comportamento diferente. O aquecimento produz um endurecimento do material
uma vez que a energia térmica favorece a formacao de ligacoes covalentes entre as cadeias
dando origem a polimeros reticulados. A reticulacao bloqueia irreversivelmente a mobili-
dade molecular, e uma vez modelados, nao sao mais suscetiveis a modificagoes e tornam-se
praticamente insensiveis as variacoes térmicas.

Uma classificacao dos polimeros segundo as caracteristicas mecéanicas dos materiais é
feita em: elastomeros, materiais pldsticos e fibras. Os elastomeros sao caracterizados por
pequenos moédulos eldsticos e grandes deformacoes. A sua caracteristica fundamental é a
reversibilidade das deformagoes, assegurada pela vulcanizagao (ligagdes covalentes que ligam
as cadeias entre si). As fibras sdo as mais resistentes entre os materiais poliméricos e se
caracterizam por uma alta relacao entre o seu comprimento e as suas dimensoes laterais.
Os materiais plasticos sao geralmente caracterizados pelas suas propriedades intermedidrias

entre as borrachas e as fibras. Trata-se de materiais empregados em um amplo campo de
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aplicacao, onde suas diferentes propriedades refletem toda esta variabilidade e podem até

substituir as borrachas e fibras em certas aplicacoes.

2.3 Estado sélido nos polimeros

No estado sélido, as propriedades mecéanicas dos polimeros variam enormemente, indo de
comportamentos do tipo borrachoso até muito rigidos e fréageis. Esta grande variabilidade de
comportamento é devido & liberdade de movimento das macromoléculas dentro do agregado
e do estado sélido presente no polimero. Grande liberdade de movimento da origem a
materiais que se deformam facilmente. Pode-se observar comportamentos completamente
eldsticos, sem deformagdo permanente (borrachas) ou com a permanéncia de deformacao
(materiais com deformagcao viscosa ou pldstica), ou ainda ambos comportamentos (materiais
viscoeldsticos e/ou viscoplésticos). Destas consideracoes, surge a importancia de se conhecer
os estados solidos dos polimeros e suas diferencas. A principal distin¢ao entre os estado
s6lidos dos polimeros sao os sélidos cristalinos e os sélidos amorfos. Nos polimeros, os
estados cristalinos nao se apresentam com exclusividade e a situagdo mais comum é um
solido parcialmente cristalino.

Nos polimeros cristalinos a natureza macromolecular influi notavelmente sobre suas car-
acteristicas, onde as macromoléculas sao organizadas de modo tridimensional ordenado e
se apresentam como cadeias de comprimento muito grandes, que dao origem a uma lamela
cristalina onde a mesma macromolécula linear dé origem a mais pedagos da mesma lamela,

como mostrado na Fig.2.2 [8].

Al

Figura 2.2: Lamela cristalina [8]

Nos Polimeros amorfos, o estado sélido nao possui uma organizacao como no estado
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cristalino. A zona amorfa sélida, também conhecida como zona vitrea, correspondente a
uma situacao molecular em que as cadeias poliméricas estao emaranhadas umas com outras
em modo estdtico e desordenado. Na zona vitrea, os movimento moleculares sao impedidos
e o material se apresenta muito rigido. Aumentando a temperatura, os movimentos térmi-
cos aumentam sua amplitude e as macromoléculas tém como se rearranjar. Isto significa
que é possivel um certo movimento molecular, mas ainda nao suficiente para permitir seu
deslocamento. O material perde rigidez enquanto os emaranhados podem se desfazerem e
se reformarem. O material comporta-se de modo borrachoso e boa parte das deformacoes
sao reversiveis. Neste ponto, um aumento maior de temperatura leva a uma elevada mo-
bilidade das moléculas com possibilidade de deslocamento das macromoléculas, quando este
apresenta um comportamento fluido.

Vale notar que é muito dificil encontrar um material polimérico completamente cristalino,
o que se observa na realidade é a existéncia de ambas fases amorfa e cristalina, sendo chamado
de solido semicristalino. Este possui a configuracao esquematizada na Fig.2.3. J4 o estado

amorfo pode ser completamente encontrado em polimeros sélidos.

Figura 2.3: Polimero semicristalino [8].

Na Fig.2.4 apresenta-se esquematicamente o comportamento para um polimero amorfo
ao variar do peso molecular, onde a temperatura de transigao do estado sélido vitreo (a) ao
borrachoso (b) é a temperatura de transicao vitrea 7,. Nota-se que a transi¢do do estado
borrachoso (b) ao estado liquido (¢) nao é caracterizada de uma temperatura exata, mas de
um intervalo amplo.

Na Fig.2.5 apresenta-se o comportamento de um polimero parcialmente cristalino, onde
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Temperatura

Peso Molecular

Figura 2.4: Transi¢ao do estado sélido em um polimero amorfo [8].

a situacao é um pouco mais complexa porque existe uma transicao cristalino-borrachoso 7,,.
Os estados (a), (¢) e (d), s@o respectivamente os estados sélidos cristalino, borrachoso e

liquido.

Temperatura

Peso Molecular

Figura 2.5: Transi¢ao do estato sélido de um polimero cristalino [8].

A estado (b) denomidado cristalino borrachoso corresponde a um polimero na qual a
componente amorfa é do tipo borrachosa, acima da temperatura de transicao vitrea Ty,

enquanto a fase cristalina, abaixo da 7},, mantém ainda a sua rigidez.
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2.4 Propriedades mecanicas do polimero sélido

Segundo [8], pode-se definir trés mecanismos de deformagao associado a polimeros, onde a

deformacao total é a soma das deformagoes devido aos trés mecanismos:

e Mecanismo A - aumento de energia potencial eldstica do sistema;
e Mecanismo B - processos viscoeldsticos;

e Mecanismo C' - escorregamento entre as cadeias que provocam deslocamentos entre
vérias macromoleculas, que pode representar um fluxo newtoniano préximo ao estado

liquido ou um processo viscoplastico ainda sélido.

No mecanismo A a deformacao é mecanicamente reversivel e proporcional a solicitagao,
como na lei de Hooke. Nao possui dissipagao de energia durante a deformacgao nem histerese
em eventuais ciclos de tensao-deformacao e a deformacao é termodinamicamente reversivel.

No mecanismo B (deformagoes viscoeldsticas) e no mecanismo C' (deformagdes viscoplés-
ticas) as deformagoes sao fungoes da temperatura e do tempo de aplicagao da carga, enquanto
que no mecanismo A sao independentes. No mecanismo B a deformacao mecénica é rever-
sivel, enquanto que a deformacao termodinamica é irreversivel devido a presenca de atritos
viscosos entre os grupos movéis e o resto da cadeia. No mecénismo C' a deformacao mecéanica
e a deformacao termodindmica sao irreversiveis devido escorregamentos nao reversiveis entre
as cadeias.

Os polimeros reais tém um comportamento intermedidrio entre os sélidos eldsticos e os
flufdos viscosos, que pode ser descrito com uma combinagao de processos puramente elasticos
e de processos puramente viscosos. A esquematizacao dos mecanismos de deformagao sao
apresentados na Fig.2.6.

Para conhecer as propriedades mecénicas de um material, é importante analisar seus
dados experimentais, como a curva de tensao-deformacao a tracao.

Na Fig.2.7 é apresentada uma curva de tensao-deformacao tipica de um material polimérico,
de qual pode-se obter informacoes sobre o médulo de elasticidade, sobre a tensao de escoa-
mento o, sobre a tensao de ruptura o g, sobre suas deformacoes de escoamento g e ruptura

relativas er e ainda sobre a fragilidade e a tenacidade do material.
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Deformacao de Hooke Indeformado Deformado

AN\

Termodinamicamente
reversivel

irreversivel

Deformacao
Mecanicamente reversivel m/_/
Termodinamicamente
Fluxo Newtoniano

irreversivel

Mecanicamente e
Termodinamicamente j

Figura 2.6: Mecanismos de deformagao [8].

Tenséo

&"'—-
R / [ —Ruptura
GE ~ |

R Deformacéo

€
Mudanca do
Corpo de Prova

Figura 2.7: Curva de tensdo-deformagao de um material polimérico [8].
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A curva tensao-deformagcao de um material polimérico ainda pode dar informacoes sobre o
comportamento do material ao variar a temperatura e a velocidade de deformacao, indicando
se estes materiais apresentam mecanismos viscosos de deformacao. No caso de um material
polimérico termopldstico, a paridade de velocidade de deformagcao, em temperaturas baixas
observa-se que a tensao cresce quase linearmente com a deformacao até a ruptura, que

acontece de modo frégil, como mostra a curva (a) da Fig.2.8.

Tenséo

/d

Deformacéo

Figura 2.8: Comportamento da curva tensao-deformagao [8].

Em temperaturas mais elevadas, como na curva (b) da Fig.2.8, observa-se um ponto de
tensao maxima, conhecida com tensao de escoamento opg; sucessivamente a o, as tensoes
diminuem, com o aparecimento de uma reducao local da secao, formando uma estriccao,
e posteriormente o sélido se rompe de modo ditil, mas com deformagcoes baixas, cerca de
10 — 20%. Em temperatura ainda mais elevadas, como a curva (¢) da Fig.2.8, superado
a tensao de escoamento opg, a zona de estriccao se estabiliza e se estende a todo corpo de
prova até que alcanca alongamentos muito elevados. As macromoléculas quando esticadas se
orientam e a tensao final de ruptura a tracao torna-se mais alta que a tensao necesséria para a
propagacao da estricgao. Este fenomeno é conhecido como encruamento. A Fig.2.9 mostra a
modificagao da forma do corpo de prova durante o inicio e a propagacao da estriccao. Quando
se trabalha com temperaturas ainda maiores nao se observa mais escoamento nem estricgao,
a deformagao torna-se homogénea em todo o comprimento do corpo de prova e a ruptura

acontece a grandes deformagoes, como na curva (d) da Fig.2.8. Este comportamento é tipico
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dos elastomeros. Em geral, o médulo de elasticidade e a tensao de escoamento o g diminuem
com o aumento da temperatura e crescem com o aumento da velocidade de deformagao, como
mostrado na Fig.2.8. O aumento da velocidade de deformacao em um ensaio com corpo de
prova provoca a mudaca do comportamento do material de elastomérico a elasto-plastico,
eldstico fragil, de forma andloga a uma diminuicao de temperatura.

Ainda analisando a drea sob a curva de tensao-deformacgao, pode-se medir o trabalho
mecanico absorvido por uma unidade de volume do material em teste antes de romper.
Integrando a &drea sob a curva obtém-se a dutilidade do material. Se a &rea sob a curva for

pequena, o material é frégil, como a drea sob a curva do poliestireno indicado como PS na

I

— ()

Tensao
Iy PS

PE

Py

Deformagég

Figura 2.9: Dutilidade dos polimeros [8].

Em casos com grandes areas sob a curva de tensao-deformacao o material apresenta
comportamento ditil, como na curva do polietileno indicado como PFE na Fig.2.9. Observa-
se que aumentando a velocidade de deformagao, os materiais tendem a tornar-se frégeis,
por isto a verificacao da fragilidade é feita com provas de impacto a alta velocidade de
deformacao. O fendémeno de escoamento, seguido de encruamento, acontece a temperatura
ambiente no caso de varios polimeros amorfos como o policloreto de vinila PV C, e em varios
casos de polimeros semicristalinos, como o Polipropileno PP.

Viérios polimeros tenazes sao caracterizados, & temperatura ambiente, de uma suficiente

mobilidade de rotagao das macromoléculas presentes nas zonas amorfas. Nos polimeros
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completamente amorfos, as macromoléculas nao orientadas sao orientadas na direcao da
tragao. Nos polimeros cristalinos o fenémeno de estriccao sob tracao é mais complexo que
no caso de polimeros amorfos, mesmo se baseados no mesmo critério de mobilidade de
macromoléculas. As lamelas giram em modo que o eixo da cadeia polimérica e assumem a

direcao de tracao, como apresentado na Fig.2.10.

B | C D |

A |

Figura 2.10: Esquema da deformagcao a nivel molecular [§].

Como resultado nesta fase de tracao verifica-se um fluxo de material localizado na zona
de propagacao da estriccao acompanhado de um forte aquecimento localizado devido a dis-
sipacao. A tensao permance quase constante até que o alongamento alcanca um valor de
alongamento natural, que corresponde ao limite de fécil estendibilidade de pedacos da cadeia.
Sucessivamente, as tensoes aumentam e o corpo de prova se rompe deformando-se ainda um
pouco, uma vez que as cadeias nao podem estender-se mais.

O comportamento do material ainda pode ser influenciado por uma eventual pressao
hidrostética exercida pelo exterior. A Fig.2.11 mostra um experimento sobre o polimero
PPM A sob deformagao de cisalhamento a diferentes pressoes.

Nos polimeros, a influéncia da pressao tem uma sensivel importéncia, diferentemente dos
metais. Isto deve-se ao fato que elavadas pressoes diminuem o volume livre intermolecular e
crescem as interagoes entre as moléculas. Por este fato, em alguns caso é necessdrio levar em

conta o efeito da pressao no critério de escoamento adotado, utilizando critérios adequados.
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Tenséo de
Cisalhamento

(10°Pa)
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\

0.8
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0.4 p=50 MPa
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01 02 03 04 05

Deformacéo cisalhante

Figura 2.11: Curva de tensao-deformagao para varias pressoes [8].

2.5 Termoplasticos

Nesta secao serd dada énfase ao comportamento dos termopldsticos, que sao os materiais
em estudo neste trabalho. Serao apresentados e discutidos alguns tépicos importantes sobre
caracteristicas espeficicas dos termopldsticos semicristalinos e vitreos.

Algumas questoes estao em discussao em trabalhos recentes sobre o comportamento
mecénico dos termoplasticos no campo de deformagoes. Segundo [9], os polimeros amor-
fos vitreos, em temperatura ambiente, exibem um comportamento viscoeldstico seguido de
escoamento com um amolecimento e posterior encruamento viscopldstico orientado, como no
comportamento do PV C mostrado na Fig.2.12.

O comportamento é diferente para os polimeros semicristalinos, que nao exibem amole-
cimento na curva, mas apresentam um comportamento viscoeldstico com posterior encrua-
mento viscopldstico, como o comportamento do PP apresentado na Fig.2.13.

Este comportamento é contestado por [2], que afirma que na realidade nao acontece o
amolecimento dos polimeros amorfos no estado vitreo, afirmando que este fendbmeno é um
erro de medida que acontece com mudanca da posi¢ao da formagao da estric¢ao do corpo de
prova, que esconde os resultados.

E conhecido que os termoplésticos sio muito sensiveis a mudancas na velocidade de defor-

magao ([1], [2], [10]), seja esta na regido viscoeldstica (sem deformagcdo permanente), quanto
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Figura 2.12: Curva tensao-deformacao para o PVC [10].
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Figura 2.13: Curva tensao-deformacao para o PP [10].
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na regiao de encruamento viscoplastico (com deformagao permanente). O comportamento
na regiao viscoeldstica, bem como na regiao viscopléstica geralmente requerem leis constitu-
tivas com comportamento nao linear em relacao a deformacao real, como no comportamento

do polimero amorfo de mistura binaria PP — EPDM demostrado na Fig.2.14.

25
medium strainirate (4 mm/s)
20 . e B B
:/
o
n— _-__._,_.-.-F'-
= e e e I ] I
@ . quasi-static (0.1 mm/s)
% i
@ 10 """"""
=
-
5 o
0 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
True Strain [-]

Figura 2.14: Comportamento da curva tensao-deformacao para o PP — EPDM [1].

Como no caso dos metais, a quantidade de energia absorvida para o termopléstico estd
vinculada principalmente & deformacao pléstica depois do escoamento. Este tipo de resposta
fisica requer o uso de leis de encruamento adequadas para reproduzir o comportamento de
amolecimento dos polimeros.

Outra varidvel de grande influéncia é a temperatura. Assim, a capacidade do modelo con-
stitutivo de incorporar esta varidvel durante a deformacao pldstica é um aspecto importante
dependendo da aplicacao. Em problemas de impacto, por exemplo, onde o fenémeno de
deformagao acontece a altas velocidades (1027103/s) freqiientemente se admite que o feno-
meno térmico ¢ adiabatico e dependente da dissipacao local, evitando assim a necessidade
de modelar o acoplamento termomecénico [9].

Uma outra caracterfstica nao menos importante, é que os termopldsticos possuem um
comportamento diferente para tragao e compressao e sensibilidade a pressao na tensao de

escoamento. Esta iltima pode ser tomada em consideracao com modelos do tipo Drucker-
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Prager [11] ou von Mises modificado [8].

Em geral, os polimeros quando descarregados tém uma inclinagdo menor na curva de
tensao-deformagao que quando carregados, geralmente associado a processos de dano, como
se pode observar na Fig.2.14.

Finalmente, um fenémeno que merece destaque é o comportamento puramente viscoelds-
tico. Quando submetidos a carregamentos de projeto, componentes termoplésticos frequente-
mente trabalham em regimes de deformacoes infinitesimais, embora localizacoes de defor-
macao finita venham a acontecer em regioes especificas. Neste contexto, tensoes relativa-
mente baixas, devido as caracteristicas viscoeldsticas, podem gerar deformagoes significativas

para tempos suficientemente altos.

2.6 Relacoes constitutivas em polimeros

Nesta secao, apresenta-se uma breve revisao dos modelos e relacoes constitutivas utilizadas
para os materiais poliméricos.

Observam-se na literatura duas abordagens: A primeira baseada em estudos de mi-
cromecanica, os modelos sao construidos compreendendo os mecanismos moleculares do
material. A obtencéo das equactes a nivel macroscopico é feita com técnicas de homo-
geneizagao. Na segunda abordagem, o comportamento ¢ modelado completamente com
dados experimentais ja em escala macroscépica. Os modelos baseados neste segundo pro-
cedimento sao denominados modelos fenomenolégicos, e estes modelos sao os mais usuais
e de fécil obtencao, uma vez que nao é necessdrio o conhecimento de todos os mecanismos
moleculares do material em estudo.

Algumas leis elastopldsticas baseadas em modelos reolégicos foram desenvolvidas para
caracterizar o comportamento de materiais metalicos baseados em plasticidade cristalina.
Com a escassez de leis constitutivas adequadas a termopldsticos, estas leis foram utilizadas,
mas com certos limites de aplicagao devido as diferencas existéntes entre os comportamentos
destes materiais. O principal aspecto ¢ a forte dependéncia da velocidade de deformacao,
tanto na regiao de deformagao permanente quanto na regiao de deformacao nao permanente.
Este comportamento dirige o estudo aos modelos viscoeldsticos e aos modelos viscopldsticos.
Outros fendémenos relacionados, como a dependéncia da temperatura, sensibilidade do ponto

de escoamento & pressao e a existéncia de deformacoes permanentes nao isocéricas, devem
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ser tomados em consideragao como parametros.

2.6.1 Modelos reolégicos viscoeldsticos e viscoplasticos

Os modelos reolégicos viscoeldsticos cldssicos que descrevem o comportamento a pequenas
deformacoes, e que supéem que o material seja viscoeldstico linear, sao bem conhecidos.
Nestes modelos reoldgicos, as tensoes aplicadas, em teoria, sao a soma dos componentes
eldsticos e dos componentes viscosos. Os dois tipos de componentes sao descritos respectiva-
mente em uma funcao de deformacao eldstica, da lei de Hooke, e em funcao da velocidade de
deformacao, da lei de Newton. Para uma simples tensao, os pardmetros sao o médulo de elas-
ticidade e a viscosidade. Para descrever os comportamentos eldstico e viscoso de um material
viscoeldstico usam-se dois componentes simples que seguem a lei de Hooke e a lei de Newton.
Estes sao constituidos de uma mola eldstica de médulo E e de um amortecedor de viscosidade
7. Os modos de combinar os dois elementos sao: combinagao paralela, denominado Modelo
de Kelvin ou Voigt e combinacao em série, denominado Modelo de Maxwell. Os modelos de
Kelvin e Maxwell sao apresentados respectivamente na Fig.2.15. A descrigao destes modelos
simples no presente contexto se justifica em funcao que muitos modelos para deformacoes

finitas estao baseados em extensoes dos mesmos conceitos mecanicos. A simplicidade destes

E
O'HO' o E 1 ©
— , —W—]—
—

Figura 2.15: a) Modelo de Kelvin (Voigt) e b) Modelo de Maxwell.

dois modelos impede o seu uso em algumas condicoes. Para interpretar o real comporta-
mento dos materiais poliméricos é necessério utilizar modelos com mais componentes. Um
modelo muito usado é o modelo de Zener, apresentado na Fig.2.16.

Também pode-se citar o modelo de quatro componentes de Alfrey, apresentado na Fig.2.17.
Constituido de um modelo de Maxwell em série com um modelo de Kelvin, o modelo de Al-
frey é capaz de prever com melhor aproximacao o comportamento & fluéncia de um polimero

que os modelos apresentados precedentemente. Quanto maior o niimero de componentes, e
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Figura 2.16: Modelo de Zener
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Figura 2.17: Modelo de Alfrey

conseguentemente de pardmetros, torna-se mais facil representar com maior acuracidade o
comportamento dos polimeros reais. Assim, uma boa representacao do comportamento dos
polimeros ¢é obtida através dos modelos generalizados de Maxwell e de Kelvin apresentados
respectivamente na Fig.2.18.

Os modelos reolégicos viscoplésticos descrevem o comportamento viscoplastico do mater-
ial e sao caracterizados por um componente de atrito dissipador de energia. Este componente
pode ser usado em série ou em paralelo com os componentes de mola e/ou amortecedor, cita-
dos anteriormente, em diferentes configuragoes como apresentado na Fig.2.19. O componente
de atrito é responsdvel pelas deformacoes permanentes e comeca a atuar quando atinge um
valor especifico de tensao og, que representa o fim do regime eldstico. O componente de
atrito pode ser do tipo seco ou viscoso. O componente de atrito viscoso ja possui uma parcela
de deformacao viscosa incorporada ao componente, enquanto que o componente de atrito
seco nao. Para incorporar o comportamento viscoso a um modelo reolégico viscoplédstico com
um componente de atrito seco adiciona-se um amortecedor no arranjo do modelo reolégico.

Este amortecedor fica responsdvel pela parcela de deformacao plédstica viscosa. Da mesma
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Figura 2.18: Modelo generalizado de Maxwell e Kelvin (Voigt)

forma, pode-se incorporar a lei de encruamento no componente de atrito, ou usar uma mola

para representd-la no arranjo do modelo reolégico, dependendo da escolha da representacao.

2.6.2 Modelos constitutivos viscoelasticos e viscoplasticos

Diferentes estudos encontrados na literatura apresentam modelos constitutivos que combi-
nam caracteristicas viscoeldsticas com caracteristicas viscopldsticas, necessarias para simu-
lacao de termopldsticos em regime de deformagoes finitas e velocidade de deformacao varigvel.

Muitos sao os modelos viscoeldsticos para deformacoes finitas encontrados em literatura,
dentre eles pode-se citar [5], [12], [13], [14], [15], [16], [17] e [18]. Alguns destes modelos
apresentam caracteristicas apropriadas para o problema. O modelo em [12] é baseado sobre
uma decomposicao aditiva das contribuicoes de tensées em equilibrio e nao-equilibrio. A lei
de evolucao é definida com uma equacao diferencial linear sobre as tensoes em nao-equilibrio.
Este mesmo modelo é apresentado em [11]. Em [14] inclui-se a decomposi¢ao multiplicativa
do gradiente de deformagcao isocérica em uma parte eldstica e uma parte viscosa.

Em [5] foi proposta uma familia de modelos de viscoelasticidade finita, que tem como

principais caracteristicas uma formulacao com uma base variacional com varidveis internas
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Figura 2.19: Modelos reolégicos viscopldsticos

e uma decomposicao espectral das grandezas relacionadas a deformacao. A formulagao é
dita variacional, pois suas varidveis internas sao calculadas por um principio de minimo a
cada incremento de carga. A mesma base variacional foi proposta em estudos similares em
viscoplasticidade por [3] [4] [19] e mais recentemente [20] [21].

Em [3] é proposto um modelo constitutivo variacional viscopldstico em um contexto
isotérmico e depois extendido ao problema termomecénico em [20]. Em [21] é proposta a
mesma base variacional de [3] para viscoplasticidade em materiais metélicos porosos combi-
nando a plasticidade de von Mises com uma expansao pldstica volumétrica tomada em conta
pela adicao de uma varidvel interna a formulacao variacional.

Ainda outros modelos que sao importantes pelas suas caracteristicas que combinam pro-
priedades de viscoelasticidade e viscoplasticidade sao [2], [22] e [23]. Em [22] e [23] é ap-
resentado um modelo constitutivo de base fenomenoldgica chamado de modelo “DSGZ”
proposto para descrever o comportamento de deformacao dos polimeros semicristalinos e
amorfos no estado vitreo sob carregamento monotoénico de impacto. O modelo possui oito
parametros constitutivos que necessitam muitas curvas experimentais para identificd-los, in-

cluindo variacao de velocidade de deformacao. A dependéncia do comportamento do tipo
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de carregamento, seja tracao ou compressao, ¢ tomada em consideracao com o parametro
de sensibilidade & pressao hidrostética. A evolucao térmica é calculada a partir da dissi-
pacao, onde admite-se um comportamento adiabédtico do material. Também ¢ incorporado
um critério de ruptura baseado sobre o actimulo de dano indicado pela deformacao plastica.
Em [2] propde-se um modelo que combina propriedades viscoeldsticas com viscopldsticas,
onde a velocidade de deformacao deviatérica é separada aditivamente em uma contribuicao
viscoeldstica e uma contribuicao viscoplastica, enquanto a parte volumétrica é puramente
viscoeldstica. O modelo inclui efeitos de sensibilidade & pressao hidrostética e lei de encrua-
mento observadas em termoplédsticos amorfos no estado vitreo. Porém, este modelo apresenta
um numero muito grande de parametros a serem identificados, tornando-o um modelo pouco
atrativo.

Devido a caracteristica variacional de [5], que possibilita a combinagdo de seu modelo
viscoeldstico com um modelo variacional viscopléstico, escolheu-se estudar este tipo de for-
mulagao. Assim, desenvolveu-se um modelo viscopldstico com decomposicao espectral em
sua formulacao [6] capaz de combinar suas propriedades com o modelo viscoeldstico de [5].
Incorporando o modelo viscopldstico desenvolvido [6], com o modelo viscoeldstico de [5],
pode-se obter um modelo viscoelastopldstico capaz de representar com maior acuracidade e

flexibilidade o comportamento dos polimeros em geral.



Capitulo 3

Conceiltos basicos em mecanica do
continuo

Neste capitulos serd apresentada uma breve revisao de aspectos de mecanica do continuo
que podem ser encontrados com mais detalhes em [16], [17] e [18]. O objetivo desta revisao

¢ introduzir a notagao utilizada neste trabalho e assim deixar o texto autocontido.

3.1 Cinematica. Medidas de deformacao

Admite-se a existéncia de um corpo 3 que no instante inicial ¢ = 0 ocupa uma regiao )
com fronteira I'y no espaco fisico euclideano E. Nesta regiao, ou configuracao de referéncia,
a posicao das particulas p é dada pelo vetor X. O corpo sofre um movimento dado pelo
mapeamento x = x (X,t) de forma tal que a cada instante de tempo ¢é possivel definir um
deslocamento dos pontos dado por u(X,t)=x(X,t) — X. Este movimento ¢ usualmente
representado mediante as descri¢oes Lagrangeana e a Euleriana. A primeira considera como
varidveis independentes o vetor de posicao X na configuracao indeformada e o tempo ¢. A se-
gunda (Euleriana), considera como varidveis independentes o vetor posigao x na configuracao
deformada e o tempo t.

Os campos de velocidades v e aceleracao a sao dados, respectivamente, por

ox (X,t)

vixp = X (3.1)
a(X,t) = w (3.2)

24
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e

X

Figura 3.1: Movimento do corpo

Tensor gradiente de deformagao

O tensor gradiente de deformacao F, para um instante de tempo ¢, é definido por

ox ou
ou ainda na notacao indicial por
JT A L (3.4)

0X; Y 0X;
O gradiente de deformacao quantifica as alteracoes de tamanho e forma de um corpo no

instante considerado e define a transformacao de um vetor infinitesimal dX na configuracao

indeformada em um vetor espacial dx na configuracao deformada, segundo
dx = FdX (3.5)

O determinante de F, representa a relagao de volume entre a configuragao indeformada

e a deformada. Este também é chamado de Jacobiano J e é definido por

J = detF = 20 _ 9

AV dp, (3.6)

Deformacgao isocérica

Deformacao que nao produz mudanga de volume. Esta é caracterizada por

detF =1 (3.7)
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Deformacgao volumétrica

Deformacao caracterizada por uma dilatagao ou contracao uniforme em todas as direcoes,
entao expressada por

F=al (3.8)
onde o é um escalar e I um tensor identidade de segunda ordem.
Decomposicao volumétrica e isocérica

Qualquer deformacao pode ser decomposta em uma deformacao puramente volumétrica F,,
seguida por uma deformacao isocérica F,,, ou uma deformacao isocérica F,,, seguida de
uma deformagao puramente volumétrica F,,;. Fazendo a decomposicao multiplicativa de F,
apresentada em (3.9), obtém-se a componente de deformagao puramente volumétrica (3.10)

e a componente de deformacao isocérica (3.11).

F= Fisonol - FvolFiso (39)
Foo = (det F)3 I (3.10)
Fiyo = (det F) 3 F (3.11)

Deve-se notar que, por definicao, a componente isocérica representa uma preservacao na

mudanca de volume. Asim, det F;,,=1 e entao det F,,= det F.
Decomposicao polar

Todo tensor deformacao F pode ser decomposto em um tensor ortogonal, que representa uma
rotacao R, e em um tensor simétrico positivo-definido, que representa uma deformacao pura
U ou V. Os tensores U e V sao denominados, respectivamente, tensores de alongamento

direito e esquerdo. Esta decomposicao é chamada de decomposicao polar e é expressa por
F=RU =VR (3.12)
Tensor de deformacao de Cauchy-Green

O tensor gradiente de deformacgao F incorpora informacoes sobre deformacoes e rotacoes.

Com o objetivo de obter medidas de deformacao que excluam as rotagoes de corpo rigido,
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definem-se os tensores de Cauchy-Green a Direita C e & Esquerda B, respectivamente, por

C = F'F=U'R'RU=U"U=U? (3.13)
= FF' = VRR'V' = vV’ =V? (3.14)

Tensor deformacao de Green-Lagrange e logaritmico

O tensor de deformacao de Green-Lagrange E ¢é definido pela mudanca no comprimento de
um elemento infinitesimal material dX de um corpo analisado, expressa por (3.17). Substi-
tuindo os comprimentos dos elementos infinitesimais dx e dX, dados respectivamente por
(3.15) e (3.16), em (3.17), obtém-se a expressao (3.18) para o tensor de deformacao de Green-
Lagrange, onde o operador (-) corresponde ao produto interno de dois vetores. Ainda pode

apresentar-se com a notagao indicial por (3.19).

|dx|* = FdX-FdX = CdX -dX (3.15)
|dX|]* = dX-dX =1IdX-dX (3.16)
x| — ||dX|]* = 2EdX - dX (3.17)
1 1 T T
E—3(C-1) =3 (qu—l— (Vxu)” + (Vxu) qu> (3.18)
1 [ Ou;  Ou;  Ouy OQuy
o 1
CA (an axX, | ox, axj) (3.19)
O tensor de deformagao logarftmico, por sua vez, é definido por
e=InC (3.20)
Tensor gradiente espacial de velocidade
Define-se o gradiente espacial de velocidade L por
0 (Ox) o0X 0%x0X . -1
ot <0X) ox 0X 0x (3:21)

Dois importantes tensores sao obtidos da decomposicao do gradiente espacial de defor-

macao L em uma parte simétrica D e uma parte antisimétrica W:

L:%(L+LT)+%(L—LT):D+W (3.22)
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O tensor D é chamado tensor taxa de deformagao e W ¢é o tensor vorticidade. Na forma

indicial sao apresentados respectivamente por

1 /0z;
Di' - | =
J 2 (ékcj

1 /0%
=

AR
al'l' n 2 8xj
9i;\ 1 (0w O

3.2 Equilibrio. Medidas de tensao

i

a@) (3.23)

Medidas de tensao sao definidas a partir dos vetores de tracao mostrados na Figura 3.2.

Figura 3.2: Vetor tragao

Tensor de Cauchy

Na configuracao deformada, a forca df que age sobre a drea da com normal unitdria n, é

associada a um vetor tragao (vetor forca de superficie) t segundo

df =t da

(3.25)

O teorema de Cauchy assegura a existéncia de um tensor tinico simétrico, chamado tensor

de Cauchy o, associado ao vetor de forca t segundo a expressao

t=o0on

(3.26)
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Tensor de Kirchhoff

A tensao de Kirchhoff é calculada com a tensao de Cauchy, multiplicado-a pela variacao de

volume do corpo dada pelo Jacobiano J, e é definida por
T=Jo (3.27)
Devido & simetria do tensor de Cauchy, o tensor de Kirchhoff também é simétrico.

Primeiro e segundo tensor de Piola-Kirchhoff

O primeiro tensor de Piola Kirchhoff P é definido em relacao a configuracao indeformada do
corpo. Na configuragao indeformada, a forca externa df que age sobre a drea indeformada

dA de normal unitdria N, é associada ao vetor tracao t segundo
df =t dA (3.28)

O primeiro tensor de Piola Kirchhoff P, de modo andlogo ao tensor de Cauchy, é associado

ao vetor tracao t segundo

t=PN (3.29)

Igualando a forca externa aplicada df, obtém-se
df = PN dA =on da (3.30)
Substituindo a férmula de Nanson
nda = JF'N dA (3.31)
em (3.30), obtém-se a expressao para o primeiro tensor de Piola Kirchhoff P
P=JoF " (3.32)

O primeiro tensor de Piola Kirchhoff P nao é necessariamente um tensor simétrico, devido a
operacao com o tensor F. Por isto, é conveniente definir o segundo tensor de Piola-Kirchhoff

S que baseia-se em uma forga ficticia dfy que age sobre a drea indeformada dA segundo

df, = SN dA (3.33)



Capitulo 3 - Conceitos basicos em mecéanica do continuo 30

que ¢é ligada a forca df que age sobre a superficie deformada mediante a mesma relacao

existente entre X e x

dfy = Fldf (3.34)

Substituindo os termos, obtém-se
SN dA = F'PN dA (3.35)
S=F'P (3.36)

Poténcia de deformacgao

Para cada uma das tensoes estudadas, temos uma dada taxa de deformacao que é ener-
geticamente conjugada, onde a poténcia especifica desenvolvida no processo de deformacao
deve ser a mesma, independente do par conjugado escolhido. A poténcia de deformacao w é

definida por [18]

w:/a:de:/P:FdV:/S:EdV (3.37)
Q Qo Qo

onde os tensores D, F e E sao, respectivamente, as quantidades cineméticas conjugadas dos
tensores tensdo o, P e S e o operador (:) corresponde ao produto interno de dois tensores.

Uma outra alternativa para w é obtida do uso da relacio C = 2E (ver equacio (3.18)), assim

. C
w:/ S:EdV:/ S :=dV (3.38)
Qo QO 2

onde pode-se escrever, na configuracao indeformada, que a poténcia de deformacgao por
unidade de volume é

w=S_S:

¢
5 (3.39)

Equacgoes de equilibrio

Admite-se que o corpo B estd sujeito a forgas de corpo (for¢a por unidade de volume) b no
seu interior e forcas de superficie (forgas por unidade de drea) t na sua fronteira. Assim, o

equilibrio de cada particula no instante de tempo ¢ estd dada por

Vxo+b = pii em ()
t = on emly

u =1u eml, (3.40)
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onde V(-) = 0(-)/0x representa o gradiente em relagdo a coordenada x, I'y é a regiao
da fronteira sujeita a esforgos conhecidos (condigdo de contorno natural) e I', é a regiao
de I" onde os deslocamentos (ou posi¢ao x) é conhecida (condigdo de contorno essencial).
Equivalentemente, pode-se expressar (3.40) na configuragao indeformada €y em termos do

primeiro tensor de Piola-Kirchhoftf P, através de

pr + bo = pou c1m Q[)

t = PN em/Iy

u = u emly, (3.41)

onde byg é a forca de corpo por unidade de volume na configuracao indeformada.

3.3 Hiperelasticidade

Um material é denominado hipereldstico, se sua densidade de energia de deformacao W,
na configuracao de referéncia, ¢ uma funcao exclusiva do estado de deformagao e a tensao
pode ser calculada de sua derivada. A equacao para calcular o segundo tensor tensao de

Piola-Kirchhoff S dada por [18§]

oW (C)
0C

De (3.42), por sua vez, obtém-se a expressao (3.43) para o primeiro tensor tensao de Piola-

Kirchhoff P.

S=2 (3.42)

oW (C)
aC

O tensor material, ou tensor de elasticidade, é importante quando a solucao exige a

P =2F (3.43)

utilizacao do método de Newton. O tensor material de quarta ordem C na configuracao

inicial deve satisfazer a relacao

dS =C:dE (3.44)
e pode ser obtido a partir de W por
ow

onde o tensor material demostra propriedades de simetria Cypeq = Cedap € Cabed = Chacd-
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Hiperelasticidade isotrépica

Um material é isétropo quando a resposta do material nao é afetada por qualquer rotacao
na configuracao inicial. As energias devem ser independentes das rotacoes, sendo W (F) =
W(FR) valido para todo tempo t e todo tensor rotacao R. Esta propriedade faz com que
W possa ser expresso em termos dos alongamentos principais W = W (A1, g, A3).

Os autovetores {N;} e autovalores {\;} do tensor de alongamento & direita U, sao
definidos de forma que U = 2321 A;N; ® Nj, onde o operador (®) corresponde ao pro-
duto tensorial. Observa-se ainda que o Jacobiano é dado por J = det U = A; Az ;.

O segundo tensor de Piola Kirchhoff S tem as mesmas direcoes principais do tensor de
deformacao de Cauchy-Green a direita C e por isto tem as mesmas diregoes principais do

tensor de alongamento a direita U. Entao pode-se escrever S por [1§]

_2_ Zawmac]_ 1 oW

3% Be. 3C 5, 8AN @ N; = ZSN ®N; (3.46)

J=1

onde ¢; sao os autovalores de C, tal que ¢; = Aj e 5; = o

O tensor material, por sua vez, é expresso por [18§]

3
19,
c = /\a)\N®N®N®N+

jz‘l

+ ) (3.47)

Jyi= 1
JFi

onde
S; — S SiS;

lim = — — —=

Ai— A )\2 )\? )\2

Calculo de tensbes com separagao isocérica/volumétrica

E usual em problemas de deformacdes finitas fazer uma decomposicao isocérica/volumétrica
das deformacgoes. O principal objetivo é desacoplar a resposta volumétrica que tem uma
fungao importante no problema de travamento volumétrico. A decomposicao multiplicativa
do gradiente de deformagao F em uma deformacao isocérica F e uma deformagao volumétrica

escalar 6 é dada por

eS|
Il
T
=y}

(3.48)
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Define-se o tensor de Cauchy-Green isocérico C como
C=FTF (3.49)

E também frequente admitir que a densidade de energia W (C) pode ser decomposta como

a soma de uma parte isocérica W <C> e uma parte volumétrica U () segundo

W (C) =W (c) LU (0) (3.50)
Apartir da equagao (3.43), pode-se escrever
p_ oW O _op M@Jr—(a— (3.51)
oC oC 0C 06 0C
onde as derivadas 2 ac e gg sao dadas, respectivamente por (3.52) e (3.53) [11]. O tensor Z

em (3.52) é o tensor identidade de quarta ordem.

C 2 1
g—g = J3 {I— 50@01] (3.52)
g—g = %Jcl (3.53)

Substituindo (3.52) e (3.53) em (3.51), obtém-se a expressao (3.54) para o primeiro tensor
de Piola-Kirchhoff P,

o - ({312 e )

oCc 3 1aC a0 2
_2 ow oU 1
— F (J SDEV ( ac) =557C ) (3.54)
onde DEV(A) =A -3 (A:C)C™' [11].

3.4 Principio variacional de balanco

Os principios variacionais permitem definir diversas condigoes a que um corpo mecéanico estd
submetido através da extremizagao de um funcional H com relacao as suas varidveis. Dentre
os diversos funcionais usuais na literatura, neste trabalho faz-se referéncia ao funcional de
Energia Potencial Total. Este principio variacional admite a satisfacao das relagoes de com-

patibilidade e constitutivas e é expresso segundo o funcional (na configuragao de referéncia)
/ bo X dQO + / E X dFO (355)
Qo Log

/ bo-xdﬂo—{—/ f-xdF[)]
Qo oy

H(x) = /Q U (Vox"Vox) d€ —

_ /Q T (C(x)) d —
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onde a primeira integral é o potencial de energia de deformacao e os outros dois somados

sao o trabalho das forcas externas. Aplicando o principio de minimo de energia potencial

minH (x) (3.56)

xek
onde IC é o conjunto de deslocamentos cinematicamente admissiveis, a condi¢cao necessaria

de otimalidade define a equacao de equilibrio do problema dada por

<8H(X),5x>:/ P:Voéxdv—[/ bo-(Sdeo—l-/ f-5XdFo]=0 Vox €V
8X Qo Qo Loy

(3.57)

onde V é o espaco das variacoes de configuracao.

3.5 Principios termodindmicos nos meios continuos

Primeiro principio da termodindmica

O primeiro principio da termodindmica postula a conservacao de energia. Segundo este, a
taxa de crescimento da energia interna é na configuragao indeformada deve ser igual a soma
da poténcia externa aplicada P : F e do calor produzido R na configuracao indeformada

menos o divergente do fluxo de calor @) (para fora). Simbolicamente [18],
e=P:F+R—divx Q (3.58)
Segundo principio da termodinamica

O segundo principio da termodinidmica postula a existéncia de entropia com varidvel de
estado e f % = ( para fendmenos reversiveis, e a irreversibilidade de producao de energia
$ % < 0 para fendmenos reversiveis. Isto implica na desigualdade de Clausius-Duhem [18]

. R 1 1
5_?+Td1VXQ_ﬁQ'vXT>O (359)

onde $ é a taxa de entropia especifica e T é a temperatura.
Combinando o primeiro principio da termodindmica com a desigualdade de Clausius-
Duhem [18]

1
P:F—(é—Té)—TQ-VXT>O (3.60)
Introduzindo a energia livre especifica, W = e — T's (energia livre de Helmholtz) obtém-se

. . ) 1
P:F—W -Ts—7Q VxT >0 (3.61)
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Uma vez que (3.61) é obtida da combinagdo de ambos os principios da termodinamica,
esta deve ser vilida para qualquer estado termodinamico. Reduzindo a desigualdade (3.61)
ao problema isotérmico, sem considerar a variagao de temperatura no tempo (T = O) ea

auséncia de fluxo de calor, reescreve-se (3.61) como

P:F-W=>0 (3.62)
Conceito de termodinamica com variaveis internas

Na termodinamica classica, em qualquer instante ¢, o estado termodindmico em um ponto p
pode ser completamente conhecido por um conjunto finito de varidveis de estado conhecidas,
onde o estado termodindmico depende somente dos valores instantdneos das varidveis de
estado e nao do seu histérico. Na mecanica do continuo, este conjunto de varidveis de estado é
formado por um subconjunto de varidveis externas (observédveis), que sao valores que podem
ser medidos e controlados, e por um subconjunto de varidveis internas (ocultas), que sao
varidveis supostas para descrever aspectos da estrutura interna dos materiais, como efeitos
dissipativos. Este postulado ¢ utilizado na descri¢cao do problema constitutivo apresentado

no capitulo a seguir.



Capitulo 4

Modelos constitutivos

Neste capitulo mostra-se a formulagao variacional proposta por [5], para o modelo viscoelds-
tico, assim como uma adaptagao do modelo elasto-viscopldstico proposto por [3]. Finalmente
propoe-se um modelo visco-elastopléstico obtido mediante a combinacao (adigao) destes dois

primeiros modelos que possuem a mesma estrutura na formulacao.

4.1 Formulacao variacional para materiais inelasticos

A partir dos conceitos da termodindmica apresentados anteriormente, pode-se chegar a um
conjunto de equagoes termodindmicamente consistentes que definem o comportamento con-
stitutivo do material. Este conjunto inclui equacoes diferenciais de evolucao das varidveis
internas que devem ser integradas para obtermos expressoes constitutivas incrementais. Serd
mostrado que estas equacoes podem ser também obtidas da variacao de uma funcao potencial

construida a cada incremento, denominada fungao potencial incremental.

4.1.1 Definigao do (pseudo) potencial incremental

Considera-se um conjunto de varidveis de estado definido por £ = {F,F*,Q}, onde F ¢ o
gradiente de deformacao total. A varidvel de estado Q representa um conjunto arbitrério
de varidveis internas e destaca-se uma varidvel em especial, que representa uma parcela do
gradiente de deformacao total, denominada gradiente de deformacao ineldstica F*. A rigor,
a varigvel interna F* depende do conjunto de varigveis internas Q e poderia ser incorporada
neste conjunto, porém esta é admitida como uma varidvel interna adicional por conveniéncia.

Admite-se por hipétese a existéncia de um potencial de energia W(F,F', Q), que rep-

resenta a parcela conservativa da formulagao. Tomando a derivada parcial em relagao as

36
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varidveis de estado, obtém-se a taxa potencial de energia W, definida por

oW oW . O
Substituindo (4.1) em (3.62) obtém-se
owy . oW .. oW .
e — ) F-— FF——:Q> .
(P 5F ) F oF F o) Q=0 (4.2)

onde o indice ¢ indica a parcela conservativa (ou em equilibrio) do tensor P.
A equagao (4.2) deve ser satisfeita para qualquer processo termodindmico. Assim, de-
sconsiderando restricoes cineméticas para F, assim como a possibilidade de processos nao

dissipativos (F =0,Q= O) [15], se chega a

oW

P¢ = IF (4.3)
ow .. oW .
— Q> .
OF F 0Q Q=0 (44)

onde (4.3) é a bem conhecida equagao constitutiva para o primeiro tensor de Piola Kirchhoff,
e (4.4) ¢ a desigualdade da evolugao das variavéis internas F? e Q, que define a condigao de
dissipacao nao negativa.

Definindo as forgas termodinamicas conjugadas T¢ e A€, associadas respectivamente as

varidveis internas F' e Q, como

. OW
T = SR (&) (4.5)
ow
A= 4.
53© (4.6
pode-se reescrever (4.4) como
—T:F A Q >0 (4.7)

As parcelas dissipativas do sistema dependem do caminho percorrido pelo processo ter-
modindmico através da evolucao das varidveis de estado. Consideram-se aqui classes de
processos termodindmicos em que as varidveis de estado podem ser obtidas de pseudo-
potenciais ineldsticos avaliados apenas no estado atual [3]. Para isto, primeiro admite-se
a hipétese que existam duas funcoes diferencidveis ¢p(P?%) e 1)(A%, T?), tais que

. 0p(P)

F = 5¢(Ada Td) - 8w(Ad7 Td)

—Spa F = Q:—aAd (4.8)
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onde as forcas P4, T¢ e A? representam as forcas dissipativas generalizadas. Adicionalmente,

admite-se a existéncia de dois pseudo-potenciais dissipativos ¢*(F)

e ¢¥*(F", Q) obtidos de

d(P?) e (A4 T?) mediante a transformada de Legendre (4.9) e (4.10),
o (F; ) = max {Pd F—¢ (Pd)} (4.9)
U (F Q) = max {Ad Q+T F —y (Ad,Td)} (4.10)
com as propriedades
a_ 99" - a_ O a_ oY
P¢ = °F (F; &), T o (F,Q:E), A o0 (F, Q: €) (4.11)

Uma vez que as forcas termodinamicas conjugadas associadas as varidveis internas nao

contribuem ao trabalho externo, pois se equilibram internamente, a soma de suas parcelas

dissipativas e conservativas devem ser nulas. Assim, obtém-se as seguintes condigoes

ow 0p*
— Pc d _
P=P+P"= oF &)+ o —(F; ) (4.12)
ow o™
T=T+T'= F = 4.1
T = e (6) + S (. Qi) =0 (413)
ow o™
A=A+A= £)+ £)=0 4.14
306" Q) (414
Com o objetivo de simplificar a notacao e eliminar os supraindices em (4.12-4.14), redefine-se
T = T¢ = —T° assim como A = A? = —A° resultando no seguinte conjunto de expressoes
oW 0p*
P = F &)+ o (F; &) (4.15)
ow ot .
T I (&) = o (F',Q; &) (4.16)
ow o™
A=—%(¢ & 4.17
5q0) = 5eFQe) (.17

Assim, a equagao (4.15) fornece a equacdo constitutiva para o primeiro tensor de Piola-

Kirchhoff P, enquanto as equagoes (4.16) e
internas.

As equagoes (4.15), (4.16) e

(4.15) ¢é a equacao constitutiva do modelo hipereldstico, e (4.16) e

(4.17) definem as restrigoes sobre as varidveis

(4.17) definem um sistema de equagdes constitutivas onde

(4.17) sao as equagdes que

definem restricoes sobre a evolugao das varidveis internas. O ponto importante a ser notado

¢ que (4.13) e

(4.14) sao exatamente as condi¢oes necessdrias de otimalidade do seguinte
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problema de minimo, correspondente ao principio de dissipacao minima,

min {—8W(5) o + — BW( )

win | g g QU QE)} (4.18)

Por construcao, pode-se definir um potencial D dado por

D i Q) = Lo b T e D i) 4 Qi)
= W(E) + " (5 €) + 0" (F, Q;€) (4.19)

onde se observa que D possui as seguintes propriedades:

a) Os argumentos de F! e Q que minimizam o potencial D, em relagao a estas varidveis,

sdo aqueles que satisfazem as restri¢oes (4.13) e (4.14) para as varidveis internas.

b) Sua derivada em relacio a taxa F fornece a equacio constitutiva (4.15) para P.

Assim, a minimizacdo de D em relacio a Fi, Q define um novo funcional Deg, tendo
somente F como varidvel
Dus(F:€) = min { DI, I, Q: €) }
#i.Q
— o (F, 5)+mm{ & )+¢(F1Q5)} (4.20)
FQ

onde este funcional tem a caracteristica que

ODe(F; &) _ OW(E) 08"

P= .
OF OF aF

(F; &) (4.21)

mostrando assim que DGH(F; £) constitui um potencial em taxas de F para P.

As expressoes (4.20) e (4.21) estdo baseadas na avaliacdo de um determinado estado das
varigveis internas e suas derivadas temporais. E preciso portanto sua integracio temporal de
forma a obter um potencial termodindmico incremental e correspondente relagao constitutiva

incremental consistentes com estas expressoes. Integrando (4.20) no intervalo [t,, t,41],

tnt1 . tnt1
U= Deg(F; E)dt :/ <¢ (F,€) —|—m1n{ (&) + V" (F, Q; 5)})
tn tn F.Q
= / " ¢*(F,E)dt + mm{ o W(E)dt + " v (FQ; S)dt}
tn F,Q tn tn
tnt1 tnt1
= [ oo e+ [ asn] (122
tn F.Q tn
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Uma possivel aproximacao por diferencas finitas desta integral temporal é dada por [5]

U(F, 1 E,) = Ald* (an) + min {W(5n+1) —W(E,) + Aty (F Q; gn)} (4.23)

Fi . Qni
que depende das varidveis de estado &, (conhecidas), e do gradiente das deformagdes atu-
alizado F,, ;. As varidveis F (Fri1,En), F (Fj1 1 Sn) e Q (Qn+1,En) sao aproximagoes das
varidveis de taxa F, Fie Q, respectivamente. Este potencial fornece a equacao constitutiva
incremental (4.24) anéloga a (4.21)

ov (Fn+1; Fn7 quw Qn)
aFn—‘rl

P, = (4.24)

A expressao (4.24) significa que o estado termodinamico atual, representado pelas var-
idveis internas F?,_; e Q41 pode ser calculado pela equacao constitutiva incremental, uma
vez que o valor de F,, 1 é conhecido.

Diferentes comportamentos de material podem ser modelados em funcao das escolhas
dos potenciais e suas relagoes. Neste trabalho sao apresentados dois diferentes modelos, um
modelo para comportamento viscoeldstico e um para o comportamento elasto-viscoplastico,
assim como a sua combinagao, que serd denominada de modelo visco-elastopldstico. Antes
de particularizar para estes modelos, mostra-se um conceito que norteia a construcao deste

potencial incremental.

4.1.2 Conceito de caminho minimizante

Mostra-se a seguir que a definigao e construcao do potencial em taxas (4.20) e sua versao in-
cremental (4.22) estd relacionada com o conceito de caminho minimizante. Segundo este,
dentre os diferentes valores que podem ser tomados pelas varidveis internas num processo
dissipativo entre dois instantes de tempo, escolhe-se aqueles que minimizam o trabalho pro-
duzido pelas tensoes no ponto considerado.

A forma aqui usada para apresentar este conceito foi extraido de [24] e é usada em
diferentes trabalhos do género [3], [5], [6] e [25].

Por simplicidade é abordado um caso isotérmico e faz-se a hipétese adicional de inex-
isténcia de efeitos dissipativos associados ao gradiente de deformagao total, isto é, admite-se
¢*(F;€) = 0. Considera-se que o estado inicial {F(O),Fi(O),Q(O)} seja completamente

conhecido e o estado final F(¢;) imposto. Calcula-se o trabalho produzido pelas tensdes no
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intervalo dado por:

tf .
U= / P Fdt (4.25)
0
Por outro lado, substituindo (4.16) e (4.17) em (4.1), obtém-se
P.F=W+T:F+A:Q (4.26)
Substituindo (4.26) em (4.25), chega-se a uma equagao integral para o potencial ¥,
tro. . .
U= / <W+T:FZ+A:Q)dt
0
. ty . ty .
= Wy’ —|—/ T: det—i—/ A Qdt (4.27)
0 0
A variacao do potencial em relacao as suas varidveis F, F', Q, T e A ¢ dada por

5\11:[5W]3f+/0tf (5T;F%’+T;5Fi)dt+/0tf <6A:Q+A:5Q>dt

oW ow . OW b
{8F OF + 5he  0F 4 5 .(5QL +
Ly .. .. ty . .

+/ <5T:F’+T:5F’)dt+/ <5A:Q+A:6Q)dt
0 0

= [P:6F —T:0F — A:0Q] +
ty .. .. ty . .

+/ (6T:FZ+T:6FZ>dt+/ <5A:Q+A:5Q>dt (4.28)
0 0

Realizando integracao por partes nos dois ultimos termos das integrais da equagao (4.28),

obtém-se
tr . , tr A
/ (5 08) dt = [T : 0By — / T: 6Fidt (4.29)
Otf . (Zf .
/ <A : 5Q) dt = [A: 6Q)Y — / A 5Qdt (4.30)
0 0
Substituindo (4.29) e (4.30) em (4.28) resulta
ty o . iy . .
S0 = [P;5F]3f+/ <5T:FZ—T:5FZ>dt+/ (5A:Q—A:6Q>dt (4.31)
0 0

Uma vez que o estado inicial F(0) é fixo, isto é, ndo varia, conclui-se que JF(0) = 0. Assim,

a condicao necessdria de minimo de ¥, dada por 6V = 0, resulta em

5\11:P(tf);5F(tf)+/tf <5T;Fi_T:5Fz’> dt+/tf <6A:Q—A:5Q) it (4.32)
0 0
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a ser satisfeita para todo dF(ty), 0F', A , 6Q , 0T admissiveis. Em particular, tomando

um caso no qual dF(¢;) = 0, se consegue a condicao
ty . , tf . .
/ (6T:F1—T:6Fl>dt+/ (6A:Q—A:6Q)dt:0 (4.33)
0 0

Assim, dada a varidvel externa inicial F(0) e admitindo que a condi¢cdo de minimo de ¥
(4.33) para as diregoes 0F?, 0A , 6Q , 6T seja sempre satisfeita, a variagao de ¥ em relagao
a F(ts), na direcao 0F(t¢), ¢ dada por

50 = P(t;) : 6F(t5) (4.34)

A expressao (4.34) mostra que o potencial ¥, avaliado num ponto tal que (4.33) é satis-

feita, é efetivamente um potencial para P no intevalo [0, ], isto &,

Pit)) = 5% (FU5):F(0).F/(0).Q00) (4.35)
sendo
\I/eff = mln\IJ (436)

Fi,Q
onde a condi¢ao de minimo em relagao a P.‘i, Q garante a satisfacao de (4.33). Mostra-se
a seguir que o potencial dado pela equagao (4.20) estd associado ao conceito de caminho
minimizante. De fato, substituindo (4.16) e (4.17) em (4.27), obtém-se a expressao

\I/:/Otf <W+T:Fi+A:Q>dt:/0tf <W+gg :F"+zg :Q)dt (4.37)

Considera-se, por simplicidade, que a funcdo 1»* ¢ homogénea de ordem 1 em relacio a Q e

Fie portanto tem a propriedade

R YA R, ¥
Q) =—: Q+—:F' 4.38
W)= T Qe O (439)
Substituindo esta na expressao do potencial ¥ em (4.37) obtém-se
tr . .
U= / (W(g) ot (FQ; 5)) dt (4.39)
0

onde o integrando tem a mesma forma de D (4.19) a menos do termo ¢*, excluido por
simplicidade na apresentagao do conceito de caminho minimizante. Deve-se notar que este

integrando deve ser avaliado para F?, Q que minimiza ¥.
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4.2 Modelo de viscoelasticidade

O modelo viscoeléstico proposto em [5] segue os principios mostrados na segdo anterior, e
¢é apresentado em detalhe nesta. Sua concepg¢ao mecénica reside no modelo reolégico da

Fig.4.1, onde o amortecedor representa uma parcela viscosa ineldstica.

Q

WA

oy

%
W—F

Figura 4.1: Modelo reolégico para o modelo visco-hipereldstico.

A parcela ineldstica F? da formulacao variacional apresentada anteriormente é reescrita

como F*; onde o indice v indica os componentes associados a viscosidade.

4.2.1 Conjunto de potenciais

Admite-se a existéncia de um potencial de energia W definido por
W(E) = o(F) + ¢° (F°) (4.40)

onde, ¢ é um potencial eldstico em fungao da deformagao total F e ¢ é um potencial eldstico

isocérico em funcgao da deformacao eldstica F¢ sobre a mola no braco viscoeldstico.
Realiza-se uma separagao do potencial associado ao gradiente de deformacao total ¢ (F),

em uma parte isocorica @(C) e uma parte volumétrica U(J), e faz-se a hipé6tese que toda

a contribuicao volumétrica associada ao modelo estd contida na parcela volumétrica obtida

da separacao de ¢(F). Para isto, sdo definidos os tensores cinematicos:

~ 1 ~ PN
F=—fF J=det(F), C-= FIF (4.41)

3

onde J é o Jacobiano, F ¢ o gradiente de deformagao isocérico e C o tensor de Cauchy-Green

a direita isocérico.
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Esta separagao permite propor a existéncia de um potencial de energia W definido por
W(E) = ¢(C) +U(J) + ¢ (F) (4.42)

Também admite-se a existéncia de um potencial dissipativo ¢*, responsavel pelo compor-
tamento ineldstico dissipativo do amortecedor. O detalhamento destes potenciais é realizado

a seguir:
Braco elastico

A parcela isocérica do potencial ¢(F) é uma funcao isotrépica das deformagdes isocéricas

. .. 3
totais C = FTF = " ¢,;E;, segundo
i=1

#(C) = @lc1, 2, c3) (4.43)

onde ¢; e E; sao, respectivamente, os autovalores e autoprojegoes de C.
A fungao elastica U(J) contabiliza a parcela volumétrica das deformagoes totais e pode
ser definida por
K

U(J) =5 [In J]? (4.44)

onde K é um parametro volumétrico do material.

Brago viscoeldstico

O brago conectado em paralelo, correspondente ao brago de Maxwell, leva em conta uma
separacao multiplicativa da deformacao viscosa e eldstica. A parcela viscosa é admitida
sendo isocdrica:

A A A ~ _ D— A A A 3
F—FF — P =FF"', ¢ =FTF =3 ¢E%, detF’'=1 (4.45)

37

Jj=1

onde ¢ e Ef sao respectivamente os autovalores e as autoprojegoes de Ce, Feéo gradiente
de deformacao eldstico, que representa a deformacao da mola, enquanto F¥ é o gradiente de
deformagao viscoeldstico, que representa a deformacao do amortecedor e Ce ¢ o tensor de
Cauchy-Green a direita eldstico e isocérico.

A taxa de deformacao viscosa DV é definida por

DY = sym(LY) = LY = FYFY~} (4.46)
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que por construcao, é deviatérica. A simetria do gradiente de deformacao viscoso L* vem de
uma suposi¢ao que o tensor de rotagao ¢ nulo (skew(L") = W? = 0). Rearranjando (4.46),

obtém-se uma lei de escoamento (4.47) para a varidvel interna F*

Fv = D'FY (4.47)

Restrigoes adicionais em D" definem caracteristicas especificas da lei de escoamento.

Admite-se a seguinte decomposicao:

3
D' =Y d'M! (4.48)
j=1
di € Kg={p; € R:p1+ps+ps=0} (4.49)

onde df e MY, j =1,2,3, sao autovalores e autoprojegoes de D”. A condigao de trago nulo

¢ assegurada pelo conjunto K¢ enquanto K, restringe as autoprojegoes para serem tensores
de segunda ordem ortonormais simétricos. Os escalares d representam a amplitude de D"
e sa0 escolhidos para serem as varidveis internas Q = {d, da, d3}.

As deformagoes ineldsticas sao atualizadas incrementalmente baseados no mapeamento

exponencial [5] que permite calcular uma aproximacao de D” em funcgao de Fy_ ;.

AF’ =F. F!!' = ARexp[AtD"] (4.51)
ACY = (AF")T AFY = F27C2, ,F'™! = exp[AtD]? (4.52)
v 1 v 3 v v 3 v v
= MDY= 31 (AC") = At 3 (ayM?) = PIRVALY (4.53)
S D= L) = 3 (@) = 3 Sl (4.54)
T 2A¢ =T A E R\ '

onde AR vem da decomposigdo polar de AF? (note que este é simplificado no célculo de

ACY). A Expressao (4.54) mostra que D” é aproximada pela expressao incremental de AC?.
As quantidades de AFY e AF sao representadas na Fig.4.2 que mostra a decomposicao
multiplicativa de deformagao considerada nesta aproximacao.

A partir destas defini¢oes, os potenciais eldstico ¢° e o viscoso ¥*, associados a este

brago de Maxwell, sao admitidas como fungoes isotrépicas de Cee DY, e entao dependem
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Figura 4.2: Decomposi¢ao Multiplicativa de Deformagao [5].

respectivamente de seus autovalores ¢; e dj:

#(C) = (cf 65, c5) (4.55)
¢ (DY) = ¢ (dy, dy, df) (4.56)

4.2.2 O problema de minimizacao

Devido a inclusao da relagao (4.54), as varidveis de minimizacao Q,41,F}_; em (4.23) sao
substituidas pelas novas varidveis incrementais Agj, M7. O problema de minimizagao é

reescrito por

A

\I/(Fn—&-l; 571) = qj(cn+1; 571) = A@(Cn-‘rl) + AU(Jn—I—l)

. e/ Ave Agy
+ M?X%I; {Agp (Cpiq) + Aty (th> } (4.57)
tal que
Agp(én%—l) = Qp(én-f—l) - Qp(én) (458)
Ap(Ciy) = @(Cily) —0(C) (4.59)

AU(Jp41) = UlJps1) = U(Jn) (4.60)
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onde

Aq}-’ S KQ = {pj eR! p1t+p2+p3= 0} (461)

O conjunto K¢ forga o traco nulo de D, enquanto o conjunto K, leva em conta as pro-
priedades usuais de autoprojecao. Adicionalmente, é fécil verificar que ambos conjuntos sao
convexos em suas respectivas varidveis.

Admitindo convexidade (ao menos local) no problema (4.57), as condigoes de otimalidade
de primeira ordem (4.63) e (4.64) s@o suficientes para obter os valores das varidveis que

minimizam o problema, isto ¢, encontrar Ag; € Kg e MY € K); que satisfazem
OV (Aqy, My)

o OMI=0 VM e Ky (4.63)
8\IJ(Aq}’, MJ”) B

Levando em consideracao a propriedade isotrépica das fungoes de energia, a minimizacao em
(4.57) pode ser feita analiticamente. Para isto, uma importante relagao entre a deformagcao

elastica e ineldstica deve ser mostradas:

Fe  =F, F ] =" (explAtDY) ™, B =F,,F ! (4.65)

CZH = Ffzj—;—lﬁ‘g—&-l = (eXP[AtDU])_27 Cr = FZ_TCnHFZ_I (4.66)
1 ol 1 A

€ .1 = 3 InC;_ , =€" - AtD", €" = 3 In C*" (4.67)

Na equacgao (4.66), é feita a suposigao de colineariedade entre Crr e DY para permitir per-
mutacao entre ambos tensores. Isto significa que C; 1 Cr" e DY devem possuir as mesmas
autoprojecoes, ou seja, B = EI" = MY (Apéndice A.1).

O argumento de minimo do potencial \I/(Aq}’, M}’) deve satisfazer as restricoes fornecidas
por (4.61) e (4.62). Para reforcar isto, as condigoes de otimalidade (4.63) e (4.64) sao
calculadas com o auxilio da fungao Lagrangiana L, que adiciona ao potencial original todas

as restricoes de igualdade
L(e5,d, B) = Ap(€5) + Aty (d5)
+ A (M7 - MY — 1)+ Ao (M- M) + A3 (M - M)

F A (MM — 1) + A (MY - MP) + A (MY - MY — 1)

Cc

+ B (dy +dy +dY) (4.68)
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onde \; e [ sao os multiplicadores de Lagrange.
A condigio de estacionariedade de £ em relagio as autoprojegoes MY ¢ apresentada no
Apéndice A.1. O principal resultado é a demonstracao da propriedade de colinearidade entre

(A]fl 1 Crr e D*. Em funcao deste resultado, pode se concluir que
¢; =In(c5)/2 =€ — Agj (4.69)

A condicao de estacionariedade de £ em relacao a Agj, apresentada no Apéndice A.2,
permite a obtencao do conjunto de equagoes para €f, €5, €5:

ot O

Oe od;

€1+e+e=0 (4.71)

+8=0, j=12,3 (4.70)

€
J

A existéncia de solucao deste sistema é garantida se os potenciais ° e 1 possuem pro-
priedades convenientes de convexidade. Usando o método de Newton para encontrar as

raizes X = {€7, €5, €5, 8}, temos a férmula recursiva
il = gk KMl (4.72)
ou
K'Ax = —rf, " =xF 4 Ax (4.73)
Simplificagoes podem ser feitas admitindo que:
S8 = D). Ul = Y ud) (471

como ¢é o caso do modelo proposto de Hencky ou Ogden. A matriz K é entao definida por
ory Ori 9r1  9r

Oe§  Oe§s  Oeg OB Kll 0 0 1
Ora  Ora  Ora  Orp K
K= Oe§  Oes  Oe§ op _ 0 22 0 1 (4 75)
— | O3 Ors 9rs Or3 | T 0 0 K 1 :
¢ D5 e 9B 33
Ory Ory Ory Ory 1 1 1 0

Oe§  Oe5  Oe§ op

Oy 0P%¢° 1 o .
i = ges = desoe |~ Atodod; b9 (4.76)

J

No caso do modelo viscoeldstico aqui proposto, depois de alguma &algebra, obtém-se as

seguintes expressoes explicitas para o processo de atualizacao de Newton:

AE? = — (’I“j + AB) /Km (477)

AB = <r4 —j:1 jj) (Si: ;ss>1 (4.78)

|5.

=

—_
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4.2.3 Calculo de tensao

Depois de realizada a minimizagao do potencial em relacao as suas varidveis internas, é
preciso calcular a derivada de ¥ em relagao a C com o objetivo de obter o valor do tensor de
Piola-Kirchhoff P. Devido & decomposicao isocérica/volumétrica do potencial W, o tensor

de Piola-Kirchhoff P ¢ calculado por [18]:

OV (Cri1;En) —2/3 i dp° ou -1
P, =2F, — b= g 12 2PDEV [ — A Jni1C;
i i aCn+1 i i n+1 " 3Cn+1 " aJnH e
(4.79)

De forma resumida, as derivadas de ¢ e ©° em relacao a C, apresentadas em detalhe no

Apéndice A.3, e a derivada de U em relagao a J, sao dadas por:

%) 3 o Oej 3 ngE

C - 4.80
aCnJrl z:: Cj 8Cn+1 Z:l 8CJ ( )
¢ 3 8Cpr T 3 e
09" _ e QC _ o ¢ 1 E ) BT (4.81)
aCnJrl =1 8CP 8Cpr 8Cn+1 j=1 865 2C§
8U ln Jn+1
=K 4.82
aJnJrl Jn+1 ( )

Para finalizar, cabem as seguintes observagoes:

i. O Potencial ¢ é desacoplado, ou seja, nao faz parte das operagoes de minimizacao.

Entao, sua escolha nao afeta a decomposigao eldstica/inelédstica do brago de Maxwell.

ii. As quatro equagoes escalares nao lineares representadas por (A.15,A.16) sao suficientes
para permitir qualquer escolha dos potenciais ¢© e 1. Expressoes convenientes de ¢° e

1 podem simplificar ainda mais o sistema (A.15,A.16).

iii. Uma simples extensao deste modelo pode ser obtida considerando um conjunto de N
bragos de Maxwell, como visto na Fig.4.3. Neste caso, o potencial incremental (4.57)

é escrito como:
U(Cri15En) = Ap(Cotr) + AU (Jnpa)

N
e (e A ;)
T MgmAnv {A%( k1) T At ( Aqtk)} (4.83)
k=1 Jk ]k

que significa que a minimizacao deveria ser feita para cada mdédulo k, entao obtém-se

os pares correspondentes Agjy, M.
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Figura 4.3: Modelo de Maxwell generalizado.

4.2.4 Tensor material

Um importante aspecto do ponto de vista da implememtagao numérica ¢ a determinagao

da matriz tangente, consistente com o algoritmo de atualizacao incremental constitutivo.

~ d(- . ~ ~
Usando a notagao - C( ) como a derivada total do argumento em relagao a C,, ., define-se o
n+1

tensor material C por (4.84).

- d < oV >  dy N d ( 0p° )
dén—f—l acn-H <dén+l> 2 dén—H acn—l—l
=C¥+C¥ (4.84)

O primeiro membro é facilmente calculado. De fato, desde que ¢ seja uma fungao isotrépica
de Cnﬂ, sua segunda derivada é facilmente calculada com o sistema de coordenadas es-
pectral [16]. O segundo termo precisa de uma operagao preliminar. Considerando Crr =

A - ~ ~v—1
FY-TC, 1 F’ ! chamando "= F

., e suprimindo o indice n+ 1, temos (usando a notagao
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de Einstein):

oo _ 4 (000 __d [ op 9CR) 0CK
R 4Gy \ oGy ) deRr \ aCPr oC,; | oCy
0 ope O (ETCLE) 0 (ETC, )
~ dCEr oCPT OC aCy;
_ 40 gpury | gon genT | gen
dcg;- 6@% pU uvkttyg  tmr T51) *st
Els o fl - 8? 5 L £ Luvii Lrsij
dCEr 9C

mt
fPUEPT = Y (4.85)

— fpngepn

d 0yp°
im gt 2 A kp ~l
ot acey ok,

C?kl = Clﬁij? C;’}kz = Cﬁkl (4-86)

— fPnepn

1,

O ponto critico ¢ a obtengao da derivada de ¢¢ em relacao a CP* = c"Ef". Nas coordenadas

espectrais, é necessdrio o célculo das funcoes

_0p® 0p° 1
YT T Be 2t (1487)
d [0yt 1\ PPt deg 1 0yt (4.88)
Yii = A"\ 0es 22" ) OeSOes del” A" D€l o (Cg?r)z '

e 2 e o . de€ , . ~
Os termos %‘;% e a(zegee sao claros. De outro lado, a derivada - ¢ calculada pela derivagao
j 19€) i

do sistema nao linear (A.15,A.16), apresentada em detalhes no Apéndice A.4. Usando a

notacao

0y O 1
V= 87[}?’ = 8_63’ Kjj =94+ Ktw,jj (4.89)

seu valores sao dados por

de€ oy . 31\ ¢!
RV - 4 4.90

(3

4.2.5 Exemplos de modelos de materiais

Os exemplos aqui apresentados foram extraidos de [5]. Estes tém por objetivo apresentar os
potenciais de Hencky e Ogden que possuem as caracteristicas necessdrias (4.74) para serem

utilizados nesta formulagao.
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Modelo de Hencky

Este modelo utiliza potenciais baseados na forma quadratica de tensores de deformacao

logaritmica (4.91) e (4.92) (Potenciais de Hencky [16], [18]).
(e)° (4.91)

()2 p=ry (@) (4.92)

dp dp° oY
9P oue. — S, —— = 2Pl
de; M e ” o 7

62 ") 82 (Pe . aQw .
=24, =2u°, =2
0€;0¢; O€5 0 od;od;;
De (4.67) tem-se que € = €' —Atd} = €' —Agj. Usando (4.92), as condiges de otimalidade

(A.15,A.16) sao:

(4.93)

Ay oD :
—2u(ef = Ag) + 2+ =0, =123 (4.94)
Agi +Aqj + Agj =0 (4.95)

Somando as trés equagoes lineares (4.94), a restrigao (4.95) e usando o fato que €]+ +eb" =
0, temos /5 = 0. Assim, desacopla-se o sistema e finalmente chega-se a expressao (4.96),

e

v I
qu =

> e’ (4.96)
% + Me J

para cada direcao principal j, que ¢ a cléssica expressao para o modelo viscoeldstico linear

infinitesimal.

Modelo de Ogden

Uma importante vantagem da utilizacao deste modelo, é que este tipo de potencial hiperelds-
tico pode representar o comportamento nao linear eldstico de mateirais poliméricos que
exibem propriedades viscoeldsticas. O modelo de Ogden também tem a propriedade de

generalizar outros modelos como o neo-Hookean e Mooney-Rivlin.
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Os potenciais de Ogden sao definidos por

30 Hi [e %
=22 —(lexp()]" — 1) (4.97)
j=1i=1 &;
8. e o
o => Z — ([exp(ej)} — 1) (4.98)
j=14i=1 O
5 &g
=33 = ([exp(d))]™ — 1) (4.99)
Jj=1li=1 o7
Derivando, obtém-se:
dp X o Po X o
9 X e — S e NE 4.100
Je, 2t lexp(eg)l™ 5 Derde 2 0 [exp(e;)] (4.100)
0 X o O X ey
86 ;Nz [eXp< )] ’ 86;86; o Z:Zl’ulal [eXp(ej)] (4101)
dp o Y N o
= ’L) dv ‘. — v i d’L) ‘ 4.1 2
o ;77 [exp(d))] ™ ; sarod = 2 [exp(d})] (4.102)
Substituindo as derivadas em (A.15),(A.16) obtemos o seguinte conjunto de equagdes nao
lineares:
N
> i exp(oydy) — Zuz exp(a;ef) + =0, j=1,2,3 (4.103)
i=1
&+ d+ds =0 (4.104)

Varidveis d7, § podem ser resolvidas pelo método de Newton, como mostrado anteriormente.

As derivadas 2 Be ,%f?, da;pv e derivadas de alta-ordem necessérias para substituir em (4.80),

(A.23), (A.31) sao facilmente obtidas. Lembrando ainda que c; = exp(2¢;), ¢ = exp(2¢5),

exp(d;) = (ch)Mf, tem-se para o modelo de Ogden:

(expl(e) ~ 1) = 3 3 5 ((e)¥ — 1) (1.105)

©

I
e
M=

Y

(fem(e)] 1) = 3 3 2 ()% 1) (4.106)
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4.3 Modelo de elasto-viscoplasticidade

Mesmo na regido de deformacao eldstica (ou viscoeldstica), os polimeros possuem compor-
tamento diferente do cldssico linear (modelo tipo Hencky) dos metais. Assim, a presente
abordagem propoe uma alteragao (extensao) do jd tratado em [3] para modelos de vis-

coplasticidade isotrépica. Na presente abordagem é enfatizada a possibilidade de incorporar
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modelos constitutivos hipereldsticos isotrépicos arbitrarios, de forma a poder modelar em
forma apropriada esta regiao do comportamento de materiais poliméricos. Isto é realizado
seguindo os mesmos principios de decomposicao espectral da taxa de deformacao ineléstica,
ja utilizado no modelo de viscoelasticidade acima.

A representacao do modelo viscoplastico aqui estudado é dado pela Fig.4.4. O modelo
¢ capaz de representar um comportamento plastico ou viscoplastico através da contribuicao

de seu componente ineldstico de atrito. A parcela ineldstica F? da formulagao variacional

Figura 4.4: Modelo reolégico para o modelo elasto-viscopldstico.
apresentada anteriormente é reescrita como F”, onde o indice p indica uma parcela pléstica.

4.3.1 Conjunto de potenciais

Utilizam-se basicamente as mesmas formas dos potenciais do modelo viscoeldstico com al-
gumas mudancas para incorporar o comportamento de plastificacdo. Agora admite-se a

existéncia de um potencial de energia W definido por
W(E) = o(F) + ¢° (F°) + ¢"(F", Q) (4.107)

onde F¢ é a deformacao sobre a mola do brago viscopldstico, FP é a deformagao sobre o
componente ineldstico, Q ¢ um conjunto de varidveis internas, ¢ é um potencial eldstico em
funcao da deformacao total e ¢° é um potencial eldstico em funcao da deformagao sobre a
mola no brago viscopldstico (brago de Maxwell) e ¢? é um potencial pléstico responsavel
pelo encruamento nao viscoso do material.

Como proposto no modelo anterior, realiza-se uma separacao do potencial associado ao

~

gradiente de deformacao total ¢ (F'), em uma parte isocérica ¢(C) e uma parte volumétrica
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U(J). Faz-se a hip6tese que toda a contribui¢ao volumétrica associada ao modelo estd con-
tida na parcela volumétrica U(J) e toda contribuigao isocérica na parcela eldstica isocérica

A

da mola ¢° (F¢), assim tem-se que ¢(C) = 0 e reescreve-se (4.107) por
W(E) =U(J) + ¢ (F°) + ¢"(F*, Q) (4.108)

Também admite-se a existéncia de um potencial dissipativo ", responsavel pelo com-
portamento viscoso ineldstico do componente de atrito viscoso. O detalhamento destes po-
tenciais ¢ realizado a seguir.

A fungao elastica U(J) contabiliza a parcela volumétrica das deformagoes totais e pode
ser definida por

U(J) = % In .J]? (4.109)

onde K é um parametro volumétrico do material.
A mola conectada em série com o componente de atrito viscoso simboliza uma separagao
multiplicativa da deformacao pléstica e eldstica. A parcela plastica possui, por hipétese, um

comportamento isocérico. Assim, tem-se que:
- . o . . 3
PP —F—FF ", C=FTF=Y ¢E, detF'=1 (4.110)
j=1

onde ¢§ e Ef sao respectivamente os autovalores e as autoprojegoes de C*, F¢ ¢ o gradiente de
deformacao eldstico, F? é o gradiente de deformacao plastico e C¢ é o tensor de Cauchy-Green
a direita eléstico e isocorico.

A taxa de deformacao pléastica D? é definida por
D? = sym(L?) = LP = FPFP~! (4.111)

que é deviatdrica, e a simetria do gradiente de deformacao plastico L? vem da suposicao que
o tensor de rotagao plastico é nulo (skew(L?) = WP = 0). Rearranjando a equacao (4.111),
obtém-se uma lei de escoamento

FP = DPF? (4.112)
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Neste trabalho propoe-se realizar a decomposicao espectral de DP da seguinte maneira!

D” = (M = g ilquj (4.113)
f
4 € Ko={p e R: 30 p; = 0; 0,02 =3/2} (4.114)
M, e Kjy={M;€Sym:M;-M;=1, M; - M, =0, i#j} (4.115)
q>0 (4.116)

onde ¢ ¢ um acumulador pldstico, M ¢ a direcao de escoamento, o conjunto K¢ assegura a
condicao de trago nulo de M com a norma fixa, enquanto o conjunto Kj; leva em conta as
propriedades das autoprojecoes.

A equagao (4.112) tem um significado especial, que é definir a regra de escoamento para
F? e fazer uma restri¢ao entre F? e ¢ através das diregoes de escoamento ¢;IM;. Devido a esta
restrigao, F? torna-se uma varidvel interna dependente das varidveis internas {q, ¢;, M; }, que
por sua vez sao independentes entre si.

Uma aproximacao incremental de DP é obtida pelo mapeamento exponencial:

AF? = F?_ F?~! = AR exp[AtD”)] (4.117)

ACP = (AF?)" AF? = F?-TCP FP~! = exp[AtDP]? (4.118)

:>Dp—iln(ACp)— 23: M—ﬁi M. (4.119)
T oAt — LG T Ay T '

Uma vez identificadas as novas varidveis internas {q, ¢;, M;} pode-se definir os potenciais
©P e 1. Do mesmo modo que no modelo de viscoelasticidade, o potencial eldstico ¢° é
admitido ser uma funcao isotrépica de Ce e, portanto, dependente dos seus correspondentes
autovalores:

¢°(C°) = ¢°(cf, 5, c5) (4.120)

Esta funcao também pode ser representada em termos da deformacgao natural €® = %ln Ce,

que tem as mesmas autoprojecoes de C° e com autovalores dados por €; = %ln 5. Assim,

¢°(€%) = ¢°(el, €3, €5) (4.121)

'E importante ressaltar que esta escolha de decomposicio permite a incorporacio formal de potenciais
hipereldsticos arbitrdrios. Na forma de decomposicao clédssica, separa-se D? = M onde ¢ representa am-
plitude e M direcao. Isto dd lugar ao cldssico modelo de retorno radial que, no presente contexto sé é
consistente com os modelos hipereldsticos de tipo Hencky, para o qual a direcao M satisfaz a condigao de
minimizagdo no potencial incremental (ver [3])
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O potencial pléstico ¢P é responsédvel pela contribuicao plastica do encruamento do ma-
terial. Neste caso considera-se um encruamento isotrépico dependendo da varidvel interna q

de forma tal que:

o = P (q) (4.122)

t
q(t) = / Gdt, gy =qo+ A G =g, + Aq (4.123)
0

O potencial viscoplastico isotrépico dissipativo ¢ depende de DP através de ¢ segundo

o) = v (5 =w@y = { 10 =) (4120

onde este tipo de definicao de 1 tem o objetivo de incorporar uma penalizacao para valores

negativos de q.

Exemplos de potenciais viscoplasticos O termo dissipativo 1) define o limite entre o
dominio eldstico e o dominio pléstico, e sua definicao nao é diferencidvel para todo o dominio.

Pode ser expressa pela lei de Perzyna

m—+1

. mYodo (4 a0
V@) =13 m+1 \q = (4.125)
400 seqg<0

onde m, Yy e ¢y sdo parametros do material. A lei de Perzyna define dependéncia ou in-

dependéncia da velocidade de deformacao. Quando m — oo o potencial torna-se 1(q) =
Yo seq=>0

{ +o0o seg<0’
O potencial plastico ¢” pode ser expresso por uma funcao quadratica

estabelecendo uma independéncia da taxa de deformacao plastica DP.

#(4) = Soa + 5 (0) (1.126)

que representa a regra de encruamento linear cldssica para metais. Porém, para simular
materiais poliméricos é necessdria a utilizagdo de uma fungao nao linear, como por exemplo
o potencial genérico

L
a?—l—l

(q)™ ™ (4.127)

1 1 N
©P(q) = Loq + §Hq2 + u? (q + - exp (—apq)) + 21
J:

onde X , H, P, o?, u? e 04? , sao parametros do material e N =1,.., 7 é o nmiimero de termos

da funcao de poténcias.
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Existem diversos potenciais para modelos de encruamento pléstico nao linear. O potencial
(4.127) & apresentado por ser um potencial generalizado que pode representar outros modelos
de encruamento mais conhecidos e é capaz de representar o comportamento de amolecimento
ou endurecimento nao linear com maior flexibilidade. Para o modelo elastoplédstico perfeito
considera-se apenas o termo que contém o pardmetro Y, onde ¥y é a tensao de escoamento.
Para o modelo de encruamento linear consideram-se apenas os termos com os parametros
Yo e H, onde H é o médulo plastico. Para o modelo de encruamento de Ramber-Osgood,
consideram-se apenas os termos com os parametros Yo, p, € a, € N = 1, onde p, e
sao os parametros da funcao de poténcia. Para o modelo de encruamento com saturacao
consideram-se apenas os termos com os parametros X, p € «, onde e o sa0 0s parametros

da fungao exponencial.

4.3.2 O problema de minimizacao

Em fungao dos tipos de potenciais escolhidos, as varidveis internas sao reduzidas a { Ag, ¢;, M; },

ue substituem as varidveis minimizantes Q,,.1, F¥_ ;. O potencial incremental ¥ é reescrito
—+1 n+1

por
\Il(cn-i—l; gn) = AU(Jn-i-l)

+min (A" (C) + AP () + A (R} (4128)

tal que
A (Cipy) = ¢°(Cpy) — ¢°(C3) (4.129)
AL (Gns1) = @ (Gns1) — £ (gn) (4.130)
AU (Jpi1) = U(Jpy1) = U(Jy) (4.131)

onde
— .\ _ 0. 3 2 _

4 € Kq = {pj €ER:Y G p=0; X0 = 3/2} (4.132)
M, e Ky ={N;eSym:N,;-N; =1, N,-N; =0, i#j} (4.133)
Ag>0 (4.134)

A operacao de minimizagao s6 faz sentido quando hé deformacao pléstica no incremento,

isto ¢, quando Ag > 0. Neste caso, sdo consideradas somente as restrigoes (4.132) e (4.133).
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Pelo contrério, se o material estd em regime eldstico tem-se que Ag = 0. A operagao de
identificagao se o material estd em um ou outro regime, é tratado com maior detalhe no
Apeéndice C.

Admitindo-se propriedade de convexidade para os termos de (4.128) e admitindo que o
minimo se encontra num ponto tal que Aqg > 0, as condi¢oes de otimalidade de primeira
ordem (4.135), (4.136) e (4.137) sdo suficientes para obter os valores das varidveis que mini-

mizam o problema, ou seja, encontrar Ag € R™, g; € Ko e M; € K que satisfazem

8\I/(Aq, Qj, Mj)

oa OMI =0 VOME Ky (4.135)
8\I}<qu%v Mj) {5(]] =0 4 5(] c KQ (4136)
J

A minimizacao pode ser feita analiticamente. Para isto, apresentam-se as relacoes entre as

deformacoes pléstica e eldstica, de forma andloga as equagoes (4.65), (4.66) e (4.67) do caso

viscoelastico,
Ffz—f—l = Fn+1ﬁ‘iz—i = FPT (eXp[AtDp])il ) FPT = FnJrlFf;l (4138)
Ce,, =FT Fe. | =C (explAtD?)) 2, CP =F27C, ,FP! (4.139)
1 ol 1 A
€, = 3 InC; ., =€ —AtD?, € = 3 In CP" (4.140)

Na equagao (4.139), supoe-se colineariedade entre CP" e DP para permitir permutacao entre
ambos tensores. Isto significa que Ci 1 Cr e D? devem possuir os mesmos autovetores,
exatamente como no modelo viscoeldstico, ou seja, ES = Eg-”" = M;. A verificagao desta
suposicao ¢é realizada na minimizacao de ¥ com relagao a M; apresentada no Apéndice B.1.

Os valores de Ag, ¢; e M; que minimizam o potencial ¥(Agq, ¢;, M;) devem satisfazer as
restrigoes (4.132) e (4.133). Para incorporé-las, as condigoes de otimalidade (4.135), (4.136)

e (4.137) sao calculadas com o auxilio da fungao Lagrangiana £ (4.141),
£<AQ7 dj, Mj7 )‘ka 617 62) = \D<AQ7 dj, M])
+ A (M, - M, — 1) + A (M, - M) + A3 (M, - M,.)
+ A (M- My — 1)+ A5 (M- M) + A (M. - M, — 1)

+ 81 (Gt @+ q) + By (42 + a3 + 42— 3/2) (4.141)
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onde \g, 8, e 35 sao multiplicadores de Lagrange.
A estacionariedade do Lagrangeano em relagao as autoprojegoes M; é apresentada no
Apeéndice B.1 e o principal resultado desta condigao € a colinearidade entre Ce, Crre Dr, ja

mencionada. Como consequéncia desta colinearidade, pode se escrever que

¢; =In(c)/2 =€ — Aq g; (4.142)

J

Da estacionariedade do Lagrangeano em relacao a Aq e g;, apresentada no Apéndice B.2,

obtém-se o conjunto de equacoes

A

S A+ B+ 2000 =0, j=1,2,3 (4.143)
J
3 6Ag0 8A<,0p oY
- + (4.144)
=1 0€ 8Aq dq
S g = 0 (4.145)
j=1
S -3/2=0 (4.146)

Em ambos os casos, o método de Newton ¢é usado para encontrar as raizes X = {q1, o,

q3, Aq, By, By} usando a férmula recursiva
g = gk KA lph (4.147)

ou

KFAR = —rf, M1 =3F 4 Az (4.148)

Simplificagoes podem ser feitas se é admitido novamente que

©°(€5) = Ji wi(€5) (4.149)
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Neste caso, temos:

[ O On O Om O om | -
1 9q2 dgs OAq 9P, 0B, 0 Ky 0 Hy 1 2¢
Ors Org OJrs Org Orz Ors 0 0 Kisa Hy 1 2
K= | 90 o0 o5 950 05, o5 | _ 33 173 @ (4.150)
or or or Oor or or
T oGm o v v o R S
org Ore Ore Ora  Ore  Ora 20 2q2 2g3 0 0 0
| 90 9p Oss OAq 0B, 0B, | - ]
ij:aazg:Aq2+252 J=12,3 (4.151)
N N
Hi=—"qgA———, j=1,2,3 4.152
7 Decaec U gec T 0T 12
3. 0%° ,  OPAg 1 P
Hy=Y —Ft 4227 v (4.153)

& oot T oAE T Ao
4.3.3 Calculo da tensao

Uma vez que a minimizagao ¢é feita, pode-se calcular o tensor tensao de Piola-Kirchhoff P.
Devido a separacao do potencial ¥ em uma contribuicao isocérica e volumétrica, o tensor

tensao P é dado por

8\I}(Cn+l; gn)

Py =2F, 9C iy

_ Dp* U
= F, {Jnf{?’DEV <2 ad ) + Jn+1Cg}L1] (4.154)
n+1 a‘]n+1

De forma resumida, a derivada de ¢° em relagao a C, apresentada em detalhe no Apéndice

B.3, e a derivada de U em relagao a J sao dadas por:

e 3 e Oct" Cypr 3 9t
a(jn—f—l 7j=1 805 GCPT aCn—f—l j=1 an 20?
8U ln Jn+1
= K—— 4.156
8Jn-f—l Jn+1 ( )

4.3.4 Tensor material

()
dcn+l
o tensor C por (4.157).

e d v d €
C=C" = — < 0 >: _ < 0 > (4.157)
an+1 a(jn+1 an+1 aCjn+1

Usando a notagao

como a derivada total do argumento em relacao a Cn+1. Define-se

T 1 .\ -1
, chamando fP"= (Fp> e suprimindo o indice

n

Considerando CP* = (F‘p> Crit <]§‘p)

n + 1, de forma resumida, temos que

e d agoe 3 d ( 8906 > e e
cr = —— [ = grngvn = (T2 ) pyngvn _ crt 0 4.158
17kl del (acz]> m,t%;:l jt dC]I_;;- an; kp *lg klij jikl ( )

n n
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Nas coordenadas espectrais é necessdrio o célculo da funcoes

0p®  0p° 1
e — 4.159
y] acgr aﬁ; 265)7‘ ( )
d [0 1\ 9%p° def 1 O 1 (4.160)
Yii = A"\ 0e¢ 2¢" ) OeSOes del” A"l D€l o (C§T)2 '
O termos gf: e %‘% sao claros. Novamente, o ponto critico é a obtencao das derivadas
k k1

de® . . . - .
de ?Egr, que é obtida derivando o sistema nao linear (B.8-B.11). Considerando que neste caso

temos
e T de qu dq
e =¢ —Agq = F}?J,ﬂ =0, — i~ Aqdé?J’” (4.161)
a sua solucao é dada em notagao compacta por:
dgi  dgs  dgs dDq dpy dp,]"
C— 4.163
i del" def” de" def" del”  del ( )
€ € e e T
Yi = [90,1151qu 90,2252qu 90,3353qu ¥ 0 O} (4.164)

onde K ¢é a matriz tangente (B.15). A solugao do sistema (B.33) para (j = 1,2, 3) resulta o
vetor X;, que por sua vez resolve % em (4.161). A obtengao do sistema (B.33) é apresentado

em detalhe no Apéndice B.4.

4.3.5 Exemplos de modelos de material

Modelo de Hencky

Utilizam-se os potenciais baseados na forma quadrética de tensores de deformacao logarit-
mica para o potencial eléstico.
3
e e 2
"= 21 (¢9) (4.165)
]:
Os potenciais ¢ e ¢? tem a forma (4.125) com m — oo e (4.126) respectivamente. Entéo as

derivadas de seus potenciais sao dadas por:

8 © e _e e T
8906 = 2u°€§ = 2u°(e]" — Aq q;) (4.166)
€
0
—825 =Y se¢g>0 (4.167)
OoP
2 Y+ Honor (4.168)

0Aq
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O residuo para os potenciais de Hencky tem a forma:
2M (6" —Aq ¢i)Ag+ By +26,¢: =0, i=1,23 (4.169)
ry=— Z 2u°(e" — Aq q;)q; + Yo+ Hgnyr + Yo =0 (4.170)
=1
3
j=1
re =311 q =3/2 (4.172)
Somando todas as equagoes de (4.169), considerando (4.171) e usando o fato que i + 5" +
e =0, temos que 3, = 0.
De (4.170) e (4.172) obtém-se
3
— > 2p(€]" — Aq qj)q; + Xo + Hgnyr + Yo =0 (4.173)
j=1
=20 301 € gy + U Ag + So + H(gn + Ag) + Yy =0 (4.174)
=20 30 € gy + Aq(3u + H) + o + Hgy + Yo = 0 (4.175)
Denominando
a=3u’+ H, b=Yo+ Hq, + Yo (4.176)
e escrevendo em forma compacta, temos:
alAq+b=2u° Z] L €5 G (4.177)

Somando todas equacoes (4.169) multiplicadas por ¢;, e diminuindo (4.170) multiplicada por

Aq temos que
1

que substituido em (4.169):

2 .
=24 (e — Aq q;) + g(Eo—Fan—l—HAq—l—Yo)quo, j=1,2,3
2
—2utef + 20 Aq g5+ 5 (B0 + Hao + HAq+Y0) g, =0, j=1,2,3

—3pcel + (AqBu° + H) + Yo+ Hgn +Y0) q; =0, j=1,2,3

—3pe” + (aAg+b)q; =0, j=1,2,3

J

epr

3p1%€;

= AT

(4.178)

(4.179)
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Susbtituindo (4.179) em (4.177),

e 3lu’e 3 T 2
CLAq + b = 2,& (m) Ej:l (6? )
3 e pry2 O N2 B o
(adg b = 5550, () = 500 () = 5 I

temos entao
VRIS~ (Y + S0 + Ha,)
B 3uc + H

Agq se Ag >0 (4.180)

Onde as expressoes (4.179) sao as expressdes usuais para o retorno radial elastoplastico
do modelo de von Mises. Finalmente, (4.180) permite o célculo de € = 2u°(e]” — Aq g;)

necessdrio para o potencial eldstico.

4.4 Modelo de visco-elastoplasticidade

Neste item apresenta-se uma forma simples de construir um modelo que compartilhe pro-
priedades de viscoelasticidade e elasto-viscoplasticidade a partir da contribuicao dos dois
modelos ja apresentados. Basta para isto utilizar a representacao reolégica mostrada na
Fig.4.5. Nesta, cada braco de Maxwell apresenta um dos dois modelos citados. Desta forma,
ambas as parcelas com e sem deformacoes permanentes apresentam dependéncia da taxa de
deformacao. O indices v e p foram adicionados propositalmente aos potenciais ¢ e v origi-
nais com o objetivo de diferencia-los em seus respectivos bracos de maxwell. O indice v faz
mencao ao modelo viscoeldstico, enquanto o indice p refere-se ao modelo elasto-viscopléstico.

O modelo reolégico do modelo visco-elastoplédstico é apresentado na Fig.4.5.

4.4.1 O problema de minimizacao

Assim, o potencial incremental ¥ pode ser apresentado por,

\I/(Fn—&—l; Sn) = \I/(Cn+1, gn) = AU(Jn_H) +

+ min {Asoep(éi’il) + Ap"(gni1) + Aty)” (%)} +

+ min {Agpe”(éfﬂrl)—i—Atzﬁ” (AA—qt)} (4.181)

v v
Mj.Aqj
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Figura 4.5: Modelo reolégico para o modelo visco-elastopléastico.

onde

AU( n+1) U(Jﬂ-H) (Jn)
A ep<Cn+l) Qpep( n+1) 6;D(Cep)
AG"(n+1) = " (n+1) — ¥ (an)

Ap(Citi) = 7 (Ci) — 7 (C)

Os problemas de minimizacao sao desacoplados e, portanto, os cdlculos sao feitos de
forma independente, seguindo os mesmos procedimentos jé apresentados. A tensao é obtida

como a contribuicao de cada um dos bragos.

4.4.2 Tensor material

Finalmente, o tensor material necessdario na implementagao numérica para a determinagao

da matriz tangente, é também calculado mediante a simples adicao das parcelas de cada

braco. Usando a notacao dg(') - Como a derivada total do argumento em relacao a Cn+1,
n+
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define-se o tensor material C por (4.84).

\I’ ep ev
c— 2 < 0 ) _ < 9p ) 4+ ( 9% ) (4.186)
dcn+1 8(jn-‘rl dcn+1 0Cn+1 an+1 aCn—|—1
=¥ 4 (4.187)

onde C¥” ¢ o tensor material do modelo elasto-viscopléstico (4.157) e C¥™" & o tensor material

calculado no brago viscoeldstico do modelo viscoeldstico (4.85).



Capitulo 5

Exemplos numeéricos

Com o objetivo de analisar a capacidade dos modelos propostos de representar o compor-
tamento de certos materiais poliméricos, este capitulo apresenta um conjunto de exemplos
numeéricos.

Inicialmente, mostra-se uma particularizacao da formulacao para o problema de tragao
uniaxial, implementada no cédigo GNU Octave [26]. Os exemplos ilustram diversos casos de
carga com diferentes potenciais para todos os modelos tratados. Na segunda se¢ao mostra-se
o comportamento para deformacoes de cisalhamento. Finalmente, a tltima se¢ao é destinada
a mostrar casos numéricos tridimensionais do modelo visco-elastopldstico, onde a formulacao
foi implementada no software académico de elementos finitos METAFOR [27]. Os valores
atribuidos aos pardmetros materiais de todos os exemplos numéricos sao meramente ilustra-

tivos e nao tem relacdo com nenhum material especifico.

5.1 Problema uniaxial

A formulagao apresentada no Capitulo 5 pode ser particularizada para o caso de tensao
uniaxial sem modificar sua estrutura tridimensional [28]. O tensor de Piola-Kirchhoff P ¢é

entao definido por

ov (Cn+1)
P = 2F, ———U
n+1 n+1 8Cn+1
_ Op 0p° 0¢ ou _
— F, 2Jn2/3DEV< T+ At— )+ Jo1CL (5.1
“{ ! 0Cni1 0Cpi 0C,1/) 0" v |0-1)

67
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onde DEV (A) = A—: (A : C) C!. Suas derivadas sio dadas por

Oy i Op

= = —E; 5.2
(9Cn+1 jz_;acj ’ ( )

e 3 e

aAgO — Fi—l 890 LEpT’ Fi—T (53)
0C, 11 " = de§ 2cpr "

8U In Jn+1

= K——— 5.4

aJnJrl JnJrl ( )

Admite-se o ponto submetido a uma situacao de esfor¢o uniaxial, com uma simples compo-
nente de tensao de Cauchy (017 = ). A deformacao é considerada perfeitamente isocérica,
isto é, o Jacobiano J = 1. Assim, o gradiente de deformagoes e o tensor deformacao sao

dados respectivamente por

A0 0

F=|0 — (1) —F (5.5)
0 0

C=B=C=B=F (5.6)

Devido a hipétese de perfeita incompressibilidade, a relagao constitutiva volumétrica pode

ser definida por

oU o
Pni1 = Wn—f—l = g (5~7)

Substituindo esta expressoes em (5.1) e considerando que o = J “1PFT, obtém-se a expressio

0 0p° 0
o1 = Chp lQ DEV ( A SR SN ~¢ ) +pn+1cn}r11
aCjn+1 aCnJrl 6Cn+1
aCn+1 8(jnJrl aCnJrl

Os termos de (5.8) ainda podem ser simplificados considerando as decomposigoes espectrais

[28]:

Oy (% 1 0¢
Chii———= ——cE;, = —-—E,; 5.9
TG, S0 2_:2 de; " (5.9)
0p° > > 0p° 1 1 0p°
Cn_|_1A7 == CEEZ e eEe< == = P E< (510)
0C, 41 (; = Oes 2¢5 ;2 oes

9 [ L0 1 1 9
Cn+1—acn+1—<z_:ckl\/1k) (j_lale—zAtchMj = IE%MJ (5.11)
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Substituindo (5.9), (5.10) e (5.11) em (5.8), obtemos a expressao (5.12), que pode ser uti-

lizada em qualquer um dos modelos apresentados.

_ 0p° e | 09
an+1—dev[2(a€ e ES + adM)

7=1

+ pual (5.12)

Esta expressao foi implementada no c6digo GNU Octave, permitindo realizar os cdlculos de
testes das equagoes constitutivas, e posteriormente comparé-las com resultados andlogos em

simulagoes com elementos finitos.

5.1.1 Modelo viscoelastico

No modelo viscoeldstico proposto em [5], pode-se escolher qualquer tipo de potencial para ¢,
. ., . .. . .
©° e 1. Porém, é conveniente e usual escolher os mesmos potenciais e realizar uma redugao
na quantidade de parametros. Isto pode ser feito relacionando os parametros dos potenciais

segundo a definicao das relacoes

() = Bl(e) (5.13)
P(d) = 79" (€) (5.14)

onde o parametro adimensional 5 = u¢/u; ¢ um fator de proporcionalidade entre a mola
do brago viscoeldstico e a mola do brago eldstico. O parametro 7¢ = n?/uS, por sua vez, é
a relacao entre o componente eldstico e o dissipativo do brago viscoeldstico. Os parametros
a; (no caso do modelo de Ogden) s@o os mesmos para todos os potenciais.

Apresentam-se dois casos de tracao uniaxial, um com o modelo de Hencky e outro com
o Modelo de Ogden. Os parametros de ¢ sao dados pela Tabela 5.1 e os pardmetros de ¢°
e 1 sao obtidos dos valores dos parametros adimensionais 3¢ = 2 e 7¢ = 2.5. Ambos os
corpos foram alongados até A = 3 (¢ = In A = 1.0986) com uma velocidade de deformacao

logaritmica constante de 1/s, 0.1/s e 0.01/s.

Tabela 5.1: Parametros materiais para o potencial eldstico (°.

Potencial |H Ogden | Hencky
Eldstico | p; | 20 | =15 | 30 | = 30.0
%) a; 10.2] 08 [1.5
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Os gréficos obtidos através da implementacao do problema uniaxial no software GNU

Octave, para os potenciais de Hencky e Ogden, sao apresentados respectivamente na Fig.5.1

e na Fig.5.2, onde pode-se notar claramente a dependéncia da velocidade de deformacao.

1.2

250 I I \
Velocidade de Deformacéo = 1/s
— - — - Velocidade de Deformacéo = 0.1/s
— — — Velocidade de Deformagéo = 0.01/s
200 - b
>
=
S 150 - b
]
®)
[0}
°
<
»n 100 - b
c
()
- : - —
,/7/ _ - =7 -0
O - - - 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8
Deformacgéo Logaritmica

Figura 5.1: Teste de tracao uniaxial. Modelo viscoeldstico com potencial de Hencky.

5.1.2 Modelo elasto-viscoplastico

Inicialmente, apresentam-se dois casos de tragao uniaxial mudando apenas o potencial elds-

tico ¢, onde estes sao tratados com o modelo de Ogden (CASO I) e o modelo de Hencky

(CASO II). Ambos possuem encruamento linear, representado pela escolha de uma fungao

linear para o potencial plastico ¢P. O potencial viscoplastico ¢ é dado pela a lei de Perzyna.

No modelo de Ogden foram usados trés pardmetros N = 3. Os pardmetros do material

usados para ambos casos sao apresentados na Tabela 5.2. Os corpos foram alongados até

A=3(e=InX=1.0986) com uma velocidade de deformagao logaritmica constante de 1/s,

0.5/s ¢ 0.1/s e descarregados com a mesma velocidade de deformagao. Os resultados obtidos

para o modelo de Ogden e Hencky sao mostrados respectivamente na Fig.5.3 e na Fig.5.4,

onde também apresentaram as esperadas dependéncias da velocidade de deformacao. Deve-

se notar, no entanto, que a regiao eldstica nao apresenta alguma sensibilidade & velocidade,

COImo era esperado.
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Figura 5.2: Teste de tracao uniaxial. Modelo viscoeldstico com potencial de Ogden.

Tabela 5.2: Pardmetros materiais para estudo do potencial eldstico (°.

Potencial H| CASO 1 ‘H CASO 11
Elastico | Ogden Hencky
° W | —94.22 | 140.42 | 35.21 1= 30.0
o; | 3.0559 | 1.3328 | 3.8812
Plastico Linear ‘ Linear
(pp 20 H 20 H
20 20 20 20
Viscoplastico | Perzyna ‘ Perzyna
(0 Yo do m Yo | go | m
20 0.1 0.8 20 [ 0.1]0.8
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Figura 5.3: Teste de tracao uniaxial. Modelo de Ogden (CASO I).

50

45

Tensao de Cauchy
[ [)S] [\S] w w S
al o (6] o (3] o

=
o

Velocidade de Deformacéo = 1/s
— - — - Velocidade de Deformacéo = 0.5/s

— — — Velocidade de Deformagao = 0.1/s

— /
— - //7/ i
,*/ ‘//// ‘///
SR LT ,// J
P — :

- _ - 7
S ) b
-7 /7

/'/
L
SV J
v
7 .
o/
s
S J
i
i i i i i
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Deformacgéo Logaritmica

1.2

Figura 5.4: Teste de tracdo uniaxial. Modelo de Hencky (CASO II).
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A escolha do tipo de potencial eldstico ¢© define o comportamento eldstico do material.
O potencial de Hencky possui apenas um pardmetro e é capaz de representar um compor-
tamento eldstico linear em relacao a deformagao logaritmica. O potencial de Ogden, dentre
outros, é usado para representar comportamentos nao lineares da parte eldstica, necessidade
que depende do polimero analisado. Um nimero aprecidvel de termoplédsticos apresenta forte
comportamento nao linear no regime de deformacoes permanentes, depois do inicio do escoa-
mento. Cabe ao potencial viscopldstico prever este comportamento, utilizando um potencial
P adequado.

Para demonstrar a capacidade do modelo representar o comportamento plastico nao
linear, apresenta-se dois casos com o modelo de Hencky para potencial eldstico ¢ e a lei
de Perzyna para o potencial viscopldstico v, mudando somente o potencial plastico ¢”. Em
ambos os casos os corpos foram alongados até A = 2.5 (¢ = InA = 0.91629) com uma
velocidade de deformagao logaritmica constante de 50/s, 5/s e 0.5/s e descarregados com a

mesma velocidade de deformacao.

Tabela 5.3: Parametros materiais para estudo do potencial plastico ¢P.

Potencial || CASO III l CASO IV
Elastico Hencky Hencky
©°© @ =760 w =820
Plastico | Nao Linear | Nao Linear
P Yo MP oP p =382 | X H p? of pl= 1940 350 -—22
25 5 80800 of = 36 (22 -224 41 150 o= 10 1.4 0.01
Viscoplastico Perzyna Perzyna
(0 Yo do m Yo do m
25 0.01 9 22 0.01 8.5

No primeiro caso (CASO III), utiliza-se a fungao nao linear generalizada para o potencial
pléstico ¢?, com um parametro (N = 1) na fung¢ao de poténcia. Em um segundo caso (CASO
IV), utiliza-se novamente a fun¢ao nao linear generalizada para o potencial plastico ¢, porém
desta vez com todos os parametros, sendo utilizado trés parametros (N = 3) na funcao de
poténcia. Os parametros sao apresentados na Tabela 5.3 e os resultados na Fig.5.5 e na
Fig.5.6, onde notam-se as esperadas dependéncias da velocidade de deformagao.

No primeiro caso (CASO III) utiliza-se o nimero minimo de parametros do potencial
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Figura 5.5: Teste de tracdo uniaxial com potencial plastico nao linear (CASO III).
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Figura 5.6: Teste de tracao uniaxial com potencial plastico nao linear (CASO IV).
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pléstico P para prever o comportamento endurecimento nao linear, tipico de alguns termo-
plésticos rigidos. Com o nimero de parametros minimo nao é possivel obter o comportamento
de amolecimento com posterior endurecimento, a tensao permance constante, devido con-
tribuicao da funcao de saturacao, e depois apresenta endurecimento, devido a contribuicao
da funcao de poténcia. No segundo caso, que possui mais pardmetros, é possivel obter o
comportamento de amolecimento com posterior endurecimento.

A lei de Perzyna representa uma contribuicao da parcela de viscosa do modelo viscoplds-
tico e seu comportamento ¢ muito sensivel a seus parametros Yy, ¢o € m. Aqui, escolheu-se
estudar o comportamento do potencial viscoplastico ¢» mudando somente ¢y € m. E usual
em procedimentos de ajuste de curva atribuir-se um valor constante a Y{, geralmente o valor
da tensao de escoamento do material. Isto é feito para reduzir a quantidade de paramet-
ros a serem identificados, uma vez que é possivel obter o mesmo comportamento alterando
somente Yy € m ou ¢y e m.

Usam-se os parametros do CASO II como referéncia. Analisando a influéncia dos paramet-
ros na lei de Perzyna, pode-se concluir que diminuindo o valor de m, tomando como exemplo
m = 7, obtém-se uma maior contribuicao viscosa sendo esta proporcional potencialmente
a velocidade de deformacao. Diferente do que acontece para ¢y que se comporta de modo
oposto, ou seja, aumentando seu valor, tomando como exemplo ¢y = 0.1, diminui-se a con-
tribuicao viscosa dada pela lei de Perzyna. Estes comportamentos sao apresentados respec-
tivamente nas Fig.5.7 e Fig.5.8, onde sao confrontados com o CASO II.

Nos casos com potencial plastico nao linear, nota-se que em altos valores de deformagao,
as curvas tendem a se unir. Este comportamento foi encontrado em todos os testes feitos com
o modelo e deve-se ao comportamento viscoso da lei de Perzyna. Nos casos onde se utilizou a
funcao potencial pléstica linear, verificou-se que este comportamento nao se apresenta, o que
nos leva a concluir que a lei de Perzyna possui limitagoes para representar o comportamento
de plastificagdo nao linear em altas deformagoes, sendo aconselhdvel o uso de um outro

potencial viscoso.

5.1.3 Modelo visco-elastoplastico

Para visualizar o comportamento do modelo visco-elastoplédstico apresenta-se um caso que

utiliza o modelo de Ogden, com trés parametros (N = 3), para os potenciais eldsticos o,
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Figura 5.7: Efeito da mudanca do pardmetro m na lei de Perzyna.
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Figura 5.8: Efeito da mudanga do pardmetro ¢y na lei de Perzyna.
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©° e e para o potencial viscoeldstico ¢". Para o potencial plédstico ¢? utilizou-se a fung¢ao nao
linear generalizada com (N = 1) na parcela da fun¢ao potencial, com parametros ¥, = 10,
i =20 e of =4.5. Para o potencial viscopldstico P, utilizou-se a lei de Perzyna, onde os
parametros utilizados sao Yy = 5, m = 3, ¢o = 5. Como os potenciais P, e ¥’ utilizam
o mesmo modelo de Ogden, é possivel realizar novamente uma reducao da quantidade de

parametros, relacionando o comportamento de cada modelo segundo as relagoes

P(E) = B (e) (5.15)
) = T () (5.16)

O parametro adimensional 5 = p$”/u” € um fator de proporcionalidade entre a mola do
modelo viscoeldstico e a mola do modelo elasto-viscopldstico. O parametro 7 = nY/u’, por
sua vez, € a relagao entre o componente eldstico e o dissipativo do modelo viscoeléstico.
Os parametros de ¢ sao dados pela Tabela 5.4 e os parametros de ¢ e ¥" sao obtidos

pelos valores dos parametros adimensionais 5 = 0.5 e 7 = 0.5. Na Fig.5.9, apresentam-se as

Tabela 5.4: Parametros materiais para o potencial eldstico do modelo elasto-viscoplastico
L.

Potencial Ogden ‘

Eldstico | p;” | —131.925 | 196.588 | 49.294
PP a? | 3.0559 1.3328 | 3.8812

contribui¢oes no modelo visco-elastopléstico devido as parcelas de tensao do modelo elasto-
viscopldstico e do modelo viscoeldstico. O corpo foi alongado até A = 3 com uma velocidade
de deformagao logaritmica constante de 0.5/s e descarregados com a mesma velocidade de
deformacao. Pode-se notar na Fig.5.9 que a tensao do modelo visco-elastopldstico é exata-
mente a soma das contribui¢oes de tensao dos modelos elasto-viscopldstico e viscoeldstico,
como era esperado.

Na Figura 5.10, apresenta-se o comportamento do modelo visco-elastopldstico ao variar
a velocidade de deformacgao. O corpo é novamente alongado até A = 3 com uma velocidade
de deformagao logaritmica constante de 1/s, 0.5/s e 0.1/s e descarregados com a mesma
velocidade.

O modelo visco-elastopldstico apresenta-se como uma alternativa muito atrativa para

aplicagao em materiais poliméricos pois combina as caracteristicas dos modelos viscoeldstico e
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Figura 5.9: Teste de tragao uniaxial. Contribui¢oes no modelo visco-elastopldstico.
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Figura 5.10: Teste de tragao uniaxial do modelo visco-elastopléstico.
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elasto-viscopldstico, apresentando dependéncia da velocidade tanto no regime elédstico quanto

no pléstico.

5.2 Problema de cisalhamento

Apresentam-se a seguir dois exemplos analisando o cisalhamento de um cubo de dimensao
unitaria(Fig.5.11). Nestes casos admite-se novamente, por simplicidade, um comportamento

perfeitamente isocérico (J = 1).0 gradiente de deformagoes F é dado por

Figura 5.11: Problema de cisalhamento

Ug

1
F=|0 (5.17)
0

_ O O

1
0
Estes exemplos sao analisados nas mesmas condigoes dos Casos I e II de elasto-viscoplasticidade
uniaxial apresentados na se¢ao anterior. O parametros do material sao os mesmo da Tabela
5.2. O cubo de dimensao unitéria é deslocados até u, = 2 com uma velocidade de desloca-
mento constante de 1/s, 0.5/s e 0.1/s. Os comportamentos a cisalhamento para o Caso I e
o Caso II sao apresentados respectivamente nas Fig.5.12 e Fig.5.13.

Em problemas de cisalhamento com grandes deformagoes, como este aqui apresentado, o
tensor tensao torna-se mais complexo que nos problemas de pequenas deformacoes, possuindo
termos nao nulos em sua diagonal. Por este motivo foi escolhida a tensao equivalente de von
Mises para ser apresentada nos graficos a seguir.

As curvas de tensao-deformacao do teste de cisalhamento do caso II, com amplitude de
deslocamento de u, = 2 e u, = 3, sao apresentadas respectivamente nas Fig.5.14 e Fig.5.15.
Em ambos os casos foram aplicados dez ciclos de deformacao de 0 a u, e de volta a 0 com

uma velocidade de deslocamento constante de 2/s.
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Figura 5.12: Teste de cisalhamento com potencial elastico de Ogden (CASO I).
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Figura 5.13: Teste de cisalhamento com potencial eldstico de Hencky (CASO 1II).
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Figura 5.14: Ciclo de cisalhamento para deslocamento de u, = 2.
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Figura 5.15: Ciclo de cisalhamento para deslocamento de u, = 3.
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Devido a plastificacao e ao estado de tensoes complexo, as representacoes graficas da
resposta nao é de fécil interpretacao, pois sao feita com a tensao equivalente de von Mises.
Nestas tltimas pode-se notar que é possivel representar um fenomeno de histerese do mate-

rial.

5.3 Ensaio de tracao

Com o objetivo de avaliar a formulagao para casos tridimensionais, fez-se a implementagao
da formulacao em um software de elementos finitos. Dentro de uma vasta gama de opcoes
comerciais e educacionais, optou-se pela utilizacao do software METAFOR [27] que foi de-
senvolvido para aplicagoes académicas e possui como grande vantagem o cédigo aberto. O
software é feito sobre uma base de linguagem C++ e ja incorpora modelos de hiperelastici-
dade, tratamento de locking volumétrico, discretizacao da geometria e tratamento grafico.

A geometria discretizada do corpo de prova segue a norma para ensaios de pldstico
ASTM D638-03 [29]. Os parametros de material sdo valores meramente ilustrativos, nao tem
relacao com nenhum material especifico e sao tomados por conveniéncia para demonstrar o
comportamento do modelo para os diferentes casos.

Motivado pela discussdo proposta por [2] sobre o real comportamento da curva tensao-
deformacgao dos polimeros (ver Capitulo 2), serdo apresentados dois casos com o modelo
visco-elastopldstico. Para o primeiro caso, utilizam-se pardmetros com os quais se obtém um
comportamento viscoeldstico, seguido de escoamento sem amolecimento, e posterior encrua-
mento viscopldstico. No segundo caso, apresenta-se o comportamento com o amolecimento.

Em ambos casos utiliza-se 0 modelo de Ogden, com trés parametros (N = 3), para os
potenciais P, ©e 1", e para o potencial ¥* a lei de Perzyna. Como os potenciais ¢,
e ¥ utilizam o mesmo modelo de Ogden, novamente realiza-se a redugao da quantidade de
parametros apresentada precedentemente.

Para o primeiro caso, com comportamento de encruamento sem amolecimento, os paramet-
ros de ¢ sao dados pela Tabela 5.5 e os parametros de ¢ e ¥’ sao obtidos pelos valores
dos parametros adimensionais § = 0.02 e 7 = 50. Para o potencial plastico ¢ utilizou-se a
fungdo nao linear generalizada com um parametro (N = 1) na parcela da fungao potencial,
onde os parametros sao Xy = 10, p} = 20 e of = 4.5. Na lei de Perzyna os parametros

sao Yo = 5, m = 3, go = 5. A curva de tensao-deformagao para o problema uniaxial do
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Tabela 5.5: Parametros materiais para o potencial eldstico do modelo elasto-viscopléstico
L.

Potencial | Ogden |

Eldstico | p;? | —942.25 | 1404.2 | 352.1
PP as? | 3.0659 | 1.3328 | 3.8812

primeiro caso em diferentes velocidades de deslocamento é apresentada na Fig.5.16, onde a
representacao grafica da tensao é feita em relacao ao deslocamento de um corpo uniaxial com

comprimento unitdrio, ou seja, em relagao a deformagao de engenharia. O comportamento

25 T T T
Velocidade de Deslocamento = 1/s
— - — - Velocidade de Deslocamento = 0.1/s
— — — Velocidade de Deslocamento = 0.01/s |

20 b
>
e
S
3 15 b
O
[J)
©
3
»n 10 b
c
)
|_

O 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Deslocamento

Figura 5.16: Ensaio de tragao uniaxial para um comportamento de encruamento sem amole-
cimento.

tridimensional do corpo de prova submetido a tracao é apresentado na Fig.5.17.

Para o segundo caso, com comportamento de encruamento com amolecimento, os paramet-
ros de ¢ sao dados pela Tabela 5.6 e os pardmetros de ¢ e ¥" sao obtidos pelos valores
dos pardmetros adimensionais 5 = 0.15 e 7 = 0.5. Para o potencial pléstico ¢P utilizou-se a
fungao nao linear generalizada com trés parametros (N = 3) na parcela da fungao potencial,
onde os parametros sdo Yo = 10, puf = —38.845, ub = 38.084, pb = 10000, of = 1.1559,
ah =1.7328 e o = 10.8812. Na lei de Perzyna os parametros sao Yo =5, m =3, go = 5. A
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stap0 1=0.000000

Equivalent von Mises stress

step 36 t=50000000

Equivalent von Mises stress

step 106 1=150.000000

Equivalent von Mises stress

-D500  -0.250  0.000 0250 0500 | 5.69 6.85 8.01 9.17 10.3 4.65 8.38 12.1 15.8 19.6
step 149 1=250.000000 step 221 1=400.000000 step IRé 1=450000000
Equivalent von Mises stress Equivalent von Mises stress Equivalent von Mises stress
4.53 9.94 15.3 20.8 26,2 4.59 10.8 16.9 23.1 29.3 4.68 1.5 18.3 25.1 31.9
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Figura 5.17: Comportamento do corpo de prova para o caso de encruamento sem amoleci-

mento.

Tabela 5.6: Pardmetros materiais para ¢® (com amolecimento).

Potencial | Ogden ‘
Eldstico | p;” | —131.915 | 196.588 | 49.294
P o’ | 3.0559 | 1.3328 | 3.8812
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curva de tensao-deformagao para o problema uniaxial do primeiro caso em diferentes veloci-
dades de deslocamento é apresentada na Fig.5.18, onde novamente a representacao grafica da
tensao é feita em relagao ao deslocamento de um corpo uniaxial com comprimento unitério,

ou seja, em relagao a deformacao de engenharia. O comportamento tridimensional do corpo
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Figura 5.18: Ensaio de tragao uniaxial para um comportamento de encruamento com amole-
cimento.

de prova submetido a tragao é apresentado na Fig.5.19.

Em ambos comportamentos ocorre o fenomeno de estriccao seguido de uma extensao da
regiao plastificada. Observa-se que no caso apresentado do material com amolecimento, a
secao transversal na regiao de estricao é levemente superior que no caso sem amolecimento.
Note-se que materiais com encruamento quase linear, como o ago, a diminuicao de drea da
regiao de estricao é, em geral, progressiva até o momento de ruptura. Assim, mais que a
existéncia de amolecimento, nota-se que o deslocamento da estricao estd mais vinculado ao
endurecimento pronunciado frente a grandes deformacgoes que & existéncia de amolecimento
logo apds o escoamento para deslocar o inicio da estriccao a ponto desta extender-se a todo
corpo. Assim, é possivel que apenas o alto grau de encruamento, que encontra-se em altos
valores de deformagao, seja responsavel por este fendmeno. Como o fendmeno ocorre em

ambos os casos nao é possivel verificar se Brockman [2] estd correto ao afirmar que na
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step0 1<0000000/22 000000 <it<0000100

Equivalent von Mises stress

-0.500  -0.250  0.000 0,250

0.500

step54 15000000/22,000000 cit<0 127471

Equivalent von Mises stress

5,35 9.76 14.2 18.6 23.0

41ep 207 t=4.000000/22 000000 Cif<0 004372

Equivalent von Mises stress

3.96 7.24 10.5 13.8 17.1

3tep 392 1700000022 000000 dt<D01257%

Equivalent von Mises stress
.73

3.59 6.66 12.8

15.9

slep 439 £10,000000/22 000000 Cit0016322

3.64 6.11 8.57 11.0

sfep 436 112/000000/22000000 00804559

Equivalent von Mises'Siress

3.25 5.43 7.61 9.79 12.0

Figura 5.19: Comportamento do corpo de prova para o caso de encruamento com amoleci-

mento.
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realidade nao acontece o amolecimento dos polimeros amorfos no estado vitreo, sendo este
um erro de medida que acontece com mudanga da posicao da formacgao da estriccao do corpo

de prova.



Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho foram estudados e desenvolvidos um conjunto de modelos constitutivos ca-
pazes de simular o comportamento nao linear de termopldsticos submetidos a deformacoes
finitas a diferentes velocidades de deformacao. A principal caracteristica dos modelos aqui
tratados € a sua estrutura variacional, isto é, o estado de tensao é obtido a partir das condicoes
de minimizacao de uma funcao potencial definida para cada incremento de carga. Assim,
mesmo envolvendo fenomenos dissipativos, a formulacao se comporta como hiperelastica
dentro de cada incremento de carga.

Devido a escolha de utilizar modelos com a mesma estrutura variacional com varidveis
internas, decomposicao espectral nas quantidades de medida de deformacao e potenciais
isotrépicos, foi possivel combinar a dependéncia da velocidade de deformacao tanto na parte
eldstica (viscoelasticidade) como na parcela de fluxo plastico (viscoplasticidade). Assim,
pode-se obter um modelo visco-elastopldstico da combinagao (adigao) do modelo viscoeldstico
de [5], que ja possuia todas as caracteristicas citadas acima, com uma adaptacao do modelo
elasto-viscopldstico proposto por [3], onde foram adicionadas as decomposigoes espectrais e
o uso dos potenciais isotrépicos.

Através da possibilidade de construcao dos potenciais, o modelo é capaz de reproduzir
outros modelos encontrados em literatura através da escolha apropriada de seus potenciais
eldsticos e dissipativos. A formulagao ainda permite atualizar as varidveis internas e a tensao
através da solugao de um sistema de equagoes nao linear sem muito custo computacional
pelo método de Newton e possui um tensor material que pode ser calculado analiticamente.

A formulagao foi implementada no software académico de elementos finitos METAFOR

[27] para avaliacao dos modelos em exemplos numeéricos tridimensionais, apresentando re-
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sultados satisfatorios. Esta foi validada com os resultados obtidos para casos de deformacao
simples (tracao uniaxial/ cisalhamento). Durante a implementacao e realizagdo de exemplos
numeéricos foram encontradas alguns dificuldades no problema de minimizacao devido a nao
incorporagao da restricao Ag > 0 no modelo elasto-viscopldstico. Os problemas ocorriam
préximo ao ponto de inicio da plastificacao, principalmente em problemas que envolviam
cisalhamento. Este incoveniente foi resolvido com a incorporagao de uma técnica (Apéndice
C) para identificar a priori se 0 minimo é alcangado para um valor Ag > 0 (existe plastifi-
cagao) ou Ag = 0 (processo eldstico).

Nos exemplos numéricos tridimensionais foram testados diversos potenciais e parametros,
onde foi possivel representar o tipico fendmeno de estriccao com propagacao a todo o corpo
de prova. Os mesmos bons resultados foram obtidos para os exemplos numéricos de tracao
unixial e cisalhamento, implementados no cédigo GNU Octave, onde foi possivel verificar a
representatividade do tipico comportamento de amolecimento e encruamento simplesmente
alterando os potenciais e seus pardmetros. Porém, para uma correta representacao de seu
comportamento, é necessdria uma caracterizacao dos parametros do material com uma curva
de tensao-deformacao experimental, tarefa fora do escopo do presente trabalho.

Um outro aspecto importante a ser ressaltado é que o presente trabalho limitou-se as
expressoes para modelos de encruamento isotrépico. Nao hé, porém, restricoes tedricas para
a incorporacao de varidveis internas de encruamento cinemadtico. Por motivos de volume de
trabalho, este assunto foi deixado fora do escopo da presente dissertagao.

Para futuros desenvolvimentos, ainda é possivel estudar uma melhor combinacao dos com-
ponentes, incorporar dano, sensibilidade a pressao, extensao ao problema termomecénico e
materiais nao isotrépicos, onde a formulacao a priori nao apresentaria dificuldades matemati-

cas.
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Apéndice A

Modelo viscoelastico

A.1 Minimizacao de ¥ em relacao a M|

3
O argumento que minimiza W(Agj, M}) deve ser tal que AtD” = AgfMY tenha trago
j=1

nulo e sua decomposicao seja a soma de tensores ortonormais simétricos. Isto significa que

Aq}’EKQ:{pj eR! i p1+p2 —l—p3:0} (Al)
M;GKM:{NJGS?JW’LN]N]:L NZN]:O, Z%j} (A2)

Assim, a minimizacao restrita pode ser calculada utilizando a funcao Lagrangeana, que

adiciona ao potencial original as restricoes de igualdade:

L(€§, dj, B) = Ap®(€5) + Aty (df)

+ A (Mg - Mg — 1)+ X (Mp - M) + A3 (M7 - M?)
+ A (M - My — 1) + A5 (M - MY) + Xg (M7 - M? — 1)

C

+ B (dy + dy + dy) (A.3)

Dado que dj nao depende de M7, as condigoes necessdrias de otimalidade em relagao a

varidvel M, sao:

oL NG
oMY [oM] = OMY

a

M + 2M; (M - 6M) + Ay (MY - SM) + A3 (M? - M) = 0 (A.4)

VoM € Sym
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Tomando 6M igual a M, M}, M! respectivamente, obtemos as equacgoes

0N .

2\ = — T - MY (A.5)
B OAp° .

)\2——8 ” - My (A.6)
OAp® .

A3 = — oM - MY (A.7)

Substituindo estas em (A.4), tem-se

{(M“O - <0A“0 M) MY — <0A¢ -Mg) My — (M‘p M) MU] M = 0(A8)

oMY oMY oM oMY ¢ ¢
YoM € Sym
Recordando as relagoes
€ => ¢E:=¢€" — AtD" Oc, =E¢ (A.9)
= 777 ? aee a
obtém-se que
IAp® 3, OAg© O¢§ D¢ 3. 0Ap
=— ES | Ag’ A.10
oMY j; Jes (966 oMY <Jz_:1 Oes 7 ( )
Substituindo este tltimo resultado em (A.8),
3 8Agpe 3 8Ag0 S R0 JAN,
[Z e Z ( MG)MQ—Z 5ee (Ej-Mb)Mb—i—
j=1 Y& j=1 j=1 U
3
_y 08¢ (E: - Mg) M?] - 6M = 0 (A.11)
j=1 aGJ
YoM € Sym

Esta dltima equagao ¢ satisfeita se E; = MY, que € a condigao necessdria e suficiente para

haver colinearidade entre os tensores C¢ e D".

A.2 Minimizagao de ¥V em relagao a Agq’
Uma vez que a colineariedade entre os tensores C¢ e DV é verificada, pode-se escrever

e =In(cf)/2=¢€" — A¢} (A.12)
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Neste caso, é equivalente minimizar ¥ em relagao a Agy ou df. Da funcao Lagrangeana

obtém-se
a e v
Ti:_@ﬁ _ oL ¢ oL Oy At@@b@d LB
OAGY 86 8Aq 86‘;' OeS odyY O¢§
0t oy
_86_861;}_’_6_0, 1=1,2,3 (Alg)
6£ & v v
ry = 8ﬁ_d +dy+dy =€]+€5+e5=A0Ag] +Agy +Ags =0 (A.14)
que fornece um conjunto de equagoes nao lineares para Aq}, Agy, Ags:
0 Oy .
_ = =12 Al
Aq] + Agy + Ags =0, (A.16)

onde 3 é um Multiplicador Lagrangiano e €; = In(c})/2 sao autovalores de €;, ;. Equivalen-
temente, devido a relagdo linear €5 = €/" — Ag}, as condigoes de otimalidade (A.15) e (A.16)

podem ser reescritas como fungoes nao lineares de €7, €5, €5:

dp® O .
- -5, +6=0, ;=123 (A.17)
Jdes  Od;
€]+e+e=0 (A.18)

A.3 Derivadas de ¢ e ¢ em relacao a Chi

A derivada de ¢ em relacio a C é dada por

dp
—— —E; A.19
0Cs1  j=1 dc; 0C, 41 J; 86] ( )

Para calcular a derivada de ¢° usa-se a relacao

Cpr — FprTFpr _ FZ_TCH-&-lF;}L_l (AQO)

Usando a regra da cadeia, obtém-se ([5])

8806 o 8906 8Cpr — Fv— 1 8(10 —r Fv- T

— = — ~ = A.21
0C,.1 0CrroC, 4 "ooCer " ( )
Falta assim calcular
Ot 3 9 O S0 1
oGr 0T oG, HOd Y 506 2T -2

3 e
N A (Z %"e 2017"“ Ef;.”“) Fo T (A.23)
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A.4 Derivada de ¢ em relacao a ¢’

A relagao €5(e]", b, k") & obtida do sistema néo linear
dp® oY .
.= - =0, i=12, A.24
r e o +8=0, 1 3 ( )
ry = €] +e5+€§=0. (A.25)

Assim, a derivacao de cada membro é dada por

or; 0?p°  de O* d(dY)  dp

O’ T 90 de?zr  9dPddy de?z * del” =0 y=123

- C'Oe”c;lei” ~ Vi (%t - Aitjez';T) - %?T =0

= (@eu + %) e?r - (T/Jn% - dci?r) =0,

— Kiii—? — (1/1% — di?) =0, (A.26)
Ore _ de  dg  ds (A.27)

Oel" de?r de?r de?r

J

onde utilizou-se a notagao

oY Oy B 1
/%Z},i - 8_d;)7 clp,i - 86?7 KM - 90,1'1' + Atdj’m (A28)

Isolando <% de (A.26) e substituindo em (A.27), obtém-se os resultados

d P’
Oes di; dp\ 1
o (¢ i A]t der” ) K (A.29)
7 7 (23
3 1) 1104 ag 1
;AtK” a Z e’ K =0
[y 3 1
J]” _ Z —0,
AtK;; DK
concluindo que
g vy (& 1\
= T A.30
dE?T AtKJj 52231 Kss ( )

Finalmente, substituindo (A.30) em (A.29), se chega a expressao (A.31).

des (0p” (Uy 3 -
de?” _AtKZ-Z-(S AtK”K“ (; ) ’ (A.31)
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Apéndice B

Modelo elasto-viscoplastico

B.1 Minimizacao de ¥V em relacao a M,

Seguem-se aqui 0s mesmos passos que no Apéndice A. O unico termo de ¥(Agq, ¢;, M;) que

depende de M é potencial eldstico ¢°(¢5) através do tensor eldstico

3 a e
€= €E =" — AIDP =" — A¢> ;M;; =% —E, (B.1)
j=1 j=1 e

Substituindo (B.1) e (B.2) em (A.8), obtém-se

0A 0A
X G~ T (8 M) M
Jj=1 =1
_ Z OAp* (Ej . Mb) M, — Z dAp (Ej ) Mc) MC] -OM =0 (B3)
=1 O¢ =1 O€
YoM € Sym

A equagao (B.3) ¢ satifeita se E¢ = M, verificando a hipétese de colineariedade suposta

anteriormente.

B.2 Minimizacao de ¥V em relacao a g, e Agq
Novamente, sao seguidos passos similares do Apéndice A. Lembra-se a relacao

¢; =In(c5)/2 =€ — Aq g

J
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As condicoes de otimalidade de primeira ordem sao obtidas pelas derivadas parciais em

relagao as varidveis ¢;, Aq, 5, e By

oL 8Ag0€ 0¢€§ .

rl aqz aGi 6% + 61 + BZq’L 7 1 ) Sy 3 ( )
oL OAe® O€f OAe® O¢; OA@® O¢ OApP oY 0q

= = At——— = B.

" 0Aq OJef 0Aq e 0Aq e 0Aq 0Aq + t@q 0Aq 0 ( 5)

s = 851 =1 +q@+qgp=0 (B.6)
oL

Te = _91+Q2+CI3—3/2 (B-7)
9B,

Operando com as equagcoes acima, obtém-se as seguintes condigoes de otimalidade de primeira

ordem

0"

= g ATt A+ 20,5 =0, i=12.3 (B.8)
30Age  0AYP DY
= — - _— = B.
T4 P> 86 4+ —5— 9 + 3d =0 (B.9)
3
rs =3¢ =0 (B.10)
j=1
re=3 14 —3/2=0 (B.11)

Em ambos os casos, o método de Newton ¢é usado para encontrar as raizes X = {q1, g2, g3,

Agq, By, By} usando a férmula recursiva
g = xF - KAk (B.12)

ou

K'A% = —r*, " =xF 4 Ax. (B.13)

Simplificagoes podem ser feitas supondo que

po(e) = 2 wil€) (B.14)
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Neste caso, temos:

oy 9ry Ory O Orp Om

an Op on 9A 05 O Kn 0 0 H 1 2¢
01 Oqz  Ogs %Aq gﬁl 0By 0 Ko 0 Hy 1 2¢
Org Org QOrg Org  Org Ors
K= | 9o 9z on o8 on o || 0 0 Bes Mo lo2n0 0 gy
T4 T4 T4 T4 Oorsa  OT4
Jq1 Da2 Oas  IDq ) Hy Hy Hs Hy 00
BB Rl 11 000
D O e ore  ore dr2 21 2¢2 23 0 0 0
8111 8112 3Q3 0Aq 851 352 i - -
82906 5 .
82A<,0 OAp®
H, = - . i=1,2,3 B.17
decoee 171 T Tgee ! (B-17)
82 € PApP 1 0%
Hy =Y ——¢ — B.18
. ;aegaeg% T oag T A oP (B-18)
L e ~ ol
B.3 Derivada de ¢° em relagao a C,,;
Para calcular a derivada de ¢° usa-se a relacao
Crr = Frlgrr — pp-1C,  FP! (B.19)

assim a derivada de ¢¢ é dada por (B.23), onde:

e e ANpr
02" 1501 = 28~ 9" 150
0C, 11 oCrr 9C, 1
=97 gt (9t 50| ot = 98 el (5C + 6CT) Fo !
oG 9C, 1 oG 2
_ 1 X e s (B.20)
oG
00" _ g1 99 gt (B.21)
9C, 1 aCer
e 3 e anT 3 e
00 _ 500 9 207 g (B.22)

oCr =0 ocr = 807

&Pe 3 3¢e 865-” aépr 3 ° - .
A ey AT E | FP B.23
0Cni1 (Jz—:l 86? ocCrr | 0C, 11 ; Cp ( )
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B.4 Derivada de ¢ em relagao a €

A derivada total de ¢¢ em relacao a eg-”" deve ser calculada a partir do sistema nao linear

_ 0Ay°

7e: Ag+ By 428y =0, i=1,2,3 (B.24)
8A<p 8Ag0p oY

. + 2% B.25

]Zl 8Aq 0q ( )

Zl 3 =0 (B.26)

S —3/2=0 (B.27)

Admitindo por simplicidade que °(€f) = 327 wf(€f) e observando que

1=

. - de§ dAq dg;
€ =" —Aqq = i =0;; — ??Tqi — qd€§T (B.28)
obtém-se os seguintes resultados:
dr; PNAp° de OAp® dAq  dB, dg; df, .
= — = Ag — 2 2q; =0 =123
dE?r 86566,? dE?r q aEf d pr + depr + ﬁ2d pT + d p?” ) vy ] ) S
_PAy° dAq dgi 3A<P dAq dﬁl dg; dp,
= = ——q; — A Aq — 2 +2 =
DecDet < d prd defr> de; def"  del” * BQd pr Waer pr 0
dAg | dp, dﬁz
Ag” +2 G0 — 05) = T = T 2057 — $a0i;8¢ =0
(90 i + 62) d pr + (So,zzq q ()O,z) dE? + dE? + q dE? 90, J q
dg; qu ds, dBy .
Kii— + Hi— =+ 2¢i—r = ¢%,0:;q, 4,7 =1,2,3 B.29
= de’ + de; + de} 2 de; Pai®iSdh ) ( )
dry G PAp° des 23: OAe® dg; N P AP N 9% 0q \ dAq 0
de A 0esoes depr e =1 Oe§ de OAG? 94> 0Aq ) de N

dg; 3. dg PAeP 1 0%\ dAg
= - G 51”__1'_A_7" T 5 r ~ a5 T
;gp’” < 7d ?T 4 qdef ) i;gp’z de? + ( 0AG2 At g2 de?

. 3., o dg; 3. PAgP 1 0%\ dAq
= =94+ Zl (Sp,iiAqCIi - SO,i) qP + ( 2

dg; dAq o
:ZHde+H4d pr _90]](]]? Zaj:1>273 (B30)
drs dg;
o =0 B.31
dE?T i=1 dEpT ( )
dr 5. dgi
de”ﬁ’“ B Z 201 e e 0 (B.32)
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ou em notacao compacta:
KX]‘ == Yj (B33)
dgi dgs dgs dAq dp, dpy]"
_ B.34
i del" def" del" def"  del"  de ( )
e (2 e e T
Yi = [#010580 950280 ¢l530380 ¢5;¢; 0 0] (B.35)
onde K ¢ a matriz tangente ja obtida anteriormente,
[ Ky, 0 0 Hy 1 2¢ |
0 K22 0 H2 1 2(]2
. 0 0 K33 H3 1 2(]3
K= H, Hy, Hs Hy 0 0 (B.36)
1 1 10 0 0
L 2% QQQ QQ3 0 0 0 ]
Koe TS NP8, =123 (B.37)
i = 1=1,2, .
lJfatolat 1 2
O Ay* YA
H; = ———q,Aq — , 1=1,2,3 B.38
€5 0€§ 624 O€§ ! ( )
3. 0?%¢° PAgP 1 0%
H, = 2 —— B.39
"= L 0coc" T oag T Aop (B.39)
A solucao do sistema (B.33) para (j = 1,2, 3) resulta o vetor x;, que por sua vez resolve %

em (B.28).

J



Apéndice C

Tépicos na minimizacao do modelo
elasto-viscoplastico

Deve-se notar que no Lagrangeano definido no Apéndice B, a restricao Ag > 0 nao foi
incorporada e admite-se que o minimo é atingido para um valor Aq positivo, isto é, um ponto
interior a esta restricao. Neste apéndice apresenta-se a técnica utilizada para identificar a
priori se o minimo é alcangado para um valor Ag > 0 (existe plastificacdo), ou este é atingido
para Ag = 0 (processo eldstico).

Quando a unica varidvel interna é o incremento plédstico Aq [3] basta verificar se a derivada
do funcional ¥ em relagao a esta varidvel é negativa, o que garante um minimo local para
Ag > 0 (incremento plastico). Caso contrério, o minimo local é atingido para Ag = 0,
garantindo um incremento eldstico. O problema neste caso é que as novas varidveis g;
podem tornar a busca mais complexa. De fato, foi observado que se a derivada parcial
de OV /0Aq é avaliada para uma terna arbitréria ¢;, podem se atingir minimos locais que
nao correspondem & solucao do problema. Uma representacao esquematica desta situacao é
apresentada na Figura C.1 e C.2. Por simplicidade o potencial ¥ ¢é apresentado dependente
de duas varidveis Aq e ¢;. Nota-se que a regiao Aq = 0 apresenta dois segmentos que sao
minimizadores locais do potencial, mas nao sao solu¢cao do minimo desejado, representado
pelo ponto interior a regiao vidvel.

A técnica aqui utilizada para driblar este inconveniente consiste em calcular OV /0Aq
sobre a curva tal que 0¥ /dq; = 0, isto é, que minimiza o potencial em relagao as varidveis
¢i - A seguir mostra-se em detalhes o procedimento.

A colinearidade entre CP" e DP traz como consequéncia que

¢; =In(c5)/2 =€ — Aq g
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0.05

-0.05

0.3

0.2

0.1 Deltaq

Figura C.1: Representacao esquemdtica do potencial W.

0.25H |

Delta q
o
&

0.1 /

qi

Figura C.2: Curvas de nivel do potencial W.
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Assim, é possivel escrever o problema de minimizacao de ¥ em relagao a ¢; e Aq como

U =  min {Acpe(ej(qj, Aq)) + ApP(Aq) + Aty (2—3)} (C.1)

q;€Kq;Aq>0

3 3.2
Kq = {Pj €ER:Y S pj=0; X pj= 3/2}
Caso se fixe um valor arbitrario Ag > 0 o problema de minimizacao anterior se reduz a

¥ = min {A¢®(€5(q;, Aq)) + ApP(Aq) + Aty (29} (C.2)

9j€Kq

A fungao Lagrangeana para definir as condigoes de otimalidade do problema (C.2) é agora

dada por
L(gj, 81, Ba) = Ao + By (¢ + @6 + o) + B2 (@2 + @ + ¢ — 3/2) (C.3)

cujas condicoes de estacionariedade sao dadas por

N
ro= = At B+ 28,0, =0, i=1,2,3
. K2
ra=,q=0
j=1
7’5:Z§=1qg2':3/2 (C4)

Assim, para um dado Ag > 0 é preciso determinar X = {q1, g2, g3, 31, B2} que resolve (C.4).
Note-se que a solucao deste sistema nao muda caso se dividam as primeiras trés equacoes

por Ag > 0, obtendo

OAY® . R
Po= =2 B 428, =0, i=1,2,3
Oe§
R 3
7’4:ZC]J':O
j=1
s =3 14 =3/2 (C.5)

O sistema de Newton deste problema adaptado é

£ =gk 1 ox, Kok = -1 (C.6)
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onde
{91,612,613751,52} {5917592,5613,551,552}

[ Ky, 0 1 2¢

0 K22 0 1 2q2

K= 0 0 Kgg 1 2Q3

1 1 1 0 0
20 22 23 0 0 |

82(‘06 )

KiizaeaBAq—f—QﬁQ 12172,3

Finalmente, interessa encontrar este conjunto minimizador para Aq — 0. Este limite é

tomado em (C.5) e (C.6). Neste ultimo, a matriz K fica

~

(28, 0 0 1 2¢

0 28, 0 1 2¢

K= 0 0 23, 1 2¢
1 1 1 0 0
L 21 2¢2 23 0 0 |

Assim, a solugao de (C.5) mediante (C.6) permite a determina¢ao do minimizador de ¥ em
relacao a ¢; para Aq = 0. Realizada esta operacgao e definidos os minimizadores ¢;, avalia-se
OV /0Aq. Se este valor é positivo, o minimo local ¢ Ag = 0 e ndo ha plastificacdo. Caso
contrario haverd um minimo para Ag > 0 (incremento pléstico) que é calculado mediante o
procedimento apresentado no Apéndice B. Cabe notar, no entanto, que o minimo obtido nesta
primeira etapa é um excelente ponto de partida para a determinacao do minimo interior,

diminuindo os custos computacionais.



