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Aplicação das formas discretas da Equação de Boltzmann à termo-

hidrodinâmica de misturas

Resumo

No presente trabalho é apresentado um procedimento de derivação formal e sistemática de

um conjunto de equações diferenciais, no espaço (x, t), a partir da equação de transporte

de Boltzmann, no espaço (x, c, t), cujas equações de transferência representam adequa-

damente a termohidrodinâmica de um �uido compressível. Para este propósito, a função

distribuição de partículas foi expandida numa base do espaço de Hilbert, formada pelos

polinômios tensoriais de Hermite, na velocidade molecular c, cuja função peso pode ser

identi�cada como uma distribuição Maxwelliana global. A ordem de truncamento desta

série é aquela requerida para obter as equações de Navier-Stokes-Fourier, através da aná-

lise assintótica de Chapman-Enskog. O espaço de velocidades foi discretizado de forma

a garantir que os momentos da aproximação à função distribuição sejam representados

exatamente através de uma fórmula de integração por quadratura. Soluções para o pro-

blema de quadratura em duas e três dimensões, para várias ordens de aproximação, são

apresentadas e discutidas, principalmente a relação entre as soluções formadas por redes

cartesianas regulares e o método da equação de Boltzmann para gases em rede (LBM).

A solução temporal explícita do conjunto de equações diferencias parciais resultante, nas

funções fi(x, t), foi abordada pelo método das diferenças �nitas. O método desenvolvido

permite o tratamento consistente das equações hidrodinâmicas em misturas de gases com

campos de temperatura não-homogêneos e cujos componentes possuem massas molecula-

res diferentes. O procedimento proposto foi veri�cado pela implementação de um modelo

BGK para gases simples e misturas binárias, com um e três parâmetros de relaxação,

respectivamente. Uma análise de Chapman-Enskog dos modelos implementados foi de-

senvolvida para obter as formas explícitas do �uxo mássico difusivo, o tensor pressão e o

�uxo de calor, e os coe�cientes de transporte: coe�ciente de difusão binário, viscosidade

dinâmica e condutividade térmica. Estes resultados foram comparados satisfatoriamente

com soluções analíticas da equação de advecção-difusão com diversas condições iniciais.

Palavras chave: Método de Boltzmann para gases em rede, Equação de Boltzmann

discreta, Teoria cinética de misturas.
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Application of the discrete forms of the Boltzmann Equation to

the thermo-hydrodynamics of mixtures

Abstract

In this work is shown a formal and systematic derivation procedure of a set of di�erential

equations, in space (x, t), from the Boltzmann transport equation, in space (x, c, t), which

transfer equations represent properly the thermohydrodynamics of a compressible �uid.

For this purpose, the particle distribution function was expanded in a base of the Hilbert

space of functions, spanned by the Hermite polynomial tensors of the molecular velocity

c, which weight function can be identi�ed as a global Maxwellian distribution function.

The truncation order of this series is the one required to obtain the Navier-Stokes-Fourier

equations, through the asymptotic Chapman-Enskog analysis. The velocity space was

driscretized in order to guarantee that the moments of the approximation to the distri-

bution function can be accurately represented by a quadrature formula. Solutions to the

quadrature problem in two and three dimensions, for several approximation orders, were

shown and discussed, mainly the relation between the regular cartesian solutions and the

Lattice Boltzmann Method (LBM). The solution of the resulting set of partial di�erential

equations of fi(x, t) was accomplished by explicit �nite di�erence method. The method

allows for a consistent treatment of the hydrodynamics equations of mixtures of gases with

non-homogeneous temperature �elds and with di�erent molecular mass components. The

procedure was veri�ed by the implementation of a BGK model for simple gases and binary

mixtures of gases, with one and three relaxation parameters, respectively. A Chapman-

Enskog analysis of the implemented models was developed to obtain the explicit forms of

the di�usive mass �ux, the pressure tensor and the heat �ux, and the transport coe�ci-

ents: binary di�usion coe�cient, viscosity and thermal conductivity. These results were

compared satisfactorily against analytical solutions of the advection-di�usion equation

with several initial conditions.

Keywords: Lattice Boltzmann Method, Discrete Boltzmann Equation, Kinetic the-

ory of mixtures.
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Capítulo 1

Introdução

O estudo do escoamento de �uidos é uma área que atrai grande interesse do ponto de

vista cientí�co sendo ainda de considerável importância tecnológica. Na maioria dos fenô-

menos naturais a complexidade das equações diferenciais que descrevem o escoamento

di�culta sua compreensão, mesmo após diversas simpli�cações. Por outro lado, a abor-

dagem experimental nem sempre é factível devido ao grande número de parâmetros a

serem controlados, à di�culdade na medição das variáveis envolvidas e a impossibilidade

de reproduzir em laboratório as situações de interesse, seja pela extensão na escala geo-

métrica, como no estudo dos fenômenos atmosféricos, ou pelas condições extremas, como

no estudo de fenômenos a altas velocidades.

Um exemplo de fenômeno com alta complexidade física e geométrica é o escoamento

em meios porosos, cujo tratamento complica-se ainda mais quando mais de uma fase �uida

e/ou componente se encontram presentes, como no caso do escoamento de misturas ou

de �uidos imiscíveis, de interesse no controle da dispersão de poluentes e na indústria do

petróleo e gás.

Paralelamente às abordagens puramente analíticas e experimentais, a simulação nu-

mérica é considerada como um procedimento que proporciona informações muito úteis

na construção de uma teoria sólida do escoamento de �uidos em geometrias complexas.

Atualmente, quando a tecnologia de computadores permite o processamento rápido de

um grande volume de dados, é possível simular, com um mínimo de simpli�cações físicas

e geométricas, e com grande liberdade na escolha dos parâmetros, situações difíceis de

serem obtidas e reproduzidas no laboratório.

O método da equação de Boltzmann para gases em rede (LBM), considerado como

uma aproximação mesoscópica à mecânica dos �uidos, é uma alternativa às técnicas tra-

dicionais de simulação baseadas na discretização e solução das equações na escala do

contínuo1 (equações de Navier-Stokes-Fourier) ou na solução das equações do movimento

simpli�cadas, para todas as moléculas que constituem o �uido2.

1Computational Fluid Dynamics (CFD), Tannehill et al. [1997]
2Molecular Dynamics (MD), Rapaport [1995]

1



Introdução 2

Diferentemente dos métodos de solução das equações de Navier-Stokes, os métodos

baseados na teoria cinética dos gases descrevem o comportamento de um �uido no nível

mesoscópico, ou seja, pela evolução da função distribuição de partículas. Esta função

determina o número esperado de partículas de �uido presentes numa determinada posição

e instante de tempo, com uma dada velocidade molecular. A equação que rege a evolução

da função distribuição num gás rarefeito é a equação de Boltzmann que, uma vez resolvida,

fornece uma descrição macroscópica do comportamento do gás através dos seus momentos

no espaço de velocidades moleculares.

Dependendo da relação entre a escala espacial macroscópica característica de um es-

coamento L, estimada localmente em função da propriedade macroscópica genérica φ,

como

L =
|φ|
|∇φ|

, (1.1)

e o livre percurso médio das partículas l, ou seja, a distância percorrida por uma molécula

entre duas colisões sucessivas, identi�cam-se vários regimes, caracterizados pelo numero

de Knudsen, de�nido como

Kn ≡ l/L. (1.2)

A equação de Boltzmann é valida na totalidade de números de Knudsen, enquanto as

equações de Euler e de Navier-Stokes, derivadas dela através da expansão de Chapman-

Enskog, são validas apenas numa faixa de baixos números de Knudsen [Hirschfelder et al.,

1964]. Os escoamentos compreendidos nesta faixa, limitada aproximadamente pelos va-

lores Kn < 0.1, pertencem ao regime hidrodinâmico. Os escoamentos com numero de

Knudsen intermediário, nos quais o livre percurso médio é de ordem de grandeza com-

parável ao comprimento macroscópico característico, pertencem ao regime de transição e

os escoamentos a numero de Knudsen elevado pertencem ao chamado regime molecular

livre. Os métodos apresentados neste trabalho tratam exclusivamente da aplicação da

Equação de Boltzmann à solução de problemas dentro do regime hidrodinâmico, ou seja,

aquele descrito pelas equações de Navier-Stokes-Fourier.

Comparado com os métodos tradicionais de simulação, o LBM oferece algumas van-

tagens como: eliminação da solução da equação de Poisson na simulação de escoamentos

quase-incompressíveis e facilidade de implementação, particularmente em plataformas pa-

ralelas, mesmo quando aplicado a problemas envolvendo geometrias complexas. Também

oferece a possibilidade de incorporação direta de modelos para interações na escala me-

soscópica (di�cilmente acessíveis aos métodos baseados na hipótese do contínuo), que

permitem a simulação de escoamentos complexos como misturas, escoamentos bifásicos

e de �uidos imiscíveis [Rothman e Zaleski, 1997, Chen e Doolen, 1998, Chopard e Droz,

1998, Succi, 2001].

Devido a estas características especiais, o método foi aplicado com sucesso em proble-
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mas como escoamento monofásico e bifásico em meios porosos, determinação da permeabi-

lidade intrínseca e relativa de meios porosos [Gunstensen e Rothman, 1993, van Genabeek

e Rothman, 1996, Martys et al., 1999, Pan et al., 2004, Pico et al., 2005, dos Santos et al.,

2005a] e problemas envolvendo molhamento de superfícies e fenômenos capilares [Hazlett

et al., 1998, dos Santos et al., 2005b]. Contudo, o método falha na tentativa de prever

o comportamento de um �uido quando os aspectos térmicos são relevantes. Esta de�ci-

ência se deve à instabilidade numérica e a algumas inconsistências no seu procedimento

de derivação a partir da teoria cinética. Por esta razão, atualmente suas aplicações se

centram na simulação de diversos escoamentos complexos, no limite quase isotérmico e

quase incompreensível.

Recentemente, uma ligação formal e sistemática entre o método de Boltzmann para

gases em rede e a teoria cinética foi desenvolvida [Philippi et al., 2006]. Esta relação

se baseia na aproximação da função distribuição por uma série in�nita em polinômios

tensoriais de Hermite. A aproximação por polinômios de Hermite permite a representação

dos momentos macroscópicos da função distribuição com uma precisão arbitrária, dada

pela ordem de truncamento dos termos da série.

A descrição hidrodinâmica (equações de Navier-Stokes-Fourier) precisa da represen-

tação exata dos primeiros momentos da função distribuição. Especi�camente, no caso

do operador de colisão BGK é necessário calcular o momento de quarta ordem da fun-

ção distribuição de ordem zero numa expansão assintótica em potências do número de

Knudsen para, através da análise multiescala de Chapman-Enskog, expressar os �uxos

não-convectivos de quantidade de movimento e energia como função das derivadas espaci-

ais dos momentos dos chamados invariantes de colisão: densidade, velocidade hidrodinâ-

mica e energia. A satisfação desta condição estabelece um critério para a discretização do

espaço de velocidades, de forma que as integrais que de�nem tais momentos sejam resol-

vidas exatamente por um método de quadratura. Este procedimento se aplica igualmente

a misturas de gases, com a vantagem de fornecer apenas um conjunto de abscissas como

solução ao problema de quadratura, independente da temperatura e da relação de massas

moleculares dos constituintes [Pico et al., 2007].

O método de discretização proposto está baseado nestas aproximações e permite con-

tornar as inconsistências presentes nos modelos anteriores, cujo procedimento heurístico

de derivação não leva em conta todas as condições necessárias para a total equivalência

com a teoria cinética e que, conseqüentemente, tem a sua faixa de aplicação consideravel-

mente limitada.

1.1 Objetivos

O principal foco deste trabalho é estabelecer um vínculo formal entre a teoria cinética

dos gases e o sistema de equações diferenciais conhecido como equação de Boltzmann com
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velocidades discretas ou equação de Boltzmann discreta.

Com base nesta equação é derivado o método de solução das grandezas hidrodinâmicas,

conhecido como método de Boltzmann para gases em rede (LBM), com total consistência

no caso de fenômenos envolvendo gradientes elevados de temperatura e densidade.

O segundo dos objetivos é a adaptação dos procedimentos desenvolvidos para a simu-

lação de misturas de gases ideais com massas moleculares diferentes, envolvendo simulta-

neamente o transporte difusivo de massa, quantidade de movimento e energia. O modelo

utilizado para descrever a interação entre moléculas é do tipo BGK, com os parâmetros

que reproduzem a transferência de quantidade de movimento e energia entre moléculas

com potencial de interação inversamente proporcional à quinta potência da separação

entre partículas, conhecidas como moléculas de Maxwell.

O trabalho também orienta-se no sentido de desenvolver um esquema alternativo de

discretização com o intuito de eliminar os problemas mais severos do LBM. Estes pro-

blemas são: a instabilidade numérica, que aparece como conseqüência do acoplamento

entre a discretização espacial e temporal, e o elevado número de velocidades moleculares

necessárias para representar a equação de balanço da energia.

1.2 Organização

O trabalho está organizado em 8 capítulos. No capítulo 2 é apresentada uma revisão dos

métodos relacionados com a solução numérica da equação de transporte de Boltzmann

usando velocidades moleculares discretas. As principais vantagens e limitações dos mé-

todos existentes são apresentadas e discutidas, em particular as que tratam do estudo de

escoamentos compressíveis e de �uidos multicomponentes.

No capítulo 3 é apresentado um resumo dos conceitos mais importantes da teoria

cinética dos gases, utilizados nos desenvolvimentos posteriores, principalmente o método

de análise multiescala de Chapman-Enskog, e uma revisão dos modelos cinéticos para

gases simples e misturas binárias.

A aproximação da equação de transporte de Boltzmann por uma projeção no subespaço

de Hilbert, gerado pelos polinômios tensoriais de Hermite, e a discretização deste espaço

pela solução a um problema de integração por quadratura são discutidos no capítulo 4.

O capítulo 5 resume o desenvolvimento de modelos de Boltzmann para gases em rede

baseado na discretização formal da equação de Boltzmann com modelo de colisão BGK,

a análise multiescala de Chapman-Enskog e a veri�cação das equações hidrodinâmicas e

os coe�cientes de transporte para um gás simples.

A extensão a uma mistura binária de gases ideais usando o modelo de colisão BGK

para moléculas de Maxwell é abordada no capítulo 5.

Uma discretização alternativa de equação de Boltzmann com velocidades discretas,

baseada no método das diferenças �nitas é apresentada e discutida no capítulo 7.
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O capítulo 8 apresenta as conclusões e enumera alguns dos possíveis aspectos a serem

desenvolvidos futuramente.

Por último, um conjunto das soluções ao problema de quadratura, em duas e três

dimensões, e para várias ordens de precisão, é apresentado como apêndice.



Capítulo 2

Método da equação de Boltzmann para

gases em rede

Este capítulo apresenta uma revisão do método de Boltzmann para gases em rede, sua

evolução e as principais variantes utilizadas da simulação de escoamentos complexos. Os

modelos de Boltzmann para gases em rede foram desenvolvidos a partir dos autômatos

celulares de gás em rede na década de 90 e desde então tem sido aplicados a uma grande

variedade de problemas. A revisão se limita a aqueles modelos destinados à simulação de

escoamentos onde os efeitos térmicos são relevantes e à simulação de �uidos com vários

componentes, sendo que, em alguns deles, cada componente é considerado como um �uido

não-ideal, no intuito de simular �uidos imiscíveis. Outros modelos multicomponentes

citados aqui se baseiam em modelos cinéticos de misturas ideais. Embora tenham origem

na teoria cinética, sua implementação não é completamente consistente, por vários motivos

que serão discutidos na seção 2.4.

2.1 Autômatos de gás em rede

Embora o método da equação de Boltzmann para gases em rede seja independente dos

autômatos celulares de gás em rede, eles estão ligados historicamente e possuem algumas

características em comum. Os modelos de gás em rede (LGCA), um tipo de autôma-

tos celulares, propostos por Frisch et al. [1987] e Wolfram [1986], são considerados os

predecessores dos métodos de Boltzmann para gases em rede. Tais modelos se valem

do fato de que a dinâmica macroscópica de um sistema de partículas não é sensível aos

detalhes da dinâmica microscópica, desde que determinadas grandezas e simetrias sejam

conservadas. O modelo LGCA é uma analogia entre a dinâmica de um �uido real e a

dinâmica de um sistema �ctício de partículas, contidas em pontos de uma rede (sítios),

para o qual o tempo e a velocidade são discretos. Desta forma, as partículas podem se

movimentar, em passos de tempo discretos, com velocidades cujas orientações restringem

6
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(a) (b) (c)

Figura 2.1: Etapas de evolução na con�guração de uma rede hexagonal num passo de
tempo. (a) Estado inicial. (b) Con�guração após a propagação. (c) Con�guração após a
colisão.

o movimento aos canais que ligam um sítio aos seus vizinhos. Nos sítios, um operador de

colisão relaciona, de forma relativamente simples, o estado pré-colisional com os possíveis

estados pós-colisionais, que possuem a mesma massa, quantidade de movimento e, em al-

guns modelos, energia. Por simplicidade o número máximo de partículas presentes numa

determinada direção ou canal está restrito, comumente a uma partícula, assim, o estado

do sítio pode ser descrito usando-se variáveis booleanas.

O estado de um sitio, na posição x, na direção da velocidade ci, é descrito pelo número

de ocupação ni ∈ {0, 1}. Durante a etapa de colisão o estado do sitio é modi�cado por

um operador Ci ({nj}) ∈ {−1, 0, 1} e, posteriormente, o valor do número de ocupação

resultante é transferido aos sítios vizinhos. A dinâmica do LGCA se resume ao esquema

conhecido como colisão-propagação, representado na Fig. (2.1), e descrito pela equação

ni (x + ci, t+ 1) = ni (x, t) + Ci ({nj}) , (i, j = 1, 2, ...b), (2.1)

onde {nj} representa o conjunto de números de ocupação em todas as direções e b indica

o número total de velocidades ci.

As grandezas macroscópicas, densidade de massa e de quantidade de movimento, são

obtidas como momentos do número de ocupação da seguinte forma

ρ(x, t) =
b∑
i

ni(x, t), (2.2)

ρu(x, t) =
b∑
i

ni(x, t)ci. (2.3)

Embora seja possível obter uma representação aproximada da energia interna, os modelos

LGCA convencionais não possuem o número su�ciente de velocidades ou suas regras de

colisão não conservam a energia, pelo que são chamados de modelos atérmicos. Além da

conservação das grandezas elementares, as redes ou vetores ci devem ser escolhidas de

forma a garantir a isotropia do tensor tensão nas equações hidrodinâmicas do modelo.

As equações da continuidade e de Navier-Stokes são derivadas da média de ensemble da
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equação (2.1) mediante a expansão de Chapman-Enskog, com coe�cientes de transporte

que dependem dos parâmetros de cada rede. Esta análise é efetuada sobre a média de

ensemble das equações dos autômatos celulares, conhecida como equação de Boltzmann

para gases em rede (LBE). Através de uma análise estatística é possível mostrar que

os modelos de gás em rede possuem um teorema H, i.e., existe uma função, para cada

con�guração da rede, que nunca cresce com o tempo e cujo valor mínimo é atingido quando

o valor médio da con�guração de cada sítio é descrito pela distribuição de equilíbrio de

Fermi-Dirac.

Apesar das vantagens citadas anteriormente, a dinâmica dos modelos de gás em rede

não é completamente equivalente à de um �uido, o que, somado a outros inconvenientes,

limita sua aplicação à simulação de escoamentos incompressíveis a baixos números de

Reynolds. Algumas características dos LGCAs, não próprias da dinâmica de um �uido,

são: carência de invariância galileana, dependência anômala entre a pressão e a velocidade

na equação de estado e conservação de grandezas não-físicas (invariantes espúrios). Além

destas de�ciências, os modelos também apresentam viscosidade elevada e ruído estatístico.

Para obter valores signi�cativos das grandezas macroscópicas, a partir dos resultados de

uma simulação, é preciso fazer médias temporais ou espaciais, com elevadas demandas de

espaço em memória e tempo de computação. Uma revisão mais extensa destes fatores

pode ser encontrada em Succi [2001].

2.2 Modelos para gases simples

Os primeiros Modelos de Boltzmann para gases em rede surgiram como uma tentativa

de resolver o principal defeito dos autômatos celulares; o ruído estatístico. McNamara e

Zanetti [1988] propuseram substituir os números de ocupação booleanos pelas médias de

ensemble correspondentes, assim, a dinâmica do sistema passa a ser descrita pela equação

de Boltzmann para gases em rede

Ni (x + ci, t+ 1) = Ni (x, t) + Ωi, (i = 1, 2, ...b), (2.4)

onde Ni = 〈ni〉 e Ωi = 〈Ci〉 são as médias de ensemble do número de ocupação e do

operador de colisão, respectivamente. Embora simples, o procedimento elimina o ruído,

ao custo da representação exata dos estados, mantendo algumas das características im-

portantes dos LGCAs, como foi demonstrado nas simulações realizadas pelos autores para

obter os coe�cientes de transporte em redes hexagonais. O método de McNamara e Za-

netti herda características dos modelos de gás em rede como a carência de invariância

galileana, equação de estado incorreta, viscosidade elevada e a complexidade do operador

de colisão. Este último ponto, em particular, transforma o modelo num método pouco

viável para a solução de escoamentos em três dimensões, onde o operador de colisão já não
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pode ser implementado usando tabelas de colisão ou álgebra booleana, e sim funções de

potências de números reais. A contribuição mais importante do trabalho de McNamara

e Zanetti foi descobrir o uso da equação de Boltzmann para gases em rede (LBE) como

ferramenta de simulação e não exclusivamente de análise teórica.

O seguinte modelo na evolução do método de Boltzmann para gases em rede foi pro-

posto por Higuera e Jimenez [1989]. Estes autores expandiram o operador de colisão em

torno do equilíbrio global, com velocidade hidrodinâmica nula, o que leva à equação de

Boltzmann com operador de colisão quase linear

Ni(x + ci, t+ 1) = Ni(x, t) + Aij
(
Nj −N eq

j

)
, (2.5)

onde

Aij =

(
∂Ωi

∂Nj

)
Neq0
j

. (2.6)

Este operador corresponde à ação de uma matriz de espalhamento, derivada diretamente

do operador de colisão LGCA, sobre o desvio local da função distribuição de equilíbrio. O

modelo reduz o número de operações de ponto �utuante por passo de tempo e permite o

uso da equação de Boltzmann para gases em rede, de forma competitiva, na simulação de

escoamentos em duas e três dimensões [Higuera e Succi, 1989, Foti e Succi, 1989]. Embora

os problemas de ruído e complexidade tenham sido removidos, os obstáculos restantes só

foram contornados após se abandonar a microdinâmica booleana, com colisões múltiplas,

como ponto de partida na construção do modelo de colisão.

Tendo em vista que a análise multi-escala da equação de Boltzmann com operador

de colisão quase-linear leva à equação de Navier-Stokes, sempre que determinadas restri-

ções sejam obedecidas, Higuera et al. [1989] propuseram utilizar esta equação como um

método independente da dinâmica dos modelos de gás em rede e substituir os valores da

matriz de espalhamento por parâmetros livres, que garantam uma evolução macroscópica

apropriada. Os elementos da matriz de espalhamento estão restritos pelas equações da

conservação da massa, quantidade de movimento, isotropia do tensor tensão, equação de

estado e invariância galileana. A vantagem desta aproximação é a diminuição da visco-

sidade, que é proporcional a um dos autovalores da matriz de espalhamento. No artigo

original a função distribuição de equilíbrio empregada é a mesma dos modelos anteriores,

embora possa ser escrita como um polinômio na velocidade hidrodinâmica, com a mesma

forma que a distribuição de equilíbrio dos gases em rede,

N eq
i = ρ

(
Ai +Biuαciα + Ciuαuβciαciβ + Eiu

2
)
, (2.7)

e seus coe�cientes determinados a posteriori, de forma a eliminar a carência de invariância

galileana e as anomalias na equação de estado. As novas formas do operador de colisão e

da função distribuição de equilíbrio desvinculam a LBE da equação obtida na análise dos
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autômatos de gás em rede e, portanto, seu teorema H não é mais aplicável.

A equação de Boltzmann para gases em rede, com operador de colisão quase-linear,

pode ser vista como um método de relaxação com múltiplos parâmetros, enquanto só

um deles controla a viscosidade. Esta característica foi notada por vários autores [Qian

et al., 1992, Chen et al., 1992] que propuseram utilizar a forma mais simples da matriz

de espalhamento e relaxar as distribuições através de um único parâmetro;

Aij ≡ −
1

τ
δij. (2.8)

Esta forma de relaxação é análoga à conhecida na teoria cinética dos gases como modelo

de Bathnagar, Gross e Krook (BGK). Neste ponto, o método de Boltzmann adquire uma

forma simples e econômica em termos de implementação, podendo resolver os inconveni-

entes citados, ao custo da representação exata dos estados e da existência de um teorema

H. Qian et al. [1992] introduziram uma nomenclatura para as redes, da forma DdQb, na

qual a dimensão espacial é representada por d e o número de vetores ci por b, e apresenta-

ram os valores da função distribuição de equilíbrio, Eq. (2.7), como uma função genérica

que depende da rede utilizada através de pesos estabelecidos para cada direção.

O modelo com o operador de colisão BGK é atualmente o mais utilizado embora possua

limitações devido a que um único parâmetro determina a taxa de transferência de massa,

quantidade de movimento e, em alguns modelos, energia. Por outro lado, uma versão da

LBE, conhecida como equação de Boltzmann generalizada, foi proposta por d'Humières

[1992]. Nesta formulação é aplicada uma transformação que projeta a função Ni no espaço

gerado pelos seus momentos. Neste espaço, o operador de colisão relaxa os momentos da

função distribuição com freqüências diferentes, o que permite escolher os coe�cientes de

transporte de forma independente, por esta razão é conhecido como modelo com múltiplos

tempos de relaxação (MRT). O uso de múltiplos tempos de relaxação confere ao método

maior estabilidade numérica, devido à separação dos modos hidrodinâmicos, e a mesma

precisão do modelo LBGK com um incremento no custo computacional relativamente

baixo [Lallemand e Luo, 2000].

Embora o método LBGK tenha evoluído dos modelos de gás em rede, como foi visto até

aqui, é possível derivá-lo completamente a partir da equação de transporte de Boltzmann

com modelo de colisão BGK

∂f

∂t
+ c · ∇f =

f (M) − f
τ

, (2.9)

como foi proposto por He e Luo [1997a] e Abe [1997]. Considerando baixos números de

Mach é possível representar a distribuição de Maxwell-Boltzmann f (M) em potências da

velocidade hidrodinâmica, até segunda ordem, na forma
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f (M) ≈ n
( m

2πkT

)D/2
exp

(
− m

2kT
c2
)(

1 +
m

kT
(c · u) +

m2

2 (kT )2 (c · u)2 − m

2kT
u2

)
.

(2.10)

A equação de Boltzmann, discretizada usando um método de primeira ordem, que resulta

na forma da LBE, e avaliada num conjunto de velocidades moleculares ci, satisfaz as

equações macroscópicas para escoamento incompressível

∂ρ

∂t
+∇ (ρu) = 0, (2.11)

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇p+ ν∇2u, (2.12)

com a pressão p ∝ ρ e a viscosidade cinemática ν ∝ (τ − 1/2), se as soluções das distri-

buições fi = f (x, ci, t) obedecem as equações

b∑
i

wif
(M)
i ciα · · · ciλ =

∞∫
−∞

f (M)(x, c, t)cα · · · cλ dc, (2.13)

para momentos de cα · · · cλ até quinta ordem.

Para obter os valores dos pesos, He e Luo [1997a] empregaram uma quadratura de

Gauss-Hermite, cujas soluções coincidem com as redes apresentadas por Qian et al. [1992].

O método de discretização apresentado por He e Luo [1997a] e Abe [1997] estabelece

um vinculo formal, e independente, entre o LBM e a teoria cinética dos gases. Embora esta

formulação não seja completamente consistente, por assumir que a temperatura permanece

constante em todos os casos, esta derivação elimina parte do caráter heurístico atribuído

à equação de Boltzmann para gases em rede.

2.2.1 Condições de contorno

Em geral, os modelos LGCA e LBM atraem muita atenção devido à aparente facilidade

com que as condições de contorno são implementadas mesmo em geometrias tão complexas

como os meios porosos.

Vários tipos de condições de contorno têm sido propostos (Chen e Doolen, 1998),

a mais comum e simples delas é a condição de re�exão a 180º (ou bounce-back). As

distribuições que entram a um sítio localizado na fronteira com o sólido são as mesmas

que saem no passo de tempo seguinte. A massa e a quantidade de movimento são mantidas

e a velocidade média normal no sitio é zero, já que cada fração de partículas entrando no

sítio, com uma determinada velocidade, sai dele na direção oposta. Esta condição gera

uma velocidade de escorregamento e é de primeira ordem em termos de precisão numérica,

enquanto que o método tem precisão de segunda ordem (Ziegler, 1993 e He et al., 1997).
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Para corrigir a precisão foram propostos os métodos de re�exão modi�cado (He et al.,

1997) e de re�exão na metade da distância entre sítios (halfway bounce-back, Cornubert

et al., 1991). No primeiro deles as distribuições desconhecidas, vindas do interior do

sólido, são iguais às suas opostas, vindas do �uido, e uma colisão do mesmo tipo que nos

sítios com �uido é aplicada na fronteira. A segunda alternativa pode ser implementada

facilmente invertendo o sentido da velocidade durante a propagação para as distribuições

que apontam para a fronteira sólida. Assim, pode-se considerar que a colisão com o

sólido acontece na metade da separação entre sítios, no instante t + 1/2. Embora esteja

provado que esta condição restaura a segunda ordem de precisão do método em geometrias

simples e alinhadas com as direções da rede, sua precisão em con�gurações arbitrárias é

desconhecida.

Na literatura existem outras estratégias para lidar com fronteiras sólidas, como a de

Skordos [1993], que propôs incluir gradientes da velocidade macroscópica na distribuição

de equilíbrio nas fronteiras, a de Chen et al. [1996], que propôs usar esquemas simples de

extrapolação dos campos no interior do �uido e, a de Maier et al. [1996], que sugeriu mo-

di�car a re�exão de partículas para anular a quantidade de movimento liquida tangente

à parede e preservar a normal. Todos estes algoritmos buscam obter os valores desco-

nhecidos das distribuições, nas direções que apontam para fora da superfície sólida, para

fronteiras que não cortam as ligações entre sítios. Porém, a relativa complexidade dos

métodos para obtê-las, em comparação com a condição de re�exão, diminui a e�ciência

do método em con�gurações nas quais a relação entre sítios em contato com a fronteira

sólida e os sítios interiores é elevada.

Em escoamentos com fronteiras mais complexas (curvas e desalinhadas com as direções

da rede) é preciso empregar aproximações, como a representação das fronteiras por séries

de degraus, com a conseqüente perda de precisão ou, usar métodos de interpolação (Chen

et al., 1996, Filippova e Haenel, 1998 e Mei et al., 1999).

Todos os modelos de condição de contorno hidrodinâmica mencionados estão restritos

às redes que comunicam um sítio apenas com seus primeiros vizinhos e, em geral, são

difíceis de formular e implementar em redes com múltiplas velocidades.

2.3 Modelos termo-hidrodinâmicos

Existem dois tipos principais de modelos para a simulação de escoamentos com efeitos

térmicos. O primeiro deles explora apenas marginalmente a relação da LBE com a teoria

cinética dos gases e trata de representar os efeitos da temperatura pelo transporte de um

escalar passivo, pela evolução de uma distribuição com efeitos análogos aos da energia

interna [He et al., 1998], ou pelo uso de técnicas híbridas, nas quais as equações da

continuidade e de balanço da quantidade de movimento são resolvidas pelo método de

Boltzmann para gases em rede, e a equação de balanço da energia por um método numérico
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diferente [Lallemand e Luo, 2003].

No segundo tipo de modelos térmicos, a energia interna é representada como um mo-

mento de alta ordem da função distribuição. Para este propósito é necessário incluir

termos de ordem superior na velocidade molecular dentro da função distribuição de equi-

líbrio. Alguns dos modelos mais importantes baseiam-se na equação LBGK, como é o

caso do modelo proposto por Alexander et al. [1993]. Estes autores utilizaram uma rede

bidimensional, composta pela sobreposição de duas redes hexagonais, para incorporar os

efeitos térmicos e conseguir representar a energia interna como um momento de segunda

ordem da forma

ρε =
b∑
i

1

2
Ni |ci − u|2 . (2.14)

A equação de Boltzmann empregada satisfaz a conservação da energia e incorpora ter-

mos de terceira ordem na velocidade ci dentro da função distribuição de equilíbrio. A

análise multiescala indica que o modelo reproduz as equações de Navier-Stokes para esco-

amentos compressíveis, como foi veri�cado pela simulação dos escoamentos de Poiseuille

e de Couette com paredes a diferentes temperaturas. O modelo apresenta duas limitações

importantes; por causa do operador de colisão utilizado, o número de Prandtl é �xo e,

apresenta instabilidades numéricas quando as diferenças de temperatura se encontram

fora de uma pequena faixa de valores. Chen et al. [1994] estenderam o modelo pela

adição de velocidades moleculares, mas mantendo a derivação heurística da distribuição

de equilíbrio, através do ajuste dos coe�cientes, de acordo com o requerido pela análise

de Chapman-Enskog. O truncamento da expansão da função distribuição de equilíbrio

em potências mais elevadas da velocidade macroscópica permitiu a eliminação de erros

de terceira ordem nas equações de balanço da quantidade de movimento e da energia,

presentes nos modelos anteriores. Modelos similares, no âmbito da solução da equação

de Boltzmann discreta por diferenças �nitas, foram propostos por Watari e Tsutahara

[2006], com distribuições de equilíbrio com formas escolhidas heuristicamente e ajustadas

a posteriori, de acordo com os resultados da análise multiescala.

Uma abordagem similar, com o operador de colisão linearizado, e a determinação

das condições necessárias para a representação da termo-hidrodinâmica pelos modelos da

equação de Boltzmann para gases em rede foram apresentados por McNamara e Alder

[1993]. As soluções aproximadas obtidas por estes autores apresentam fortes problemas

de estabilidade.

Mais recentemente, Shan et al. [2006] e Philippi et al. [2006] propuseram um método

formal de obtenção de uma aproximação da função distribuição de equilíbrio pela expansão

da função distribuição em polinômios de Hermite. A partir deste ponto o LBM adquire

consistência total com a teoria cinética dos gases. O formalismo apresentado por estes

autores será discutido em detalhe no capítulo 4, e utilizado em todos os desenvolvimentos

deste trabalho.
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2.4 Modelos para �uidos multicomponentes

Existem vários modelos LBE para a simulação de �uidos multicomponentes, que podem

ser classi�cados em dois grupos principais: modelos para gases com comportamento de

�uido não-ideal, mesmo na ausência de outro componente, baseados em forças de interação

ou na energia livre, e modelos para �uidos que se comportam como gases ideais quando se

encontram puros, inspirados na teoria cinética. São apresentados aqui apenas os trabalhos

mais relevantes em cada caso em ordem cronológica aproximada.

O primeiro dos modelos para escoamento de �uidos multicomponentes, proposto por

Gunstensen et al. [1991], está baseado no modelo de Rothman e Keller [1988], desenvolvido

no âmbito dos autômatos de gás em rede. Posteriormente Holme e Rothman [1992]

aplicaram um operador de colisão similar para diminuir o valor do coe�ciente de difusão

de uma mistura binária.

Para representar a con�guração de um sítio é preciso distinguir o tipo de �uido e por

isto são usadas duas distribuições para partículas ditas azuis e vermelhas. Os dois �uidos,

com cores diferentes (k = b azul ou k = r vermelho), seguem a equação de Boltzmann

para gases em rede

Nk
i (x + ci, t+ 1) = Nk

i (x, t)− Ωk
i (x, t), (2.15)

onde Nk
i (x, t) é a distribuição do �uido k na direção i. A densidade local do �uido k é

calculada usando ρk =
∑

iN
k
i e, a densidade total e velocidade local por ρ =

∑
k

∑
iN

k
i

e ρu =
∑

k

∑
i ciN

k
i .

O processo de colisão está dividido em três etapas. A primeira parte é igual a uma coli-

são LBGK e envolve só valores locais das partículas com k-ésima cor, com as distribuições

de equilíbrio usuais e um tempo de relaxação próprio de cada cor

(Ωk
i )

1 = − 1

τk

(
Nk
i −N

k(eq)
i

)
. (2.16)

A segunda etapa do operador de colisão é utilizada para criar a tensão interfacial.

Após o cálculo do gradiente de cor local

f(x, t) =
b∑
i

ci

b∑
j

(
N r
j (x + ci, t)−N b

j (x + ci, t)
)
, (2.17)

uma perturbação é acrescentada na direção i, da forma

(Ωk
i )

2 = A |f(x, t)|

(
(ci · f)2

(ci · ci)(f · f)
− 1

2

)
, (2.18)

onde A é um parâmetro ajustável, proporcional à tensão interfacial. Na seguinte etapa
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é feita a re-coloração das partículas de forma tal que partículas da mesma cor tendam a

aglomerar-se, assim o modelo força os �uidos a serem imiscíveis. O procedimento de re-

coloração consiste em atribuir às distribuições valores tais que a difusão de um componente

no outro seja mínima, alinhando o �uxo de partículas vermelhas com o gradiente de cor

max

[
f ·

b∑
i

ciN
′′′r
i

]
, (2.19)

enquanto que a massa das partículas vermelhas e a massa total são conservadas

ρr =
b∑
i

N
′′r
i =

b∑
i

N
′′′r
i , N

′′r
i +N

′′b
i = N

′′′r
i +N

′′′b
i . (2.20)

Nas fases puras as distribuições satisfazem as equações de Navier-Stokes com uma

equação de estado de gás ideal e viscosidade na forma da Eq. (2.12), com o tempo de

relaxação correspondente a cada fase.

Embora o método tenha sido aprimorado por Grunau et al. [1993], com a inclusão

de outros parâmetros e a correção do tempo de relaxação, como função da concentração

na proximidade da interface, para permitir o tratamento de �uidos com viscosidades

diferentes e massas diferentes, o modelo é menos e�ciente que seus concorrentes, devido

à consulta aos sítios vizinhos durante o cálculo do gradiente de cor e, principalmente, ao

processo de otimização na etapa de re-coloração. Além disso, a forma heurística com que

é tratada a pseudo-interação entre espécies di�culta sua análise teórica e quantitativa.

Flekkoy [1993] propôs um modelo para misturas binárias com duas populações, Ri e

Bi, cuja evolução é governada pela equação LBGK nas variáveis

Ni = Ri +Bi, (2.21)

∆i = Ri −Bi. (2.22)

A escolha destas variáveis permite desacoplar o transporte de massa total da difusão de

massa entre componentes. Desta forma a análise de Chapman-Enskog das equações per-

mite obter a equação de continuidade e de balanço da quantidade de movimento para a

mistura e uma equação de advecção-difusão para a diferença de densidades. Os coe�ci-

entes de transporte, viscosidade da mistura e coe�ciente de difusão, são independentes

e função dos parâmetros de relaxação λν e λD, usados nas equações LBGK de Ni e ∆i,

respectivamente. Este modelo é relativamente simples, mas apresenta várias limitações.

Por ter apenas dois parâmetros de relaxação independentes não é possível ajustar as vis-

cosidades dos componentes separadamente e a mistura tem viscosidade constante. Além

disso, a análise de Chapman-Enskog mostra que a equação de advecção-difusão possui um

termo não-físico, proporcional ao quadrado da velocidade hidrodinâmica.
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O primeiro e mais importante dos modelos para �uidos não-ideais foi proposto por

Shan e Chen [1993]. Este modelo usa uma regra de interação de longa distância para

simular �uidos não-ideais e suas misturas. Por esta razão os operadores de colisão não

conservam a quantidade de movimento local. O modelo de Shan e Chen admite a existên-

cia de um número S de espécies diferentes, rotuladas pelo índice k, cada uma com massa

molecular mk, cuja densidade ρk e velocidade local uk estão dadas por

ρk = mk

b∑
i

Nk
i , (2.23)

ρkuk = mk

b∑
i

Nk
i ci. (2.24)

As distribuições de cada componente evoluem de acordo com a equação de Boltzmann

para gases em rede com um operador de colisão BGK que modela as interações com os S

tipos de partícula

Nk
i (x + ci, t+ 1) = Nk

i (x, t)− Ωk
i (x, t), (2.25)

com

Ωk
i = − 1

τk

(
Nk
i −N

k(eq)
i

)
. (2.26)

As interações de longa distância são introduzidas pela de�nição de um potencial de inte-

ração com a forma

V (x, x′) =
∑
k

∑
k̄

Gkk̄(x, x′)ψk(x)ψk̄(x
′), (2.27)

onde Gkk̄(x, x′) é uma função de Green, que satisfaz a relação Gkk̄(x
′, x) = Gk̄k(x, x′), e

ψk(ρk(x)) é a função massa efetiva, escolhida de forma a permitir a transição de fases de

cada componente e/ou a separação de fases de componentes diferentes. A quantidade de

movimento acrescentada a cada componente devida à interação de longo alcance entre as

moléculas de todos os componentes, em todas as direções, é dada por

dpk
dt

= −ψk(x)
∑
x′

∑
k̄

Gkk̄(x, x′)ψk̄(x
′)(x′ − x). (2.28)

As distribuições de equilíbrio Nk(eq)
i (ρk,u

eq
k ) são então calculadas de acordo com a Eq.

(2.7), com a velocidade ueqk obtida pela relação

ρku
eq
k = ρku + τk

dpk
dt

+ τkFks + τkg, (2.29)

onde g é a força de corpo, Fks é a força de interação entre o componente k e o sólido e a
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velocidade u é calculada como

u =

∑
k

ρkuk
τk∑

k

ρk
τk

. (2.30)

Do anterior pode-se concluir que a quantidade de movimento não é conservada local-

mente durante a colisão, porém, devido à simetria da matriz Gkk̄(x, x′), a quantidade de

movimento total é mantida.

O modelo para a interação dos componentes com o sólido foi proposto por Martys e

Chen [1996]. Com a densidade como função massa especí�ca, a força de interação entre

o �uido k e o sólido é

Fks = −ρk
b∑
i

Gkss(x + ci)ci, (2.31)

onde s(x + ci) é nulo se o sítio apontado pelo vetor ci é �uido, ou 1 se é sólido. O

parâmetro Gks é usado para ajustar a intensidade da interação entre o componente k e o

sólido, e assim determinar a molhabilidade da superfície pelo componente k.

As equações de continuidade e de Navier-Stokes para este modelo são obtidas atra-

vés da análise de Chapman-Enskog, com a equação de estado de um gás não-ideal e a

viscosidade cinemática da forma

ν ∝

(∑
k

ρk
ρ
τk −

1

2

)
. (2.32)

A análise multiescala deste modelo, quando aplicado a misturas, foi desenvolvida por

Shan e Doolen [1995] e Shan e Doolen [1996]. As equações de continuidade e os coe�cien-

tes de difusão foram determinados como funções dos tempos de relaxação e a intensidade

de interação entre componentes. Mesmo sendo o mais conhecido e utilizado dos modelos

para �uidos multicomponentes, o modelo com potencial de interação possui algumas in-

consistências que limitam sua aplicação. Como resultado da Eq. (2.29), e da conservação

da quantidade de movimento local, na ausência de forças de interação, todos os compo-

nentes são relaxados a uma distribuição de equilíbrio local com velocidade dependente

dos tempos de relaxação. Esta característica tem como conseqüência que o coe�ciente

de difusão binário não possa ser ajustado independentemente do valor da viscosidade dos

componentes.

O primeiro modelo de Boltzmann baseado na energia livre foi proposto por Swift et al.

[1995] para simular um sistema com duas fases de um único componente, e depois esten-

dido à simulação de sistemas binários por Swift et al. [1996]. Sua motivação foi eliminar

a inconsistência termodinâmica dos modelos anteriores. Um modelo isotérmico termodi-

namicamente consistente é aquele que, partindo de uma teoria de não-equilíbrio, recupera

a teoria termodinâmica correta para um estado de equilíbrio, ou seja, incorpora correta-

mente as grandezas termodinâmicas: energia livre, potencial químico, etc. O modelo de
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Swift et al. está inspirado na teoria de transição de fase em ligas binárias de Cahn-Hilliard

(Rowlinson e Widom, 2002).

Num sistema binário as funções de distribuição fi e gi são escolhidas de forma que

n =
b∑
i

fi, nu =
b∑
i

fici, (2.33)

∆n =
b∑
i

gi, (2.34)

onde u é a velocidade media, n = n1 + n2 é a densidade total do �uido, e ∆n = n1− n2 é

a diferença de densidade entre componentes. Estas distribuições evoluem de acordo com

equações LBGK com tempos de relaxação diferentes

fi(x + ci, t+ 1)− fi(x, t) = − 1

τ1

(
fi − f 0

i

)
, (2.35)

gi(x + ci, t+ 1)− gi(x, t) = − 1

τ2

(
gi − g0

i

)
, (2.36)

cujas distribuições de equilíbrio f 0
i e g0

i satisfazem as restrições

b∑
i

f 0
i = n,

b∑
i

f 0
i ci = nu, (2.37)

b∑
i

g0
i = ∆n. (2.38)

Além disto, os momentos superiores de f 0
i e g0

i são escolhidos para que as equações ma-

croscópicas resultantes descrevam corretamente a dinâmica de uma mistura binária

b∑
i

f 0
i ciαciβ = Παβ + nuαuβ, (2.39)

b∑
i

g0
i ciα = ∆nuα, (2.40)

b∑
i

g0
i ciαciβ = Γ∆µδαβ + ∆nuαuβ, (2.41)

onde Παβ é o tensor pressão, e Γ e ∆µ são a mobilidade e a diferença de potencial químico,

respectivamente.

A análise multi-escala das Eqs. (2.35) e (2.36) fornece as equações de continuidade

e de Navier-Stokes da mistura e uma equação de advecção-difusão para a diferença de

densidades. Seguindo a descrição de não-equilíbrio de Cahn-Hilliard, as funções Παβ e
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∆µ são calculadas a partir da energia livre de equilíbrio, como funções da intensidade da

interação e um parâmetro relacionado com a temperatura. Finalmente, é possível escrever

explicitamente as distribuições de equilíbrio como

f 0
i = A+Buαciα + Cu2 +Duαuβciαciβ +Gαβciαciβ, i > 0, (2.42)

f 0
0 = A0 + C0u

2, (2.43)

g0
i = H +Kuαciα + Ju2 +Quαuβciαciβ, i > 0, (2.44)

g0
0 = H0 + J0u

2. (2.45)

As constantes nas distribuições f 0
i e g

0
i são determinadas através da de�nição da densidade

e quantidade de movimento e das Eqs. (2.39), (2.40) e (2.41).

Para incluir o efeito da interação entre as fases e o sólido é possível introduzir um

potencial químico externo µex nos sítios sólidos. Os gradientes deste potencial químico

criam uma força

Fα ∝ −ρ∂αµex, (2.46)

que pode ser incluída como um termo fonte na equação LBGK. Modi�cando o valor de

µex para cada fase pode-se controlar a a�nidade do sólido pelas fases e obter diferentes

ângulos de contato estáticos.

O termo correspondente à tensão viscosa na equação de Navier-Stokes contém gra-

dientes da densidade e portanto o modelo carece de invariância galileana. Este efeito é

minimizado consideravelmente nas simulações de misturas binárias, para as quais a den-

sidade total é aproximadamente constante em todo o domínio. Além disso, a escolha das

distribuições fi e gi di�culta o ajuste das viscosidades de cada componente. Por estas

razões, atualmente o método é pouco utilizado.

Um modelo para �uidos bicomponentes, com três parâmetros de relaxação, foi pro-

posto por Facin et al. [2004] e estendido ao tratamento de �uidos imiscíveis por Santos

et al. [2003]. O modelo está baseado em duas idéias: a decomposição do operador de

colisão em duas parcelas, correspondentes a colisões entre partículas da mesma espécie e

partículas de espécies diferentes e, no caso de �uidos imiscíveis, a incorporação de uma

força anti-difusiva na direção do vetor gradiente de concentração.

A equação de Boltzmann BGK para as partículas r, de um sistema de dois componentes

(r e b), é a seguinte

N r
i (x + ci, t+ 1)−N r

i (x, t) = Ωrr
i + Ωrb

i , (2.47)

com

Ωrr
i + Ωrb

i = −ω
r

τ r

(
N r
i −N

r(eq)
i (ρr,ur)

)
− ωb

τm

(
N r
i −N

r(eq)
i (ρr, υb)

)
, (2.48)
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onde ωk é a concentração da espécie k, τ k e τm são os parâmetros de relaxação das

colisões entre partículas da mesma espécie e partículas diferentes, respectivamente, e υk é

a velocidade da espécie b, modi�cada pelo termo anti-difusivo. Este termo está relacionado

com o gradiente de concentração através do vetor unitário

ûm =

{
um

|um| um 6= 0

0 um = 0
, (2.49)

um =
b∑
i

ωr(x + ci, t)ci, (2.50)

utilizado para modi�car as velocidades ur e ub conservando a quantidade de movimento

da seguinte forma:

υb = ub − Aûm, (2.51)

υr = ur + Aûm. (2.52)

Nas duas expressões anteriores A é o fator que regula a tensão interfacial. Com isso, o

operador Ωrb
i na Eq. (2.47), e analogamente o operador Ωbr

i , tem como efeito orientar o

�uxo de partículas do tipo k na direção oposta ao seu �uxo difusivo enquanto satisfaz,

localmente, a conservação da massa e da quantidade de movimento total

b∑
i

Ωrr
i + Ωrb

i = 0,
b∑
i

Ωbb
i + Ωbr

i = 0, (2.53)

b∑
i

(Ωrr
i + Ωrb

i + Ωbb
i + Ωbr

i )ci = 0. (2.54)

Utilizando uma expansão de Chapman-Enskog no interior da região de transição, as-

sumindo o fator de interação A pequeno o su�ciente para considerar que produz apenas

pequenos desvios em relação ao equilíbrio e que a espessura da interface é larga o su-

�ciente, Santos et al. determinaram as equações de balanço de massa e quantidade de

movimento para �uidos completamente miscíveis e imiscíveis. Outros resultados apresen-

tados pelos autores são a dedução analítica dos coe�cientes de difusão, a viscosidade, a

tensão interfacial e a largura da interface.

A interação entre as espécies r e b e interfaces sólidas pode ser incluída no modelo

assumindo que os sítios sólidos possuem uma propriedade análoga à concentração, que

determina a a�nidade do sólido por cada espécie e permite a variação do ângulo de contato

estático. Outra vantagem deste modelo é a existência de três parâmetros de relaxação

independentes, o que possibilita ajustar independentemente o coe�ciente de difusão e as

viscosidades dos componentes de forma simples.

Os modelos apresentados até aqui foram desenvolvidos diretamente no contexto da
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equação de Boltzmann para gases em rede, com pouca ou nenhuma relação com os modelos

existentes na teoria cinética dos gases. Após a derivação formal da LBE proposta por He

e Luo [1997b], vários autores incorporaram os modelos de colisão baseados em teorias

físicas consolidadas.

Luo e Girimaji [2003] desenvolveram um modelo baseado na teoria proposta por Siro-

vich [1962] para misturas binárias de gases com potencial de interação de Maxwell. Neste

modelo as colisões entre partículas da mesma espécie são tratadas com um termo BGK,

com parâmetro de relaxação constante, e as colisões entre partículas de espécies diferentes

com uma linearização do operador BGK em torno da velocidade local da mistura. Esta

escolha introduz erros de primeira ordem na diferença de velocidades dos componentes

nas equações de continuidade por espécie, mas mantém a conservação da massa total. Na

implementação proposta por estes autores os efeitos térmicos não são considerados e os

termos da linearização proporcionais às diferenças de temperatura são excluídos. Por esta

razão, a velocidade do som dos componentes é a mesma, independente da relação de suas

massas. Para corrigir esta de�ciência e simular misturas de partículas diferentes usando

o mesmo conjunto de velocidades moleculares, McCracken e Abraham [2005] propuseram

um método de realocação das distribuições após a etapa de propagação.

Um modelo similar, com operador de colisão linearizado, foi proposto por Xu [2005].

Nas linearizações do operador de colisão entre espécies diferentes, usadas por este autor,

são adotadas como velocidade hidrodinâmica de referência a velocidade do componente

com média espacial da concentração maior e como temperatura de referência a do com-

ponente com a média espacial da temperatura maior. As distribuições utilizadas neste

modelo foram obtidas pelo ajuste das constantes numa expansão de alta ordem na velo-

cidade molecular, necessárias para obter as equações de Euler e Navier-Stokes, em redes

sobrepostas do tipo D2Q9, iguais para cada componente.

Recentemente Asinari [2005] propôs um modelo baseado na teoria de Hamel [1965] e

Morse [1964]. Embora inspirado num modelo para dois �uidos, com dois operadores de

colisão BGK, utiliza a velocidade da mistura como parâmetro nas distribuições Maxwel-

lianas dos operadores de colisão entre partículas de espécies diferentes e desconsidera os

efeitos térmicos e a relação entre as massas moleculares dos componentes. Por esta razão

possui as mesmas inconsistências que os modelos propostos por Luo e Girimaji e Xu.

Em resumo, atualmente não existe uma formulação completamente consistente de

um modelo cinético para �uidos multicomponentes no âmbito do método da equação de

Boltzmann para gases em rede, que permita a descrição da transferência simultânea de

quantidade de movimento, calor e massa.



Capítulo 3

Teoria cinética dos gases

Este capítulo expõe alguns dos conceitos fundamentais da teoria cinética dos gases, que

serão empregados no desenvolvimento dos modelos LBGK para gases simples e misturas.

Deduz-se primeiramente a equação de transporte de Boltzmann. A seguir são apresentadas

as simetrias e propriedades do operador de colisão e as equações de transferência e balanço

de massa, quantidade de movimento e energia. A análise multiescala de Chapman-Enskog,

utilizada para obter a solução da equação de Boltzmann e as expressões para os coe�ci-

entes de transporte, é descrita na seção seguinte, numa forma resumida. Os detalhes se

encontram nas referências Chapman e Cowling [1970] e Ferziger e Kaper [1972]. A expan-

são de Chapman-Enskog é utilizada, numa forma simpli�cada, na derivação das equações

hidrodinâmicas a partir da equação de Boltzmann para gases em rede, nos capítulos 5

e 6. No �nal são apresentados os modelos cinéticos de tipo BGK, para o tratamento de

gases simples e misturas, junto com uma discussão sobre suas variantes e características

mais importantes.

3.1 A equação de transporte de Boltzmann

Na teoria cinética dos gases a descrição do comportamento de um �uido é abordada em

termos de variáveis estatísticas. Considere-se um gás composto por moléculas, possivel-

mente de espécies diferentes, ocupando um volume V no espaço de D dimensões. O estado

deste gás pode ser descrito pela posição e velocidade de todas as moléculas ou, estatisti-

camente, pela função distribuição de partículas ou simplesmente função distribuição fa,

de�nida tal que fa(x, c, t)dxdc é o numero esperado de moléculas do tipo a, no tempo t,

contidas no volume dx em torno de x, com velocidades moleculares entre c e c + dc.

Assumindo que as moléculas deste gás não possuem estrutura, se movimentam inde-

pendentemente umas das outras e seu movimento livre é interrompido apenas brevemente

por colisões com outras partículas, pode se dizer que este gás é diluído ou rarefeito se a

energia potencial entre suas moléculas, devida a forças intermoleculares de curto alcance

(que só agem no instante da colisão) é muito pequena comparada com sua energia cinética.

22
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Na ausência de colisões, as moléculas do tipo a, contidas num elemento de volume

no espaço de fase dxdc, em torno de (x, c), sujeitas a uma força externa por unidade

de massa Fa, estarão, após um instante dt, no elemento de volume dx′dc′, em torno de

(x + cdt, c + Fadt). O efeito das colisões ocorridas no intervalo dt é a mudança líquida na

função distribuição, ou seja o balanço entre o número de partículas que entram e saem do

volume dxdc por causa das colisões, representado por
(
∂fa

∂t

)
col

dxdcdt. Após expandir o

balanço de número de partículas em séries de Taylor e tomando só os termos de primeira

ordem em dt, tem-se [Chapman e Cowling, 1970]

∂fa

∂t
+ c · ∇fa + Fa · ∇cf

a =

(
∂fa

∂t

)
col

. (3.1)

O lado direito da Eq. (3.1) foi determinado originalmente por Boltzmann usando as

seguintes hipóteses:

� No gás rarefeito só são consideradas as colisões entre duas partículas.

� Os efeitos da força externa Fa na colisão são desprezíveis.

� Num intervalo de tempo τ ∗ muito maior que o tempo de colisão τc e muito pequeno

em comparação ao tempo médio entre duas colisões τ , a função distribuição não

muda apreciavelmente e pode ser considerada constante ao longo de uma distância

da ordem do diâmetro das moléculas.

� Não existe correlação entre as velocidades das partículas antes da colisão (Hipótese

do Caos Molecular).

De acordo com a sua de�nição, o termo
(
∂fa

∂t

)
col

dxdcdt pode ser dividido em duas partes;

Υ+
akdxdcdt, que representa o número esperado de colisões com partículas de tipo k para

as quais o estado �nal da partícula a se encontra dentro do elemento de volume dxdc em

torno de (x, c) e, Υ−akdxdcdt, que representa o número esperado de colisões com partículas

de tipo k para as quais o estado inicial da partícula a se encontra no elemento de volume

dxdc em torno de (x, c). Assim,(
∂fa

∂t

)
col

dxdcdt =
∑
k

(
Υ+
ak −Υ−ak

)
dxdcdt. (3.2)

A forma explícita dos termos Υ+
ak e Υ−ak pode ser obtida examinando as características

de uma colisão binária entre partículas de espécies a e k [Chapman e Cowling, 1970,

Ferziger e Kaper, 1972, Kremer, 2005].

Assumindo que o efeito do potencial de interação entre as moléculas só é apreciável

numa determinada distância, alem da qual c e c1 são as velocidades moleculares das
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espécies a e k antes da colisão, respectivamente, e que c′ e c′1 correspondem as veloci-

dades destas partículas após a colisão, pode-se mostrar, usando a lei de conservação da

quantidade de movimento, que a velocidade do centro de massa

G = µac + µkc1, (3.3)

onde µa = ma
ma+mk

é a massa reduzida da espécie a, permanece constante.

De forma similar, é possível mostrar, usando a lei da conservação da energia, que o

módulo da velocidade relativa, g = c − c1, é o mesmo antes e depois da colisão, ou seja

g = g′.

Do anterior se conclui que a colisão muda apenas a orientação da velocidade relativa,

numa direção que depende do potencial de interação entre as moléculas. Esta direção está

determinada pelos ângulos de espalhamento χ e azimutal ε.

As velocidades pós-colisionais podem ser escritas como função da velocidade relativa

e do vetor unitário α, na direção da diferença de velocidades relativas g′ − g, da forma

c′ = c +α (α · g) , (3.4a)

c′1 = c1 −α (α · g) . (3.4b)

Estas expressões estabelecem uma transformação linear entre as velocidades pré e pós-

colisionais, com Jacobiano unitário, para cada combinação de parâmetros G, g, χ e ε

[Ferziger e Kaper, 1972, Kremer, 2005].

Considerando a partícula de tipo a como �xa na origem de um sistema de coordenadas,

o número esperado de moléculas de tipo k contidas dentro de um cilindro de colisão,

representado na Fig. (3.1), é fk (x, c1, t) gbdbdεdc1dt, onde b é o parâmetro de impacto,

ou seja a distância entre um eixo paralelo a g que passa pela origem e a assíntota da

trajetória.

Admitindo que não existe correlação entre as velocidades das moléculas dos tipos a e

k, antes da colisão, o número esperado de colisões é dado por

fa (x, c, t) fk (x, c1, t) gbdbdεdc1dcdxdt. (3.5)

Para calcular o número de moléculas que adquirem a velocidade c após o tempo dt,

considera-se a colisão inversa ou restitutiva, ou seja aquela cujas velocidades iniciais são c′

e c′1 e cujas velocidades �nais são c e c1. Se admitimos que neste caso tampouco existem

correlações entre as velocidades das partículas, o número esperado de colisões que tem

como estado �nal uma partícula de tipo a, no elemento de volume dcdx em torno de

(x, c), é dado por
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Figura 3.1: Detalhes de uma colisão binária.

fa (x, c′, t) fk (x, c′1, t) gbdbdεdc1dcdxdt. (3.6)

Na equação anterior foi utilizado o fato do Jacobiano da transformação das velocidades pré

e pós colisionais ser unitário, por tanto dcdc1 = dc′dc′1. O valor da taxa de mudança na

função distribuição é obtido após integrar em todas as possíveis velocidades da partícula

incidente, ângulos azimutais e parâmetros de impacto. A equação resultante é a equação

de transporte de Boltzmann para misturas de gases rarefeitos1,

∂fa

∂t
+ c · ∇fa + Fa · ∇cf

a =
∑
k

∫ ∞
−∞

∫ 2π

0

∫ d

0

(
f ′af ′k − fafk

)
gb dbdεdc1, (3.7)

tendo como caso particular a equação de Boltzmann para um gás simples

∂f

∂t
+ c · ∇f + F · ∇cf =

∫ ∞
−∞

∫ 2π

0

∫ d

0

(f ′f ′1 − ff1) gb dbdεdc1, (3.8)

onde a identi�cação do tipo de molécula foi omitida e o subíndice 1 se usa para distinguir

as propriedades da molécula incidente. Estas equações se encontram escritas, freqüente-

mente, em função da seção diferencial de choque σak, que relaciona o �uxo de moléculas

incidentes com o número de moléculas espalhadas na direção do elemento diferencial de

ângulo sólido dΩ. Desta forma, as equações (3.7) e (3.8) podem ser expressadas alterna-

1Por comodidade foram usadas as seguintes abreviações fa = fa (x, c, t), f ′a = fa (x, c′, t), fk =
fk (x, c1, t) e f ′k = fk (x, c′

1, t)
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tivamente como

∂fa

∂t
+ c · ∇fa + Fa · ∇cf

a =
∑
k

∫ ∫ ∫ (
f ′af ′k − fafk

)
gσak dΩdc1, (3.9)

∂f

∂t
+ c · ∇f + F · ∇cf =

∫ ∫ ∫
(f ′f ′1 − ff1) gσ dΩdc1. (3.10)

3.1.1 Propriedades do operador de colisão

Nesta seção são apresentadas as simetrias do operador de colisão que serão usadas na

derivação das equações macroscópicas e na prova do teorema H. Considerando que ψa =

ψa (x, c, t) seja uma propriedade de�nida para cada componente da mistura, a taxa de

variação da propriedade ψa, devida às colisões, é obtida multiplicando o operador de

colisão Ja =
∑

k J
ak por ψa e integrando em todas as possíveis velocidades da molécula

da espécie a,

∑
k

∫
J
(
fa, fk

)
ψa dc =

∑
k

∫ (
f ′af ′k − fafk

)
gbψa dbdεdc1dc. (3.11)

Nesta expressão é possível trocar as variáveis pré-colisionais pelas pós-colisionais e

vice-versa sem mudar o valor das integrais, já que, pelas propriedades da colisão binária,

os diferenciais nas duas integrais são equivalentes. Assim,

∑
k

∫
J
(
fa, fk

)
ψa dc =

∑
k

∫ (
fafk − f ′af ′k

)
gbψ′a dbdεdc′1dc′. (3.12)

Somando as expressões equivalentes, Eqs. (3.11) e (3.12), e promediando, tem-se

∑
k

∫
J
(
fa, fk

)
ψa dc =

1

2

∑
k

∫ (
f ′af ′k − fafk

)
gb (ψa − ψ′a) dbdεdc1dc. (3.13)

A taxa de variação total da propriedade ψ, devida às colisões, é a soma das taxas de

variação das propriedades ψa de todas as espécies da mistura. Usando a Eq. (3.13) esta

taxa de variação é dada por

∑
a,k

∫
J
(
fa, fk

)
ψa dc =

1

2

∑
a,k

∫ (
f ′af ′k − fafk

)
gb (ψa − ψ′a) dbdεdc1dc, (3.14)

onde a troca das propriedades da espécie a pelas da espécie k e vice-versa não mudam o

valor da expressão, por serem estes índices livres. Assim,



Teoria cinética dos gases 27

∑
a,k

∫
J
(
fa, fk

)
ψa dc =

1

2

∑
a,k

∫ (
f ′af ′k − fafk

)
gb (ψk − ψ′k) dbdεdc1dc (3.15)

e, somando as duas expressões anteriores e promediando,

∑
a,k

∫
J
(
fa, fk

)
ψa dc =

1

4

∑
a,k

∫ (
f ′af ′k − fafk

)
gb (ψa + ψk − ψ′a − ψ′k) dbdεdc1dc.

(3.16)

Isolando o termo Jaa, que representa as colisões entre partículas do mesmo tipo, no

operador de colisão na Eq. (3.13) e transformando as velocidades c1 → c e c′1 → c′, ou

seja, trocando a identidade das moléculas alvo e incidente, o que não muda o valor da

integral, tem-se∫
Jaaψa dc =

1

2

∫
(f ′a1 f

′a − fa1 fa) gb (ψa1 − ψ′a1) dbdεdc1dc, (3.17)

∫
Jaaψa dc =

1

4

∫
(f ′af ′a1 − fafa1 ) gb (ψa + ψa1 − ψ′a − ψ′a1) dbdεdc1dc. (3.18)

As equações (3.16) e (3.18) são nulas, independentemente dos valores das distribuições fa

e fk, quando a relação

ψa + ψk = ψ′a + ψ′k (3.19)

é valida para todas as colisões.

As funções que satisfazem a Eq. (3.19) para todas as combinações de moléculas a

e k são os chamados invariantes de colisão ψa =
{
ma, mac,

1
2
mac

2
}
e suas combinações

lineares.

3.2 Equações macroscópicas ou hidrodinâmicas

Para conhecer as equações de transporte das grandezas macroscópicas, que dependem

apenas da posição e do tempo, é necessário realizar uma integração em todo o domínio

de velocidades moleculares. Se a equação de transporte de Boltzmann, Eq. (3.7), é

multiplicada por uma grandeza ψ(x, c, t), que representa uma propriedade microscópica

de�nida para cada espécie, e integrada em todo o espaço de velocidades c, obtém-se após

alguns arranjos a equação de transferência para ψ,

∂Ψa

∂t
+

∂

∂xα
(Ψauaα + Φaα) = Supra + Proda, (3.20)
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onde Ψa é a densidade da grandeza transportada, Φaα sua densidade de �uxo na direção

α, Supra a densidade de suprimento devido à força externa e Proda o termo de produção2;

Ψa =

∫
ψfa dc, (3.21)

Φaα =

∫
ψCaαf

a dc, (3.22)

Supra =

∫
Faα

∂ψ

∂cα
fa dc, (3.23)

Proda =

∫ (
∂ψ

∂t
+ cα

∂ψ

∂xα

)
fa dc +

∑
k

∫ (
f ′af ′k − fafk

)
ψagb dbdεdc1dc. (3.24)

Nas expressões anteriores Ca é a velocidade peculiar, de�nida como Ca = c − ua, onde

ua é a velocidade hidrodinâmica da espécie a, de�nida na seção 3.2.2.

3.2.1 Equações macroscópicas para um gás ideal simples

As equações de transferência dos invariantes de colisão são as equações de balanço dos

momentos macroscópicos (nos quais foi omitida a identi�cação do tipo de molécula);

densidade de massa ρ, velocidade hidrodinâmica u e densidade de energia E, de�nidos da

seguinte forma:

ρ(x, t) =

∫
mf(x, c, t) dc, (3.25)

ρ(x, t)u(x, t) =

∫
mcf(x, c, t) dc, (3.26)

ρ(x, t)E(x, t) =

∫
1

2
mc2f(x, c, t) dc =

1

2
ρu2 + ρε, (3.27)

ρ(x, t)ε(x, t) =

∫
1

2
mC2f(x, c, t) dc, (3.28)

onde C = c − u é a velocidade peculiar e ε é a energia interna. Os momentos de ordem

superior da velocidade peculiar, que aparecem no desenvolvimento do termo Φα, são o

tensor pressão

Παβ(x, t) =

∫
mCαCβf(x, c, t) dc, (3.29)

2A convenção de soma nos índices repetidos é utilizada apenas para os subíndices em letras gregas. A
notação vetorial é empregada conjuntamente com a indicial onde permitam maior clareza.
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e o vetor �uxo não-convectivo de energia

qα(x, t) =
1

2

∫
mC2Cαf(r, c, t) dc. (3.30)

Substituindo ψ pelos invariantes de colisão na equação (3.20), obtém-se, após mani-

pulações algébricas, as seguintes equações:

� ψ = m: continuidade
∂ρ

∂t
+
∂ρuα
∂xα

= 0, (3.31)

� ψ = mcα: balanço de quantidade de movimento

∂ρuα
∂t

+
∂

∂xβ
(ρuαuβ + Παβ)− ρFα = 0, (3.32)

� ψ = 1
2
mc2: balanço de energia

∂

∂t

[
ρ

(
ε+

1

2
u2

)]
+

∂

∂xα

[
ρ

(
ε+

1

2
u2

)
uα + qα + Παβuβ

]
− ρFαuα = 0. (3.33)

Estas expressões podem ser manipuladas para obter equações de transporte para a veloci-

dade e a energia interna. Utilizando a equação da continuidade (3.31) é possível escrever

a equação (3.32) como

ρ
∂uα
∂t

+ ρuβ
∂uα
∂xβ

+
∂Παβ

∂xβ
− ρFα = 0. (3.34)

De forma análoga, utilizando a equação (3.32), multiplicada por uα, e a equação da

continuidade, para simpli�car termos na equação (3.33), obtém-se as equações

∂ρε

∂t
+

∂

∂xα
(ρεuα + qα) + Παβ

∂uα
∂xβ

= 0, (3.35)

ρ
∂ε

∂t
+ ρuα

∂ε

∂xα
+
∂qα
∂xα

+ Παβ
∂uα
∂xβ

= 0. (3.36)

Nas equações (3.32) e (3.33) o tensor pressão Παβ e o vetor �uxo não-convectivo de

energia qα podem ser identi�cados, por comparação direta com as equações de movimento,

derivadas das teorias fenomenológicas, com o tensor tensão viscosa e o vetor �uxo de calor,

respectivamente [Batchelor, 1967]. A energia interna de um gás ideal monoatômico está

relacionada com a temperatura através da equação de estado térmica, que para o caso do

gás ideal clássico tem a seguinte forma

ε =
DkT

2m
, (3.37)

onde k é a constante de Boltzmann e T a temperatura.
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3.2.2 Equações macroscópicas para uma mistura de gases ideais

No caso de misturas de gases ideais são usadas duas formas para escrever as equações de

transferência dos invariantes de colisão, dependendo da velocidade hidrodinâmica utili-

zada para calcular a velocidade peculiar. A primeira utiliza a velocidade peculiar Ca para

calcular os termos da equação de transferência por espécie, cujos momentos hidrodinâmi-

cos, densidade de massa, velocidade hidrodinâmica da espécie e densidade de energia da

espécie, são

ρa(x, t) =

∫
maf

a(x, c, t) dc, (3.38)

ρa(x, t)ua(x, t) =

∫
macf

a(x, c, t) dc, (3.39)

ρa(x, t)Ea(x, t) =

∫
1

2
mac

2fa(x, c, t) dc =
1

2
ρau

2
a + ρaεa, (3.40)

respectivamente, com

ρa(x, t)εa(x, t) =

∫
1

2
maC

2
af

a(x, c, t) dc. (3.41)

A energia interna da espécie a está relacionada com uma temperatura efetiva Ta,

de�nida como

Ta ≡
2

D

maεa
k

, (3.42)

e com a pressão efetiva pa, de acordo com

pa ≡
2

D
ρaεa. (3.43)

O tensor pressão da espécie a está de�nido como

Πaαβ(x, t) =

∫
maCaαCaβf

a(x, c, t) dc, (3.44)

e o vetor �uxo não-convectivo de energia da espécie a como

qaα(x, t) =
1

2

∫
maC

2
aCaαf

a(r, c, t) dc. (3.45)

A formulação anterior, sugerida por Goldman e Sirovich [1967], é útil quando é preciso

obter propriedades macroscópicas da mistura a partir das propriedades dos componentes,

como no capítulo 6.

Substituindo ψ pelos invariantes de colisão, na equação de transferência, obtém-se a

equação da continuidade da mistura e, para as grandezas não conservadas por espécie,

quantidade de movimento e energia, as equações de balanço por espécie:
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� ψ = ma: continuidade
∂ρa
∂t

+
∂ρauaα
∂xα

= 0, (3.46)

Somando as equações de todas as espécies obtém-se a equação de continuidade da mistura3

∂ρ

∂t
+
∂ρuα
∂xα

= 0, (3.47)

onde

ρ =
∑
a

ρa e ρuα =
∑
a

ρauaα. (3.48)

� ψ = macα: balanço de quantidade de movimento

∂ρauaα
∂t

+
∂

∂xβ
(ρauaαuaβ + Πaαβ)− ρaFaα =

∑
k

∫
Jakmacα dc, (3.49)

� ψ = 1
2
mac

2: balanço de energia

∂

∂t

[
ρa

(
εa +

1

2
u2
a

)]
+

∂

∂xα

[
ρa

(
εa +

1

2
u2
a

)
uaα + qaα + Πaαβuaβ

]

− ρaFaαuaα =
∑
k

∫
Jak

1

2
mac

2 dc. (3.50)

Por simplicidade será considerada apenas uma mistura binária. Para este sistema, so-

mando as equações de balanço da quantidade de movimento dos componentes a e b,

tem-se
∂ρuα
∂t

+
∂

∂xβ
(ρuαuβ + Παβ) = ρaFaα + ρbFbα, (3.51)

onde

Παβ = Πaαβ + Πbαβ +
ρaρb
ρ

(uaα − ubα) (uaβ − ubβ) . (3.52)

No caso da soma das equações de balanço da energia obtém-se a expressão

∂

∂t

[
ρ

(
ε+

1

2
u2

)]
+

∂

∂xα

[
ρ

(
ε+

1

2
u2

)
uα + qα + Παβuβ

]
= ρaFaαuaα+ρbFbαubα, (3.53)

onde

ρε = ρaεa + ρbεb +
ρaρb
2ρ

(ua − ub)
2 , (3.54)

3No restante do texto, quando uma grandeza microscópica apareça sem a identi�cação da espécie,
deve-se entender que tal grandeza se refere a um gás simples ou então a uma mistura de gases.
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qα = qaα + qbα +

(
ρb
ρ

Πaαβ −
ρb
ρ
nakTaδαβ −

ρa
ρ

Πbαβ +
ρa
ρ
nbkTbδαβ

)
(uaβ − ubβ)

+
(D + 2)

2
kT

nanb
ρ

(mb −ma) (uaα − ubα) +
(D + 2)

2

nanb
n

k (Ta − Tb) (uaα − ubα)

+
ρaρb
2ρ

(
ρ2
a − ρ2

b

ρ2
− (D + 2)

D

nanb
nρ

(mb −ma)

)
(ua − ub)

2 (uaα − ubα) . (3.55)

Em geral, os termos de �uxo podem ser calculados fazendo a equivalência entre os

termos nas Eqs. (3.33) e (3.32) e as somas dos termos dos componentes, por se tratarem

de equações lineares.

A segunda forma, e mais freqüentemente usada, de expressar as equações de balanço da

mistura usa a velocidade peculiar com referência à velocidade hidrodinâmica da mistura,

Eq. (3.48), para calcular o tensor pressão e o �uxo não-convectivo de energia [Chapman

e Cowling, 1970, Ferziger e Kaper, 1972]. A equação de balanço da massa é, neste caso,

∂ρa
∂t

+
∂ρauα
∂xα

= −∂jaα
∂xα

, (3.56)

onde jaα é o �uxo mássico difusivo da espécie a

jaα = ρa (uaα − uα) , (3.57)

que satisfaz a relação ∑
a

jaα = 0. (3.58)

As equações de balanço da quantidade de movimento e de energia são idênticas as Eqs.

(3.51) e (3.53), com a energia interna da mistura, o tensor pressão e o �uxo não-convectivo

de energia dados por

ρε =
∑
a

∫
fa

1

2
maC

2 dc, (3.59)

Παβ =
∑
a

∫
famaCαCβ dc, (3.60)

qα =
∑
a

∫
fa

1

2
maC

2Cα dc, (3.61)

respectivamente. A relações anteriores serão usadas no cálculo dos coe�cientes de trans-

porte na análise de Chapman-Enskog da seção 3.4 e do capítulo 6.
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3.3 Equilíbrio e o teorema H

O teorema H de Boltzmann estabelece que, a função H de�nida como

H(t) =
∑
a

∫
fa ln fa dcdx (3.62)

é sempre decrescente no tempo, dH
dt
≤ 0, e que dH

dt
= 0 se e só se fa é a função distribuição

de Maxwell-Boltzmann com a velocidade hidrodinâmica e a temperatura da mistura.

Assumindo uma mistura de gases rarefeitos, contida num recipiente de paredes per-

feitamente lisas, na ausência de forças de corpo, a equação de transferência (3.20) para a

grandeza ψa = ln fa + 1 é:

∂

∂t

∫
(ln fa + 1) fa dc +

∂

∂xα

∫
(ln fa + 1) facα dc =

∫ (
∂fa

∂t
+ cα

∂fa

∂xα

)
dc +

∑
k

∫ (
f ′af ′k − fafk

)
(ln fa + 1) gb dbdεdc1dc. (3.63)

Somando as equações de transferência de todas as espécies, e levando em conta que

as constantes são invariantes de colisão, tem-se

∂H

∂t
+
∂Hα

∂xα
= −1

4

∑
a,k

∫ (
f ′af ′k − fafk

)
ln
f ′af ′k

fafk
gb dbdεdc1dc, (3.64)

onde a Eq. (3.16) foi usada para escrever a integral no termo de produção,

H =
∑
a

∫
fa ln fa dc (3.65)

e

Hα =
∑
a

∫
fa ln facα dc. (3.66)

Integrando a expressão (3.64) na região R, limitada pela superfície do recipiente ∂R,

obtém-se, pela aplicação dos teoremas de Reynolds e da divergência,

dH

dt
+

∫
∂R

(Hα −Hu0α) dSα =

− 1

4

∑
a,k

∫ (
f ′af ′k − fafk

)
ln
f ′af ′k

fafk
gb dbdεdc1dcdx ≤ 0, (3.67)
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onde u0 é a velocidade do contorno e dSα é um elemento diferencial de superfície apon-

tando para fora. Num recipiente de paredes lisas, a função distribuição, perto da parede,

satisfaz a relação fa
(
c‖, c ⊥

)
= fa

(
c‖, −c ⊥

)
, ou seja, por causa da re�exão especular,

a partícula muda apenas o sentido da componente da sua velocidade perpendicular à pa-

rede, o que anula a integral (3.66). Assumindo também um recipiente estático, o segundo

termo do lado esquerdo da Eq. (3.67) é nulo. Os integrandos no lado direto da equação

(3.67) são sempre positivos, e nulos apenas quando

f ′af ′k − fafk = 0, (3.68)

ou, o que é equivalente

ln f ′a + ln f ′k = ln fa + ln fk. (3.69)

O resultado anterior indica que H é uma função que não se incrementa com o tempo e

que tende a um valor �nito para o qual dH
dt

= 0. Isto acontece quando a quantidade ln f é

preservada pelas colisões, e pode ser escrita como uma combinação linear dos invariantes

de colisão: massa, quantidade de movimento e energia cinética. A função distribuição que

satisfaz a Eq. (3.69) para todas as combinações de espécies, sujeita as relações (3.48) e

(3.59), é a função de equilíbrio de Maxwell-Boltzmann

fa(M) = na

( ma

2πkT

)D/2
exp

(
− ma

2kT
(c− u)2

)
. (3.70)

Um gás diluído, inicialmente em condições arbitrárias, evoluirá de forma a atingir um

estado descrito pela distribuição de Maxwell-Boltzmann, após um tempo su�cientemente

longo. Funções com a forma da Eq. (3.70) são chamadas de Maxwellianas. A função

distribuição de Maxwell-Boltzmann anula cada um dos operadores de colisão Jak e cor-

responde a solução da equação de ordem zero na expansão de Enskog-Chapman, como

será visto na seção seguinte.

3.4 Análise multiescala

Para completar o desenvolvimento explícito das equações de balanço apresentadas na

seção 3.2 é necessário relacionar o �uxo não-convectivo de energia e o tensor pressão com

as variáveis hidrodinâmicas ou, mais especi�camente, com os seus gradientes, na forma

das chamadas equações constitutivas. Esta relação é estabelecida através do método de

Chapman-Enskog [Chapman e Cowling, 1970].

O propósito da expansão de Chapman-Enskog é obter um tipo particular de solução

por aproximações sucessivas para a equação de transporte de Boltzmann, que depende

do tempo apenas através da densidade, velocidade e temperatura (variáveis macroscó-

picas ou hidrodinâmicas) e cuja integração fornece formas explícitas dos coe�cientes de
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transporte (coe�ciente de difusão, viscosidade e condutividade térmica), como função das

propriedades termodinâmicas e moleculares.

A solução das equações hierárquicas fornecidas pelas aproximações estabelece uma

ponte entre a equação de transporte de Boltzmann e a hidrodinâmica descrita pelas equa-

ções de Navier-Stokes-Fourier. Embora a solução das equações de baixa ordem seja su-

�ciente para obter a descrição termohidrodinâmica de um gás rarefeito, a seguir será

apresentado o procedimento genérico de derivação, primeiro para um gás simples e depois

para uma mistura de gases.

3.4.1 Método de Chapman - Enskog para um gás simples

Para simpli�car a nomenclatura pode-se reescrever a equação de transporte de Boltzmann

como

∂f

∂t
+Df = J(f, f) (3.71)

onde

Df ≡ (c · ∇+ F · ∇c) f, (3.72)

J(f, g) ≡
∫ ∫ ∫

(f ′g′1 − fg1) gb dbdεdc1. (3.73)

Antes de expandir a solução da equação é necessário conhecer a ordem de grandeza

de cada um dos seus termos. Se t é o tempo característico da variação das grandezas

macroscópicas, L é o comprimento macroscópico característico, tal que L ∼ O(φ/ |∇φ|),
onde φ é uma propriedade macroscópica do escoamento, e c é a velocidade molecular

media, os termos do lado esquerdo da equação de Boltzmann são das ordens

∂f

∂t
∼ O(f t̄−1), cα

∂f

∂xα
∼ O(f c̄L−1). (3.74)

A integral do lado direito da equação envolve fatores das seguintes ordens;
∫
b db ∼ O(d2),

onde d é o diâmetro molecular,
∫
f dc ∼ O(n) e g ∼ O(c̄). Usando a estimativa da

freqüência de colisão para esferas rígidas para relacionar o diâmetro molecular com o livre

percurso médio l ∼ O (d2n)
−1 e de�nindo o tempo médio entre colisões como τ = l

c
, a

equação de transporte de Boltzmann (sem o termo de força) passa a ser, em variáveis

adimensionais,

∂f

∂t
+
t

τ

l

L
c · ∇f =

t

τ
J(f, f). (3.75)

Assumindo que os fatores t
τ
e l
L
são da mesma ordem de grandeza e que o termo de
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força é da mesma ordem dos termos à esquerda [Cercignani, 1990], tem-se

∂f

∂t
+Df =

1

ε
J(f, f), (3.76)

onde o parâmetro ε, proporcional ao número de Knudsen (Kn = l/L), servirá para iden-

ti�car a ordem de grandeza relativa dos termos das séries utilizadas no desenvolvimento

do método. A função distribuição é aproximada pela expansão

f = f (0) + εf (1) + ε2f (2) + ε3f (3) + · · · , (3.77)

sujeita às restrições ∫
f (0) dc = n, (3.78)

1

n

∫
f (0)c dc = u, (3.79)

1

n

∫
f (0)m

D
C2 dc = kT, (3.80)

∫
f (l)


1

c

c2

 dc = 0, (∀ l 6= 0). (3.81)

Como foi assumido no começo, a função distribuição depende do tempo através dos

momentos hidrodinâmicos e suas derivadas espaciais. Assim,

∂f

∂t
=
∂f

∂ρ

∂ρ

∂t
+

∂f

∂uα

∂uα
∂t

+
∂f

∂T

∂T

∂t
, (3.82)

∂f

∂X
=

(
∂f (0)

∂X
+ ε

∂f (1)

∂X
+ · · ·

)
, X = (ρ, uα, T ). (3.83)

Substituindo f na equação de transporte de Boltzmann, obtém-se as seguintes equações

de transferência para a massa, quantidade de movimento e energia:

∂ρ

∂t
+
∂(ρuα)

∂xα
= 0, (3.84)

ρ

(
∂uα
∂t

+ uβ
∂uα
∂xβ

)
= ρFα −

∞∑
l=0

εl
∂Π

(l)
αβ

∂xβ
, (3.85)

ρ

(
∂kT

∂t
+ uβ

∂kT

∂xβ

)
= − 2

D

∞∑
l=0

εl

(
∂q

(l)
α

∂xα
+
∂uα
∂xβ

Π
(l)
αβ

)
, (3.86)
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onde

Π
(l)
αβ = m

∫
f (l)CαCβ dc e q(l)

α =
m

2

∫
f (l)CαC

2 dc. (3.87)

Para agrupar os termos na expansão de forma que a aproximação de ordem (n) dependa

unicamente de aproximações de ordem inferior e eliminar a dependência entre as derivadas

temporais da velocidade e da temperatura e os �uxos Παβ e qα, que só poderiam ser

calculados quando f fosse conhecida, de�ne-se o operador ∂
∂t

como a série in�nita de

operadores

∂

∂t
≡ ∂0

∂t
+ ε

∂1

∂t
+ ε2

∂2

∂t
+ · · · , (3.88)

que aplicado à expansão de f ,

∂f

∂t
=

(
∂0

∂t
+ ε

∂1

∂t
+ ε2

∂2

∂t
+ · · ·

)(
f (0) + εf (1) + ε2f (2) + · · ·

)
, (3.89)

conduz a um conjunto de equações, sujeitas a:

∂0ρ

∂t
= −∂(ρuα)

∂xα
e

∂lρ

∂t
= 0 (l > 0), (3.90)

∂0uα
∂t

= −uβ
∂uα
∂xβ

+ Fα −
1

ρ

∂Π
(0)
αβ

∂xβ
e

∂luα
∂t

= −1

ρ

∂Π
(l)
αβ

∂xβ
(l > 0), (3.91)

∂0kT

∂t
= −uβ

∂kT

∂xβ
− 2

D

1

ρ

∂q
(0)
α

∂xα
− 2

D

1

ρ

∂uα
∂xβ

Π
(0)
αβ , (3.92)

∂lkT

∂t
= − 2

D

1

ρ

(
∂q

(l)
α

∂xα
+
∂uα
∂xβ

Π
(l)
αβ

)
(l > 0).

O termo de colisão de�nido na equação (3.73) pode ser escrito como:

1

ε
J(f, f) =

1

ε

∞∑
l=0

∞∑
m=0

εm+lJ(f (l), f (m)), (3.93)

J (l)(f (0), f (1), . . . , f (l)) ≡
∑
r,s

r+s=l

J(f (r), f (s)), (3.94)

e, substituindo as expressões anteriores na equação de transporte de Boltzmann (3.71),

obtém-se [(
∂0

∂t
+ ε

∂1

∂t
+ ε2

∂2

∂t
+ · · ·

)
+D

] (
f (0) + εf (1) + ε2f (2) + · · ·

)
−1

ε

[
J (0)(f (0)) + εJ (1)(f (0), f (1)) + ε2J (2)(f (0), f (1), f (2)) + · · ·

]
= 0. (3.95)
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As funções f (l) são de�nidas de forma que os coe�cientes de cada potência de ε na

equação (3.95) se anulem por separado. O conjunto destas equações é:

(0) J (0)(f (0), f (0)) = 0

(1) ∂0f (0)

∂t
+Df (0) = J (1)(f (0), f (1))

(2) ∂0f (1)

∂t
+ ∂1f (0)

∂t
+Df (1) = J (2)(f (0), f (1), f (2))

...
...

(3.96)

A enésima equação envolve apenas termos com super-índices menores ou iguais a (n),

por tanto é possível resolver estas equações sucessivamente, partindo da solução de ordem

zero. Na prática a aproximação de primeira ordem prediz adequadamente os resultados

experimentais [Chapman e Cowling, 1970].

A solução de ordem zero é, de acordo com as conclusões obtidas na seção 3.3,

f (0) = f (M) (n, u, T ) , (3.97)

e as equações de transferência dos seus momentos equivalem às equações da continuidade

e de Euler da mecânica do contínuo.

Assumindo f (1) = f (0)Φ(1), a equação de primeira ordem é uma equação integral não-

homogênea em Φ(1), cuja solução depende do potencial de interação entre as moléculas. O

operador do lado esquerdo desta equação pode ser escrito, usando as relações Eqs. (3.82),

(3.90), (3.91) e (3.92), como

∂0f
(0)

∂t
+Df (0) = f (0)

[(
mC2

2kT
− D + 2

2

)
Cα

∂ lnT

∂xα
+

m

kT

(
CαCβ −

1

D
C2δαβ

)
∂uα
∂xβ

]
,

(3.98)

o que determina a forma geral de Φ(1). Soluções aproximadas desta equação, para vá-

rios tipos de potenciais de interação, e detalhes dos métodos empregados para obtê-las,

encontram-se em Chapman e Cowling [1970] e Ferziger e Kaper [1972].

3.4.2 Método de Chapman - Enskog para uma mistura de gases

Uma análise de ordem de grandeza, análoga à apresentada na seção anterior, para uma

mistura binária de gases ideais fornece

∂fa

∂t
+Dfa =

1

εaa
J(fa, fa) +

1

εab
J(fa, f b), (3.99)
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onde os parâmetros εaa e εab representam a relação entre as freqüências de colisão de mo-

léculas da espécie a com moléculas das espécies a e b, respectivamente, e uma escala de

tempo característica das variações das propriedades macroscópicas. Dependendo da rela-

ção entre as massas dos componentes e das concentrações, um dos operadores de colisão

será dominante e seu efeito considerado como de ordem zero na análise por aproximações

sucessivas. Tal é o caso de misturas de gases com massas muito diferentes. Por outro lado,

se as massas e as concentrações são similares, os parâmetros possuem a mesma ordem de

grandeza, εaa ∼ εab ∼ ε, como é assumido no método de Chapman-Enskog convencional.

Neste trabalho estamos interessados apenas na modelagem de fenômenos com misturas

com diferenças de massas moleculares de uma ordem de grandeza ou inferiores, em condi-

ções moderadas, pelo qual o método de Chapman-Enskog será utilizado na derivação dos

coe�cientes de transporte.

Escrevendo as funções distribuição em expansões análogas à Eq. (3.77) e o operador

derivada temporal na forma da Eq. (3.88), obtém-se, nas duas primeiras ordens,

(0) J (0)(fa(0), fa(0)) + J (0)(fa(0), f b(0)) = 0

(1) ∂0fa(0)

∂t
+Dfa(0) = J (1)(fa(0), fa(1))

+J (1)(fa(1), fa(0)) + J (1)(fa(0), f b(1)) + J (1)(fa(1), f b(0)).

(3.100)

A solução da equação de ordem zero é a distribuição Maxwelliana com as propriedades

locais da mistura, ou seja, ∫
fa(0) dc =

∫
fa dc = na, (3.101)

∑
a

∫
fa(0)mac dc =

∑
a

∫
famac dc = ρu, (3.102)

∑
a

∫
fa(0)maC

2 dc =
∑
a

∫
famaC

2 dc = DnkT, (3.103)

∫
fa(l) dc = 0 (∀ l 6= 0), (3.104)

∑
a

∫
fa(l)

{
mac

maC
2

}
dc = 0 (∀ l 6= 0). (3.105)

De maneira análoga a como foram obtidas as equações de balanço para o gás simples,

é possível obter um conjunto de equações na forma das Eqs. (3.56), (3.51) e (3.53), onde

jaα =
∞∑
l=0

εl
∫
maf

a(l)Cα dc, (3.106)
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Παβ =
∞∑
l=0

εl
∑
a

∫
maf

a(l)CαCβ dc, (3.107)

qα =
∞∑
l=0

εl
∑
a

∫
fa

1

2
maC

2Cα dc. (3.108)

Usando a decomposição do operador derivada temporal, Eq. (3.88), e estas restri-

ções, obtém-se uma expressão para o termo advectivo na equação de primeira ordem de

Knudsen, dado por

∂0f
a(0)

∂t
+Dfa(0) = f (0)

[(
mC2

2kT
− D + 2

2

)
Cα

∂ lnT

∂xα
+

m

kT

(
CαCβ −

1

D
C2δαβ

)
∂uα
∂xβ

+
n

na
daα

]
,

(3.109)

onde p = nkT e o vetor força difusiva é

daα =
∂

∂xα

(na
n

)
+

(
na
n
− ρa

ρ

)
∂ ln p

∂xα
. (3.110)

As equações integrais (3.100) podem ser resolvidas usando técnicas similares às em-

pregadas no caso do gás simples. O resultado deste processo são as equações de balanço

de massa, de quantidade de movimento e de energia, com seus coe�cientes de transporte

[Chapman e Cowling, 1970, Ferziger e Kaper, 1972].

3.5 Modelo de colisão BGK

Dada a enorme di�culdade introduzida na solução da equação de transporte de Boltzmann

por causa do operador de colisão integral, foram desenvolvidos alguns modelos cinéticos

relativamente simples para este operador. Estes modelos devem possuir as características

mais relevantes do operador de colisão integral, tais como, a conservação dos invariantes

de colisão e, em alguns casos, a existência de um teorema H. O mais conhecido dos

modelos é o modelo de colisão BGK, proposto por Bhatnagar, Gross, e Krook [1954].

O operador de colisão BGK expressa a mudança líquida no número de partículas como

sendo proporcional à freqüência de colisão e à diferença entre a função distribuição e a

distribuição Maxwelliana local. Para derivar o modelo, o operador de colisão é dividido

nas integrais Υ− e Υ+, de�nidas na seção 3.1. Na primeira delas, a função distribuição

das partículas alvo não depende do processo de integração e, conhecendo a lei de interação

entre as moléculas, a freqüência de colisão poderia ser calculada. Assim,

−f
∫
f1gb dbdεdc1 = −fnν, (3.111)
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onde ν é uma função que, em geral, depende da temperatura.

O modelo assume que as moléculas que entram no elemento diferencial de volume

no espaço de fase o fazem com uma distribuição Maxwelliana com os valores locais da

densidade, velocidade e temperatura, de modo a satisfazer a conservação dos invariantes

de colisão. O resultado da segunda integral é então substituído pela freqüência de colisão,

multiplicada pela distribuição Maxwelliana local∫
f ′f ′1gb dbdεdc1 ≈ nνf (M), (3.112)

para obter o modelo

JBGK = nν
(
f (M) − f

)
. (3.113)

De acordo com as teorias dos fenômenos de transporte baseadas no livre percurso médio

e de cálculos aproximados para várias leis de interação, ν é uma função da temperatura T

e, em particular, é constante para potenciais de interação de Maxwell, ou seja, aquele com

Φ ∼ 1
r4
, sendo r a separação entre as moléculas [Ferziger e Kaper, 1972, Morse, 1963].

Levando-se em conta que em alguns problemas os gradientes de densidade de número

de partículas e de temperatura não são apreciáveis, a freqüência de colisão nν pode ser

assumida como constante.

O modelo BGK possui um teorema H local, facilmente veri�cável. A condição∫
JBGK ln f dc = nν

∫
ln

f

f (M)

(
f (M) − f

)
dc +

∫
JBGK ln f (M) dc ≤ 0, (3.114)

é satisfeita sempre dado que a segunda integral é nula, posto que ln f (M) é uma combinação

dos invariantes de colisão e a expressão ln x
y
(y − x) é não-positiva e nula apenas quando

x = y.

O método descrito na seção 3.4 se aplica igualmente às equações de Boltzmann com

modelos cinéticos. No caso do modelo BGK, a solução da equação de primeira ordem

em Knudsen é consideravelmente simpli�cada, já que na aproximação f = f (0) + εf (1) a

correção de primeira ordem pode ser escrita explicitamente como

f (1) = f (0)

{
1− 1

nν

[
Cα

(
mC2

2kT
− D + 2

2

)
∂ lnT

∂xα
+

m

kT

(
CαCβ −

1

D
C2δαβ

)
∂uα
∂xβ

]}
.

(3.115)

Usando esta expressão para calcular o tensor pressão e o vetor �uxo não-convectivo

de energia, de acordo com a suas de�nições, tem-se

Παβ(x, t) =

∫
mCαCβf(x, c, t) dc = pδαβ −

kT

ν

(
∂uα
∂xβ

+
∂uβ
∂xα
− 2

D

∂uγ
∂xγ

δαβ

)
, (3.116)
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qα(x, t) =
1

2

∫
mC2Cαf(r, c, t) dc = −(D + 2)

2

k2T

mν

∂T

∂xα
, (3.117)

respectivamente, onde os coe�cientes de transporte, viscosidade e condutividade térmica,

estão dados por

η =
kT

ν
, (3.118)

κ =
(D + 2)

2

k2T

mν
. (3.119)

O modelo BGK fornece resultados aproximados, adequados para muitos tipos de pro-

blemas, embora o valor da constante ν, ajustado com base em dados experimentais, não

permita a escolha independente da viscosidade e da condutividade térmica. Esta carac-

terística faz com que o modelo possua um número de Prandtl, Pr = ηcp/κ = 1, �xo e

diferente daquele obtido através da análise de Chapman-Enskog para o operador de coli-

são original; Pr = 2/3. Apesar destes inconvenientes e de ser altamente não-linear, por

causa da dependência entre a função f (M) e os momentos de f , o modelo BGK é muito

utilizado, devido a que facilita a solução analítica de problemas em con�gurações simples

e também constitui a base da grande maioria das abordagens numéricas para solução da

equação de transporte de Boltzmann.

Além do BGK existem outros modelos cinéticos mais elaborados, baseados na lineari-

zação da equação de Boltzmann, como o proposto por Gross e Jackson [1959]

3.6 Modelos cinéticos para misturas

A modelagem de processos dinâmicos em misturas é consideravelmente mais complicada

que a de gases simples, pelo fato de envolver diversos processos de equilíbrio acontecendo

simultaneamente. Estes processos podem ser classi�cados em dois tipos: a aproximação

da função distribuição de cada espécie a uma distribuição Maxwelliana local e o equilíbrio

das propriedades macroscópicas de todas as espécies.

Dependendo da relação entre as massas, os processos podem acontecer em escalas de

tempo muito diferentes, começando pela Maxwellização da espécie mais leve e, em deter-

minadas circunstâncias, podem não acontecer completamente, como no caso de misturas

de íons e elétrons. Uma estimativa da escala da Maxwellização é dada pelo tempo reque-

rido para tornar isotrópico o tensor tensão ou nulo o vetor �uxo de calor de cada espécie.

Já a escala representativa do processo de equilíbrio pode ser estimada através do problema

de relaxação homogênea, é dizer, a diminuição com o tempo da diferença de velocidades e

temperaturas, numa mistura homogênea. A maioria dos modelos cinéticos para misturas

se baseia na descrição qualitativa destes processos.

O primeiro modelo para misturas foi proposto por Gross e Krook [1956]. Neste modelo,

cada integral de colisão é aproximada por um operador BGK com uma função distribuição
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Maxwelliana

fa(M) (nab,uab, Tab) = nab

(
ma

2πkTab

)D/2
exp

(
−ma (c− uab)

2

2kTab

)
, (3.120)

cujos parâmetros macroscópicos, que por compatibilidade com a literatura são chamados

de densidade, velocidade e temperatura, são obtidos como combinações lineares das pro-

priedades de cada espécie, restritas pelas equações de conservação e a solução do problema

de relaxação homogênea, quando t→∞. A equação para a espécie a é

∂fa

∂t
+ c · ∇fa = JaaBGK + JabBGK , (3.121)

com

JaaBGK = naνaa
(
fa(M) (naa,uaa, Taa)− fa

)
e JabBGK = nbνab

(
fa(M) (nab,uab, Tab)− fa

)
.

(3.122)

Para satisfazer a equação de conservação da massa, o número de colisões entre espécies

deve ser igual e portanto νab = νba. Os parâmetros do operador de colisão entre moléculas

da mesma espécie correspondem às propriedades macroscópicas dessa espécie, naa = na,

uaa = ua e Taa = Ta. A velocidade uab é a media das velocidades das espécies, ponderadas

pelas massas moleculares reduzidas,

uab = µaua + µbub, (3.123)

a densidade de número de moléculas nab é a mesma da espécie a e a temperatura Tab é

Tab = Ta + µaµb

[
2αab (Tb − Ta) + αab (2− αab)

µb (ma +mb)

Dk
(ua − ub)

2

]
, (3.124)

onde µa = ma/ (ma +mb) e αab é um parâmetro livre.

Posteriormente, Sirovich [1962] propôs ummodelo linearizado para moléculas de Maxwell,

com cinco parâmetros ajustáveis, da forma

JaSIR = αa1

(
fa(M) − fa

)
+ α2

fa(M)

nakTa
(ua − ub) ·Ca

+α3
fa(M)

nakTa

(
ma

2kT
C2
a −

D

2

)
(Ta − Tb) + α4

fa(M)

nakTa

(
ma

2kT
C2
a −

D

2

)
(ua − ub)

2 , (3.125)

onde fa(M) = fa(M) (na,ua, Ta) e os parâmetros αi são funções das densidades e das

temperaturas.

O tensor tensão e o �uxo de calor foram determinados pelo autor usando um pro-



Teoria cinética dos gases 44

cedimento iterativo, diferente da expansão de Chapman-Enskog. Suas expressões são as

seguintes:

Παβ = pδαβ − kT
(
na
αa1

+
nb
αb1

)(
∂uα
∂xβ

+
∂uβ
∂xα
− 2

D

∂uγ
∂xγ

δαβ

)

−2α2

ρ

(
ρa
αa1

+
ρb
αb1

)(
∆uα∆ub −

1

D
∆u2

)
, (3.126)

qα = −(D + 2)

2
k2T

(
ρa
αa1

+
ρb
αb1

)
+−(D + 2)

2
kT

(
na

maα1

+
nb

mbαb1

)
∂T

∂xα
+O(∆u3),

(3.127)

onde ∆u = ua − ub.

Independentemente, Morse [1964] e Hamel [1965] propuseram um modelo do tipo BGK

no qual, além das equações de conservação, foi estabelecido que as transferências de quan-

tidade de movimento e energia entre espécies sejam as mesmas que as das moléculas de

Maxwell ou então, o que é equivalente, que a solução ao problema de relaxação homogê-

nea seja igual ao das moléculas de Maxwell. Dado que o modelo reproduz exatamente o

problema de relaxação homogênea, pode considerar-se como uma aproximação razoável

ao processo de equilíbrio, enquanto que sua descrição do processo de Maxwellização é

apenas qualitativa porque, como todos os modelos de tipo BGK, a aproximação de todos

os momentos àqueles da distribuição Maxwelliana acontece a uma taxa regulada por um

único parâmetro.

A forma geral das equações é a mesma do modelo de Gross e Krook, com apenas a

temperatura na distribuição Maxwelliana do operador de colisão cruzado diferente e dada

por

Tab = Ta + µaµb

[
2 (Tb − Ta) +

µb (ma +mb)

Dk
(ua − ub)

2

]
. (3.128)

Hamel [1965] discute as possíveis linearizações do modelo nos casos de misturas quase

homogêneas e muito próximas do equilíbrio global, misturas em que os componentes têm

propriedades macroscópicas similares e misturas de moléculas com massas moleculares

muito diferentes. Em particular, a segunda das linearizações anteriores é equivalente ao

modelo de Sirovich, desde que os parâmetros αi na Eq. (3.125) não sejam independentes.

Neste trabalho utilizou-se uma outra expressão, que permite realizar uma análise con-

vencional de Chapman-Enskog do modelo BGK, na qual a aproximação de ordem zero

à função distribuição de cada espécie é uma distribuição Maxwelliana com as proprie-

dades locais: densidade da espécie, velocidade baricêntrica e temperatura da mistura.

Esta aproximação se aplica às misturas cujos componentes tenham relações de massas

moderadas e momentos macroscópicos próximos dos valores locais da mistura.
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O operador de colisão Jab é escrito como:

JabBGKL = nbνab
(
fa(M) − fa

)
+nbνabf

a(M)

[
ma

kT
(cα − uα) (uabα − uα) +

Tab − T
T

(
ma

2kT
(cα − uα)2 − D

2

)]
,(3.129)

com fa(M) = fa(M) (na,u, T ). O operador Jaa é expandido de forma análoga.

Seguindo o procedimento apresentado na seção (3.4) obtiveram-se as relações consti-

tutivas da difusão de massa, quantidade de movimento e calor, com coe�cientes de trans-

porte; coe�ciente de difusão binário, viscosidade da mistura e condutividade da mistura,

dadas por:

Dab =
kT

n (ma +mb)µaµbνab
, (3.130)

Παβ(x, t) = pδαβ − kT
(

na
naνaa + nbνab

+
nb

nbνbb + naνba

)(
∂uα
∂xβ

+
∂uβ
∂xα
− 2

D

∂uγ
∂xγ

δαβ

)
,

(3.131)

qα(x, t) = −(D + 2)

2
k2T

(
na

ma(naνaa + nbνab)
+

nb
mb(nbνbb + naνba)

)
∂T

∂xα

+
(D + 2)

2
kT

(
jaα
ma

+
jbα
mb

)
. (3.132)

Por serem modelos para moléculas de Maxwell, nenhum dos anteriores possui o termo

de difusão de massa por gradiente de temperatura ou difusão térmica. Esta aproximação,

conhecida como diagonal, é su�ciente dado que os efeitos do gradiente de temperatura

no transporte de massa só são consideráveis em condições extremas [Goldman e Sirovich,

1967].

Os modelos BGK para misturas e suas linearizações possuem as mesmas limitações

que o modelo para um �uido simples no que se refere a dependência entre a viscosidade e

a condutividade térmica, o que se traduz num número de Prandtl �xo. Além disso, estes

modelos não seguem o princípio da indiferenciabilidade, ou seja, quando as massas ma

dos componentes e suas seções de choque forem todas iguais, a somas das distribuições

devem obedecer a equação de transporte para uma única espécie. Este fato é facilmente

veri�cável na implementação numérica, por exemplo, observando a evolução de um sistema

binário de moléculas mecanicamente idênticas com as mesmas condições iniciais, mas com

distribuição espacial não-homogênea.

Outros modelos para misturas baseados no operador de colisão BGK foram propostos
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por Sofonea e Sekerka [2001]. Nestes modelos, o efeito de todas as colisões é aproximado

por um operador BGK, cuja distribuição Maxwelliana usa uma temperatura constante e a

velocidade hidrodinâmica da mistura como parâmetros. Por suas limitações no ajuste das

propriedades de transporte de cada espécie e a ausência de efeitos térmicos, estes modelos

não são considerados nos capítulos seguintes.



Capítulo 4

Equação de Boltzmann com velocidades

discretas

Neste capítulo é apresentado um processo de derivação da equação de Boltzmann com ve-

locidades discretas (EBVD) ou simplesmente equação de Boltzmann discreta, ou seja, uma

aproximação à equação de transporte de Boltzmann, com um modelo para o operador de

colisão, composta por um conjunto de equações diferenciais parciais nas variáveis fi(x, t),

cujos momentos macroscópicos são idênticos àqueles da função distribuição original, até

uma determinada ordem [Wolf-Gladrow, 2000].

Para este propósito irá explorar-se o fato, apontado por Grad [1949b], de que a solu-

ção da equação de Boltzmann f(x, c, t) é equivalente ao conjunto in�nito formado por

seus momentos macroscópicos. A função distribuição é expandida numa série in�nita de

polinômios tensoriais de Hermite, tendo como função peso uma distribuição de equilíbrio

global [Shan e He, 1998, Philippi et al., 2006]. Esta série pode ser truncada, sem afetar os

momentos macroscópicos de baixa ordem, para representar apenas a hidrodinâmica. Para

este efeito, a escolha da ordem de truncamento da série é feita de acordo com aquela re-

querida, na análise de Chapman-Enskog, para obter as equações de Navier-Stokes-Fourier.

Os coe�cientes da expansão correspondem aos momentos macroscópicos de f(x, c, t) e

podem ser calculados exatamente através de uma integração por quadratura. Desta forma,

a evolução da aproximação para f(x, c, t) em polinômios de Hermite, truncada na ordem

apropriada e avaliada no conjunto �nito de abscissas, dadas pela solução do problema de

quadratura, é equivalente às equações hidrodinâmicas.

A derivação apresentada não está limitada ao regime hidrodinâmico e pode ser utili-

zada para resolver os regimes de escoamento livre e de transição, desde que as restrições

apropriadas sejam empregadas para determinar a ordem de precisão do problema de qua-

dratura.

Para simpli�car a análise, na equação de Boltzmann

∂f

∂t
+ c · ∇f = J, (4.1)

47
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o operador de advecção é adimensionalizado usando como referência o comprimento l e o

tempo t̄, tais que satisfaçam a relação l/t̄ = c̄, onde c̄ é a velocidade molecular de referência

de�nida, em função da temperatura de referência T0 e da massa molecular de referência

m0, como c̄ = (kT0/m0)1/2. A função distribuição por sua vez é adimensionalizada usando

o fator n0c̄
(−D), onde n0 é a densidade de número de partículas de referência. O operador

de colisão J será substituído por um modelo cinético, do tipo BGK, proporcional ao fator(
f (M) − f

)
.

4.1 Expansão da equação de Boltzmann em polinômios

de Hermite

Como foi proposto por Grad [1949b], a função distribuição pode ser desenvolvida como

uma série in�nita de polinômios tensoriais de Hermite. Os polinômios tensoriais de Her-

mite formam uma base ortogonal do espaço de Hilbert, com o produto interno de�nido

como

(f, g) =

∫ ∞
−∞

ω (c) fg dc, (4.2)

onde ω (c) é a função peso

ω(c) =
e−

c2

2

(2π)D/2
. (4.3)

Os polinômios tensoriais de Hermite são de�nidos através da fórmula

H (n) =
(−1)n

ω (c)
∇(n)ω (c) , (4.4)

onde (n) é a ordem do tensor e ∇(n) ≡ ∂n

∂cα1∂cα2···∂cαn . Os cinco primeiros polinômios

tensoriais são:

H (0) = 1, (4.5a)

H (1) = c, (4.5b)

H (2) =
(
c2 − δ

)
, (4.5c)

H (3) =
(
c3 − cδ

)
, (4.5d)

H (4) =
(
c4 − c2δ + δ2

)
, (4.5e)

H (5) =
(
c5 − c3δ + cδ2

)
, (4.5f)

onde, por comodidade, foi utilizada a notação sugerida por Grad [1949a]. Nesta notação

compacta, o tensor delta de Kronecker é representado em negrito sem subíndices e o

tensor δs, de ordem 2s, está de�nido como a soma dos produtos de s δs, que resultam das
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permutações dos 2s subíndices. Esta soma contém (2s)!
2ss!

elementos. Assim, por exemplo,

o tensor δ2 corresponde à soma δ2 = (δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ).

A enésima potência de um vetor, cn, representa o tensor cα1cα2 · · · cαn, e o produto de
tensores crδs representa o tensor de ordem r+2s, formado pela soma de (r+2s)!

2sr!s!
elementos,

que correspondem ao produto de r cs e s δs, para todas as permutações de subíndices. Por

exemplo, o termo c2δ, que aparece no polinômio tensorial de quarta ordem, corresponde

à soma de seis termos; c2δ = (cδcαδγβ + cδcβδαγ + cδcγδαβ + cβcαδγδ + cγcβδαδ + cαcγδβδ).

Em geral, a multiplicação de dois tensores ab representa a soma de todas as possíveis

permutações de seus índices.

Empregando a velocidade molecular como variável na expansão polinomial [Shan e

He, 1998, Philippi et al., 2006], a função distribuição pode ser escrita como

f(x, c, t) = ω(c)
∞∑
n=0

1

n!
a(n)(x, t)H (n)(c), (4.6)

onde o produto de tensores a(n)H (n) é uma contração em todos os subíndices. Os coe�-

cientes da série podem ser calculados, usando a ortogonalidade dos tensores, como

a(n)
rn =

∫
fH (n)

rn (c)dc, (4.7)

onde rn representa a seqüência de índices rn = {α1α2 · · ·αn}.
Esta expansão é análoga à empregada por Grad [1949b], com a diferença de que

a apresentada aqui é feita em torno da distribuição de equilíbrio global, com velocidade

hidrodinâmica e desvio da energia interna nulos. A conveniência desta escolha com relação

à discretização do espaço de velocidades será discutida mais adiante.

A descrição hidrodinâmica do comportamento de um gás precisa da representação

exata dos coe�cientes de baixa ordem, que contém as grandezas densidade e velocidade

hidrodinâmica

ma(0) = ρ, (4.8)

ma(1) = ρu, (4.9)

a energia interna, calculada a partir do traço do tensor pressão Π,

ma(2) = Π + ρ
(
u2 − δ

)
, (4.10)

e o vetor �uxo de calor, que corresponde à contração do tensor de terceira ordem Q,

ma(3) = Q + ρ
(
u3 − uδ

)
+ uΠ. (4.11)

Além disso, o truncamento da série numa ordem N , não afeta diretamente os mo-

mentos de ordem inferior, por tanto, para obter uma representação adequada da termo-
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hidrodinâmica é su�ciente manter a expansão até a ordem requerida na análise de Chapman-

Enskog.

As equações constitutivas, que relacionam o tensor tensão e o vetor �uxo de calor com

as derivadas dos momentos macroscópicos de baixa ordem, nas equações de Navier-Stokes-

Fourier, são o resultado das contribuições da correção de primeira ordem em Knudsen na

expansão Eq. (3.77). Esta correção pode ser calculada explicitamente no caso do modelo

BGK, de acordo com a Eq. (3.96), como

f (1) = − 1

nν

(
∂0f

(0)

∂t
+ cγ

∂f (0)

∂xγ

)
, (4.12)

e suas contribuições ao tensor pressão e ao vetor �uxo de calor como

{
Π

(1)
αβ

uβΠ
(1)
αβ + q

(1)
α

}
=

∫
mf (1)

{
cαcβ
1
2
c2cα

}
dc =

− 1

nν

(
∂0

∂t

∫
mf (0)

{
cαcβ
1
2
c2cα

}
dc +

∂

∂xγ

∫
mf (0)

{
cαcβcγ
1
2
c2cαcγ

}
dc

)
. (4.13)

Da expressão anterior se conclui que, para obter as relações constitutivas consistentes

é necessário manter na expansão os termos dos polinômios de Hermite de ordem N ≤ 4,

no caso do operador de colisão BGK.

Em modelos que utilizam o operador de colisão linearizado e o procedimento de de-

dução de Gross e Jackson [1959], termos adicionais, envolvendo a velocidade molecular,

aparecem no lado direito da Eq. (4.12) e expansões truncadas em ordens superiores são

necessárias.

A função distribuição Maxwelliana local presente no operador de colisão, em variáveis

adimensionais, tem a forma

f (M) =
n

(2π)D/2

(
1

θ + 1

)D/2
exp

(
−1

2

(c− u)2

(θ + 1)

)
, (4.14)

onde

θ =
T

T0

m0

m
− 1 (4.15)

é o desvio da energia interna do seu valor de referência, de�nido de acordo com a Eq.

(3.37) como ε0 ≡ D
2
kT0

m0
. Esta função é um caso particular de f e pode ser desenvolvida

de acordo com as Eqs. (4.6) e (4.7). Os coe�cientes desta série, em notação abreviada,

até quinta ordem, são:
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a(0)(M) = n, (4.16a)

a(1)(M) = nu, (4.16b)

a(2)(M) = n
(
u2 + θδ

)
, (4.16c)

a(3)(M) = n
(
u3 + θuδ

)
, (4.16d)

a(4)(M) = n
(
u4 + θu2δ + θ2δ2

)
, (4.16e)

a(5)(M) = n
(
u5 + θu3δ + θ2uδ2

)
. (4.16f)

Desta forma, a aproximação à função distribuição Maxwelliana local, até quinta ordem, é

f (M) = ω(c)n

{
1 + u · c +

1

2

[
(u · c)2 − u2 + θ

(
c2 −D

)]
+

1

6
u · c

[
(u · c)2 − 3u2 + 3θ

(
c2 − 2−D

)]
+

1

24

[
(u · c)4 − 6 (u · c)2 u2 + 3u4

+ 3θ2
(
D (D + 2)− 2c2 (D + 2) + c4

)
+ 6θ

(
(u · c)2 (c2 −D − 4

)
+ u2

(
D + 2− c2

))]
+

1

120
u · c

[
(u · c)4 + 15θ2c4 − 10 (u · c)2 (θ (D + 6) + u2

)
+15

(
θ2 (D + 2) (D + 4) + 2θu2 (D + 4) + u4

)
− 10θc2

(
3
(
θ (D + 4) + u2

)
− (u · c)2)]}. (4.17)

4.2 Discretização do espaço de velocidades moleculares

Tendo uma representação aproximada da função distribuição, até ordem N , é possível

estabelecer um conjunto de equações de balanço para os seus momentos. Os invariantes

de colisão ψ, e em geral os tensores cn, que aparecem nas equações de Chapman-Enskog,

fazem parte dos polinômios tensoriais de Hermite de ordem (n). Substituindo a expansão

truncada da função distribuição

f(x, c, t) ≈ ω(c)
N∑
n=0

1

n!
a(n)(x, t)H (n)(c), (4.18)
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na Eq. (4.7) e, dado que os coe�cientes a(n)
rn são independentes da velocidade molecular,

uma condição su�ciente para a representação dos momentos hidrodinâmicos é o cálculo

exato do produto interno entre polinômios de Hermite até ordemN , através da quadratura

∫
ω(c)H (n)

rn (c)H (m)
sm (c)dc =

b∑
i

WiH
(n)
rn (ci)H

(m)
sm (ci), (4.19)

onde b é o número de velocidades moleculares discretas e Wi = wiω(ci).

Devido à escolha da função distribuição de equilíbrio global como função peso na

expansão em polinômios de Hermite, o conjunto de pesos e abscissas que formam a solução

do problema de quadratura é independente do estado local do �uido, o que permite

avaliar os momentos macroscópicos de gases com massas moleculares diferentes e campos

de temperatura não-homogêneos, usando o mesmo conjunto de velocidades ci. Assim,

o cálculo dos momentos da velocidade conclui a construção da equação de Boltzmann

discreta, composta pelas b equações diferenciais parciais

∂fi
∂t

+ ci · ∇fi = Ji, (4.20)

onde fi (x, t) = Wif (x, ci, t).

4.2.1 Quadraturas em redes cartesianas regulares

Existem vários métodos para a determinação das abscissas ci e dos pesos wi para qua-

draturas em espaços de D dimensões [Stroud, 1971]. Em particular, são de interesse as

quadraturas cujas abscissas são vetores que ligam um ponto aos vértices de uma rede carte-

siana regular. Estas abscissas permitem a solução da equação de transporte de Boltzmann

através de uma seqüência exata de colisão e propagação; base do método de Boltzmann

para gases em rede (LBM), que será descrito no capítulo seguinte.

A quadratura gaussiana é um método de integração no qual é possível escolher as

abscissas em que o integrando será avaliado, e os pesos correspondentes a estas abscissas,

que permitem a representação exata da integral Eq. (4.19). Em uma dimensão, a solução

da quadratura gaussiana para integrais de polinômios ortogonais é obtida através de uma

teoria geral bem desenvolvida [Stroud, 1971]. A solução para integrais de polinômios

ortogonais com a função peso, Eq. (4.3), é conhecida como fórmula de Gauss-Hermite.

Estas fórmulas permitem o cálculo exato de integrais de polinômios ortogonais de grau

2b − 1 usando b pesos e abscissas. Porém, no caso de integrais em espaços de duas ou

mais dimensões não existe uma teoria geral de solução da quadratura gaussiana.

Para integrais em várias dimensões pode ser utilizada uma generalização da fórmula

de Gauss-Hermite conhecida como fórmula do produto [Stroud, 1971]. Esta fórmula é

construída como o produto de formulas para dimensões menores. A integral no espaço de
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D dimensões, de um monômio do polinômio de grau d, da forma∫
ω (c)

αD∏
α=α1

cmαα dc, (4.21)

com mα1 +mα2 + · · ·mαD ≤ d, poder ser escrita como o produto de integrais∫
ω (cα1) c

mα1
α1 dcα1

∫
ω (cα2) c

mα2
α2 dcα2 · · ·

∫
ω (cαD) c

mαD
αD dcαD . (4.22)

Usando a fórmula de quadratura de Gauss-Hermite unidimensional

1√
2π

∫
e−

c2

2 cm dc =
b∑
i

wic
m
i , (4.23)

com precisão d, para resolver cada uma das integrais, obtém-se a solução em D dimensões,

αD∏
α=α1

1√
2π

∫
e−

c2α
2 cmαα dcα =

∑
1≤iα≤b
α=1,2,...D

wi1wi2 · · ·wiDc
mα
i1
cmαi2 · · · c

mα
iD
, (4.24)

com bDabscissas.

Redes regulares deste tipo foram obtidas por He e Luo [1997b] usando a fórmula do

produto da quadratura de Gauss-Hermite para polinômios de quinta ordem. Estas redes

correspondem àquelas conhecidas anteriormente como D2Q9 e D3Q27. Shan et al. [2006]

estenderam a aplicação da formula do produto para obter as redes D3Q15 e D3Q19.

A formula de Gauss-Hermite para o produto de polinômios de terceira ordem e su-

periores não possui abscissas que sejam múltiplos inteiros de uma constante, portanto, é

preciso usar um número não-ótimo de vetores para obter uma solução cartesiana regular.

A fórmula do produto da solução unidimensional não-ótima, mas regular, permite calcular

redes regulares em duas e três dimensões que, em geral, possuem um grande número de

vetores com relação às obtidas por outros métodos.

Recentemente, Philippi et al. [2006] obtiveram soluções para redes cartesianas regu-

lares, com várias ordens de precisão, usando quadraturas com abscissas prescritas. Este

método consiste em escolher um conjunto de abscissas com vetores de m módulos dife-

rentes, da forma ci = (xi, yi, zi) cL, onde xi, yi e zi são números inteiros e cL é o passo

da rede, para logo resolver as (m+ 1) equações lineares independentes, resultantes da

avaliação da Eq. (4.19), e obter os m pesos Wi e o passo cL. Em geral, a escolha das abs-

cissas é feita de maneira que cada vetor tenha um vetor oposto de igual módulo e as redes

sejam invariantes com relação a uma rotação de π/2. Estas condições permitem satisfazer

trivialmente a ortogonalidade dos monômios quando o seu número de componentes cα for

ímpar. No caso de monômios com expoentes pares, os autores demonstraram que o pro-
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duto interno de polinômios ortogonais depende do quadrado das normas dos polinômios

de ordem inferior e, portanto, a representação exata do quadrado das normas é o único

sistema de equações independentes. Por causa da estabilidade numérica dos métodos de

solução da Eq. (4.20) serão escolhidas apenas as soluções que possuam todos os pesos

positivos.

Para calcular a solução da Eq. (4.19) para polinômios de segunda ordem em duas

dimensões, o conjunto de abscissas representadas na Fig. (4.1), com módulos 0, cL e√
2cL e pesos W0, W1−4 e W5−8, é usado para obter um sistema de quatro equações e

quatro incógnitas, que correspondem ao cálculo do quadrado das normas dos polinômios

H (0), H (1)
x (H (1)

y ), H (2)
xx (H (2)

yy ) e H (2)
xy (H (2)

yx ) :

∫
ω(c)12dc = 1 = W0 + 4 (W4 +W8) , (4.25a)∫
ω(c)cx

2dc = 1 = 2c2
L (W4 + 2W8) , (4.25b)∫

ω(c)
(
c2
x − 1

)2
dc = 2 = W0 + 2

(
c4
L − 2c2

L + 2
)
W4 + 4

(
c2
L − 1

)2
W8, (4.25c)∫

ω(c) (cxcy)
2 dc = 1 = 4c4

LW8. (4.25d)

A solução do sistema é conhecida como rede D2Q9, e seu passo e pesos estão resumidos

na Tabela 4.1.

1

2

3

4

56

7 8

Figura 4.1: Rede de segunda ordem D2Q9

Para obter soluções do produto de polinômios de ordens superiores, Philippi et al.

[2006] acrescentaram à rede D2Q9 conjuntos de vetores nas direções principais e diagonais

para obter as redesD2Q13, D2Q17 eD2Q21. Os sistemas de equações construídos usando

as duas primeiras redes não possuem soluções reais positivas. No caso da rede D2Q21, o

número de incógnitas é maior que o número de equações, o que permite obter as soluções

às equações do quadrado das normas dos polinômios H (0), H (1)
x , H (2)

xx , H (2)
xy , H (3)

xxx e
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Tabela 4.1: Passo e pesos da rede D2Q9.

cL =
√

3

W0
4
9

W1−4
1
9

W5−8
1
36

H (3)
xxy , em função do parâmetro cL e utilizar este grau de liberdade adicional para eliminar

o maior número de abscissas possível. Tal é o caso da rede D2V 17a, para polinômios

de terceira ordem, apresentada em Philippi et al. [2006]. Esta é nomeada assim para

diferenciá-la de outras redes com o mesmo número de vetores.

As expressões para os pesos da rede D2Q21 são números reais positivos desde que o

passo da rede se encontre nos limites

cL ≥ 1
6

√
1
3

(
98− 4571

(−27163+162
√

3667295)
1/3 +

(
−27163 + 162

√
3667295

)1/3
)
, (4.26)

cL ≤ 1
6

√
5
2

(
25 +

√
193
)
, (4.27)

que são as raízes dos pesos W0 e W9−12, dos vetores com módulo nulo e 2cL, respec-

tivamente. Escolhendo eliminar os vetores com módulo 2cL, obtém-se a rede D2V 17a,

mostrada na Fig. (4.2a).

Tabela 4.3: Passo e pesos da rede D2V 17a.

cL = 1
6

√
5
2

(
25 +

√
193
)

W0
575+193

√
193

8100

W1−4
3355−91

√
193

18000

W5−8
655+17

√
193

27000

W9−12
685−49

√
193

54000

W13−16
1445−101

√
193

162000

Como foi apontado no caso da rede D2Q9, pelo produto de fórmulas é possível cons-

truir uma solução em dimensões superiores. Este fato pode ser explorado, de forma

inversa, aplicando a metodologia de Philippi et al. [2006] às redes bidimensionais, com o

número mínimo de vetores, cuja projeção corresponda à solução cartesiana regular unidi-

mensional.
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A solução cartesiana regular para normas de polinômios de terceira ordem em uma

dimensão possui quatro grupos de vetores, com módulos 0, cL, 2cL e 3cL, sendo que o peso

correspondente ao terceiro grupo se anula para os valores do passo cL =
√

1
3

(
5±
√

10
)
.

Uma rede como a D2V 17b, mostrada na Fig. (4.2b), tem projeção em uma dimensão

da forma descrita, enquanto que o número de equações independentes para o cálculo das

normas é igual ao número de incógnitas. A Tabela 4.4 apresenta a solução, cujos pesos e

passo de rede são positivos.

Tabela 4.4: Passo e pesos da rede D2V 17b.

cL =
√

1
3

(
5 +
√

10
)

W0
190−8

√
10

505

W1−4
−15+12

√
10

200

W5−8
150−39

√
10

800

W9−12
130−41

√
10

64800

W13−16
295−92

√
10

16200

(a) (b)

Figura 4.2: Redes de terceira ordem D2V 17a e D2V 17b

A quadratura unidimensional para produtos de polinômios de quarta ordem, usando

uma rede cartesiana regular, com módulos de velocidade 0, cL, 2cL e 3cL, possui uma

única solução com todos os pesos e o passo positivos. Porém, não é possível construir

uma rede bidimensional para obter o quadrado das normas dos polinômios de quarta or-

dem usando apenas vetores nas direções principais e diagonais. Tomando como exemplo

os monômios de quarta ordem cxcxcycy e cxcxcxcy, cujas normas são diferentes, observa-se

que, em redes formadas por vetores nas direções principais e nas diagonais, os termos

não-nulos do lado direito da Eq. (4.19) correspondem apenas às diagonais e portanto

cixcixciyciy = cixcixcixciy, impossibilitando a construção de um sistema de equações inde-

pendentes. Assim, as redes para quadraturas de quarta ordem devem ser construídas com



Equação de Boltzmann com velocidades discretas 57

vetores que ligam um ponto da rede aos seus vizinhos, explorando progressivamente cada

módulo de velocidade.

Uma rede deste tipo é mostrada na Fig. (4.3)1. Esta rede foi obtida por Philippi et al.

[2006] e permitiu, pela primeira vez, a simulação consistente de problemas termohidrodi-

nâmicos usando o método da equação de Boltzmann para gases em rede.

Figura 4.3: Rede de quarta ordem D2V 37

Posteriormente, Philippi et al. [2007] obtiveram, pelo método acima exposto, as redes

para produtos de polinômios de quinta e sexta ordem, D2V 53 e D2V 81, respectivamente.

Estas redes são as requeridas pela análise de Chapman-Enskog de equações de Boltz-

mann com modelos de colisão com múltiplos parâmetros de relaxação, deduzidos pelo

procedimento de Gross e Jackson [1959]. O aumento na ordem de precisão da quadra-

tura se justi�ca pela escolha independente dos coe�cientes de viscosidade e condutividade

térmica, e pelo aumento na estabilidade do LBM. Estes modelos são uma formulação

termodinamicamente consistente para o tratamento de escoamentos compressíveis e não-

isotérmicos, de �uidos com viscosidade determinada pelo primeiro parâmetro de relaxação

e com número de Prandtl ajustado independentemente, pela escolha do segundo parâme-

tro de relaxação, possibilitando a simulação de escoamentos com combinações de números

de Reynolds e Prandtl arbitrárias.

Em três dimensões as redes regulares para polinômios de segunda ordem são conhecidas

comoD3Q15, D3Q19 eD3Q27 [Qian et al., 1992, He e Luo, 1997b]. No caso de polinômios

de terceira ordem, a rede tridimensional D3V 41, com módulos 0, cL,
√

2cL,
√

3cL, 3cL e√
12cL, e cuja projeção em duas dimensões é a rede D2V 17a, fornece um sistema fechado

de equações cujas soluções positivas são apresentadas na Tabela 4.5.

Para esta ordem é possível também construir uma rede com um sistema fechado de

equações, cuja projeção em duas dimensões é a rede D2Q21. Esta rede é a D3V 39

apresentada na Fig. (4.4) e na Tabela 4.6.

1Os pesos e abscissas das redes que não aparecem neste capítulo se encontram compilados no Apêndice
A.
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Tabela 4.5: Passo e pesos da rede D3V 41.

cL = 1
6

√
5
2

(
25 +

√
193
)

W0
955−59

√
193

500

W1−6
−50135+3863

√
193

54000

W7−18
7525−517

√
193

13500

W19−26
−14395+1051

√
193

54000

W27−32
1445−101

√
193

162000

W33−40
685−49

√
193

108000

(a) (b)

Figura 4.4: Redes tridimensionais de terceira ordem (a) D3V 41 e (b) D3V 39.

Com o aumento da ordem dos polinômios e da dimensão espacial, o número de veto-

res necessários para resolver o problema de quadratura se torna excessivamente grande

levando em conta que o estado de um sítio precisa ser representado pelas b distribuições

fi e sua evolução pela solução de b equações diferenciais, Eq. (4.20). Para contornar esta

limitação serão exploradas quadraturas com soluções não-regulares e métodos alternativos

de discretização da equação de Boltzmann com velocidades discretas, diferentes do LBM.

4.2.2 Quadraturas não-regulares

Em geral, para uma determinada ordem existem fórmulas de quadratura com um número

de abscissas menor do que o das obtidas restringindo as soluções aos vértices de uma rede

cartesiana regular. Algumas destas soluções se encontram compiladas por Stroud [1971].

Usando o procedimento descrito na seção anterior, soluções não-regulares foram ob-

tidas prescrevendo as direções dos vetores, pela sobreposição de polígonos e poliedros,

circunscritos em círculos e esferas com centro na origem e com pares de vértices diame-
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Tabela 4.6: Passo e pesos da rede D3V 39.

cL =
√

3
2

W0
1
12

W1−6
1
12

W7−14
1
27

W15−20
2

135

W21−32
1

432

W33−38
1

1620

tralmente opostos. Esta escolha garante que as conclusões obtidas na seção anterior com

relação à ortogonalidade dos monômios com componentes de ordem ímpar, à dependência

entre as equações de ortogonalidade e do quadrado da norma e à impossibilidade de cons-

truir sistemas de equações independentes para as normas dos polinômios de quarta ordem,

usando apenas vetores nas direções principais e diagonais, continuem sendo válidas.

Por exemplo, a rede D2V 12 que representa exatamente o produto interno de polinô-

mios de Hermite de terceira ordem é formada por um conjunto de quatro vetores de

módulo r1, nas direções principais e dois conjuntos de vetores nas direções diagonais,

com comprimentos
√

2r2 e
√

2r3. A avaliação da Eq. (4.19) fornece um sistema com seis

equações independentes para o quadrado das normas de H (0), H (1)
x , H (2)

xx , H (2)
xy , H (3)

xxx

e H (3)
xxy , com seis incógnitas: os raios r1, r2 e r3 e os pesos correspondentes.

Em três dimensões uma rede para polinômios de terceira ordem, D3V 27, é com-

posta pelo vetor nulo e pela sobreposição de um octaedro, formado pelos seis vetores

de comprimento r1 nas direções principais, um icosaedro, formado pelas permutações

das coordenadas (±r2, ±r2, 0), e um cubo, formado pelas permutações das coordenadas

(±r3, ±r3, ±r3).

Como foi mostrado na seção anterior, as redes para polinômios de quarta ordem não

podem ser construídas com vetores cujas componentes não-nulas sejam iguais. Em duas di-

mensões, a adição de um octágono formado pelas permutações das coordenadas (±r4, ±r5)

à rede D2V 12 permite obter um sistema fechado de equações com soluções reais positivas;

rede D2V 20.

Em três dimensões, a rede D3V 52, formada por dois octaedros, dois cubos e um ico-

saedro em duas posições, resulta também num sistema fechado de equações com soluções

positivas.

O produto interno de polinômios de quinta ordem é representado exatamente através

da rede D2V 28a, composta pela sobreposição de três grupos de vetores nas direções

principais, com módulos r1, r2 e r3, e por dois octágonos formados pelas permutações das

coordenadas (±r4, ±r5) e (±r6, ±r7).

Uma outra rede da mesma ordem pode ser calculada com três conjuntos de vetores nas
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direções principais, dois nas diagonais e um octágono. A avaliação da Eq. (4.19) usando

estes vetores fornece um sistema com doze equações independentes, para o quadrado das

normas dos polinômios H (0), H (1)
x , H (2)

xx , H (2)
xy , H (3)

xxx, H (3)
xxy , H (4)

xxxx, H (4)
xxyy, H (4)

xxxy,

H (5)
xxxxx, H (5)

xxyyy e H (5)
xyyyy, e treze incógnitas, então, uma equação adicional pode ser usada

para estabelecer uma relação entre as componentes dos vetores que formam o octágono

para, por exemplo, impor que seja regular ou, como no caso da rede D2V 28b, tenham

uma relação de dois a um.

Uma estratégia similar pode ser usada com as redes para produtos de polinômios de

quarta ordem, D2V 20 e D3V 52, nas quais a adição de um vetor nulo permite acres-

centar uma equação que relacione as componentes dos vetores para obter soluções mais

homogêneas ou compactas, como no caso da rede D3V 53.

As quadraturas não-regulares podem ser usadas junto com o esquema de colisão e

propagação do LBM, implementando uma etapa de re-alocação por extrapolação à rede

cartesiana, logo após a propagação como, por exemplo, no esquema proposto por He et al.

[1996], ou na solução da Eq. (4.20) por diferenças �nitas, como será visto no capítulo 7.

No apêndice A são apresentadas soluções adicionais, para várias ordens de trunca-

mento, em duas e três dimensões.



Capítulo 5

Método LBGK para gases ideais

simples

Neste capítulo é apresentado o desenvolvimento do método da equação de Boltzmann

para gases em rede com modelo de colisão BGK. A derivação é feita de acordo com o

procedimento de discretização do espaço de velocidades desenvolvido no capítulo anterior

e com base no método das diferenças �nitas. A forma particularmente simples do sistema

de equações algébricas obtidas permite uma implementação direta e muito vantajosa em

computadores paralelos.

A equação de Boltzmann para gases em rede (LBE) é uma discretização particular

da equação de Boltzmann com velocidades discretas, Eq. (4.20), que usa o esquema de

Euler na derivada temporal e diferenças a montante de primeira ordem para a derivada

espacial. Nesta discretização, o espaço e o tempo se encontram acoplados através da

relação ∆xiα = ciα∆t , o que se traduz no número de Courant

C =
|ci|
|∆xi|

∆t (5.1)

unitário [Tannehill et al., 1997]. A equação de Boltzmann para gases em rede satisfaz o

critério de estabilidade do método explícito de solução de equações lineares hiperbólicas

homogêneas conhecido como critério de Courant-Friedrichs-Lewy, dado por C ≤ 1. Esta

condição implica que nenhuma informação relativa à con�guração de um sítio poderá

propagar-se com velocidade maior do que a maior velocidade disponível na rede. Embora a

satisfação marginal da condição de estabilidade seja su�ciente, em muitos casos esta é uma

condição conservativa e, quando gradientes elevados da função distribuição introduzem

perturbações de grande amplitude, como no caso de escoamento compressível, o método

de solução diverge [Sterling e Chen, 1996].

As características particulares da LBE permitem a absorção dos erros temporais e

espaciais pelos coe�cientes de transporte, transformando esta equação num esquema de

solução de segunda ordem para as equações hidrodinâmicas [Cao et al., 1997]. Embora a

61
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incorporação dos erros nos coe�cientes de transporte introduza uma dependência anômala

destes com a densidade local, em muitas aplicações estes efeitos são desprezíveis e o método

é comparável à solução das equações de Navier-Stokes.

5.1 Discretização espacial e temporal

Partindo da equação de Boltzmann com velocidades discretas, o termo advectivo é dis-

cretizado usando o esquema de Euler de primeira ordem no tempo1

∂tfi =
fi (x, t+ ∆t)− fi (x, t)

∆t
− 1

2
∂t∂tfi∆t+O

(
∆t2
)
, (5.2)

e uma discretização espacial de primeira ordem a montante, com relação à direção i,

ciα∂αfi = ci
f (x, t+ ∆t)− f (x−∆xi, t+ ∆t)

∆xi
+

1

2
ciα∆xiβ∂α∂βfi +O

(
∆x2

i

)
. (5.3)

Juntando os termos tem-se

fi (x, t+ ∆t)− fi (x, t)
∆t

+ ci
fi (x, t)− fi (x−∆xi, t)

∆xi

− 1

2
(∂t∂tfi∆t− ciα∂α∂βfi∆xiβ) = Ji (x, t) , (5.4)

Como já foi mencionado, no LBM ci = ∆xi/∆t . Usando esta condição, a equação

anterior se transforma em

fi (x, t+ ∆t) = fi (x− ci∆t, t) + Ji (x, t) ∆t+
1

2
(∂t∂tfi − ciαciβ∂α∂βfi) ∆t2. (5.5)

Expandindo as funções f (x, t+ ∆t) em torno de f (xα + ∆xα, t+ ∆t) e f (xα −∆xα, t)

em torno de f (x, t), na expressão anterior, tem-se, até segunda ordem no passo de tempo

fi (x + ci∆t, t+ ∆t) = fi (x, t) + Ji (x, t) ∆t

+
1

2
(∂t∂tfi + 2ciα∂α∂tfi + ciαciβ∂α∂βfi) ∆t2. (5.6)

Finalmente, avaliando explicitamente o operador de colisão BGK e desprezando os

termos de segunda ordem e superiores no passo de tempo na Eq. (5.6), obtém-se o

1Neste capítulo será empregada a notação ∂t ≡ ∂
∂t e ∂α ≡ ∂

∂xα
.
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esquema de colisão-propagação e a equação LBGK

fi (x + ci∆t, t+ ∆t) = fi (x, t) + nν
(
f

(M)
i − fi

)
∆t. (5.7)

A expressão possui a mesma forma daquela derivada dos modelos de gás em rede, e é

diferente da equação LBGK de Qian et al. [1992] apenas na freqüência de colisão, que

nesses modelos é assumida como constante [Chen e Doolen, 1998] .

5.2 Equações hidrodinâmicas e análise de Chapman -

Enskog

Nesta seção será apresentada uma análise multiescala da equação LBGK, que conduz às

equações de balanço macroscópicas. A análise se baseia no procedimento de Chapman-

Enskog, descrito na seção (3.4), embora ele seja aplicado a uma equação diferencial dife-

rente, que inclui os erros das discretizações espacial e temporal. Como na análise original,

a função distribuição é assumida como uma função do tempo apenas através das variáveis

hidrodinâmicas ρ, u e T. A divisão do operador de advecção é feita de maneira análoga,

de forma que os momentos da equação diferencial com a solução em ordem zero sejam as

equações de Euler.

Com o propósito de elaborar um procedimento genérico, a expansão do operador deri-

vada temporal, Eq. (3.82), não será avaliada explicitamente e, no seu lugar, serão avaliados

os momentos de um conjunto de equações, análogo às Eqs. (3.96), para estabelecer uma

relação entre a correção de primeira ordem e as equações da hidrodinâmica.

De�ne-se o modelo como a combinação de uma expansão da função distribuição

Maxwelliana, usada no operador BGK, truncada numa determinada ordem, e a rede de

velocidades moleculares que permite calcular a quadratura, Eq. (4.19), para polinômios

até a ordem de truncamento. No desenvolvimento da análise será assumido que cada

momento macroscópico, na forma das Eqs. (3.25) a (3.28), é representado exatamente

pela quadratura. Os efeitos dos erros na representação dos momentos macroscópicos em

soluções de baixa ordem são abordados separadamente.

A equação LBGK representa uma equação diferencial de segunda ordem, diferente da

equação de transporte de Boltzmann, devido a inclusão dos erros advindos das discretiza-

ções espacial e temporal, até segunda ordem no passo de tempo. Esta equação, após ser

adimensionalizada usando as grandezas de referência, descritas na seção (3.4), apresenta

a seguinte forma:

∂tfi + ciα∂αfi + ε
∆t

2
(∂t∂tfi + 2ciα∂α∂tfi + ciαciβ∂α∂βfi) =

1

ε
Ji, (5.8)

onde o parâmetro ε, que representa o número de Knudsen, está de�nido como ε ≡ τ/t̄ =
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l/L e o passo de tempo foi adimensionalizado com o tempo médio entre colisões τ .

A substituição da função distribuição por uma expansão em potências do parâmetro ε

fi = f
(0)
i + εf

(1)
i + ε2f

(2)
i + · · · , (5.9)

e da expansão análoga da derivada temporal

∂t = ∂0 + ε∂1 + · · · , (5.10)

fornecem as seguintes equações nas três primeiras ordens de ε:

J
(0)
i = 0, (5.11)

J
(1)
i = ∂0f

(0)
i + ci,α∂αf

(0)
i , (5.12)

J
(2)
i = ∂0f

(1)
i + ∂1f

(0)
i + ci,α∂αf

(1)
i +

∆t

2
∂0

(
∂0f

(0)
i + ci,α∂αf

(0)
i

)

+
∆t

2
ci,α∂α

(
∂0f

(0)
i + ci,β∂βf

(0)
i

)
. (5.13)

A solução da Eq. (5.11) é a mesma que, de acordo com o Teorema H da seção (3.3), é a

solução da equação de transporte de Boltzmann homogênea. Segundo a teoria de Enskog,

os parâmetros macroscópicos presentes na distribuição Maxwelliana correspondem aos

valores locais das grandezas densidade de número de partículas, densidade de quantidade

de movimento e densidade de energia. De acordo com estas de�nições as soluções de

ordem superior estão restritas pelas seguintes relações:

ρ = m
∑
i

f
(0)
i ,

∑
i

f
(l)
i = 0 ∀l 6= 0, (5.14)

ρuα = m
∑
i

f
(0)
i ciα,

∑
i

f
(l)
i ciα = 0 ∀l 6= 0, (5.15)

ρ
1

2
u2 + ρε = m

∑
i

1

2
f

(0)
i c2

i ,
∑
i

f
(l)
i c2

i = 0 ∀l 6= 0. (5.16)

5.2.1 Equações de Euler

Os momentos da equação em primeira ordem de Knudsen fornecem as equações hidro-

dinâmicas de Euler, que descrevem o escoamento de �uidos sem transferência de calor e
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sem efeitos viscosos,

∂0ρ+ ∂αρuα = 0, (5.17)

∂0ρuγ + ∂αρuαuγ + ∂αpδαγ = 0, (5.18)

∂0

(
ρε+

1

2
ρu2

)
+ ∂α

(
ρεuα +

1

2
ρu2uα + puα

)
= 0. (5.19)

A partir das equações anteriores é possível derivar as equações de balanço em primeira

ordem de Knudsen para a velocidade hidrodinâmica, a energia interna ε = DkT/2m e a

pressão p = nkT ,

∂0uγ + uα∂αuγ +
1

ρ
∂γp = 0, (5.20)

∂0ε+ uα∂αε+
p

ρ
∂αuα = 0, (5.21)

∂0p+ ∂αpuα +
2

D
p∂αuα = 0. (5.22)

Através da manipulação das equações para a pressão ou a energia interna determina-se

a relação entre as variáveis pressão e densidade num processo adiabático e reversível. Esta

relação é

d0

dt

(
pρ−

D+2
D

)
≡ ∂0pρ

−D+2
D + uα∂αpρ

−D+2
D = 0. (5.23)

5.2.2 Equações de Navier - Stokes

O momento de m, na equação de segunda ordem de Knudsen fornece:

∂1ρ = 0. (5.24)

Como era previsto pela restrição Eq. (5.14), a equação em primeira ordem de Knudsen

não introduz termos espúrios na equação de balanço de massa. Assim, usando a Eq. (5.10)

e a de�nição do parâmetro ε, para retornar às variáveis originais, obtém-se a equação de

continuidade

∂tρ+ ∂αρuα = 0. (5.25)

Multiplicando a equação de segunda ordem de Knudsen por mciγ, somando em todas

as direções e usando a Eq. (5.15), tem-se

∂1ρuγ + ∂αΠ(1)
αγ +

∆t

2
∂αA = 0, (5.26)
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onde a expressão A depende dos momentos de segunda e terceira ordem da distribuição

f
(0)
i da seguinte forma:

A = ∂0

∑
mif

(0)
i ciαciγ + ∂β

∑
i

mf
(0)
i ciαciβciγ, (5.27)

A = ∂0 (ρuαuγ + pδαγ) + ∂β (ρuαuβuγ + p (uαδβγ + uβδαγ + uγδαβ)) . (5.28)

As derivadas temporais na expressão anterior são eliminadas, com ajuda das expressões

Eqs. (5.18), (5.20) e (5.22), para escrevê-la explicitamente como função do tensor taxa de

deformação, assim,

A = p

(
∂γuα + ∂αuγ −

2

D
∂βuβδαγ

)
. (5.29)

A Equação (5.27) é também equivalente ao momento de segunda ordem do operador

de colisão J (1)
i = −nνf (1)

i , então, pela de�nição do tensor pressão,

Π(1)
αγ = − p

nν

(
∂γuα + ∂αuγ −

2

D
∂βuβδαγ

)
. (5.30)

A soma das equações de primeira e segunda ordem de Knudsen, junto com a Eq.

(5.10) e a de�nição do parâmetro ε, estabelecem a equação de balanço da densidade de

quantidade de movimento

∂tρuγ + ∂αρuαuγ + ∂αΠ?
αγ = 0, (5.31)

onde Π? é o tensor pressão aparente

Π?
αγ = pδαγ − η?

(
∂γuα + ∂αuγ −

2

D
∂βuβδαγ

)
, (5.32)

e η? é a viscosidade dinâmica aparente, dada por

η? = p

(
1

nν
− ∆t

2

)
. (5.33)

O momento de 1
2
mc2

i em segunda ordem de Knudsen é

∂1

(
ρε+

1

2
ρu2

)
+ ∂α

(
uαΠ

(1)
αβ + q(1)

α

)
+

∆t

2
∂αB = 0, (5.34)

com

B =
1

2

(
∂0

∑
i

mf
(0)
i ciαciγciγ + ∂β

∑
i

mf
(0)
i ciαciβciγciγ

)
, (5.35)
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B = ∂0uα

(
ρε+

1

2
ρu2 + p

)

+ ∂β
1

2

(
ρu2uαuβ + p (D + 4)uαuβ + pu2δαβ +

p

ρ
(D + 2) δαβ

)
, (5.36)

que, com ajuda das equações de balanço em ordem zero, Eqs. (5.17) a (5.22), pode ser

escrito como

B = uβp

(
∂βuα + ∂αuβ −

2

D
∂γuγδαβ

)
+
pk (D + 2)

2m
∂αT. (5.37)

A expressão anterior é equivalente ao momento do operador de colisão de primeira ordem,∑
i J

(1)
i

1
2
mc2

i :

B = −nν
(
uβΠ

(1)
αβ + q(1)

α

)
= uβp

(
∂βuα + ∂αuβ −

2

D
∂γuγδαβ

)
+
pk (D + 2)

2m
∂αT. (5.38)

Substituindo as expressões de B na equação de primeira ordem de Knudsen, agrupando

os termos e retornando às variáveis originais, obtém-se a equação de balanço da densidade

de energia

∂t

(
ρε+

1

2
ρu2

)
+ ∂α

(
ρεuα +

1

2
ρu2uα+uβΠ?

αβ + q?α

)
= 0, (5.39)

onde q? é o �uxo não-convectivo de energia aparente, dado por

q?α = −κ?∂αT, (5.40)

com condutividade térmica aparente

κ? =

(
1

nν
− ∆t

2

)
pk (D + 2)

2m
. (5.41)

Como foi mencionado, os termos de segunda ordem no passo de tempo, resultantes

da discretização espacial e temporal, contribuem ao transporte difusivo de quantidade de

movimento e energia através dos termos espúrios, proporcionais a ∆t
2
, na viscosidade e na

condutividade térmica aparentes. Desta forma, os coe�cientes de transporte diferem da-

queles da teoria cinética não só no valor como na dependência anômala na densidade local.

Os termos espúrios aparecem apenas nas expressões do tensor pressão e do vetor �uxo de

calor aparentes, portanto as equações de Euler e a equação de estado são corretamente

representadas.
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Com a equação de estado de gás ideal, calculada como o momento da função distri-

buição de ordem zero, obtém-se o calor especí�co a pressão constante

cp =
(D + 2)

2

k

m
, (5.42)

e o número de Prandtl que, como no modelo BGK original, é

Pr? =
η?cp
κ?

= 1. (5.43)

A velocidade do som no gás monoatômico rarefeito calcula-se pelo balanço de massa

e quantidade de movimento na descontinuidade produzida por uma pequena perturbação

de pressão [Anderson Jr., 2003]. Realizando este balanço sobre um volume de controle que

se movimenta com a velocidade da perturbação e assumindo que todo o processo acontece

sem mudanças apreciáveis na entropia, ou seja, num processo descrito pela relação Eq.

(5.23), obtém-se

c2
s =

(
∂p

∂ρ

)
s

=
(D + 2)

D

kT

m
. (5.44)

5.2.3 Erros em aproximações de baixa ordem

Na derivação das equações hidrodinâmicas de Euler, Eqs. (5.17) a (5.19), e de Navier-

Stokes-Fourier, Eqs. (5.25), (5.31) e (5.39), foi assumido que os momentos de fi são

exatamente representados pela equação de quadratura e pela aproximação à função dis-

tribuição por polinômios de Hermite. De acordo com a Eq. (4.13), os momentos da

distribuição Maxwelliana local até quarta ordem são necessários para obter as expressões

do �uxo de calor e do tensor pressão na escala hidrodinâmica. O erro introduzido pelo

truncamento da expansão da função distribuição Maxwelliana em ordens inferiores se ma-

nifesta pelo acréscimo de termos espúrios nas equações de balanço que, dependendo das

condições do escoamento, podem ser desconsiderados. Por exemplo, os modelos D2Q9 e

D3Q19 possuem momentos da distribuição Maxwelliana de terceira ordem da forma

b∑
i

mficiαciβciγ = p0 (uαδβγ + uβδαγ + uγδαβ) , (5.45)

onde p0 ≡ nkT0. Esta expressão aplicada ao cálculo da equação de energia em primeira

ordem de Knudsen fornece

∂0

(
ρε+ ρ

u2

2

)
+ ∂α

D + 2

2
p0uα = 0, (5.46)
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que, usando as expressões Eqs. (5.20) e (5.17), pode ser escrita como

∂0p+ ∂αp0uα +
2

D
p0∂αuα −

2

D

(
ρuαuβ∂βuα + uα∂α (p− p0) +

u2

2
∂βρuβ

)
= 0. (5.47)

Na equação anterior aparecem termos com ordem de grandeza proporcional ao número de

Mach ao cubo. A contribuição destes termos é desprezível em situações onde a velocidade

hidrodinâmica seja baixa. Porem, mesmo a baixas velocidades, o fator p0, que aparece

no lugar da pressão local e que é independente da temperatura, faz com que os modelos

de segunda ordem não consigam representar a equação de balanço da energia mesmo na

mais baixa ordem de Knudsen. Como conseqüência desta inconsistência nas equações

hidrodinâmicas de Euler, a Eq. (5.23) não é mais satisfeita e, mesmo possuindo uma

equação de estado correta, a velocidade do som é diferente da expressão Eq. (5.44).

O momento de terceira ordem também aparece no desenvolvimento da equação de

balanço de quantidade de movimento em segunda ordem de Knudsen e no cálculo da

correção de primeira ordem do tensor pressão. A expressão envolvendo o momento de

terceira ordem é

A2da = ∂0 (ρuαuγ + pδαγ) + ∂βp0 (uαδβγ + uβδαγ + uγδαβ) . (5.48)

Usando a Eq. (5.47) para eliminar a derivada temporal da pressão, e arranjando os

termos na forma da Eq. (5.29), da equação anterior obtém-se a expressão

A2da = p0

(
∂γuα + ∂αuγ −

2

D
∂βuβδαγ

)
+uα∂γ (p0 − p)+uγ∂α (p0 − p)+uβ∂β (p0 − p) δαγ,

(5.49)

na qual foram omitidos termos da ordem do número de Mach ao cubo, proporcionais a

∂βρuαuβuγ, ρuδuβ∂βuδδαγ e u2∂βρuβδαγ. Desconsiderando estes termos de alta ordem, e

assumindo que as diferenças p0 − p são desprezíveis, a equação de balanço da densidade

de quantidade de movimento de um modelo de segunda ordem é

∂tρuγ + ∂αρuαuγ + ∂γp+ ∂αη
?
2da

(
∂γuα + ∂αuγ −

2

D
∂βuβδαγ

)
≈ 0, (5.50)

com viscosidade dinâmica aparente dada por

η?2da = p0

(
1

nν
− ∆t

2

)
. (5.51)

A pesar destas limitações os modelos de segunda ordem podem ser aplicados a problemas

com pequenos gradientes de pressão e nos quais os efeitos térmicos não sejam apreciáveis.

No caso dos modelos de terceira ordem, D2V 17a/b, D3V 39 e D3V 41, os erros devidos

ao truncamento aparecem no cálculo do momento 1
2
mc2

i da equação de segunda ordem em
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Knudsen, especi�camente no desenvolvimento do termo B. O momento de quarta ordem,

nas redes citadas, é

b∑
i

1

2
mficiαciβc

2
i = pε0

(D + 2)2

2D
δαβ + p0ε0

(D + 2)

D
δαβ

(
1− (D + 2)

2

)

+p0uαuβ
(D + 4)

2
+ p0

u2

2
δαβ + uγδαβ. (5.52)

Após simpli�cações, o termo B pode ser escrito como

B3ra = uβp

(
∂γuα + ∂αuγ −

2

D
∂βuβδαγ

)
+

(D + 2)p0k

2m

T0

T
∂αT, (5.53)

onde termos proporcionais a ∂αρuαuαu2, ∂αρ (T/T0 − 1)u2, ∂βρ (T/T0 − 1)uαuβ e

T0/T (T/T0 − 1)2 ∂αp foram excluídos.

Usando a expressão B3ra na análise multiescala obtém-se uma equação de balanço de

densidade de energia aplicável a escoamentos a baixo número de Mach, com pequenas

variações de pressão e temperatura, cujo coe�ciente de condutividade térmica aparente é

dado por

κ?3ra =

(
1

nν
− ∆t

2

)
(D + 2)p0k

2m

T0

T
. (5.54)

5.3 Veri�cação e resultados numéricos

Para veri�car os resultados da análise de Chapman-Enskog foram realizadas simulações

de problemas governados pelas equações de Euler e pela equação de advecção-difusão,

com diferentes condições iniciais. Para manter a compatibilidade com a nomenclatura já

utilizada em outras publicações, nas simulações apresentadas neste capítulo será assumida

a escolha das grandezas de referência e da separação entre sítios de forma tal que o passo

de tempo seja unitário e a massa molecular igual à massa de referência. Pelos mesmos

motivos, os comprimentos e velocidades serão normalizados usando o passo da rede cL.

As veri�cações foram realizadas em todas as redes regulares de segunda, terceira e

quarta ordens e os resultados são apresentados apenas para as redes mais referenciadas na

literatura, com menor número de velocidades ou as que apresentam alguma característica

particular com relação à estabilidade, como no caso da rede D2V 17a.

5.3.1 Propagação de ondas de choque

Para testar as capacidades do modelo de capturar corretamente fenômenos compressíveis

foi simulado um problema bem conhecido na dinâmica dos gases, a propagação de ondas

de choque normais.



Método LBGK para gases simples 71

Um tubo de choque está formado por dois compartimentos separados por uma mem-

brana adiabática na posição x = 0, inicialmente preenchidos com gases com diferentes

densidades e temperaturas e, conseqüentemente, a pressões diferentes. A região ocupada

pelo gás à esquerda da membrana adiabática (x < 0) será designada com o número 4 e a

região à direita com o número 1. No instante inicial a membrana é retirada e é permitido

à porção do gás a alta pressão expandir-se na região de baixa pressão. Assumindo que o

gás na região 4 tem a maior pressão, a onda de compressão se desloca à direita criando

uma região de alta temperatura, designada com o número 2, e induzindo ao gás atrás dela

a se movimentar com velocidade u2. Esta é também a velocidade da interface que separa

as massas de gás inicialmente a pressões diferentes, chamada de superfície de contato.

Simultaneamente, uma onda de expansão se propaga no sentido oposto, diminuindo a

pressão do gás inicialmente à pressão p4. A região compreendida entre a superfície de

contato e o �nal da onda de expansão é designada com o número 3. Assumindo que o

gás con�nado no tubo de choque é um gás ideal, com velocidade do som dada pela Eq.

(5.44), é possível calcular as relação entre suas propriedades termodinâmicas nas diferen-

tes regiões, a partir da relação de pressão inicial p4/p1, utilizando os balanços de massa,

quantidade de movimento e energia, e o método das linhas características [Anderson Jr.,

2003].

Figura 5.1: Diagrama de pressão na propagação de uma onda num tubo de choque após
a ruptura da membrana que separa as regiões 1 e 4.

As simulações do problema da propagação de ondas de choque, com modelos de terceira

ordem e superiores, forneceram resultados satisfatórios, mesmo para altas relações de

pressão e temperatura.

Os modelos de terceira ordem representam corretamente as equações de continuidade e

balanço da quantidade de movimento e energia em primeira ordem de Knudsen, portanto

são su�cientes para obter uma solução satisfatória às equações hidrodinâmicas de Euler.
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A Figura (5.2) mostra a con�guração do tubo de choque após 140 passos de tempo numa

simulação usando o modelo de quarta ordem D2V 37. As comparações entre os resultados

teóricos e esta simulação são apresentados na Tabela 5.1.

Como se percebe na Fig. (5.2), as interfaces entre as regiões do escoamento possuem

espessura �nita devido aos fenômenos de difusão, que não podem ser eliminados total-

mente, anulando os coe�cientes de transporte, por causa da instabilidade numérica. Em

alguns casos as instabilidades numéricas aparecem devido à diferença entre as freqüências

de colisão nas diferentes regiões e, em conseqüência, dos valores diferentes dos coe�cien-

tes de transporte. Este efeito pode ser minimizado adotando uma freqüência de colisão

constante e empregando o parâmetro de relaxação τ0 ≡ 1
n0ν

no operador de colisão.

Em geral, os resultados obtidos com as redes de terceira e quarta ordem são satisfa-

tórios em várias combinações de con�gurações iniciais, mas estão limitados pela estabili-

dade numérica do método. Em particular, as simulações com o modelo de terceira ordem

D2V 17a tornam-se instáveis para valores negativos do desvio de temperatura θ, sendo que

a amplitude da faixa estável diminui com a relação inicial de densidades. Especi�camente,

no caso de uma relação inicial de densidades 4 : 1, como a da Fig. (5.2), as simulações

com o modelo de terceira ordem D2V 17a divergem para valores do desvio da temperatura

θ < −0.2. O modelo de terceira ordem D2V 17b apresenta uma sensibilidade aos desvios

de temperatura ligeiramente menor, para uma mesma razão de densidades.

Tabela 5.1: Comparação entre os resultados da simulação apresentada na Fig. (5.2) e a
solução teórica ao problema do tubo de choque.

Propriedade Sol. Analítica Simulação Erro

n3 2.745717947 2.74170458 0.15%
n2 1.362247097 1.36245593 0.02%
ε3 0.479095726 0.47991180 0.17%
ε2 0.965655743 0.96598190 0.03%
p3 1.315461732 1.316107768 0.05%
p2 1.315461732 1.315776380 0.02%
u3 0.405224745 0.405392000 0.04%
u2 0.405224745 0.405581200 0.09%

A Figura (5.3) mostra a dependência da velocidade do som com a temperatura, dada

pela equação (5.44), em simulações da propagação de uma pequena perturbação de pres-

são, num meio com temperatura homogênea, usando os modelos de terceira e quarta

ordem D2V 17a/b, D3V 39 e D2V 37. Pelo mesmo método veri�cou-se que a velocidade

do som em modelos de segunda ordem é independente da temperatura.
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Figura 5.2: Resultados da simulação do tubo de choque, com relação inicial de densidades
4 : 1, temperatura inicial homogênea θ = 0.0 e ν = 1.0, usando o modelo de quarta ordem
D2V 37.
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Figura 5.3: Velocidade do som vs. θ em simulações com modelos de terceira e quarta
ordem. D2V 17a (�) , D2V 37 (∗) eD3V 39 (4). A linha contínua corresponde à expressão
analítica.
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5.3.2 Difusão de quantidade de movimento

A evolução de um sistema com densidade e temperatura homogêneas, com condições de

contorno periódicas em todas as direções, inicialmente com um per�l sinusoidal de veloci-

dade dado por ux = 0 e uy(x, t = 0) = u0 sinKx, onde K = 2π/L e L é o comprimento do

domínio, é regido pela Eq. (5.31). Considerando que a velocidade máxima u0 é pequena,

de maneira que os campos de densidade e temperatura, e por tanto de pressão, permane-

çam homogêneos e constantes, a equação de balanço da quantidade de movimento pode

ser simpli�cada como2

∂tuy − (η/ρ)∂x∂xuy = 0. (5.55)

A solução da Eq. (5.55), sujeita às condições iniciais e de contorno já mencionadas, é

uy (x, t) = u0 sin (Ky) exp
(
−(η/ρ)K2t

)
, (5.56)

e pode ser usada para determinar o valor da viscosidade cinemática η/ρ através da equação

η/ρ =
1

K2t
log

uy (x, t = 0)

uy (x, t)
, (5.57)

onde, para minimizar o efeito dos erros de arredondamento, os valores da velocidade uy
são tomados nas cristas ou, alternativamente, a viscosidade cinemática é avaliada usando

uma relação de integrais dos per�s de velocidade,

η/ρ =
1

K2t
log

∫ L/2
0

uy (x, t0) dx∫ L/2
0

uy (x, t1) dx
. (5.58)

A Figura (5.4) mostra o decaimento do per�l sinusoidal com amplitude u0 = 0.01 num

domínio de L = 360 passos de rede. A viscosidade cinemática foi determinada a cada 1000

passos de tempo, pelos dois métodos sugeridos com, praticamente, os mesmos resultados.

A dependência da viscosidade com o parâmetro ν, a temperatura e a densidade foi

veri�cada por simulações com diferentes amplitudes do per�l de velocidade inicial, e da

mesma ordem de grandeza daquela utilizada na simulação da Fig. (5.4), usando redes

com diferentes ordens de aproximação, em duas e três dimensões. Estes resultados coin-

cidem com as expressões obtidas pela análise de Chapman-Enskog, Eqs. (5.33) e (5.51),

com erros inferiores a 0.05%, em todos os casos. Quando a amplitude do per�l inicial de

velocidade é de ordem superior a 0.1 as discrepâncias aumentam, devido a que os efeitos

de compressibilidade se tornam signi�cativos e a Eq. (5.55) deixa de ser uma aproxima-

ção válida para a dinâmica do escoamento. As Figuras (5.5) a (5.10) apresentam estas

comparações.

2No restante do capítulo os coe�cientes de transporte referidos correspondem aos valores aparentes,
obtidos nas seção (5.2), e será omitida a distinção na notação.
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Figura 5.4: Decaimento de um per�l sinusoidal de velocidade. n = 1.0, θ = 0.0, ν = 0.5,
t = [0− 4000], rede D2Q9 com L = 360.

Da mesma forma que na simulação da propagação de ondas de choque, o modelo de

terceira ordem D2V 17a mostrou-se mais sensível aos desvios de temperatura do que o

modelo D2V 17b, também de terceira ordem, e instável para valores de θ ≤ −0.25, mesmo

em simulações com pequenas perturbações de velocidade.
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Figura 5.5: Viscosidade cinemática vs. ν. n = 1.0, θ = 0.0, u0 = 0.01. Modelos
D2Q9 (+), D2V 17a (�) e D2V 37 (∗). As linhas contínuas correspondem às expressões
analíticas.
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Figura 5.6: Viscosidade cinemática vs. ν. n = 1.0, θ = 0.0, u0 = 0.01. Modelos D3Q19
(+), D3V 39 (�). As linhas contínuas correspondem às expressões analíticas.
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Figura 5.7: Viscosidade cinemática vs. θ. n = 1.0, ν = 1.0, u0 = 0.01. Modelos
D2Q9 (+), D2V 17a (�) e D2V 37 (∗). As linhas contínuas correspondem às expressões
analíticas.
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Figura 5.8: Viscosidade cinemática vs. θ. n = 1.0, ν = 1.0, u0 = 0.01. Modelos D3Q19
(+) e D3V 39 (�). As linhas contínuas correspondem às expressões analíticas.
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Figura 5.9: Viscosidade cinemática vs. n. ν = 1.0, θ = 1.0, u0 = 0.01. Modelos
D2Q9 (+), D2V 17a (�) e D2V 37 (∗). As linhas contínuas correspondem às expressões
analíticas.
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Figura 5.10: Viscosidade cinemática vs. n. ν = 1.0, θ = 1.0, u0 = 0.01. Modelos D3Q19
(+), D3V 39 (�). As linhas contínuas correspondem às expressões analíticas.

5.3.3 Transferência de calor

Para veri�car as expressões da condutividade térmica na equação de balanço da energia, foi

simulado um problema de transferência de calor num meio in�nito, tendo como condição

inicial um degrau de temperatura, da forma

T (x, t = 0) =

{
T∞ + ∆T x < 0

T∞ x > 0
. (5.59)

O �uido se encontra inicialmente em repouso e com uma distribuição de pressão homo-

gênea. A escolha destas condições garante que no transcurso da simulação, os campos

de velocidade tenham valores desprezíveis e os termos convectivos e de dissipação viscosa

possam ser anulados. A diferença de temperaturas ∆T é considerada pequena o su�ci-

ente para assumir a condutividade térmica constante em todo o domínio. Desta forma o

problema se reduz à condução de calor num meio gasoso, análoga ao problema de contato

de corpos semi-in�nitos com diferentes temperaturas. A evolução deste sistema é regida

pela equação de difusão

∂tT − α∂x∂xT = 0, (5.60)

onde α = κ
ρcp

é a difusividade térmica, e cuja solução, sujeita as condições iniciais e de

contorno descritas, é:

T (x, t) = T∞ +
1

2
∆T erfc

(
x

2
√
αt

)
, (5.61)

A Figura (5.11) mostra a evolução no campo de temperatura para uma diferença ini-

cial de temperatura de 0.01T∞. As linhas contínuas correspondem à solução analítica
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calculada com a condutividade térmica aparente Eq. (5.41), usando os valores das pro-

priedades iniciais no intervalo x > 0. Por esta razão observa-se uma ligeira assimetria no

per�l de temperatura das duas regiões e uma maior discrepância com a solução analítica

à esquerda da descontinuidade inicial. Veri�cou-se também que as hipóteses sobre os

campos de pressão e velocidade são válidas, inclusive nos instantes iniciais.
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Figura 5.11: Evolução do per�l de temperatura. n = 0.9, ν = 1.5, θ∞ = 0.0 e ∆θ = 0.01.
t = [0, 100, 500, 1000]. Modelo D2V 37. As linhas contínuas correspondem à solução
analítica, Eq. (5.61).

As Figuras (5.12) a (5.14) apresentam a comparação das expressões analíticas, Eqs.

(5.41) e (5.54), com os resultados da simulação, usando o modelo de quarta ordem D2V 37

e os modelos de terceira ordem D2V 17a e D3V 39, para diferentes valores da freqüência de

colisão ν, temperatura inicial T∞ e densidade inicial n. Como nas simulações anteriores

os erros são inferiores a 0.1% em todos os casos.

As simulações foram reproduzidas com o modelo D2V 17b com idênticos resultados,

mas com uma faixa mais ampla de desvios de temperatura realizáveis, com relação ao mo-

deloD2V 17a. Este aumento na estabilidade permite, por exemplo, realizar uma simulação

com os mesmos valores de densidade, freqüência de colisão e diferença de temperatura da

Fig. (5.11) com desvios de temperatura θ∞ = −0.5.

5.3.4 Discussão

Além dos experimentos numéricos especi�camente projetados para veri�car a velocidade

do som, as equações macroscópicas e os coe�cientes de transporte, diversas simulações

foram realizadas para testar a isotropia das soluções, pela propagação de ondas sonoras e

pela difusão de perturbações de densidade e temperatura em meios homogêneos.
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Figura 5.12: Difusividade térmica vs. ν. n = 1.0, θ∞ = 0.25 e ∆θ = 0.01. Modelos
D2V 17a (©), D2V 37 (∗) e D3V 39 (�). As linhas contínuas correspondem às expressões
analíticas.

Inicialmente, o ponto central de um domínio bidimensional possui um valor de den-

sidade ou temperatura maior que suas vizinhanças, nas quais o �uido se encontra em

repouso e com temperatura e pressão uniformes. Tanto a perturbação de densidade como

de temperatura tem uma evolução temporal dada pela solução da equação de difusão.

Durante este processo de evolução veri�cou-se que os contornos de propriedades constan-

tes praticamente coincidem com a solução analítica e a distribuição do erro é simétrica

com relação ao ponto central, evidenciando a isotropia do método de solução.

Como foi observado nas seções anteriores, o método de Boltzmann para gases em rede

com operador de colisão BGK consegue simular corretamente escoamentos compressíveis

não-isotérmicos desde que sejam empregados modelos de quarta ordem ou superiores para

a função distribuição Maxwelliana local e para as redes formadas pelos vetores de velo-

cidade molecular. Em outros casos a total consistência com as equações hidrodinâmicas

não está garantida e depende das condições particulares de cada escoamento.

Nos modelos de segunda ordem as equações de balanço da quantidade de movimento e

de energia não são corretamente representadas, porém, tais modelos podem ser emprega-

dos na simulação de escoamentos a baixo número de Mach, nos quais os efeitos térmicos

não sejam relevantes e tenham apenas mudanças desprezíveis de pressão. Sob estas con-

dições é possível considerar a densidade quase constante e o escoamento regido pelas

equações de Navier-Stokes para escoamentos incompressíveis. Este é o casso do modelo

D2Q9 apresentado e de sua versão convencional (atérmica), extensamente explorada na

literatura [Chen e Doolen, 1998, Succi, 2001], cuja função distribuição de equilíbrio não

possui termos envolvendo o desvio de temperatura θ.
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Figura 5.13: Difusividade térmica vs. θ∞. n = 1.0, ν = 1.0 e ∆θ = 0.01. Modelos
D2V 17a (©), D2V 37 (∗) e D3V 39 (�). As linhas contínuas correspondem às expressões
analíticas.
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Figura 5.14: Difusividade térmica vs. n. θ∞ = 0.0, ν = 1.0 e ∆θ = 0.01. Modelos
D2V 17a (©), D2V 37(∗) e D3V 39 (�). As linhas contínuas correspondem às expressões
analíticas.
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Modelos de terceira ordem com redes como as D2V 17a/b , D3V 39 e D3V 41 repre-

sentam adequadamente a equação de balanço da quantidade de movimento e podem ser

aplicados, com pequenos erros, na equação de balanço da energia, na simulação de esco-

amentos a baixo número de Mach e com pequenas variações de pressão e temperatura.

O modelo de quarta ordem com rede D2V 37 é, de acordo com o conhecimento do

autor, o único modelo que usa a equação de Boltzmann para gases em rede, totalmente

consistente e capaz de resolver escoamentos compressíveis com mudanças de tempera-

tura consideráveis. Em contraste com outros modelos LBE, nos quais a energia e o �uxo

de calor são calculados como momentos de uma função distribuição, determinada heu-

risticamente, a forma da função distribuição de equilíbrio empregada no operador de

colisão BGK foi determinada mediante um processo de aproximação que leva em conta

suas características físicas e matemáticas de forma mais rigorosa. Conseqüentemente esta

aproximação é menos suscetível, desde o ponto de vista da estabilidade numérica, aos

gradientes de densidade e à amplitude dos desvios de temperatura. O modelo incorpora

também a dissipação viscosa e o trabalho de compressão na equação da energia, diferen-

temente das abordagens em que a energia interna é tratada como um escalar passivo e

que possuem estabilidade numérica comparável.

Nas diversas simulações observou-se que a estabilidade depende fortemente da ordem

de aproximação à função distribuição e à rede utilizadas e das condições do escoamento

dadas pelos valores da densidade, velocidade e temperatura e pela magnitude dos seus

gradientes. Em geral veri�cou-se que, para uma dada con�guração inicial, a estabilidade

do método diminui com a freqüência de colisão e com o valor absoluto do desvio de

temperatura, sendo o modelo D2V 17a o mais sensível a estes parâmetros.

A clara desvantagem dos modelos de alta ordem é o número elevado de vetores de rede

necessários para avaliar os momentos da função distribuição. Tal exigência torna pouco

competitiva a implementação de modelos de quarta ordem em três dimensões.



Capítulo 6

Método LBGK para misturas binárias

de gases ideais

A derivação de uma equação de Boltzmann para gases em rede, partindo da equação de

transporte de Boltzmann com velocidades discretas para uma mistura de gases ideais, é

apresentada neste capítulo. O modelo cinético proposto por Morse [1964] e Hamel [1965]

é utilizado para representar as colisões entre moléculas de espécies diferentes, por causa

da sua relativa simplicidade e facilidade de implementação.

Usando um procedimento de discretização da equação de Boltzmann com velocidades

discretas com o modelo de colisão BGK para misturas binárias, análogo ao desenvolvido

no capítulo 5, obtém-se para a espécie a a equação

fai (x + ci∆t, t+ ∆t) = fai (x, t) + naνaa

(
f
aa(M)
i − fai

)
∆t+ nbνab

(
f
ab(M)
i − fai

)
∆t,

(6.1)

onde as funções distribuição Maxwellianas, faa(M)
i e fab(M)

i , possuem a mesma forma que

às dos gases simples.

De acordo com o exposto no capítulo anterior, a discretização temporal deve estar

acoplada com a discretização espacial através da relação ci = ∆xi/∆t para obter a forma

simples da equação de Boltzmann para gases em rede. Assim, se dois gases de massas

moleculares diferentes se encontram à mesma temperatura estes irão possuir velocidades

do som diferentes e, portanto, no mesmo passo de tempo as partículas serão propagadas a

distâncias diferentes, sendo que a partícula mais leve se deslocará a uma distância maior.

Este inconveniente pode ser resolvido de várias formas.

A primeira delas consiste em utilizar redes diferentes para cada espécie, cujas re-

lações de comprimento sejam iguais à raiz quadrada do inverso da relação de massas,

∆xi,a/∆xi,b =
√
mb/ma. Com uma discretização deste tipo as duas populações seguem

um esquema de colisão-propagação exato, mas sua aplicação está limitada a pequenas

relações de massa devido a que de outra forma seria necessária a utilização de redes muito

83
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�nas. Esta discretização também está limitada aos casos em que é factível aproximar a

raiz quadrada da relação de massas por números inteiros.

A segunda alternativa consiste em utilizar velocidades moleculares diferentes e a

mesma discretização espacial e temporal para as duas espécies e redistribuir a massa do

componente mais leve após a etapa de propagação, por um procedimento de interpolação

conservativo [McCracken e Abraham, 2005].

Durante o processo de derivação da equação de Boltzmann com velocidades discretas os

parâmetros θaa e θab são utilizados para expressar os desvios da relação entre a temperatura

e a massa molecular, da forma

θab =
Tab
T0

m0

ma

− 1, (6.2)

onde T0 e m0 são a temperatura e a massa molecular de referência. Assumindo que a

massa de referência m0 foi escolhida de maneira a limitar o valor de θaa e satisfazer a

relação
(θaa + 1)

(θbb + 1)
=
Ta
Tb

µb
µa
, (6.3)

é factível usar a mesma discretização espacial e temporal para os dois gases.

Esta terceira alternativa de discretização mantém as vantagens relativas à facilidade

de paralelização, à simplicidade e economia computacional do algoritmo e à exatidão na

conservação da quantidade de massa, características do LBM para gases simples. Por

estas razões, a mesma discretização espacial para os dois gases será assumida nos desen-

volvimentos deste capítulo.

A relação de massas µb
µa

praticável está limitada pela estabilidade numérica do método

que, como foi visto no capítulo anterior para gases simples, depende também dos coe-

�cientes de transporte, da magnitude dos desvios θak e dos gradientes das propriedades

macroscópicas.

6.1 Equações hidrodinâmicas e análise de Chapman-

Enskog para misturas binárias

Com o propósito de obter as expressões gerais para o �uxo mássico difusivo, o tensor

pressão e o vetor �uxo de calor nas equações macroscópicas da mistura, a análise multies-

cala do modelo será feita sobre a discretização de uma equação com operadores de colisão

aproximados, na forma da Eq. (3.129), que permitem a obtenção de uma aproximação

à função distribuição de ordem zero independente das freqüências de colisão e, por con-

seguinte, a aplicação do método de Chapman-Enskog convencional [Facin et al., 2004].

Esta aproximação é uma expansão em séries de Taylor das distribuições de velocidade

Maxwellianas nos operadores de colisão em torno de fa(M)
i = f

a(M)
i (na, u, T ), válida para

sistemas próximos do equilíbrio, que satisfazem as relações
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|Ta − Tb|
T

� 1 e
|ua − ub|
|u|

� 1. (6.4)

Cabe notar que o modelo dado pela Eq. (3.129) não satisfaz o balanço de energia da

mistura. A soma dos momentos mk
2
c2
i das equações para cada espécie possui um erro,

na forma de um termo fonte, proporcional ao quadrado da diferença de velocidades das

espécies.

Uma análise de ordem de grandeza dos termos na equação de Boltzmann para gases

em rede da mistura, similar à apresentada na seção 3.4, conduz a

∂tf
a
i + ciα∂αf

a
i + ε

∆t

2
(∂t∂tf

a
i + 2ciα∂α∂tf

a
i + ciαciβ∂α∂βf

a
i ) =

1

ε
Jai , (6.5)

onde Jai = Jaai + Jabi e assumiu-se que as relações dos tempos médios entre colisões aa e

ab e o tempo característico macroscópico são da mesma ordem de grandeza e por sua vez

da mesma ordem de grandeza que o número de Knudsen da mistura, εaa ∼ εab ∼ ε ∼ Kn.

Expandindo a função distribuição para cada componente e o operador derivada tem-

poral da forma

fai = f
a(0)
i + εf

a(1)
i + ε2f

a(2)
i + · · · , (6.6)

∂t = ∂0 + ε∂1 + · · · , (6.7)

e isolando os termos da mesma ordem em ε, na Eq. (6.5), obtém-se as equações até

segunda ordem de Knudsen:

J
aa(0)
i + J

ab(0)
i = 0, (6.8)

J
aa(1)
i + J

ab(1)
i = ∂0f

a(0)
i + ci,α∂αf

a(0)
i , (6.9)

J
aa(2)
i + J

ab(2)
i = ∂0f

a(1)
i + ∂1f

a(0)
i + ci,α∂αf

a(1)
i +

∆t

2
∂0

(
∂0f

a(0)
i + ci,α∂αf

a(0)
i

)
+∆t

2
ci,α∂α

(
∂0f

a(0)
i + ci,β∂βf

a(0)
i

)
, (6.10)

com o operador de colisão em primeira ordem J
a(1)
i = J

aa(1)
i + J

ab(1)
i dado por

J
a(1)
i =

∑
k=a,b

nkνak

(
−fa(1)

i + f
a(M)
i

[
ma

kT
(ciα − uα) (uakα − uα)

+
Tak − T

T

(
ma

2kT
(ciα − uα)2 − D

2

)])
. (6.11)
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Como conseqüência da equação de ordem zero de Knudsen as correções da função

distribuição de cada espécie estão restritas por

ρa = ma

∑
i

f
a(0)
i ,

∑
i

f
a(l)
i = 0 ∀l ≥ 1, (6.12)

j(l)
aα = ρa

(
u(l)
aα − uα

)
= ma

∑
i

f
a(l)
i ciα, (6.13)

ρaε
(1)
a = Dnak

(
T (l)
a − T

)
= ma

∑
i

f
a(l)
i C2

i . (6.14)

Nas seções seguintes assumir-se-á que as correções de primeira ordem ao �uxo mássico

difusivo, o tensor pressão e o vetor �uxo de calor são su�cientes para descrever a ter-

mohidrodinâmica da mistura. No desenvolvimento também será assumido que o modelo

para a distribuição Maxwelliana e as redes empregadas permitem calcular exatamente os

momentos hidrodinâmicos requeridos.

6.1.1 Equações de Euler

A solução das equações em ordem zero é a distribuição Maxwelliana com as propriedades

locais da mistura, fa(M)
i (na, u, T ). Calculando o momento ma da equação em primeira

ordem de Knudsen obtém-se a equação de balanço de massa de primeira ordem para a

espécie a

∂0ρa + ∂αρauα = 0. (6.15)

Somando as equações de balanço de massa das duas espécies obtém-se a equação de

balanço de massa da mistura

∂0ρ+ ∂αρuα = 0. (6.16)

O momento maciα da equação de primeira ordem de Knudsen fornece a equação de

balanço da quantidade de movimento da espécie a

∂0ρauα + ∂βρauαuβ + ∂αnakT = − νab
mab

ρjaα, (6.17)

que somada à equação análoga para a espécie b resulta na equação de balanço da quanti-

dade de movimento da mistura em primeira ordem de Knudsen ou equação de Euler

∂0ρuα + ∂βρuαuβ + ∂αnkT = 0, (6.18)

ondemab = ma+mb e a relação ρ (uaα − uα) = ρb (uaα − ubα) foi utilizada para expressar o

�uxo mássico difusivo em função da diferença de velocidades hidrodinâmicas das espécies.
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Das equações de balanço de massa e de quantidade de movimento da mistura obtém-se

∂0uα + uβ∂βuα +
1

ρ
∂αnkT = 0, (6.19)

que, junto com as equações de balanço de massa e quantidade de movimento da espécie

a, permite obter a relação

∂0ρauα + ∂βρauαuβ + ∂αnakT = ∂αnakT −
ρa
ρ
∂αnkT. (6.20)

Como conseqüência das restrições impostas às distribuições de ordem zero, as equações

de estado dos componentes e da mistura são as de gases ideais, ou seja, a pressão dos

componentes nas equações em primeira ordem de Knudsen é a pressão parcial pa = nakT ,

de acordo com a lei de Dalton, e a pressão da mistura é p = nkT = n
na
nakT . Usando

estas relações pode-se escrever

log nakT = log p+ log
na
n
, (6.21)

o que permite expressar a derivada espacial da pressão parcial como

∂αnakT =
na
n
∂αp+ p∂α

na
n
. (6.22)

Substituindo a expressão anterior no lado direito da Eq. (6.20) obtém-se,

∂0ρauα + ∂βρauαuβ + ∂αnakT = pdaα = − νab
mab

ρjaα, (6.23)

onde

daα = ∂α
na
n

+

(
na
n

+
ρa
ρ

)
∂α log p = ∂α

na
n

+
nanb
nρ

(mb −ma) ∂α log p (6.24)

é a força difusiva da espécie a.

O momento 1
2
mac

2
i da equação de primeira ordem de Knudsen é

∂0

(
D

2
nakT +

u2

2
ρa

)
+ ∂α

(
(D + 2)

2
nakTuα +

u2

2
ρauα

)
= G, (6.25)

onde o termo G é o momento do operador de colisão
∑b

i J
a(1)
i

1
2
mac

2
i que, após escrever

Tab explicitamente segundo a Eq. (3.128), reduz-se a

G = ρaρb
νab
mab

(
(ubβ − uaβ)uβ +

Dk

mab

(Tb − Ta) +
µb
2

(ub − ua)
2

)
. (6.26)

Somando as equações de balanço de energia dos componentes em primeira ordem de

Knudsen obtém-se a equação de balanço de energia para a mistura
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∂0

(
D

2
nkT +

u2

2
ρ

)
+ ∂α

(
(D + 2)

2
nkTuα +

u2

2
ρuα

)
= ρaρb

νab
2mab

(ub − ua)
2 . (6.27)

Assumindo que o termo do lado direito da equação, proporcional ao quadrado da diferença

das velocidades, é de ordem desprezível, e utilizando as Eqs. (6.16) e (6.19) para eliminar

as derivadas temporais, obtém-se a equação de transporte para a temperatura em primeira

ordem de Knudsen

∂0T + uα∂αT +
2

D
T∂αuα ≈ 0. (6.28)

6.1.2 Equações de Navier - Stokes

Em segunda ordem de Knudsen a equação de balanço da massa da espécie a é

∂1ρa + ∂αj
(1)
aα +

∆t

2
∂α

(
− νab
mab

ρjaα

)
= 0. (6.29)

Somando as equações em primeira e segunda ordens e fatorando jaα ≈ j
(1)
aα obtém-se a

equação de difusão da massa para a espécie a

∂tρa + ∂αρauα = −∂αj?aα, (6.30)

onde o �uxo mássico difusivo aparente é dado pela expressão

j?aα = −n
2

ρ
mambD

?
abdaα, (6.31)

e o coe�ciente de difusão binário aparente está dado por

D?
ab =

pρ

n2mamb

(
mab

ρνab
− ∆t

2

)
. (6.32)

A Equação (6.30) é exata até segunda ordem de Knudsen e, com exceção dos termos

espúrios introduzidos pela discretização, corresponde à aproximação para moléculas de

Maxwell [Chapman e Cowling, 1970].

O momento maciβ da equação em segunda ordem de Knudsen é

∂0j
(1)
aβ + ∂1ρauβ + ∂αΠ

(1)
aαβ +

∆t

2
∂0pdaβ +

∆t

2
∂αI =

∑
i

J
a(2)
i maciβ, (6.33)

com a expressão I dada por

I = ∂0

∑
i

f
q(0)
i ciαciβ + ∂γ

∑
i

f
q(0)
i ciαciβciγ. (6.34)

Avaliando os momentos de segunda e terceira ordem e utilizando as equações de Euler
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para eliminar as derivadas temporais tem-se

I = nakT

(
∂αuβ + ∂βuα −

2

D
∂γuγδαβ

)
+ uαpdaβ + uβpdaα. (6.35)

A função I é também o momento de segunda ordem do operador de colisão Ja(1)
i , assim

I =
∑
i

J
a(1)
i maciαciβ = Γa

(
uαjaβ + uβjaα − Π

(1)
aαβ

)

+ ρaρb
νab
m0

(ubγ − uaγ) (uαδβγ + uβδαγ) +
∑
k=a,b

nkνaknak (Tak − T ) δαβ, (6.36)

com

Γa = naνaa + nbνab. (6.37)

Usando a relação anterior pode-se escrever, após álgebra,

Π
(1)
aαβ = −nakT

Γa

(
∂αuβ + ∂βuα −

2

D
∂γuγδαβ

)
+uαjaβ+uβjaα+

nak

Γa

∑
k=a,b

nkνak (Tak − T ) δαβ.

(6.38)

Somando as equações de balanço de quantidade de movimento para a espécie a em

primeira e segunda ordem de Knudsen tem-se

∂tρauaβ + ∂α

(
ρauαuβ + nakTδαβ + Π

(1)
aαβ

)
− ∆t

2
∂0
νab
mab

ρjaα

+
∆t

2
∂α

(
Γa

(
uαjaβ + uβjaα − Π

(1)
aαβ

)
− νab
mab

ρ (uαjaβ + uβjaα)

+
∑
k=a,b

nkνaknak (Tak − T ) δαβ

)
= − νab

mab

ρjaα +
∑
i

J
a(2)
i maciβ. (6.39)

Somando a equação anterior com a versão análoga para a espécie b e eliminando os

�uxos mássicos difusivos, com o auxilio da relação Eq. (6.23), obtém-se a equação de

balanço da quantidade de movimento da mistura

∂tρuβ + ∂αρuαuβ = −∂αΠ?
αβ, (6.40)

com o tensor pressão aparente dado por

Π?
αβ = pδαβ − η?

(
∂αuβ + ∂βuα −

2

D
∂γuγδαβ

)
, (6.41)
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e a viscosidade dinâmica aparente por

η? = kT

(
na
Γa
− na

2
∆t+

nb
Γb
− nb

2
∆t

)
. (6.42)

Na equação (6.40) foram omitidos os termos proporcionais a

∂α

(
1

Γa

∑
k=a,b

nkνaknak (Tak − T ) +
1

Γb

∑
k=a,b

nkνbknbk (Tbk − T )

)
, (6.43)

que são da ordem de ρaρb (ua − ub)
2, como pode ser demonstrado usando as de�nições

das temperaturas Tab e Tba e da temperatura da mistura, de acordo com a Eq. (3.54).

Nas regiões onde a concentração da espécie b é nula a expressão anterior se reduz à

viscosidade dinâmica aparente de um gás simples

η?a = nakT

(
1

naνaa
− ∆t

2

)
. (6.44)

A equação de balanço de energia para a espécie a de segunda ordem de Knudsen é

∂0

(
ρaε

(1)
a + uβj

(1)
αβ

)
+ ∂1

(
D

2
nakT +

u2

2
ρa

)
+ ∂α

(
q(1)
aα + ρaε

(1)
a uα + uαuβj

(1)
aβ

+
u2

2
j(1)
aα + uβΠ

(1)
aαβ

)
+

∆t

2
∂0G+

∆t

2
∂αM =

∑
i

1

2
J
a(2)
i mac

2
i , (6.45)

onde a função M está dada por

M = ∂0

∑
i

f
q(0)
i

ma

2
ciαc

2
i + ∂γ

∑
i

f
q(0)
i

ma

2
ciαciγc

2
i , (6.46)

que, com o auxílio das equações de balanço das propriedades da mistura em primeira

ordem Knudsen, pode ser escrita como

M =
(D + 2)

2ma

nakT∂αT + nakTuβσaαβ + pdaα

(
(D + 2)

2ma

kT +
u2

2

)
+ puαuβdaβ, (6.47)

com σaαβ =
(
∂αuβ + ∂βuα − 2

D
∂γuγδαβ

)
.

O termoM é também o momento do operador de colisão de primeira ordem
∑b

i J
a(1)
i

ma
2
ciαc

2
i .

Utilizando as de�nições do tensor pressão aparente e o �uxo mássico difusivo aparente

e eliminando os termos proporcionais a (ua − ub)
2 obtém-se as equações de balanço de

energia das espécies. Somando estas duas equações obtém-se a equação de balanço da

energia da mistura

∂t

(
D

2
nkT +

u2

2
ρ

)
+ ∂α

(
D

2
nkTuα +

u2

2
ρuα + uβΠ?

αβ + q?α

)
= 0, (6.48)
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onde o �uxo não-convectivo de energia aparente é dado por

q?α = −κ?∂αT +
(D + 2)

2
kT

(
j?aα
ma

+
j?bα
mb

)
, (6.49)

cujo primeiro termo é a difusão de energia regida pela lei de Fourier, com condutividade

térmica aparente dada por

κ? =
(D + 2)

2
k2T

(
na

maΓa
− na

2ma

∆t+
nb
mbΓb

− nb
2mb

∆t

)
, (6.50)

e o segundo representa o transporte de entalpia pelas correntes difusivas de cada espécie,

com relação a velocidade baricêntrica da mistura.

Como resultado desta análise temos os coe�cientes de transporte da mistura, que com

exceção dos termos espúrios, proporcionais a ∆t
2
, correspondem à análise das equações de

Boltzmann apresentada no capítulo 3.

No desenvolvimento da equação de difusão da massa foram calculados momentos de

até terceira ordem. No caso da equação de balanço da quantidade de movimento e de

balanço de energia foram necessários os cálculos de momentos de quarta e quinta ordem

respectivamente. Devido ao intrincado das expressões algébricas que resultam da avali-

ação dos momentos com aproximações de baixa ordem, os erros introduzidos por estas

aproximações serão estabelecidos experimentalmente, levando em conta também que não

há uma equivalência total entre as Eqs. (3.121), (3.122) e (3.129).

6.2 Veri�cação e resultados numéricos

Para veri�car os resultados da análise de Chapman-Enskog foram realizadas simulações do

processo de relaxação homogênea, cuja solução é a base dos modelos BGK para misturas,

e de problemas governados pela equação de advecção-difusão, com diferentes condições

iniciais. Também será abordada a avaliação dos erros introduzidos na solução da equação

de difusão de massa por causa da não-indiferenciabilidade de componentes idênticos.

Como no capítulo 5, o passo de tempo será considerado unitário e as velocidades

e comprimentos serão normalizados usando o passo da rede cL. A escolha da massa

molecular de referência, utilizada na de�nição das grandezas θak, será aquela que permita

satisfazer a relação Eq. (6.3) mantendo os valores de θaa e θbb separados simetricamente

com relação ao desvio nulo. De forma semelhante, as massas moleculares adimensionais

dos componentes correspondem aos seus valores reduzidos µa e µb.

6.2.1 Relaxação homogênea

Em uma mistura de gases cujas funções distribuição são espacialmente homogêneas, mas

com diferentes propriedades macroscópicas, as diferenças entre a velocidade hidrodinâ-
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mica das espécies e as temperaturas dos componentes diminuem enquanto o sistema se

aproxima do estado de equilíbrio global. Este processo é representativo da ultima etapa

de relaxação e foi utilizado por Morse [1964] e Hamel [1965] para determinar as expressões

dos parâmetros uab e Tab no caso de moléculas de Maxwell. A capacidade do esquema

LBE de reproduzir �elmente este processo foi testada em diversas con�gurações inici-

ais, em sistemas com massas moleculares diferentes e amplas variações nas propriedades

macroscópicas das espécies.

A dinâmica do processo de relaxação homogênea no modelo escolhido é governada pela

solução da Eq. (6.5). Durante o processo de relaxação os gradientes da função distribuição

são nulos, portanto as equações de balanço em primeira e segunda ordem de Knudsen são

∂0f
a(0)
i = J

a(1)
i , (6.51)

∂0f
a(1)
i + ∂1f

a(0)
i +

∆t

2
∂0

(
∂0f

a(0)
i

)
= J

a(2)
i . (6.52)

Os momentos maciα destas equações são equivalentes a

∂0ρauα = −ρ νab
mab

jaα, (6.53)

∂0j
(1)
aα + ∂1ρauα +

∆t

2
∂0

(
−ρ νab

mab

jaα

)
= 0. (6.54)

Somando as equações das duas ordens, considerando que ∂0ρauaα = ∂0ρauα + ∂0j
(1)
aα

e ∂tρa ≈ ∂0ρa + ∂1ρa = 0, a derivada temporal da velocidade do componente a pode ser

escrita explicitamente como

∂0uaα + ∂1uα +
∆t

2
∂0

(
− ρ

ρa

νab
mab

jaα

)
= − ρ

ρa

νab
mab

jaα. (6.55)

Subtraindo a expressão análoga para a derivada temporal da velocidade do componente

b obtém-se a equação

∂0 (uaα − ubα)

(
1− ρ∆t

2

νab
mab

)
= −ρ νab

mab

(uaα − ubα) , (6.56)

cuja solução é

∆u = ∆u0 exp (−αut) , (6.57)

onde ∆u = (ua − ub) e

αu = 1/

(
mab

ρνab
− ∆t

2

)
. (6.58)

O decaimento exponencial da diferença de temperaturas dos componentes obtém-se

de forma similar. Para simpli�car as expressões pode-se assumir que inicialmente os
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componentes da mistura possuem a mesma velocidade hidrodinâmica ou então que o

sistema se encontra em repouso. Desta forma, somando as equações de balanço da energia

de cada espécie em primeira e segunda ordem de Knudsen e assumindo que ∂0
D
2
nakTa =

∂0

(
D
2
nakT + ρaε

(1)
a

)
, a equação de evolução da diferença de temperaturas é dada por

∂0 (Ta − Tb) (1− nµaµbνab∆t) = −2nµaµbνab (Ta − Tb) , (6.59)

cuja solução é

∆T = ∆T0 exp (−αT t) , (6.60)

onde ∆T = (Ta − Tb) e

αT = 1/

(
1

2nµaµbνab
− ∆t

2

)
. (6.61)

As equações (6.57) e (6.60) foram veri�cadas em simulações com diferentes combina-

ções de parâmetros. Como predito pela análise, as constantes de decaimento αu e αT não

dependem das freqüências de colisão entre partículas da mesma espécie, da velocidade

hidrodinâmica ou da temperatura da mistura. Exemplos da relaxação de temperaturas e

velocidades são apresentados nas Figs. (6.1) e (6.2). Nestas simulações foram usados os

modelos com redes de terceira ordem D2V 17b e D3V 39.

0 10 20 30 40 50
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−15
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−1

t

ln
 ∆

T

Figura 6.1: Relaxação homogênea de temperatura. νaa = 0.7, νbb = 0.75, νab = 1.0,
na = 0.6, nb = 0.1, θa = −0.3, θb = 0.1, µa/µb = 0.7/0.3. Rede D2V 17b (4), Rede
D3V 39 (O). νaa = 0.5, νbb = 0.8, νab = 0.20, na = 0.8, nb = 0.2, θa = −0.5, θb = 0.5,
µa/µb = 0.8/0.2. Rede D2V 17b (+), Rede D3V 39 (◦). As linhas contínuas correspondem
à solução analítica, Eq. (6.60).

Todos os modelos testados, de segunda a quinta ordem, em duas e três dimensões,

apresentaram boa concordância com as Eqs. (6.57) e (6.60), com discrepâncias que au-

mentam conforme as constantes de decaimento aumentam.
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Figura 6.2: Relaxação homogênea de velocidade. νaa = 0.7, νbb = 0.75, νab = 1.0, na = 0.5,
nb = 0.5, θa = −0.1, θb = −0.1, µa/µb = 0.7/0.3, uax0 = 0.1, uay0 = 0.01, ubx0 = −0.05,
uby0 = 0.1, Rede D2V 17b. ∆ux (+), ∆uy (•). As linhas contínuas correspondem à solução
analítica, Eq. (6.57).

6.2.2 Indiferenciabilidade de espécies idênticas

Como já foi apontado no capítulo 3, os modelos com operador de colisão BGK não obe-

decem ao princípio de indiferenciabilidade, portanto, uma mistura de componentes meca-

nicamente idênticos não se comporta como um gás simples em todas as circunstâncias.

Para avaliar os efeitos desta inconsistência, foram realizadas simulações na situação

limite em que as duas porções de gás com moléculas idênticas se encontram em repouso,

à mesma temperatura e densidade e inicialmente separadas. Em t > 0 é permitido

às duas espécies misturar-se, provocando gradientes espúrios na densidade, velocidade e

temperatura da mistura.

Nas simulações em que um degrau unitário de concentração foi empregado como con-

dição inicial, instabilidades numéricas apareceram durante os primeiros passos, com quase

todas as combinações de parâmetros testadas e em redes de todas as ordens. Esta ins-

tabilidade inicial pôde ser corrigida acrescentando partículas da espécie a nas regiões de

maior concentração de b e vice-versa. Por esta razão as simulações apresentadas foram

realizadas utilizando um pequeno traço de contaminante, com concentração da ordem de

5× 10−4, nas regiões quase puras.

As Figuras (6.3) a (6.5) mostram a evolução, a cada 10 passos de tempo, da veloci-

dade hidrodinâmica da mistura, da densidade total e da energia interna da mistura, em

simulações usando o modelo de quinta ordem D2V 53a.

Os picos de densidade total, velocidade e energia interna da mistura têm amplitude

máxima nos primeiros estágios do processo e diminuem conforme a perturbação se pro-
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Figura 6.3: Velocidade da mistura vs. t. ma = mb = 0.5, na = nb = 0.5, νa = νb = νab =
1.0, θ = 0.0, rede D2V 53a.

paga, com velocidade próxima à velocidade do som, na direção das regiões de componentes

quase puros.

A velocidade e, portanto, o número de Mach máximo da mistura, atingida no começo

da simulação, é da ordem de 0.02. A amplitude das perturbações de densidade e energia

interna é da ordem de 5% dos valores iniciais quando a concentração do contaminante

é a mínima necessária para manter a estabilidade numérica. Estas perturbações são

proporcionais à diferença inicial de concentrações, decaem rapidamente, e por isto espera-

se que não tenham um efeito considerável sobre o processo difusivo após os instantes

iniciais.

Assumindo temperatura e pressão homogêneas e constantes, a equação da difusão de

massa do componente a pode ser escrita como1

∂tωa −D∂x∂xωa = 0, (6.62)

onde ωa = ρa/ρ e D é o coe�ciente de difusão calculado segundo as Eqs. (6.31) e (6.32),

com as propriedades iniciais da mistura. A Figura (6.6) mostra uma comparação entre a

simulação de um degrau de concentração, com os mesmos parâmetros utilizados nas Figs.

(6.3) a (6.5), e a solução analítica da equação de difusão de massa, para esta con�guração,

ωa =
1

2
∆ωa erfc

(
x

2
√
Dt

)
+ ωa0, (6.63)

onde ωa0 é a concentração inicial do componente a no intervalo x > 0.

1No restante do capítulo os coe�cientes de transporte referidos correspondem aos valores aparentes,
obtidos na seção (6.1.2), e será omitida a distinção na notação.
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Figura 6.4: Densidade da mistura vs. t. ma = mb = 0.5, na = nb = 0.5, νa = νb = νab =
1.0, θ = 0.0, rede D2V 53a.

Mesmo nas condições limite de estabilidade numérica, com as maiores perturbações

na velocidade e na temperatura da mistura, os resultados da simulação apresentam erros

consideráveis apenas nos primeiros 100 passos de tempo, após os quais há uma boa con-

cordância com a solução analítica. A diferença se deve, em parte, a que o coe�ciente de

difusão nas regiões próxima de x = 0 é menor do que o calculado com as propriedades ini-

ciais da mistura, já que depende diretamente da energia interna que, como mostra a Fig.

(6.5), decai nos primeiros estágios. Esta tendência é a mesma independentemente do valor

da temperatura inicial. Também se veri�cou que as simulações com menores diferenças

inicias de concentração apresentam menores discrepâncias com a solução analítica.

6.2.3 Difusão de massa

O problema de difusão de massa num degrau de concentração é um tipo de con�guração

cuja simulação não corresponde exatamente à solução da equação de difusão com coe�ci-

ente constante e também muito propensa a instabilidades numéricas, como foi apontado

na seção anterior. Por isto, na determinação do coe�ciente de difusão binário foi em-

pregada uma outra con�guração, com gradientes de concentração contínuos, na qual os

efeitos das características do modelo BGK com relação à indiferenciabilidade de gases

idênticos têm ordem de grandeza desprezível.

A continuidade no gradiente de concentração diminui consideravelmente a instabili-

dade numérica do método, sendo factível obter soluções em faixas de temperatura mais

amplas.

No caso de um sistema composto por dois gases com a mesma massa molecular e

com uma distribuição sinusoidal de concentração na direção x de um meio in�nito, com
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Figura 6.5: Energia interna da mistura vs. t. ma = mb = 0.5, na = nb = 0.5, νa = νb =
νab = 1.0, θ = 0.0, rede D2V 53a.

temperatura e pressão uniformes e com velocidade inicial uniforme ux0, a equação de

difusão da massa, Eq. (6.30), pode ser escrita como

∂tωa + ux∂xωa −D∂x∂xωa = 0. (6.64)

A solução da equação anterior é

ωa =
1

2
ωa0

(
e−k

2Dt sin(Kx−Kux0t) + 1
)
, (6.65)

onde K é número de onda e ωa0 é a concentração máxima da espécie a.

Uma simulação com as condições acima descritas, num meio com condições periódicas

em todas as direções, é apresentada na Fig. (6.7). Neste caso foi empregada a máxima

amplitude de concentração como condição inicial e uma velocidade inicial elevada, ux0 =

0.1. A �gura mostra o decaimento do per�l, a cada 180 passos de tempo, desde o instante

inicial até o momento em que a onda percorreu a metade do domínio.

Neste problema o coe�ciente de difusão pode ser medido, como uma relação de in-

tegrais, empregando o per�l de concentração num instante arbitrário. Se a função A(t)

representa a área limitada pelo per�l de concentração no instante t, normalizada pelo

valor máximo da concentração,

A(t) =

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣ωa(x, t)− 1

2
ωa0

∣∣∣∣ 1

ωa0

dx =

∫ ∞
−∞

1

2
e−K

2Dt |sin(Kx−Kux0t)| dx, (6.66)

pela mudança de variáveis y = x− ux0t obtém-se a integral

A(t) =
1

2
e−K

2Dt
∫ ∞
−∞
|sin(Ky)| dy = e−K

2DtA(0), (6.67)
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Figura 6.6: Difusão de massa em gases mecanicamente idênticos. t = [0, 10, 50, 100, 200],
rede D2V 53a. As linhas contínuas correspondem à solução analítica, Eq. (6.63).

a qual é usada para escrever o coe�ciente de difusão de maneira explícita como

D =
1

K2t
ln
A(0)

A(t)
. (6.68)

Os valores de A(t) foram obtidos pela integração da solução numérica em todo o

domínio através da regra do trapézio. As comparações entre o resultado da análise de

Chapman-Enskog, Eq. (6.32), e as simulações mostram boa concordância, com erros

máximos inferiores a 0.5%, mesmo nas simulações com concentração máxima unitária e

velocidade inicial com componentes da ordem de 0.1.

A dependência entre coe�ciente de difusão e a temperatura inicial foi veri�cada usando

modelos de segunda até quinta ordem, em duas dimensões, e modelos de segunda e terceira

ordem, em três dimensões, para diferentes combinações de parâmetros iniciais. Como

exemplo desta comparação, os resultados para um sistema com os parâmetros da simulação

da Fig. (6.7), com os coe�cientes medidos pelos per�s de concentração nos instantes inicial

e �nal da referida simulação, são apresentados na Fig. (6.8).

Em todas as simulações realizadas os erros não excederam 0.5%, mesmo com as redes

de segunda ordem D2Q9 e D3V 19. As simulações com a rede de terceira ordem D2V 17a

divergem para valores do desvio de temperatura inferiores a −0.2 na maioria dos casos,

sendo mais sensíveis a este parâmetro conforme o valor do coe�ciente de difusão binário

decresce.

Simulações similares foram efetuadas para estabelecer a dependência do coe�ciente

de difusão com os restantes parâmetros. Através destas simulações veri�cou-se que o
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Figura 6.7: Decaimento de um per�l sinusoidal de concentração. t =
[180, 360, 540, 720, 900], νaa = 1.0, νbb = 0.7, νab = νba = 1.9, θaa = θab = 0.0,
na = nb = 0.25, ωa0 = 1.0, ux = 0.1, Rede D2V 53a. As linhas contínuas correspon-
dem à solução analítica, Eq. (6.65).

coe�ciente de difusão binário é independente do valor das freqüências de colisão νaa e νbb.

As combinações de densidades de número de partículas e freqüências de colisão devem

ser escolhidas de maneira a garantir a positividade das viscosidades e das condutividades

térmicas por espécie e da mistura, de outra forma instabilidades numéricas aparecem,

particularmente quando os desvios de temperatura são elevados.

6.2.4 Difusão de quantidade de movimento

A simulação de um caso similar ao empregado na determinação da viscosidade dinâmica

de gases simples foi utilizada para averiguar a dependência da viscosidade dinâmica da

mistura com as freqüências de colisão, as densidades dos componentes e a temperatura da

mistura. Diferentemente das simulações para o cálculo do coe�ciente de difusão binário

onde a relação de massas moleculares �ca restrita à unidade, de forma a manter a pressão e

a densidade total uniformes em todo o domínio, na simulação da difusão de quantidade de

movimento numa mistura de concentração homogênea é possível utilizar gases de massas

moleculares diferentes, mantendo quase constante o coe�ciente de difusão na Eq. (5.55).

Um exemplo deste tipo de simulação, cuja evolução esta governada pela equação de

advecção-difusão, na forma da Eq. (6.64), com o modelo tridimensional de terceira ordem

D3V 39, é apresentado na Fig. (6.9). Neste caso foi possível atingir uma relação de

massas µa/µb = 5 com todas as redes disponíveis, de terceira a quinta ordem, em duas e

três dimensões, com exceção da rede D2V 17a.

Experimentos similares foram realizados com diferentes combinações de parâmetros

com excelente concordância com a solução analítica em todos os casos, incluindo os mo-
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Figura 6.8: Coe�ciente de difusão binário vs. θ. νaa = 1.0, νbb = 0.7, νab = νba = 1.9,
na = nb = 0.25, ωa0 = 1.0, ux = 0.1. Rede D2Q9 (+), Rede D2V 17a (©), Rede
D2V 37 (∗), Rede D2V 53a (O), Rede D3Q19 (4) e Rede D3V 39 (�). As linhas contínuas
correspondem à solução analítica, Eq. (6.32).

delos de terceira ordem em simulações com velocidade até 0.1. Veri�cou-se também que a

viscosidade nos modelos de segunda ordem é independente da temperatura e corresponde

à calculada com a temperatura T0 em sistemas com massas moleculares iguais. Nos ou-

tros casos a diferença entre a viscosidade medida e a expressão Eq. (6.42), calculada

usando T0, se incrementa com a diferença de temperaturas T − T0 e a relação de massas

moleculares.

6.2.5 Transferência de calor

O problema do degrau de temperatura foi simulado para veri�car a expressão da condu-

tividade térmica da mistura. A evolução da temperatura do sistema é regida pela Eq.

(5.61), sempre que as distribuições de concentração e pressão sejam uniformes. O pro-

blema permite estudar a dependência da condutividade térmica com a relação de massas

já que, na ausência de gradientes de pressão e concentração, a velocidade da mistura e

os �uxos mássicos difusivos são nulos. A Figura (6.10) mostra um exemplo deste tipo de

simulação com um modelo de quarta ordem em duas dimensões.

O coe�ciente de difusão pode ser considerado constante em todo o domínio quando

a diferença inicial de temperatura é uma pequena porcentagem do valor médio, assim,

os erros na comparação entre a solução analítica, com o calor especí�co da mistura dado

por c̄p =
∑

k ωkcpk, e os resultados das simulações com modelos de quarta e quinta ordem

são inferiores a 0.5%. As simulações foram repetidas usando modelos de quarta e quinta

ordem, com resultados satisfatórios, para varias combinações de parâmetros, com erros

da mesma ordem de grandeza em todos os casos.
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Figura 6.9: Decaimento de um per�l sinusoidal de velocidade. t =
[0, 180, 360, 540, 720, 900], νaa = 1.1, νbb = 0.7, νab = νba = 1.0, µa/µb = 5, na = 0.5,
nb = 0.5, θa = −2/3, θb = 2/3, uy0 = ux0 = 0.1, Rede D3V 39. As linhas contínuas
correspondem à solução analítica.

Problemas similares, com composição inicial e pressão uniformes, mas com temperatu-

ras dos componentes ligeiramente diferentes, foram resolvidos com resultados igualmente

satisfatórios. Uma simulação deste tipo, cuja evolução está governada pela equação de

advecção-difusão, é apresentada na Fig. (6.11). Nesta simulação em particular, a tem-

peratura de gases com massas moleculares diferentes foi imposta inicialmente usando o

mesmo valor para o desvio de energia interna θk0 = 0. De acordo com a Eq. (6.3) esta es-

colha estabelece que as componentes possuam temperaturas diferentes cuja relação é igual

ao inverso da relação de massas. A �gura mostra a evolução do sistema, com velocidade

ux0 = 0.05, a cada 900 passos de tempo.

A condutividade térmica nas simulações com modelos de terceira ordem coincide com

a Eq. (6.50) apenas em sistemas de massas moleculares simétricas com desvio de energia

interna nulo. Nos outros casos o erro aumenta com o aumento da relação de massas

moleculares e com o desvio de energia interna inicial.

6.2.6 Discussão

As simulações realizadas permitem concluir que o modelo de Boltzmann para misturas,

implementado através da equação de Boltzmann para gases em rede, possibilita simu-

lar corretamente processos de difusão de massa, quantidade de movimento e energia, de

acordo com as equações macroscópicas obtidas pela análise de Chapman-Enskog no con-

tínuo, com a adição de termos espúrios cuja forma explícita é conhecida e que, portanto,

podem ser incluídos nos coe�cientes de transporte. Estas características particulares



Método LBGK para misturas binárias de gases ideais 102

−150 −100 −50 0 50 100 150

0.698

0.7

0.702

0.704

0.706

0.708

0.71

0.712

X

ε

Figura 6.10: Decaimento de um degrau de temperatura. t = [0 − 1000], νaa = 0.7,
νbb = 0.5, νab = νba = 0.9, µa/µb = 1.5, na = 0.2, nb = 0.3, θa = −0.2, θb = 0.2,
∆θ = 0.02, Rede D2V 37. As linhas contínuas correspondem à solução analítica.

transformam a Eq. (6.1) num esquema de solução de segunda ordem para a termohidro-

dinâmica de misturas.

A análise de Chapman-Enskog mostrou que o modelo representa corretamente o trans-

porte de massa, com difusão promovida pelo gradiente de concentração molar, e pelo

gradiente de pressão em gases com massas moleculares diferentes. Igualmente, o tensor

pressão e o vetor �uxo não-convectivo de energia possuem as mesmas formas dos obtidos

pela análise multiescala com o operador integral de colisão completo [Chapman e Co-

wling, 1970]. Por ser um modelo para moléculas de Maxwell, os termos que correspondem

à difusão térmica não aparecem nas equações de balanço de massa das espécies e não há

�uxo não-convectivo de energia associado à força difusiva. O modelo BGK implementado

permite ajustar o coe�ciente de difusão binário independentemente das viscosidades e

das condutividades térmicas dos componentes, possibilitando assim escolher o número de

Reynolds independentemente do número de Schmidt ou do número de Lewis, dependendo

de sua importância no tipo de problema.

Por sua relativa simplicidade no tratamento das interações entre partículas, o modelo

pode ser tomado como base para o desenvolvimento de modelos para �uidos imiscíveis

[Santos et al., 2003] ou para escoamentos com reações químicas [Succi, 2001].

Veri�cou-se que os efeitos espúrios devidos à não-indiferenciabilidade de gases com

propriedades mecânicas idênticas tem um efeito mínimo na solução da equação de difusão

e que tal in�uência se reduz consideravelmente nas situações em que os gradientes das

propriedades macroscópicas são contínuos.

A estabilidade do método numérico depende da ordem do modelo e da rede utilizada
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Figura 6.11: Decaimento de um per�l sinusoidal de temperatura. t = [0−3600], νaa = 1.0,
νbb = 0.7, νab = νba = 1.5, µa/µb = 0.7/0.3, na = 0.4, nb = 0.6, θa = θb = 0.0 , ux0 = 0.05,
Rede D2V 37. As linhas contínuas correspondem à solução analítica.

e está limitada pelos valores dos coe�cientes de transporte, os desvios de temperatura, os

gradientes das propriedades macroscópicas e a relação de massas moleculares. Observou-se

que em simulações como as apresentadas, onde os gradientes das propriedades macroscópi-

cas são contínuos, a estabilidade está condicionada fortemente pela amplitude dos desvios

de energia interna. A amplitude da faixa de valores de θk que preservam a estabilidade

do método decresce com os coe�cientes de transporte e, com exceção da rede de terceira

ordem D2V 17a, esta é difícil de manter em problemas com desvios de energia interna fora

do intervalo θk ∈ [−0.5 0.5].

A in�uência dos erros nas equações de balanço introduzidos pelas aproximações de

baixa ordem foi veri�cada experimentalmente obtendo as seguintes conclusões. A evolução

de distribuição da densidade num sistema formado por gases com massas moleculares

iguais, na forma da Eq. (6.30), é representada sem erros apreciáveis pelos modelos de

segunda ordem e superiores. Na solução dos problemas de advecção-difusão estudados,

não se observou relação entre o desvio inicial de temperatura, a magnitude da velocidade

da mistura e o erro em relação à solução analítica. Isto se deve a que, nos modelos de

segunda ordem, os termos acrescentados à equação de difusão da massa, da ordem do

número de Mach ao cubo, são proporcionais ao fator (Tak − T ) /T , que só é apreciável

quando os gases possuem temperaturas ou velocidades hidrodinâmicas muito diferentes.

A equação de balanço da quantidade de movimento é representada adequadamente por

modelos de terceira ordem e superiores, sendo que os modelos de segunda ordem apresen-

tam discrepâncias com relação a Eq. (6.40) e à expressão para a viscosidade dinâmica Eq.

(6.42), que dependem do desvio de temperatura e da relação de massas moleculares. Em
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sistemas de massas moleculares simétricas, a viscosidade dos modelos de segunda ordem

corresponde a aquela calculada com a temperatura de referência T0, como no caso dos

gases ideais simples. Em sistemas de massas moleculares assimétricas, a comparação entre

as soluções analítica da equação de difusão e os resultados das simulações apresenta erros

que aumentam conforme a diferencia entre a temperatura da mistura e a temperatura de

referência, T − T0, aumenta. Os erros introduzidos pelos modelos de terceira ordem não

aparecem nas simulações realizadas devido a que são proporcionais ao fator (Tak − T ) /T

e, possivelmente, de alta ordem no número de Mach.

Os modelos de quarta ordem e superiores satisfazem a equação de balanço da energia

na forma da Eq. (6.48), como foi veri�cado pela simulação de degraus de temperatura

em sistemas com massas moleculares diferentes. A condutividade térmica nas simulações

com redes de terceira ordem, D2V 17a/b e D3V 39, coincide com a Eq. (6.50) apenas em

sistemas de massas moleculares simétricas com desvio nulo de energia interna.

Embora na dedução da expressão para a condutividade térmica da mistura tenha

sido avaliado o momento de quinta ordem, o modelo de quarta ordem com rede D2V 37

apresenta apenas pequenos erros, da mesma ordem de grandeza dos apresentados pelo

modelo de quinta ordem, na comparação entre as simulações e a Eq. (6.48). Estes erros

são pouco sensíveis à diferença de temperaturas dos componentes ou à velocidade inicial

da mistura, indicando que são proporcionais a potencias elevadas do número de Mach.

Aparentemente, sempre que a diferença de temperaturas dos componentes seja pequena,

às aproximações de baixa ordem aplicam-se os mesmos critérios que aos modelos para

gases simples. Isto é, a equação de conservação da massa é representada pelos modelos

de segunda ordem, a equação de balanço da quantidade de movimento pelos modelos de

terceira ordem e a equação de balanço da energia pelos de quarta ordem e superiores.



Capítulo 7

Solução da EBVD por diferenças �nitas

de alta ordem

Nos capítulos anteriores foi apresentado um esquema de discretização espacial e tempo-

ral da equação de Boltzmann com velocidades discretas, para gases simples e misturas

binárias, conhecido como LBE. Embora simples de implementar, econômico em termos

computacionais e com resolução espacial e temporal de segunda ordem na solução da hi-

drodinâmica, o método possui algumas características que limitam a sua aplicação quando

se requer simular escoamentos com baixas viscosidades e com gradientes pronunciados das

propriedades macroscópicas. Além disso, o número de vetores necessários para represen-

tar exatamente as equações de Navier-Stokes-Fourier é elevado, por utilizar apenas redes

formadas por polígonos cujos vértices correspondem a uma malha cartesiana regular. A

primeira destas limitações pode ser contornada utilizando outros esquemas de discreti-

zação espacial e temporal, que permitam modi�car o número de Courant de maneira a

garantir a estabilidade numérica e a convergência e aumentar a resolução espacial e tem-

poral da solução [Cao et al., 1997, Sofonea e Sekerka, 2003]. A segunda limitação pode ser

parcialmente amenizada utilizando as soluções ao problema de quadratura, Eq. (4.19),

que não satisfazem as condições particulares necessárias na LBE.

Neste capítulo são apresentados e discutidos brevemente alguns exemplos de solução da

Eq. (4.20) que empregam conjuntamente as duas técnicas mencionadas. Utilizando uma

discretização na qual o espaço e a velocidade não estejam acoplados é possível: diminuir o

número de Courant de acordo com as exigências do problema, resolver numericamente a

equação de Boltzmann com velocidades discretas com ordens de truncamento superiores

e, o que é muito importante para reduzir o custo computacional, utilizar soluções ao

problema de quadratura com um número reduzido de elementos para a mesma ordem de

aproximação.

Apenas esquemas que preservem as características explícitas do LBE são apresentados.

Isto devido a que com algoritmos deste tipo a solução das equações de evolução para

fi depende apenas dos valores desta função nos locais mais próximos e portanto sua

105
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implementação em paralelo é relativamente simples. Igualmente, por simplicidade, só são

discutidas as discretizações em malhas cartesianas uniformes, esclarecendo que esta não

é uma limitação do método, que pode ser utilizado igualmente em outros sistemas de

coordenadas e com espaçamentos não-uniformes, com o mesmo conjunto de abscissas no

espaço de velocidades moleculares.

7.1 Discretização espacial e temporal

Os esquemas de discretização empregados no método de Boltzmann para gases em rede

são o de Euler de primeira ordem

∂fi
∂t

=
fi (x, t+ ∆t)− fi (x, t)

∆t
, (7.1)

e as diferenças espaciais a montante de primeira ordem

∂fi
∂xα

=
fi (x, t)− fi (x−∆xα, t)

∆xα
, (7.2)

cujos erros de truncamento podem ser incorporados na análise multiescala e absorvidos

pelos coe�cientes de transporte. Esta possibilidade foi explorada por Sofonea e Sekerka

[2003] usando o modelo de segunda ordem D2Q9. Na formulação destes autores, a discre-

tização espacial é feita sobre as direções dos vetores de velocidade, o que permite escrever

expressões similares à Eq. (5.4) e, após a análise de Chapman-Enskog, determinar a

viscosidade como função do passo de tempo e da separação entre sítios. Nas redes não-

regulares as projeções das velocidades moleculares não passam pelos sítios vizinhos mais

próximos, razão pela qual não é possível adotar esta estratégia e, por isto, o produto

da velocidade molecular com o gradiente da função distribuição será avaliado explicita-

mente num sistema de coordenadas cartesianas. A forma dos erros de truncamento na

análise multiescala não permite a obtenção de uma expressão simples para os coe�cien-

tes de transporte e, portanto, para manter a ordem de precisão do LBM será necessário

empregar esquemas de discretização espaciais e temporais de segunda ordem.

O esquema de segunda ordem por diferenças centrais no tempo

∂fi
∂t

=
fi (x, t+ ∆t)− fi (x, t−∆t)

2∆t
, (7.3)

não acrescenta termos espúrios à análise multiescala em segunda ordem de Knudsen, mas,

pelo fato da função fi (x, t+ ∆t) estar parcialmente desacoplada de fi (x, t), dependendo

do esquema de discretização espacial, podem desenvolver-se duas soluções independentes,

o que resulta em oscilações temporais das grandezas macroscópicas.

No esquema de Runge-Kutta de segunda ordem a função fi é calculada como
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fi (x, t+ ∆t) = fi (x, t)−∆tRi

(
x, t+

∆t

2

)
, (7.4)

usando a estimativa do valor de fi no meio do intervalo ∆t

fi

(
x, t+

∆t

2

)
= fi (x, t)−

∆t

2
Ri (x, t) , (7.5)

e a função Ri, que corresponde à discretização dos termos restantes na equação de Boltz-

mann com velocidades discretas

Ri (x, t) = ciα
∂fi
∂xα

)
x, t

− Ji (x, t) . (7.6)

Como na LBE, o operador de colisão será avaliado localmente. Para a discretização

das derivadas espaciais podem ser utilizados os esquemas de diferenças a montante de

segunda ordem , dado por

∂fi
∂xα

=
3fi (x, t)− 4fi (x−∆xα, t) + fi (x− 2∆xα, t)

∆xα
, (7.7)

quando ciα ≥ 0 e

∂fi
∂xα

=
−3fi (x, t) + 4fi (x + ∆xα, t)− fi (x + 2∆xα, t)

∆xα
, (7.8)

quando ciα < 0, e o de diferenças centrais, dado por,

∂fi
∂xα

=
fi (x + ∆xα, t)− fi (x−∆xα, t)

2∆xα
. (7.9)

Estes dois esquemas possuem características dispersivas, isto é, acrescentam oscilações

arti�ciais à solução em regiões com gradientes pronunciados [Tannehill et al., 1997]. Em

condições como estas, como no caso da simulação do tubo de choque, a derivada espacial

será discretizada usando o esquema de diferenças a montante de terceira ordem, dado por

∂fi
∂xα

=
2fi (x + ∆xα) + 3fi (x)− 6fi (x−∆xα) + fi (x− 2∆xα)

6∆xα
, (7.10)

quando ciα ≥ 0 e

∂fi
∂xα

=
−2fi (x−∆xα)− 3fi (x) + 6fi (x + ∆xα)− fi (x + 2∆xα)

6∆xα
, (7.11)

quando ciα < 0.
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7.2 Resultados numéricos e discussão

As simulações de teste realizadas nos capítulos 5 e 6 foram repetidas para veri�car a

implementação e estabelecer as vantagens do método de solução por diferenças �nitas de

alta ordem. A ampliação dos limites de estabilidade foi testada pela simulação do tubo

de choque, com diferenças iniciais de pressão e temperatura elevadas. Por exemplo, a Fig.

(7.1) mostra a comparação entre uma simulação com o modelo tridimensional de quarta

ordem D3V 53 e a solução analítica das equações de Euler [Anderson Jr., 2003].

Da mesma forma que no capítulo 5, utilizou-se uma freqüência de colisão constante em

todo o domínio. As discrepâncias nos valores da densidade, a temperatura e a velocidade,

particularmente nas proximidades da superfície de contato, se devem ao valor �nito dos

coe�cientes de transporte: viscosidade, coe�ciente de autodifusão e condutividade térmica.

Imediatamente após a ruptura da membrana que separa as massas de gás a diferentes

pressões, se estabelece uma diferença de temperatura entre as regiões 2 e 3 e, como

conseqüência do valor não-nulo da condutividade térmica, a transferência de calor através

da superfície de contato1. Sendo a pressão igual nos dois lados desta interface, a densidade

na região 3 diminui, promovendo o �uxo mássico no sentido positivo do eixo x, como se

observa no grá�co de velocidade ux. Esta hipótese se veri�ca facilmente pela comparação

do per�l de temperatura, nas proximidades da superfície de contato, com a solução ao

problema do degrau de temperatura, apresentado na seção 5.3.3. Com a condutividade

térmica calculada usando a temperatura média das duas regiões, os erros na comparação

dos per�s foram inferiores a 1%.

Por outro lado, as oscilações na frente da onda de choque são devidas aos efeitos parci-

almente dispersivos do esquema de diferenciação espacial. Mesmo com pequenas relações

de pressão, o esquema de diferenças centrais mostrou-se instável. O esquema de diferen-

ças a montante permitiu simular problemas com relações de pressão ligeiramente maiores,

diminuindo o número de Courant, calculado com o maior modulo dos vetores da rede cor-

respondente. Embora as simulações permaneçam estáveis, as oscilações introduzidas pela

discretização de segunda ordem, nas proximidades das descontinuidades, alteram conside-

ravelmente a solução. O esquema de diferenças a montante de terceira ordem mostrou-se

o mais apropriado nestas condições, permitindo atingir relações de pressão de 10 : 1.

Por ser uma rede com vetores de comprimento menor, a rede D3V 53, empregada na

simulação da Fig. (7.1), possui limites de estabilidade mais amplos do que a rede da

mesma ordem com 52 velocidades, e comparáveis com os das redes bidimensionais de

quarta ordem D2V 19/20.

As características hidrodinâmicas foram avaliadas pela simulação de problemas de

advecção-difusão. Os erros introduzidos na Eq. (4.20) pelas discretizações espaciais e

temporais de segunda ordem e superiores não tem in�uência sobre a análise de Chapman-

1A nomenclatura para as regiões do tubo de choque é mesma empregada na seção 5.3.1
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Figura 7.1: Resultados da simulação do tubo de choque, com relação inicial de densidades
10 : 1 após 1000 passos de tempo, temperatura inicial homogênea θ = 0.0, τ = 0.00008 e
∆t = 0.0001, usando a rede de quarta ordem D3V 53a. As linhas contínuas correspondem
à solução analítica das equações de Euler.

Enskog em primeira e segunda ordem de Knudsen, razão pela qual os coe�cientes de

transporte para gases simples correspondem aproximadamente as expressões Eqs. (3.118)

e (3.119). Da mesma forma, o coe�ciente de difusão binário, a viscosidade da mistura e

a condutividade térmica da mistura estão dadas pelas Eqs. (3.130), (3.131) e (3.132). A

correspondência entre o modelo e estas expressões foi veri�cada nos casos de difusão de

quantidade de movimento e energia. A Figura (7.2) mostra a comparação entre a simula-

ção com os esquemas de diferenças centrais e Runge-Kutta de segunda ordem e a solução

analítica do problema bidimensional, similar aos discutidos no capítulo 5, conhecido como

vórtices de Taylor, cuja evolução é dada pelas expressões

ux (x, t) = −u0 exp
(
−D

(
K2

1 +K2
2

)
t
)

cos (K1x) sin (K2y) , (7.12)

uy (x, t) = u0 exp
(
−D

(
K2

1 +K2
2

)
t
)

sin (K1x) cos (K2y) , (7.13)

onde K1 e K2 são os números de onda e D a viscosidade cinemática, calculada com os
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valores iniciais das propriedades do �uido. Em todos os casos, os erros máximos, com

diferenças centrais e a montante de segunda ordem e aproximações de terceira ordem

e superiores à função distribuição Maxwelliana, foram inferiores a 1%. Nas simulações

com modelos de segunda ordem, como a da �gura citada anteriormente, a viscosidade é

independente da temperatura e corresponde à calculada com a temperatura T0.

0 32 64 96 128
−0.05

0

0.05

X

u x

Figura 7.2: Evolução do per�l de velocidade horizontal num vórtice de Taylor. t =
[50− 450], y = 16, ∆t = 0.1, ∆x = 1.0, ν = 1.0, θ = 0.0, n = 1.0, u0 = 0.05, K1 = 4π/Lx,
K2 = 2π/Ly, Rede D2V 7. As linhas contínuas correspondem à solução analítica.

A Figura (7.3) apresenta a comparação entre a solução analítica ao problema do degrau

de temperatura, Eq. (5.61), e o resultado de uma simulação com o modelo de quarta

ordem e a rede D2V 20, usando diferenças a montante de segunda ordem. Neste tipo

de simulações observaram-se oscilações durante os estágios iniciais, nas proximidades da

descontinuidade de densidade e temperatura. Estas oscilações, embora de amplitude

muito menor, também aparecem nas simulações com o LBM e se explicam em parte pelo

caráter dispersivo dos esquemas de discretização espacial, como foi veri�cado pelo testes

em idênticas condições e o esquema de diferenças a montante de terceira ordem. As

comparações entre a solução analítica e as simulações com o modelo de terceira ordem

com as redes D2V 12 e D3V 27 foram igualmente satisfatórias quando a condutividade

térmica foi calculada usando a expressão Eq. (5.54) sem os termos proporcionais a ∆t/2.

O modelo para misturas binárias com operador de colisão BGK foi veri�cado pela

simulação do problema de relaxação homogênea, com diferentes combinações de parâme-

tros. As constantes de decaimento correspondem as expressões calculadas na seção 6.2.1,

sem os termos proporcionais a ∆t/2. Nos problemas de misturas de gases com moléculas

idênticas e no mesmo estado termodinâmico, os três esquemas de ordem superior apresen-

taram oscilações de amplitude maior do que as observadas com o LBM, portanto, com os

restantes parâmetros constantes, é necessário aumentar a fração de partículas da espécie
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Figura 7.3: Evolução do per�l de energia interna. t = [0 − 2000], ∆t = 0.1, ∆x = 1.0,
ν = 2.0, ∆ε = 0.01, n = 1.0, Rede D2V 20. As linhas contínuas correspondem à solução
analítica.

a nas regiões de maior concentração da espécie b, e vice-versa, para manter a estabilidade

numérica do método, mesmo com pequenos passos de tempo.

Os problemas de difusão de massa, quantidade de movimento e energia em misturas

foram repetidos com excelente concordância com as soluções analíticas da equação de

advecção-difusão. As conclusões obtidas no capítulo anterior com relação à validade das

expressões para os coe�cientes de transporte em modelos de baixas ordens de aproxima-

ção são igualmente válidas. Os modelos de segunda ordem representam apropriadamente

a equação de difusão de massa com pequenos erros, como mostra a Fig. (7.4). Esta

simulação corresponde à evolução do per�l de concentração num sistema de massas idên-

ticas e desvio de temperatura nulo, após quatro intervalos de tempo, nos quais o per�l de

concentração percorreu todo o domínio. O coe�ciente de difusão binário foi calculado de

acordo com a Eq. (3.130).

Da mesma forma, simulações do decaimento de per�s de velocidade sinusoidais e vór-

tices de Taylor foram realizadas com boa concordância com as soluções analíticas em

modelos de terceira ordem e superiores. A viscosidade nos modelos de segunda ordem

coincide com a expressão obtida pela análise multiescala apenas nos casos de massas

moleculares iguais e desvio nulo de temperatura.

Resultados igualmente satisfatórios foram obtidos nos casos de difusão de energia, em

misturas de gases com massas moleculares diferentes, com o modelo de quarta ordem

e as redes D2V 19/20 e D3V 52/53 e com o modelo de quinta ordem e a rede D2V 28b,

com apenas pequenas diferenças entre eles. A Figura (7.5) apresenta um exemplo das

simulações deste tipo, usando a rede D2V 19, num sistema de partículas com relações de

massas moleculares de 19 : 1 e o esquema de diferenças a montante de terceira ordem.
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Figura 7.4: Evolução do per�l de concentração. t = [0 − 3600], ∆t = 0.1, ∆x = 1.0,
νab = 2.0, ∆ωa = 1.0, θa = 0.1, θb = 0.1, ux0 = 0.1, Rede D3V 13. As linhas contínuas
correspondem à solução analítica.

As vantagens dos esquemas de diferenças �nitas apresentados aqui, em relação ao mé-

todo de Boltzmann para gases em rede, consistem em aumentar a estabilidade numérica

pelo ajuste do número de Courant e a diminuição do número de vetores de rede e distri-

buições de velocidade fi necessárias para representar o estado de um sítio. Esta última

vantagem é mais clara em duas dimensões onde o número de vetores das redes para mo-

delos de quarta e quinta ordens é quase a metade das equivalentes utilizadas no LBM.

A liberdade na escolha do passo de tempo permite simular gases com relações de massas
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Figura 7.5: Evolução do per�l de energia interna. t = [0 − 3600], ∆t = 0.1, ∆x = 1.0,
νaa = 1.0, νbb = 1.5, νab = 2.0, θa = −0.9, θb = 0.9, µa/µb = 0.95/0.05, ux0 = 0.1, Rede
D2V 19. As linhas contínuas correspondem à solução analítica.
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superiores a 20, como foi veri�cado nas simulações, ao custo de um maior número de

operações requeridas pelo esquema de discretização espacial e do temporal de três níveis.

A consistência com a hidrodinâmica nos modelos para gases simples é completa, dado

que os modelos com redes D2V 19/20/21 e D3V 52/53 representam exatamente os momen-

tos de quarta ordem requeridos na análise multiescala de Chapman-Enskog, a diferença

de outros modelos como os propostos por Watari e Tsutahara [2006], cujas distribuições

de equilíbrio são ajustadas heuristicamente e cujas redes possuem um número maior de

velocidades.



Capítulo 8

Conclusões

Neste trabalho foi desenvolvido um procedimento de discretização da equação de trans-

porte de Boltzmann que permite resolver numericamente, mediante a técnica das diferen-

ças �nitas, as equações da hidrodinâmica, em gases simples e misturas binárias de gases

ideais. O procedimento está baseado na aproximação da função distribuição de partículas

por uma expansão em polinômios tensoriais de Hermite, em torno do equilíbrio global. A

ordem de truncamento mínima na expansão polinomial, requerida para obter as equações

de Navier-Stokes-Fourier, foi determinada com base na análise de Chapman-Enskog.

A expansão em torno do equilíbrio global permite a discretização do espaço de velo-

cidades através do cálculo exato dos momentos hidrodinâmicos de baixa ordem por uma

quadratura, cujas abscissas são constantes com relação ao estado macroscópico local do

gás, e por isto podem ser usadas na solução de problemas com efeitos térmicos e em

misturas de gases com massas moleculares diferentes. O resultado desta discretização é

o conjunto de equações diferenciais chamado de equação de Boltzmann com velocidades

discretas.

Soluções do problema de quadratura, em duas e três dimensões, foram apresentadas.

Dois tipos principais de soluções foram discutidos: as soluções formadas por polígonos cu-

jos vértices pertencem a uma rede cartesiana regular, utilizadas na construção do método

de Boltzmann para gases em rede (LBM), e as soluções não-regulares, com um número

menor de elementos, para uma determinada ordem de precisão, utilizadas na construção

de um esquema de solução da equação de Boltzmann discreta pelo método das diferenças

�nitas.

Os dois métodos foram aplicados à simulação de escoamentos de gases simples e mis-

turas binárias, empregando o modelo BGK para o operador de colisão. Os modelos de

colisão implementados permitem a escolha independente das viscosidades ou das conduti-

vidades térmicas das espécies e do coe�ciente de difusão binário através de três parâmetros

de relaxação. A discretização proposta foi veri�cada satisfatoriamente pela simulação do

problema de relaxação homogênea e do decaimento dos per�s de concentração, velocidade

e temperatura, regidos pela equação de advecção-difusão. As características térmicas e
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compressíveis do modelo foram testadas pela simulação da propagação de ondas de pressão

e pela simulação do tubo de choque. Os resultados destas simulações foram comparados

com a solução analítica das equações de Euler, para gases ideais monoatômicos, com

excelente concordância.

A principal limitação do método de Boltzmann para redes, com aproximações de

alta ordem da função distribuição Maxwelliana, é a estabilidade numérica, determinada

principalmente pelo valor dos coe�cientes de transporte e da magnitude dos gradientes

das propriedades macroscópicas. Esta restrição tem origem no valor �xo do número de

Courant e se torna mais pronunciada no tratamento de misturas de gases com massas

moleculares muito diferentes.

A solução da equação de Boltzmann discreta usando esquemas de diferenças �nitas

de segunda ordem ou superiores incrementa consideravelmente os limites de estabilidade,

como foi demonstrado pela simulação do tubo de choque, com altas relações de pressão, e

de fenômenos difusivos em misturas de gases com relações de massas moleculares elevadas.

Além disso, o menor número de velocidades moleculares das soluções do problema de

integração por quadratura, sem as restrições impostas pelo método de Boltzmann para

gases em rede, reduz os custos de memória computacional.

O incremento na amplitude das faixas de estabilidade, produzido pelo desacoplamento

das discretizações espacial e temporal, permite reduzir o valor dos coe�cientes de trans-

porte. Esta característica é particularmente útil na simulação de escoamentos com elevado

número de Reynolds.

A simplicidade dos algoritmos envolvidos e a equivalência entre os modelos propostos e

as equações macroscópicas para o escoamento de gases no regime hidrodinâmico, expostas

nos casos abordados nesta tese, mostram que a equação de Boltzmann discreta é uma

ferramenta promissora para a simulação do transporte simultâneo de massa, quantidade

de movimento e energia em escoamentos transientes de gases multicomponentes, em duas

e três dimensões. A capacidade dos procedimentos de discretização apresentados não se

limita aos casos expostos e podem ser utilizados na formulação de outros tipos de modelos,

ou na adaptação dos já existentes no âmbito do método LBM.

Vários aspectos precisam ser abordados futuramente para ampliar a capacidade do

método e viabilizar a sua aplicação em problemas de engenharia. Os mais relevantes são:

� A adaptação de modelos cinéticos linearizados, com múltiplos parâmetros de relaxa-

ção, que permitam a simulação de escoamentos de �uidos com números de Prandtl,

Lewis e Schmidt ajustáveis.

� O desenvolvimento de condições de contorno independentes do processo de discre-

tização espacial e consistentes com a hidrodinâmica, particularmente nos modelos

com grande número de velocidades moleculares.

� A inclusão consistente do termo de força de corpo.
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� A análise linear de estabilidade e de convergência dos esquemas empregados, para

estabelecer seus limites e sua conexão com os parâmetros de relaxação e a relação

de massas moleculares.
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Apêndice A

Neste apêndice são apresentadas soluções ao problema de quadratura, Eq. (4.19), em duas

e três dimensões e para varias ordens de precisão. Nos casos em que há varias soluções

foram escolhidas aquelas com menor número de elementos e pesos positivos ou as que

possuem algum aspecto conveniente, o qual será justi�cado em cada caso. As quadraturas

conhecidas e utilizadas na literatura foram omitidas, tal é o caso das redes de segunda

ordem D3Q15/19/27 e de algumas das soluções compiladas por Philippi et al. [2006],

que não foram empregadas no corpo da tese. Nos casos em que o sistema de equações

resultante foi resolvido numericamente os valores são apresentados com 32 dígitos de

precisão.

Quadraturas em duas dimensões

D2V7

Não-regular - Segunda ordem. Formada por um hexágono regular e o vetor nulo.

{ci} No Wi

(0, 0) 1 1
2

Hexágono r = 2 6 1
12

D2V12

Não-regular - Terceira ordem

{ci} No Wi

(r1, 0)s 4 1
36

(r2, r2)s 4 1
45

(
5− 2

√
5
)

(r3, r3)s 4 1
45

(
5 + 2

√
5
)

r1 =
√

6, r2 =
1

2

√
3
(

3−
√

5
)
, r3 =

1

2

√
3
(

3 +
√

5
)
.
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D2V19

Não-regular - Quarta ordem. Esta solução é formada pelo vetor nulo e por três hexágonos

regulares sobrepostos, o primeiro deles rotacionado π/2 com relação aos outros.

{ci} No Wi

(0, 0) 1 31
96

Hexágono r1 = 2
√

2 6 1
128

Hexágono r2 = 2
√

2
7

(
6−
√

15
)

6 605+151
√

15
11520

Hexágono r3 = 2
√

2
7

(
6 +
√

15
)

6 605−151
√

15
11520

D2V20

Não-regular - Quarta ordem.

{ci} No Wi

(r1, 0)s 4 (−1)0.39382009868262702896028392743289

(r2, r2)s 4 (−1)0.20833333333333333333333333333333

(r3, r3)s 4 0.18892584528420164740373906347949

(r4, r5)s 8 (−3)0.42940575710115818344960522194572

r1 = 2.1753277471610748737674013649555,

r2 = 1.7320508075688772935274463415059,

r3 = 0.68125003863321328038878848807566,

r4 = 1.3665853545597369214798450552448,

r5 = 3.6873494659227232937243935011173.

D2V21

Esta variante da rede D2V20 adiciona o vetor de comprimento nulo e uma relação entre as

componentes dos vetores de maior comprimento, para obter um conjunto mais homogêneo.

{ci} No Wi

(0, 0) 1 0.20566000683378301033266850724441

(r1, 0)s 4 (−1)0.43822642670139261249956299002834

(r2, r2)s 4 (−1)0.12409539677626979379552619018852

(r3, r3)s 4 0.14050966217146588876554808468231

(r4, 3r4)s 8 (−3)0.92157688616105901088793524244909
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r1 = 2.0681360611211866542982387592838,

r2 = 1.8616199350188947262170687752153,

r3 = 0.84919384990874735429339064621937,

r4 = 1.1386549808474148993413927742791.

D2V37

Cartesiana regular - Quarta ordem.

{ci} No Wi

(0, 0) 1 0.2331506691323525022865067040668499509961

(cL, 0)s 4 0.1073060915422190024124642871831399358510

(cL, cL)s 4 (−1)0.5766785988879488203006921539333941471077

(2cL, 0)s 4 (−1)0.1420821615845075026469894234413445497342

(2cL, cL)s 8 (−2)0.5353049000513775232731501662188493535094

(2cL, 2cL)s 4 (−2)0.1011937592673575475410908506639114714701

(3cL, 0)s 4 (−3)0.24530102775771734546591664326784446388389

(3cL, cL)s 8 (−3)0.28341425299419821740052529419488023347919

cL = 1.19697977039307435897238846385327

D2V28a

Não-regular - Quinta ordem.

{ci} No Wi

(r1, 0)s 4 (−3)0.26027071995894302263952482664246

(r2, 0)s 4 (−1)0.13888888888888888888888888888889

(r3, 0)s 4 0.17103602557633735327365677146965

(r4, r5)s 8 (−2)0.11574074074074074074074074074074

(r6, r7)s 8 (−1)0.31250000000000000000000000000000

r1 = 3.9001413501215540670370404836388,

r2 = 2.4494897427831780981972840747059,

r3 = 0.88819899182110166013876361675375,
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r4 = 1.7320508075688772935274463415059,

r5 = 3.0000000000000000000000000000000,

r6 = 1.0000000000000000000000000000000,

r7 = 1.7320508075688772935274463415059.

D2V28b

Não-regular - Quinta ordem.

{ci} No Wi

(r1, 0)s 4 (−3)0.2612571678894167243833401154922689135008

(r2, 0)s 4 (−1)0.2976042660419563066883476729634239269198

(r3, 0)s 4 0.1642649323895311142229435087497815000107

(r4, r4)s 4 (−4)0.5515665541418465543418684025469391586258

(r5, r5)s 4 (−1)0.5044989384963632039507086366479581113464

(r6, 2r6)s 8 (−2)0.2604166666666666666666666666666666666667

r1 = 3.919286766346392159957087833757942559516,

r2 = 2.170414645371934621809193565408716277436,

r3 = 0.8614237240353660046044964438140918284271,

r4 = 3.034485004666826735438868035563424130007,

r5 = 1.338618973588888185546998064445784547188,

r6 = 1.414213562373095048801688724209698078570.

D2V53a

Cartesiana regular - Quinta ordem.

{ci} No Wi

(0, 0) 1 0.18565364146698907180347493836711

(cL, 0)s 4 (−1)0.97352669528269151302924766383645

(cL, cL)s 4 (−1)0.61847372249008781284575822247094

(2cL, 0)s 4 (−1)0.20747944992214939485697462734101

(2cL, cL)s 8 (−2)0.91614718643103960026276047252004

(2cL, 2cL)s 4 (−2)0.26310424652478921117066476567128

(3cL, 0)s 4 (−3)0.82852638871825116358194150623174

(3cL, cL)s 8 (−3)0.88832345365049175224278542219877
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(4cL, cL)s 8 (−4)0.23735924329952816934380784505459

(3cL, 3cL)s 4 (−4)0.31364487158941339647312653960533

(5cL, 0)s 4 (−6)0.60703805309421738777036266574888

cL = 1.062013780610965089020397898531013447236

D2V53b

Cartesiana regular - Quinta ordem.

{ci} No Wi

(0, 0) 1 0.18955634713466447806134485803699

(cL, 0)s 4 (−1)0.99132557804898790867662698168848

(cL, cL)s 4 (−1)0.61164169930989878676174788754267

(2cL, 0)s 4 (−1)0.19853784336793138563012961549256

(2cL, cL)s 8 (−2)0.88600413008550070333117374853297

(2cL, 2cL)s 4 (−2)0.23585015800464102029131393204335

(3cL, 0)s 4 (−3)0.75464903458927344850925039010995

(3cL, cL)s 8 (−3)0.78235933218962830011659737674253

(4cL, cL)s 8 (−4)0.18144218942954916795103414850186

(3cL, 3cL)s 4 (−4)0.25588405362935827478621646113851

(5cL, 0)s 4 (−6)0.57241967827239846544910788019279

cL = 1.07598402152652819203148177110914.

D2V81

Cartesiana regular - Sexta ordem.

{ci} No Wi

(0, 0) 1 0.15381368561993327480016393281047

(cL, 0)s 4 (−1)0.90384577224030353970110793990574

(cL, cL)s 4 (−1)0.60915016936039058587330050442833

(2cL, 0)s 4 (−1)0.24220944974510589141089950751189

(2cL, cL)s 8 (−1)0.13146486542344190495356324906071

(2cL, 2cL)s 4 (−2)0.39625069477690272922236887885447

(3cL, 0)s 4 (−2)0.18542634450575202709475751515719

(3cL, cL)s 8 (−2)0.16035095499280095678252396104990
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(3cL, 2cL)s 8 (−3)0.22249142091157323504661073542771

(4cL, 0)s 4 (−3)0.10005397521768470189938663937331

(4cL, cL)s 8 (−4)0.34398327658314507198424339434788

(3cL, 3cL)s 4 (−4)0.54494804327695595496419138458347

(4cL, 2cL)s 8 (−4)0.18837067344235864954995520362633

(5cL, 0)s 4 (−5)0.24044498210975877359724801422179

(5cL, 2cL)s 8 (−6)0.43501093550340618099459555348285

cL = 0.97000849873939472756690119064088.

Quadraturas em três dimensões

D3V13

Não-regular - Segunda ordem.

{ci} No Wi

(0, 0, 0) 1 2
5

(±r1,±r2, 0) 12 1
20

(0,±r1,±r2)

(±r2, 0,±r1)

r1 =

√
1

2

(
5−
√

5
)
, r2 =

√
1

2

(
5 +
√

5
)
.

D3V27

Não-regular - Terceira ordem.

{ci} No Wi

(0, 0, 0) 1
8(90±

√
15)

2205

(r1, 0, 0)s 6
2(135∓23

√
15)

15435

(r2, r2, 0)s 12 162±41
√

15
6174

(r3, r3, r3)s 8 783∓202
√

15
24696

r1 =

√
1

2

(
15±

√
15
)
, r2 =

√
6∓
√

15, r3 =

√
9± 2

√
15.
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D3V52

Não-regular - Quarta ordem. Esta solução é formada pela superposição de 2 octaedros, 2

hexaedros e um icosaedro em duas posições.

{ci} No Wi

(r1, 0, 0)s 6 (−3)0.13396328411554715819343900565630

(r2, 0, 0)s 6 0.11897414255926717878460218002074

(r3, r3, r3)s 8 (−6)0.211251050125327341012185425910911

(r4, r4, r4)s 8 (−1)0.23323030354067151203216594532434

(±r5,±r6, 0)

(0,±r5,±r6)

(±r6, 0,±r5)

12 (−2)0.41152263374485596707818930041152

(±r6,±r5, 0)

(0,±r6,±r5)

(±r5, 0,±r6)

12

r1 = 3.9686018616042420070444156354776,

r2 = 1.2602433217164873796927821906668,

r3 = 5.4701527781812974908729728265315,

r4 = 1.3127046003483395961563956868375,

r5 = 2.6642215019313457864822937892544,

r6 = 1.3791025301429491829329020297135.

D3V53

Não-regular - Quarta ordem. Esta variante da solução anterior utiliza o vetor de com-

primento nulo e uma relação entre as componentes de um octaedro e um hexaedro para

obter um conjunto de vetores mais homogêneo e compacto, com elementos de menor

comprimento.

{ci} No Wi

(0, 0, 0) 1 0.1604535473439741616518245597548714233661

(r1, 0, 0)s 6 (−4)0.2610831279157132807406170157709466736349

(r2, 0, 0)s 6 (−1)0.7174934857267238907082160091715666723467
1
2

(r1, r1, r1)s 8 (−3)0.2449589724438005243798616502219997140917

(r4, r4, r4)s 8 (−1)0.3852107593311577995762464240402307192628
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(±r5,±r6, 0)

(0,±r5,±r6)

(±r6, 0,±r5)

12 (−2)0.4115226337448559670781893004115226337449

(±r6,±r5, 0)

(0,±r6,±r5)

(±r5, 0,±r6)

12

r1 = 4.817887162654899300006953315132177111404,

r2 = 1.452391666954027804949791054821548185498,

r4 = 1.122678018690520302079501161609284563438,

r5 = 2.664221501931345786482293789254365412035,

r6 = 1.379102530142949182932902029713485900373.




