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Resumo

O objetivo deste trabalho é propoér um procedimento numérico para a solugao de pro-
blemas estocdsticos de condugao de calor em regime permanente. Considera-se a condu-
tividade térmica como sendo um processo estocastico de segunda ordem nao Gaussiano
cuja funcdo de covaridncia é conhecida. A série de Neumann é aplicada para obter a
solucao de um sistema linear de equagoes, cuja matriz de coeficientes apresenta entradas
randomicas. O método de simulagao de Monte Carlo e a série de Neumann sao utilizados
para determinar as estimativas de primeira e segunda ordem de problema com entradas
randomica. Para a representacao da incerteza sao utilizadas as séries de Karhunen-Loéve
ou de polindmios de Caos. A eficiéncia do método proposto é avaliada com relacao ao
método de simulagao de Monte Carlo através da comparacao entre as estatisticas da
solucao do campo de temperaturas geradas por ambos os métodos. A distribuicao de
temperatura é obtida através do Método de projegoes de Galekin juntamente com as
extensoes dos polinomios de Wiener-Askey. A fim de validar o procedimento proposto
resolve-se um problema linear 1D de condugao do calor, onde pode-se observar que os
resultados obtidos através da simulacao Galerkin-Caos apresentam uma melhor aproxi-

magao.

Palavras-chave: Processo estocdstico, expansao de Karhunen-Loéve, polinomios de

Wiener-Askey.



Abstract

The objective of this work is to propose a numerical proceedure for the solution of
linear steady state heat conduction problems. One considers the thermal conductivity to
be a non Gaussian second order stochastic processes with a known covariance function.
The series of Neumann is applied to get the solution of a linear system of equations,
whose matrix of coefficients has random values. The method of simulation of Monte
Carlo and the series of Neumann are used to determine the estimates the first and second
order of problem with random inputs. For the representation of the uncertainty the series
of Karhunen-Loéve or polynomials of Chaos are used. The efficiency of the considered
method is evaluated with regard to the method of simulation of Monte Carlo through the
comparison of the solution statistics for field of temperatures generated by both methods.
The temperature distribution is obtained through the Method of projections Galekin
together with the extensions of the polynomials of Wiener-Askey. In order to validate the
procedure considered a linear problem is in 1D of heat conduction is presented, which can
be observed that the results obtained through simulation Galerkin-Chaos have a better

approximation.

Key-Words: Stochastic Processes, Expansion of Karhunen-Loéve, polynomials of

Wiener-Askey.



Apresentacao do trabalho

Buscando facilitar o entendimento deste trabalho, o texto desta dissertacao estd orga-
nizado em 5 capitulos principais e alguns apéndices. A seguir é apresentado um pequeno
resumo de cada um dos capitulos desta dissertacao.

No Capitulo 1 sao apresentadas a introducao e a motivacao que impulsionou o de-
senvolvimento do trabalho, uma breve revisao bibliografica e os objetivos definidos para
o trabalho aqui desenvolvido.

No Capitulo 2, as definicoes mais significantes ao desenvolvimento dos capitulos
posteriores sao apresentadas. Inicialmente, sao apresentadas as principais defini¢oes
matemadticas da forma mais geral possivel, dando ao leitor uma ampla base sobre os
espagos e propriedades necessdrias para definir-se espaco mensurdvel, espaco de proba-
bilidade, varidveis randomicas, campos randomicos, processos estocdsticos!, entre outros;
sem perder o formalismo matemético. Neste capitulo sao apresentadas as expansoes mais
usuais para processos randomicos: a série Karhunen-Loeve (KL) e o Polindémio de Caos.

No Capitulo 3, sao apresentados os métodos de simulacao de Monte Carlo e a série de
Neumann, que consiste na aproximacao da inversa de um operador através de uma série
convergente e alguns dos resultados ja publicados sobre as aplicacoes destes métodos.
Neste capitulo sao determinadas coroldrios que fornecem um filtro para os momentos de
primeira e segunda ordem.

No Capitulo 4, através da discretizagao do problema térmico sao determinadas as
expressoes da condutividade térmica e do campo de temperaturas pelos métodos KL e

Polindmio de Caos, a fim de que se possa obter a solucao do problema de valor de contorno

1'Um processo estocéstico é aquele regido pela imprevisibilidade. E aleatério (randémico). Um processo
assim produz resultados diferentes e imprevisiveis a cada vez em que é executado. O contrario disso seria
um processo deterministico.
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estocdstico proposto

Finalmente, as conclusoes sao apresentadas no Capitulo 5, com intuito de resumir
os principais resultados apresentados e definir as perspectivas de continuacao desta linha
de pesquisa, no dominio do Laboratério de Mecéanica Aplicada e Computacional, GMAC-
UFSC.

Os apéndices estao reservados para outros detalhes referentes a determinagao de alguns

resultados matemadticos que requerem maiores detalhes.



Capitulo 1

Introducao

A modelagem matematica de sistemas dindmicos preocupa-se basicamente com a
traducao dos fendmenos observados na natureza para uma linguagem clara e universal,
para um melhor entendimento dos padroes governantes contidos nestes fenomenos. Muitas
vezes, o modelo obtido, geralmente representado por sistemas de equacoes diferenciais
ordindrias ou parciais, mesmo com um excelente grau de precisao, quando comparado
com dados experimentais, pode ser muito complexo. Além disso, no caso de equacoes
diferenciais parciais, que possuem solucao analitica para poucos problemas, os métodos
aproximados comumente empregados, tais como o método dos elementos finitos, resultam
em sistemas com um niimero elevado de graus de liberdade. Nestes casos, faz-se necessério
o emprego de alguma estratégia para a redugao da ordem destes modelos. Desta forma,
o modelo reduzido deve reproduzir, adequadadamente, o comportamento espacial e tem-
poral do sistema dindmico original, o que nao ¢é diferente nos problemas em que a solugao
¢ nao deterministica.

Ao longo dos tltimos anos e, em decorréncia dos trabalhos de ITO (1984) e KUNITA
(1984) a teoria do cdlculo estocéstico consolidou-se, sendo atualmente um dos ramos de
pesquisa em ativo desenvolvimento. Este trabalho surgiu do interesse em estudar essa
teoria com vistas as suas diferentes aplicacoes. Muitas destas aplicacoes estao presentes
em dreas da engenharia como sistemas térmicos, mecanica dos sélidos e fluidos. Tal mo-

delagem é aplicada devido & presenca de fatores ambientais, cargas externas, propriedades
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dos materiais ou na geometria do dominio fisico do problema. Por exemplo, os problemas
térmicos possuem uma vasta bibliografia no que diz respeito a solugoes analiticas, no
entanto, mais recentemente, estes problemas estao sendo abordados do ponto de vista
estocdstico, considerando, como randdmicas as propriedades termo-fisicas.

A teoria e os métodos de quantificacao da incerteza avancaram significativamente du-
rante os tltimos 30 anos. Este avanco decorre, em grande parte, do aumento da eficiéncia
e capacidade computacional atual. Observou-se uma grande evolucao na drea tedrica e
aplicada a andlise de sistemas estocédsticos. Na classe dos métodos baseados em simulagao
de Monte Carlo houve o desenvolvimento de novos métodos, entre eles pode-se destacar
os métodos de amostragem estratificada, Latin Hipercube, amostragem por importancia
e outros. Neste trabalho os métodos baseados em simulagao de Monte Carlo serao referi-
dos como métodos com amostragem. Na classe dos métodos aproximados, métodos sem
amostragem, destaca-se o método dos elementos finitos estocdsticos espectrais. Esta nova
abordagem permitiu, de certa forma, trazer o problema de sistemas estocédsticos para a
forma convencional na qual sao tratados os problemas com sistemas deterministicos.

Até o inicio dos anos setenta havia poucos registros sobre problemas mecanicos com
uma representacao estocdstica. Apds isso observa-se um grande crescimento da abordagem
estocdstica, nao apenas na engenharia, como em dreas onde este tema estava consolidado.
A economia e o mercado de investidores foram os campos em que ocorreram expressivos
desenvolvimentos nos métodos estocdsticos. Atualmente, grande parte dos grupos de
investidores possuem analistas em suas equipes de trabalho que fazem "previsoes" de
investimentos com opgoes reais, ou seja, pode-se ver uma previsao como um valor esperado
adicionado a uma variacao dada por um processo estocdstico.

O problema mais comum de sistemas estocdsticos em engenharia mecanica envolve
uma equacao diferencial linear com coeficientes randomicos. Estes coeficientes represen-
tam as propriedades do sistema em investigacao podendo ser modelados como varidveis
randdmicas ou, com um nivel crescente de complexidade, como processos estocasticos. O
estado atual do conhecimento a respeito das equagoes diferenciais estocdsticas impossi-

bilita solucoes exatas exceto em alguns exemplos simples.
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1.1 Objetivos e Contribuicoes

Este trabalho propoe o desenvolvimento de um procedimento numérico para obter
uma solugao aproximada para o problema de conducgao estocdstica de calor em regime
permanente. Para obter as solugoes aproximadas é utilizado o método de Galerkin e um
esquema de discretizacao com funcgoes de base com suporte em todo o dominio fisico do
problema. A incerteza estd na propriedade de condutividade térmica sendo modelada
através de varidvel randomica ou processo estocdstico. Para a representacao da incerteza
sao utilizadas as séries de Karhunen-Loéve ou de polinomios de Caos. A partir da solucao
numérica sao obtidos os momentos estatisticos de primeira e segunda ordem do processo
estocastico do campo de temperatura. A eficiéncia do método proposto é avaliada com re-
lacao ao método de simulacao de Monte Carlo através da comparacao entre as estatisticas
da solucao do campo de temperaturas geradas por ambos os métodos. Sao apresentados
alguns desenvolvimentos tedricos realizados na série de Neumann. Além disso, o trabalho
apresenta um conjunto de citagoes bibliogréficas, resultados tedricos e algoritmos que
servirao como uma referéncia importante a ser consultada para trabalhos futuros na linha

de anélise estocdstica aplicada a problemas de engenharia.

1.2 Revisao Bibliografica

O objetivo desta secao é apresentar e comentar brevemente as principais referéncias
bibliograficas do método de Galerkin-Caos. As citagoes feitas a seguir permitem tracar
a linha dos conhecimentos e aplicagoes utilizados neste trabalho. As referéncias biblio-
graficas citadas na metodologia utilizada podem ser divididas, mais didaticamente de
acordo com os capitulos desta dissertacao. Por este motivo, é apresentada, nesta etapa,
uma revisao bibliogréfica mais abrangente, deixando para a introducao do Capitulo 3 uma
revisao mais especifica em relacao aos conceitos e aos métodos utilizados.

GHANEM & SPANOS (1989) apresentam uma aproximagao nao estatistica, chamada

de polinémio de Caos, baseada na teoria homogénea de Caos-Wiener. Sao obtidas solugoes
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aproximadas para os problemas de flexao de viga Euler-Bernoulli e estado plano de tensoes,
ambos com incerteza sobre o médulo de Young. Os métodos de Galerkin-Caos e elementos
finitos sdo aplicados para a construgao do espaco de aproximacao. A série Karhunen-
Loeve (KL) é empregada para representar a incerteza nas propriedades do sistema. Os
polinémios de caos sao utilizados para aproximar a parte randémica da solucao. KEste
trabalho foi extremamente relevante por apresentar uma nova metodologia na andlise de
engenharia aplicada a sistemas estocdsticos. As idéias primordiais, que sao utilizadas até
os dias de hoje, foram apresentadas neste trabalho. O livro de GHANEM & SPANOS
(1991) ajudou a difundir o método de Galerkin-Caos na comunidade de pesquisadores da
drea de modelagem computacional de sistemas estocdsticos em engenharia. Neste trabalho
detalha-se a utilizacao da série KL na representacao da incerteza e apresentam-se relagoes
de recorréncia para a obtencao dos polindmios de caos. Até este momento o método
dos elementos finitos com perturbacao era o principal método para andlise de sistemas
estocasticos.

O trabalho de XIU & KARNIADAKIS (2002) apresenta o esquema de Askey-Wiener,
que é constituido de classes de polinoémios de Caos definidas em termos do tipo de va-
ridvel randdémica a ser aproximada. Neste trabalho sao apresentadas solucoes aproximadas
para o campo de velocidades para o escoamento de fluidos incompressiveis. Em XIU &
KARNIADAKIS (2002-a), o polinomio de Caos foi aplicado para modelar a incerteza
nas aplicagdes da dindmica dos fluidos. Em XIU & KARNIADAKIS (2002-b) é feita
uma ampla revisao da teoria dos polinémios de Caos-Wiener e sao apresentadas solugoes
numeéricas. A principal contribuicao dos trabalhos de Xiu e Karniadakis, além das apli-
cacoes em problemas de engenharia, foi a apresentacao de uma estrutura formada por
classes de polindmios chamada esquema Askey-Wiener. Este esquema apresenta sistemas
ortogonais completos em L?(Q, F, P), baseados em polinomios. Tal fato ampliou, em
termos préaticos, as possibilidades de aproximacoes de varidveis randomicas com suporte
limitado em R.

No trabalho de AVILA & ROSA (2005) o método de Galerkin-Caos é aplicado ao
problema de flexao de placas de Kirchhoff em apoios simples e fundacao de Winkler. Neste

trabalho é utilizado a série KL e os polinomios de Caos para obter solugoes aproximadas
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para o campo randdmico de deslocamento transversal da placa. Neste trabalho salienta-se
a importancia da escolha adequada para o campo randdémico que modela a incerteza nas
propriedades eldsticas do material da placa. Em conformidade com os resultados tedricos
apresentados em TEMPONE et al (2000) sobre as condigoes necessérias para existéncia de
solugbes para problemas elipticos estocdsticos. Em AVILA (2005) o problema de flexao de
vigas Euler-Bernoulli é estudado utilizando-se o esquema Askey-Wiener. Neste trabalho a
incerteza sobre o médulo de Young é modelada por varidveis randémicas do tipo uniforme
e beta.

Em HOVER & TRIANTAFYLLOU (2006) o método do polinomio de Caos foi uti-
lizado para avaliar a resposta transiente e estabilidade a longo prazo em problemas de
controle. Usando uma expansao particular, no caso, Hermite/Gaussiana, nao obtiveram
resposta para o comportamento a longo prazo para o ganho ou os ganhos escolhidos,
porque o projeto para minimizar um custo a curto prazo com uma série truncada nao
prova a estabilidade.

Em MATTHIES & KEESE (2004) sistemas estaciondrios modelados por equagoes
diferenciais elipticas lineares parciais como também nao-lineares, com coeficientes estocés-
ticos (campos randomicos) sao estudados. Em relagao a parte estocdstica investigaram,
no que se relaciona a estabilidade, as mais diferentes e crescentes aproximacgoes computa-
cionais sofisticadas envolvendo os polinomios de Wiener-Caos e a expansao de Karhunen—
Loeéve que sao tratadas junto com procedimentos de Galerkin estocéstico. As semelhancas
e diferengas com o método de Monte Carlo sao exibidas, como também alternativas para
integragao em espacgos dimensionais altos. Em XU (2007) o método dos elementos finitos
estocdsticos multi-escalar foi desenvolvido para resolver os problemas elipticos estocdsti-
cos de acoplamento-escalar. Empregaram expansoes dos polinémios de caos e polindmios
de Lagrange, o método de Galerkin e o método da colocacao estocdstica foram intro-
duzidos e combinados com métodos deterministicos multi-escalar , isto é, o método multi-
escalar variacional e método dos elementos finitos multi-escalar. SACHDEVA et al (2005)
propoem a técnica da decomposicao dos polinomios de Caos para representar os vetores
estocéasticos da base em termos dos polinomios multidimensionais de Hermite. A projecao

de Galerkin foi empregada para obter os coeficientes indeterminados na aproximacgao de
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base reduzida. Um estudo numérico em um problema estrutural linear onde o médulo
de Young é representado através de modelos Gaussinos como também lognormal para
ilustrar o desempenho do esquema reduzido hibrido estocdstico da projecao da base foi
analisado.

Em GHOSH et al (2005) foi utlizada a técnica da projegao de Galerkin para a derivagao
de um conjunto finito de equacoes diferenciais ordindrias cuja ordem depende do niimero
das funcoes de forma escolhidas. Os resultados foram obtidos diretamente da simulagao
numérica do sistema prolongado e também transformando a EDP em um sistema de EDO
pela técnica de projecao de Galerkin.

Na engenharia mecanica, a expansao em Karhunen-Loéve (KL) foi inicialmente em-
pregada por LUMLEY, em 1971 e, posteriormente por SIROVICH, em 1987, no estudo
de escoamentos turbulentos, onde se buscava a existéncia de estruturas coerentes em meio
a uma dindmica problemética. Turbuléncia é um fenémeno extremamente complexo,
normalmente abordado sob o ponto de vista estocdstico e cujo estudo por métodos tradi-
cionais, até agora, nao foi possivel. Desde entao, a expansao vem sendo exaustivamente
usada em problemas na drea de Termociéncias. Sua aplicacao a problemas de dinamica
estrutural é recente, CINLAR (1975). Outras linhas de pesquisa utilizam a KL como
ferramenta. Uma delas diz respeito a detecgao de falhas em um sistema qualquer, através
do monitoramento de um determinado sinal caracteristico. Como exemplo, podemos citar
os artigos de TUMER(2000), nos quais estuda-se como a decomposicao pode fornecer in-
formacoes a respeito de problemas em processos de fabricagao, em especial em operagoes
de torneamento mecanico.

Em WILLIAMS (2006) a expansao em Karhunen-Loéve associada ao polinomio de
Caos é empregada para resolver uma equagao diferencial estocdstica de primeira ordem
simples que ¢é tipica em problemas de transporte. Provaram que a convergéncia é muito
rapida em alguns casos, mas que a complexidade aumenta quando associada a muitas
varidveis aleatérias podendo levar a tempos computacionais muito longos. A conclusao
geral é que o método é promissor, mas requeria um estudo mais detalhado da sua aplicacao
a um problema prético na teoria de transportes.

Em SAMPAIO & WOLTER (2001) foi dada especial atengao a relagdo entre modos
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empiricos (autofungoes) e os modos de vibragao de estruturas lineares e discutidos al-
guns aspectos relativos a andlise modal feita através da Expansao de Karhunen-Loéve.
Observou-se que uma questao importante foi o tempo de amostragem a ser usado o que
pode causar problemas em um caso experimental, visto que o primeiro modo de vibragao
da estrutura nao é conhecido a priori. Além disso, ndo é possivel diferenciar modos
de mesma frequéncia. Entretanto, uma importante vantagem da expansao de Karhunen-
Loeve foi o fato de fornecer claramente a contribuicao energética de cada modo, o que pode
se tornar uma importante informacao na escolha das bases a serem usadas numa redugao
modal para, por exemplo, o projeto de um controlador para determinada estrutura.

A expansao de Karhunen-Loéve surgiu na literatura de andlise e processamento de
sinais, onde também é conhecida como andlise de componentes principais. E uma ferra-
menta usada na compressao de sinais e logo sua aplicagao foi estendida para o processa-
mento de imagens.

As primeiras aplicagoes da Karhunen-Loéve, no &mbito da engenharia mecéanica, sur-
giram no estudo de escoamentos turbulentos, onde ela também se tornou conhecida como
decomposicao ortogonal préopria. Entretanto, anos de observagao serviram para detectar
a existéncia de estruturas coerentes nestes escoamentos, de forma que a Karhunen-Loéve
tornou-se uma poderosa ferramenta nas pesquisas sobre turbuléncia, através da determi-
nagao e posterior andlise da interagao destas estruturas, WOLTER (2001).

Em PARK (1998) o procedimento de Karhunen-Lo¢ve-Galerkin converte um sistema
dado em um modelo com grau de liberdade menor, e o niimero das equacoes a ser resolvidas
na andlise inversa é minimizado conseqiientemente, tendo por resultado uma redugao
dréstica do tempo de computacao.

Viérios métodos numéricos para resolver equacoes diferenciais parciais estocdsticas
(EDPES) tém sido propostos na literatura. Os trabalhos de GHANEM (1999) e GHANEM
& SPANOS (1991) defendem uma aproximagao por elementos finitos espectral, enquanto
que KLEIBER & HIEN (1992) utilizam uma aproximagao por perturbacao. ELISHAKOFF
& REN (1999) checaram o método dos elementos finitos para estruturas com grande
variagao estocdstica e pontos limites para algumas aproximacoes. As equagoes analiti-

cas de sistemas estocdsticos existem para poucos casos sendo que na maioria das vezes
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obtém-se apenas uma solucao aproximada, pela aplicagao de algum método numérico. A
equacao diferencial com coeficientes randémicos é o caso mais complexo para o tratamento
analitico.

De modo geral, o cédlculo estocdstico estd em constante avanco, seja nas diferentes dreas
em que seu uso estd sendo cada vez mais difundido, sejam no dominio e aprofundamento
das técnicas utilizadas para se obter respostas sobre sistemas que apresentam algum tipo

de incerteza.



Capitulo 2

Conceltos em Processos Estocasticos

Neste capitulo serao apresentadas algumas defini¢coes da teoria de probabilidade e
processos estocdsticos necessdrios ao desenvolvimento dos capitulos posteriores. Para
definir a notacao a ser utilizada no texto serao apresentados os principios mateméticos

mais importantes da teoria de probabilidade e processos estocdsticos.

2.1 o—Algebra e Espago Mensuravel

Uma familia de subconjuntos de €2 é chamada de o—4dlgebra F se possuir as seguintes

propriedades:

1. QeF;
2. Se Fe F,entao FC ={w|w ¢ F} € F;
3. Se F, € F,i=1,2,... entao (UXF;) € F.

A propriedade 3 pode ser extendida para intersecgoes enumerdveis, com efeito, das leis

de Morgan e das propriedades 2 e 3 tem-se que

2= (U FY) e F. (2.1)

O par ordenado (2, F) é chamado de espago mensuravel.



CAPITULO 2. CONCEITOS EM PROCESSOS ESTOCASTICOS 10

2.2 Espacos de probabilidade

Um espago de probabilidade (2, 7, P) é uma tripla onde ) é um conjunto arbitrario
nao vazio, F é uma o—algebra de subconjuntos de €2, e P é uma medida de probabilidade
definida em um o-dlgebra; isto é, P(F’) fixa um nimero real para todo elemento F' de F

de modo a satisfazer as seguintes condicoes:

e Nao negatividade:

P(F)>0YFeF (2.2)

e Normalizagao:

P(Q) =1 (2.3)

e Aditividade enumersvel

Sel;, ¢ F
P(U2F) = > P(F).

=1

,i=1,2,... sdo disjuntos, entao (2.4)
i)

Se o conjunto de fungoes P satisfaz apenas Eq.(2.2) e Eq.(2.4) e ndo necessariamente
Eq.(2.3) é entao chamado de medida, e a tripla (2, F, P) é chamada de espago de medida.
Desde que a medida de probabilidade é definida em uma o—&dlgebra, tais unices contéveis
dos subconjuntos de €2 na o-dlgebra sao eventos na o-dlgebra. Um conjunto de fungoes
que satisfaz somente Eq.(2.4) para seqiiéncias finitas de eventos separados ¢ dita ser
aditiva ou aditiva finita. Um exercicio direto fornece uma caracterizacao alternativa de
uma medida da probabilidade que envolve somente a aditiva finita, mas requer a adigao
de uma exigéncia da continuidade: uma funcao P do conjunto definido em eventos na
o-dlgebra de um espago mensurdvel (€2, F) é uma medida de probabilidade se Eq.(2.2) e

Eq.(2.3) forem asseguradas, e se as seguintes condigdes forem satisfeitas:
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e Soma Finita:

Se F; € F,i=1,2,..n, sao disjuntos, entao (2.5)
P(ULF) = > P(F). (2.6)
i=1

e Continuidade em @:

Se G,, | @ (conjunto vazio ou nulo), isto ¢, se G,,+1 C G,, , para todo n, e N°,G,, =

., entao

lim P (G,) =0 (2.7)

n——ao0

A equivaléncia da continuidade e da aditividade enumerédvel é vista facilmente fazendo

a correspondéncia F,, = G,, — GG,,_1 e observando que a aditividade enumerdvel para F,
tenderd se e somente se a relacao da continuidade tende para o G,,.
Também se pode ver que a condi¢do Eq.(2.7) é equivalente para duas outras formas

de continuidade:

e Continuidade inferior:

Se F,, 1 F entdo lim P (F,) =P (F) (2.8)

n—-—~oo

e Continuidade superior:

Se F,, | F entdao lim P (F,) =P (F) (2.9)

n—-—:o0

Assim uma medida de probabilidade é uma funcao aditiva, nao negativa, normalizada
em uma o-algebra ou espaco de evento com a propriedade adicional que se uma seqiiéncia
dos conjuntos convergir a um conjunto limitado entao as probabilidades correspondentes
devem também convergir.

Para demonstrar que uma fungao P do conjunto é certamente uma medida de pro-

babilidade, deve-se mostrar que satisfaz as propriedades precedentes Eq.(2.2), Eq.(2.3), e
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também Eq.(2.4) ou Eq.(2.5) e uma dessas Eq.(2.7) ou Eq.(2.8).
Observe que se a funcao satisfaz Eq.(2.2), Eq.(2.3), e Eq.(2.5), entao para algumas

seqiiéncias de eventos disjuntos {F;} e todo n

P (U2, F) = P(ULF) + P (U2, Fi) > P(ULF) =) P(F),

=1

determinando o limite com n — oo tem-se

P (U2, F) =Y P(F). (2.10)

Assim para provar que P é uma medida de probabilidade deve-se mostrar que a de-

sigualdade precedente é de fato uma igualdade.

2.3 Variavel Randémica, Expectancia e Independén-
cia

Definigao ( Varidvel Randomica): Seja (€2, F, P) um espago completo de probabilidade
. Uma varidvel randémica « é uma funcao F-mensuravel « : 0 — R". Cada varidvel

randomica induz uma medida da probabilidade P, em R"”, definida por

P,(U) = P(aY(U)). (2.11)

P, é chamada de distribuicao de a.
O nome varidvel randémica é comumente associado com o caso em que €2 é R" e B o

campo de Borel induzido por R".
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Neste caso especifico, uma varidvel randémica ou fun¢ao mensuravel definida em (2, F)
e que assume valores em (R",B) é um mapeamento ou funcao o : @ — R" ie. a: 0 €

1 — R", com a propriedade que

SeU € B,entio a '(U)={0€Qla(d) cU} e F

Uma varidvel randdémica é apenas uma fungao ou mapeamento com a propriedade que
a inversa da imagem de um evento de entrada determinado por varidvel randémica re-
presentam eventos no espago mensuravel original, ver Fig. (2.1). Esta propriedade simples
assegura que a saida da varidvel randoémica herda sua prépria medida de probabilidade.

Por exemplo, como a medida de probabilidade definida por Eq.(2.11)

P.(U) = P(a" (U))=P({0€Qla(0) cU}); UcB. (2.12)

o

U

Figura 2.1: Representacao de uma varidvel randomica.
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Definigao (Ezpectincia' de uma Varidvel Randoémica): Se / |¢ (w)] dP (w) < oo entao

() = / ( (@) dP (w) = / CdP; () (2.13)

é chamado de expectancia de ¢ (com relagdo a P). Seja f : R" — R Borel mensuravel e

/|f )| dP (w) < oo entdo tem-se

(f(0) = / £ (€ (@) dP (w) = / F(Q)dP. Q). (2.14)

Q

a Eq. (2.14) representa o importante resultado apresentado no teorema de Doob-
Dinkin, OSKENDALL (2000).
Definigao (Conjuntos Independentes): Dois subconjuntos A e B € F sdo chamandos

independentes se

P(AN B) = P(A).P(B)

Definigao (Varidveis Randomicas Independentes): Uma colegao de varidveis randomi-

cas {(;,7 € I} ¢ independente se a colecao de o—algebras geradas H,, ¢ independente.

Sejam «, 5 : €2 — R™ duas varidveis randdmicas independentes, entao

(af) = (a) (B), (2.15)

com (Ja]) < oo e (|f]) < oo.

ITambém chamada esperanca ou valor esperado.
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2.4 Processo Estocastico

Um processo estocdstico possui uma estrutura matemadtica mais complexa que uma
varidvel randomica. Em geral, nos problemas de engenharia nao se conhece todas as

estatisticas de um processo estocdstico.

Definigao (Processo Estocdstico): Um processo estocdstico u(x,w) é uma colecao de
varidveis randomicas parametrizadas {u(z, 0)},ep, definidas em um espago de probabili-

dade (2, F, P) e assumindo valores em k (R™ ou C").

Quando o processo estocdstico assumir valores reais serd chamado de processo es-
tocdstico real. Em um processo estocdstico real para cada x € D, fixo, tem-se a funcao

u:x X Q — R definida como

w—u(r), (2.16)

sendo chamada de varidvel randémica u (z). Fixando-se w € €2 define-se a funcao

u: D xw— R como

r—u(w), (2.17)

sendo chamada de trajeto u (w). Pode ser ttil pensar em z como a "posigao ge-
ométrica"e cada w como uma "particula individual "ou "experiéncia". Assim wu (x)
representaria, por exemplo, o deslocamento (ou resultado) em x € D da particula (ex-
periéncia) w. Pode-se considerar o processo estocdstico u(z,w) como uma fungao de duas

varidveis definida em D x

(r,w) — u(x,w). (2.18)
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Este é frequentemente um ponto de vista natural na andlise estocdstica, pois é crucial
ter u(x,w) conjuntamente mensurével em (x,w). E importante mencionar que se o espago
de parametros de u(z,w), estiver associado a coordenadas espaciais o processo estocdstico

u(x,w) serda chamado de campo randémico, ver PANCHEV (1971).

2.5 Modelo Matematico

E instrutivo introduzir neste momento os conceitos matemdticos que serao usados na

sequéncia. Neste trabalho, H' (D) = { h: D—R /h2 (r)dr< oo 7, sendo D C R™, com

D
|D| < oo. Dado (92, F, P) denota um espago da probabilidade que consiste em um espago

de amostra €2, um o-dlgebra F dos subconjuntos de €2, e a probabilidade mensuravel P
definida em um o-dlgebra. Dado x € D e w sendo um elemento de ). Entao, o espaco
das funcoes que mapeiam {2 em R é denotado por ©. Cada mapeamento 2 — R define
uma varidvel randomica. Os produtos internos em L? (D) e em Q sdo definidos usando
a medida de Lebesgue e a medida da probabilidade respectivamente. Isto é, para dois
elementos h; (z) e h; () em L? (D), o produto interno entre (-,-) : D x D — R ¢ definido

Ccomo

(hiy hj) = / hi (z) by (2) da. (2.19)

D

O dominio D representa o espaco fisico em que o problema é definido. Similarmente, dado

dois elementos a (w), 8 (w) € L*(Q, F, P) com produto interno (-,-) : 2 x Q — R definido

CcOo1mo

(a, ) = / o () B (W) dP (w). (2.20)

Q

sendo dP (w) a medida da probabilidade. Considere o caso particular em que ¢ :  — R?

com w — (a(w), B (w)) e seja g : R? — R, uma fungao Borel mensurével, definida como

9 (W) =a(w)pw). (2.21)
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Entao tem-se

@) = [s¢@)arw = [a@) s iPE) = [s@ar ).

Q Q R2

Além disso, se f¢ (¢) é a densidade da distribui¢@o conjunta da probabilidade, entao

dP¢ (¢) = f¢ () dC, (2.22)

resultando

(9(0) = / 9(C) fe (€)dc. (2.23)

R2
Sob circunstancias completamente gerais, a integral Eq.(2.20) é equivalente a média do

integrando em relagdo ao dP (w) da medida da probabilidade.

2.6 Representacao de um Processo Estocastico

Neste trabalho serao utilizadas duas séries de fungoes para representar um processo

estocastico, sao elas
(1) Série de Karhunen-Loeve (KL)?;
(2) Série em polinémios de Caos.

Nas préximas secoes sao apresentados os detalhes matematicos das séries de Karhunen-

Loéve e polindmios de Caos.

2A expansdo de Karhunen-Loéve surgiu na literatura de andlise e processamento de sinais, onde
também ¢é conhecida como anédlise de componentes principais (principal components analysis ou PCA)
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2.6.1 Série de Karhunen-Loéve

As primeiras aplicagoes da KL, no A&mbito da engenharia mecénica, surgiram no estudo
de escoamentos turbulentos, onde ela se tornou conhecida como decomposi¢ao ortogonal
prépria. A turbuléncia é conhecida como um fenémeno complexo, normalmente abordado
sob o ponto de vista estocdstico. Entretanto, varios anos de observacao serviram para
detectar a existéncia de estruturas coerentes nestes escoamentos, de forma que a KL
tornou-se uma ferramenta poderosa nas pesquisas sobre turbuléncia, SAMPAIO (2001).

Dado D como sendo um subconjunto compacto em R" e {x (z,w)},., um processo
estocastico real definido no espago de probabilidade (€2, F, P). Este campo randémico é

um conjunto de valores reais k (z,w), V (x,w) € D x Q.

e Hipdtese I

Considera-se que {u (z,w)},.p € um processo estocdstico de segunda ordem, i.e.,

(||% (2)|*) < o0, VaeD. (2.24)

e Hipdtese 11

Considerando que {x (z,w)}, ., seja continuo em média quadrética, i.e.,

{((k(z+h)—k (a:))2> — 0 quando h — 0. (2.25)

Sob hipéteses I e II, a funcdo auto-covaridncia C (x1,x2) do processo estocdstico
{r (z,w)},cp define um operador auto adjunto e continuo @ : L? (D) — L? (D) , dado

por
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(Qf) (.752) = /C (56'1, I’Z) f (371) dﬂi’l, Vf - L2 (D) . (226)
D
Este operador tem um ntimero contdvel de autovalores A\ > Ay > A3 > ... A > .., €

autofungoes associadas, as quais sao solucao da equacgao integral

(Qfn) (x2) = A [ (22) - (2.27)

As autofungoes { f,} constituem uma base ortonormal de um subespaco denso em L? (D),
ie.,

(fas fm) = Opm- (2.28)
O processo estocdstico k (:U, w) pode ser representado através de uma série em termos das

auntofuncoes, f,, como

ra,w) = (K@) = D Vb, (@) fa (2) (2.29)

sendo (k(x)) a expectancia do processo estocdstico e £, (w), & (w), &5 (w),....&, (W),....,

varidveis randomicas nao corelacionadas. Por definicao, a funcao covariancia é limitada,
simétrica e positiva definida, entao do teorema de Mercer a fungao covariancia admite a

seguinte representagao,

C(l’l,mg) = Z/\nfn (xl) fn (1'2), (230>
n=1
sendo A\, e f, (x) os autovalores e autofun¢ées normalizadas do niicleo da covariancia, res-

pectivamente. A Eq. (2.30) representa a decomposigao espectral da fungdo covariancia.
Devido ao niicleo da covaridncia ser simétrico e positivo definido, suas autofuncoes sao

ortogonais e formam um conjunto completo. Normalizando temos que,
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/ £ (2) for (2) d = Gy, (2.31)

sendo d,,, o delta de Kronecker. Da Eq. (2.29) o processo estocdstico, k (x,w) pode ser

escrito como
k(z,w) = k() + a(zr,w), (2.32)

sendo k(x) a funcdo expectancia do processo estocéstico, i.e.,

R(z) = (k (2)), (2.33)

e a(xr,w) um processo estocdstico com expecténcia zero e covariancia C'(x1,x2). O

processo a(x,w) pode ser representado em termos das autofungoes f,, (x) como

o, w) = > VA (@) fa (@) (2.34)

As propriedades de segunda ordem das varidveis aleatérias £, (w) podem ser determi-
nadas multiplicando ambos os lados da Eq.(2.34) por a(z2,w) e calculando a expectancia

em ambos os lados, i.e.,

C(z1,22) = (a(z1),a(x2)) (2.35)

— ZZ\//\n)\m <€n7£m> In (xl)fm (x2>

n=1 m=1

Entao, multiplicando ambos os lados da Eq.(2.35) por fi (x2), integrando sobre o

dominio D, e fazendo uso da ortonormalidade das autofuncoes, obtém-se
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/C(xl,M)fk(ﬂ?z)dmz = Aofr (71) (2.36)

D
o]

- Z V Ak (€ §) S (1) -

Multiplicando uma vez mais por f; (z1) e integrando em D, tem-se

D
Por outro lado,
/\k/fk (1) fi (1) dzr = v/ NiAe (65 ) (2.38)
D
o que implica
Mebie = vV Mg (€, &) - (2.39)

Assim, para \; e A\, nao nulos e distintos, tem-se

(€0 €k) = Ok, (2.40)

o que mostra que &; (w) e &, (w) sao nao correlacionados. Desta forma o processo estocés-

tico k(z,w) pode ser escrito como

r(2,w) = K@) + Y VA, (@) fa (@) (2.41)

com,

(€0 Ek) = Onk, (2.42)



CAPITULO 2. CONCEITOS EM PROCESSOS ESTOCASTICOS 22

e {\n, fn (2)} 0 autovalor e a autofungao da n-ésima solugao da equagao integral

/C (1, 22) fr (1) dxy = Ny fr (22) . (2.43)

D

Uma expressao explicita para &,, (w) pode ser obtida multiplicando Eq.(2.43) por f, (x)

e integrando em D. Isto é,

1
VAn

§n (W) = /a(w,W)fn (z) dz. (2.44)

Uma funcao tipica de covariancia C' (zq,x2) é dada por

C (z1,22) = exp (—=b|re — x1]), (2.45)

sendo b o comprimento da correlacgdo. Uma fungao de covariancia C (zq,z3) é dita ho-

mogénea e isotrépica se

C(xy,29) =C(r),
com
r=|ry — 2q|.

Alguns valores tipicos de b sao: b = 0.5 (curva superior), b = 1 (curva do meio) and

b =10 (curva inferior), ver Fig.(2.2).
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Figura 2.2: Comportamento da funcao de covaridncia com relacao ao comprimento de
correlagao b.

Observe que o operador transformada de Fourier produz uma representacao espectral,
pode-se concluir que quanto mais rapidamente a funcao de autocorrelacao tende a zero,
isto é, quanto maior é b, mais larga ¢ a densidade espectral correspondente, e maior o
nimero de termos necessdrios para representar o processo randomico subjacente pela série

KL.

2.7 Polinbmios de Caos e o Esquema Askey-Wiener

A representagao de um processo estocdstico através da série KL requer que a funcao
covariancia do processo seja conhecida. Desta forma, nao pode ser usada para a solucao
u(x,w), pois, a principio, sua fungdo de covaridncia e conseqiientemente os autoval-
ores e autofungoes correspondentes nao sao conhecidas. Uma representagao alternativa
é necessdria para contornar este problema. Tal representagao pode envolver uma base
de funcoes randémicas conhecidas com os coeficientes deterministicos a serem encontra-

dos pela minimizacao da norma do erro resultando uma representacao finita. Isto deve
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ser construido de forma similar & solu¢ao da série de Fourier de equacgoes diferenciais
deterministicas.

Dado {¢; (w)};2, como sendo um conjunto de varidveis randémicas. Considere fp como
sendo o espago de todos os polinomios em {¢; (w)};~, , com grau nao excedente a p. O
conjunto I', dos polinémios em fp ortogonais a fp_l ¢ chamado de polindémio de Caos de
ordem p. O conjunto dos polindomios de Caos é um subespaco linear do espago das varidveis
randomicas quadrado integraveis ©. Além disso, é um anel com respeito a multiplicacao
funcional I', (£ (w)) .I'; (€ (w)) = I (€ (w)) .I', (£ (w)). A integrabilidade quadrética deve
ser construida em relagao & medida de probabilidade que define as varidveis randomicas.
Denotando o espago de Hilbert gerado pelo conjunto {¢; (w)}:2, por W (£), o anel resul-
tante é denotado por @y (¢), sendo chamado de anel das fungoes geradas por W () . Entao,
pode-se mostrar que sob algumas circunsténcias gerais, o anel ®g() ¢ denso no espago
L?(Q, F, P), KAKUTANI (1961). Isto significa que toda a fungao randémica quadrado
integravel pode ser aproximada, arbitrariamente, por elementos de ®yy(¢). Assim, todo o

elemento 3 (w) do espacgo L? (2, F, P) admite a seguinte respresentacao,

=3 Y Y @, (g, @) g, @) (2.46)

p=0 nit+na+..4+nr=p p1,....pp
sendo I', (-) o polinémio de caos de ordem p. O subescrito n; refere-se ao nimero das
ocorréncias de {, (w) na lista do argumento de T, (). Fazendo-se um reordenamento dos
7

coeficientes da Eq. (2.46) a mesma pode ser reescrita como

B(w )—a0F0+ZaZ1I’1 i )+Zzawrg (@), € (W) + ... (2.47)

i1=1 11=Llip=1

nesta equagao, o simbolo I',,(¢,(w)) denota o polindomio de Caos de ordem n nas varidveis
(&, (w), ..., &, (w)). Os limites superiores das somas em Eq.(2.47) refletem a simetria do
polinémio de Caos com respeito a seus argumentos. Da enumerabilidade dos polinémios
de caos pode-se propor uma correspondéncia bijetiva entre os funcionais ¥ e I'; e também

entre os coeficientes a; e a;,;,... mostrados na Eq.(2.47). Desta forma, a Eq. (2.47) ¢ dada
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por

Blw) = Z&j‘l’j(ﬁ(w))- (2.48)

Do ponto de vista computacional, entretanto, este conjunto infinito tem que ser sub-
stituido por um finito. Isto é realizado através de duas aproximagoes. A primeira apro-
ximagao é feita quando define-se o polinémio de Caos m-dimensional como sendo o sub-
conjunto dos polindomios de Caos em m varidveis randémicas &, (w) ndo correlacionadas.

Neste caso, tem-se

Bw) =~ Z&j\I’j(f(w)), com £(w) € R™. (2.49)
Observe que
e TP _ 2 F P, (2.50)

Entretanto, desde que ©™ é um subconjuto formado por polinémios nas varidveis
randomicas {§;(w)};-, de todos os graus, conclui-se que dim {©™} = co. Em conseqiién-
cia, a fim de tornd-lo computdvel, a segunda aproximagao é realizada quando se trunca
na ordem p os polinémios de Caos. O subespago ©™P é formado por todos os polindémios

m

de ordem menor ou igual a p, nas varidveis randomicas {{,;(w)}.~; . Conseqiientemente

dim{@"P} < o0 e

L2 (Q7f7P)

{@mr} = L*(Q,F,P). (2.51)

O esquema de Askey-Wiener é uma generalizacao dos polinomios de Caos, que

também sao conhecidos como os polinémios de Wierner-Caos. O teorema de Cameron-
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Martin (1947), ver apéndice, demonstra que estes polinémios formam uma base, para um
subespago denso de varidveis randomicas de segunda ordem, L? (2, F, P).

O esquema de Askey-Wiener constitui-se de uma familia de subespagcos gerados por
polindmios ortogonais obtidos, em geral, por equagoes diferenciais ordindrias. Entre eles
podem-se citar os polinomios de Hermite, Laguerre, Jacobi e Legendre. Através da pas-
sagem ao limite de determinados parametros o esquema Askey estabelece relagoes entre
estes subespacos de polinémios ortogonais. Cada um dos subespacos gerados por estes

polinémios constitui-se em um sistema completo em L? (Q, F, P). A Fig.(2.3) ilustra a

relagao entre os polindmios pertencentes ao esquema Askey-Wiener.

Wilson Racah
__.-'f' '\.H‘x x-'"' - o
___-'f '\-x.\ . o -, .
Continuas Coantinuos
dual Hahn Hahn | Hahn Dual Hahn
.-__. Ty
- .. >~
-~ "
..-'"-.-.-' - o e,
-
el s "
Blalamer
. 1 Jecobd Wadxnar Franto heowlk
Pollaczek
N'\N -'_x"r ."._ -"--- M"-\. - -~
T, - 1 - *, -
h"\ - ‘\. ) -H___.,-F o
5
Laguerre = “-\ Chalier
TN -
Hermite

Figura 2.3: Relacao entre os polinémios do esquema Askey-Wiener.

A Tab.(2.1) mostra a correspondéncia entre os subconjuntos de polinomios do esquema

Askey-Wiener e o tipo de funcao densidade de probabilidade.
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Tabela 2.1: Correspondéncia entre o tipo de varidvel randdémica e os polindbmios do

esquema Askey-Wiener.

Varidvel Randémica | Polinobmio | Suporte
Gaussiana Hermite | (-00,00)
Gama Laguerre | [0,00)
Beta Jacobi [a, b]
Uniforme Legendre | [a, 0]

A ortogonalidade dos polinomios é definida em relagao a uma fungao peso. Esta funcao
¢é idéntica a funcao densidade de probabilidade da varidvel randdémica considerada. Por
exemplo, a funcao densidade de probabilidade Gaussiana deve ser utilizada como funcao

peso para obter a ortogonalidade entre os polindmios de Hermite.



Capitulo 3

Métodos de Simulacao

3.1 Monte Carlo

O surgimento do método de Monte Carlo data, aproximadamente, de 1944, embora de
modo assistemdtico e nao nominado, a teoria estivesse sido empregada em casos isolados
de resolugao de problemas deterministicos e nao deterministicos. O nome do método deve-
se a analogia feita entre os procedimentos pertinentes a formulagao matemética do método
e o comportamento fortuito observado nos jogos de azar praticados nas casas de jogos da
cidade de Monte Carlo, Ménaco. Em 1970 com o desenvolvimento dos computadores o
método recebeu, novamente, a atencao e o interesse da comunidade cientifica. Em termos
gerais o método de Monte Carlo possui as seguintes etapas: discretizacao do campo
randomico do problema; geracao da amostra estrutural; realizacao do sistema; obtencao
das estatisticas a partir do conjunto das realizacdes do sistema. E um método exigente
em termos computacionais, porém é robusto em virtude da sua flexibilidade na simulacao
de situacoes reais.

Com o aumento da velocidade computacional, a simulagao via método de Monte Carlo
estd se transformando numa ferramenta vidvel para o projeto e a anélise de engenharia. A
limitagao decorrente do elevado tempo de computacao foi atenuada pelo desenvolvimento
de métodos de reducao de amostra tais como amostragem por importancia, amostragem
estratificada, Latin Hipercube entre outros. Além disso, a utilizacdo de técnicas para

aceleracao da convergéncia, computacao paralela, e os avangos percebidos na poténcia de
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célculo dos modernos computadores reduziu exponencialmente o tempo de computagao.
Isso aumentou a diversidade das aplicacoes da simulagao de Monte Carlo ao ponto da
comunidade de Confiabilidade de Sistemas, para muitos problemas, substituir os modelos
analiticos por modelos de simulagao.

As técnicas de simulagao de Monte Carlo sao robustas o suficiente para agregar a um
problema uma série de fendmenos e efeitos que, em muitas vezes, sao de dificil modelagem

analitica. Todavia, o método de Monte Carlo apresenta as seguintes desvantagens:

e Apresenta uma correlacao espuria entre os parametros estocdsticos do sistema;

e Em geral, apresenta um alto custo computacional em decorréncia do mimero elevado

de realizacoes do sistema.

Por outro lado, devido a simplicidade dos conceitos envolvidos o método de Monte

Carlo possui as seguintes vantagens:

e Por apresentar uma formulagao matematica simples e nao intrusiva, oferece grande
portabilidade, pois pode ser facilmente utilizado conjuntamente com cédigos com-

putacionais comerciais;

e Possui capacidade de capturar com grande precisao as caudas da densidade de pro-

babilidade da resposta do sistema.

O trabalho de OLSSON & SANDBERG (2002) inclufram uma redugao artificial na
correlagao nos dados de entrada, porém tal artificio conduziu a um aumento das real-
izagoes do sistema. Para diminuir o esfor¢co computacional provocado pelo uso deste
artificio, utilizou-se a decomposicao ortogonal prépria para reduzir o nimero de varidveis

randomicas.

3.2 Série de Neumann

As contribuicées de John VonNeumann & computagao cientifica e, em particular, &

andlise numérica moderna sao atestadas por véarios trabalhos. De acordo com GLIMM
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(2002), Neumann ¢ o fundador desta drea. Desde o inicio do seu envolvimento com os
computadores, Neumann notou que os métodos tradicionais para solucao numeérica de
problemas matematicos teriam que ser reformulados e novos métodos teriam que ser elab-
orados em func¢ao das caracteristicas destas maquinas. Em anélise numérica propriamente
dita, seus trabalhos incluem problemas de estabilidade numérica, acumulagao de erros,
solucao de sistemas lineares de grande dimensao, inversao de matrizes, solugao de equagoes
dife-renciais parciais, utilizagdo de métodos do tipo Monte Carlo e outros. As aplicacoes
de computagao cientifica incluem hidrodindmica, difusao de néutrons, meteorologia, etc.
Neumann introduziu a utilizacao de computadores como uma ferramenta de pesquisa,
iniciando o que poderia ser chamado de matemadtica experimental.

A série de Neumann que serd apresentada nesta secao é dirigida a operadores lineares
definidos em espacos de Banach com dimensao finita. Sao apresentados dois resultados
tedricos na forma de coroldrios que fornecem filtros para a utilizacao da série de Neu-
mann. Em relagao as ultimas décadas pode-se citar alguns trabalhos que utilizam a série
de Neumann em problemas de engenharia com incerteza nas propriedades do sistema, en-
tre eles citam-se YAMAZAKI et al (1988) que introduziram a técnica na édrea de andlise
estrutural para obter a solucao de um problema de estado plano de tensoes, com mdédulo
de Young modelado por um campo randémico; SHINOZUKA & DEODATIS (1988) uti-
lizaram para determinar a funcao de variabilidade de resposta para problemas de vigas e
porticos; GHANEM & SPANOS (1989) utilizaram a expansao de Neumann juntamente
com a série de KLL para propor uma nova formulacao de elementos finitos estocésticos;
ARAUJO & AWRUCH (1994) aplicaram a técnica para solucdo de problemas estticos,
dindmicos e nao lineares; o trabalho de ADHIKARI (1999 ) utilizou o método de Galerkin
e a série de Neumann para obter solucoes para o problema de vibragoes livres com amorte-
cimento; LEI & QIU (1999) obtiveram a resposta dindmica de estruturas do tipo viga e
pértico, assumindo como campo randémico a rigidez do sistema e o carregamento externo;
CHAKRABORTY & SARKAR (2000) estudaram o comportamento de uma viga curva
apoiada em fundagao eldstica, utilizando o modelo de Winkler para descrever as forcas
reativas da fundacdo; em CHAKRABORTY & BHATTACHARYYA (2002) o método

dos elementos finitos e a série de Neumann sao utilizados para modelar o comportamento
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estrutural de pérticos espaciais com incerteza sobre as propriedades eldsticas dos materi-
ais. Nos trabalhos citados a série de Neumann é utilizada juntamente com o método de
simulagao de Monte Carlo.

Nestes trabalhos a série de Neumann foi utilizada para evitar, em cada realizagao, a
determinagao da inversa do sistema de equagoes gerado por algum método aproximativo.
Isto permitiu diminuir o niimero total das computagoes necessdrias para estimar as es-
tatisticas da resposta do sistema. O trabalho de AVILA & ZAMBALDI (2005) propos
a utilizagao da série de Neumann e o método de Monte Carlo para obter limites para os
momentos estatisticos de primeira e segunda ordem de uma varidvel randoémica gerada
pelo campo randdmico de solugao. Estes limites foram comparados com as estimativas
obtidas pelo método de Monte Carlo-Neumann. Com os resultados obtidos em AVILA &
TASCHETTO (2006-b) foi possivel estimar os momentos estatisticos da solugdo de um
sistema linear cuja matriz dos coeficientes apresenta propriedades randémicas. Este é um
resultado importante, pois fornece um filtro para as amostras geradas através dos métodos
de simulacao. Com excecao deste 1ltimo trabalho, nao se obteve registro nas referéncias
pesquisadas, sobre a obtencao e utilizagao destes resultados.

A série de Neumann é aplicada para obter a solugao de um sistema linear de equagcoes,
cuja matriz de coeficientes apresenta entradas randdémicas e o termo de excitagao é de-
terministico. A matriz de coeficientes relativa a m-ésima realizacao do sistema linear

(Ku) (w) = F admite a seguinte decomposigao

K(w) = Ko+ AK(w). (3.1)

sendo Ky a matriz de coeficientes avaliada nos valores esperados das propriedades do
sistema e AK(w) a matriz de coeficientes gerada pela dispersao nas propriedades do
sistema. Substituindo Eq.(3.1) no sistema linear e definido-se P(w) = K, AK (w) tem-

se

(I + P(w))u(w) = F, (3.2)

A matriz P(w) possui varidveis randomicas nas suas entradas. Supondo-se que a matriz
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(I + P(w)) ¢ nao-singular, entao a solucao do sistema linear definido na Eq.(3.2) é dada
por

u(w) = (I + P(w)) " ug, (3.3)

com uy = K 'F . A série de Neumann é aplicada para obter a solucdo de um sistema
linear de equacoes, cuja matriz de coeficientes apresenta entradas randomicas. Em di-
mensao finita a série de Neumann é apresentada como um dos resultados do lema sobre

a perturbacao da identidade.

Lema: Seja P € M ,(R) e ||-|| uma norma satisfazendo a propriedade submultiplica-

tiva. Se ||P|| <1, entdo a matriz I — P é nao singular e

(- Py =P 54)
. |
I =P < =y (3.5)

Prova: Ver GOLUB (1983).

A série expressa na Eq.(3.4) é conhecida como série de Neumann; existem versoes
deste resultado para operadores definidos em espacos de dimensao infinita, ver TRICOMI
(1957). Os trabalhos que utilizaram a série de Neumann para obter a solugao de problemas
com incerteza sobre as propriedades do sistema, nao apresentaram o resultado referente a
estimativa para norma da matriz (I — P)~!. Neste capitulo, este resultado serd utilizado
para obter estimativas para os momentos estatisticos da solucao de um sistema linear de

equacoes em que a matriz de coeficientes apresenta entradas randomicas.

3.2.1 Normas no R" e suas Equivaléncias

Aqui, sao obtidas estimativas a partir da equivaléncia entre normas no R". A equi-

valéncia entre normas é um resultado cldssico de anédlise, que mostra que em espacos de
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Banach de dimensao finita, neste caso o R™, todas as normas sao equivalentes, ver RUDIM

(1987). Seja u € R"definem-se as seguintes normas

n

|U|1 = Z |ul| ;

=1

sendo |-| a fun¢do médulo. Para u € R" sdo validas as seguintes equivaléncias entre as

normas |-|; , || € ||,

n

2 2
|u‘1§ ’u‘QS n—1

2 2

Jul?, (3.6)

uli e

n(n —1) n—1 n—1

sendo n = dim(R"). Em particular a equivaléncia entre as normas |%|,e |*|__com a norma

x|, fornecerd limites inferiores e superiores para a varincia de uma varidvel randomica

gerada pelo campo randdémico de solugao.

3.3 Momentos Estatisticos de uma Variavel Randomica

O momento estatistico central de ordem k£ de uma varidvel randomica v é definido

CcOo1mo

A£=Eku—mﬁ}3/W—mfﬁwmm

RTL

sendo 77, a média da varidvel randomica u. Em geral nao se possui informacao sobre a

funcao densidade de probabilidade da varidvel randémica u. Isto impossibilita a deter-
minacao dos momentos estatisticos centrais da varidvel u. Esta dificuldade é contornada
através da utilizacao de métodos de simulacao do tipo Monte Carlo. Nestes métodos os
momentos estatisticos sao estimados a partir do conjunto de realizagcoes do sistema. O

estimador para o momento estatistico amostral de ordem k é dado por
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N,
1 S
~k Nk
S ]:1
sendo u; e N, € N a j-ésima realizacao do sistema e o nimero total de amostras realizadas,

respectivamente. A média amostral 7, é estimada por
1 o
u =7 U (3.8)
N, =

Na proxima segao sao apresentadas as estimativas para os momentos estatisticos

amostrais.

3.4 Estimativas dos Momentos Estatisticos

As estimativas que serao apresentadas nesta secao referem-se a um sistema linear
de equacoes com incerteza na matriz de coeficientes. De particular interesse para este
trabalho, este sistema de equagoes é obtido pela aplicacao de um método numérico tal
como método dos elementos finitos, diferencas finitas ou elementos de contorno.

A Eq.(3.5) serd utilizada para obter estimativas para os momentos estatisticos amostrais
da solucao do sistema linear de equagoes. O campo de solucao referente a m-ésima real-

izagao do sistema linear é dado por

un(2) = Y tpnGy(7) = (Un, @(2)),

sendo U, = {umn }2_1 € ®(z) = {¢,,(z)})_; o vetor solugdo relativo a m-ésima rea-lizagao

do sistema e o vetor de fungoes base avaliado em = € €2. O momento de primeira ordem
da varidvel randomica gerada pelo campo randémico de solugao é estimado a partir das

realizagoes do sistema
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(7)) = =D (Un, @()) . (3.9)

A primeira estimativa a ser apresentada é para a média da varidvel randomica u(x).
Usando-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky no termo geral da série ex-

pressa na Eq.(3.9), obtém-se

1
() < 5= 57 [Uly [2(2)], (3.10)
Ne=1—|P|| 72 ?

1

Definido-se C,,
1P

pode-se reescrever a estimativa dada na Eq.(3.10) como,

() < iie |Uoly [@(2)], - (3.11)

A proxima estimativa é obtida para o momento estatistico amostral de segunda ordem.

Das Eq.(3.7) e Eq.(3.8) tem-se que,

jiz () Z (U, ®(2))* = 2(2)] - (3.12)

8
m:

Para o termo geral da série definida na Eq.(3.12) tem-se a seguinte estimativa

(U, @(2))* = 05(2) < (Con [Unly |@(2)])* — 13 (). (3.13)

Colocando-se a estimativa dada em Eq.(3.13) na Eq.(3.12) obtém-se
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2 NSO N
i) < (1 [ LD 72 = ) (3.14)
Analogamente, tem-se para
. N
fio(e) = 55— 2_(Ch = (). (3.15)
s m=1
N
Isolando-se >~ C? na Eq.(3.15) e substituindo-se na desigualdade Eq.(3.14)
s +tm=1
tem-se
Ns . Ny . N
i) + i) < (it ) (G R (19

O momento estatistico amostral de terceira ordem é dado por

1
i FZ (U, ®(2)) — 71,)* . (3.17)

Novamente, avaliando-se separadamente o termo geral da Eq.(3.17) obtém-se

(Unny @(@)) = 11)" < (Con |Uoly |9 () 5)° =3 (U, @(2))* 10, ()43 (Uns () i () =15 ().

Colocando-se a desigualdade Eq.(3.18) na Eq.(3.17)

N —
N

N, —
N

A

1, . . )
Mufin(x) + i (x) < |0g +3——

. 1
() +3 Nl + i& | (U0, 12(2)],)* . (3.19)
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As desigualdades apresentadas nas Eq.(3.11), (3.16) e (3.19) podem ser expressas como

F@ s i oo BB < F(igs 8, s 1) ([Uol [@(2)],)™ ) kb =1,2,3 (3.20)

sendo que,

k=2= f(x,0,, 1) = 5ogi(x) + ia(x) e f(o, ie) = 52500 + g

A A2 2

3N&:1ﬁcﬂ% + fig.

A desigualdade Eq.(3.20) fornece um limitante para os momentos estatisticos de uma
varidvel randdémica gerada pelo campo randémico de solucao e a varidvel randémica que
define o limitante da norma da matriz (I — P)~!. A seguir sao apresentados dois re-
sultados tedricos na forma de coroldrios para sistemas estocdsticos. Sao analisados dois
tipos de sistemas lineares estocdsticos, no primeiro a incerteza é modelada por uma va-
ridvel randémica, enquanto que no segundo o sistema linear é dado por uma seqiiéncia de

varidveis randomicas. A matriz de coeficientes para o primeiro caso é definida como

K(a(w)) = a(w)K,. (3.21)
A incerteza presente na matriz de coeficientes é modelada por uma varidvel randémica

a(w) definida por

a(w) = p+o8(w),
sendo pu, o constantes e £(w) uma varidvel randomica. Para este caso tem-se o seguinte

coroldrio:
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Coroldrio 1: Sejam p > o > 0, P = 2{(w)I, {(w) uma varidvel randomica € o

sistema linear a(w)KoU = F, tal que [{(w)| < £ e Ky ndo singular, entdo ||P(w)|| < 1.

Prova: Colocando-se a matriz de coeficientes definida na Eq.(3.21) no sistema linear

estocdstico dado por K (w)u = F' tem-se
a(w)KoU = F.

A solugao do sistema linear pode ser expressa como na Eq.(3.5) com P(w) = 2&(w)I.

A norma da matriz P(w) pode ser estimada como,

o

[P =2 le@)lIH <1

No segundo caso a matriz de coeficientes é definida como

K(ai(w), ..., an(w)) = Ko + aq(w) K7 + ... + ap(w) Ky, (3.22)
sendo v (w), ..., a,(w) varidveis randomicas. O coroldrio 2 assegura, a aplicagao da série

de Neumann ao sistema linear estocdstico associado & matriz de coeficientes definida na

Eq.(3.22).
Coroldrio 2: Seja {a;}!, um vetor de varidveis randémicas e K(ay(w), ..., an(w))

definido na Eq.(3.5), Ko nao singular, | Ki|,....||K.] > 0 e maz |a;(w)| <

1<i<n
1

55 (e )

Prova: A inversa da matriz de coeficientes definida na Eq.(3.22) pode ser expressa

, entao ||P(w)] < 1.

CcOo1mo

K'(w) = (I + Pw) 'Ky

sendo P(w) = Ky ' (a1(w)Ky + ... + a(w)K,). A norma desta matriz pode ser estimada



CAPITULO 3. METODOS DE SIMULACAO 39

CcOo1mo

1P < |55 (e @) EL + .. + lan (@) [[Kal) <
n|[Ko (pgg;glai(w)l) (@%mll) :

1

Kot ||z 155
ol | maz 15

Por hipétese, tem-se que 177;La<ac | (w)] < ) obtém-se
Stsn

1
IP@I <557 (s imt) <1 o
) (pud I ) N

Os corolédrios 1 e 2 definem as condigoes necessédrias e suficientes sobre as varidveis
randomicas para que se tenha || P|| < 1. Em termos préticos, as hipéteses sobre as varidveis
randomicas de ambos os corolédrios definem filtros que serao aplicados sobre as amostras

geradas por simulacao de Monte Carlo.



Capitulo 4

Problema de Conducao Estocastica

de Calor

4.1 Introducao

Neste capitulo o método de Galerkin é aplicado para obter solucoes numéricas para
os problemas linear e nao linear de conducao estocéstica de calor. Em ambos os casos a
incerteza estd presente nas propriedades de condutividade térmica sendo modelada através
de varidveis randomicas ou processos estocdsticos. As solucoes aproximadas sao obtidas
em um espago produto gerado a partir do produto tensorial entre o espago de fungoes
cinematicamente admissiveis e um espaco de medida em probabilidade com variancia
finita. Para o caso em que a modelagem matemadtica da incerteza é feita através de um
processo estocdstico a representacao da incerteza é feita através da série KL. As funcoes
de base utilizadas para gerar o espaco das fungoes cinematicamente admissiveis possuem
suporte definido em todo o dominio fisico do problema. Desta forma nao foi necessaria a
discretizagao espacial através de métodos como elementos finitos, elementos de contorno
ou diferencas finitas. O problema de conducao estocdstica de calor foi estudado por alguns
pesquisadores podendo-se destacar os trabalhos de KAST (2004) que considera que a
fonte de energia de um sistema depende do tempo de maneira estocédstica. Foi mostrado
pela comparacao com célculos analiticos que o método prolongado de Duhamel pode ser

usado calculando as distribuicoes da temperatura e os fluxos de calor em todo os casos
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de variagoes transientes da fonte ou da temperatura do sistema. O método conduz a uma
série longa de erro ou de fungoes trigonométricas. Em NICOLAI & BAERDEMAEKER
(1999) um algoritmo da propagagao da variacao é obtido para a computacao de problemas
de condugao de calor com parametros estocédsticos. Em CHANTASIRIWAN (2006) o erro
e a variacao da solucao do problema de conducao de calor com condicoes iniciais e limite
estocédsticas sao determinados por uma formulagao baseada no método de malhas. Esta
formulacao expressa a solugao nos termos das condigoes iniciais e de limite. Nao se tem
registro na literatura pesquisada sobre a obtencao de solugoes numéricas para o problema
nao linear de conducao estocdastica de calor.

Para o problema nao-linear assume-se que a condutividade térmica é uma funcao
do campo randdémico de temperaturas. A modelagem matemdtica da incerteza é feita
através de varidveis randomicas e processos estocdsticos. Para o problema linear a in-
certeza é modelada através de processos estocdsticos de fendmenos fisicos, para a previsao
do comportamento de modelos matemaéticos deterministicos constitui-se de uma prética
comum em engenharia. Entretanto, estes modelos nem sempre sao adequados para mo-
delar fendmenos fisicos. Atualmente a necessidade de incorporar incertezas é claramente
reconhecida, acarretando em um interesse crescente nas aplicagoes de métodos estocds-
ticos, MANAS et al (2001), CHOI et al (2004), BABUSKA et al (2002) e ELMAN et
al (2005). Os métodos probabilisticos na engenharia podem ser classificados em duas
categorias principais: métodos que usam uma aproximacao estatistica e métodos que
usam uma aproximacao nao-estatistica. A aproximacao estatistica inclui uma familia de
métodos baseados em simulagao de Monte Carlo, entre eles podemos citar Monte Carlo
Direto, Neumann-Monte Carlo, KL.-Monte Carlo, entre outros. Estes métodos requerem
a amostragem e a estimativa e em geral sao simples de aplicar. Entretanto, como a
precisao dos resultados obtidos pelas técnicas de amostragem depende do tamanho da
amostra, o nimero de simulagoes do sistema (realizagoes) pode tornar-se elevado. Isto
estd diretamente relacionado com o custo e eficiéncia computacional. Assim, estes méto-
dos sao usados como o tltimo recurso. Tal fato é agente motivador no desenvolvimento
de pesquisa em métodos nao-estatisticos.

O método nao-estatistico mais popular é o método de perturbagao. Uma limitacao



CAPITULO 4. PROBLEMA DE CONDUCAO ESTOCASTICA DE CALOR 42

inerente do método da perturbacao é que as incertezas nao podem ser grandes, isto é,
as dispersoes observadas nos processos estocdsticos inerentes ao problema nao podem ser
grandes quando comparados com seus valores médios, por exemplo tipicamente menor que
10% . Recentemente, uma nova aproximacao nao estatistica foi proposta por Ghanem
& Spanos (1989) que consiste na representagdo do processo estocdstico por uma série
em polindmios, conhecidos como polindémios de Caos. Tal metodologia foi aplicada com
sucesso a varios problemas mecénicos, GHANEM (1999), GHANEM e KRUGER (1996)
e SPANOS & GHANEM (1989).

A expansao por polinomio de caos é baseada na teoria homogénea de caos de Wiener,
WIENER (1938), e é essencialmente uma expansdo espectral das varidveis randomicas.
Permite uma representacao de alta ordem e assegura uma convergéncia rapida. Acoplado
com decomposicao de Karhunen-Loéve para a entrada e a projecao de Galerkin no espaco
aleatorio, resulta em algoritmos computacionalmente tratdveis para grandes sistemas da
engenharia. Mais eficientes, tornam-se os algoritmos de Monte Carlo quando combinados
com a técnica da expansao de caos.

A expansao cldssica do polindmio de caos é baseada nos polinomios de Hermite, os
quais sao adequados para o tratamento de varidveis randomicas Gaussianas. Uma estru-
tura mais geral, chamada “polindmio de caos generalizado” ou “Askey-Caos”, foi proposta
em XIU e KARNIADAKIS (2001) e aplicada também por SILVA (2006). Os polinomios
sao escolhidos do esquema de polindmios de Askey-Wiener, e podem ser aplicados a qual-
quer tipo de varidveis randémicas. Além disso, o tipo de varidveis aleatérias é escolhido
de acordo com a entrada estocdstica, e a fungao peso destas varidveis randdémicas deter-
mina o tipo de polindmios ortogonais a serem usados como base no espago aleatério. As
propriedades da convergéncia com o uso de diferentes bases foram estudadas em XIU e
KARNIADAKIS (2002), e a taxa de convergéncia exponencial foi demonstrada para os
problemas modelo.

A Fig.(4.1) representa o problema a ser estudado
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Figura 4.1: Representacao do problema proposto.

admite-se que o eixo x é o eixo longitudinal da barra. Considera-se que em x = 0 a

barra estd sujeita a uma temperatura prescrita 7',

T(0) =T, (4.1)

que em x = L, sua secgao esteja isolada termicamente,

q(L) = 0. (4.2)

A fim de derivar a equacgao diferencial que governa o problema, se faz uso do principio
da conservacao da energia. Assim, considera-se o elemento diferencial ilustrado na Fig.

(4.2)

qll
f
Q
AU dgs
‘-11 q*c'i' d. d.:-:
—, [

Figura 4.2: Representagao diferencial do problema.

Na auséncia do transporte de massa, ¢, = 0, e fonte de calor por unidade de massa,

@ = 0, tem-se:
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pe,TAAx = q(2)A — q(x + Az)A + gy PeAx, (4.3)

sendo A a drea da seccao transversal da barra, Pe o perfmetro da secao transversal, p a
densidade do sélido e ¢, a capacidade térmica do sélido a pressao constante. O fluxo de
calor ¢, é devido a um mecanismo de convecgao, que troca calor entre o sélido e um fluido
de temperatura T, longe da camada limite. Dividindo-se a Eq. (4.3) por Ax e fazendo-se

Axr — 0, tem-se

. d P,
pcy T+ ﬁ + %A =0
Como fluxo de conveccao de calor ¢, é dado por
g = —h (T =Tj), (4.4)
deriva-se
. dqg hP,
T=——— T—Ty). 4.5
peT = —S4 = (T - ) (45)
Da Lei de Fourier tem-se que
aTr
= —Kk— 4.6

sendo k£ a condutividade térmica do material. Substituindo (4.6) em (4.5) determina-se

pe,T = 4 ( dT) _hL (T —Ty). (4.7)

dx K%

No caso particular de regime permanente, (4.7) reduz-se a ,
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Da Eq.(4.8) e com as condigoes de contorno o problema de condugao de calor em um
dominio unidimensional em regime permanente define-se o seguinte problema de valor de

contorno:

.
Determinar T : D — R tal que

4 (kL) (2) = [22 (T — T)] (x), Vo € (0,L),
(4.9)

\ q(L) = —/@Z—Z ol = 0.

A seguir o problema condugao estocdstica de calor é apresentado

4.1.1 Problema Estocastico de Valor de Contorno

Permitindo que os dados do problema de valor de contorno Eq.(4.9), por exemplo
a condutividade térmica k (z,w) seja um campo randdmico, obtém-se um problema es-
tocdstico de valor de contorno (PEVC), cuja solugao ¢ um campo randémico. O problema

linear de conducao estocéstica de calor é definido como

Determinar T : D x 2 — R, tal que

4 (kI (z,w) = [28 (T = Ty)] (z,w), ¢.s. V (z,w) € (0,L) x ©Q,
(4.10)

q(L,w) = —HZ—Z: ey =0

Para assegurar a existéncia do problema eliptico definido na Eq.(4.10) é necessério que

3 x £SP > 0, tal que
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P(weQ|k(z,w) € [ k"], Vo € D) =1. (4.11)

Define-se K7 como o conjunto de campos admissiveis de temperaturas, para dado
w e Q,ie.,

Ky ={T(,w)€ H (D)| T(0O,w)=T}. (4.12)

O subespaco da variacao de temperatura admissivel Vary é definido como

Vary = {T(,w) € H (D)| T(0,w) =0} = {T (-w) € H} (D)},

para cada x € D , fixo, assume-se T(z,.) € L*(Q, F, P).Como neste trabalho serao

obtidas solugoes aproximadas define-se, a contento,
Vary = span [{¢; € Co (D)NCY (D), i=1,2,..n}].

4.1.2 Problema Variacional Estocastico

O problema variacional estocéstico (PVE), associado ao problema estocéstico de valor

de contorno, definido sobre V' = L*(Q, F, P; H; (D)) é dado por

p
Determinar 7' : D x €2 — R tal que Vv € V tem-se

a(T,v)=(l(v)), (4.13)

| T (z,w) =T, V(z,w) € 0D x Q.

Utilizando-se o principio da superposicao pode-se reescrever o problema variacional

estocastico,

T (z,w)=T+Tp (z,w).
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Além disso, propde-se utilizar o espaco produto V = L*(Q, F, P) ® H} (D), com
V ~ [3(Q, F, P; H;j (D)). Esta passagem deve-se ao fato de que as solugoes aproximadas
que serao obtidas através do método de Galerkin pertencerem a espagos sequencialmente

densos em V. Desta forma o problema variacional estocédstico é reformulado como

Determinar Th : D x  — R tal que Yv € V tem-se

a(Ty,v) = (I* (v)), Yo e V.

O funcional linear I* : V — R ¢ definido como

wwh = [ [ |5 @ =1)0] o) detp o).

E importante salientar antes de aplicar o método de Galerkin a fim de obter as solugoes
numeéricas, deve-se ainda realizar a discretizagao da incerteza sobre o coeficiente de con-
dutividade térmica. Na préxima secao, o método de Rayleigh-Ritz é utilizado para obter
aproximacoes para as autofuncoes do problema integral de autovalores necessédrio para a

representacao da incerteza através da série KL.

4.1.3 Representagao da Incerteza

Neste trabalho a representagao da incerteza sobre o coeficiente de condutividade tér-
mica é feita através da série KL, que consiste em representar a incerteza através de uma
combinacao linear de varidveis randomicas e fungoes provenientes da decomposicao espec-
tral da fungao covaridncia do processo estocdstico condutividade térmica. O problema de
determinar as autofungoes é equivalente a maximizar a varidncia da projecao do processo

estocdstico em L?(D) sujeita a restricio de ortonormalidade das autofungoes:
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¢

Determinar ¢ € L?(D) tal que

A = méa W (4.14)

\ sujeito a (¢, ¢) = 1.

E importante observar que
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O problema de maximizagao apresentado na Eq.(4.14) pode ser formulado como um

problema variacional para tal define-se o seguinte funcional .J : L?(D) — R como

sendo b : L?(D) x L*(D) — R uma forma bilinear dada por

Mawz//cmw¢@>wmmw.

A condig@o necessdria de extremo é que a primeira variacao do funcional para todas as

variagoes 0¢ ,
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Como pode-se observar a determinacao das autofungoes depende da fungao covariancia
do processo estocdstico a ser representado. As autofungoes provinientes da decomposicao
espectral da fungao covaridncia nao sao conhecidas explicitamente. Somente para poucos
casos, em geral em dominios simples, se conhece formalmente as autofuncées do problema
integral de autovalores. Das propriedades da fungao covaridncia pode-se aplicar o método
de Rayleigh-Ritz para obter uma aproximacao para cada autofungao do problema integral
de autovalores. O espaco onde estao definidas as aproximagoes para as autofungoes é

V™ = span [{¢;};_,] . A autofuncdo ¢ : D — R ¢é aproximada por

G () = Z a;p; (),

m
O () =D ajp; (x),
j=1
sendo éﬁm € V™ uma funcao arbitrdria. O problema variacional aproximado, associado

ao problema integral de autovalores, é definido como segue:

.
Determinar a €R™, nao nulo, tal que AR, que seja solugao

m

i=1 j=1 i=1

> //C(a:,y)cpi (y) p; () dzdy| a;b; = A /wi W) w; (y) dy| abi, Yo € V™.
D D D

\

(4.15)
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O problema apresentado na Eq.(4.15) pode ser colocado na forma vetor-matriz como
[Pla-b=A[M]a-b, Vb eR" = [[P]—A[M]a=0, (4.16)

com

/ / C(a.9) 0 () 9, (2) dudy e (M), = / i) o (y) dy.  (417)

D

A Eq.(4.16) representa o problema generalizado de autovalores, em R™. A solu¢ao da
Eq.(4.16) é o par {\",a™} formado pelo n-ésimo autovalor e o seu autovetor associado.

Conforme a Eq.(4.16) os autovalores e as autofungoes resultantes sdo dados por

A= AT e g () =, (). (1.15)

A aproximacgao do processo estocdstico de condutividade térmica serd feita através do
truncamento da série KL e da aproximacao das autofuncoes da decomposicao espectral

da funcao covariancia,
Fom (2,0) = (2) + > VAn fo ()€, (). (4.19)
n=1
Colocando-se a aproximagao proposta em Eq.(4.18) na Eq.(4.19) tem-se

o (2,0) = 8 (1) + D0 D g/ Ny () (). (420)

i=1 j=1

A partir das aproximacoes para o processo estocdstico de condutividade térmica pode-se

definir o problema variacional estocéstico aproximado.
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4.1.4 Método de Galerkin

O método de Galerkin é aplicado sobre o problema variacional estocdstico aproximado
para obter solugoes numéricas através de aproximagoes da solugao em espacos separdveis

sequencialmente densos em V. Dos resultados tedricos apresentados no Capitulo 3 e da

72
teoria de espagos de Sobolev, ADAMS (1975), tem-se que gy (FF)

N &
Var%HO D)

= L*Q,F,P)e
= H} (D), respectivamente. Além disso, ambos os espagos ©™? e Varf sao
separaveis. Propoe-se que sejam obtidas solucoes aproximadas para o campo randdémico

de temperaturas na seguinte forma

T (2,w) = 33 iy, (@) ,(€w)), (4:21)

i=1 j=1

com 1; € ©™F os polinémios pertencentes ao esquema Askey-Wiener, ¢; € Vary e u;;

coeficientes a determinar. O problema variacional estocédstico aproximado é definido em

Ve = @M @ Vark,

Determinar T3 : D x Q — R tal que Yo € V™ tem-se

) (4.22)
a(Ty™,v) = (I* (v)), Yo e VP,

sendo ©™" o subespaco gerado por todos os polindmios de R de grau n < p, com

dim (©™P) = q.
4.1.5 Determinacao dos termos do sistema linear

O problema variacional estocéstico aproximado definido na Eq.(4.22) consiste na
determinacao dos coeficientes {u,;} € R™? da combinacao linear na Eq.(4.21). O problema

aproximado ¢ definido,
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p
Determinar {us;} € R™? tal que

Zzusja (¢s¢j7wk¢i) = (1" (V) , V(K1) €{1,...,q} x {1,...,n}.

\ s=1 j=1

com
hP,
a(¢s¢j>¢k¢i) //( sdjlbk;d 7P¢s¢j¢k¢i> (z,w) dxdP (w),
QD
e
0 (0t / / e (17~ T) | () dadP ()
Denominando

e

) (z,w)dzdP(w), (4.23)

Fy = / / [hj"’ (Ty - T) wkqﬁz} (z,w) dzdP(w). (4.24)

Q D

Seja {e;},—, a base canonica em R", pode-se obter uma representacdo para o vetor

forca como sendo

n n

Frp=> Fuei, Us=)Y uge; e [Kpl=Y Y Kuylei®e;).  (4.25)
i=1 j=1

=1 j=1
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A representacao em termos de matriz-vetor da equacao de equilibrio é dada por

K Ko Kal - Ko | (o] [F)
[Kao] [Kas| ... [Ka Us Fy

Ka] .. [Ka | U5 =% Fy ¢ (4.26)
L [KQQ] L Uq ) \ Fq )

Definindo-se

k= (Vr) s Vis = Ve = W Vr) € Brs = B = 06 V)

pode-se reescrever o termo (i, j) da matriz [Ky,], para k e s fixos

dp;dp; hP. - . de; do;
[Kks]ij = Tks / (K%% + 1 ¢z¢]) (z) dx + Z V )\Tﬂks/ <fr dﬁ %) (z) dz,
D r=1 D

Analogamente pode-se fazer o mesmo para a i-ésima componente do vetor Fy, para

um k fixo, como

Fy = h P;l 2k (T; = T) /@ (z) de.

D

A matriz de rigidez do sistema definido na Eq.(4.23) é uma matriz quadrada com
dim(K) = n.q sendo formada por blocos de matrizes K;; € M, ,(R). Observa-se que as
matrizes K;; sao obtidas com base no valor esperado da condutividade térmica, enquanto
que as matrizes K;; com ¢ # j referem-se & influéncia de natureza randémica da condu-
tividade térmica. E importante mencionar que o ntimero de polinomios de caos depende
fortemente do nimero de termos utilizados na série KL. Consequentemente a dimensao
do sistema linear definido na Eq.(4.26) ¢é influenciado pelo nimero de polindémios de caos

que pode ser determinado por
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p 1 s—1
g=1+) —[[m+n),
s=1 "~ r=0

sendo m o nimero de termos da série KL e p o grau dos polindmios de caos.

4.2 Exemplos

Os resultados numeéricos, obtidos da implementacao das equacoes vistas neste capi-
tulo serao agora analisados. Aqui, s@o apresentados resultados da implementacao das
equagoes, apresentadas no fnicio deste capitulo, particularizadas para o problema 1D de
transferéncia de calor estocdstico e comparados com o resultado analitico.

O problema linear deterministico é dado por:

% (’{%) (z) = hﬁe (T = Ty) (z), Yo € (0,L)

A Fig.(4.3) representa a distribui¢do de temperatura em uma aleta de ago sujeita as

seguintes condigoes de contorno:

Neste exemplo o comprimento da barra também foi considerado como L = 0.5m.
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Figura 4.3: Distribuicao de Temperatura.

Este resultado linear pode ser comparado com dois exemplos estocdsticos, o primeiro

com 2 varidveis randomicas e o segundo com 3 varidveis randomicas.

4.2.1 Exemplo 1

Aqui, se considera o problema da aleta definido na Fig.(1) em que L = 0.5m, k, =
398.0W/m?°C' e o coeficiente de convecgao h = 100.0W/m°C. A temperatura prescrita
T = 100°C e a temperatura do fluido 7y = 25°C'. A secao transversal da aleta ¢é circular
com um raio de R = 0.005m. A fungao de covariancia da condutividade térmica é dada por

Eq.(2.45), com b = 1.0 e 0, = 100.0. A Fig.(4.4) descreve a fungao exata da covariancia.
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Figura 4.4: Fungao Covaridncia para m = 2.

A Fig.(4.5) descreve a aproximagao espectral de Karhunen-Loéve.
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Figura 4.5: Aproximagao espectral de Karhunen-Loéve para m = 2.

Figura (4.6) descreve o erro na aproximagao da fungdo de covariancia obtida por

subtracao dos resultados anteriores.
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Figura 4.6: Erro na aproximagao da funcao de covariancia para m = 2.

Neste caso, o problema da aleta é resolvido por Monte Carlo-KL usando 100 amostras
juntamente com Askey-Wiener para m = 2 na aproximacao por KL e p = 2 para a ordem
do polinémio de caos (Askey-caos). A simula¢do de Monte Carlo-KL foi validada através
da determinacao da condutividade térmica média e comparada com o valor exato, dado
por k, = 398.0W/m?*°C. A Fig.(4.7) descreve as distribuigdes de temperaturas obtidas
pela simulacao de Monte Carlo e a solucao de Askey-caos para m = 2, p = 2 acarretando

em q = 6.
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Figura 4.7: Distribuigao da Temperatura obtida por Monte Carlo-KL e Askey-caos para
m=2ep=2.

A Fig.(4.8) descreve as distribui¢oes da variancia obtidas pela simula¢do de Monte

Carlo e a solucao de Askey-caos param =2 e p = 2.
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Figura 4.8: Distribuicao da varidncia obtida por Monte Carlo e Askey-caos para m = 2.
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A Fig.(4.9) mostra a distribui¢ao da condutividade térmica média obtida pelas si-
mulagoes Monte Carlo-KL, utilizadas como comparacao com os resultados obtidos por
Galerkin juntamente com os polinémios de Askey-Caos. Note que a distribuicao exata é
ko, = 398.0W/m?*°C constante. Isto mostra que o nimero de amostragens (100)deve ser

aumentado consideravelmente se quisermos obter a solucao exata.
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Figura 4.9: (A) e (B) Representacao da condutividade térmica gerada por Monte Carlo
- KL.

4.2.2 Exemplo 2

Para 3 varidveis randomicas a diferenga mais visivel estd na fungao de covaridncia
aproximada, o que ainda representa uma boa aproximacao. Em relacao a temperatura
média ao longo da barra pouca diferenga se percebe em relacao ao exemplo anterior.

As autofungoes obtidas através do problema do Autopar para 3 varidvies podem ser

vistas na Fig.(4.10).




CAPITULO 4. PROBLEMA DE CONDUCAO ESTOCASTICA DE CALOR 60

Autofungoes
151
Prirmeira Autofungao
Segunda Autofungao
1L Terceira Autofungao
05F
-
[
=1
[
z 0O
=l
=]
o
O
05k
ERS
_15 1 1 1 1 1 1 1 ]

1 1
0 A 10 15 20 25 30 35 40 45 a0
Coordenada x

Figura 4.10: Autofungoes da fungao covariancia.

A funcao de covariancia exata, a aproximagao espectral da covariancia e o erro na
funcdo na aproximacao espectral sao ilustrados pelas Fig.(4.11), Fig.(4.12) e Fig.(4.13),

respectivamente.
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Figura 4.11: Fungao de Covariancia exata para m = 3.
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Aproximagao Espectral da Fungao Covariancia

Figura 4.12: Aproximacao espectral de Karhunen-Loéve para m = 3.
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Figura 4.13: Erro na aproximagao da funcao de covaridncia para m = 3.

Aqui, novamente o problema da aleta é resolvido por Monte Carlo-KL usando 100
amostras juntamente com Askey-Wiener para m = 3 na aproximacao por KL e p = 2

para a ordem do polindémio de caos (Askey-caos). A simulacao de Monte Carlo foi testada
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determinando a condutividade térmica média, cujo o valor exato é k, = 398.0W/m?*°C.
A Fig.(4.14) descreve as distribui¢oes de temperaturas obtidas pela simulagao de Monte

Carlo e a solucao de Askey-caos param =3 ,p=2e g = 10.

100 T T T T T T T T T
—— Caos
og |- —+— Monte Carlo |

Temperatura [°C]

1 1 1 1 1 1 1 1
0 nos 01 D15 02 025 03 03 04 045 05
Coordenada x

20

Figura 4.14: Distribuicdo de Temperatura obtida por Monte Carlo e Askey-caos, para
m = 3.

A Fig.(4.15) descreve as distribuigdes da variancia obtidas pelo simulagdo de Monte

Carlo e Askey-caos.
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Figura 4.15: Distribuicao da variancia obtida por Monte Carlo e Askey-caos para m = 3.

As Fig.(4.16), e a Fig.(4.17), mostram que em ambos os exemplos as simulagoes de

Monte Carlo e a solucao de Askey-caos fornecem uma boa aproximacgao para a distribuicao

de temperatura.
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Figura 4.16: (A) Distribuigao da temperatura obtida por Askey-caos; (B) Distribuigao da

temperatura obtida

por Monte Carlo.

Os resultados obtidos para varidncia para os diferentes valores de m.
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Figura 4.17: (A) Variancia obtida por Monte Carlo; (B) Variancia obtida por Askey-caos

Para uma melhor visualizacao dos resultados obtemos as estatisticas de primeira e

segunda ordem para o caso onde o problema é resolvido com quatro varidveis randémicas

e polinomios de Caos de ordem dois e trés.

Primeiramente plotamos a funcao de covaridncia para os diferentes nimeros de var-

idveis randdmicas propostos.
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Cow (x1,%2) -

Figura 4.18: Fungao de Covariancia exata.
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Através da comparacgao do segundo momento dos polindmios de ordem 3 do esquema
Askey obtém-se uma melhor aproximagao através da simulacao Galerkin-Caos. Nota-se
ainda que a ordem dos polindmios nao representa uma diferenca significativa. Quando
comparamos os tipos de simulacao utilizados, Monte Carlo e Galerkin-Caos , podemos
observar que as estimativas para os momentos de primeira e segunda ordem obtidos através
de Galerkin-Caos fornecem os melhores resultados.

Pode-se observar a estimativa para o segundo momento obtida através de Monte Carlo,
ver Fig.(4.19), e comparar como resultado obtido através de Galerkin-Caos, ver Fig.(4.20),

ambos para os polindmios de ordem 3 do esquema Askey.
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Figura 4.19: Variancia para polindbmios Askey de ordem 3 através de Monte Carlo.
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Figura 4.20: Variancia para polindmios de ordem 3 através da simulacao Galerkin-Caos.

4.2.3 Conclusao

Neste capitulo ¢ feita uma andlise da distribui¢ao da temperatura em um problema es-
tocdstico de conducao de calor através das teorias de Monte Carlo-KL e Galerkin Wiener-
caos. Enquanto a primeira teoria possibilita determinar a distribuicao de temperatura
mediante um dado mimero de simulagoes, o que em alguns casos pode ser um obstéculo
devido ao alto nimero de simulagoes requeridas para uma boa aproximacao, a segunda
gera o resultado levando em consideragao o nimero de varidveis randomicas.

Neste capitulo os resultados obtidos para o problema unidimensional, nos quais foram
incluidos um termo randémico, a condutividade térmica, para os casos em que m =
2, m = 3 em = 4, foi possivel obter uma boa aproximacao comparando-se com o
caso deterministico. A condutividade térmica, que foi suposta como randoémica, também
apresentou valores muito préximos das constantes usadas em problemas deterministicos.

O algoritmo proposto nesta dissertacao mostrou-se bastante satisfatério tanto para

o problema deterministico quanto para o problema estocdstico de conducao de calor em
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uma aleta.



Capitulo 5

Conclusoes e Sugestoes para

Trabalhos Futuros

O objetivo deste trabalho foi o desenvolvimento de um procedimento numérico para
obter solugoes aproximadas, via método de Galerkin, para o problema de condugao es-
tocdstica de calor. A incerteza estd sobre o coeficiente de condutividade térmica e foi
modelada através de um processo estocdstico. A série KL foi utilizada para representar
0 processo estocdstico da incerteza. O problema integral de autovalores, necessdrio para
determinar as autofungoes da série KL, foi formulado & luz do célculo das variagoes. Para
este fim, foi utilizado o método de Rayleigh-Ritz. As solucoes aproximadas foram estab-
elecidas em um espaco produto, construido a partir do produto tensorial entre subespacos
densos em L*(Q, F, P) e H} (D). O método de Monte Carlo foi utilizado para avaliar as
solucoes aproximadas obtidas via método de Galerkin, através da comparagao dos mo-
mentos estatisticos de primeira e segunda ordem do campo randémico de temperaturas.
No método de Monte Carlo a série KL foi utilizada para representar o campo randdémico
de condutividade térmica. Para ortonormalizacao das varidveis randomicas geradas em
cada amostra, empregou-se o processo de Gram-Schmidt. Nos exemplos numéricos re-
solvidos avaliou-se a aproximacao das estatisticas do campo randémico de temperaturas
em detrimento de diferentes niveis de discretizacao. Através da observacao dos gréificos
das Fig. 4.16-17 constata-se que a aproximagao entre os momentos estatisticos obtidos

via Galerkin e pelo método de Monte Carlo, para o campo randémico de temperatura,
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mostrou-se satisfatéria, para os padroes de engenharia.
No decorrer deste trabalho, devido as dificuldades encontradas e aos progressos real-

izados, sugere-se uma série de desenvolvimentos futuros. Sao eles:

e Uma anélise de problemas térmicos para o caso nao-linear 1D e 2D;

e Admitir a existéncia de incerteza sobre outras propriedades termofisicas e termo

fonte;

e Utilizar para modelagem da incerteza outros tipos de varidveis randémicas, com

suporte limitado, tais como beta, gama, entre outras;
e Investigar outras séries de funcoes para representacao da incerteza;

e Utilizar o método dos elementos finitos para construgao do espaco para solucoes

numeéricas;

e Na representagao da incerteza através de séries de fungoes utilizar o esquema Askey-

Wiener para representar as varidveis randomicas existentes na série proposta.

E importante mencionar que os métodos e os resultados tedricos apresentados inte-
gram uma linha de pesquisa altamente promissora, do ponto de vista cientifico. Pode-se
observar, através da revisao bibliogréfica a participagao de pesquisadores consolidados na
drea de mecanica computacional. As técnicas matemadticas empregadas neste trabalho,
estao presentes nos trabalhos mais recentes na drea de andlise estocdstica aplicada em

engenharia.
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Apéndice A
Espacos de Sobolev

A.1 Notacao

Seja ) um conjunto aberto em R"com contorno I" .

Seja o operador diferencial

%:Di,ugiﬁn)

ese j=(ji1,...,Jn) € um multi-indice, escreve-se o operador diferencial como

bl

DI =D .Din = ——
R T

onde [j] = (j1, -, Jin)-

A.2 Espacos de Sobolev

Seja £ um conjunto aberto em R™. Denota-se LP(D),1 < p < 400 (ou L>®(D)), o
espaco de funcgoes reais p-ésima absolutamente integraveis definidas em €2, para a medida

de Lebesgue dx = dx4,...,dz,. Este é o espaco de Banach com a norma

il = / @] ou [l = e sup uta)
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No caso de p = 2, L*(D) é um espago de Hilbert com o produto escalar

(u,v) = /u(m)v(x)dx

D

O espago de Sobolev W™P(D) & o espago de fungbes em LP(D) com derivadas de
ordem superior ou igual & m em LP(D), sendo m um nimero inteiro e 1 < p < co. Este é

um espaco de Banach com a norma

[l (py = ZHDjuHiP(D) 1/p
[j]<m

No caso de p = 2, W™?*(D) = H™(D) ¢ um espago de Hilbert com o produto escalar

((w,v))ampy = Y, (D'uD’v)
l1<m

Seja D(D) ou D(D) o espago de fungoes C*° com suporte compacto contido em D (ou

D). O fecho de D(D) em W™P(D) & denotado por Wi"*(D) ( HJ*(D) quando p = 2).
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Espaco Métrico

Para introduzir os espagos de Hilbert, é necessdrio o conceito de espagos métricos,
os quais admitem duas importantes classificacoes entre outras possiveis: eles podem ser
completos ou incompletos e separdveis ou nao. Além disso, serdao apresentadas algumas
defini¢oes bésicas da teoria de conjuntos, essenciais & descricao dos espacos métricos.

Um espago métrico é um par (X;d), sendo X um conjunto e d uma métrica em X,
isto é, uma funcao definida em X € X tal que para todos z;y;z € X temos os seguintes

axiomas:

1. d é real, finita e nao-negativa.
2. d(z;y) =0 =y.
3. d(z;y) = d(y; z).

4. d(z;y) < d(z;2) + d(z;y).

O ddltimo axioma também é conhecido como desigualdade triangular, uma vez que
pode-se fazer uma analogia com a geometria elementar que garante que o lado de um
tridngulo nunca serd maior que a soma dos outros dois.

O espaco Euclidiano tridimensional R? com o qual estamos habituados ¢ um espaco
métrico. Dados dois elementos = = (z1;22;23) e y = (y1;y2;y3), temos que a métrica

definida por
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d(z;y) = /(21— 11)? + (22 — 12)% + (23 — y3)? (B.1)

atende aos quatro axiomas.
Apresentaremos,a seguir uma série de defini¢oes necessdrias para caracterizacao da
separabilidade de um espago métrico.

Uma e—vizinhanga de um ponto xy de um espago métrico X é o conjunto aberto

B(zg,e) ={x € X |d(z,z0) <¢

B(xp;¢) comumente chamado de bola aberta com centro zy e raio . Uma vizinhanca é
qualquer subconjunto de X (aberto ou fechado) contendo uma e-vizinhanga de .

Seja M um subconjunto de um espago métrico X. Um ponto zo de X (que pode
ou nao estar em M) é dito um ponto de acumulacdo de M se toda vizinhanga de x
contiver pelo menos um ponto y € M diferente de xy5. O conjunto de todos os pontos de
acumulacdo de M é chamado de fecho de M e denotado porM.

Quando M = X entdo M é dito denso em X. Por fim, X é dito separdvel se
possuir um subconjunto enumeréavel que seja denso em X . Subconjunto enumerével, é um
subconjunto finito ou, entao, um subconjunto infinito sobre o qual é possivel estabelecer
uma correspondéncia biunfvoca com o conjunto dos nimeros naturais N.

Uma outra definicado muito importante e essencial para a definicao de espacos de
Hilbert é a de espago métrico completo. Para defini-lo, sao necessdrios os conceitos de
sequéncias convergentes e de Cauchy.

Uma sequéncia {x,} em um espago métrico X = (X;d) é dita convergente se existe

um x € X tal que

lim d(z,,z) =0

n—oo

sendo z o limite da sequéncia {z,}.
Uma sequénncia {z,} em um espago métrico X = (X;d) é dita de Cauchy se, qualquer

que seja € > 0, existe um N (¢) tal que
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(T, xy) < €,Ym,n > N

O espago X é dito completo se toda sequéncia de Cauchy em X converge.

81



Apéndice C
Espaco de Hilbert

Definicao Um espaco de Hilbert é um espago de vetores de V' com um produto escalar
satisfazendo 1 - 2 que é completo como um espago normalizado (ou seja., ¢ um espacgo de

Banach).
1. (a*u! + a®u? v) = a'(ul,v) + a*(u?,v),
2. (u,a*v* + a?v?) = a'(u,v') + a®(u,v?),
3. (u,v) = (v,u)

4. (u,u) =0,(u,u) =0=u=0

C.1 Espacos produto interno e de Hilbert

Um espaco produto interno nada mais é do que um espaco vetorial X com um produto
interno definido em X. Um espaco de Hilbert H é um espaco produto interno completo
(na métrica induzida pelo produto interno). Um produto interno em X é um mapa com
dominio X € X e contra-dominio no campo escalar K determinado por X, isto é, a cada
par de vetores x e y tem-se um escalar associado o qual é escrito como (z,y) e chamado

de produto interno de x e y. Para todos os vetores x, ¥, z e escalares «, o produto interno
L (z+y,z) = (z,2)+ (y,2)

2. (ax,y) = a(z,y)
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3. (z,y) = (y,2)
4. (z,z) >0

(z,x) =0 2=0

Um produto interno em X define a seguinte norma também em X

1x[| = v/ (x,%)

e uma métrica em X dada por

dx,y) =[x =yl = /2 + .. + 2. (C.1)

O espago Euclidiano R™ é um espago de Hilbert com produto interno ( também

chamado de produto escalar) definido por

(X,y) = 2191 + . + Ty

e cuja norma pode ser obtida a partir de

|x|| =V (x,x) = /22 + ... + 22

A métrica obtida a partir de (C.1) ja foi mostrada em (B.1).

Um dos conceitos mais importantes obtidos da definicao de espago produto interno é
o de ortogonalidade.

Um elemento x de um espaco produto interno X é dito ortogonal a um elemento y € X

se

(x,y) =0,

situacao onde também escrevemos z_Ly. Um conjunto ortogonal () em um espaco produto
interno X é um subconjunto () C X cujos elementos sao ortogonais aos pares. Um
conjunto ortonormal () C X é um conjunto ortogonal cujos elementos possuem norma

unitédria, isto é, para os vetores x;y € P,
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0, sex#y
<X7y>:
1, sex=y

Conjuntos ortonormais de interesse em espacos de Hilbert sao aqueles que contém um
nimero suficiente de elementos, de maneira que todo elemento do espaco possa ser repre-
sentado ou aproximado com a devida precisao através do uso deste conjunto. Para isso,
define-se um conjunto ortonormal total P em um espaco de Hilbert Hcomo aquele capaz
de gerar um conjunto com todas as combinagoes lineares de seus elementos (denotado por

ger{P}) que é denso em H, ou seja,
ger{P} ="H

C.2 Espacos de Hilbert Isomorfos

Um importante exemplo de um espago de Hilbert é o espaco denotado por L3(D)

cujos elementos sdo fungdes vetoriais (reais ou complexas) satisfazendo

fel)(D) — / £ (2)||? dx < 00
D

e com produto interno definido por

(f.g) = /D 5007 (x)dx

Uma varidvel aleatéria xé dita derivada de uma operacao linear sobre um processo

sendo j = 1,...,dim £5(D).

estocastico de segunda ordem {X(t)} se x = Zal t;) ou se x é o limite na média
quadratica de uma sequéncia de combinagoes hneares como esta. Acolecao de todas as
aleatérias derivadas desta forma de um dado processo {X(¢)} ¢ um espago de Hilbert de

dimensao infinita que serd denotado por H, e com produto interno dado por

(@, 9)y, = El2y]
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A fim de definirmos o que sao espagos de Hilbert isomérficos, é necessario o con-
ceito de operadores lineares. Um operador linear T é um mapeamento com as seguintes

propriedades:

1. O dominio D(T) de T é um espaco vetorial e a imagem/(T) pertence a um espago

vetorial sobre o mesmo campo.

2. Para quaisquer vetores x,y pertencentes a D(T) e escalares «, temos que

T(x+y) = Tx+ Ty

T(ax) = aT(x)

Um isomorfismo de um espago de Hilbert H em um espaco de Hilbert H sobre um

mesmo campo é um operador linear bijetivo T:H — H tal que Vx,y € H,

(Tx, Ty) = (x,y)

Como T é linear, ele preserva a estrutura do espaco vetorial e, portanto, T é também
uma isometria (preserva distancias). Por isso e pela bijetividade de T, segue que H e H
sao indistinguiveis tanto métrica quanto algebricamente. Sao o memso espaco, a nao ser

pela natureza dos seus elementos.



Apéndice D

Teoremas

D.1 Teorema de Cameron-Martin

Seja H definido como

L, . . A . . A 2 Jn _ 42 ~
Sendo H, o n-ésimo polindmio de Hermite, H, = (—1)"¢ jt—ne ¥ n > 0 entao a

colecao

¢ um sistema ortonormal em L*(0,F, P).

D.2 Teorema de Mercer

Teorema de Mercer: (Avila, 2004) Seja Cov € L?*(Q),simétrica e continua com au-
tovalores positivos, entao a série > \;¢,(x)¢;(y),converge de forma absoluta e uniforme

para C,
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i=1

com

[o@ewar=a, ijen

Q

e {\i, ¢; 172, os autovalores e as autofungdes, respectivamente, e d;; o delta de Kronecker.
Seja v um camo randdémico estaciondrio com funcgao covaridncia, C,,possuindo as

seguintes propriedades

1. p,=c
2. Cylz,z+71) = Cy(T)

Para 7 € R" a fungao covaridncia possui as seguintes propriedades:

Para utilizar os resultados do teorema de Mercer, a funcao covaridncia deve atender

as seguintes hipéteses do teorema.
1. A fungao C, € L*(Q) é simétrica;
2. A funcao covariancia é continua;

3. Todos os autovalores sao positivos.
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O teorema de Mercer é uma representacao de uma fungao positiva definida simétrica
sobre uma regiao 2 C R" limitada através de uma soma de uma sequéncia convergente
de um produto de fungoes. Este teorema fornece um resultado importante para a teoria
de espagos de Hilbert (apendice), para processos estocdsticos através da série Karhunen-
Loéve. Para apresentar o Teorema de Mercer, faz-se uso de um caso especial importante;
veja abaixo uma formulagao mais geral.

Um nicleo de fungoes continuas que mapeia

K :la,b] X [a,b] = R

tal que

K(z,s) = K(s,x)

diz-se que K ¢é nao negativa definida se

ii[((l’i, z;)cic; > 0

i=1 j=1
para toda sequéncia finita de ponto de z1,...,zn em [a,b] e todo nimero real escolhido
C1y -y Cp. (Cf. positive-definite function.)

Associado ao operador linear K na funcao definida pela integral

T d)(z) = / K (. 5)b(s)ds

Por consideragoes técnicas assume-se que ¢ é o comprimento do espago Lsla,b| of
square-integrable real-valued functions.Visto que 7" é um operador linear, pode-se falar
sobre os autovalores e autofuncoes de T.

Teorema: Supondo que K é um nicleo simétrico nao-negativo definido continuo.
Entao existe uma base ortogonal {e;}; de Ls[a, b] que consiste em autofungoes de Tk tal
que a sequéncia correspondente de autovalores {);}; é ndo-negativa. As autofungoes

correspondentes aos autovalores nao-nulos sao continuas em [a,b] e, K tem a seguinte
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representacao

K(s,t) = Z)\jej(s)ej(f)

onde a convergéncia é absoluta e uniforme.
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