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Resumo

O problema classico de caminhos minimos pode ser resolvidoalgo-
ritmos conhecidos de tempo de execucdo polinomial. Masdyuasstricbes
de tempo ou recursos sao impostas ao problema, este se\tBrDdicil. Este
problema é conhecido como problema de caminhos minimogstixbes e sdo
estudados neste trabalho a sua modelagem, algoritmosagii@s. O algoritmo
de programacéo dinamica e o de aproximagdao os métodos de maior desta-
que, que nesta dissertacao foram implementados e exergdiic No presente
trabalho sdo apresentados aplicacdo em diversos contertasgentes moveis,
em trafego urbano e em redes de computadores. No contexteedia mdveis
este tipo de algoritmo pode resolver problemas como o esmalento de tare-
fas com restricdo de tempo de execucdo, ou seja, comaauline Em redes
de trafego veicular pode auxiliar na resolucado de um problerais complexo,
ou simplesmente obter o caminho mais rapido com restrig@esnentarias. E
por fim, em rede de computadores pode criar rotas que satisfagtricas de
Qualidade de Servigo (Qo0S).



Abstract

The classical shortest path problem can be solved with potyal time al-
gorithms. But when constraints in time or resources are sagpit becomes
NP-Hard. This problem is known as constrained shorthest pathl@m and is
studied in this work its formulation, algorithms and apgtions. The dynamic
programming algorithm and theapproximation scheme are implemented and
illustrated in this dissertation. This class of problems haplications in dif-
ferent contexts: in mobile agents, urban traffic and compugéworks. In the
context of mobile agents this kind of algorithm can find ogtirechedules for
task with deadlines. In urban traffic, it can assist the wggwh of a more com-
plex problem, or simply provide the shortest paths with midgnstraints. In
computer networks, it can create routes which satisfy tuaftservice (QoS)
parameters.
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Parte |

Introducao



O problema de caminhos minimos € um dos problemas fundaimelataomputacéo.
Vem sendo estudado com profundidade e eficientes algordmtampo polinomial sdo co-
nhecidos, como o algoritmo de Dijkstra [1]. Esta classe adlpmas € frequentemente
colocada em pratica em uma grande variedade de aplicacdegmiaiz se deseja realizar al-
gum tipo de transporte entre dois ou mais pontos especificasra rede, na qual se deseja
fazer com 0 menor custo, ou menor tempo ou 0 mais viavel pessiv

Entretanto, na pratica, muitas vezes se deseja ndo apemasnuw custo ou no menor
tempo, mas uma combinacdo de diferentes critérios, por @remam caminho que seja
rapido e barato. Este é conhecido como problema de caminfomas multi-objetivo.
Como néo é possivel otimizar sobre todos os critérios de wnaévfeita uma escolha do
peso de cada critério na fungdo que se deseja mininmizar [2].

Uma outra variagéo do problema de caminhos minimos é quantimites de recursos
ou orcamento. Desta forma é feita a escolha da fungéo quessgdrinimizar e as limita-
cOes de recursos e orgamento sdo colocadas como restiiggies® chamado de problema
de caminhos minimos sob restricdes, também chamado RES&RIrce constrained shortest
path problem]3], o qual sera estudado neste trabalho.

Este trabalho é um estudo do problema de caminhos minimassigdes e algoritmos
para aplicagbes computacionais encontradas no roteamhefitocos em redes de computa-
dores, em escalonamento de tarefas de agentes méveisraenteale veiculos em redes de
trafego urbano.

Em contextos diversos séo encontrados problemas de cuirapte pratico que podem
ser formulados como problemas de caminhos minimos soligfiEstr contudo este elo nem
sempre € evidente, fazendo com que métodos sub-6timosistieas sejam empregados no
lugar de algoritmos eficientes, capazes de produzir sadugg@@@provadamente otimas.

Este trabalho foi realizado através da reviséo da litematabre modelos e algoritmos de
caminhos minimos sob restricdes. Dentre eles, saliema-setodos de programacao dina-
mica, aproximacdes baseadas em programacéo dinamica @éané® programacao inteira.

Algoritmos foram implementados, ilustrados e experimgmoméricos foram condu-
zidos para avaliar o comportamento e eficiéncia destes. Aulacdo de problemas en-
contrados em itinerarios de agentes maoveis foi realizadawdtados computacionais foram
obtidos. Para problemas encontrados em redes de compegagloedes de trafego urbano
veicular aplicagdes foram discutidas.

Objetivos

Dentre o0s objetivos desta dissertacdo podemos citar:

e apresentar de forma integrada e unificada diferentes afgzsipara o problema;



e implementar algoritmos eficientes que resolvam este prdgle
e avaliar o desempenho dos algoritmos;

e modelar formalmente o problema em programacdo matematapéicad-lo em ferra-
mentas de otimizacao ja existentes; e

e ilustrar algumas aplica¢cdes do problema de caminhos mésolo restricoes.

Organizacéo

O trabalho é organizado da seguinte forma.

A Parte Il desta dissertacéo apresenta o problema de casninimimos sob restricdes
e faz um breve histérico das solu¢cdes. Em seguida mostra mmsdelagem matematica,
demonstra e ilustra algoritmos que resolvem o problema ¢ranos resultados numéricos.
Posteriormente € feita uma discussao sobre os resultatidesbAlém disso, é discutido
quando sao impostas restricdes diferentes do convencumrab restricdes probabilisticas
ou nao aditivas.

A Parte Il é voltada para as aplicagfes do problema de carsimiinimos sob restri¢cdes.
Primeiramente é demonstrado como se resolve o problemad®eamento de tarefas de
agentes moéveis com restricdo de tempo. Em seguida, é fed@&xpranacao de como € uti-
lizado este problema em redes de trafego veicular paraisoarcum problema mais com-
plexo. Posteriormente, € mostrado o problema sob a éticad#s de computadores, sendo
aplicado para a criagdo de rotas que satisfazem métricas8e Q

Finalmente, na Parte IV traz as conclusdes e sugere trabfatturos.



Parte Il

Problema de Caminhos Minimos sob
RestricOoes e uma Revisao



Esta Parte da dissertacdo traz um breve historico sobrebtepra de caminhos mini-
mos sob restricdes. Traz um modelo formal em programacdenmdéita do problema e
demonstra que é de dificil tratamento. Posteriormentearazplementacdo do algoritmo
de programacéao dinamica, os resultados numeéricos e fazamgacacao dos resultados. E
entdo finaliza esta Parte com discussdes sobre restrigdesliti&as e restricdes probabilis-
ticas.



Capitulo 1
Historico

Os trabalhos que tratam do problema de caminhos minimosestticbes podem ser
classificados em quatro tipds [4]:

e trabalhos que tratam um recurso e uma restrigao;

e trabalhos que tratam um recurso e duas restricdes, impondonite minimo e ma-
ximo de consumo;

e trabalhos que tratam de problemas multi-objetivos, geramad caminho “eficiente”; e

e trabalhos que tratam varios recursos.

O terceiro tipo de trabalho que trata de problemas mulgtdlmgs tem duas ou mais
fungBes objetivo, na qual podem ser atribuidos pesos a cadaas fun¢des objetivo. Ja no
ualtimo tipo de problema, que trata de varios recursos, éxisestricdes associadas a cada
um dos recursos existente no problema.

Este trabalho ira focar primeiramente o problema de camsintioimos com uma restri-
céo. Depois trata problemas com varios recursos atravé®demacao matematica.

Considerando o primeiro tipo de problema, Joké¢h [3] apteseuma solucdo para um
recurso baseada em programacéo dinadmica. Hassin [5] alitécnica padréo de arredon-
damento e normalizacaoo(unding and scaling obtendo um algoritmo de aproximacéo-
completamente polinomial.

Handler e Zang [6] apresentaram um algoritmo baseado exagéla Lagrangeana para
um recurso. Beasley e Christofidés [4] apresentaram umitdgptambém baseado em
relaxacéo Lagrangeana para multiplos recursos.

Um trabalho mais recente € apresentado por Ziegelmann [2¢tdhdrn [7] que trata
o problema com um método de dois passos, primeiro faz umeagga para encontrar 0s
limites e em seguida encontra o resultado exato.



Capitulo 2

O Problema de Caminhos Minimos sob
Restricoes

O problema de caminhos minimos sob restricdes sera apadsezrh um modelo formal
na préoxima secdo. Nesta definicdo serdo utilizados coscegarafos, de conjuntos e de
programacao matematica.

2.1 Definicao

Dado um grafdG = (E,V), ondeE € o conjunto de arestasveé o conjunto de vértice,
se deseja partir do vértice iniciske chegar ao vértice find) com o menor custo possivel e
dentro das restricbes de consumo de recursos.

Assim o problema de caminhos minimos sob restricdes podaa@elado em progra-
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macao matematica conforme o seguinte modelo:

P: Min f= Z CijXij (2.1a)
(i,J)eE
S.a
riijij < AKX parak=1,...,K (2.1b)
{(i,))eE}
Xij — Z Xjj=0, VieV—-{st} (2.1c)
{i:(i,))€E} {i:(J,)eE}
Z Xsj=1 (2.1d)
{i:(sJ)eE}
> Xe=1 (2.1e)
{i:(i;DeE}
xj € {0,1}, (i,j)€E (2.1f)

onde;:

e V corresponde aos vértices;

E corresponde as arestas;
e Cjj € o custo de ir do vérticepara o verticg, ondecij € Z,\{0};
e Xij € a variavel binaria de deciséo, recebendo 1 se a afiegjaé escolhida para o

caminho e 0 caso contrario;

i"j € 0 consumo de recursopara ir do vértice diretamente ao verticg onderjj ¢

24 \{0};

e AKé a quantidade disponivel do recukso

oI

e Sé 0 Vvértice inicial;

t é o vértice final; e

e K é o nUmero de recursos.

Na formulacdo matematica do problema, primeiramente ééido a funcao objetivo
(Z1Ia), na qual se deseja minimizar o custo de todas as aestalhidas no caminho. A
equacao[(Z.1b) impde a restricdo de que o consumo de redosiere ultrapassar o valor
de AK para cada recursa A equacdo seguinté(Zl1c) restringe que todos 0s Vérecas t
fluxo de entrada igual ao fluxo de saida, com excecéo aosesitiiciais e finais. E por fim,
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as ultimas restricbes fazem com que o fluxo de saida do vérigial seja unitario e o fluxo
de chegada ao vértice final também seja unitario.

2.2 Complexidade

O problema de caminhos minimos sem restricdes pode sevidgseficientemente em
tempo polinomial. Com a insercdo de uma restricdo o probjeamsaa a seMP-Dificil [8].

Para demonstrar que o RSCP é um probl&Raificil, podemos reduzir o problema da
mochila ao RCSH [8]. No problema da mochila € dado um congato- 1 itens, cada um
tendo um valowvj e um pesawj, paraj = 1,...,n—1. O objetivo &€ colocar itens no pacote
respeitando o limitd e que o valor dos itens escolhidos seja maximizado. O prabbanm
mochila pode ser formalmente descrito como:

n—-1
K: Max f= Z VjX; (2.2a)
j=1
S.a:
n—-1
Z WiXj; <A (2.2b)
=1
xje{0,1}; j=1,..,n-1 (2.2¢)

Para fazer a reducao é construida uma rede [2] mords com dois arcos paralelos de
cada néj para o néj +1, paraj = 1,...,n— 1. Arede é ilustrada na figula 2.1 para- 4.
Sejac] ;= ré;., =0, os parametros para o primeiro
e segundo arcos paja= 1,...,n—1, respectivamente, ondé = Max{v; : j=1,....n—1}.
Desta forma pode ser resolvido o problema da mochila eranwhdro caminho minimo, com

el o\ _
M= Vi, i =W ec . =M,

relacéo ao parametopdo no 1 até o n@, e sujeito a uma restricdo, com relacao ao parametro
r, de maximo de recursd. Assim se € escolhido o primeiro arco como parte do caminho
minimo, o item correspondente é colocado na mochila. Cga@seolhido o segundo arco,

o0 item correspondente nédo é colocado na mochila. Como ogmnaldla mochila BIP-Dificil

e pode ser reduzido ao problema RCSP, este ultimo tambérE#ficil.

©

1 el 1 .1 1 .1
Cip =M —Vj, I, =W, Co3: 123 C34:134

Yy
Yy
Yy

0,

2 _ 2 _ 2 2
C,=M,ri,=0 C53,153 c§4, 34

Figura 2.1: llustragdo da complexidade do RCSP
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2.3 Aplicacdes

O problema de caminhos minimos tem um grande namero de gfdisgraticas.

O primeiro problema que vem em mente é o planejamento deeotasdes de trafego
urbano. Quando se deseja ir de um ponto a outro se deseja ir@nias possibilidades
de encontrar congestionamentos ao longo do caminho. Oaq,afédeja-se ir de um ponto
a outro com o menor tempo possivel sujeito a restricoes @igimas de combustivel e
pedagios.

Em redes de comunicacéo, torna-se necessario QualidadendeoSQoS)[[9]. Neste
contexto, se deseja obter um caminho de custo minimo qudatenestricbes de atraso,
limites de banda e de disponibilidade.

Um outro escopo a ser abordado é no contexto de agentes madeipode ser realizado
0 escalonamento de tarefas com restricdes de tempteadline Estas aplicacdes serao
melhor discutidas na Parte |l.

2.4 Sumario

Este capitulo apresentou um modelo formal para o problentaméhos minimos sob
restricdes, definindo matematicamente a fungéo objetivresiricdes do problema. Este
modelo serve para ser utilizado com programacdo mateméfioademonstrando que o
problema de caminhos minimos se toB-Dificil com a inser¢do de uma restricdo. E
por fim, foi feito um breve esboco das aplicacbes do problemea,serdo vistas com mais
detalhes na Parte Ill.



Capitulo 3
Programacao Dinamica

O problema de caminhos minimos se toNR-Dificil com a introdugéo de apenas uma
restricdo, por isso existe uma dificuldade em trabalhar ctetigpo de problema. Entretanto,
existem formas de tratar este problema que séo satistafgai@a algumas situacdes reais.
Para isso, séo utilizados mecanismos de aproximacao e giapracdo dinamica.

A programacado dindmica € uma técnica bastante poderosaqgsaiser determinados
tipos de problemas computacionais. Esta técnica consisiguebra-los em subproblemas
menores, mais faceis de serem resolvi@dos [10].

O paradigma de programacao dinamica segue 0s seguintespass

e remova um elemento do problema;
e resolva o problema menor; e

e use a solucdo do problema menor para adicionar o elementwvigonde maneira
adequada, produzindo uma solugéo para o problema maior.

Uma das caracteristicas da programacdo dindmica € que talugio 6tima para o
problema. Para o problema de caminhos minimos com umagcéstpiode ser aplicada
programacao dinamica.

Serdo mostradas duas formas de se trabalhar com progradinééuca para este pro-
blema, a recurséo primal e a dual. Na recursao primal, pe@scontrar todos os caminhos
Otimos para o problema com um limite maximo de recursos, amtqujue na recursao dual,
pode-se encontrar todos os caminhos de consumo minimowsas@té um limite de gas-
tos. Esta Ultima recurséo € bastante interessante pardrapgdes.
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3.1 Recursao Primal

Na recurséo primal, ttm-se um limite de consumo de recu/sssm, partindo de uma
quantidade unitaria de recursos, realizam-se recurséesstd limite, obtendo todos os ca-
minhos 6timos para a restricdo do problema.

Existem duas formas de tratar esta recursdo, a arvore drateeversa. A primeira
encontra todos os caminhos minimos partindo do primeiricegienquanto que na segunda
arvore, se encontram todos os caminhos minimos que chegahinao vértice.

3.1.1 Arvore Direta

Um caminho do nd ao ndj é chamado de caminhcse tiver um consumo de recursos
menor ou igual &. Deseja-se encontrar o menor caminhde 1 atén. Sejacj(r) o custo do
menor caminho do nés= 1 até o ngj. Entdo tém-se a seguinte recurséo:

¢j(r) = min{cj(r — 1), (i,j)renEi,'}‘i,-gr{C‘ (r—rij) +Gij}}- (3.1)

Fazendocy(r) = 0 para 0<r < A ecj(0) =  para todoj = 2,...,n, o 6timo do pro-
blema de caminhos minimos sob uma restri¢céo, que é dadm [@or, pode ser computado
recursivamenl@.

Sejan a quantidade de vérticega quantidade de recursos disponiveisp custo para
ir do vérticei atéj erjj o consumo de recursos para ir do vériiege j, temos o algoritmo
B, que resolve o problema de caminhos minimos sob ressticd

Os valores dat contém os vértices anteriores a cada vértice e a cada qadatak
recurso disponivel, dentro da instancia do problema. Eateses séo utilizados para montar
o caminho, propriamente dito, de menor custo dentro dagastimposta.

O tempo de execucdo deste algoritm@@A ) e o consumo de espacd¥nA ), onde
n=|V| em=|E|. Ou seja, este algoritmo tem tempo de execugéo pseudmpoih Caso
o tamanho d& seja da form&™ para uma constanteo tempo de execugao do algoritmo se
torna polinomial no tamanho da entrada.

3.1.2 Exemplo

Para ilustrar o funcionamento da recursédo de programagamitia sera utilizada a ins-
tancia da tabela3.1. Foi considerada a quantidade de lfsosadisponiveis para esta ins-

!Lembrando que;; >0
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Algoritmo de Programacéo Dinamica - Arvore Direta

Parar = 0 atéA faca
ci(r) <0
m(r)«—0
Paraj = 2 atén faca
Cj(0) «— o0
m(0) 0
Parar = 1 atéA faca
Paraj = 2 aténfaca
cj(r) —cj(r—1)
(1) < m(r—1)
Paratoda € {i: (i,]j) € E} faca
Se(rij <r)e(c(r—rij)+cjj <cj(r)) faca
Cj(r) —Gi(r —rij) +cj
T(r) i

Algoritmo 3.1: Programac&o Dinamica - Arvore Direta

tancia.
. O O
2.2) @2.1)
(29( A A2 N Ao \

(2,1)((4,4)
G D O, ®

(1,2\ @/(—, (3.1) \(2\ @ /(3(,1)

(1.4)

Figura 3.1: Grafo do exemplo

Partindo da recorrénci@(3.1) podemos obter a tdbela 3.2a ®iiliar a geracdo do
caminho 6timo para o problema foi gerada uma tabela de eéraateriores, tabe[@aB.3.
Desta forma, € possivel montar o caminho 6timo que comecaimeipo vértice e chega a
qualquer outro vértice da instancia.

Para montar o caminho 6timo a partir da tabela de vérticesiargs pode ser utilizado
o algoritmd:3.P.

Ao final € obtido o caminho minimo do primeiro vértice ao Gltinértice. Para encontrar
o caminho minimo do primeiro vértice a um outro qualqueridezerj receber o valor do
vértice-destino desejado.
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Tabela 3.1: Instancia

MO AN AAATOTNONANM

N ANTTTT A A A A NI AN

NOMOOITONT O ONNMNOWO®

AA NNNOOMIET IO O~

Origem Destino Custo Consumo do Recurso

i

N

10
10

(e0]

Tabela 3.2: Programacéo Dinamigdr) - Recursos< Gastos

H__021232597m
w021232597ﬂ__
902123259m._M_
80212325Hm 8
NMOPN—TAN®mM N g g8
OCOoON—TdN©ONmSEg § 8
WO N—Nnw g g g 8 8
YSON—owg g g 8 s
MO~ 88888 8 8
Nl©Og— 888888 8
—Hl© 8 8888888 8
©Olo 88888888 8
ZloococooooooS
65858855838 §
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Tabela 3.3: Veértices Anterioresi(r))

m(\r|0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11
m(r) |0 000 0OOGOO0O 0 O
mr) |- - - 1111111 1 1
mr) |- - 11111111 1 1
mr) |- - - - 233333 3 3
wr) |- - - - 2 2 2 4 4 4 4 4
wr) |- - - - - - 3333 3 3
wmr) |- - - - - - 5666 6 6
wr) |- - - - - - - - 77 7 7
wmr) |- - - - - - - - -7 7 7
mo(r) |- - - - - - - - - 8 8 9

Algoritmo para montar o caminho étimo

je—n
r'—r
p—0
Enquantarg (r') # 0
i — (')
Adicionar (, j) ao caminh@
re—r'—rj
)1

Algoritmo 3.2: Caminho 6timo

Para obtermos o caminho minimo partindo do vértice 1 e cluegan vértice 10 com 11

recursos disponiveis fazemos o0s seguintes passos:
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Execucéo do algoritmo para montar caminho 6timo

r'—11
j <10
Enquantq mmp(11) =9) #0
| le_o(ll) =9
adicionar(i, j) = (9,10
' — (11—rg10=11—1=10)
j<9
Enquantq mp(10) = 7) # 0
i — m(10)=7
adicionar(i, j) = (7,9)
r'—(10—r79=10-3=7)
j—7
Enquanta (7)) =6) #0
i—15(7)=6
adicionar(i, j) = (6,7)
r'— (7—[’677:7—1:6)
j<—6
Enquantq 1(6) = 3) #0
i — 15(6) =3
adicionar(i, j) = (3,6)
r' (6—[’376:6—4:2)
j <3
Enquantdrs(2) =1) #0
i—1m(2)=1
adicionar(i, j) = (1,3)
r'— (2—[’173:2—2:0)
j—1
Enquantq g (0) =0) #0
Caminho minimo ={ (1,3), (3,6), (6,7), (7,9), (9,10) }

Como ilustracdo, pode-se observar pela figurh 3.2 os casipbssiveis com até 11
recursos disponiveis. Na coluna a esquerda desta figuragd@&ntonsumo de recursos para
se chegar até aquele vértice e entre parénteses esta o &eu cus

Note que & medida que a quantidade de recursos aumentagaosstaminhos diminui.
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Tabela 3.4: Solucdes
Quantidade de recursioCusto ml'nimo\ Caminho

11 10 1367910
10 11 1367810
9 14 1257810

Para o caso do vértice 10, séo necessarios 9 unidades dgorpewa alcanga-lo, tendo um
custo de 14 unidades. Com 10 unidades de recurso € possaetallo com um custo de
11 unidades. E finalmente, com 11 unidades de recurso, godeanca-lo com um custo
de 10 unidades. As solu¢des do problema podem ser obseneatisel&314.

0 @

1

2 ,@\ M

T CT—

4 (@e (& © ,/ \

5 (@) @ \

6 7) (8) ® @

7 ./ ) @) é (5)

8 (8 (2 / \

9 Guald o) ©) \

10 Way @

11 éb (10)

Figura 3.2: Caminhos possiveis com 11 recursos disponiveis

3.1.3 Arvore Reversa

Fazendo uma pequena modificacéo na recufsdo (3.1) é passierebs caminhos mini-
mos que chegam a um determinado vértice, partindo de qualqtre vértice.

Da mesma forma que na arvore direta, um caminho d@aodmoén € chamado de caminho
r se tiver consumo de recursos menor ou igual Beseja-se encontrar o menor camiho
de 1 atén. Sejaci(r) o custo do menor caminhado ndi até o ndn. Entéo tém-se a recursao:
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c(r)=min{c(r—1), min {cj(r—rij)+Cij}}. (3.2)
(i,j)eE,r<r
Fazenday,(r) =0 para0<r < A ec{(0) = o paratodd = 1,...,n—1, o 6timo do pro-

blema de caminhos minimos sob uma restri¢do, que é dadd (@or, pode ser computado
recursivamente.

Sejan a quantidade de vertice,a quantidade de recursos disponiveisp custo para
ir do vérticei atéj erjj o consumo de recursos para ir do vériiege j, temos o algoritmo

B3.

Algoritmo de Programac&o Dinamica - Arvore Reversa

Parar = 0 atéA faca
ch(r) <0
m(r)—0
Parai = 1 atén— 1 faca
d(0) oo
m(0) — 0
Parar =1 atéA faca
Parai =n—1 até 1 faca
g(r) —cj(r —1)
m(r) < m(r—1)
Paratodo € {j: (i,]) € E} faca
Se(rij <r) e(cj(r—rij) +cj <c(r)) faca
Gi(r) < cj(r —rij) +ij
T(r) — ]

Algoritmo 3.3: Programac&o Dinamica - Arvore Reversa

A complexidade deste algoritma3¥ A m) e consumo de memoria@&An), onden = |V|
em= |E|.

Na recursdo com arvore reversa, a tabela auxiliar conténéntises posteriores a cada
vértice e a cada quantidade de recurso disponivel. Assim oamarvore direta, esta tabela é
usada para montar o caminho propriamente dito de menor destm da restricdo imposta.

Esse tipo de recursdo pode parecer menos util, mas em d&@gcapnde € necessario
recalcular o caminho dinamicamente pode ser mais interesgam agentes moveis, durante
0 percurso, um agente pode consumir mais ou menos recunspd)elo que o calculado
previamente. Por isso, pode ser interessante obter umaatavgue melhore o desempenho
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Tabela 3.5: Programac&o Dinamica - Arvore Reversa - Resursdastos

dM\r|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Cl(r) © 0 o0 o0 o0 o0 o o o 14 11 10
Co(r) | o o o o o 12 11 11 11 11 11
C3(r) o0 o0 o0 o0 o0 o0 o o 10 9 9 9
C4(r) © o0 o o0 o0 o0 o 9 8 8 8 8
Cs(r) [ o o o o 8 7 7 7 7 7 7
Co(f) [0 o0 0o 0o 9 8 8 8 8 8 8 8
C7(r) |[o 0 o 6 5 5 5 5 5 5 5 5
) |0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Co(f) [ 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
cor) |]O O OOOO O O O 0O O O
Tabela 3.6: Vértices Posteriores - Arvore Reversa
mO\W|O0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
mr) (- - - - - - - - - 2 3 3
wmr) |- - - - - - 5 5 5 5 5 5
wsr) (- - - - - - - - 6 6 6 6
mwr) |- - - - - - - 5 5 5 5 5
wsr) |- - - - - 7 7 7 7 71 71 7
wr) |- - - - 7 7 7 7 7 7 7 7
wvr) |- - - 8 9 9 9 9 9 9 9 9
mg(r) |- 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
(r) |- 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

=
o
—~
-
~
o
o
o
o
o

0O 0 0 O O O ©O

dinamicamente, que pode ser obtida diretamente na tabela.

3.1.4 Exemplo

Utilizando o mesmo grafo do exemplo da figlrd 3.1, a partiredanséo[(3]2) podemos
obter as tabelds3.9€B.6.

Como ilustracédo da programacdo dinamica com arvore revposke-se observar pela
figura[33B os caminhos possiveis com os mesmos 11 recurgmndisis. Na coluna a
esquerda desta figura tém-se o0 gasto de recursos para se atéegquele vértice e entre
parénteses esta o seu custo.

Para ilustrar o aspecto dinamico da arvore reversa serdoanos dois casos. O primeiro
caso, quando o consumo de recursos € maior do que o esperador@aaresta. O segundo,
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Figura 3.3: Caminhos possiveis com 11 recursos disponi¥eigre Reversa

guando o consumo € menor do que o esperado para uma aresta.

O primeiro caso, a instancia tem 11 unidades de recurso rdiggie e a solucédo era
1-3—-6—7—9— 10, com um custo de 10 unidades. Durante o percurso na aresta
(1,3) foram consumidos 3 unidades do recurso, quando era espapatas 2 unidades.
Assim se continuasse pelo mesmo caminho os recursos iriasgséar, ndo sendo possivel
alcancar o vértice 10. Utilizando a tabela dos vérticesapmses (Tabela316) e partindo do
vértice 3 com 8 unidades de recursos, podemos chegar aolmaBin 6 — 7 — 8 — 10.

Ao final teremos o custo de 11 unidades, que é maior que o ektimecialmente, e com
0 mesmo consumo de 11 unidades de recurso. Mas desta forreaursas ndo terao se
esgotado durante o percurso.

No segundo caso, a instancia tem 9 recursos disponiveislags®ra 1- 2 — 5 —

7— 8— 10, com um custo de 14 unidades. Durante o percurso na ateatdéoi consumido
apenas 2 unidades de recurso, quando eram esperados 3esni8ada possivel continuar
pelo mesmo caminho, mas néo seria a solu¢do otima. Assimanto a tabela dos vértices
posteriores (Tabel[@a3.6) e partindo do vértice 2 com 7 ueislde recursos, podemos chegar
ao caminho 2-5— 7 — 9 — 10. Ao final teremos o custo total de 13 unidades, que é
menor que o estimado inicialmente, e com 0 mesmo consumo diel&des de recurso.
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3.2 Recursao Dual

Uma outra forma de utilizar programacéo dinamica para olenoéd de caminhos mi-
nimos sob restricdes é a recursdo dual [5]. Desta forma, endeeautilizar a variagdo na
restrico para fazer as recursdes, é utilizada a variaghoustos para a elaboracdo da tabela
de programacéao dinamica.

Em sua forma bésica, a recursao dual ndo traz grandes vastddas se torna bastante
interessante quando trabalhamos com aproximacgoes.

Um caminho do nd ao n6j é chamado de camintwse tiver custo menor ou igualca
Deseja-se encontrar o menor camirfiale 1 atén. Sejarj(c) o consumo de recursos do
menor caminh@ do no 1 até o nq. Entdo tém-se a recurséo:

rj(c) = min{rj(c—1), (H)?Eigjgc{ri(c— Cij) +rij}}- (3.3)

Fazendai(c) = 0 para 0< ¢ < ¢* erj(0) = « para todoj = 2,...,n, 0 6timo do pro-
blema de caminhos minimos sob uma restricdo, que é dadg(ody, pode ser computado
recursivamente.

Note que o valor de* ndo é conhecido a principio, mas pode ser conhecido por apro-
ximagdes ou por condicbes de parada que serdo discutidasanfrainte. A complexidade
deste algoritmo &(|E|c").

Dados a quantidadede veértices, o custo maxinw a ser verificado, o cusig; para ir
do verticei até j e o consumo de recursng para ir do vertice até j, temos o algoritmp314.

3.2.1 Exemplo

Utilizando o mesmo exemplo da figural3.1 e utilizando a reé&cuf8.3), podemos obter
as tabela§ 317 [e-3.8. Estas tabelas foram geradas fazéngoal a 14, que foi 0 maior
custo gerado para se chegar ao ultimo vértice, ou seja, upralglor maior ou igual a 14 é
suficiente para encontrar todas as solugdes 6timas do prable

3.2.2 Condicdes de Paradac)

Como condigéo de parada para a recursao dual pode-serutili@aasto no momento
em que for encontrado um valoy(c) < A, ou seja, quando for encontrado um resultado
menor ou igual a quantidade de recursos disponivel. Issntgague a solucéo 6tima seja
encontrada.
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Algoritmo de Programacgao Dinamica Dual

Parac = 0 atéc* faca
ri(c) <0
7T1(C) —0
Paraj = 2 atén faca
Cj(0) o0
1(0) — 0
Parac = 1 atéc* faca
Paraj = 2 atén faca
rj(c) —rj(c—1)
m(c) — m(c—1)
Paratoda € {i: (i, ) € E} faca
Se(cij <c) e(ri(c—cij) +rij <rj(c)) faca
rj(c) «— ri(c—cij) +rij
TG(C) i

Algoritmo 3.4: Programacgé&o Dinamica Dual

Caso nao haja solugéo para o problema, a recursado podetiauaorbuscando uma
solucéo indefinidamente. Assim, para garantir a paradactas@o, caso nao exista solucao
para a instancia, € necessario encontrar um limite superideste limite garantiria que a
solugéo seja encontra, caso exista, dentro daquele libhite forma simples de calcular
pode ser vista na equagao:

Cmax= max{cij : (i,]) € E} (3.4a)
C" =Cmaxn—1) (3.4b)

Nesta equacgéo, é multiplicado o maior custo dentre todaseataa pelo maior nimero
possivel de arestas em um caminho minimo gae-&, ou seja, passa por todos os vértices.

Uma forma de encontrar um limite superi@r mais acurado € utilizar o algoritmo de
Dijkstra usando o recurso como funcgéo das arestas. AsSigsgria 0 custo do caminho de
recurso minimo, obtido na arvore de caminhos minimos.
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3.3 Sumario

Neste capitulo foi discutido a definicdo de programacaondiced e como aplicd-la ao
problema de caminhos minimos sob restricdo. Os métodosrpaao problema com pro-
gramacéao dinamica foram divididos em duas formas: recyséwl e dual. Na primal é
utilizada a quantidade de recursos disponiveis para deza@a a iteracdo do algoritmo. Ja
na recursado dual € utilizado o custo das arestas como batsgalzio.

Estas duas recursdes podem ser divididas novamente em ades: parvore direta e
arvore reversa. A primeira descobre todos os possiveigidegtara um determinado no
origem. J& a arvore reversa encontra todas as possiveenenmara um determinado né
destino.

Por fim, é apresentado um exemplo que serve para ilustrartigpdde recursdo. E
também é feita a discusséo das condi¢des de paradas da@ceduss.



Capitulo 4

Estudo Comparativo (Analise

Computacional)

As instancias utilizadas para a experimentacdo numérieanfalgumas das utilizadas
por Beasley e Christofides! [4].

Para fazer a modelagem em programacdo matematica foadalia linguagem AMPL
[11], que € uma linguagem flexivel de modelagem algébricapablemas de programacéo

linear, ndo-linear e inteira, geralmente encontrados @mzAca0.

Para resolver as instancias foi utilizado o software deintigio CPLEXI[1R], que re-
solve uma grande variedade de problemas de programacamatiate
Neste experimento foram utilizados 8 instancias, descnigatabela 4] 1.

Tabela 4.1: Instancias
Vértices Arestas Restricdes Recursos

Instancia 1
Instancia 2
Instancia 3
Instancia 4
Instancia 5
Instancia 6
Instancia 7
Instancia 8

100
100
100
100
200
200
500
500

955
955
959
959
2040
2040
4858
4858

1

1
1
1
1
1
1
1

73
65
17
15
13
12
198
176
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Tabela 4.2: Resultados - Instancias
Tempo PD (mm:ss) Tempo PM (mm:ss) Resultado Recursos

Instancia 1 < 0:00.1 0:11.9 131 44
Instancia 2 < 0:00.1 0:11.5 131 44
Instancia 3 < 0:00.1 0:07.7 2 15
Instancia 4 < 0:00.1 0:08.1 2 15
Instancia 5 < 0:00.1 0:24.9 420 12
Instancia 6 0:00.2 0:24.1 420 12
Instancia 7 0:00.9 2:24.1 652 143
Instancia 8 0:00.8 2:16.0 652 143

4.1 Resultados Numeéricos

Neste experimento, foi especificado que se desejava déstmws 0os caminhos mini-
mos partindo do primeiro vértice. Assim, foi necessariocata o algoritmo de progra-
macado dinamica apenas uma vez, pois este traz todos estaghoamJa com o modelo
em programacao matematica, foi necessario exeoutdr vezes para retornar todos os ca-
minhos desejados. Os resultados podem ser observadoseta[4gh Na primeira coluna
temos o tempo de execucgédo do algoritmo de programacao diaaia segunda coluna te-
mos o tempo de execucao do modelo em AMPL, utilizando o s@®RiEX. Na terceira o
resultado 6timo da instancia e por fim 0 consumo de recursos.

4.2 Discussao dos Resultados

Como ja era esperado, as solu¢des encontradas nos expesmglizando programacgao
dindmica e programacao matematica foram os mesmos. Cogaoeda tempo computacio-
nal gasto para encontrar todos os caminhos minimos sob wingde partindo do primeiro
vértice, o experimento utilizando programacéo dinamic¢arfais rapido. Porém se fosse
apenas necessario calcular um caminho minimo de um vérice, ® tempo de execucao
da programacdo matematica levaria vantagem, pois o temgxedecao seria quaserezes
menor, enquanto que o tempo da programacao dinamica canérmimesmo.

Um outro aspecto relevante nos resultados € que o algorégrpoogramacao dinamica se
restringe a apenas uma restricdo, enquanto que nao existéraegro maximo de restricdes
quando se utiliza programacao matematica.

Além disso, deve-se levar em conta a disponibilidade de emarhenta de programacéo
matematica. Neste trabalho, foi utilizado o CPLEX. J& odtigm de programacéo dinamica
pode ser implementado na maioria das linguagens de progéama



Capitulo 5
Aproximacao-¢

A técnica de aproximagée para o problema de caminhos minimos sob restricdo foi
apresentada por Hassln [5]. Nela foi aplicada a técnicadeding and scalingpara obter
um algoritmo completamente polinomial por aproximagao

No Capitulo 3 foi apresentada a recursdo dual (3.3) de pragao dindmica para o
RCSP. Nesta recursao é apresentada uma forma de calculaminho minimo em funcéo
dos recursos com um limite maximo de gastos, quando no pnabdeiginal queremos cal-
cular o gasto minimo a partir de um limite de recursos. Paraae&ar a recursdo dual é
necessario saber um valor mdximogehamado de*, que encontra a solugédo 6tima do
problema conforme ja explicado.

Para se realizar a aproximacao é necessario um procedichertdste. Sejs um certo
valor, e suponha que queremos testa¥ sec*. Um procedimento polinomial que responde
a pergunta pode ser estendido a um algoritmo polinomial qtexmina o valor exato valor
dec*. O valor dec* pode ser encontrado através de pesquisa binaria enB)ondeB é o
limite superior para*. O valor exato de* é encontrado a partir da aplicacido@gogB)
procedimentos polinomiais. Como o problemBlé-Dificil ele tera que ser satisfeito com
um teste fraco.

Sejae fixado em O< € < 1. Suponha que queremos construir uma aproximacste
teste tem as seguintes propriedadesc*se V, entao resulta em positivo, caso contrario
negativo. Se o resultado for negativo, entdo sabemos'quéd/(1+¢).

Para realizar o teste os pesoscgesédo arredondados para:

GCii Ve
@e/(r:—l)J (1) (1)

Este arredondamento resulta num decréscimo em cada aeegtardaximovVe/(n—
1), e em cada caminho de no maxivie. Desta forma, é possivel resolver este problema
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utilizando a recurséo dudl(B.3) para uma rede com arestassties|c;; /(Ve/(n—1))]. Os
valoresrj(c), j = 2,...,n, séo primeiramente calculados para 1, entdo para = 2,3, ...
até querp(c) < Rparaalgunt=€< (n—1)/g,ouc > (n—1)/¢g, ondeR € a quantidade de
recursos disponivel.

Casorp(c) < Rseja verdadeiro entdo um caminho de no maximo

EVe
—— +Ve<V(1l+e
n_1+ <V(1l+eg)

A

L ; .. EVe (n—1) Ve
terd sido encontrado. O custo é no maxmeT) +Ve < e (n—1)

V(1+ ¢). Caso contrario, cada caminho tefn> (n—1)/e ouc >V, assimc* > V. Este
teste pode ser resumido pelo algoritmd 5.1.

+Ve=V+Ve=

Algoritmo de Teste para Aproximacaoe
TestdV,¢)

c—0
1. Paratoddi, j) € E faga
Secjj >V entao
E—E\{(i,))}
sendo
Gj — |Gj(n—1)/Ve]
2. Enquanto (verdadeiro)
Sec> (n—1)/¢ entédo
retorna VERDADEIRO
senao
Use o algoritmo dudl[ 314 para computgfc) paraj = 2,...,n
Serj(c) <R
retorna FALSO
senao
c—c+1

Algoritmo 5.1: Teste

Obter a parte inteira de um numefoque se sabe que tem limite supefibipode ser
feito emO(logU) passos, utilizando pesquisa binaria. O passo 1 do algoBithoequer
O(|E|) operagbes. Como serdo arredondados apenas 0s cisjos séo menores qig
entéo todos os niumeros que serdo aplicados operagdes dechdmenores gye—1)/¢.
Entdo o passo 1 requer temjiilog(n/€). Como cada itera¢éo do algoritmo dual 3.4 requer
tempoO(|E|), e como o passo 2 reque(n/¢) iteragbes, entdo o tempo computacional deste
passo ©(|E|n/¢€).
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Para realizar a aproximacao precisamos primeiramentewamym limite minimo e um
limite maximo. Um limite superior, chamado tUeB, pode ser calculado pelo somatério dos
n— 1 maiores custos das arestas, ou pelo custo do caminho que rfemor consumo de
recursos. Caso este caminho ndo seja um caminho factivebbtema, entdo o problema
ndo tem solucdo. O limite inferior, chamado ld®, pode ser calculado pelo caminho mi-
nimo sem restricdo, ou simplesmente fazebhBo= 1, ja que arestas de peso nulo ndo estéo
presentes.

Para o grafo exemplo da figura13.1, um limite supedd@ frouxo seria 0 numero de
vértices vezes 0 maior custo das arestas, ou sejag4 £040. Um outro limite superior um
pouco melhor, é obtido através dos 1 maiores custos,#4+4+4+3+3+2+2+2+2=
26. Um limite mais elaborado seria calcular o caminho com naneonsumo de recurso
possivel, desta forma ja seria possivel obter uma solucéiudl caso exista. Para obter este
caminho pode ser utilizado o algoritmo de Dijksira [1] aindo como pesos das arestas o
seu respectivo consumo de recursos. O consumo minimo dsosqara este caso € 9 e o
custo do caminho gerado é 14, desta forma o valds Beseria 14.

Para o limite inferioriLB pode ser atribuido o valor 1, pois sera considerado que todas
as arestas tém custo de no minimo 1. Um lirhiBemais elaborado pode ser calculado pelo
caminho minimo sem restrigcdes utilizando o algoritmo d&kd®ip. O valor do caminho
minimo para o exemplo é de 10, que pode ser utilizado comtelinfierior na aproximacao.

CasoUB < (1+ ¢)LB entdoUB é uma aproximagde-parac*. Supondo quéJB >
(1+ €)LB. SejaV um valor dado B <V < UB(1+¢) 1. O teste em cima de pode
ser aplicado para melhorar os limitesale Ou seja, podemos aumentd8 paraV ou entéo
diminuir UB paraV(1+ €). Realizando uma sequéncia de testes a propor¢cé@dBiéeB
podera ser reduzida. Téo logo esta constante esteja almuwm dalor pré-determinado, a
aproximacace pode ser obtida aplicando a recurséo dual para os valoesdoadados de
|cij/(LBg/(n—1))]. O erro introduzido € de no maxinah.B, ondescLB < c* e o tempo
computacional para calcular o caminh®@E|n/¢), assim como uma simples aplicagéo do
teste de intervalo.

A reducéo da proporcao entdB /LB é mais bem atingida aplicando uma pesquisa bina-
ria no intervalo déLB,UB) em escala logaritmica. A cada teste os limites sdo modificado
Para garantir uma reducao réapida o teste sera executado @ontox, ondeUB/x = x/LB,
que é&x= (UB- LB)l/Z. O namero de testes necessarios para se ter uma proporcaoquen
2 é0(loglog(UB/LB)).
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Algoritmo de Aproximacgao

Iniciar valores de_B e UB com seus valores iniciais.
Enquanto2LB < UB)
V — (LB-UB)Y/2
Se Testa(, €) = VERDADEIRO
LB —V
senao
UB—V(1+e¢)
Para toddi, j) € E faga
Cij Lcij (n—1)/eLB|
Apligue a recursao dual para computar o caminho.

Algoritmo 5.2: Aproximagao pog

5.1 Exemplo

As instancias utilizadas nesta se¢ao sdo as mesmas daddbeMeste exemplo, para
execucao foi utilizada a instéancia 1 cam- 0,4.

Na figura[5]l € mostrado em porcentagem do resultado 6tim@loses dos limites
inferior e superior em funcéo das iteracdes. Nesta figura pedobservada a convergéncia
dos limites a cada iteracéo, fazendo com que o interval@ estlimites fique menor e o
resultado mais preciso. Neste grafico foram eliminadas as gtimeiras iteracdes para
deixar o grafico mais claro. Assim foram retiradas a iteragéotinha limite inferior 1 e a
iteragc@o com o limite superior da — 1) x maior custo Esses valores iniciais para os limites
foram atribuidos para validar o algoritmo de aproximacaare ficar mais ilustrativo, ja que
poderiam ser utilizados valores inicias mais elaboradwaocfoi citado anteriormente.

A tabela[5.]l mostra os dados desta mesma execucdo. Nedtn &Hme mostrados os
valores numéricos do limite inferigt.B) e superior(UB) em cada iteracdo; além disso, séo
mostrados os valores deB-UB)Y/? e a resposta do teste-Pela tabela, pode-se observar
que as iteracbes sdo executadas até que o resultado s&f&ad (neste caso iteragédo 9),
que neste algoritmo esta definido quaridd/LB) < 2.

Ao final deste experimento o caminho obtido para a instand@ & mesmo gerado
pelos experimentos anteriores, ou seja, foi obtido o regalétimo. Como este algoritmo é
uma aproximacgao, nada garante que este resultado sejg é@neapenas garantido que o
resultado estaria dentro dos limites obtidos e que o otimbdéan estaria neste intervalo.
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Porcentagem do otimo em funcao das iteracoes - Instancia 1 (n=100)
1200 T T T T

T
Limite Inferior —+—
Limite Superior

1000 E

800 - 1

600 1

Porcentagem do otimo

400 y

200 N

0 1 1 1 1 1
3 4 5 6 7 8 9

Iteracao

Figura 5.1: Grafico dos limites inferior e superior em fundas iteragées com= 0,4

5.2 Resultados Numéricos

As respostas obtidas nestes experimentos foram as messpasteess obtidas com o0s
algoritmos deterministicos de programacao dindmica, @& ee resultados obtidos foram
otimos.

Na figurd 5.2, é mostrado o limite inferior em porcentagenodiacio 6tima que é obtido
ao final da execucéo de cada experimento variando o valer déestes experimentos, 0
valor de¢ variou de 0,1 até 0,9, com acréscimo de 0,1 a cada execuc&ta idpira, pode

Tabela 5.1: Tabela de Execugéo - Instéancia,0,4
lteracdo Limite inferior (LB) Limite superior (UB) (LB-UB)Y/2 Testee
1 1,000000 11484,000000 107,163429 Sim

2 107,163429 11484,000000 1109,353394 Néo
3 107,163429 1553,094727 407,964417 Nao
4 107,163429 571,150208 247,399307 Na&o
5 107,163429 346,359039 192,657791 Né&o
6 107,163429 269,720917 170,012405 Nao
7 107,163429 238,017365 159,708344  Nao
8 107,163429 223,591675 154,792923 Na&o
9 107,163429 216,710098 152,392242 Na&o
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ser observado que o limite inferior se manteve estavel, méswvendo variacdo no valor de
€. O limite mais proximo do valor 6timo foi na execucgéo da instd 1 quando foi obtido
um limite inferior de 81,8% do resultado 6timo. O limite irie mais longe foi na instancia
3 que obteve 50% do 6timo.

Os resultados dos limites superiores dos experimentas ibstfrados na figuiad.3. Esta
figura reflete os mesmos experimentos ilustrados na figueai@nimas nesta figura percebe-
se que o limite superior sofreu influéncia da variacdo dorvdd&. O limite superior mais
proximo ocorreu na instancia 5 cam= 0,1, onde o limite ficou 123,63% do valor 6timo. O
mais longe ficou a 310,44% do valor 6timo na instancia 9 eeg0, 9.

Comparando os dois gréaficos anteriores, observa-se quegeimsatasos a razao entre
oUB e oLB é maior que 2, sendo que a condicdo de parada era quandozgidasse
menor. Neste caso, os limites pararam de convergir poisar dal(UB/LB)Y/2x (1+ ¢)
era maior que o limite superior da iteracéo anterior. Nesiess, ha duas opgdes: ficar com
o resultado j& obtido ou ajustar o valor depara que voltasse a convergir. Como foram
realizados experimentos com diversos valores para efeito de comparagéo, simplesmente
ficamos com o resultado quando a convergéncia foi interrdapi

Analisando os graficds 8.2[eb.3, pode-se observar uma teiadgume quanto menor o
valor des maior a preciséo do intervalo entre os limites.

A figuralB4 ilustra o tempo de execucgdo das instancias 1, 3a&dprbximacao para
diferentes valores de. Neste grafico, pode ser observado que o tempo de execugio tev
tendéncia de queda para valoresduais proximos de 1. Ja a figdralb.5 ilustra o tempo de
execucgdo da instancia 9 para os mesmos valoresMesta Ultima instancia, para valores de
€ maiores que 0,5 o algoritmo n&o convergiu para que satisézesondicao de parada. Por
isso, foi necessario esperar que o algoritmo convergissesd@ndo um tempo de execucéo
maior do que o esperado.

Algumas vezes com poucas itera¢des o resultado 6timo jageydebtido utilizando o
caminho gerado naquela iteragdo, mas como o algoritmo dgiapcéo nao pode afirmar
que aquele resultado é 6timo, o algoritmo continuou até qualores dos limites inferior e
superior se tornassem satisfatorios ou senéo os limitasggn de convergir.

Foi realizado um outro experimento com o intuito de mosttangpo de execugdo com a
variacdo dos recursos disponiveis em umainstancia. Rareste foi escolhida a instancia 1
e a quantidade recursos foi alterada para serem medidanpss@le execucao do algoritmo
de programacéao dinamica primal e da aproximaga@riginalmente, a instancia 1 tinha 73
recursos disponiveis e este valor foi alterado nos testasj#®, 1000, 10000 e 100000. O
valor dee nas aproximagoes foi ajustado da mesma forma que no expearaeterior, ou
seja, variou de 0,1 a 0,9. O caminho gerado neste experini@ndomesmo em todas as
execugoes, ja que atingia o 6timo com 81 recursos dispargv@Edr isso ndo foi citado nesta
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Limite inferior em funcao de epsilon
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Figura 5.2: Grafico do limite inferior em funcéo do

secao.

A tabela[5.2 mostra na primeira linha os tempos de execug@ogprogramacao di-
namica e em seguida vém as aproximacdes. Na tabela podessevaitn que o tempo de
execuc¢do da programacdo dinamica primal é dependente ddgake de recursos disponi-
veis, 0 tempo cresceu linearmente com o aumento de recuUi&asaproximacao foi menos
dependente deste valor. Um outro aspecto que se pode ab&egua inicialmente o al-
goritmo primal estava um pouco mais rapido que as aproxiesaedogo que 0S recursos
disponiveis aumentaram o tempo de execucao se invertendazom que as aproximacoes
fossem consideravelmente mais rapidas.

5.3 Discussao dos Resultados

Os resultados obtidos para as instancias testadas pelarapgdoc foram 6timos. Em
geral, o tempo de execucdo das instancias foi proximo a gmuagao dindmica primal, com
valores des bem ajustados. Mas quando a quantidade de recursos disjgo@ielevada, a
aproximacao tem um desempenho melhor com relagéo ao tenmgp@decao.

A escolha do valor de se mostrou bastante importante, tanto para o tempo de é&acug
como para que se garanta que a solucdo esteja dentro de ugemae erro. Além disso,

0 ajuste dos valores @deé crucial para que a convergéncia ocorra da forma esperatgae q
teste de parada tenha sucesso. Pode-se mostrar que queodxiano de zero melhor sera
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Limite superior em funcao de epsilon
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Figura 5.3: Gréfico do limite superior em funcdoa&lo

a qualidade da solucéo e mais tempo sera necessario patdag>@cuanto mais proximo
de 1 menos tempo sera necessario para a execucao e o inriralos limites superiores e
inferiores fica maior.

A aproximagaocs se mostrou uma boa técnica para a solucéo de problemas oatt® 0 v
dos recursos disponiveis € grande. Neste caso, a progrardag@mica primal tem um
desempenho proporcionalmente ruim. Além disso, os remsdtimram bastante satisfatorios,
pois nestes experimentos o caminho 6timo acabou sendoogdrachbrando que néo havia
garantias que os valores 6timos seriam encontrados. Ecagfés onde o resultado 6timo é
necessario ainda é melhor utilizar a programacéao dinamigiaal, pois desta forma, sempre
o melhor resultado sera obtido se o problema for factivel.

5.4 Sumario

Neste capitulo é apresentado a aproximagagde utiliza programacdo dindmica para
resolver o problema de caminhos minimos sob restricdo. nFagesentados algoritmos
que resolvem o problema por aproximacao em tempo polinpapatsentados exemplos e
resultados numéricos deste método.

A aproximagacs se mostrou uma boa técnica para solucao de problemas ond@até qu
dade de recursos disponiveis é grande. Mas quando issomdie aprogramacao dinamica
simples pode ser mais util.
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Tempo de execucao
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Tabela 5.2: Comparacao - Tempo de execuc¢ao (S) - Instancia 1
Algoritmo R=100 R=1000 R=10000 R=100000

PD Primal <0,1 0,2 2,3 23,8
Aprox. £ =0,1 0,1 0,1 0,2 0,8
Aprox.e=0,2 <0,1 0,1 0,1 0,7
Aprox.£e=0,3 <0,1 <01 0,1 1,0
Aprox.e=0,4 <0,1 <01 0,1 0,9
Aprox.e=0,5 <0,1 <0, 0,1 1,3
Aprox.e=0,6 <0,1 <0, 0,1 0,8
Aprox.e=0,7 0,1 0,1 0,1 1,6
Aprox. £ =0,8 0,1 0,1 0,1 0,7

Aprox.£=0,9 <0,1 0,1 0,1 1,2




Capitulo 6

Tratamento de Objetivos Nao Aditivos

Uma variagdo do problema de caminhos minimos sob restr&gesndo a fungédo ob-
jetivo é nédo aditiva, ou seja, tratando-se de minimizagésejd-se encontrar o caminho que
minimize o maior valor das arestas que fazem parte destenbamim exemplo desta vari-
acao é quando se paga apenas a maior taxa ou pedagio de urmaldmesutro exemplo de
objetivo ndo aditivo é quando se deseja maximizar a bandendecanexao.

6.1 Minimizacéo

Originalmente uma fung&o objetivo aditiva de minimizacédeser formulada como:

Min f = Z Cij Xij (6.1)
(i,))eE

Quando a fungéo objetivo passa a ser ndo aditiva, esta poftersellada como:

Min f=max{cx;:(i,]j) €E} (6.2)

lembrando que;; € o custo do arcdi, j) e x; € uma variavel binaria que assume o valor
1 quando o arcdi, j) pertence ao caminho, caso contragijpassume o valor 0. Esta equa-
¢éo ilustra uma minimizacao de uma fungao objetivo ndowaditiu seja, deseja-se obter o
minimo do maior valor dentro do caminho escolhido.

Para tratar um problema de caminhos minimos sob restrigheduncao objetivo ndo
aditiva em programacao matematica € necessério fazer atgaiteracées em sua formula-
¢cdo. Uma forma é colocar umarestricdo na qual a fungéo wbgtnaior ou igual a qualquer
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um dos valores das arestas que fazem parte do caminho éscolhi

P: Min f=u (6.3a)
S.a:
u>cijxij, V(i,j)€E (6.3b)
Z riijij < AKX parak=1,...,K (6.3c)
{(,1)<E}
Xij — Z Xjj=0, VieV—-{st} (6.3d)
{i:(i.))eE} {1:(1.)<E}
{i:(s))<E}
> xe=1 (6.3)
{i:(it)E}
xj €{0,1}, V(i,])€E (6.39)
onde:
e Cjj € Z+\{0};
o rij € Z+\{0}.

Esta variagéo do problema de caminhos minimos sob restrigffdém pode ser tratada
com programacdao dindmica. A recursédo de programacao dind&ndada por:

cj(r) =min{cj(r—1), min. max{c;(r —rij),Gij }} (6.4)
(i,J)eE,rj<r
ondecy(r) =0 parar =0,...,A ecj(0) =« paraj =2,...,n.
O algoritmo[®1L é resultante da recursdo com objetivo nativadi Este algoritmo é
baseado no algoritmia 3.1, formulado para funcédo aditiva.

6.1.1 Exemplo

Utilizando o exemplo da figuria_3.1 podemos aplicar a recudsfiprogramacao dina-
mica para funcdo objetivo ndo aditiva. A tabeld 6.1 mostra pada quantidade de recurso
disponivel o valor da funcéo objetivo ndo aditiva para sgaheaquele vértice.

A tabela de vértices anteriores (Taldeld 6.2) mostra o eéatiterior em cada vértice para
cada quantidade de recurso disponivel. O algor[imb 3.2 pedetilizado para encontrar
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Algoritmo de Programacao Dinamica - Objetivo n&o aditivo

Parar = 0 atéA faca
ci(r)<—0
7T1(r) ~—0
Paraj = 2 atén faca
Cj(0) o0
1(0) — 0
Parar = 1 atéA faca
Paraj = 2 atén faca
Cj(r) < cj(r—1)
m(r) < m(r—1)
Paratoda € {i: (i, ) € E} faca
Se(rij <r) e(cj(r) > max{ci(r —rij),cij }) faca
Cj(r) « max{ci(r —rij),Gij }
TG(r) « i

Algoritmo 6.1: Programacé&o Dinamica - Objetivo ndo aditivo

0 caminho minimo deste caso e é o mesmo da programacao dinéomcfuncdo objetivo
aditiva.

O caminho gerado para se sair do n6 1 e chegar ao n6 10 com foagaalitiva e com
11 recursos disponiveis € o mesmo gerado quanto temos fad@@@, ou seja 0 caminho
continuou sendo: + 3— 6 — 7 — 9 — 10. Mas agora o resultado da fungéo € 3, ja que 0s
arcos de maior valor/custo neste caminho @) e (9, 10), ondecs 7 = 3 €Cg,10 = 3.

Uma mudanca que pode ser observada seria na geracéo do canind 1 ao n6 9 com
12 recursos disponiveis. Anteriormente com o objetivohalid caminho seria - 3 —
6 — 7 — 9, agora com o objetivo n&do aditivo o caminho ficeel3 -4 —-5—7 — 9 etem
resposta 2, que sdo os pesos dos afsos e (7,9).

6.2 Maximizacao

O problema de maximizagcdo de caminhos minimos sob restrigdiofuncdo objetivo
nao aditiva pode ser exemplificado quando se deseja obteioa Inaenda possivel em uma
rede de computadores.

A funcao objetivo ndo aditiva de maximizagao do problemaaseichos minimos é dada
por:
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Tabela 6.1: Programacéo Dinamioey(r) - Recursos< Fungéo objetivo néo aditiva
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Tabela 6.2: Veértices Anterioresi(r)) - Fungéo objetivo néo aditiva
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Max f=min{cx:(i,j) € E} (6.5)

Lembrando quej; € o consumo na aresta j) ex;; € a variavel binaria de deciséo se a aresta
(i, j) faz parte da solucéo.

Partindo da formulacéo da funcéo objetivo, obtém-se o noogl@l programacao mate-
matica do problema de caminhos minimos sob restricbes cogdduobjetivo ndo aditivo:

P: Max f=I (6.6a)
S.a:
I <cijxj, V(i,j)€E (6.6b)
Z riijij < AKX parak=1,...,K (6.6c)
{(i.))E}
Xij — Z Xjj=0, VieV—-{st} (6.6d)
{i:(,1)€E} {i:(J.)eE}
{i:(s.])€E}
Y x=1 (6.6f)
{i:(i,t)eE}
xj €{0,1}, V(i,])€E (6.60)

onde:cj € Z\{0}, rij € Z,\{0} parav(i,j) € E
Em programacé&o dinamica o problema fica:

cj(r)=max{cj(r—1), max min{c(r—rij),cj}} (6.7)
(i,i)eE,rj<r

ondecy(r) = 0 parar =0,...,A enquanta;(0) = —o paraj =2,...,n
Para exemplificar uma aplicacdo desta variagdo do problencardinhos minimos sob
restricdes, considere o problema onde temos em caddiaj¢o

e a capacidade de transmiss#o(ou vazao); e

e 0 custo de transmisség atraves do arco.

O problema é encontrar um caminhosjearat com maior capacidade possivel de trans-
missao (ou vazao) que nao ultrapasse o orcamento. A vaz&ordoho € dada pelo arco de
menor vazao.



Capitulo 7

Tratamento de Restricoes Nao Aditivas

Uma outra varia¢ao neste tipo de problema é quando temogdestndo aditivas. Su-
ponha que o problenfatenha este tipo de restricéo.
No caso I, as restricdes aditivas ndo devem ultrapassaroo d#all e tem a seguinte

formulacao:

> riixij <A (7.1)

Quando passamos as restricdes para que sejam nao aditamfiegan com o seguinte
formato:

Max{rfx;j : (i, j) € E} <A¥ (7.2)

No caso Il, quando as restricbes aditivas devem ultrapassdor deA, estas ficam com
0 seguinte formato:

S rixij > A (7.3)

Passando para restricdes nao aditivas, temos:

Min{rfx; : (i,j) € E} > AK (7.4)

Para exemplificar uma aplicacao desta variacao de problejaa s
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e Cjj € 0 custo de transmissé&o atraves do &rcp; e

e rf éavazéo do arcg, j).

Assim o problema seria o0 de encontrar o caminho de menor desparat tal que a
vaz&o minima sejaX.
Para tratar restric6es nao aditivas deve-se fazer:

e No caso (I), basta remover do grafo os ar@o$) tais queri"j > Ak:

e No caso (Il), basta remover do grafo os ar@o$) tais queri"j < AK.

Apoés a remocao dos arcos, a restricdo nao adiigara satisfeita por qualquer cami-
nho no grafo. Assim, podemos remover a restricdo do problpma esta sera satisfeita
automaticamente.

O problema de caminhos minimos com restricbes apenas nfi@adie torna um pro-
blema de caminhos minimos convencional e pode ser resateichoalgoritmos convencio-
nais. Dentre eles podemos citar os algoritmos de Dijkstralkenan-Ford[[1B].

A complexidade do algoritmo de Dijkstra¥V2 +V E) = O(V3) com fila de prioridades
com listas ligadasQ((V + E)IgV) com heapbinario eO(VIgV + E) com heapFibonacci.

A complexidade do algoritmo de Bellman-For@®¢V E), sendoO(V?) em grafo esparso e
O(V3) em um grafo densd/ é o nimero de nds do grafdeé o numero de arestas.

O algoritmo de Dijkstra € aplicavel apenas quando os cusiesrbos sdo ndo negati-
vos. Bellman-Ford aceita custos negativos, podendo @ete&xisténcia de ciclos de custo
estritamente negativo.



Capitulo 8

Tratando RestricOes Probabilisticas

Considere um recurdoe a restricdo onde as parcelas séo variaveis aleatorias:

> riixg <Ak (8.1)
(i,j))eE

ou seja,r}‘j € uma variavel aleatoria para todioj) € E. Suponha queikj € uma variavel
aleatdria com distribuicdo normal tendo esta méﬁi& desvio padréoi'}. Ou sejaE[r}‘j] =
pf eE[(rf —E[rk])? = (of)?, onde(ak)? é a variancia.

Nesta secéo sera feita uma breve revisdo de conceitos b&sibre variaveis e distri-
buicdes. Em seguida, sera ilustrada a conversao de umigdegirobabilistica simples para
uma restricao deterministica equivalente. E por fim, segphicealas restricbes probabilisticas

a caminhos minimos.



8. Tratando Restricbes Probabilisticas 45

8.1 Conceitos Basicos Sobre Variaveis Aleatoérias

Sejark = > (i.j)eE r}‘jx;j uma variavel aleatéria dada pela soma das variaveis aksator
riijij, (i, ]) € E. Sabemos da Teoria da Probabilidéde [14] que:

E[fY=E [ r!(inj] (8.2a)
(i,1)€E

= 5 E[rxi] (8.2b)
(i,])eE

= Elrf]x; (8.2¢)
(i,])eE

= 3 X (8.2d)
(i,])eE

Var(rk) é a variancia de* sendo definida por:

Var(r k

)=E [(rk—E[r"])z] (8.3a)
= (.;EVar(rE‘jxiO + Z Z Cov(rﬁ-xij,r:‘txn) (8.3b)
i,phe

(i,))eE (LB, (I,1)#(LY)

Cov(x,y) é a covariancia entre as variaveis aleatdxiay, sendo definida por:

Cov(x,y) =E[(Xx—E[X]) (y—E[y])] (8.4a)
=E[xy] -EXEly] (8.4b)

Sex ey sdo independentes, entdo Qay) = 0, poisk [xy| = E[X]E[y]. Podemos assumir

K s&o independentes, o que nos leva a deduzir que:

k
querf erg

Var(rk) = Z Var(r}‘jxij) (8.5)
(i,))eE

Podemos ter 0 seguinte tipo de restricdo probabilistica:
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P( Z rE(inj </\k> =a (8.6)
(i

i,J)eE

em palavras, queremos satisfazer a restrigéo g r}‘jxij < AK com probabilidade igual ou
superior aa:

P( S r!‘jxijg)\k>>a<:>P(rk<)\k>>a (8.7)
(i,])eE
onde:
rk= Z r!‘jxij (8.8a)
(i,])eE
Eff) =5 E[rfx; (8.8b)
(i,])eE
Var(rk) = Var(rk x;;) (8.8¢)
(i,])eE

8.2 Restricdo Probabilistica Simples

Vamos agora considerar uma restricao probabilistica ssnphdex € uma variavel ale-
atéria com distribuicdo normal, com média= 0 e variancias? = 1, conforme ilustra a
figura81.

Px<é)zaePE>x)>a (8.9)

p=0 ¢
Figura 8.1: Funcéo densidade de probabilidgde)

Seja F(y) = P(x < y) a distribuicAo de probabilidade cumulativa de Fx(y) =
e fx(X)dx onde fx(x) é a funcdo densidade de probabilidade. EMgd(a)=n &
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o percentila, onden = min{y: F(y) > a}, conforme ilustra a figula8.2. Entdo podemos
substituir a restricdo probabilistica por uma determitdastquivalente:

PE>x)>ae&>FR Y a)e R Ha)

N

3 (8.10)

Observe que através do equivalente deterministico elumsgoa variavel aleatoria.
Assim temos uma restricdo deterministica em fungéo de un@vesé e uma constante.

Figura 8.2: Distribui¢céo de probabilidade cumulatiyéy)

SejaX uma variavel com distribuicdo normal, tendo médiado necessariamente igual
a 0 e varianciar? ndo necessariamente igual a 1. Seja entéo uma variaveriedefinida
em funcdo d&: x = (X— u)/o. Note que

j‘(_u :E[)’Z] H:H_EZO (811)
o g g (0) .

Ex]=E {
portantox tem média nula. Observe ainda que

Var|x] = E [(x—E[x])?] = E [x*] =E [(R— p)?/0?] =E [(8— p)?] Jo? = 0?/0? =1

(8.12)
portantox tem variancia igual a 1.
Considere a restricdo probabilistica:
Px<é)>aeP(E=x)>a (8.13a)
@P(E>A0+u)>apoisx:§(;u:>§<:0x+u (8.13b)
=P %“ > x) >a (8.13¢)

Mas [813F) tem uma varidvel aleatoxiaom distribuicdo normal, médja = 0 e vari-
anciac = 1. Podemos assim obter o equivalente deterministich d@d8.da mesma forma
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que foi obtido em[(8.10):

S-H

WV
<]
Pl
2
X
N
WV
Q
<]
Pl
2
_I_

=

(8.14)

Q

Assim eliminamos a variavel aleatoria@ colocamos a restricdo em uma forma determi-
nistica equivalente.

8.3 Restricdes Probabilisticas em Caminhos Minimos

Vamos tratar um caso mais geral de restricdo probabilistica

P( > rikj><aj</\k> >a<:>P<Ak> > r!‘pq,—) >a (8.15a)
( (

i,J)€EE i|)eE

V

@P()\k>rk) a (8.15b)

onderk = > (i,j)<E r}‘jx;j € uma variavel aleatoria com distribuicdo normal, tendoianéd
Elr =E[Yj)eei%il = i.)ee EIrSIx;.
Estamos assumindo que cadfjatem uma distribuicdo normal. Observe ainda que

Var(rk>: Z Var(r!‘jxij)Jr Z Z Cov(r!‘jxij,rﬁx“) (8.16a)
(i,))€E (i,))€E (LOeE,(i,))#(.t)

=3 Var(r!‘jx;j) (8.16b)

se assumirmos quél erﬁ séo independentes.
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Entéo, temos a restricdo deterministica equivalente:

AK> o Var(rkFE Y (a) + E[r4 (8.17a)

A= F(a) > Var(r}‘jxij>—|— > E[r!‘j]xij (8.17b)
(i,))eE (i,))€E
I 2
= inl(a) Z E < i Xij — |J le) :| :(j]XU (8170)
\ (i,))ee L |7
=R a),| Y E (r. [r¥ x,}+ E[ri)x; (8.17d)
\ (i,))ee L I,j
:Fxl(a)\/ Var(r'j)xﬁ + Z E[rikj]xij (8.17¢)
(i,j)eE (i,))eE

Fx é adistribuicdo cumulativa da variavel aleatér@om distribuicdo normal, média nula
e variancia unitaria. Note quE(8.17e) é uma restricao ihitéstica equivalente a restricdo
probabilistical(8.19a). A dificuldade em se trabalhar cora esstricdo equivalente determi-
nistica esta no fato de ser néo-linear nas variaveis deaegjs Um alternativa para esta
dificuldade esta em se utilizar limites superiores paramdeﬁfx—l(a)\/z(meE Var(r}‘j )xﬁ-
da restricdo, que passaria a ser linear e poderia ser fadérmserida nos modelos ja desen-
volvidos, como programacao matematica, programacéao diadsraproximacae-

8.4 Sumario

Neste capitulo sdo revisados conceitos basicos sobreearédistribuicdes estatisticas.
Sao aplicados estes conceitos no problema de caminhos oasingarando uma restricdo
probabilistica. E por fim, € substituida a restricdo prdisthma por uma restricdo determi-
nistica equivalente. Porém quando € realizada esta sugstif o problema passa a ser um
problema néo-linear. Uma forma de tratar este problema sadontrar limites para o termo
nao-linear.
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Capitulo 9

Agentes Modveis

A tecnologia de agentes mdéveis € uma importante area deipasguescopo de codigo
movel code mobility [15]. Um agente movel é um elemento formado por um compenent
de software e tem a capacidade de migrar de forma autonoraaqu. Além disso, é
responséavel pela execugdo de alguma tarefa, e ser capaarimer esta tarefa em um lugar,
mover-se para outro lugar e retomar aquela tarefa. Elempsededaptar dinamicamente e
executar tarefas de forma assincrona e autbnoma.

Em se tratando de agentes moveis, existem aplicacdes qbasgadas em restricoes de
tempo. Desta forma, um agente teria a capacidade de negaielidade do resultado em
troca de atender o prazo estabelecido. Este tipo de ageitateantagem de diminuir o
trafego na rede, atuar de forma autbnoma e assincrona.

Uma aplicacao que ilustra o uso de agentes moveis com feEstrite tempo é um sistema
de geracao e transmissao de energia elétrica, onde os aagipagam em grande escala,
seguindo uma estrutura hierarquica. No controle e su@ends um sistema energético, a
grande escala geogréfica e a resposta em tempo real sdatoscpasicos, além de também
possuir uma diversidade de equipamentos. Neste tipo @dgrsighiodem existir milhares de
noés que podem ser monitoradds|[16].

Segundo Recht al. [17], um agente mével poderia substituir um técnico (ou ahg&o)
que com seu laptop visitaria se¢édo por se¢éo do sisteman Aesi vez do técnico percorrer
cada secdao, seria 0 agente que visitaria um no, coletariadms e decidiria 0 préximo no
a visitar para coletar os dados. O diagndstico da rede dargdo visitando alguns nés e
coletando dados para se tomar a decisao.

Nesse tipo de aplicacéo, € possivel utilizar caminhos nuisgonb restricbes para encon-
trar uma rota satisfatoria para o problema. Além dissot@ripossibilidade de alterar a rota
durante o percurso para que se obtenha um melhor desempesthalgo ocorra com um
gasto de tempo maior ou menor do que o esperado.
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9.1 Formulacao do Problema

Um sistema distribuido é caracterizado por um conjishitie nés e um conjunt® de
tipos de recursos. Cada mopossui um sub-conjuntig de recursos, isto &} C R. Cada
tipo de recurso pode ser encontrado em um ou mais nés, podstin ecursos duplicados
desde que estejam em diferentes nos. A fifjura 9.1 ilustra emm@r onde o recursq esta
presente em dois nos da rede.

—————————————————————————————————————————————————

Ri={ri} |Re={rs} |Re={re,r2}|Ra={rsra}|Rs={rs,re}|[Re={rz,rs}

Figura 9.1: Recursos em um sistema distribuido

Um itinerario € definido como uma rota em um sistema distiibuEle descreve uma
sequéncia de nds € N. Um itinerario pode passar pelo mesmo n6é mais de uma vez e ndo
precisa incluir todos os nos.

Cada agente movel tem uma missa® que define uma funcaB para cada tipo de
recurso. Esta funcdo determina quanto de beneicoada tipo de recursg contribui para
a missdo do agente. Em outras palaBas: R™ é uma funcdo dos recursos para os reais
nao negativos.

O agente tem o0 objetivo de maximizar o total de beneficiadokdurante o itinerario no
sistema. O agente deve comecar nd\Np& deve retornar neste mesmo no ao fim da misséo.
Cada missai tem umdeadline Dassociado para ser executado. O ag&rdeve concluir
a missao, retornando ao no inicial antes do pRaxpirar, ou sera perdido todo o beneficio
coletado.

O diagrama de recursos pode ser visto na fiura 9.2, que pormés a um diagrama
de atividade UML que descreve a existéncia de relagbes @dedg#rcia sobre o uso dos
recursos. O recurso do tipg € um pseudo-recurso, indicando que o agente deve iniciar e
retornar ao nd\,.

No diagrama da figura 9.2, a legenfl@ariavel)) indica que a quantidade de tempo
utilizado para obter o recursg é variavel conforme o beneficio, ou seja, quanto mais tempo
0 agente permanecer no n0 maior sera o beneficio. Depoistdembecursa, o agente
deve se obter o recursg. Da forma que estéo posicionados 0s recursQs, e rs, mostram
gue o recursoz deve ser obtido antes dge que o recursos pode ser obtido paralelamente
aos outros dois. Ou seja, podem ocorrer as seguintes ordgmeakdéncia para a obtencao
dos recursos(rs, r4, rs), (rs, s, ra) € (rs, r3, r4). Em seguida, é o recursg que deve ser
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obtido. Por seqliéncia, 0s recurse® rg podem ser obtidos ou ndo em qualquer ordem de
precedéncia. For fim, deve se obter o pseudo-reagrsue é retornar ao no inicial.

I

’

ri( vanavel) ]

'

& &
O &

Figura 9.2: Missdo em fung&o dos recursos

O diagrama de n6 para uma misddocorresponde a um diagrama de atividade UML
construido a partir do diagrama de recursos para esta m@sd®cada recurso € substituido
pelo n6 ou nés que contém este recurso. A fifurh 9.3 corresppmdiagrama resultante
para a missédo referente a figlira 9.2.

Conforme a figur@ 913, o agente deve partir do n6 inidigd seguir para o nl; ou para
0 nd N, e no n6 que escolheu obter o recurgpopermanecendo uma gquantidade variavel
de tempo, gerando um beneficio conforme a sua permanéngisgseguida, o agente deve
seguir para o n®&; ou entdo permanecer la caso ja esteja neste nd, para obterrsae.

Para obter os recursog r4 ers, conforme a figure 912 as seqiiéncias possiveis de visitas aos
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&
[N1<<variavel>> J [NS((variaveI» ]

[ ]
Figura 9.3: Misséo em fung¢éo dos nos

néSNz, Ng € Ng sao: <N2, No, N4>, <N2, Na, N2>, <N4, Ny, N2>, (NG, No, N4>, (NG, N4, N2>

e (N4, Ng, N2). O agente entdo deve seguir palg ou permanecer la caso ja esteja neste
no, para entdo obter o recungp Por fim, o agente tem a opc¢ao de seguir ou ndo para o0 no
Ns para obter; ourg ou ambos. Desta forma, a missao estara completa e o ageet@ dev
retornar ao no inicialy.

Os tempod; para obtencéo e os benefici®sde cada recurso estédo na taliela 9.1. Para
se deslocar de um né para outro qualqUie,igual a uma unidade de tempo. E o tempo para
se manter no mesmo n6 e comecar a obter outro recurso é zero.

Para utilizar o problema de caminhos minimos sob restrifd@esecessério utilizar a
formulacdo de grafo, que pode ser observada na figura 9.4.f&=er esta formulagdo em
grafo € necessario criar todas as possibilidades de nds ggente pode tomar dentro da
missdo. E necessario relacionar a fiura 9.2 com o tempos@tepara obter o recurso, o
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Tabela 9.1: Beneficio e tempo de obtencao dos recursos

Recurso Benefici®; TempoT,

r 10 10
] 3 2
rs 3 7
rg 7 2
s 5 8
s 3 5
rz 6 7
rs 8 3

beneficio gerado pelo recurso e o tempo de deslocamentdmisrlocais.

Na figurd{9.}, pode ser observado nas arestas entre pagmiéseiramente o beneficio
Bi gerado pelo recurso e em seguida o teMptecessario para obté-lo. Quando uma aresta
tiver colchetes estara indicando o recurso que esta obtidmbrando que em algumas
arestas ndo ha deslocamento de local e nem obtencéo deorgoodendo ser apenas a
mudanca de recurso a ser obtido.

A partir do grafo da figure 914, pode ser aplicado programdg@mica para o problema
de caminhos minimos sob restricBes, sendo que neste castnigieé 0 tempo e 0S custos
séo os beneficios. Como se deseja maximizar o beneficie;skeeonsiderar que ele seja
negativo no momento que seja aplicado programacéo dinamica

9.2 Algoritmos para Definicdo de Itinerarios

Nesta secdo sédo apresentadas brevemente as heuristizadagipor RecH [17]. Estas
heuristicas se baseiam apenas nos dados dos possiveistaiopes.

9.2.1 Algoritmo Lazy

O algoritmolazy se baseia em tentar obter todos 0s recursos necessérios capida-
mente possivel. Ele ignora o beneficio de cada recurso.r&esaopcionais ndo séo obtidos,
e recursos com beneficio variavel sdo executados com o nem@o possivel. Quando
existem mais de uma rota, sera escolhida a rota que tiver orteampo de execugao, isto €,
quando nao existe ordem de precedéncia entre dois recses@®scolhido o que apresentar
0 menor tempo de obtencdo. Desta forma, o beneficio podeisgna) até mesmo zero.
Em caso de existir recursos duplicados, primeiramente otagerifica se existe o recurso
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Figura 9.4: Misséo em forma de grafo

/ @ w = @ @]\F@ 8’ 0-/ 6’
— S ~— ~— ~—
L —= h—=
- —~ .\} . —~
Te] N~ o N (o0]
N~ Lo
S~—" S~—"

—
—
o
=



9. Agentes Moveis 57

no né onde esta e caso contrario escolhe o nd mais proximaoogiene aquele recurso.

9.2.2 Algoritmo Guloso

O algoritmo guloso escolhe o0 né que gera o maior beneficia @anissao, ignorando
o tempo gasto. Este algoritmo pode facilmente estourar ibelide tempo da missdo. Em
caso de beneficio variavel, o agente fica o tempo necessrampter o maximo beneficio
daquele recurso. Quando existem recursos duplicados ersmliés nds, a preferéncia é para
0 N6 mais préximo. Quando nao existe ordem de precedéncirecursos, este algoritmo
vai escolher aquele que oferece o maior beneficio.

9.2.3 Algoritmo Aleatorio

Este algoritmo escolhe aleatoriamente o proximo no paraisiado, ndo levando em
conta nem o tempo utilizado, nem o beneficio obtido para aaois

9.2.4 Algoritmo de Maior Densidade

O algoritmo de maior densidade escolhe o né que tem o recaracamelhor relacéo
beneficio/tempo. Esta relagédo so é possivel entre recsesoselacao de precedéncia, sendo
definida por:

db =B;/(G +Tyj)

ondedly é a densidade do beneficio do recursB; é o tempo necessario para obter o
recursd, T j € 0 tempo necessario para o agente se mover do no atual atéasyraximo
gue contenha o recursoNeste exemplo, como ja foi dito o tempo de deslocamento éal pa
mudar de no6 ou zero para se manter no mesmo no.

O agente mantém um valor médib até aquele momento. Quando um recurso é opcio-
nal, este sera obtido apenas se sua densidade for maior queidatie média da misséo até
aguele momento.

9.2.5 Versdes com Tempo

Uma possivel variagcdo dos algoritmos citados é estimar pdemacessario para executar
o restante da missdo antes de decidir o préximo recurso paabsdo. Uma folga é cal-
culada pela diferenca entre o prazo restante da misséo epo enobtencéo dos recursos
obrigatorios, mais o tempo necessario para se deslocarantids. Desta forma, 0s recursos
opcionais serdo obtidos apenas se a folga for suficientengeabde. Esta estimativa pode
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Tabela 9.2: Comparacao de itinerarios

Algoritmo ltinerario Tempo Beneficio
Lazy <N1, Ng, No, Ng, N4> 29 21
Guloso <N1, N]_, N4, NG, Nz, N4, N5, N5> 51 25
Aleatorio (N, N1, Ng, N2, N2, Ng, Ns) 48 37
Densidade <N1, Nl, N4, N2, N4, N5> 43 39

Tabela 9.3: Comparacéao de itinerarios

D=20 D=30 D=40 D=50 D=60
Gulosd* T=30,B=0(21)| T=30,B=21| T=40,B=31| T=48,B=37 | T=51,B=45
Aleatorio* | T=29,B=0(21)| T=29,B=21| T=37,B=28 | T=48,B=42| T=48,B=42
Densidadé | T=29,B=0(21)| T=30,B=21| T=39,B=31| T=43,B=39 | T=43,B=39
PD T=28,B=0(21)| T=28,B=21| T=39,B=35| T=49,B=45| T=49,B=45

ser aplicada em todos os algoritmos descritos, com excegabgdritmolazy, que nédo é
afetado por esta estimativa.

9.3 Comparacéo de Resultados

Primeiramente séo apresentados na tdbela 9.2 os resutiaslafyoritmos, onde dea-
dline da missédo néo surte efeito no resultado. Em seguida, s&seapmdos na tabdla .3 os
resultados onde deadlinepode ser aplicado, sendo que o algoritgubosd € a versao com
reldgio do algoritmaulosq e assim por diante.

Como o algoritmo de programacéao dinamica para o problemam&bos minimos sob
restricbes calcula a rota 6tima, ja era esperado que odaesslfossem melhores do que
heuristicas. Como pode ser observado na tdbela 9.3, Dride deadling o resultado da
programacao dindmica é melhor ou igual aos resultados daistieas.

9.4 Sumario

Neste capitulo foi aplicado o problema de caminhos minirabsestricdes para resolver
o problema de escalonamento de agentes moveis em sistastrdmictios. A missdo de um
agente foi modelada em forma de grafo para que o maior bémptidesse ser obtido.

Diversos experimentos numeéricos foram realizados, covapao a eficiéncia do pro-
blema de caminhos minimos sob restricdes aplicado no dordexagentes moveis.



Capitulo 10
Aplicacdo em Redes de Trafego Veicular

Em redes de trafego veicular, 0 RCSP pode ser aplicado queandieseja ir de um ponto
a outro com o menor tempo possivel dentro de determinadaigdes, como gastos com
pedagio, combustivel e distancia maxima. Além disso, Eadeelocar outras restricoes
estatisticas como segurancga e possibilidade de congasiBmos.

Uma aplicagdo do RCSP em trafego veicular é proposta por elahh [18]. Nesta
proposta, o objetivo € minimizar o tempo total de percurssidtema como um todo, e
nao apenas minimizar o tempo de percurso de cada usuanidimalimente. Para atingir a
eficiéncia global pode ser necessario que alguns usuadbizem caminhos piores do que
realizariam normalmente, fazendo com que estes nao seguasrecomendacdes. Assim,
Jahnet al. aplicam uma restricdo para que o caminho de cada usuariej@demasiada-
mente pior do que o melhor caminho possivel. Desta formasgiya obter uma solucao
aceitavel para cada usuario que maximiza a eficiéncia gtlubsistema.

10.1 Roteamento com Restricdes do Usuario

Sistemas de informacédo e orientacdo de rota sao projetaslasapxiliar motoristas a
tomarem decisdes de rota. Alguns dispositivos podem fermieéormacdes, como con-
gestionamentos, bloqueios ou acidentes, e outros podenecanendacdes, como “vire a
esquerda” ou “deixe a rodovia na proxima saida”. Esta segr@cencentrada nos dispositi-
vos onde podem ser dadas recomendag0des de rota. O mototistgascom o seu destino e
o sistema calcularia a rota baseado nos mapas digitais ®@ndg@es atuais de transito. A
posicao atual do veiculo pode ser obtida através de GPS grai@secida ao sistema[19].
Tais dispositivos podem oferecer uma forma visual de cagd para indicar a melhor rota.

A maioria dos sistemas de navegacao veicular funciona dassa dados estaticds [20].
Estes sistemas com dados estaticos sao pouco atualizag@s\do sdo, apenas a cartografia
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é atualizada. Neste caso, o objetivo principal € fornedernma¢des para motoristas que nao
conhecem bem a area. Geralmente, levam em conta apenasasidse o tempo de viagem
aproximado.

Alguns sistemas de auxilio de rota mais sofisticados levaoata informacgdes da rede
de transito atual. Para implementar sistemas deste tipoess&io uma comunicacao uni-
direcional ou bidirecional. Em comunicacéo de uma via, asliges de trafego sdo obtidas
através de sensores e transmitidasoeoadcastpara os dispositivos, 0os quais poderiam cal-
cular a melhor rota baseado nas condi¢des atuais. Com etgmp@s com comunicagao
bidirecional, uma central de controle de trafego recelsepasicao atual dos usuarios e seus
destinos, podendo assim fazer certas distribuicbes de aosmotoristas. Estas rotas po-
deriam ser atribuidas aleatoriamente aos motoristas gntitidas aos seus dispositivos de
orientacao.

A resposta as das condicdes de trafego pode ser tratada sléoduas. A primeira é
reativa[21], onde sdo consideradas apenas as condicGed@magato momento. Os sistemas
baseados no modo reativo tém a vantagem de responderemapidsmnente as mudancas e
séo conceitualmente mais simples.

A segunda forma € baseada em previsdes de como as condictiagede estardo no
futuro [22]. Neste modelo, quando a utilizac&o da oriergalgirota for baixa, os efeitos do
proprio sistema podem ser ignorados. Quando esta utibZaca@lta, seus efeitos terdo que
ser considerados. Além disso, existem variaveis como guaninotoristas respeitaréo as
indicacdes, deixando as decisbes ainda mais complexas.

Segundo Bottoni [20], alguns sistemas calculam o menor ¢damoutros ok menores
caminhos para um parametkalado. Outros sistemas fazem o célcoidine, outros ainda
fazem o pré-processamento dos dados. Uma possibilidateativa € atribuir o caminho
mais rapido para cada usuario sob as condic¢des correniespas;ao € chamada de solugéo
user optimalou user equilibrium Uma alternativa € minimizar o tempo total do sistema,
uma solucdo chamada dgstem optimal

Existem diversas propostas para orientacao de rota tastaibdo o 6timo para o usuario
ou buscando o 6timo para o sistema. Entretanto os sistemaetpolarizado para utilizar o
6timo do usuéario[18].

Além disso, é bem entendido que para atingir o 6timo globaistema, alguns usuarios
poderéo fazer uma jornada maior que o usuél [23]. Desta fa¢rham provavel que muitos
usuarios nao aceitariam sugestfes que poderiam ser taoi®inefecientes do que as suas
préprias escolhas.

Neste contexto, a proposta de Jatml. [L8] se encaixa para tentar resolver este tipo de
problema. Nesta proposta sdo submetidas restricdes dalmasraceitaveis ao usuario, ou
seja, que ndo tenham uma performance muito degradada pagtharia do sistema como
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um todo.

Aqui esté inserido o desenvolvimento desta dissertacésejaino cOmputo de caminho
minimo que tenham como restricdes degradacdes maximagldgielo usuario, buscando
ao final a maxima eficiéncia do sistema.

O problema que esta sendo proposto é conhecido ammstrained system optimum
(CSO) e pode ser formulado da seguinte forma:

Min C(x) = ;Ia(xa)xa (10.1a)
ac
S.a:
Z Xp = dy, vke K (10.1b)
Peﬂ’lf
Xp = Xa, Vaec A (10.1¢)
Pe%:aeP
xp>0, Pe? (10.1d)

onde:
e X € ataxa de trafego através do ae;o

¢ la(Xa) € umafuncdo que mapeia a taxa de trafego ao tempo de petjeto/ segundo
0 U.S. Bureau of Public Roadq4964):

la(xa) = 19 <1+a <2—:)B> (10.2)

ondell > 0 & o tempo de trajeto em rede n&o congestiontrda-flow travel timg e
a >0, B > 0 ecy sdo parametros;

e K é conjunto deommaoditiesondek € K representa o fluxo de veiculos do siara
0 noty, ou seja, o par origem-destirig, ty) €V x V.

e dy representa a demanda de fluxo associada ao par origemedegtin), isto €, ao
commodity Kveiculos por unidade de tempo);

e P = {P:P éum caminho direto ds paratc} € o conjunto de caminhos origem-
destino para o pd;

o & =Jwek Pk € 0 conjunto de todos os caminhos.
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Para um fluxoc = [x5 : @ € A] e um caminhd?, o tempo de trajeto neste caminho é dado
porlp(x) = S acpla(Xa), €NquUantap = S 5cp Ta € 0 COMprimento de percurso normal.

Considera-se solucbes para as quais o tempo de percursalm@mualquer caminho
origem-destino do pdrndo é muito maior que o caminho mais cug{garaty (com respeito
aos tempos normais). Mais especificamente, para uma tolagap: 1, um caminhd® € &y
é factivel serp < ¢ Tx ondeTy := minpc », Tp € 0 comprimento do trajeto mais curto gle
paraty.

Assim ,@ﬁ’ € 0 conjunto de caminhos origem-destino para okpgue sao factiveis
(quanto a tolerancig) e 2% = Uy 335’ € 0 conjunto de todos os caminhos factiveis.

Cada arca € A possui dois parametro$; (tempo de percurso) g (comprimento de
arco). Dado um par origem-destirig, tx), 0 objetivo € computar o caminhg — tx mais
rapido cujo comprimento ndo exceda um limite supepidy. Ou seja, queremos resolver o
problema:

Min{I(P) : P € um caminho ds paraty tal quetp < ¢ Ty} (10.3)

Este problema nada mais é que o problema de caminhos minabhassricdes e pode
ser resolvido pelos métodos apresentados neste trabatkte pfoblema Jahet al. utilizam
o algoritmo de Dijkstra estendido para o caso de duas furmigjesvo que foi apresentado
por Anejaet al. [24].

10.2 Sumario

O problema de caminhos minimos sob restrigcbes ja vem setulieel® para aplicaces
em trafego urbano, seja para resolver um sub-problema emeaimento completo de uma
malha viaria ou entdo para resolver o roteamento de um Uricalo com algum tipo de re-
tricdo. Neste breve capitulo foram apresentadas alguniieagies encontradas na literatura
onde este problema pode ser aplicado em trafego urbando.



Capitulo 11
Redes de Computadores

A Qualidade de Servico (QoS) em redes é um aspecto de impim&aoperacdo im-
portante para as redes de pacotes como um todo e para asRestasparticular. Tem um
aspecto operacional fundamental para o desempenho fimgefaeterminadas aplicagdes,
como video, audio e dados.

Existem redes de computadores integradas que estdo ofdosgarantias de QoS fim-a-
fim para diversas aplicacfes. Algumas aplicacdes posswarsds requisitos em termos de
banda, atraso e perdas. Um dos mais importantes problemsereigps baseado em QoS é
determinar uma rota que satisfaz requisitos de uma conexfi@ato atinge uma utilizagéo
eficiente dos recursos da rede. Este problema é conhecidoroteamento baseado em QoS
[25].

Segundo Chen [26], o processo de roteamento consiste detdpas basicas. Primeiro
coletar informacdes de estado da rede e em seguida com mfstaBsacoes encontrar um
caminho factivel. O que seré& discutido nesta se¢éo seraiadaetprefa, onde ja seriam co-
nhecidas informacdes sobre 0s nés e se concentraria emmdeteum caminho que satisfaz
0S requisitos.

Considerando uma rede que é representada por um grafo @GiretdN, A), ondeN € o
conjunto de nés A é o conjunto de arestas (arcos). Cada argsiac A é associada coim
pesos ndo negativos (valores QoS aditivos, como temyd@)j ) parak =1,2,...,M. ComM
restricbes recebidas como entr&jak = 1,2, ..., M, o problema de encontrar um caminmo
gue possui uma origese um destind tal que o niumero de ndés epseja minimo, pode ser
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modelado da seguinte forma:

Min Z 1 (11.1a)
(i.))ep

S.a
Z wi(i, j) < Cy parak=12 ..M (11.1b)
(i.))ep

Este problema foi tratado por Korkmaz e Kruhz [9] utilizaradigoritmos randomizados.
Nesta formulacdo ndo foram tratadas restricdes ndo-aslittomo largura de banda, ja que
este tipo de restricdo poderia ser facilmente acomodada.r&solver isso seria necessario
excluir os arcos que néo satisfazem a restricao.

Este problema é bastante parecido com o problema de cammrihimsos sob restrigfes.
Uma diferenca € que se deseja minimizar o numerbajsem uma transmissao fazendo
com que o valor a ser minimizado em cada arco seja 1, difenemiez no problema de
caminhos minimos sob restricdes, onde este valor € variavel

Para resolver este problema de QoS com caminhos minimogsinigées ndo € neces-
sario fazer nenhuma alteracdo no algoritmo que poderidvezseste problema com certa
eficiéncia, garantindo que a solucéo seria 6tima.

Um outro aspecto quando se trata de QoS, € que existem @estqae nao sao aditivas,
ou seja, a restricdo ndo se faz pela soma dos valores de cadea sim pelo menor valor
encontrado em um arco pertencente a um trajeto. Um bom eaefegle tipo de restricdo € a
largura de banda, na qual a restricao se impde no arco conr gegraxidade de transmisséao.

Quando se tratando de restricbes ndo aditivas, o algorienpragramacéo dinamica
primal[3.1 ndo poderia ser utilizado, ja que a sua recursacteno variavel a quantidade
de recursos disponiveis na restricdo. Ja o algoritmd ddsd@leria ser muito bem utilizado
com algumas adaptacgfes para este tipo de restricdo, agsionecsua aproximacanb. 2.

A adaptacdo necessaria é trocar a somatoria dos recurpsdats em todas as arestas
que fazem parte do caminho pelo menor valor de recursos gadorentre as arestas que
fazem parte do caminho. Desta forma, o algoritmo de programdual poderia resolver o
problema de roteamento com QoS.

Para resolver o problema de roteamento para restricoeskK@oi8naz e Krunz alteram
a formulacéo do problema retirando a funcao objetivo por tes&icdo de nimero maximo
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dehopsem um caminho. Desta forma, o problema fica da seguinte forma:

1<H (11.2a)
(i.)ep
wi (i, j) < Cx parak=12....M (11.2b)
(i.)ep
ondeH é o limite dehopsque um caminh@ pode ter. Sendo que seu valor pode ser entre 0
en—1, onden é o niumero de nés no grafo.
Este problema continua senbid>-Dificil e os autores resolvem este problema com heu-
risticas e algoritmos randomizados, com resultados bdastatisfatorios.

11.1 Sumario

O problema de caminhos minimos sob restricbes pode sewadtiliprincipalmente para
criar roteamentos 6timos que cumpram as meétricas QoS. bigsikello foram introduzidos
alguns topicos onde o problema teria aplicacao praticaeead® redes de compoutadores.



Parte IV

Conclusoes e Trabalhos Futuros
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Nesta dissertacdo, o problema de caminhos minimos solgéesfoi modelado formal-
mente. Podendo este modelo ser utilizado em programaca@atta para resolver ins-
tancias através de ferramentas de otimizacdo. Além dissprdvado que o problema de
caminhos minimos se tormMdP-Dificil com a adicdo de apenas uma restricao.

Neste trabalho foi implementado o algoritmo de programatjaémica que resolve o
problema de forma 6tima, mas no qual o tempo de execucacecndgcsd em fungéo do
tamanho da instancia, mas também em funcéo da quantidadeutsas disponiveis. Para
sobrepor este obstaculo foi implementado a aproximagfiee garante que o tempo de exe-
cucdo seja polinomial em funcdo da quantidade de vértieeslospouco dependente da
quantidade de recursos disponiveis. Esta aproximacéo seaundyastante dependente do
valor deg, sendo que quando se deseja um resultado que tenha maiotiagdeaestar pro-
ximo do 6timo o valor d& deve ser ajustado para proximo de 0 e quando se deseja emcontr
um resultado mais rapidamente o valoredgeve ser ajustado para um valor proximo de 1.

O estudo comparativo entre programacdo matematica e pnagéo dindmica mostra
que para simplesmente encontrar o caminho entre dois paf®gramacao matematica
pode ser mais eficiente dependendo da ferramenta de otanimtijzada. Nos experimentos
utilizando CPLEX, a programacao matematica foi mais efteieda a programagéao dinamica
tem a vantagem de encontrar o caminho 6timo, se existirtpdos os destinos disponiveis.
Ou entéo, a partir de um destino, encontrar o caminho 6tima foalas as possiveis ori-
gens. Um outro aspecto importante, é verificar a dispoddulé de algumas ferramentas de
otimizacao, que geralmente sdo pouco acessiveis.

Uma outra discusséo se torna necessaria quando a func@iombjedo aditiva. Neste
caso, é feita uma pequena alteracdo na recursdo de prog@diaémica original para que
este funcione também neste caso. Ja quando existem restni&o aditivas, o problema pode
ser resolvido facilmente eliminando os arcos que nao aa#si as restricoes e mantendo o
restante do problema igual, resolvendo através de camificnmsimples.

Um outro tépico abordado é a associacdo do problema de casnimimimos sob restri-
¢cbes com problemas estocasticos, no qual o consumo deags@itsna variavel aleatoria.
Neste caso, foi possivel transformar uma variavel prolstioch em uma deterministica, mas
com isso foi gerada uma néo linearidade na restricao, fazemoh que néo fosse possivel
aplicar os métodos apresentados neste trabalho. Mas sss&/@l, caso fosse obtido um
limite superior da variavel no linear.

O problema de caminhos minimos sob restricbes pode seadplmom eficiéncia em
agentes moveis, garantindo um escalonamento 6timo pabpéepras onde se sabe o tempo
de execucéo previamente de cada tarefa. Caso o tempo de@sgmssa mudar durante a
tarefa, ainda é possivel utilizar a tabela gerada peloigdgode programacéo dindmica para
gerar um novo itinerario. 1sso soO é possivel se 0 agentedigapacidade de armazenar esta
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tabela. Dessa forma, o itinerario completo pode deixar détgeo e também pode deixar
de ser factivel caso despenda mais tempo para executar iafeada que o previsto.

Uma outra aplicacéo é em trafego urbano, onde pode semdtligara resolver um sub-
problema de uma solugéo para roteamento completo de trafbgao. Ou, até mesmo, ser
utilizado diretamente no problema, onde existedeadlinepara a chegada e se deseja mini-
mizar o custo de um trajeto. Ou ainda, quando se tem limitaggeomentéria com gasto de
combustivel e pedagios e se deseja minimizar o tempo despamultrajeto.

Por fim, existem aplicagcbes em redes de computadores, galnente se tratando de
QoS. Neste o problema de roteamento com QoS, pode ser tesobvin 0 problema de ca-
minhos minimos. Tratando-se apenas com restricdes aditicdieamento pode ser resolvido
sem alteracOes nos algoritmos implementados neste toab@ltm restricbes néo aditivas,
como largura de banda, pode ser tratado apenas excluindeas que ndo satisfazem a
restricao.

Desta forma, fica demonstrada a importancia do estudo dpetde problema, o qual
pode auxiliar na melhoria da qualidade das solucfes emagpks em contextos diferentes
da pesquisa operacional, muitas vezes substituindo ssuggiile técnicas menos adequadas
sédo empregadas.

Como sugestéao de trabalhos futuros é apontado o estudollemade caminhos mini-
mos associado a problemas estocasticos, onde o consumeudsoeé probabilistico. Em
tais problemas, a solugédo encontrada devera ser viavel owarcarta garantia probabilis-
tica. Foi demonstrando neste trabalho que se pode trarsferma restricdo probabilistica
em uma restricdo deterministica, mas esta restricdo se t@m linear. Assim um possi-
vel trabalho futuro seria encontrar limites para estaigggirou entdo uma outra abordagem
diferente da programacéao inteira. Uma outra linha sugeridaclasse dos algoritmos ran-
domizados, que também podem ser empregados na solucacobtenmas discutidos nesta
dissertagdo. Também fica como sugestéo a continuidadewttoeki problema com diversas
restricoes.
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