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A alocacéo otima de gas de injecédo busca taxas de injecappena de petréleo ope-
rados pomgas-lift que otimize uma fungéo objetivo, normalmente que maximizem, em
um campo de petroleo. Apesar do grande interesse nesta degwoblemas, a maioria
dos trabalhos nesta area ndo os trata adequadamente,ipdadsucdes sub-6timas e ndo
considerando explicitamente decisdes discretas de atvaglesativacdo dos pocos. Neste
trabalho buscamos obter taxas 6timas de injecao de gasieamsilo restricbes de capaci-
dade méxima de géas disponivel e restricbes de precedénatvaefo dos pocos. Como a
curva de performance do poco, que caracteriza sua resgoséa-linear, aplicamos a ela
um procedimento de linearizagdo por partes. Entdo utilisaprogramacao linear inteira
mista, que possui um grande ferramental teérico e alga@miste problema pertence a
classeNP-Dificil, entdo apresentamos um procedimento para obtedeécortes que ace-
lera a busca da resposta 6tima. Experimentos computasior@straram que estes cortes
podem reduzir o numero de iteragBes do algoritmo de otiri@zaé\ programacao inteira
mista também nos garante que a solucéo otima global se@agletipermite uma medida
da qualidade da solucéo pelos limites primal-dual, caseaupéo do algoritmo seja inter-
rompida. Desenvolvemos também uma interface de otimizagéoo usuério, que permite
que ele especifique uma instancia de um problema de alocagfsdle injecédo e obtenha a
solucéo 6tima, sem que para isto ele necessite conhec#redetto modelo e do algoritmo
de resolucao do problema.
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Optimum lift-gas allocation searches gas injection rabesviells in gas-lifted oil fields that
optimizes an objective, generally profit. Despite the |lamgriest, most of the literature lack
rigor, producing sub-optimal solutions and not treatinglexly discrete decisions and well
activation and deactivation. In this work, we present a idation for optimum lift-gas al-
location with maximum available gas and activation precedeconstraints. We use mixed
integer linear programming with piecewise linearizatidthe well performance curves, be-
cause of its great theoretical and algorithmic possibsitiThis problem belongs to tinNP-
Hard class, thus we propose a procedure to obtain cuttimggltnat accelerates the search
for the optimum allocation. Computational experimentsvgub that these cuts can reduce
the number of algorithmic iterations. Mixed integer pragraing also produces globally
optimum solutions and gives a measure of the solution guljitthe primal-dual bounds,
in case of the algorithmic execution is interrupted. We dlave developed an optimiza-
tion interface that allows the user to specify an instanctheflift-gas allocation problem
and obtain its solution, without necessarily knowing dstaf the model and the resolution
algorithm.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Problematica

Nos dias atuais o petr6leo ainda é a principal fonte de emerginosso planeta. Apesar de estarem
surgindo novas tecnologias, ainda somos bastante depgesddm queima destes hidrocarbonetos.
Este recurso ainda existe em grande quantidade em nos&tgylaras € uma fonte de energia néo-
renovavel e, em um horizonte de tempo ndo muito longo, estes®@ se esgotara. Uma consequéncia
natural é que conforme o extraimos, sua obtencédo se torrsadifigil e cara, pois cada vez temos
gue buscéa-lo em regiées mais profundas (po¢os mais longosnes acessiveis (como o fundo do
oceano). A necessidade de novas fontes faz com que sejde@us a producéo de 6leos de dificil
extracao devido a sua densidade e viscosidade.

E cada vez mais necessario técnicas eficientes para a extragdcessamento do petréleo. A oti-
mizacao entra neste contexto com o objetivo de auxiliamgiato desempenho 6timo dos processos
existentes.

Vérias técnicas de elevacao artificial podem ser empregettadrazer o petréleo de um reserva-
torio a superficie. Uma técnica bastante utilizada no Beasd mundo é chamada das-lift, em que
gas é injetado na base do poco, diminuindo a pressdo da abdufiaido que auxilia sua producao
natural. O gas utilizado geralmente é o gas produzido pejo pmto com o petréleo, que é compri-
mido e reinjetado. O pogo possui uma taxa de producdo deacord a quantidade de gas injetado.
A relacdo entre a quantia de gas injetada em um pogo e suacfméuconhecida com@urva de
Performance do PogoCada poco possui uma taxa de injecdo de gas que o levara aradugdo
mais lucrativa, assim como existem taxas de injecao pamwadlos pocos que levardo o campo de
petréleo a obter seu maior lucro. N&o necessariamente @asdar levam o campo a sua condi¢éo de
maior lucro sdo as mesmas de cada poc¢o separadamente.

Um dos custos que envolvem a opera¢do de um camgaghift € o da compressao do gas. O
equipamento de compressao representa 0 maior custo ng&pela campo, portanto € importante
gue o gas de injecdo seja utilizado da maneira mais eficiestg el [1]. Outra situagédo ocorre em
reservatorios maduros, em que o petréleo esta terminandolenero de pocos é grande. Nestes
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campos, ndo apenas é necessario determinar em que pontoddedw os poc¢os irdo operar, mas
também deve ser decidido quais pocos irdo operar. O opepaderdesejar priorizar alguns pocos,
fazendo com que outros s6 sejam ativados (entrem em opgsszas de maior prioridade ja estive-
rem produzindo. A esta ordem de ativagdo dos pogos, damasie deRestricdo de Precedéncia

1.2 Objetivos

Nesta dissertacdo apresentamos uma maneira de obter asl¢aixgecdo de gas que levem um
campo de petréleo com poc¢os operadosgas-lift ao 6timo econémico. Consideramos que a capa-
cidade de gas é limitada, ndo necessariamente existe gasidsl para que todos 0s pogos operem
em suas regides de maior lucratividade. Consideramos tarabéestricdes de precedéncia, limites
minimos e maximos de operacao dos po¢os e que eles possagsativatios.

Para o desenvolvimento deste trabalho foi utilizada umaetageém de otimizacdo baseada em
programacdo linear inteira. Existem algoritmos para nmaxldesta categoria que em principio sao
capazes de gerar uma solucdo 6tima global. Como a curva fterpance do poco possui caracte-
ristica ndo linear, foi feita uma linearizacéo por partesp@mando a curva por varios segmentos de
reta.

Também desenvolvemos uma interface que permite que o oadsicterize seu campo de petro-
leo, e invoque automaticamente algoritmos de otimizacdo;apenas o apresentado neste trabalho
como outros. A interface tem como objetivo abstrair do usugrcompreensao do funcionamento
dos algoritmos, fazendo com que ele se preocupe apenas qoenag@®0 de seu campo de petroleo.

1.3 Viséo geral da dissertacao

Esta dissertacdo esta dividida em seis capitulos. No pmgapitulo apresentamos mais deta-
lhadamente o cenario que pretendemos abordar, com umatetito da operagéo pgas-lift, uma
formulagdo geral para o problema e um resumo dos trabalhiste®bes nesta area. No Capitulo
3 fazemos uma breve revisao dos fundamentos de otimizagdicajnferramenta que foi utilizada
para o desenvolvimento do trabalho. O emprego da teoriaithizatao apresentada no problema
de alocacao étima de géas de inje¢do € mostrado no Capitulo €apitulo 5 apresentamos a ferra-
menta desenvolvida para auxiliar o operador a resolvelgras desta classe. Por fim, no Capitulo
6 apresentamos as conclusdes deste trabalho e persppatisasabalhos futuro.



Capitulo 2

O problema de alocacao de gas de injecao

2.1 Ciclo de vida de campos de petroleo

Ha varios séculos o petrdleo é conhecido e utilizado. Powtigas, como os Babildnios, Egip-
cios, Gregos e Romanos o utilizavam para desde a pavimentiecastradas até fins bélicos. Na
América, também era conhecido pelos povos Incas e Maiasueédaépoca, o petréleo era retirado
de exsudacdes naturais, ndo sendo necessario a escavacgogabtencao.

O inicio da era moderna do petréleo se da em 1859, quando @imimoco foi perfurado.
Descobriu-se gque este era um negdcio bastante lucratiimspos derivados substituiam o 6leo de
baleia, utilizados na época para iluminagdo, com custosatkipdo bastante inferiores. Em seguida
a gasolina e o diesel, que eram derivados até entdo despsezassaram a alimentar motores a
combustao, adicionando expressivos lucros a atividade.

Em 1900 o método de percusséo para perfuracdo de pocos ftitsiglo pelo rotativo. Neste
método uma broca rotativa é utilizada para escavar e pedgrachas até o reservatorio. Ele permitiu
a escavacao de pogcos mais profundos e longos, e é empregatojatcom algumas variagdes,
podendo chegar a mais de 10.000 metros.

O petréleo tem origem a partir de matéria organica depasjtatto com sedimentos. A interagédo
destes elementos em condi¢des apropriadas de tempergai@sséo sdo essenciais para a formagéo
de hidrocarbonetos. O tipo do hidrocarboneto gerado, dlaghe, depende da constituicdo da matéria
organica original e das condi¢des termoquimicas presantpsocesso.

Apbs serem gerados, os hidrocarbonetos migram de sua recadoga por falhas geoldgicas,
até encontrar uma armadilha geoldgica, uma rocha selapierineavel. A rocha reservatério deve
possuir espagos vazios (porosidade) e que eles estejactatos (permeabilidade).

A descoberta de uma jazida de petréleo envolve um longogede estudo de dados geofisicos
e geoldgicos. Apenas apoés estes estudos € proposta a g&ofaleum poco pioneiro, que € a etapa
gue exige mais investimentos do processo de prospeccaseNfule prever a existéncia de petrdleo,
apenas locais mais favoraveis para sua ocorréncia.



2. O problema de alocacgédo de gas de injecao 4

Producgéo

Pré-producéo Construcéo Platd Declinio Decomposicao

Tempo

Figura 2.1: Etapas de producédo de um campo de petréleo

Os estudos geoldgicos sao realizados por técnicas comdanigede superficie, que mapeia as
rochas da superficie da &rea em estudo; a aerofotometrtageéidogia, que constrdéi mapas geolo-
gicos a partir de imagens do terreno; e a geologia de subfiipeque consiste no estudo de dados
geoldgicos obtidos em um poco exploratério. Também saoegados métodos sismicos, que con-
sistem em gerar ondas sismicas e mapear sua reflexdo no tezspagd, para o levantamento da
estrutura geoldgica do interior da area em estudo. Mais @edi investimentos em prospeccao sao
aplicados a sismica de reflexdo [2].

Uma vez encontrado o petréleo, ainda é necessério estudbseevantar o tamanho, forma e
produtividade do acimulo. Conhecendo-se o campo, é feitestndo de viabilidade de exploragéo
do reservatério. Neste estudo consideram-se a viabilideoledmica, opcdes de desenvolvimento do
campo, equipamentos de producao e logistica de evacuagiiodiggdo. Em seguida, é realizado um
plano de desenvolvimento que serve de base para as acOeRfoswdre 0 campo. Seu propésito €
um projeto conceitual do equipamento a ser empregado e itie@@dle operagdo para que os objetivos
de producao sejam atingidos.

A fase de producao € iniciada quando as primeiras quantdamteerciais de hidrocarbonetos sao
extraidas. E 0 momento em que os investimentos comecamecsgerados. A Figura 2.1 mostra a
producédo em cada uma das etapas desta fase:

1. Construcéo: neste periodo os poc¢os recém perfurados sao progressieanmocados em seus
pontos de operacao;

2. Platé: novos pocos sdo trazidos aos seus pontos de operacao egus axtinecam a declinar,
mantendo a produgéo total constante. Este periodo é tipitande 2 a 5 anos para um campo
de 6leo e maior para campos de gas [3];

3. Declinio: todos os produtores declinam sua produgéo.
A vida de um campo normalmente termina quando ele permanente gera prejuizos. Ainda é

tecnicamente possivel continuar a producdo, mas econorita inviavel. Neste ponto, a reducao
do custo de operacao pode ser utilizada para aumentar o tgnpda do campo.
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Haste Bomba Elétrica Gas-Lift

Flexivel Submersivel
Instalacédo $ $$ $$$
Operacao $ $$ $$
Producéo (BP®) | 1-5.000 100-60.000 80 - 10.000
Flexibilidade ++ - ++
Viscosidade + -
Sélidos - - +
Gas - - ++
Alta temperatura + - +
Profundidade -
Curvas - +
offshore - - + ++

Tabela 2.1: Comparativo entre alguns métodos de elevatificiar

2.2 Elevacéao artificial

Quando um novo poco de petréleo é perfurado inicialmenteesspp interna do reservatorio €
suficiente para vencer a coluna de fluido e o 6leo flui naturaiengara a superficie, chamamos estes
pocos de surgentes. Em decorréncia desta extracdo naturat) tempo, a pressao interna diminui e
se torna necessario algum método de elevagéo artificiakpénar o 6leo para a superficie.

A elevacao artificial ndo € empregada apenas quando o poga deifluir naturalmente. Ela
também pode ser usada para aumentar a producéo de um pogradedzdo natural para um ponto
determinado pelo plano de producdo. Podem ainda existis@m que é necessario apenas injetar
energia em uma fase inicial, para ativar o po¢o, que em segaisisa a produzir naturalmente.

Existem véarios métodos de elevacao artificial. A escolha étmdo a ser empregado depende de
fatores como: viscosidade, presenca de solidos e compasicBuido; temperatura, profundidade e
forma do poco (se possui curvas); se 0 poco esté localizaderesnpnshorg¢ ou no mar ¢ffshorg;
produtividade, custo de instalacdo, equipamento auxiksressario e presenca de infra-estrutura.
Pode-se ainda iniciar a extracdo com um método para pogosite produtividade e conforme a
produtividade do reservatério diminui, fazer a substéaipor outro método. Alguns dos métodos
disponiveis hoje sdo mostrados a seguir. A Tabela 2.1 datdd [3] mostra um comparativo entre
eles. O simbolo “$$$” indica que o método possui um custo ngie “$3$”, que por sua vez é
maior que “$”. Os simbolos “- -” a “++” indicam de maneira areste a adequacdo do método as
caracteristicas apresentadas.

Haste Flexivel:uma bomba na forma de um cilindro hidraulico é posicionadundo do pogo.
Seu émbolo é movido para cima e para baixo por uma haste, qeepkada a um motor elétrico
localizado na superficie. Valvulas no cilindro controlarerdgrada e saida do fluido, o bombeando
para a superficie.

Bomba Elétrica Submersivel: é utilizada uma bomba centrifuga de varios estagios, atadan

1BPD - Barrels Per Day Barris por dia.
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Oleo e Gés
Produzidos

Gas - —

agoﬁﬂ1

Tubo

Anular

|
=l
!
il
|
il
L |
3
PRI A NS
Reservatorio j: :\C
| |

Figura 2.2: Poc¢o operado pgas-lift

por um motor elétrico. A producao por este método € tambéermetada pelo nimero de estagios
que a compdem. Pode-se ainda instalar um variador da vatietido motor que permite um ajuste
na producéo do poco, mas isto representa um custo adiciomeahsempre é empregado.

Gas-Lift: um dos métodos de elevacao artificial mais empregadagé-tift continuo [4]. Neste
método gas em alta pressao € injetado continuamente no éymoducao, resultando na redugéo da
densidade da coluna de fluido, e assim reduzindo a diferemgaedsdo entre o topo e o fundo do
poco, estimulando a producéo natural.

A Figura 2.2 (retirada de [5]) mostra um poco operandogas-lift As valvulas localizadas ao
longo do tubo de producdo sdo necessarias apenas paracodaioperacao do poco. A descarga
do poco consiste em retirar o fluido presente na coluna deugéiode/ou anular para colocar o poco
em producéo. Inicialmente todas as valvulas estdo abé&tasorme o gas € injetado no anular ha
uma transferéncia de fluido dele para dentro do tubo de paod@@guando o nivel do fluido no anular
baixar da altura da valvula, esta deve ser fechada para qoe@sgo se mantenha nas outras valvulas
e 0 gas nao entre diretamente no tubo de producao. O fechmdesvalvulas ocorre em seqiiéncia.
Quando todo o fluido for expulso da regido anular apenasmaiitalvula se mantém aberta, iniciando
a producéo do poco. Este procedimento deve ser realizatiorlente para nao danificar as valvulas.

Um poco em operacéo pgas-lift tem sua producdo controlada pela taxa de injecédo de gas apli-
cada em sua base. A relagdo entre a vazao de gés injetado &adeagaida de fluidq, x gout €
dada pela curva de performance do pogo (CPP).

A forma da curva depende da resposta do poco ao gas injetaald-ighra 2.3(a), a curva A
representa um pogo surgente. A injecao de gas em um pocgocdésgaria aumenta sua produgdo. A
curva B representa um poco que néo flui naturalmente, emtoet@alquer que seja a quantidade de
gas injetado ja coloca o po¢o em operacao. No caso da curvageedsario um minimo de injecao
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Figura 2.3: Curvas tipicas dams-lift

de gas para iniciar a producdo. Por fim, a curva D é semelhabteres ha um salto na producéo
inicial para um valor maior que zero.

Destacamos nas curvas C e D a presenca de uma quantidadeardéngas injetado, que ocorre
devido a necessidade de vencer a coluna hidrostatica qoensa fio poco, caracterizando um limite
inferior na taxa de injecdo. Também observamos que todasessgpossuem um limite superior de
gas que pode ser injetado. Ele ndo deve ser ultrapassada gités vazdes o fluido produzido passa
a carregar sélidos junto, que séo prejudiciais aos equip@Ese

As CPPs possuem uma forma caracteristica que pode seratser Figura 2.3(b). A partir do
ponto em que existe producao de fluido hd um crescimentoa@duma vazdo maxima. Apds, a
curva cai lentamente até o limite superior de injecdo. Aaegicondmica do grafico é onde o poco
produz com maior lucro. Considerando que nao existe réstde producao, o ponto 6timo é quando
o0 lucro gerado por um incremento de producéo seja igual aerirento no custo de operacao [6].

A curva de performance do poc¢o pode ser obtida numericarpentmulacdes a partir de méto-
dos apropriados de calculo, como por exemplo a analise figjd@)uando apenas pontos destas cur-
vas sdo conhecidos ou podem ser obtidos a partir de expéois@mcampo, sdo empregados métodos
de ajuste de curvas para o levantamento delas. Para prabtenmdimizacao classica modelam-se as
CPPs como polinbmios de terceira ordem. Entretanto, apesserem mais facilmente trataveis, o
ajuste em curvas deste tipo ndo apresenta uma boa correfdgémnet al. [8] propdem, em seu tra-
balho de alocacédo 6tima dii-gas utilizando programacéo ndo-linear, que a curva seja reptada
por um polindmio de segunda ordem, acrescido de um termoitioteo:

Gout = C1 + CoGin + G305, + Caln(gjn + 1)

ondec, ¢, C3 € C4 SA0 as constantes que caracterizam o pogo. Outra repgEeista curva foi
proposta por Nakashima e Camponogara [9], utilizando a osip§o de duas exponenciais:

CIout — al(z_ efﬁlqin) _ azeBZqin

Estas curvas apresentam melhor correlacdo que a polinporal sendo que a baseada em exponen-
ciais se mantém fiel também na extrapolacédo. Uma proprigdeefessante da curva exponencial é
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Neste trabalho utilizamos uma abordagem linear por patada par de pontos consecutivos da
curva é interpolado por uma reta como pode ser visto na FRjdraEsta técnica permite que sejam
empregados métodos de programacéo linear. Em contrapdeitise necessario o uso de variaveis
de deciséo para selecionar a regido da curva que esta sabdthada. Um aspecto relevante das
curvas lineares por partes é que elas permitem utilizar ntopale teste diretamente, sem a neces-
sidade de ajustar uma curva, o que pode ser tedioso e enpobldemas de otimizagdo nao-linear
sob restricbes. Os testes para obtencdo destes pontosabZadaes na fase inicial de producdo do
poco, antes da extragdo das quantidades comerciais, qaaté@dsendo levantado o perfil de produ-
¢do do poco e do reservatorio. Sdo medidas as quantidaddsodgds e agua produzidas para um
conjunto adequado de taxas de injecdo. Uma formulacédo raaihdda da linearizacéo por partes
para descrever as CPPs sera apresentada no Capitulo 4.

Na Figura 2.5 apresentamos um esquema de um campo de petiigmocos operados pgas-
lift. Um banco de compressores produz gas a alta pressao, quazeaato em um reservatorio.
Valvulas controlam a quantidade de géas injetado em cada petréleo produzido € levado a um
separador que divide o fluido em 4gua, Oleo e gas. A dguadxisafre um processo de tratamento
para atender determinadas especificacfes, regulameptaddigdos de controle do meio ambiente,
limitando a quantidade de poluentes como o teor de 6leo asule hidrogénio antes de ser descar-
tada [2]. O éleo produzido é armazenado e vendido. Uma admebas é comprimida novamente
para ser reinjetada nos pocos. O excedente pode ser armazenascoado, ou se nao existir maneira
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de fazé-lo, é queimado.

Uma restricao tipicamente tratada nos problemas de alocdipaa degas-lifté a capacidade total
de injecdo de gas dos compressores. Nem sempre a planta géssualta pressao suficiente para
gue todos o0s pocos operem em seus pontos de maior lucrdévidisto pode ocorrer, por exemplo,
porque um compressor do conjunto esta desligado para eepanmanutencdo. Outra possibilidade
€ de um campo com muitos pogos, em que o petroleo no reséovasdd terminando, devendo-se
escolher quais os pogos seréo ativados.

Na realidade, o calculo das taxas de injecéo 6timas ndo é&a ferramenta utilizada na deter-
minacado dos pontos de operacao dos pocos. Sdo considetddmsaspectos como, por exemplo, o
plano de recuperacao do reservatorio. O comportamentoloious em longo prazo, sua dinamica,
deve ser considerado para que uma extracdo inapropriadgude gpocos ndo deixem regibes do
reservatorio com 6leo acumulado que ndo possa ser extrAiim, restricbes de precedéncia de
ativacdo podem ser utilizadas para representar ested@spabjetivos. Elas significam que um dado
poco s6 pode ser ativado se um outro, seu predecessor ngaest esteja produzindo pelo menos
seu minimo. E claro que estas restricdes s fazem sentido@us p&o surgentes.

2.3 Alocacédo de gas de injecéo

A alocacao 6tima dgas-lift busca taxas de injecao de gas para cada um dos pocos de um campo
que maximize ou minimize algum objetivo. Duas abordagensnsdis comumente utilizadas: a
primeira é baseada na performance hidrodindmica, ondessarupontos de operacao para 0s po¢os
gue maximizem a producdao total do campo; outra abordagerseatha em um critério econdmico,

a qual busca o maior lucro que um conjunto de pogos pode ferngdinda sdo possiveis outras
abordagens como, por exemplo, a minimiza¢gédo do custo degj®isujeita a uma quota minima
producéo.

Embora neste trabalho utilizamos a abordagem baseadaérioceicondmico, ela pode ser adap-
tada facilmente para minimizar os custos de producao daqubtima. Assim, nossa formulagéo
necessita de informacdes como custos de producio e ludidesolE importante salientar que esta-
mos interessados na operacdo do campo de petréleo, poussihes externas a ele, como situacdo
do mercado, nao sao consideradas.

Como foi visto na secdo anterior, dois tipos de restricA@poser considerados quando estamos
tratando este problema: capacidade maxima de injecdo de@éa® uma restricdo decorrente das
capacidades dos compressores; e restrices de precedgmciastringe a ativacdo de um dado pocgo
em decorréncia de outros. Considerando nosso objetivadaton e estas restricbes do sistema,
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chegamos a seguinte formulacéo:

onde:

N N
P(G) : Maximize f = Z (PoYo + PgYg — P out — Z Pin,
n=1 n=1
SUjeitO a:qgut = qgut(qlr:]) n= 17 sy N
N
> o < an™
n=1
Yn < Ym V(m,n) € E(G)
Inyn < Oy < Unyn n=1,...,N
yn € {0,1} n=1,...,N

N é o nimero de poc¢os que produzem gaes-lift;
qi), € a taxa de inje¢do de gas alocada para o0 ppGgo
Jout € a taxa de producéo de fluidos do pogdada pela funcaal(qyy);

Po € Pg representam o lucro (preco de venda menos 0s custos de gaows0) obtido por
barril de 6leo e gas vendido, respectivamente;

pw € 0 custo de tratamento do barril de agua a ser descartada;
pin representa o custo de compressao de gas;

Yos Yg € Yl sdo respectivamente as fracoes de Oleo, gas e agua pradpeidgpocan, sendo
queyg+Yg+ww=1;

Gout(df,) € curva de performance do pogpque relaciona a quantidade de gés injetado com a
guantidade de fluido produzido no poco;

gnh®* é a capacidade total de injecé@o de gas, sendo que a somaatmsl¢anjecio de gas dos
N pocos néo deve ultrapassar esta taxa;

Ynh assume valor 1 se 0 pogesta ativo, e 0 caso contrario;

G é um grafo direcionado aciclico que representa as restrigéeprecedéncia. Seus vértices
sdo o conjunto dod pogos do campo e suas arestas séo dadds(@r A Figura 2.6 apresenta
um exemplo de um grafo de precedéncia. Nela, os pocos 1 e qyzmmteativados livremente,
0 poco 2 requer que o de nimero 1 ja esteja ativado pelo menae@minimo, e assim
sucessivamente;

I e u, s8o respectivamente as taxas de inje¢cdo minima e maxima pagon.

Proposicéo 2.1P(G) é NP-Dificil no sentido forte [9].
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Figura 2.6: Exemplo de grafo de precedéncia de ativacdo

A Proposicao 2.1 evidencia o grau de dificuldade do problemaansideracdo. Ou seja, existe
um algoritmo de tempo pseudo-polinomial se e somente sesseflaquivale a classeP[10];

2.4 Revisao da literatura

Mayhill [11] analisou em seu trabalho a relagdo entre a taxaj@cao de gas e a producao do
poco, chamando a curva resultantecdeva de performance do po¢GPP).

Desde a década de 70, problemas de injecao 6tima de gas véeématmrdados. Redden al.
[12] reconheceu a importancia de uma operacdo de um campasdift de acordo com critérios
econdmicos, em que leva em consideragédo o custo de compresgicidade limitada de gas e
a possibilidade de compressores estarem inoperantes. éfiamtopuseram um procedimento para
encontrar a distribuicdo de gas de injecdo que resulta em aiwr ticro baseado na perturbagéo
iterativa da distribuicdo corrente. Apesar da qualidad@rdposta iterativa, o procedimento pode
produzir solucbes sub-6timas e ndo pode ser estendido nadaa dutras restricbes, como limites
inferior e superior de gas de injecao.

Machet al. [7] redefiniram o método de [12] com uma abordagem nodal qusidera perdas de
pressao em toda a coluna gas-lift. Seu procedimento nodal leva a uma curva de performance do
poco mais precisa.

Kanuet al. [6] compilou os métodos e principios anteriores de alocalggas-lift de acordo
com critérios econdmicos em um método chamegiaal slope O método pode obter a alocagao de
gas que produz maior lucro para um conjunto de pocos modefamcCPPs com capacidade de gas
limitada. Este método pode ser visto como a aplicacdo dadddal Lagrangeana para eliminar a
restricdo de capacidade de gas. O método possui limitagdksndo a incapacidade de tratar pogos
gue nao respondam instantaneamente a injecéo de gas (lifeiter) e a dificuldade de incorporar
restricbes adicionais.

Mais tarde, Nishikioriet al. [13, 14] apresentaram uma formulagdo ndo-linear sob ¢éesi
para alocacdo de gas de injecdo, com um método quasi-Nemtobirtado com um descenso pela
projecao do gradiente para buscar a solucéo 6tima. O métblidstiikiori et al. provou ser melhor
gque oequal slopeobtendo alocacdo de maior lucro em tempo menor. Apesaogagia ter imposto
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limites ndo-lineares as taxas de injecéo, o método podeydtieendo trata de pocos que ndo produzem
espontaneamente.

Buitragoet al. [4] estédo entre os pioneiros em tratar de cenérios com pagos@p respondem
instantaneamente a injecdo de gas. A abordagem, cham&daldecombina uma busca estocastica
e uma heuristica de célculo de dire¢édo de descenso. Por apolamétoddEx-Inutiliza um algoritmo
genético, no sentido que uma populacao de solugdes evalemum, mas por outro lado, utiliza uma
direcdo obtida de forma heuristica para produzir uma solggfididata. A busca termina quando
a populagéo de solu¢des nao produz melhorias na solucaivolma apés um nimero maximo de
iteracdes. Apesar da buséa-In ocorrer sobre o0 espaco de solugdes factiveis, ela ndo gajaato
6timo global seja alcancado, e ndo possui um procedimentbtdacao de um limite superior, que
poderia ser utilizado para estimar a qualidade de sua solU€é um sistema com 56 pocos, uma
comparagao computacional com o métedoal slopenostrou que &x-Inobteve solu¢cdes melhores.

Alarconet al. [8] introduziram curvas de performance de pogo com termgariomicos e po-
linomias de segunda ordem como um ajuste melhor que os poAI®puUros para representar 0s
dados. Eles melhoraram o método de Nishikitrial. [14] substituindo o método quasi-Newton
pelo algoritmo SQPSequential Quadratic ProgrammindProgramacéo Sequencial Quadratica) para
garantir convergéncia para uma solugdo 6tima local. O igorSQP é mais robusto e pode operar
com restricdes adicionais, entretanto, a abordagem rageevencao dos engenheiros para tratar de
pocos que ndo respondem imediatamente a injecao de gas,Assautores propuseram regeds
hocpara guiar o engenheiro na decisdo de quais poc¢os devenivadoate desativados.

Fang e Lo [15] abandonaram os procedimentos baseados erampaifo ndo linear e sugeriram
a linearizagéo por partes das CPPs, reformulando o probléifizando programacéo linear. Esta
viséo trouxe uma série de vantagens e abriu varias podaithls. Primeiro, podemos obter solu¢cbes
6timas globais com algoritmos poderosos de programac@ar|ifacilmente introduzir restricdes adi-
cionais e tratar de problemas muito grandes. Segundo, mosteaitilizar a teoria e algoritmos de
programacao linear inteira mista (MILP) para tratar de films discretas. O método de Fang e Lo
superou 0s métodos anteriores, mas eles nao fizeram usoada tedria para tratar problemas de
programacdo inteira mista de maneira sistematica, sutgeriggras heuristicas, baseadas em arre-
dondamento para tratar o problema de ativacéo de pocos.

Wanget al. [16] sugeriram um modelo em programacdo nao linear inteistaniMINLP) para
generalizar a abordagem anterior. O modelo proposto inca@s decisdes de alocacdo de gas de in-
jecédo, decisdes sobre as taxas de producéo e restricOemtiage producdo. Como os problemas de
programacao nao linear inteira mista séo inerentemeriteeifde serem resolvidos, eles propuseram
uma combinac&o de programacao linear, programacao separalgoritmos genéticos. Apesar dos
resultados experimentais terem sido satisfatorios, odogtode produzir solu¢des sub-étimas e ndo
produz limites superiores/inferiores que permitem avaliqualidade das solucdes.

Nakashima e Camponogara [9, 17] desenvolveram algoritriilgsando programacéo dinamica
(DP) para o problema de alocacéo de gas de injecdo. Seusasdtathm as decisdes discretas de
ativacdo dos pogos de maneira sistematica, e consideramernas nas CPPs, aceitando multiplas
curvas e resolvendo problemas max-min, resultando em@sygréximas a 6tima com garantias de
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performance. Junto com o método de MINLP proposto em [16§ fsimeiro a tratar rigorosamente
as descontinuidades nas CPPs. O algoritmo de programat@mida pode tratar de restricdes de
precedéncia de ativagdo, com uma execug¢ao em tempo pselittmipal se as restricbes possuirem a
forma de uma floresta. Além da inexisténcia de um algoritneaighs-polinomial para tratar de grafos
de precedéncia gerais, a limitacdo principal da abordagemregramacado dinamica é a dificuldade
de adicionar restricoes.

2.5 Sumario

Neste capitulo apresentamos uma viséo geral sobre a foreagderacdo de um campo de pe-
tréleo. Apresentamos alguns dos métodos utilizados pdrairea petroleo para a superficie e, em
seguida, nos aprofundamos no método de extracagglift, em que gas é injetado na base do poco
para diminuir a pressao da coluna e possibilitar que o petis#ja retirado. Em seguida apresentamos
o problema geral de alocacéo 6tima de gas de injecéo segtitétms econdmicos, sob restricdo de
limite de capacidade de injecdo e precedéncia na ativaciigpaims. Por fim, apresentamos uma
revisdo bibliogréfica, que contextualiza esta dissertérgite a outros trabalhos ja publicados sobre
0 assunto.



Capitulo 3

Fundamentos de otimizacao inteira

3.1 Introducao a otimizacao

Otimizacdo é a area da matematica aplicada que busca oliezsvpara variaveis de decisédo
com o objetivo de obter um comportamento 6timo, sujeito a onjunto de restricdes do modelo
matematico. As variaveis de decisdo sédo avaliadas a pardilgdm critério, que pode ser a maximi-
zacao ou minimizacéo de uma funcdo. Os pontos que atendezstagdes do problema s@ontos
factiveis e seu conjunto é denominado mgido factiveldo problema.

Modelos sé&o estruturas que buscam representar alguméecestaza de uma realidade. As razbes
que levam ao uso de modelos sédo as mais variadas. Dentr@eééags citar: ajudam a compreender
melhor a natureza do objeto que esta sendo estudado; erpévsrrealizados sobre o objeto em
estudo possuem custos proibitivos ou até sdo impossisnpse realizar testes antes que o objeto
em estudo seja construido. Modelos podemcsecretos como uma miniatura de aviao utilizada
em testes em um tunel de vento. Modeddistratosusualmente sédo representacdes matematicas da
realidade em estudo. A modelagem de um problema nao é urfe tiérial, dependendo de fatores
subjetivos como intuigdo, experiéncia, criatividade egpatk sintese [18, 19].

Para modelar problemas de otimizacao é utilizada uma lgegnaconhecida comgrogramacao
matematica E importante ressaltar que programacio matematica ébasdiferente de programacio
de computadores. Programagdo matematica é utilizada tidsda “planejamento” [18]. Inevitavel-
mente programacgao matematica envolve computacao, pdikepras praticos normalmente possuem
grandes quantidades de dados e calculos que tornam néxessémprego dos computadores. Os
elementos que a compdem sao:

Variaveis de deciséo: Variaveis cujos valores definem uma solucédo para o problema;

Funcéo objetivo: Expressado que relaciona as variaveis de decisédo com o camamto do modelo.
E a funcéo que se deseja maximizar ou minimizar;

Restricdes: Conjunto de fungdes das variaveis de decisdo que definemagaesie solugbes que
pode ser aplicado ao problema.



3. Fundamentos de otimizacgdo inteira 15

Um problema geral de otimizac&o pode ser escrito em prog@onaatematica como:

P: Maximize f(x)
Sujeito a:g(x) <0

xeR"

ondex é o vetor de variaveis de decis&a,R" — R é a funcdo objetivo g: R" — RP sdo as restricdes
do problema que limitam o espaco de solucdes factiveis.

Ainda é possivel problemas sem funcéo objetivo, onde sgadapenas encontrar uma solugéo
gque atenda as restricbes. Por exemplo, montar a tabela darapeonato de futebol obedecendo a
restricdes como o limite de partidas consecutivas em umcaBproblemas com multiplas funcdes
objetivo. Por exemplo, em um problema de manufatura quessgadmaximizar o lucro e minimizar
0 tempo de producéo.

Exemplo: O problema da mochila

Um alpinista deseja escolher entre diversos itens quais |gara sua expedicdo. Os objetos
devem ser escolhidos de forma que atenda ao maximo suasidedes na escalada, sendo que eles
nao devem exceder a capacidade de sua mochila. Os dadostmaaao:

e N é o nimero de itens disponiveis;

Cn € um valor que representa a utilidade associada aonfgana a escalada;

b é a capacidade total da mochila;

a, € 0 espaco ocupado pelo item

Na especificacdo do problema, devemos definir as variaveikedsdo, a funcao objetivo e as
restricdes:
Variaveis de decisdo:x, assume valor 1 se o itemsera carregado na mochila, e 0 caso contrario;
Funcéo objetivo: O valor total dos itens selecionadb&x) = zr'\,':lcnxn deve ser maximizado.
Restricdes: O espaco ocupado pelos itens selecionados ndo deve exaafmcadade da mochila e

as variaveis de decisdo devem assumir valores binériosrjontoB = {0,1}.

Em programacao matemaética, o problema fica:

N
Pv : Maximize Z CnXn
n=1

N
Sujeito a: Z anXn < b
n=1

X €B n=1,...,N
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n item utilidade tamanho
1 Fogareiro 2 5
2 Corda 7 5
3 Colchonete 2 4
4 Ragao 4 3
5 Primeiros Socorros 3 2
6 Grampos 7 2
7 Aparelho de GPS 6 1

Tabela 3.1: Exemplo de instancia para o problema da mochila

Dado o modelo, chamamos istanciao conjunto de dados que caracterizam um problema. Para
0 exemplo da mochila uma instancia é dada na Tabela 3.1. d&pasdo a capacidade da mochila
b = 6, obtemos a seguinte formulacdo em programacao matematica

Maximize 2 + 7X2 + 2X3 + 4X4 + 3Xs + X6 + 6X7 (3.1)
Sujeito a: X; + 5% + 4x3 + 3Xg + 2X5 + 2% + X7 < 6
xe B’

Dependendo da natureza da funcdo objetivo e das restrigégwoblemas de otimizacdo sao
classificados em subdominios.

Programacéo Linear: é uma classe de problemas de otimizagdo onde tanto a fungliv@iuanto
as restricdes sédo lineares. Matematicamente, esta clagselilemas é representada por:

P : Maximizec'x
Sujeito a:Ax< b

n
xe Ry

ondeb e c sdo vetorése A é uma matriz. Problemas desta natureza s&o bastante edysega
bem resolvidos algoritmicamente, por meio do algoritmoéx e métodos de ponto interior
[20].

Programacéo Linear Inteira: possui formulacdo semelhante a Programacao Linear poiscadu
objetivo e as restricbes devem ser lineares. Entretanste rseib-dominio da otimizacéo as
variaveis de deciséo pertencem a um dominio discreto.

P : Maximizec'x (3.2)
Sujeito a:Ax< b

n
X€E Ly

1Global Positioning SystenSistema de Posicionamento Global.
2Nesta dissertacdo utilizamos a notacdo de matrizes cohrazop vetores.
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Quando as variaveis de decisdo pertencem ao conjunto dikdripode-se dizer que o pro-

blema é de Programac&o Binaria. E empregada quando se oleskgiar problemas em que se
deve escolher entre uma ou outra alternativa, como no pnabiia mochila apresentado, tendo
gue decidir em carregar ou ndo o objeto; ou em problemas erasquariaveis de decisao de-
vem ser necessariamente inteiras, ndo tendo sentido assurdlores fracionarios como, por
exemplo, em uma montadora de veiculos que se deseja deierangquantidade étima a ser
produzida.

Programacédo Linear é NP-Dificil, pois qualquer problemecldase NP-Completa pode ser
reduzido & em tempo e espaco polinomial, por exemplo, o problema defaitilidade.

Programacéo Linear Inteira Mista: esta sub-classe dos problemas é uma unido das duas apresen-
tadas anteriormente. Nela existem variaveis de decisdtoas e inteiras.

Pwm : Maximizec'x+h'y
Sujeito a:Ax+Gy< b
xe R

yeZ?

Emprega-se a programacéo linear inteira mista, ou apengsapnacao inteira mista, normal-
mente quando séo utilizadas variaveis de decisdo sobisgaricontinuas. Problemas desta
subclasse séo tdo complexos quanto os apresentados rameitio.

Programacgéo Nao-linear com Restricdes$€ o caso mais geral de problemas de otimizacao.

PuL : Maximize f(x)
Sujeito a:g(x) <0
xeR"

onde f(x) e g(x) séo ndo lineares e ndo precisam ser necessariamente asntiéo existe
uma forma geral para resolver problemas desta naturezandi®se analisar cada caso em
busca de um algoritmo eficiente, quando existir.

Existem ainda dois casos particulares: na programacaadjicada funcao objetivo € uma
funcéo quadratica das variaveis de decis@g = %XT Qx+cTx, sendaQ uma matriz simétrica,
e as restricdes sao lineas < b. Se a matriz) for positiva definida ou positiva semi-definida
encontrar a solugao global é relativamente facil. Ma®Q $er indefinida, negativa definida ou
negativa semi-definida o problema ja se torna dificil.

Na programacédo nao-linear irrestrita, todas as variawededisao podem assumir qualquer va-
lor. Casof (x) seja continua, pode-se empregar o método de descenso oadprdétNewton.

A dificuldade desta subclasse é garantir que o problemarg@pzra um ponto 6timo global,
nao apenas sendo 6timo para uma regido proxima (6timo local)
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3.2 Programacéo inteira

Nesta se¢cdo apresentamos 0s conceitos basicos paradiestdygroblemas modelados com Pro-
gramacéo Inteira baseados no livro de Wolsey [21]. Tendoista gue 0 modelo a ser desenvolvido
paraP(G) é tipo inteiro misto, faz-se necessario um maior aprofureddmndesta teoria. A teoria apli-
cada a programacao inteira pura também pode ser utilizageogeamacao inteira mista, tomando
alguns cuidados. Podem-se ignorar as variaveis de de@a@ao aplicar métodos que levam em
conta que 0s nimeros sao inteiros, e tratar o problema ctmplendo sé@o consideradas as relaxa-
coes.

3.2.1 Formulagotes

Consideramos agora o problema geral de programacéo idégizpoP,. Suponha quX C 71! é
0 conjunto das solucdes factiveis. Tipicamente, existeitasi(possivelmente infinitas) formulacdes
paraX dadas por meio de poliedros. Esta equivaléncia entre etemdeXx e os elementos da sua for-
mulagéo como um poliedr® sdo fundamentais, tanto ao processo de formulacéo quanprasedi-
mentos algoritmicos de solucdo. Abaixo, formalizamossastgbdes e apresentamos conceitos-chave
para o desenvolvimento desta dissertacao.

Defini¢céo 3.1 Um subconjunto d&" descrito por um conjunto de restrigdes lineares-Rx € R :
Ax< b} é umpoliedra

Defini¢do 3.2 O poliedro PC R é umaformulagdopara o conjunto XC Z7 se, e somente se,
X=PnNZ.

SejaX o conjunto das solugdes factiveis de um problema inteiro gatbs pontos do conjunto
X =1(2,2), (3,1), (3,2), (3,3), (4,1), (4,2), (4,3), (5,1),,, (5,3)}. Entéo é facil verificar que os
poliedros:

Pr={xeR2: -2¢ + X% < -3, X2 <3
Mo+ e < F 24 - x < F
1 7
—3X1 — X < -3
Po={xeRZ: —3x; + % < 3, X + % < 21
M- % < 3 - - x < -7},
Ps={xe Rﬁ_ =X+ X <0, Xo < 3,
X1 < 57 —X2 < _17
X - X < -4}
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Figura 3.1: Formulacdes paxa

assim comd™ N P,, séo formulagdes padd, como pode ser visto na Figura 3.1.

No exemplo apresentamos trés formulagdes para 0 mesmatmmie pontosK. Observamos
gue pode existir um nimero infinito de formula¢des par&ntéo, como escolher entre duas formu-
lac6es? Pode-se dizer que uma formulaca®orque outra? Chegamos entéo a seguinte definicdo:

Definigao 3.3 Dado um conjunto de pontos XR", e duas formulacdes,f R, para X, dizemos que
P, é melhorque B se B C R,.

Podemos dizer ainda que uma formulacdo melhoaé forteou apertadaque outra. Evidente-
mente, nem todas as formulacdes podem ser comparadas. @omes as formulacod?; e P, sdo
ndo comparavejpoisP, ¢ P, nemP, Z Py.

A formulacaoP; é ditaideal porque néo existe uma formulagBgpara o conjuntX tal queP,; C
P;. Também porque se resolvermos a relaxacgao lined @esolugdo do problema esta localizada
sobre um dos vértices d. A seguir, formalizamos estes conceitos.

Definicdo 3.4 Dado um conjunto de pontos X, xxémbinacado convexde X se existe um conjunto
finito de pontos xc X eAj € Ry, j=1,...,n,comy_; Aj = 1tal que x= 3_; AjXj.

Defini¢éo 3.5 Dado um conjunto de pontos X, coiy = {x: x € combinagdo convexa de} ¥ o
fecho convexalo conjunto X.

Proposicéo 3.1conyX) € um poliedro [22, pagina 106, Teorema 6.2].

Proposicéo 3.20s vértices de coriX) séo pontos de X [21, pagina 15, Proposi¢éo 1.2].

Como consequéncia temos queny X) pode ser descrito por um conjunto finito de desigualda-
des lineares, & : {maxc™x: x € X} pode ser reescrito comfgnaxc'x : x € conyX)}. Entretanto,
encontrar todas as desigualdades que descrewa®X) nem sempre € facil, pois pode existir um nu-
mero muito grande (exponencial) de desigualdades. No dreappesentado na Figura 3.1 podemos
verificar que para o conjunto de pontsa formula¢éd® = conyX).
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3.2.2 Introducao a algoritmos

Formulado o problema, o passo seguinte é encontrar umanmaafieiente de encontrar a solucéo
6tima. Como ja foi citado, problemas de programacéo lingaiimteira possuem algoritmos eficientes
para obtengdo da solugéo 6tima, como os métodos Simpler j@@to interior [23]. Porém no caso
da programacao inteira, por pertencerem a classe NPkdifim existem algoritmos gerais capazes
de encontrar a solugao 6tima global de maneira eficienteo(aerégque NP=P).

Algoritmos exatos sdo métodos capazes de encontrar a sadtiga global para um problema
de otimizacdo. Nem sempre 0 seu uso é possivel, geralmeriti d® elevado tempo e/ou grande
quantidade de recursos computacionais demandados pelitraly Em casos onde uma solugéo
relativamente boa é admissivel, podem-se empregar heasig meta-heuristicas. Estes métodos
ndo garantem uma solugdo 6tima para o problema, mas sacesag@mzncontrar uma solucao de
qualidade em um tempo adequado para aplicacao.

3.2.2.1 Otimalidade e relaxacao

Dado um problema em programacao linear integiramax{c'x : x € X}, como provar que um
pontox* é 6timo? Uma maneira é encontrar um limite inferior & soluc&az e um limite superior
z > zde tal forma que = z= z. Esta abordagem prop&e um algoritmo para a solucdo desse de
problemas. Deve-se buscar uma sequéncia decrescentdtde Boperiores:

N>DH>B>...>%>2Z

e uma sequéncia crescente de limites inferiores:

2<2,<2%<...<% <z

até que seja atingido:
-7 <E¢

ondeg € um valor positivo muito pequeno. Entdo temos que encomi@aeiras de obter estes limites.

Limite Primal: Toda solugéo factivex* € X induz um limite inferiorz = c'x < z Geralmente
encontrar uma solucao factivel para um problema nao € mifitil.dO desafio é encontrar
uma boa solugao, isto &, que seja proxima da solugdo 6tima.

Limite Dual: O limite dual procura um limite superior para os problemamd&imizacdo. A abor-
dagem mais importante ée@laxagdq que busca tornar o problema mais facil de ser resolvido
em gue a solucao 6tima seja no minimo tdo grande quanta relaxacdo deve-se balancear
a dificuldade de obté-la com os beneficios que ela trard. @lagacdo muito apertada pode
requerer um esforco computacional grande, enquanto uaxarglo mais facilmente computa-
vel pode resultar em valores muito distantes. Uma relaxbgétante empregada éedaxacéo
linear.
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Definigéo 3.6 Para o problema em programagcéo linear inteira P max{c'x: x ¢ PNZ"}
com formulagéo P= {x € R": Ax< b}, suarelaxag&o lineaé Rz = max{c'x: x € P}.

Ou seja, arelaxacao linear de um problema em programagio linteira consiste em transfor-
mar suas variaveis de decisao inteiras em reais, transfiolona problema para programacgao
linear apenas, que pode ser facilmente resolvido.

Nos problemas de minimizacao o limite primal representainnitd superior na funcéo obijetivo,
e o limite dual um limite inferior. A seguir, vamos apresermtiguns algoritmos exatos para resolugédo
de problemas de otimizacao.

3.2.2.2 Branch and Bound

O algoritmo deBranch and Bountbaseia-se em dividir o problema em problemas menores e mais
faceis de serem resolvidos, e depois unir as solu¢des panarfa solugcao do problema original.

Uma maneira de se representar esta divisdo seria fixar agvale todas as variaveis inteiras,
enumerando todas as possiveis solu¢des para o problemagHitissobter o valor da funcéo objetivo
para cada uma das solucdes e escolher a 6tima. Esta abordadmada denumeragédo explicita
e ndo € uma boa maneira de se resolver o problema, pois 0 nal@eralucbes possiveis cresce
exponencialmente com o nimero de variaveis de decisdmantw impraticavel ja para problemas
de tamanho médio.

No algoritmo deBranch and Boungdpara cada decomposicao do problema é avaliado se a arvore
de solucdes factiveis pode ser reduzida. Esta abordageam@ada denumeracdo implicitapois
descarta maus ramos da arvore de solugdes. A seguir é gpoesenalgoritmo em pseudocddigo
para um problema de maximizacéo:

Branch- And-Bound( c, P)

1 L—{P} > lista de nds ativos

2 T — ({P},0) o> arvore inicial deBranch and Bound
3 Z— —00 o> limite inferior

4 X" «— NIL >> a solucdo do problema

5 enquantoL # 0

6 facaescolha unb delL

7 resolver relaxacaBLy «+ {maxc'x: x € R}
8 Z — valorObjetivo[Rl]

9 X< — solugao[RL]

10 seZ = —w >R=0

11 entdodescartd’ por infactibilidade

12 sendo s&* < z

13 entdodescartd? por limite
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14 sendo

15 sexke ZXl e >z

16 entdoz — Z > novo limite inferior
17 X< — XK > nova solugéo

18 sendo > XK ¢ ZX

19 escolha uma variavel fracionéw"fida solugéo
20 Pla — RN {x; < X}

21 P — RN {x > X}

22 adicioneP; e P aT como folhas de>
23 insiraP¢ e B emL

24 descart®

Nas primeiras quatro linhas do algoritmo é criada uma listads ativos, uma arvore de solucées,
um vetor para armazenar o valor das variaveis de decisdoltdamselucéo encontrada e uma variavel
para armazenar o valor da fungéo objetivo corresponderagréica, ndo € necesséario armazenar a
arvore de solugbes, apenas a lista dos nds ativos, mas papasemsao do algoritmo esta informacédo
€ mantida. Em seguida, o algoritmo entra em um lago que é exrpara cada um dos elementos
da lista de nés ativos. Na primeira iteragéo existe apenasjoi@ representa o problema completo.

A escolha do no ativo para ser processado pode ser feita ids wdaneiras. Heuristicas buscam
0 no que seja 0 melhor candidato a levar a solucdo do problemsisorapido possivel. Deseja-se 0
né que leve a um alto limite inferior, que reduza ao maximovarérde solugdes e por conseqiiéncia
0 tempo de processamento. Outra abordagem pode ser umeahugcafundidade. Esta heuristica é
menos elaborada que as adotadas como padrdo em implenssntagderciais, implicando em uma
execucao mais lenta (maior nimero de iteragdes), mas el@mannimero de nds ativos pequeno,
sendo indicada quando ha pouca memdria para executar dgtralgorUma abordagem comercial
consiste em inicialmente utilizar uma busca em profundidade leva rapidamente a uma solucao
inteira (n@o necessariamente boa), e em seguida partinpearaeuristica mais elaborada. A presenga
de uma solucgéo inteira permite que nos sejam descartaddamsmnte por limite.

Escolhido um né € resolvida sua relaxacdo, que como vimadngente € utilizada a relaxacao
linear. O n6 pode ser descartado por infactibilidade se sejuto de solucdes € vazio, ou por
limite se seu limite superior apresentar valor na relaxag@oor que o melhor limite inferior ja
obtido. Entéo sé&o verificados os valores obtidos nas vasid@leedecisdo. Se elas obtiveram valores
inteiros, o limite superior do n6 também € seu limite infer@uma nova melhor solu¢do pode ter
sido encontrada. Caso contrario é escolhida uma das varidealecisédo e o problema é dividido
em dois sub-problemas (ou até em mais, em implementacdesamaaicadas), que sdo adicionados a
lista de nos ativos e a arvore de solugdes.

Da mesma forma, nao existe uma melhor forma de escolher&ehde decisdo que sera usada
para dividir o problema. Geralmente é empregadeés fracionariadas variaveis, ou seja, a variavel
que possui valor mais distante do seu inteiro mais proxinar.eRemplo, considere duas variaveis
de decisag; = 1,4 ey, = 2,8, entdo é escolhida a variawel pois 1,4 esta mais distante de 1 (seu
inteiro mais préximo) que 2,8 esta de 3.
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z z=17
x*=(0,0,0,1,0,1, 1) X*=(0,0,0,1,0,1,1)

(d) (e)

Figura 3.2: Exemplo ilustrativo do algoritmo &ganch and Bound

Dado o exemplo do problema da mochila apresentado na Eq@at;da Figura 3.2 apresenta a
aplicacéo do algoritmo. Na figura, os nos escuros ja foramegsados e 0s nos claros compdem a
lista dos nos ativos.

1. Em (a) foi resolvida a relaxacéo linear do problema oailgiohegando a solucao= (0, % 0,
0, 1, 1, 1) com limite superior igual a 17,4. Comoapresentou valor fracionario, o problema
foi dividido em dois conjuntos de solugcbes sokje

2. Em (b) foi escolhido o né do conjunto de solu¢Bgsesolvida sua relaxacéo obtendo a solucdo
inteirax? = (0,1,0,0,0,0, 1) com limite superior 13. Note que o limitierior passa a ser 13,
e o0 no é fechado por otimalidade.

3. Aparte (c) da figura mostra a resolucéo ddPpéque obteve solugéd = (0, 0, O,%, 1,1,1e
valor da relaxacap' = 17%. A varié\velx}1 = % apresentou valor fracionario neste subproblema.
Entéo este foi dividido em torno dg, gerando novos subconjuntos de soluBgpoe P;».

4. (d) mostra a resolucéo da relaxacadPge comx? = (0, 0, 0, 1, 0, 1, 1) @2 = 17. Observe
gue novamente a solucéo foi inteira. Como sua solucéo é ma®ea até entdo obtida, esta
passa ser a solucéo do problema.

5. Em (e) resolvemoRLy;, com solugdiod! = (0, 0,1, 0, 1, 1, 1) ezl = 16,5. Como o limite

superior € menor qug isto é, a solugédo deste ramo da arvore ndo pode ser melhar jque
obtida, o n6 é cortado por limite.
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6. Como nédo existem mais nds ativos, a solugae 17 ex* =(0, 0,0, 1, 0, 1, 1) é o 6timo global
do problema.

3.2.2.3 Planos de corte

Considere a restricdo do problema da mochila em (3.1),
5X1 + 5Xo +4X3 4+ 3X4 + 2X5 + 2% + X7 < 6 (3.3)

x € B’. Podemos observar qug, Xs € X ndo podem assumir valor 1 simultaneamente, pois se
X4 = X5 = Xg = 1, temos que B, + 2Xs + 2Xg = 7 > 6, que excede a capacidade da mochila. Mas se
eles forem agrupados dois a dois, a restricdo continuaavdbtb sugere a restric&@ + Xs + Xg < 2.

Na mesma linha de raciocinio, observamos ainda que sel, x4, X5 € Xg devem ser 0. Assim,
podemos complementar a restricdo obtendo

2X0 4 X4+ X5+ Xg < 2. (3.4)

Esta desigualdade é valida para a instancia apresentadel@@ verdadeira para todos os pontos
que compdem o conjunto de solugBésda instancia.

Definicdo 3.7 Uma desigualdader’ x < 1p € umadesigualdade validpara um conjunto XC R" se
T X < T, para todo xe X.

Em um problema em programacéo inteira de espaco de solXgdesnsercdo de desigualda-
des validas pode gerar uma reducdo no poliedro da formylagdsejaP N {x: T'x < M} C P. O
algoritmo de planos de corte consiste em inserir cortedagi@o poliedro até que a resolucdo da re-
laxacao linear do problema seja inteira, que implica nargdie do 6timo global. Este procedimento
nao requer a obtencgdo das expressdes que produzem o fegbrade todo o poliedro, apenas a sua
reducdo de maneira apropriada. A seguir, apresentamosiitiaig de planos de corte.

Pl anos-De-Corte( ¢, P)
t<—0 > contador
PO — P > poliedro inicial
facasempre
resolver relaxagaBL; «— {maxc'x:x € P'}
X« solucdo[RL]
sext € ZX|
entdo retornext > X é solugdo 6tima
busque um cortért, 1)) paraxt
se(mt, 1) cortaxt
entdoP ! — P n{x: (M)Tx < 1§}
t—t+1

© 0N O O WDN P

el
B O
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5xo+2x5 < 3

2+x5<1

1 >

1 X5

Figura 3.3: llustracéo do corte no problema da mochilagpmxs=x3=0exg=x7=1

12 senéo retorneNIL >> ndo encontrou solucéo

Podemos observar que este algoritmo busca cortes paraednpodité que seja encontrada uma
solucao inteira, que € o 6timo global. A obtenc¢éo dos colitesa(8) é a base do algoritmo. Como
€ uma tarefa dificil, nem sempre sédo encontrados cortegstéver o problema, assim o algoritmo
pode retornar uma falha (linha 12).

Existem procedimentos gerais para a obtencao de desigealddlidas para problemas inteiros,
como o de Chavatal-Gomory [21, 22]. Para a programacaaearpera os cortes de Chavéatal-Gomory
fazem que o algoritmo de planos de cortes convirja em um raifimio de iteracdes. Para problemas
binarios com formulagé® = {x € R} : Ax< b,x <1} e S=PNZ", o procedimento de cortes
disjuntivos pode ser utilizado para obtamyS) apdsn iteragdes.

A obtencéo dos cortes geralmente faz uso da estrutura daltgy@o. No exemplo acima apli-
camos parcialmente um procedimento chamadooterturasque busca cortes para o problema da
mochila, e sera visto mais detalhadamente na proxima s€gin.a adicdo desta nova restricao con-
venientemente escolhida ao problema, sua relaxacéo fyasan a apresentar = (0,0,0,1,0,1,1)
em suas variaveis de decis&o, contra= (0, %,O, 0,1,1,1) que é o valor obtido na formulacéo origi-
nal. Umavez que < Z7+ na nova formulagéo, esta solugéo é 6tima global. Note quaaluzirmos
arestricdo (3.4) ® = {x € B’ : sujeito a (3.3)}, ndo obtemos o fecho converon\S), S=PNZ’,

mas uma configuragao exata em torno da solugao étima.

A Figura 3.3 ilustra a insercéo do corte no subespacoxy, fixandox; = X3 =X =0 exg =
x7 = 1. Neste subespaco (3.3) fica5- 2xs < 3 e o corte (3.4) ficaxg + xs < 1. Podemos observar
gue a insercao do corte reduz o poliedro, mas que nao geraedneominimo k, < 0 exs < 1 para
este sub-espacgo). Mesmo assim, este corte leva a solu¢derpeo
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3.2.2.4 Branch and Cut

A insergdo pura de cortes ndo é a melhor maneira de se resofvproblema de otimizagdo. A
obtencao eficiente de cortes é uma tarefa dificil. Uma marsdiernativa de resolver os problemas
de otimizagdo € combinar algoritmos conhecidos. O algoritimBranch and Cug a combinacgao
dos dois algoritmos vistos anteriormente. Para cada novdaedde solugdes dBranch and Bound
sdo inseridos cortes. Em cada né busca-se o0 maximo de coag@®dem ser inseridos em um tempo
razoavel, reduzindo assim o limite superior do n6 e promdeemma redu¢éo no tamanho da arvore
Branch and Bound

E necessario, entretanto limitar o tempo de busca por cemesada nd. Um excesso de empenho
do algoritmo na busca de cortes pode representar uma repgagéena na relaxacédo, de maneira que
este tempo ndo seja compensado na redugdo do nimero de nés.

3.3 Meétodos de planos de corte

Nesta secao formalizaremos os conceitos de aplicacao e @ouma formulacéo e como gerar
cortes para o problema da mochila.

3.3.1 Desigualdades validas

Vimos na Definicdo 3.7 o que é uma desigualdade valida. Uraghalipossui infinitas desigualda-
des vélidas, surgindo a questéo de quais desigualdadeslegmtes e quais podem ser descartadas.

Definicéo 3.8 Dadas duas desigualdades validasx < 1o e ' x < [ para um poliedro PC R,
também notadas pdir, 1) e (W, o), dizemos quet’ x < Tp dominap’ x < [ Se existe u- 0 tal que

TT> Ul eTlp < U, € (T4 Th) # (W, Wo)-

Note que s€T1T, 1) domina(l, ko), denotado pofT, 1) < (K, Ho), entdo(i, o) € redundante e
pode ser descartada da formulacao.

Definic&o 3.9 Considerando um poliedro B R", uma desigualdade valida" x < g € redundante
para P se existirem desigualdadgs)"x < p,i=1,...,k, de P e pesos t Otal que(3¥_; uip) Tx <
Zik:1 Ui % domine a desigualdade’ x < 1.

Desejamos trabalhar com as desigualdades necessariasiensesi para definicdo do poliedro,
chamadas ddesigualdades vélidas fortesu apenaslesigualdades forte$§&o fortes no sentido que
levam a uma formulacdo mais apertada. Para o entendimetigqoreaiso de desigualdades fortes,
alguns conceitos serdo apresentados.

Definicdo 3.10 Os pontos % ..., XK € R" s&o ditosafim independentese a Unica solucio; i =
1,....k, parayk jux = 0e vk u = 0for nula.
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Dizer que pontosd, ..., x* € R" sdo afim independentes é equivalente a dizer que os pontos
(x> —x1),...,(x€—x!) sdo linearmente independentes. E facil observar que o maioero de pontos
afim independentes eRI" én+ 1, por exemplon pontos linearmente independentes e o vetor zero.

Definicédo 3.11 Se para um poliedro P o nimero maximo de pontos afim indeptsdérk, entdo a
dimensadalo poliedro P, denotada por difR), é k— 1.

Defini¢éo 3.12 Um poliedro PC R" é dedimenséo cheiae, e somente se, diR) = n.

Dizer que um poliedrd® C R" tem dimenséo cheia significa dizer que ndo existem variéleeis
decisdo que podem ser expressas como funcao de outrasisariddo existem igualdades que sao
satisfeitas por tods € P.

Definicdo 3.13 Umafacede um poliedro P induzida por uma desigualdade vaiida < 1y é F =
{x€ P: ' x=T1p}. A desigualdadet’ x < 1 defineou representa face.

Definicao 3.14 Uma face F é uméacetade P se dinfF) = dim(P) — 1.

Considerando o poliedro do problema da mochila em (3.1)

P={xeR!: 5+ 5% +4X3+ X4+ 2X5 + X6 + X7 < 6,

. (3.5)
xp<1lj=1..7}

Sejae;j ¢ ]Rii o vetor com todas as entradas nulas a exce¢geédama entrada, cujo valor é unita-
rio. Note queej € P paraj =1,...,7. Logo {ej}J?:]_U {0} constitui um conjunto de pontos afim
independentes de e, portantodim(P) = 7.

Considere agora a face representada pela desigualdade aftélarto= {x € P : 5x; + 5% +
Ax3 + 3X4 + 2X5 + 2% + X7 = 6}. Tomando os pontost = (1,0,0,0,0,0,1), x* = (0,1,0,0,0,0,1),
x® = (0,0,1,0,1,0,0), x* = (0,0,1,0,0,1,0), x® = (0,0,0,1,1,0,1), x®* = (2,2,0,0,0,0,0) e x” =
(O, 0,%,1, 0,0,0), podemos verificar quel € F, j=1,...,7, sdo linearmente independentes e que
estes pontos formam um conjunto de pontos afim independ@éntiEpendéncia linear implica em
independéncia afim, mas o contrario ndo é verdade). Commufmedim(F) =7—1=6 e como

dim(F) = dim(P) — 1 verificamos qué& é uma faceta dB, ou seja, face de dimensdo méaxima.

3.3.2 Coberturas para mochila

Na Secao 3.2.2.3 vimos informalmente a aplicacdo de cobsripara a geragdo de cortes no
problema da mochila. Nesta sec@o e nas proximas estes tosnseido generalizados. Iniciamos
apresentando algumas defini¢des.

Considere os conjuntos = {x€ B": 3_;ajxj <b} eN = {1,...,n}.

Definigédo 3.15Um conjunto CC N € umacoberturase y j.ca; > b. Uma cobertura éninimase
para todo je C, C\{j} n&o é uma cobertura.
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Uma cobertura assinala um conjunto de elementos que excealgaaidade da mochila. Se o
conjunto obtido pela remocéao de qualquer elemento da eobgubde ser armazenado na mochila,
dizemos que a cobertura € minima. Para (X3} {4,5,6} € uma cobertura, po&, + as + as =
3+2+2=7>6. Esta cobertura também é minima, pjs-as =5< 6,4 +ag=5< 6 eas+ag =
4<6.

Proposicdo 3.3Dado uma cobertura € N, a desigualdade
Zcx,- <lcl-1 (3.6)
IE

é valida para X.

Temos entéo para a coberti®a= {4,5,6} a desigualdade validg + x5 + X < 2. Definimos
Pc = conv(Xc), deXc = {x € Bl : 3 .cajx; < b}, como o poliedro obtido a partir da projecao de
conyX) sobre o espaco das variaveis da cobertura. Podemos famlvenificar quaedim(Pc) = |C|,
ou seja,Pc tem dimensé&o cheia. Definimés = {x € Pc: Y jecXj = |C| — 1} como a face déc
induzida por (3.6), podemos verificar qie € uma faceta, ou sejdjm(Fc) = dim(P;) — 1. Para
o exemplo dado acimalim(P;) =3 e{(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} C Fc formam um conjunto afim
independente que nos leva a concluir qira(Fc) = 2.

Podemos ainda estender a cobertura para outras variavdésidéo, para torna-la mais forte.

Defini¢ao 3.16 A cobertura estendidde uma cobertura C é €) =CU{j : a; > &;,Vi € C}.

Da mesma maneira, a extensao da cobertura implica na desigaatambém valida para um
conjuntoX C N:
Xj < IC|—-1
J€E(C)
Em nosso exempl&(C) = {1,2,3,4,5,6}, poisai,ay,a3 > max{a; : j € C} = 3, mas 7¢ E(C)
porqueay < a4. A desigualdade para a extensdo da cobertura é entéo

XL +Xo+X3+Xa+ X5+ X6 < 2 (3.7)

Considerando simultaneamente as desigualdades (3.37)e ¢Bservamos que sg = 1, ndo
existe em (3.7) nenhuma outra variavel de deciséo que pssgaa valor 1, pois para (3.3) apenas
poderia ser selecionado sem que a capacidade da mochieseflida, &; ndo pertence a (3.7). Mas
se considerarmos apenas a desigualdade da coberturaidstemada é possivel que outra variavel
de decisdo seja diferente de zero. Isto sujere que a deddglaal3.7) ainda possui folga, e que
esta folga esta nas variaveis de decisdo adicionadas nmes&atda cobertura, pois para a cobertura
apenas, a desigualdade € minima. Em sintese, poderianuas babresu;, o, e az que tornam a
desigualdade

0l1X1 + Ol2Xo + 03X3 + X4+ X5+ X < 2

0 mais apertada possivel.
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3.3.3 Lifting

Dado uma cobertur@ C N = {1,...,n}, desejamos encontrar valores pasaj € N\C, de ma-
neira que a desigualdade

;Xj—k z O X; < |C|—1
je

jeN\C
seja valida parX = {x € B": y]_; ajx; < b}. A extensad(C) de uma cobertur@, conforme visto
acima, nos da uma forma de obter valosgsondea; = 1 paraj € E(C)\C enquantoxj = 0 para
j € N\E(C). Abaixo apresentamos um procedimento alternativo paranputo dos fatoreq ;. Este
procedimento € conhecido plifting e os parametros; por fatores de lifting

Seja(ji,..., Jr) uma ordenacéo d¥\C. Faca para = 1 atér.

Para calcular o maior valor possiveldg no qualaj xj, + 31-1ajXj + ¥ jecXj < [C| — 1 seja
valida, devemos resolver o problema

t—1

G = Maximize_zloqixji + ;Xj
i= IE

t—1
Sujeito aszlajixji + ;anj <b-a;
P £

X € B‘C‘-H—l

assim chegamosay, = |C| —1— ;.

Se a cobertur& for minima, a desigualdade gerada utilizando este proadondefine uma
faceta decon(X) [24, Teorema 1]. De fato, a desigualdade (3.6) define umaaapertanto uma
face maxima, para o subconjunto das variaveis de decisd@adas da cobertura. O procedimento de
lifting busca obter os pesos das variaveis de decisdo que nao apar@cebertura, de maneira que
a restricao obtida no espago completo das variaveis centiafinindo uma faceta.

Podemos observar, entretanto, que cada iteragdo destdipnento requer que seja resolvida
uma instancia de um problema da mochila, cuja dificuldadestducédo é comparavel a do problema.
Assim, sao utilizadas heuristicas para a obten¢do de apreepodem nao ser 6timos, mas séo bons
o suficiente para reduzir o poliedro de maneira a auxiliares@lucdo do problema original com
algoritmos de planos de corte 8uanch and Cut

Sabemos queé = {4,5,6} é uma cobertura minima para a restricdo da mochila (3.3)o¥agora
ilustrar o procedimento para obter os fatorediftiag das variaveis de decisdo que ndo pertencem a
cobertura. Primeiro construimos uma ordenacadlge = (j1, j2, j3, ja) = (1,2,3,7), r = 4. Para
este procedimento, considere implicita a restric&ds/Cl -1, Efetuamos ent&o o processo iterativo,
Ccomo segue:
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t=1 j1=1
1) (1 = maxx4+ X5+ Xg
sa Xu+2X+2X%<6—a=6-5=1
2) (1=0
3) a1 =[C|-1-01=2
t=2 jp=2
4) {2 = max Xq + Xa+ X5+ Xg
saa. X +3X+2%+26<1
5) (2=0
6) ax=|C|-1-{2=2
t=3 j3=3
7) {3 =max X + 2X2 + X4 + X5 + X
s.a. X1 +5%+ 3+ 2X5+ 2% < 2
8) (3=1
9) a3=|C|-1-{3=1
t=4 j4=7
10) (4 =max X+ 2%+ X3+ Xa + X5+ Xg
S.a. Xy +5% +4X3+3X4+2X5 + 2% < 5
11) (4=2
12) a7=[C[-1-0s=0

Chegamos entdo a desigualdade:

O1Xg + OxX2 + 0O3X3 + X4 + X5 + X + 0a7x7 < 2

21 + 2% + X3 + X4 + X5 + Xs < 2

vélida paraX. Esta restricdo nos define a fdee= {x € con(PNZ7) : 2xg + 2Xp + X3 + X4 + X5+ Xg =

2}. Considere os pontog = (1,0, 0,0,0,0,0,)x*=(0,1,0,0,0,0,0x*=(0,0, 1, 0, 1, 0, 0),
x*=(0,0,0,1,1,0,0x°=(0,0,0,1,0,1,0x=(0,0,0,0,1, 1, 0x =(0, 0, 1, 0, 0, 1, 1).
Notamos qued € F, j =1,...,7, e que estes pontos sdo afim independentes. BEitd&) =6, e
comodim(F) = dim(P) — 1, P = conPNZ7), F é uma faceta do poliedi®.

3.3.4 Down-lifting

Lifting pode ser entendido como o procedimento onde tomamos a theada pela desigualdade
da coberturay jccXj < |C| —1, do poliedro da formulagdo do problema da mochila acrestis
equactes; = 0 paraj € N\C. Enté&o rotacionamos a desigualdade de cobertura de formatatey
uma face de maior dimenséo para o poliedro original da machil

Um procedimento analogo pode ser realizado com uma facédéefior equacdes da forma= 1
[22, 25]. Para qualquer cobertuCae qualquer subconjunid C C, a desigualdade:

; X; < |C|— D[ -1
jeC\D
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€ valida para o poliedro restrito:

con({xeBI“"Pl: 5 ajx <b- Ebaj}).
jeN\D j€

O lifting da secao anterior pode ser utilizado sdbx® para produzir uma desigualdade:

> X+ > ax<[C|- D1
jeC\D JeN\C

diminuindo a capacidade da mochila paray jp a;, poisxj =1, j € D, e considerando os somato-
rios sobreC\D, assim comatj, = |C| —|D| —1—¢;. O cémputo destes fatore(C) algumas vezes
€ chamado dap-lifting, para diferenciar dos fatores das variaveis fixadas €.l (

Finalmente, a desigualdade acima pode ser submetida a wespoodalown-lifting dos fatores
deD para se obter uma faceta da forma:

> Xt Y X+ EDBJ'X1<ICI—|D|—1+ EDBJ'
jeC\D jeN\C je je

ondef; = ¢; — (|IC| — |D|) — 1, e os fatoregy, ji € (j1,...,jr) € uma ordenagéo d@, sdo obtidos

resolvendo o problema:

t-1
{=Maximize § xj+ Y O(J-XJ-JerBjixji
jeC\D JeEN\C i=

t
Sujeito a: ) ajxj <b— Z:)aj + Zaji
ieN\D j€ i=

x € BINI-IDl+t-1

Temos a desigualdade da cobertura corresponde@te-44,5,6}, dada por + X5 + X < 2.
Fazendd = {5}, obtemos a desigualdadg+xs < 1 paracon(PN {x € BN : xs = 1}). Executando
lifting paraxs, calculamos:

{3 =max{Xs+Xs : 34+ 2% < 0} =0
e portantogz = |C| — |D| — 1— 3 = 1, obtendo a desigualdasg+ x4 + X5 < 1.

Realizanddifting paraxy, calculamos primeiramente:
Gz=max{Xs+Xa+X: M3+ +2% <3} =1

gue nos leva a deduzir que = 0. Dai resulta a desigualdagg+ X4 + Xg < 1.

Executandalown-lifting na variavelxs, desejamos calculdds tal que:

BsXs + X3+ Xa+ X6 < 1+ PBs (3.8)
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permaneca valida quandg = 0. Note que, qualquer que seja o valorf3ie (3.8) é valida quando
x5 = 1. Paraisto,

Bs>=max{Xs+Xs+Xs: X3 +3xXg+ 2+ X7 <6} —1=05—-1

Calculandd s, descobrimos qué; = 2 e portant@3s > 2— 1= 1 que nos permite obter a desigualdade
X3+ X4+ X5+ X < 2.

Continuamos agora comlifting de x;. Devemos calcula€; = max{Xs + X4 + X5 + Xg : 4X3 +
34+ 2% + X7 < 1} = 0. Concluimos quer; = 2— 0= 2. Para a Ultima variavek,, computamos
(o =max{2x1 + X3+ Xa+ X5+ Xg : 5X1 + 4X3+ 34 + 2% + X7 < 1} = 0, permitindo calcular que; = 2
e obter a desigualdade valida

20+ 2%+ X3+ X+ X5+ X < 2

Coincidentemente chegamos a mesma desigualdade obtidgdwmanterior. Ja foi demonstrado que
esta desigualdade induz uma faceta para o poliedeacon(PNZ7).

A ordem em que os fatores {itting sdo calculados é importante na construcdo da faceta. E possi
vel obter desigualdades diferentes para uma mesma cabertlificando apenas a ordem de calculo.
Outro ponto a considerar na ordenacao € que os subprobleTedog sejam sempre factiveis. Por
isto, em nosso exemplo alternamos o computo dos fatorap-titing com os dedown-lifting

3.4 O problema da mochila com restricbes de precedéncia

Na secdo anterior vimos que para a instancia apresentadasdo problema da mochila, as va-
riaveis de decisdo assumiram vakor= (0,0,0,1,0,1,1) para uma solugdo 6tima. Portanto para esta
instancia o alpinista deveria levar a racdo, os grampos arelap de GPS (Tabela 3.2). Entretanto,
nao faz sentido que o alpinista leve os grampos sem gue ef€ianeve a corda, mas a corda pode
ser (til sem os grampos. Assim em nosso problema hipoté&tinog uma restricao de precedéncia
de que os grampos s6é podem ser levados se a corda também fBiguxa 3.4 apresentamos uma
representacao para esta restricdo e a estendemos aostartrestos da mochila. Para representar as
restricbes de precedéncia utilizamos um grafo aciclicec@tinadoG = (V,E) em que seus vértices
V ={1,...,7} s@o os proprios elementos da mochila e suas argsta§(2,6), (3,6),(4,1)} indicam
a precedéncia.

A seguir, apresentamos algumas definicbes que serdo négegsda a obtencao de desigualda-
des vélidas para o problema da mochila com restricdes ded@rcia.

Definicdo 3.17 Dizemos que precedej, denotado por i j, se existe um caminho de i até jem G.

Esta definic&o significa quealeve ser carregado na mochila antes fjaeja considerado.

Defini¢céo 3.18 Dizemos que precede propriamentg denotado por K j,sei< jei# j.
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n item utilidade tamanho levar
1 Fogareiro 2 5 nao
2 Corda 7 5 nao
3 Colchonete 2 4 nao
4 Ragao 4 3 sim
5 Primeiros Socorros 3 2 nao
6 Grampos 7 2 sim
7 Aparelho de GPS 6 1 sim

Tabela 3.2: Solucéo para uma instancia do problema da racs#rih restricdo de precedéncia

@ Colchonete o Corda 0 Racéo
Primeiros @ e o _
Grampos Fogareiro
Socorros GPS P g

Figura 3.4: Exemplo de restricdo de precedéncia

Definicao 3.19 Dado um conjunto £ V, I(S) ={i:i < j para algum je S} é oconjunto suportele
S. Para apenas um element@,)|=1({i}).

O conjunto suporte contém todos os predecessor&sete queSC [(S).

Defini¢&o 3.20 Dado um conjunto &V, H(S) = {i € S: j € Sli < j} é o conjunto dafolhasde S,
eRS ={ieS:AjecSj=<i}éoconjunto dasaizesde S.

Considere o grafo da Figura 3.45e= {1,2,6}. Entéol(S) = {1,2,3,4,6}, H(I(S)) = {1,6} e

R(I(9) ={2,3,4}.

3.4.1 Definicdo do problema

Formalmente, o problema da mochila com restricbes de paced pode ser definido como:
dado um grafo de precedéncia aciclico direcion@de (V,E) de vérticesV = {1,...,n} e arestas
E CV xV, um pesa; e um volumes;, i €V, para cada vértice e uma capacidadia mochila,

Puvp : Maximize Z/Cij
IE

Sujeito a:x; >0 jeHV)
Xj <1 jeRV)
Xj <X v(i,j) €E

Xj€B jev
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Definicdo 3.210j = yic(j) & € a capacidade minima da mochila necessaria para selecioree-
mento j e seus predecessores.

Proposicdo 3.4Semax{o; : j € H(V)} < b, entdo diniP) = n, ondeP = con PN Z") [26].

3.4.2 K-coberturas

Aqui vamos generalizar o conceito de cobertura ao problemraathila com restricbes de pre-
cedéncia e estendé-lo com a nogad<deobertura.

Defini¢éo 3.22b(S) = Yicsa, SCV € o volume ocupado pelos elementos de S.

Definicdo 3.23C CV é umeacoberturase:

i. b(C) > b,
ii. 1(C)=C.

Definicdo 3.24C C V é uma kcoberturase:

i. C é uma cobertura,
ii. Paratodo conjunto & H(C) com|§ =K, b(I(S)) > b,

iii. Paratodoic S, iI(9\{i}) <b.

A partir de agora, tomemos uma nova capacidagell para a mochila em nossos exemplos.

Considere o conjunt€ = {1,3,4} para o exemplo do problema da mochild.é uma cober-
tura, poisl(C) = {1,3,4} eb(C) = 5+4+3 = 12> 11, que atende a Definicdo 3.23. Note que
H(C) ={1,3}. Se tomarmos o conjun®= {1,3}, SC H(C), temosh(I(S)) =b({1,3,4}) =12>h.

S também atende a condi¢cdo 3 da Definicdo 3.24, pois paraicad sei = 1, b(I1(S)\{1}) =
b({3,4}) =7< 11; e seé = 3,b({1,4}) =8 < 11. PortantoC é uma 2-cobertura.

Proposicao 3.5Dado uma K-cobertura € V, a desigualdade

z X <K-1 (3.9)
ieH(C)
€ umafacetapara R: se, e somente se,
N 1(S) =0

{SCH(C):IS=K-1}

Note na 2-cobertur@@ = {1,3,4} que(scq1.3p5-13 1 (S) = 1({1}) NI({3}) = {1,4} N {3} =0,
portanto a desigualdade induzida pela cobertyraxs < 2 é uma faceta paf.
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3.4.3 Lifting

Considerando a desigualdadeKieobertura em (4.6), podemos obter através de um processo de
lifting uma desigualdade mais forte que englobe as variaveis ndengpladas n&-cobertura, ou
seja,

X + aixi <K-1
ieH(C) ieV\C
sendoa, i € V\C, osfatores de lifting Da mesma forma que no problema classico da mochila, os
fatores ddifting dependem da cobertura e a ordem na qual o procedimento adapliEm virtude
das restricdes de precedéncia, temos ainda que impor umaagéb topoldgica na ordem lkifeing,
para garantir que o procedimento seja bem definido. Sefa(is, ..., it ( uma ordenagdo topoldgica
dos elementos d¢\C, ou sejajk 4 in para todo I< h < k< T. Entéo o fator ddifting a;, pode ser
calculado resolvendo o problema
t—1
{ = Maximize 5 X+ Y aiX,
jeH(C) =1

Sujeito a:x € Xy,

ondexy,w = {x€ X :x = 0 paratodd € U, enquantog = 1 para todd € W}, Uy = {ity1,...,iT},
W = {it} eaj; =K—-1-gj, j=1,...,t — 1, s8o obtidos recursivamenteqg= K — 1 — ;.

Para aplicarmos programacao inteira no computo dos fat@difting, precisamos encontrar
uma formulagé@o do conjunta, . O problema dado a seguir corresponde a uma formulagdo em
programacao matematica que pode ser utilizada para§bter

t-1

{ = Maximize Z Xj+zainij
jeH(C) =1

Sujeito a: ; ajx; <b

JEVt

X|>Xj (iaj)EEt
X =1
X eB i eV

ondeG; = (M, E) é o grafo induzido d& porV; = CU{iy,...,it}, ou sejaG; = G[V].

Considere a cobertu@ = {1,3,4}, e uma ordenagao topoldgi€a = (2,6,5,7) dos elementos
que nado pertencem a cobertura. Para obter os fatorkftimfg inicialmente temo&; = {1,2,3,4}
e resolvemos; = {maxxg + X3 : 5X3 + 5%z + 43 + 4% < 11)X4 > X1,X = 1} = 1, com solucéo
(X1,...,%7) = (0,1,1,0,0,0,0). Assim obtemosi, = K—1—{; = 0. Para o elemento seguinte de
C', (o = {maxxy + X3 : 5X1 + 5%z + 4x3 + 4Xa + 2% < 11, X4 > X1,X3 = Xg,X2 = X6, X6 = 1} = 1, com
(X1,...,%7) = (0,1,1,0,0,1,0). Portantaog = 0.

O computo dens € feito pordsz = {maxxy + X3 : 5X3 + 5X2 + 4X3 + 4Xq + 2X5 + 2% < 11, X4 >
X1,X3 = X, X2 = Xg, X5 = 1} = 1, obtendo(xy,...,x7) = (0,0,1,1,1,0,0) que implica emas = 0.
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E por fim {4 = {maxxq + X3 : 51 + 5X2 + 4X3 + 4X4 + 2X5 + 2% + X7 < 11, X4 = X1,X3 = Xg,X2 =
Xg, X7 = 1} =1, com(x,...,x7) = (0,0,1,1,0,0,1) que resulta emy = 0. Todos os fatores diting
assumiram valor zero, entéo a desigualdade

X1+X3<2

também é uma faceta paran PN Z").

3.5 Linearizacgao por partes

Consideremos o problema de otimizagéo separavel:
n
Psep: MaximizeF = %5 fj(x))
=1

ondex € X C R" séo as possiveis solu¢des para o problerfiaéauma fungéo nédo-linear qualquer.
¢ dita separavel porque seus elemerfjasiio fungdes apenas de uma variayel

Tomaremos agora a funcdg(x;) e para simplificar a notagéo eliminaremos o indica lineari-
zacao por partes consiste em selecidal pontosP = {p;: pi= (&, f(a)),a0 =1, &« =u,a_1 < &}
que pertencam a uma regifdou] do dominio dex e interpola-los por retas, formando a fungéo linear
por partesf (x). A Figura 3.5 ilustra a funcéo nao-lineéfx) e sua linearizacéo por parté&). Cada
par de pontos; = (pi_1, pi), i = 1,...,k, forma uma regido da funcéo Iineﬁ@x). Apresentaremos a
seguir trés modelos de aproximacgé&ofdg) em fungdes lineares por partes utilizando programacao
linear inteira mista.

3.5.1 Modelo com pesos por ponto (Modelo 1)

Nesta primeira abordagem utilizamos variaveis de decisdisX; associadas ao peso de cada
ponto p;, e variaveis de decisao inteirgsque selecionam a regido dT(ax). Temos entdo a seguinte
formulacéo:

k
x:_;a;)\i (3.10a)

f(x) :if(a;))\i (3.10b)
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f/f 4
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-0 ay—1 ap—2 a3—3 as—4 x

Figura 3.5: Linearizag&o por partes para o modelo por pesos

com restri¢oes:

Ao <y1 (3.11a)

Ai <Yi+Yiga i=1...,k=1 (3.11b)

Ak < Yk (3.11c)
k

i;)\. =1 (3.11d)
k

i;yi =1 (3.11e)

Ai =0 i=0,...,k (3.111)

AeR i=0,...,k (3.119)

yieB i=1,...,k (3.11h)

Tomemos como exemplo a Figura 3.5, com os valores dos pootiderme indicado. Desejamos
representar de acordo com o modgle- 2,7. Assim,y3 =1 ey, =0, i # 3, seleciona apenas a
regidors (restricdes (3.11e) e (3.11h)). As variavés,...,A4) assumem valores (0, 0, 0,3, 0,7, 0)
(restrigbes (3.11d), (3.11f) e (3.11q)). Para as resti¢Bd 1a) a (3.11c) temos:

Ao <Y1 = Ao <0 (3.11a)
AM<yi+y2 = A <0+0=0 (3.11b)
M<Yy+ys = A <0+1=1
AM<y3+ys = A3<1+0=1
A <Va = M <0 (3.11¢c)

Os valores da e f (x) séo calculados por (3.10a) e (3.10a) respectivamente:
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0.0+1.0+2-0,3+3.0,7+4-0
= 0,6+21=27
1-044-0+2-0,3+6-0,7+4-0
= 0,6+4,2=48

Observamos que o ponto desejatde 2,7 esta entre, e ag. Portantoys = 1 seleciona apenas
aguela regido. Observamos também Mglassumiu um valor maior que, poisx esta mais proximo
deag, devendo sua variavel de peso ser mais expressiva.

3.5.2 Modelo sequencial de pesos (Modelo II)

Neste modelo, escrevempgomo:
X=ag+A1+...+Ak
onde O<A\i<ag—a_1,i=1,....k
Desejamos representar um dadgue pertence a uma regiada funcdo. Entdd; assume:
a—a_1 sei<r

Ai=¢ x—g sei=r
0 sel >r

Assim chegamos a formulacéo:

k
X=ag+ i;)\i (3.12a)
f&%=ﬂ%%ﬁiéﬁgfégfﬁh (3.12b)
com restricoes:

A <ar—a (3.13a)

ANi<(@—a-1)Yi1 i=2,...,k (3.13b)

A > (& —a-1)yi i=1,...,k=-1 (3.13¢)

A=0 (3.13d)

Ai€R i=1,....k (3.13e)

yieB i=1,....k-1 (3.13f)
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Figura 3.6: Linearizacdo por partes para o modelo seqiencia

Note que em (3.13c) esta implicko> O, poisA; > (a —a—1)y; >0, sendoy; € {0,1} eq > a_1.
As variaveis inteiray; selecionam as regides anteriores &ssim, se considerarmos gu@ertence

a uma regiaa,
1 sei<r
Yi =

0 sei>r

Observamos em (3.13f) qyeé definido apenas até= k— 1, sendo desnecessasig pois sex
pertencer a Ultima regiag, = 1,Vi € {1,... ,k—1}.

Para o mesmo exemplo do modelo anterior, buscaxme,7. Comoa, < X< az, r=3¢€
(Y1,¥2,¥3) = (1,1,0). As variaveis reaighs,...,A4)= (1, 1, 0,7, 0). A Figura 3.6 ilustra este modelo
e as restricdes ficam:

M<a—a = A <1-0=1 (3.13a)

MZ(@—-a)y1 == M=>(1-01=1 (3.13¢)
.‘.)\1: 1

< (—a)yr = A< (2-1)1=1 (3.13b)

N> (p—a)y, = A>(2-1)1=1 (3.13¢)

SA=1
M<(az—a)y, = A< (3—-2)1=1 (3.13b)
A= (ag—a)ys == A3>(3-20=0 (3.13¢c)

S0 3«1
M<(au—ag)ys = A<(4-3)0=0 (3.13b)
A>0 (3.13d)
.'.)\4: 0

Os valores da e f (x) séo calculados por (3.12a) e (3.12b) respectivamente:
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X = ag+A+A2+A3+As

— 0+141+40,740=27
f(ay) — f(ao), . flan)—f(a)

fx) = f(ao)+ aa Mt 2t
f(ag) — f(a; f — f(a;
R ERICINIRICOEIICON
ag—az as—ag
= 1+3-1+(-2)-1+4-0,7+(-2)-0
= 4,8

Padberg apresenta em [27] uma comparacao entre este misligleld 11) e o anterior (Modelo
). Ele faz uma transformacdo do Modelo | para o espaco déweis de decisdo do Modelo Il, e
mostra que o Modelo |l esta estritamente contido nestaftnanacdo do Modelo |. Mostra ainda
gue os vértices do poliedro correspondente a relaxacaar lde Modelo Il sdo todos inteiros com
respeito as variaveig Isto implica que a solucdo de um problema de otimizar umgdfoitinear por
partes pode ser obtida por meio de programacdao linear peste ldspecto, o Modelo Il é considerado
localmente muito melhor que o Modelo |. Padberg propde aiu#ao Modelo | ndo seja utilizado,
pois esta formulacaé sempre igual ou melhor que a anterior, mesmo no pior eagoe 0 Modelo |
deveria ser definitivamente abandonado, apesar de sua gagatle nos livros texto

Entretanto sob o aspecto didatico, o Modelo | é mais intuigiMe o I, devido ao significado de
suas variaveis de decisdo e simplicidade das restricbesunkmxercicio algébrico, Padberg pro-
pde uma formulacdo que transforma o Modelo Il no espaco déveds de decisdo de I, mas suas
restricBes continuam pouco intuitivas. Entdo Sherali feopm [28] uma formulacéo simples com
variaveis de decisdo semelhantes as do Modelo | e com aseré&stcas poliedrais do Modelo |l.

3.5.3 Modelo de Sherali (Modelo 111)

Sherali propde em [28] uma “formulacao didatica” para adiimacao por partes. Nesta formu-
lagdo, sdo utilizadas duas variaveis de peso para cada aiinearizacdoAl € o peso do ponto a
esquerda da regido)® é o peso do ponto a direita da regido. Também s&o empregaitaseisy;
inteiras que selecionam aregido. Esta formulacdo é maibaqex as anteriores, pois permite também
linearizar fungbes descontinuas.

k
x=_zl[au_m%+axﬁ (3.14a)
k

f() =S [f(a A+ f @)\ (3.14b)
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Figura 3.7: Linearizag&o por partes para o modelo de Sherali

com restricoes

A AR=y, i=1,...,k (3.15a)
k

yi=1 (3.15b)
2
A >0 i=1,....k (3.15¢)
N ER i=1,....k (3.15d)
yieB i=1...,k (3.15¢€)

Na Figura 3.7 vemos uma ilustragdo deste modelo. Para eifieanplrepresentamos= 2,7.
Para selecionar a regidg de x, as variaveis inteirag; assumem valore§y,...,ys) = (0,0,1,0),
atendendo as restrigdes (3.15b) e (3.15e). Devido asyiesr(3.15a), (3.15¢) e (3.15d}, e AR =0,
ic{1,2,4};eA;=03eN}=0,7.

Com (3.14a) e (3.14b) calculama® f(x), como apresentado a seguir. CoNroe AR sdo nulos
parai € {1,2,4}, estes termos serdo omitidos.

X = aph5+aghy
— 2.0,313.0,7=27
f = f(a)rs+f(a)hs
— 2.03+6-0,7—=48
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Do exemplo apresentado, (3.15a) e (3.15b) séo escritaciaatente comax= b,

[1 1 -1 00 0 00 O OO0 O] [0 ]
00 0 11-1000 00 0 0
00 0 00 O 11-100 0 |x=]0
00 0O 00O O OO O 1 1-1 0
|00 1 00 1 00 1 00 1] 1]
X'= [ M AT yi A5 AE vo A A5 vs A AR v

Desejamos mostrar qlﬁeé totalmente unimodular. As colunas das variasepssuem apenas
uma linha diferente de zero. De acordo com Newhauser [2@2Js eslunas podem ser desconsidera-
das. Note que a matriz resultante (colunay)deorresponde a uma matriz de incidéncia [21, pagina
40], que é totalmente unimodular. Assim, a magiambém é totalmente unimodular.

As restricdes (3.15c) a (3.15e), na forja> 0 ey; < 1 para toda = 1,...,k, implicam em
identidades que sdo concatenadas a mAtriznéo afetam sua unimodularidade. Note também que
as restricdes de igualdade podem ser transformadas enualdsiges ' x =Ty = X > Tp e
T X < T). Assim, a matriz de restricdes para esta formulacéo éretgke unimodular.

A consequéncia é que o poliedro desta formulacdo é minimsgjaiele corresponde ao poliedro
do fecho convexo das solugfes, e todos seus vértices edtdd mantos inteiros. Assim, apenas
programacao linear é suficiente para resolver um problentiaetgizacdo por partes pura. Em [28]
Sherali mostra que sEx) for continua, sua formulag&o é equivalente a do Modelo II.

Em [29] apresentamos uma comparacgéo entre o0 modelo com paspsnto (Modelo 1) com

0 modelo de Sherali (Modelo IIl). Aplicamos os modelos adfgma de alocagéo 6tima de gas de
injecdo com restricdo de capacidade maxima de injecédo, enassestricao de precedéncia de ati-
vagdo. Executamos experimentos numéricos em instanagia82@ 64 pocos de petréleo, aplicando

o0 algoritmo deBranch and Boungburo, sem o uso de geracao automéatica de cortes. Os experimen
tos mostraram que as formulacdes baseadas no modelo déi Spersentaram sempre um nldmero
menor de itera¢Bes do algoritmo em relagdo as formulac@sabdas no Modelo |, e portanto, que o
modelo apresenta resultados melhores também quando ndicaglale maneira pura, isto €, com
outras restricbes além das do modelo (no caso, restricdeapdeidade maxima de injecdo de gas).

3.6 Sumario

Neste capitulo vimos que a otimizacdo é a area da matemgticada que busca uma solugéo
6tima (minima ou maxima) para um problema atendendo agésti Vimos que ela é dividida em
varios dominios, e nos aprofundamos no dominio que envakiéveis inteiras. Estudamos o pro-
blema da mochila e vimos mais detalhadamente o problemaestmigbes de precedéncia, que sera
aplicado ao problema de otimizagdo de gés de injecdo. Moessr@omo obter desigualdades fortes
para esta formulacéo, que sdo importantes para agilizace$so de resolucéo do problema. Por fim,
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apresentamos trés modelos de linearizacédo por partes ¢liefiseparaveis utilizando programacao
linear inteira-mista.



Capitulo 4

Modelo linear por partes

Na Secao 2.3 apresentamos uma formulacdo geral para ompebie alocacdo 6tima de gas de
injecdo sob restricdes da capacidade maxima de injecéosde dg precedéncia de ativacdo. Neste
capitulo a curva de performance do po¢o (CPP) sera linelarjzar partes e aplicaremos programacao
linear inteira-mista sobre(G).

Em seguida apresentaremos desigualdades validas paiedrpala formulacéo, derivadas a par-
tir das desigualdades de cobertura para o problema da mactilrestricbes de precedéncia, as quais
podem ser empregadas na geracéo de cortes em um algoritrtemds @e corte. Os conceitos intro-
duzidos seréo elucidados por meio de exemplos. As formesag@emonstracdes apresentadas neste
capitulo foram desenvolvidas por Nakashima[19]. Campareog Conto apresentam sinteticamente
em [30] o desenvolvimento mostrado neste capitulo.

4.1 Formulacéo do problema

Desejamos uma formulacao linear por partes para a formukagésentada na Secédo 2.3. Para
isto, aplicamos o modelo de linearizac&o proposto por 28 (Secéo 3.5.3) devido a sua simpli-
cidade e caracteristicas poliedrais.

A Figura 4.1 apresenta uma aproximacéo linear por partesrdpagon para uma curva con-
tinua. A aproximacédo é obtida diretamente de pontos andostrda CPRQ" = {(q{;;l,qghlt), .
(™ g2y} ondek(n) é o nimero de pontos de amostra. Alternativamente, se a G2Raes
forma de uma curva contingg i, a aproximagao linear por partes pode ser produzida tomamao
guantidade arbitraria de pontos desta curva, que refletemalalgde da linearizagao. Variaveis bi-
nariasx,x Sao necessarias para indicar qual segmento linear ese&seepdo na fungéo objetivo:
Xn1 = 1 se 0 pocan esta desativado, neste cagp= gg; = 0; note quey, = 1 — X, 1. Parak > 2,
Xnk = 1 se, e somente s@ji,q5,;) € uma combinacéo convexa dos pontos extremds&Rimo in-

in»
nk—1 _nk—1

o Kk _nk
tervalo, isto &, d0u) = Ark(din' %out )+ ARk(Gin douwt) COMAL, + AR, =1 eAp, AR, > 0.
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douf

n,2
Qout

ni
Qout |-

Xn1 ! Xn2  Xn3 X4 Xn5 ‘ _
, 2 3 R f
O o o g™ dh

nK(n)
Figura 4.1: Linearizacdo por partes da CPP de um poco

Para cada € Al ={1,...,N}, temos as seguintes restricdes:

K(n)
> Xnk=1 (4.1a)
k=1
Yn=1-Xn1 (4.1b)
Anjo Mk = 0, k=2,...,k(n) (4.1c)
)\hk+)\ﬁ7k = Xnk; k=2,...,k(n) (4.1d)
K k—1 k
dn =3 (G Ank+dn A (4.1e)
k=2
K k—1 k
Gou =Y (dout Ank + Goutrn) (4.1)
k=2
Xnk € {0,1} k=1,...,k(n) (4.19)

Para o conjunto de pont&¥’, obtidos diretamente por testes no pogo ou da linearizagapich-
ximag&oqj,, da CPP, assumimos algumas hipéteses que n&o implicam emdeegeneralidade do
problema:

Hipdtese 4.1 Para cada pogo /& A :

1. 0 < g < g, para todo1 < k < k(n), implica que as taxas de injecdo séo distintas e

consecutivas;

2. =1 e ™ = u, < g"*para eliminar pontos desnecessarios; e
3. cada ponto & = (g, g%) € Q", 2 < k < k(n), n&o é uma combinag&o convexa(dg“ *, ghk ™)

e (qi':;k“, qg;,kt“), para descartar pontos redundantes.

Sejaf™ = f, (o, ob%) = (poyl + PgY] — PuY) Ok — pingi* a contribuigdo na fung&o lucro do

pocon operando no pont(lq{:;k,qghkt), podemos levar a linearizacao por partes para a funcadwabjet

X

N K(n)
Maximizef = 3 5 (A f ML LR (4.2)
n=1k=2

>
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Portanto, a formulag&o linear inteira por pafggG) € composta pela fungéo objetivo (4.2), pelas
restricbes (4.1a) a (4.19), e pelas restricdes de capaciagima de injecao de gas e precedéncia. No
Apéndice B apresentamos uma formulacéo linear por parted?9&) que considera a concavidade
da curva de performance do pocgo. Esta formulagéo utiliza propriedade do modelo de Sherali
[28] que permite uma reducdo no nimero de variaveis de detisdiras caso a curva linear por
partes possua regifes concavas. O modelo apresentadopi®@a iem uma reducéo da complexidade
computacional da resolucao do problema, mas o menor nureerariveis inteiras pode significar
um nuamero menor de nés na arvore de buscBrdach and Bounde consequentemente um menor
tempo de processamento.

Baseado na anélise das restric6e®gl€G), algumas variaveis de deciséo podem ser descartadas,
e as restricbes reformuladas para uma formulacao mais ctanara cada pogy as variaveis que
podem ser expressas como funcéo de outras séo:

ARk = Xk — Ank k=2,...,k(n) (4.3a)

K(n)

o= (o AL+ AR
k=2

z qln Xnk — Qm _Q::]k 1))\h.k] (4.3b)
K(n)
X1 =1-% Xk (4.3¢c)
— z Xnk (4.3d)
k=2

Aplicando aPy(G) estas substituicdes e algumas outras que seréo apreseatselguir, obtemos a
formulacao linear por partes compacta:

N k()

Pepi(G) : Maximize f =% Z (£ — (FMK — £\ (4.4a)
n=1k=2
Sujeito a: Z ; qm Xnk qm qﬂ]k 1))\n7k] qmax (4.4b)
1K=
K(m)
Z Xnk < szm,k Y(mn)eE(G)  (4.4c)
k=2
K(n)
> k<1 YneR(G)  (4.4d)
=2
Ank = 0, V(nk)eQ  (4.4e)
Xnk —Ank >0 vink)eQ (4.4
Xnk € {0,1} V(nk)€Q  (4.4Q)

onde)\nk =M RG) = {j €V(G) : 4(i,j) € E(G)} € o conjunto das raizes @&e Q = {(n,k) :
n= .,N,k=2,...,k(n)} é o conjunto de pares pogos e niveis de ativagao, isto é, ortorge
|nd|ces dos pontos da representacao linear por partes daNORPque as restricdes (4.4e) e (4.41)
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garantem que,x > 0. Ainda, as restricdes (4.4c) e (4.4d) implicam oye < 1 para qualquer
caminho(i, j,...) deG comi € R(G), assim, € suficiente impor a restrigﬁ@iéxi,k =yi<l

SejamA, = {Ank 1 k=2,...,K(n)} os fatores que induzem a combinag&o convexa dos elemen-
tos deQ", e A = UN_ An. Sejamx, = {Xnx : k=2,...,k(n)} as varidveis discretas que forgam a
combinagao convexa a usar apenas dois elementos conesalgi®", e x = Ur'}':lxn. Chamemos o
conjunto das solucg@es factiveis do problema de alocacaégsalp restricbes de precedénciaxde
Definimos o poliedrae = {(x,A) € RX-N x RK=N: (x \) que satisfaca as restricdes (4.4b) a (4}4f)
ondeK = SN, k(n). Entdo? é uma formulagio para, poisx = 2 N (ZKN x RK-N),

4.2 Desigualdades validas

No capitulo anterior apresentamos de maneira geral coneo désigualdades validas para o pro-
blema da mochila sob restricéo de precedéncia. Podemos/abs@eP.(G) se enquadra nesta
classe de problemas, pois (4.4b) é uma restricdo lineapdadd mochila e (4.4c) é a restricdo de
precedéncia. Nesta se¢do, apresentaremos familias dealdades validas denyx ) que serdo
adicionadas @ para torna-lo mais forte. Com estas desigualdades valmdenpos utilizar o algo-
ritmo deBranch and Cutpresentado no capitulo anterior.

Comecamos apresentando as condi¢cdes para as @pa{s ) possui dimensdo cheia. Estas
condicdes garantem que o poliedro ndo possui variaveis\datites e dependéncias lineares, sim-
plificando as provas de maximalidade das faces induzidas pelsigualdades. Seda = {meV :

m < n}\{n} o conjunto de predecessores domdejach = 3 mea, q{r?'l € a quantia minima de gas
necessaria para ativar 0s po¢os que precadem

Proposig&o 4.1conyx ) possui dimens&o cheia seax{ap + " 1 n e a¢ } < gma

Prova: SejaT = (ng,ny,...,ny) uma ordenacgdo topoldgica & SejaZ uma matriz 2K — N) x

2(K —N) em que as colunas correspondem as varia¥gis An,2, - --» Xy k(ny)» Mngk(ng)s -« » X2,

Any,2s « -5 X k(n) Ak (ny) NESta ordem, da esquerda para a direita. iPafa. .. ,Nek=2,... ,k(nj):
sejaz* = (x*, A7) o vetor de incidéncia obtido definindp = A = 1 para todd € A, ex;\ =1,

enquanto todas as outras entradas s&o nulasz$eja&*, A'¥) idéntico azX, exceto qué\in’i'fk =1;

como as restrigdes de precedéncia sdo respeitadas fmax " 1 n e A} < g 2k e 2k

pertencem & (G).

Sejamz ¥ e 7% as linhas d& ordenadas como foram inicializadas no procedimento adimtiio
Z € uma matriz triangular inferior e sua diagonal possui apema. Aindarank(Z) =2(K—N) e
como o vetor nulo também pertenceg,(G), concluimos queim(2¢,(G)) = 2(K —N). [ |

4.2.1 Coberturas

No capitulo anterior apresentamos o conceito de cobenparaso problema da mochila com res-
tricBes de precedéncia. Nesta secdo apresentaremosagapliteste conceito aplicado ao problema
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Figura 4.2: Grafo de restricdo de precedéiiia (V,E)

Niveis de injecaa®

nk 1 2 3 4 5 6 k(n o,
1 05 2 3 4 5 6 6 0
2 1 2 3 4 5 55 6 0,5
3 1 2 3 4 5 6 6 0
4 1 2 3 4 45 5 15
5 1 2 3 35 4 2,5
6 1 2 3 4 5 5 1
7 1 2 3 4 5 6 6 0
8 1 2 25 3 35
9 1 2 3 3 3
10 1 2 3 4 5 5 1
11 1 15 2 4,5
12 1 15 2 45

Tabela 4.1: Taxa de injecao para os pocos de petroleo

gque estamos estudando. Iniciaremos com um exemplo iiusiratem seguida o generalizaremos
apresentando a definicdo formal.

Considere um cenario simples com 12 pocos e o grafo de pregadiescrito da Figura 4.2. Os
valores deqi':;k da CPP linear por partes sdo apresentados na Tabela 4.1.nfaqgiedal de gas de
injecéo disponivel §7%*=6. Os valoremg’ukt ndo séo necessarios para a analise do polsairg.x ),

e estado implicitos na forma linear por partes da funcéo igbjet

Dado o conjuntd definido na se¢&o anterior, tomamos o conjhto Q, comC = { (1,2), (2,2),
(3,2), (4,3), (5,3), (6,3}. Considere:
i) SejaN(S) = {n: (n,k) € S} o conjunto de pogos com pares no subconjudto Q. Como
N(C) ={1,2,3,4,5,6}, todos os pares e@ sdo de pocos distintos.

i) Dado qualquerS C Q, sejal(S) = Unen(g) (AnU {n}) 0 conjunto de todos os predecessores
deN(S) incluindo os elementos d€(S). Observe qué(C) = N(C) significa que o subgrafo
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induzidoG[N(C)] contém todos 0s nds que precedem nosl ().

iy ParaSC Q, sejaH(S) = {(n,k) € S: #(m, j) € Stal quen < m} os pares d&em que 0s nds
ndo precedam nenhum outro element&diote queH (C) = { (4,3), (5,3), (6,3)} e que para
todo (n,k) e C\H(C) ={ (1,2), (2,2), (3,2)} temosk = 2.

iv) ParaSC Q, sejay(S) = z(n’k)esqﬂ;k*l a quantidade minima de gas necessario para ativar 0 poco
nem um nivek (x,x = 1) para toddn,k) € S. Observe qug(C) =0,5+1+1+2+4+2+2=
8,5 > g

Das consideragdes (i) a (iv), concluimos que os elementd$(@¢ ndo podem ser ativados simul-
taneamente porque demandaria mais gas de injecdo que amigliEpolsto significa que é uma
cobertura que induz a desigualdade valday)cric) Xk < [H(C)| — 1. No exemplo, a desigualdade
da cobertura &3 +X53+ X3 < 2.

Definicdo 4.1 C C Q é umacoberturase:

i. C possui no maximo um elemerttok) € Q para cada ne A’ ;
ii. 1(C)=N(C);
iii. k=2 paratodo(n,k) € C\H(C);

iv. y(C) > qii®X

Defini¢éo 4.2 Uma cobertura C éninimasey(C\{n,k}) < gp® para cada(n,k) € H(C).

Uma cobertura € um conjunto de pontos de opera¢do de pocoserarmpo de petroleo que
seja realizavel (condicéi) e respeite a restricdo de precedéncia (condigesi ), e que ndo exista
recurso suficiente para que o campo opere nestes pontosrded@p&). Uma covertura é minima se
excluindo qualquer um dos pontos de operacaG,dxxista recurso suficiente para operar o conjunto
restante.

4.2.2 K-Coberturas

Dado um subconjunto de nés C a(, sejaQ(U) = {(n,k) € Q :ne U} o conjunto de pares
“poco/nivel de ativagcdo” em que os pogos estdolemParaK = 2, H(C) possui trés conjuntos
de cardinalidad&: Si5 = {(4,3), (5,3}, &6 = {(4,3), (6,3} e S = {(5,3), (6,3}; que induzem
os conjuntos de precedéndigtus) = {1, 2, 3, 4, 5, [(S46) = {1, 2, 3, 4, § el(Ss6) = {1, 2,
3, 5, 6}. Estes conjuntos de precedéndia induzem subconjuntosrde @gs, P46 € P56 dados
por ®s5 = Q(1(S45)) NC = {(1,2), (2.2), (3.2), (4.3), (5,3) Pas = Q(I(S6)) NC = {(1,2), (2,2),
(3.2), (4.3), (6,3) e P55 = Q(I(S56)) NC = {(1,2), (2.2), (3.2), (5.3), (6,3) Observe qu§(Pss) =
Y(®Ps6) = Y(Ps6) = 6,5 > 6 = > implicando queP, s, P46 € D5 SA0 cada um uma cobertura,
conforme definido anteriormente. Com@Pmn\{(i,])}) = 4,5 < gp® para todo(m,n) € {(4,5),
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(4,6), (5,6} e(i, j) € Snn, verificamos qu&, s, P46 € Ps g S&0 coberturas minimas. Como qualquer
subconjunto deH(C) com cardinalidad& = 2 induz uma cobertura minim@&, é chamado d&-
cobertura e implica na desigualdade valida:

> Xak=Xa3+Xs3t+Xe3<1=K-1, (4.5)
(nk)eH(C)
gue é mais forte que a desigualdade anterior. O conBettoberturas é formalizado a seguir. Dado
uma cobertur& e um subconjunt& C Q, s = Q(I(S)) NC denota pares de cujos pogos aparecem
na lista de predecessores$le

Definicdo 4.3 Uma cobertura C é uma {€oberturase:

i. Y(®Ps) > i para todo SC H(C) com|S§ =K, ondeds= Q(I(S)) NC; mas

i. Y(®Ps\{(n,k)}) < qi®paratodo(n,k) € S.

C é umaK-cobertura se for uma cobertura e todo subconj8die C que respeite as restricoes
de precedéncia, e com cardinaliddtifor uma cobertura minima de acordo com as Defini¢cdes 4.1 e
4.2.

Em seguida, trataremos de um conjunto de pares expandidosale-coberturaS, definido por
(S ={(n,i): (n,k) € Se 2<i < k} que adiciona & pares cujo poco esta e cujo nivel de
ativacdo é menor que o & Para a cobertur@ dada anteriormentd;, (C) = { (1,2), (2,2), (3,2),
(4,2), (4,3), (5,2), (5,3), (6,2), (6,3). Note que a desigualdade (4.5) é valida porque ndo existe
recurso de injecao suficiente para simultaneamente atiglastos pares de qualquer subconjunto de
H(C) com cardinalidad&. A proposic¢éo a seguir formaliza esta desigualdade.

Proposicao 4.2Se C é uma K-cobertura entao

Y xnk<K-1 (4.6)
(n,k)eH(C)

é valida para o poliedro corftc) ondexc = {(X,A) € X : Xnx = Ank = O para todo(n,k) € Q\I'(C)}
€ o conjunto de solucdes que podem ativar apenas parE¢Qle

Esta proposi¢cdo mostra que a desigualdadi-dabertura é valida para a projecaoaeyx )
no espacgo expandido pelas variaveis de indid€y), que € o poliedraonyxc). Obviamente, a
desigualdade é valida pacanyx ).

Continuando o exemplo, consided® s de maneira qug((P45\{(4,3)}) U{(4,2)}) =55<
gn*ey((Pas\{(5,3)})U{(5,2)}) =5,5< gn®* Isto significa quaP, 5 ndo € mais uma cobertura se
qualquer element, k) € H(®45) for substituido pofn,k— 1), ou simplesmente removido quando
k = 2. Esta propriedade também pode ser verificada Page Pss. UmaK-cobertura éestrita
se esta propriedade é satisfeita por cada cobertura irddzjdondeSC H(C), |5 = K, e ®s =
Q((s)nC.
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Definicdo 4.4 Uma K-cobertura C éstritase, para todo & H(C), |§ =K, e todo(n,k) € S valer:

y(Ps\{(n,k)}) < gh**se k=2; ou

Y(@s\{(n,k)}) U{(n.k—1)}) < gr*quando k> 2.

K-coberturas estritas possuem a propriedade de serem nsaginfacetas deonvxc). Neste
sentido elas sdo o mais forte possivel, pois um poliedroréseptado unicamente por facetas. Antes
de apresentarmos as condi¢cdes de maximalidade, definimosalotaa® = (x5,A5) € x induzida
por SC Q como: para toddn,k) € Q, x;, = 1 eAy, = 1 se(n,k) € S, caso contrériog;, =0 e
)\n = 0.

Proposicao 4.3Dado uma K-cobertura estrita C, a desigualdade (4.6) induatfiace maximac =
{(%A) € conv(xc) : ¥ nken(c) Xnk = K— 1} de conyxc) se, e somente se:

N QU(9)NC=0 (4.7)
{SCH(C):[si=K-1}

Prova: (NecessidageSuponha que (4.7) néo € obedecida e 88j&) € (sch(c)g=k-13 L (S)N
C. Para qualqueT C C tal quez(T) € #c, (m,i) deve aparecer efi. Entdo todaz = (X,A) € #¢
deve satisfazex,j = 1. Comozc C 7 = {(X,A) € con(xc) : Xmj = 1}, concluimos que parac ser
maxima,¥c = ¥, mas (4.6) ndo € um mdltiplo escalarxig < 1, contradizendo a suposicéo.

(Suficiénciaq Para mostrar que (4.6) induz uma faceta, §gjama face maxima dec contendo
Fc e induzida por:

Y Mokt Y HakMik<To (4.82)
(nk)er (C) (n,k)er (C)

Mostraremos que (4.6) e (4.8a) diferem apenas de uma comstaiftiplicativa, que prova a proposi-
¢éao.

[Parte I] Considere qualqudin, k) € A(C) =C\H(C). Tem que existiT CH(C) com|T|=K -1
tal quen € I(T). Sejadr = Q(I(T))NC. Claramente® ¢ 7¢. Sejaz®" idéntico az®" exceto que
)\:k = 1—¢. Para une > 0 suficientemente pequenzi"T € Fc poisC é umaK-cobertura estrita.
Portanto, para® e z°T pertencerem &, Z°7 e zZ®r devem satisfazer:

> Tkt Y Hkdnk=To (4.8b)
(nk)er (C) (n,k)er (C)

Subtraindo (4.8b) cor#®r de (4.8b) cone® concluimos quet, i = O.

[Parte II] Considere qualquefn, k) € H(C) e fagaT C H(C) de maneira quén,k) T e|T|=
K — 1. Claramente®" € #¢ para®r = Q(I(T))NC. Sejaz’" idéntico az®™ exceto qué\n r=1-¢
Come > 0 pequeno o suficiente® € #c. Comoz®™ e 2%t devem satisfazer (4.8b), concluimos
quepnk = 0. Agora considere alguki < k. SejaT C H(C)\{(n,k)} um sub-conjunto de maneira
que|T| = K—1. ClaramenteZ® € 7c para® = (Q(I(T) UA,) NC) U {(n,K)} porqueC é uma
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K-cobertura estrita. Se idéntico az® exceto qué\ﬂf;( = 1—¢&. Para une > 0 suficientemente
pequenoZ® € #c. Paraz®,Z* pertencerem ac, Z° e 7% devem satisfazer (4.8b), que nos leva a
deduzir que,x = 0. Do desenvolvimento acima, concluimos gue = 0 para todgn,k) € I'(C) e,
entéo, (4.8a) se reduz a:

ThiXnk < Tl (4.8¢)
(nk)er (C)

[Parte 1II] Considere qualquem,k) € A(C). Como (4.7) é valido, deve exisfir C H(C) com
|T| =K—1de maneiraqua¢I(T)e(m,j) € H(C)\T comn € An. Pela definicdo dK-cobertura,
y(®) < qf* para® = Q(I(T) UAm) NC, e uma vez quéA, U {n}) C An,, temos: ()y(P') < gp
para® = Q(I(T)UAU{n})NC; e (i) y(P”) < gpparad®” = ®'\{(n,k)}. Portantoz(®’) ez(d”)
pertencem &c, e para té-los emry;, devem satisfazer (4.8c) na igualdade. Que nos leva a éonclu
queTttx = 0.

[Parte IV] Seja(n,k) € ' (C)\(A(C)UH(C)). ComoC é umaK-cobertura estrita, deve existirC
H(C) com|T| = K —1 de maneira que: (i ¢ N(T); (i) y(®') < qf®parad®’ = Q(I(T)UA,) NC;
e (ii) y(@”) < g™ para®” = @' U{(n,k)}. Claramentez” e Z*" pertencem arc, e assim (4.8c)
deve ser satisfeita na igualdade, implicando mye= 0. Deduzimos entdo que (4.8c) se reduz a:

> Tk < To (4.8d)
(nk)eH(C)

[Parte V] Considere qualquer par de pontos distinteg), (m, j) € H(C) e fagaSC H(C)\{(n,i),
(m, j)} de maneira quéS = K — 2. Pela definicdo di-coberturay(®’) < gh® parad®’ = Q(I(Su
{(n,H}))NC e y(@") < gn™ para®”’ = Q(I(SU{(m, j)})) NC. Claramentez’ e z*" pertencem
a 7c. Uma vez que® e 2% devem pertencer &, eles devem satisfazer (4.8d) na igualdade,
gue nos leva a deduzir qug; = T, j. Assumindo, sem perda de generalidang, = 1 para todo
(n,k) € H(C), temos querp = K — 1. Consequentemente, (4.6) difere de (4.8a) apenas de uma

constante multiplicativa, demostrando que (4.6) € maxima.

Para aK-cobertura estritsC do exemplo ilustrativo, note que;s-c)g-k-1;Q((S) NC =

Nisz((43),53),63)115-1 () NC=Q(1({(4,3)}))NQ(I({(5,3)}))NQ(I({(6,3)})) NC = 0. Como
C satisfaz a condicéo (4.7), tempos que (4.5) induz uma falestany xc).

Uma K-cobertura estritd é chamada deobertura (estritamente) minimge [H(C)| = K. E
evidente da definicdo d€-cobertura que tod8 C H(C) com|§ = K induz uma cobertura minima
®s = Q(I(S)) NC. No exemplo ilustrativo, &-coberturaC n&do € minima, poisi (C) =3 > 2 =K.
ComS={(4,3),(5,3)} acoberturabs & minima, poigH (ds)| = K.

Uma K-coberturaC ndo minima é mais forte que qualquer cobertura minima iddu®s no
sentido qUEY kyeH(c) Xnk < K—1 = 3 nkesXnk < K—1. No exemplo, qualquer desigualdade
Xa3+X53<1,Xa3+X63 < 1eXs53+ X3 < 1, obtida de uma cobertura minirfig € claramente mais



4. Modelo linear por partes 53

fraca que (4.5). E necessario aplicar um procedimento @elamdament@2xs 3 + 2X53 + 2Xp 3 <
3)/2 = X43+X53+X%X3< |3/2] = Xa3+X53+ %63 < 1) para obter (4.5).

4.3 Fatores ddifting para K-coberturas

Mostramos que umg-cobertura estrita induz uma face maxima (facetaral®(xc), que é a
projecdo deconyx) no espaco de variaveis com indices Ef€). Esta desigualdade também é
valida paraconVx ), entretanto podemos torna-la mais forte, estendendoeat@aos os pares de:

Xkt Y Ok < K-1 (4.9)
(nk)eH(C) (n,k)eQ\l(C)

ondea k sdo os fatores déting, que dependem da cobertura e da ordem na qual sé@o calculados.

Para exemplificar, assuma o exemplo ilustrativo e a desigdal daK-cobertura (4.5) indu-
zida porC = { (1,2), (2,2), (3,2), (4,3), (5,3), (6,3). O par(n,K) = (4,4) requer a0 menos
min{g* "%, g™} = min{q*? ¢**} = min{3,4} = 3 unidades de gas para ser ativado. Como esta
quantia € maior que o requerido per k) = (4,3) € H(C), e no maximo um destes pares pode ser
ativado, a variaveks 4 pode ser adicionado ao lado esquerdo da desigualdade {eS)e racioci-
nio, podemos adicionar as variaveiss, Xs4 € Xs5 a desigualdade (4.5). Continuando a analise, o
par (n,k') = (1,6) requer que ao menos n{mﬂ;kfl,qﬂ;k} = min{qﬁf,qﬁ;e} = 5. Esta quantidade é
suficiente para ativar o pogono nivelk = 2, que requer 1 unidade, enquanto as 4 unidades restantes
podem ativar os paré®,2), (3,2) e (5,3) que requerem 1, 1 e 2 unidades de gas de inje¢éo respecti-
vamente. Portanto, a ativagéo do par (1,6) requer tantoesecuanto ativa(s,3) € H(C), e assim,

a variavelx, ¢ € adicionada ao lado esquerdo de (4.5).

Os fatores ddifting sao obtidos resolvendo uma sequérngia= (x; :t =1,...,T) de problemas
Pepi(G) definidos de forma recursiva por:

t—1

% - (¢ = Maximize Z Xnk + z Clnj kj Xnj ki
(nk)eH(C) =1

Sujeito axx € Xy,

parat=1,...,T, onde:
o Xyw = {X: (XA) € X,k = 0 para toddn,k) € U, enquanto, k = 1 para todgn,k) c W} €
0 conjunto restrito de solugdes ge

o U = {(N+1,kes1),-..,(n7,kr)} € 0 conjunto de elementos a serem submetidos ao procedi-
mento ddifting; e

e W = {(n,k)} é o conjunto com o elemento que esta sendo executéfimg.
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Os coeficientes difting sao definidos recursivamente oy, =K —-1—¢;, j=1,...,t— 1.
Para que este procedimento seja bem definido € necessariq,gu@ao seja vazio para todo=
1,...,T. Paraisto os fatores devem ser calculados segundo uma twgelagicaC’ = {(ny, ki), ...,
(nr,kr)} deQ\I(C). Dizemos queC’ esta ordenado topologicamenterse4 n; para toda, j, com
1<i<j«T.

Seja(C_,CL) uma parti¢céo d€',C. UC_. =C’' eC_ NCL =0, tal que(n;, k) € C' pertence &_
se e somente se existec xy,w que resolvax; e tal que:

k—
> dn ) < gpnax
(n,k)eQ\Uy
Proposicao 4.4Dado uma K-cobertura estrita e uma seqiéncia de lifting kogicamente ordenada
C/, a desigualdade de lifting (4.9) é vélida para comy.

Prova: Por inducdo ent. (Caso basgParat = 0, (4.9) é reduzida a desigualdade Kl@obertura

(4.3) que é valida por definicdo.P¢sso de indu¢goConsideret > 0 e qualquer solugax,A) €

conVx ). Sexp, k, = 0 entéo (4.9) é valida por inducéo. $gx, = 1 entéo (4.9) é valida apenas se:
t-1

Xn7k+ Z ankathkJ +an[,kt < K - 1
(nk)€H(C) =1

que, por sua vez, é valida apenas se:

t-1
Ongk < K=1- % Xn,k—zo‘nj»ijnjvki
(nk)eH(C) =1

-1

< K-l-mad Y Xt Y Onig¥n g X € Xugw )
(nk)eH(C) J=1

= K-1- =0dnk

Portanto (4.9) é valida. [ ]

Coroléario 4.1 Se aK-cobertura C é estrita, entéo a desigualdade (4.9)annina facerc = {(x,A) €
conyx) : (x,A) respeita (4.9) na igualdadg de conyx ) com din{fc) =2|Q|—|C_| — 1.

Prova: Sejaz € RAQI-IC-Dx2Q yma matriz em que as colunas estio relacionadeg & Ank,
(n,k) € Q. Sejam as colunas mais a esquerda as correspondentesagsisagi e Ank, (n, k) € ' (C),

e as demais correspondentes,@ € Ank, (N, k) € Q\I'(C), posicionadas da esquerda para a direita
em uma ordem topol6gica dada [@ir

Sejam as [ (C)| linhas mais acima de correspondentes agZC)| solu¢des afim independentes
pertencentes gic de maneira que, = 0 para toda(n,k) € Q\I'(C) que existem de acordo com a
Proposicdo 4.3. Faca as demais linhas do topo a base selidasaliimo segue. Para-=1,...,T, a
préxima linha dez é a solugéo! paraxi; se(n, k) € C., entdo adicione outra linha abaixo, idéntica
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Fatores déifting an k

Nk 2 3 4 5 6
1 0 0 1 1
2 0 0 1 1
3 0 0 O 1
4 11
5 1

6 11
7 00 O 1 1
8 0 1

9 0 O

10 0 0 1 1
11 1

12 1

Tabela 4.2: Fatores difting para o exemplo da mochila

a linha dext, exceto qué\n x, = 1—& come > 0 suficientemente pequeno para que a linha seja um
elemento derc. Note quexy i, = An K Para todax,A) € #c se(n, k) € C_.

Claramente, as linha$l2C)|+1,...,2|l'(C)|+T +|C. | de z formam uma matriz bloco-diagonal,
com as ¥ (C)| linhas mais acima liearmente independentes. Portata,7c) > 2|l (C)|+ T +
CLI~1=2[T(C)] +[Q\F(C)| +|CL| ~1=|Q| +|F (C)| +[CL|~1=|Q| +|Q| ~ [CL| - 1=2/Q| -
|ICL|—1. Comoxnk = Ank para todax,A) € #c se(n,k) € CL, temos quelim(#¢c) < 2|Q|—|CL|—1,

que prova a proposicao.

Por conveniéncia, o problema lifting %; pode ser reescrito como um problema de programacao
inteira tornandoxy, y, explicito:

% 1 { = Maximize

t—1
z Xﬂ,k+ Z anj,ijnj.kj
(nk)eH(C) =1

- k-1
Sujeito a % > G Yok < g™
neM (nk)eS n

Xmi 2 Z Xn,j V(m,n) € E(G[N\y])

(Mi)eS m (n))ESn
Xnk < 1 vn € R(G[Ny])
(NKESn
Xk =1
Xk € 10,1} V(n,K) € UnenSin

ondeNt =N(C)U{ny,...,n} eSn=(M(C)u{(ny,k),..., (N, k) }) NQ({n}).

(4.10a)
(4.10b)
(4.10c)
(4.10d)

(4.10e)
(4.10f)

Exemplo llustrativo: Para aplicamos o procedimento lifting sobre a desigualdade (4.%),
€ obtida arranjando os elementos @&l (C) em ordem lexogréfica: para todm,i),(n, j) € C,
(m;i) < (n,j) sem< n, e casam = n entdoi < j, induzindo uma ordem topolodgica. Os fatores de
lifting obtidos sdo apresentados na Tabela 4.2. As posi¢des da tesihaladas com uma estrela
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pertencem &, e os demais &, portanto|C_| =5 e|C.| = 27. A dimens&o da facec definida
pela desigualdade (4.9), considerando os fatores da fabeian( 7c) =2x 41—-5—1 =76, que é
um pouco menor que 81, a dimenséo da face maxinuaéx ).

Para se obter cada fator titing exatoa,, € necessario resolver um problema da mockila
que é NP-Dificil. Ou seja, para o caso geral, resolgeé tdo dificil quanto resolvel.p (G). Entre-
tanto, se o grafo de precedéncia é uma floregtanode ser resolvido em tempo pseudo-polinomial
utilizando programacao dindmica [9]. No Apéndice A aprem®mos este algoritmo de programacao
dindmica.

4.4 Fatores depseudo-lifting para K-coberturas

A dificuldade de se encontrar fatores exatokftieg pode ser contornada buscando fatorekfde
ing aproximado$3, k, que chamaremos datores de pseudo-liftingPrimeiro introduziremos alguns
conceitos utilizando o exemplo dado na Figura 4.2 e TabgleSgjal (C) = Q — ' (C) o conjunto de
indices das variaveis em que os fatorepsieudo-liftingseréo obtidos. Este conjunto é dividido em
trés subconjuntos, dependendo se os pogos pertenbEm (&)), N(C\H(C)) oua’ \N(C)):

e TH(C)={(nj):(nk) eH(C),j =k+1,...,k(n)} sdo os indices das variaveis relativos a
H(C); no exemploC = { (1,2), (2,2), (3,2), (4,3), (5,3), (6,3)implical 4 (C) = { (4,4), (4,5),
(5,4), (6,4), (6,5)}.

e TA(C)={(n,j):(n,k) €C\H(C),j=k+1,...,k(n)} é o conjunto dos indices dos fatores de
pseudo-liftingcorrespondentes aos predecess@igs(C); no exemplo ilustrativol o(C) = {
(1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),3B,(3,4), (3,5), (3,6}.

e I'5(C) =T(C)\(TH(C)UTA(C)) é o conjunto dos indices restantes; no exempliC) =
Q({7,8,9,10,11,12}).

No inicio da Secao 4.3, o exemplo sobig ilustra precisamente a obtengéo do fatopdeudo-

lifting Bnk para(n,k) € Ty (C): a quantidade minima de gés para ativar o pogo nivelk é q{};k’l;
comoqt¥ =¥ = 3> 2=q"? = " com (n,K) = (4,3) € H(C), Pas = 1 € a variaveky

pode ser adicionada a desigualdadéelzobertura.

Similarmente, a discuss&o sobtgs mostra o computo d@nx para(n,k) € Ta(C): note que
a quantidade minima de gas para ativar o po¢o 1 no niveh{ﬁ%l = qﬁf’ =5, que é suficiente
para ativar este pogo no nivel 2 e o par de maior demanda desoscm, j) € H(C) com seus
predecessores, que sdo o0s pdfes), (2,2) e (3,2) que requerem 4 unidades; portafips = 1
permitindo quexy ¢ seja adicionada a desigualdadekdaobertura.

Resta ilustrar o procedimento geeudo-liftingpara os elementos de,k) € ['g(C). Para este
conjunto, o cébmputo é mais complicado pois as restricdesedegéncia devem ser levadas em conta
devido a uma liberdade de escolha adicional. Considere sastaples ondén, k) = (7,6) € ['g(C).
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Como o nd 7 é uma folha d8, a desativacdo do poco 7 ndo viola restricdes de precedéxoia

queqi':;k*l = qﬁf’ =5, que é suficiente para ativar o maior elementdid€) e seus predecessores:

(5,3) eH(C) e(1,2), (2,2) e(3,2), consumindo juntos 2 1+ 1+ 1=5 unidades de géas de injecéo.
Consequentemente, o fator peeudo-liftingB;s = 1 e x75 pode ser adicionada a desigualdade da
K-cobertura.

Algumas definicbes serdo introduzidas a seguir com o objdivformalizar as no¢des dadas.

e para qualquen € A’ e (m,j) € Q\Q({n}),

l€Am\(AnL{n})

o(Nmj =
m1
— Oy sem=<n

m,j—1

{ qni Tt S gl sem£n
Gin

€ a quantidade minima de recursos necessarios para atisgoa@m um nivelj, sendo que
0 pocon foi ativado;

e H(C,n k) =H(C)\{(n,k)}, com(n,k) € H(C);
e H(C,n k), CH(C,n,k) é o conjunto onde:
(i) [H(C,n,k)jn| =h; e
(i) min{o(Nmj : (M, j) € H(C,n,Kn} > max{o(n)m;j : (M, ]) € H(C,n,K)\H(C,n,K)n},

isto é,H(C,n,k),, € o subconjunto del(C,n,k) comh pares que requerem a maior quantidade
de recursos para ser ativado, dado que o pogdN(H (C)), est4 ativo; e

e H(C,n), CH(C) étal que:
(i) [H(C,nn|=he
(i) min{a(nN)mj : (M j) € H(C,n)n} = max{co(n)m;: (m,j) € H(C)\H(C,n)n},

isto é,H(C,n), € o subconjunto del(C) com osh pares que requerem a maior quantidade de
recursos para ser ativado, dado que o(paj) esta ativo.

Para os subconjuntos definidos acimg/(C), Ta(C) e Tg(C), apresentamos a seguir fatores de
pseudo-lift Para um po¢am de uma cobertur&, sejad(n) o nivel de ativagéo correspondente: se
ne N(C) entdod(n) = k onde(n,k) € C.

Defini¢do 4.5 Para (n,k) € T4 (C), o fator de pseudo-lift é:

Bnk=1+max(h: Z o(N)m; < qir;],kfl _ qir;],é(n)—l}

(m7j)eH(C7n,5(n))h

onde(n,d(n)) € H(C).
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Defini¢do 4.6 Para (n,k) € Ta(C), o fator de pseudo-lift é:

Bu=maxth: Y o()m; <ot
(mj)eH(C,n)n

—qny

Com respeito aos elementos Idg(C), existe um procedimento para o computo de seus fatores
aproximados. Sej@p,O1,...,0Or uma particdo d€g(C) tal que para cada= 1,2,...,Rtemos:

(i) H(®) ={(n,2),...,(n,k(n))} para algumm; € 4. \N(C);

(i) m=<n ej=2paratoddm,j) € ©/\H(G).

Definig&o 4.7 Dado uma particdd ©; }§ dels(C), os fatores de pseudo-liftir@h k para (n,k) € ©;
séo definidos como:

nk—1

® Buk=max{h: 3 mj)cricr, O(Mmj < — 0y } ser=0;

® Bnk=max{h:y mjcHcn), I(Mm] <q|r:1k !

e

1 .
+Z (m,j)eOr\H( e,)qmj }Se r>1e(n,k) € H(@r),

Proposi¢éo 4.5Dado uma K-cobertura C e os fatores de pseudo-liftyg, a desigualdade de
pseudo-lifting:

Xkt > Bk <K-1 (4.11)
(nK)EH(C) (nK)er(C)

é vélida para congx ).

Prova: (Por contradigdd Suponha que existe ufm,A) € conx ) que viola (4.11), e seja:

a) H(x) = {(n,k) e H(C) : Xnx = 1};
b) H(x) = {(n,k) € TH(C) : Xnk =1} eH(X); = {(n,k) e H(X) : Bnk =t};
c) AX) = {(n,k) €TAC) : Xk = 1} e A(X); = {(n,k) €A(X) : Brk =t}; €

d) B(x) = {(n,k) € T(C) : Xnx = 1} € B(X)t = {(n,k) € B(X) : Bnk =t}
Note que comdx,A) viola (4.11),

X)|+ th X)t| + [AX)¢| + [B(X)|) > K—1
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SejaHp(x) = H(C)\(H(x) U{(n,d(n)) : (n,k) € H(X)}). E considere(f(j\) idéntica a(x,A), com
excecdo apenas do redefinido nas Partes |, II, lll e IV a seguir

(Parte 1) Seja® C Ho(x) um subconjunto maximo cor®| < yK1(t — 1)[H(x)|. Modifique
(>”<,5\) fazendo:

a) Xnk = Xn,k = 0 Xy 50n) = Ang(n) = 1 para toddn, k) € H(x);
b) Xn; :7\,” =0paratoddnk) e @, j=1,... k—1;
C) Rk = Xn,k =1 para toddn,k) € @; e
d) Xk = 5\”7k =1 paratoddn,k) € {(m,j) € C\H(C) : Xnt = 0 para todd} N Q(I (P)).
Como q{:;kfl - qi':;é(m_l > 3 (mj)eHCndm)_1 O(Mm;j para todo(n,k) € H(x); e todot, temos que
(%,A) € conyx ). Note queH (%)| = |H (x)|+ S K5 t|H(x)| porque, caso contrariog, A) ¢ cony(x ) =
(X,A) & conv(x ).
(Parte 11) Seja® C Ho(X) um subconjunto maximo onde®| < SKS't[A(x)|. Modifique (%,A)

da seguinte maneira:

a) Xok = Ank = 0 €%y 2 = An2 = 1 para toddn, k) € UKSTAX);

b) %nj = Anj = O paratodan,k) € ®, j=1,...,k—1;

C) Xnk = 5\”7k =1 para toddn,k) € @; e

d) %ok = Ank = 1 para todgn,k) € {(m, j) € C\H(C) : &ns = O para todd} N Q(I(®)).
Como na Parte I(%,A) € con(x) poisdy " — " > 5 (mj)encm, S(Mm j para todo(n, k) € A(x);

e todot. Ainda, ® deve ser maximo porgue, caso contraf\) ¢ conv.x ) = (X,A) & conyx ).
Consequentement ()| = [H (X)| + i7"t ([H(X)¢] + [AX):|)

(Parte 11) Seja® C Ho(X) um subconjunto maximo com cardinalidadg < 31 t[B(x); N Oy|.
Modifique (%, ) fazendo:
a) Xak = Ank = 0 %2 = An2 = 1 para toddn, k) € UK (B(x); N By);
b) Xn; :7\,” =0paratoddn,k) e d,j=1,... k—1;
C) Rk = Xn,k =1 para toddn,k) € @; e
d) %ok = Ank = 1 para todgn,k) € {(m, j) € C\H(C) : &n« = O para todd} N Q(I(®)).
Comody“ ™ — gt = ¥ (m)enc.ny, O(Mm,j Para todo(n, k) € B(x); NGy e todot, temos queX.A) €

cony(x ). Note quelH ()| = [H (X)| + 3ot ([H(X)e| + [AX)t| + [B(x) N Oq|) porque, caso contrario,
(%,A) & conv(x ) = (x,AL) & conyx).

(Parte IV) Seja® C Ho(%X) um subconjunto maximo de cardinalidaie| < y{*t/B(x); N O
onde® = UR_,6;. Modifique (%, A) fazendo:
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Valoreso(n)m,j
n\(mj) (43) (53) (6.3
1 3 4 3
2 2 3 3
3 35 3.5 2
4 3 3
5 2 2
6 35 3.5
7 3.5 4.5 3
8 2 1 2
9 35 3.5 1
10 3.5 4.5 3
11 2 1 2
12 2 1 2

Tabela 4.3: Recursos minimos de ativacao

H(C,n), eH(C,n,Kk)p

n:(mj) h=1 h=2 h=3
1 {6,3} {(53).(4,3) {(53).,(4,3),(6,3)}
2 {(6,3)} {(6,3).(5,3)} {(6,3),(5,3).(4,3)}
3 {43} {(4,3).5.3)} {(4,3).(523).(6,3)}
(4,3) {53} {(53).(6,3)}

(5,3 {43} {(4.3).6,3)}

(6,3) {43} {4.3).653)}

7 {6,3} {(53).(4.3)} {(53).(4,3).(6,3)}
8 {43} {(4,3).(6,3) {(4,3).,(6,3).(5,3)}
9 {43} {(4,3).5.3)} {(4,3).(523).(6,3)}
10 {5,3)} {(53).(4,3)} {(53),(4,3),(6,3)}
11 {43} {(4,3).(6,3)} {(43).(6,3).(53)}
12 {(6,3)} {(6,3),(4,3)} {(6,3),(4,3),(5,3)}

Tabela 4.4: Subconjuntos para ativacadd€)

a) Xk = Ank = 0 para todqn,k) € Q — Q(N(C));

b) %nj = Anj = 0 paratoddn,k) € ®,j=1,...,k—1;

C) Xnk = 5\”7k =1 para toddn,k) € @; e

d) Xk = 5\”7k =1 paratoddn,k) € {(m,j) € C\H(C) : nt = 0 para todd} N Q(I (P)).
ConsiderandoNquc:ﬁ;k*1 +3 (mj)ee\H@®,) qm’j_l > (mj)eH(cn)y O(Nmj para toddn, k) € ©; NB(X):,
r, et, temos(X,A) € cony(x ). Note qUEY (nieh(c) Rk = H(X) = [H(X)| + St (H )|+ [AX) | +

IB(X)t]) = K pois(x,A) viola (4.11). Isto implica quéX,\) & con(x ) = (x,A) & conyx ), contradi-
zendo a hipétese inicial. [ ]

Exempilo ilustrativo:Continuando o exemplo anterior, iniciamos calculando asitigades mini-
mas de recursos de ativagain)m ; que estéo na Tabela 4.3. Os conjurtld€, n, k), e H(C, n) estéo



4. Modelo linear por partes 61

Coeficiente$nx para{®, } Coeficiente$nx para{®, }

nk 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
1 0 0 0O 1 0O 0 O 1
2 0 0 1 1 0O 0 1 1
3 0 0 0 1 0O 0 0 1
4 1 1 1 1

5 1 1

6 1 1 1 1

7 0 0 0 0 1 o 0 0 o o
8 0 1 0 O

9 0 O 0O O

10 0 0 O O 0O 0 O 1
11 ¢ 1

12 O 0*

Tabela 4.5: Coeficientes gseudo-lifting

na Tabela 4.4. Os parametros destas tabelas serao nexegsda o calculo dos fatores peeudo-
lifting. Para &-coberturaC = {(1,2),(2,2),(3,2),(4,3),(5,3),(6,3)}, os conjuntos de indices das
variaveis cujos fatores diting 3,k seréo calculados sé&o:

i rH (C) = {(4’4)7(47 5)7 (574)7(674)7(675)};
e TA(C)=1{(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6) }; e

Considere a particaf®,} delg(C) dada po®, = 0, ©; = Q({7}) comn; = 7, ©, = Q({8})
comn, = 8, @, = Q({9}) comnz =9, ®, = Q({10}) comn, = 10, 05 = Q({11}) comns = 11, e
O = Q({12}) comng = 12.

=/

Considere também a partici®; } dada po®, = {(7,3), (7,4), (7,5), (7,6), (8,3) @] = {(9,2),
(9,3), (9,4} comn, =9, ®, = {(7,2), (10,2), (10,3), (10,4), (10,5)com n, = 10, O3 = {(8,2),
(11,2) comng = 11, €@, = {(12,2)} comn, = 12.

Os fatores dgseudo-liftingpara os conjuntoBA(C) e Ty (C) estdo na Tabela 4.5 junto com os
fatores pard g(C), que variam de acordo com as partig@éﬁ} e {@f}. As posicdes da tabela mar-
cadas com uma estrela correspondem as instancias cujossfdpseudo-lifting3, x séo diferentes
dos fatores exatas, k.

Podemos observar que os fatoregpdeudo-liftingsao bastante proximos dos fatores exatos, di-
vergindo apenas em alguns pontos. Note também que a esedhzadicded ©, } influencia nos
resultados obtidos.



4. Modelo linear por partes 62

4.5 Resultados computacionais

Foram realizados testes computacionais para avaliar ocbmpia aplicacdo de cortes sobre o
poliedro 2¢p(G) no desempenho do algoritmo &anch and Bound As curvas de performance
dos pocos utilizadas séo baseadas nas de Buigtagb [4], em que o campo em estudo possui 56
pocos, com varias configuracdes de CPPs (uma CPP para cajaglggmas com resposta imediata
(representando pogos surgentes) enquanto outras comssidecke de uma injecdo minima de gas
para iniciar a producdo. A forma linear por partes destagasuconsiste em 20 regides lineares para
cada pocan. Realizamos testes com instancias de 32, 64 e 85 pogos. $tamdias de 32 pocgos,
utilizamos as primeiras curvas de [4]. As instancias de 6% @@&0s possuem as 56 curvas de
Buitragoet al, e as restantes foram obtidas aplicando-se perturbac¢@esrésras.

Os grafos de restricao de precedér@ia: (V,E) foram gerados aleatoriamente, com densidades
que variam desde o caso irrestrib 0) até grafos densosH| ~ ||V |?/2]), formando 13 densidades
de grafo para cada grupo de pogos. A quantidade total deggenivelgy® também variou de pouco
gas de injecao até grande capacidade de compressao, farfaigkis de injecdo para as instancias
com 32 pogos, 4 niveis para as de 64 pocos e 5 niveis para apde@s

Foram realizados testes comparando o desempenho doralg@dbre as instancias puras, com
as instancias apos a aplicacdo de cortes, que sdo aprescatadiuas tabelas. As instancias foram
resolvidas em uma estacao rodando o sistema operacionall@nb com 1GB de RAM e 2GB de
espaco de disco para memoria virtual, e equipado com umgzader Intel Pentium IV de 3GHz.
Na Tabela 4.6 podemos avaliar o impacto da geracdo de conesm@a uma das taxas de injecao
de gas, com a média dos resultados obtidos variando o tantengi@afo de precedéncia. A Tabela
4.7 apresenta o impacto da geracéo de cortes de acordo considadke do grafo de restrices de
precedéncia, com a média obtida nas instancias que difeskntapacidade de compressao de gas
de injecao.

Os resultados apresentados nas colunas “Sem cortes” fdrtidlo®resolvendo as instancias de
Pepi(G) correspondentes utilizando o programa ILOG CPLEX [31], gu&lo como uma das fer-
ramentas mais poderosas para resolucdo de problemas dampag§o inteira-mista das existentes
no mercado. As tabelas apresentam o niumero de iteracoizadeal o nimero de nés gerados, e 0
tempo em segundos para resolucéo do algoritmBrdach and Bound

Também foram aplicados cortes através de coberturas asdied, e em seguida foram subme-
tidas ao mesmo programa de resolucédo de problemas de pagiarimteira-mista. Os resultados
obtidos destas instancias sdo apresentados nas colunasct@tes” das Tabelas 4.6 e 4.7. A fase
de geracéo de cortes resolve iterativamente a relaxagr litle cada instancia, busca uma cobertura
cuja desigualdade obtida a partir do processpsi#ido-liftingcorte a solucéo fracionaria, e a adici-
ona ao conjunto de restricdes. Este processo finaliza apdazir certo nimero de planos de corte,
ou atingir um namero de tentativas mal sucedidas. Como degmzbde separacao é dificil, isto €, ndo
é facil encontrar uma cobertura cuja desigualdade cortéugdmfracionaria, foi desenvolvida uma
heuristica simples, porém rapida, que sistematicamesialpor coberturas minimas, aplica o pro-
cesso deseudo-lifting e verifica se a desigualdade resultante é um plano de copeod@dimento
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Sem cortes Com cortes Reducao (%)

g | lteragBes Noés CPU | lteracOes Nés CPU | lteragbes  Nos CPU  Relax.

N =32
300 25063 12271 5.7 310 13 0.28 98.76 99.89 95.09 16.06
500 2590 1409 3.40 375 13 1.00 85.52 99.08 70.59 4.77
700 46389 24476 19.21 19190 9309 10.65 58.63 61.97 44.56 4.99
1100 67905 32907 28.55 45236 22207 22.94 33.38 3252 19.65 2.38
1500 28672 10845 13.16 25001 10906 11.30 12.80 -0.56 14.13 1.30
Total 170619 81908 70.02 90112 42448 46.17 47.19 48.18 34.06 5.90

N =64
700 1159402 553323 694.2¢ 37293 8611 18.88 96.78 98.44 97.28 4.20
2300 7653030 3552912 6131.32 5981043 2708404 5079.69 21.85 23.77 17.15 1.23
2700 3464600 1552803 2698.16 3022232 1330704 2545.21 12.77 14.30 5.67 1.09
3500 377212 163308 304.7§ 259068 105303 220.64 31.32 3552 2761 0.86
Total | 12654244 5822346 9828.5P 9299636 4153022 7864.42 26.51 28.67 19.98 1.85

N=285
730 13879 8207 28.80 2134 712 8.44 84.62 91.32 70.69 151
996 1565583 828402 1618.51 260601 81406 205.64 83.35 90.17 87.29 1.56
1261 | 17398974 8915702  19555.33 8074359 3183605 10381.58 53.59 64.29 46.91 3.35
2058 | 15704801 7406702 15340.51 5221739 1803605 4455.65 66.75 75.65 70.96 1.16
2324 3570 1019 24.25 3501 1017 16.15 1.93 0.20 33.40 0.46
4648 4591 1208 23.64 2828 438 11.28 38.40 63.74 52.28 0.46
Total | 34691398 17161240 36591.04 13565162 5070783 15078.78 60.90 70.45 58.79 1.42
Total | 47516261 23065494 46489.5|8 22954910 9266253 22989.3[7 51.69 59.83 50.55 3.03

de geracéo de cortes foi implementado em linguagem C++ (i8#}ando as bibliotecas ILOG [31]
para resolver as relaxacdes lineares e as estruturas dealadgadas suportadas pelo pacote LEDA

[33].

A coluna “Reducao” apresenta o impacto da aplicacdo dosserh relagdo as instancias puras
no nimero de iteragbes e de nds do algoritm@dch and BoundA coluna “Relax.” apresenta a

Tabela 4.6: Impacto dos planos de corte por taxa de injecgasle

reducéo relativa no valor da relaxac¢éao linear devido aagfic dos planos de corte.

Apresentamos a seguir uma visao geral da heuristica de hoscartes. Inicialmente sdo compu-

tados os conjunto&, e os parametros(n, m, j) que ndo dependem da cobertura. &ejamax{k(n) :
nc 2 }. Este pré-processamento é executado em tédipidk ), ouO(N*) dado quek € O(N). Para
a busca de cada cobertura, os seguintes passos sao exgcutado

1. Inicie com uma cobertura vazia,=0eH(C) = 0.

2. Escolha aleatoriamente pares (tek) € Q, para o qualk,k # 0 no par(x,A) e n € N(C),

atualizandcC, H(C), ey(C), até que uma cobertura seja obtida ou sejam realizadas nmmax

g1 escolhas aleatérias. Este passo é executado em t&xghl(logN + K)) = O(N%) para
€1 =NK ek € O(N).

3. Se o passo 2 falhar na busca de uma cobertura, entdo busgparegn, k) € Q em ordem ar-

bitraria, néo levando em conta o valorxg, e execute as mesmas agdes para gerar a cobertura

C. Este passo possui a mesma complexidade.

4. SeC ndo é uma cobertura, entédo aborte a heuristica e notifiqliesa 2aso contrario, remova
os elementos del (C) e C até que seja obtida uma cobertura minima. Este passo é adecut

em tempaO(N3).
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64

Sem cortes Com cortes Reducao (%)
[E(G)| IteracOes Noés CPU | lteragOes Nos CPU | lteragOes Noés CPU Relax.
N =32
0 30495 20300 13.34 82 5 0.11 99.73 99.98 99.18 3.57
[N/8| 34755 18300 12.34 21280 10903 9.92 38.77 40.42 19.61 3.50
[N/4] 36700 19000 14.02 33911 18302 17.28 7.60 3.67 -23.25 3.21
[N/3| 23309 10200 7.33 4869 1904 1.96 79.11 81.33 73.26 3.31
[N/2] 10344 3601 3.72 8067 3802 3.65 22.01 -5.58 1.88 2.70
[2N/3] 17536 6101 5.36 10713 4202 5.06 38.91 31.13 5.60 3.13
N 13510 3926 6.15 8572 3102 4.53 36.55 20.99 26.34 2.37
2N 1484 302 1.54 1148 203 1.3 22.64 32.78 15.58 3.14
3N 799 70 0.95 316 5 0.78 60.45 92.86 17.89 3.26
4N 576 69 0.99 320 5 0.48 44.44 92.75 51.52 3.99
5N 396 27 1.08 320 5 0.48 19.19 81.48 55.56 6.74
[N2/3] 365 5 1.45 257 5 0.31 29.59 0 78.62 5.65
IN?/2] 350 7 1.75 257 5 0.31 26.57 28.57 82.29 10.18
Total 170619 81908 70.02 90112 42448 46.17 47.19 48.18 34.06 5.90
N =64
0 2492947 1318200 1978.32 114 4 0.21 100.00  100.00 99.99 1.86
[N/8| 5067958 2577200 4297.35 4797594 2443601 4271.98 5.33 5.18 0.59 1.26
[N/4] 1673498 708800 1258.03 1528423 645101 1352.08 8.67 8.99 -7.48 1.27
[N/3| 1931502 793100 1394.37 1752252 707301 1354.86 9.28 10.82 2.83 1.34
[N/2] 569639 176100 338.66 485924 153501 344.5] 14.70 12.83 -1.73 1.27
|2N/3] 427275 128900 233.11 271137 89001 226.08 36.54 30.95 3.02 1.29
N 418611 109800 254.93 414835 106400 265.9( 0.90 3.10 -4.30 0.10
2N 31470 5200 18.76 16532 3301 13.33 47.47 36.52 28.94 0.37
3N 12886 1900 10.47 12590 1800 12.04 2.30 5.26 -15.00 1.30
4N 25509 3001 19.50] 17282 2901 17.42 32.25 3.33 10.67 0.84
5N 1003 103 5.99 1713 103 4.05 -70.79 0.00 32.39 3.26
[N2/3] 1196 38 5.72 535 4 0.77 55.27  89.47  86.54 3.06
IN?/2] 750 4 13.31 705 4 1.19 6.00 0.00 91.06 6.74
Total 12654244 5822346 9828.5p 9299636 4153022 7864.42  26.51 28.67 19.98 1.85
N=85
0 7014551 4607700 9366.18 87 4 0.28 100.00 100.00 100.00 1.95
[N/8| 7159944 4125100 8660.61 87 4 0.28 100.00 100.00 100.00 1.15
[N/4] 6041502 3048500 6297.51 82 4 0.29 100.00 100.00 100.00 111
[N/3| 8740144 3816200 8235.11 7932336 3504502 10688.0{ 9.24 8.17 -29.79 0.51
[N/2] 2776802 823500 1920.0]1 2746963 828601 2062.87 1.07 -0.62 -7.44 0.16
[2N/3] 1420430 369300 976.18 1426351 363800 1084.78 -0.42 149 -11.12 0.08
N 1336313 343601 916.20 1300825 349701 1094.43 2.66 -1.78  -19.45 3.16
2N 134951 19401 80.24 115668 17901 69.26 14.29 7.73 13.68 0.16
3N 16013 1601 15.30, 13983 1601 16.27) 12.68 0.00 -6.34 0.31
4N 24479 2401 18.88 10407 1501 13.74 57.49 37.48 27.22 0.23
5N 16533 1701 17.07 10621 1701 16.73 35.76 0.00 1.99 0.91
[N2/3] 659 4 14.75 736 4 1.62 -11.68 0.00 89.02 4.64
IN?/2] 916 4 25.16 687 4 2.79 25.00 0.00 88.91 4.04
Total 34683237 17159013 36543.15 13558833 5069328 15051.35 60.91 70.46 58.81 1.42
Total | 34691398 17161240 36591.04 13565162 5070783 15078.7B  60.90 70.45 58.79 3.03

Tabela 4.7: Impacto dos planos de corte por densidade do graf
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5. Calcule todos os conjuntd$(C,n), e H(C,n,k),. Este passo executa em ten@EN?).

6. Obtenhd (C), I'(C), FTa(C) eT(C), que é executado e@d(N2logN).

7. Obtenha os fatores gEseudo-liftingf, k para todogn,k) € Mh(C)UTA(C), que executa em
tempoO(N3).

8. Em no maxima, = N passos, sugira uma partigéér}fio de I:B(C) para induzir uma desi-
gualdade d@seudo-liftinggue corte a solucgéo:

(a) SejaJ o conjunto de folhas d& que nao esta e (C).

(b) Para cada < U, defina o conjunt®; = Q({n}) comn; = n.

(c) Aleatoriamente, sepaké\(U UN(C)) em dois conjuntos disjuntose B.

(d) Para cada € A, defina o conjunt®; = Q({n}) comn; = n.

(e) Sejady={(n,k) € Q:neBk=3,...,k(n)}.

(f) Para cada € B, adicione(n,2) a um conjunto aleatéri®,, r > 0, de maneira que < n;.
(9) Compute os fatores grseudo-lifting(n, k) € F_B(C) de acordo corr{G_)r}f*:O.

(h) Se a desigualdade gseudo-liftingcorta a solucédo corrente, entédo pare a busca e retorne
o plano de corte.

Os passos 8-(a) a 8-(h) executam em tei@p®), portanto, este passo executa ®N*).

9. Se o passo 8 ndo encontrou um plano de corte, notifiqueaadalheuristica.

Dos passos acima concluimos que a heuristica de separagé&cutada em temp®(N%). Esta
andlise considera o pior caso, sendo que uma analise ma&laqode levar a resultados melhores.
Uma andlise mais otimista pode assuri O(1).

Da Tabela 4.6 podemos inferir que a aplicacdo de planos tleefmamove uma diminui¢do subs-
tancial do esfor¢co computacional para resolucao do prabsmtermos do nimero de iteracdes e nds
deBranch and BoundReducdes maiores sdo observadas em circunstancias endigperabilidade
de géas de injecao é limitada.

A Tabela 4.7 apresenta a influéncia da densidade do grafeseyaahos com a aplicacao de pla-
nos de corte. Os resultados indicam que o problema se torisalifieil a medida que a densidade do
grafo diminui. Ainda podemos observar que os ganhos alosotizt aplicacéo de planos de corte di-
minuem com o aumento da densidade do grafo, enquanto osgyaalitl/os aumentam nos extremos
(devido as restricbes de precedéncia e cendrios altanestiiivos).

Os resultados computacionais mostram que a geracdo desmlaramrte pode participar do pro-
cesso de resolucdo do problema. Entretanto, para um ajanmezito completo da teoria, a geracdo de
planos de cortes deveria ocorrer em todos os nés da arvomuddes, resultando em um algoritmo
deBranch and Cute ndo apenas no poliedro completo, como foi implementadafd@me a busca
avanga nos ramos da arvore de solugbes, as variaveis dssséet definidas como 0 ou 1, tornando o
grafo de precedéncia esparso e permitindo que os cortds fedaizam a distancia primal-dual.
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4.6 Sumario

Neste capitulo vimos uma formulacédo do problema de alocatifa de gas de injecdo sob
restricbes de capacidade maxima e de precedéncia utilizarehrizacdo por partes e programacao
matematica inteira-mista. Observamos que esta formukagéduzida a um problema da mochila sob
restricbes de precedéncia, assim, pudemos expandir a teodoberturas para buscar desigualdades
vdlidas fortes para a formulacdo. Projetamos as desigiegdpara todas as variaveis de decisao,
com os fatores déifting, e propusemos uma maneira alternativa, computacionadmaats leve,
para o cdmputo de valores aproximados dos fatorditihg, que chamamos deseudo-lifting Por
fim, apresentamos resultados computacionais comparaiMdsomprovam a eficacia da insercao de
planos de corte no problema.



Capitulo 5

Interface de otimizacao

Como parte deste trabalho implementamos uma interfaceudgiopara resolucéo de problemas
de alocacéo 6tima de gas de injecdo. Desenvolvemos umeméarta de auxilio a tomada de decisdo
para operagdo de campos de petréleo operadogaselift

Os algoritmos de otimizag&o sdo de natureza néo similar éterface algumas vezes complexa.
Buscamos criar um ambiente que abstraia os modelos de agiiizpara que o operador se preocupe
apenas com as informacdes referentes ao campo de pet@leaneira que a visualizacédo dos dados
seja 0 mais proximo da realidade. Assim, fica a cargo do sistnmterpretacdo dos dados e a
montagem e resolucdo das instancias, retirando do usuAdgcessidade de compreender o modelo.
Esta propriedade do sistema permite que para um mesmoa@guésam ser aplicados diferentes
algoritmos de otimizagao.

Utilizamos uma estrutura cliente/servidor para resolugoalgoritmos. Procuramos desenvolver
uma interface geral, que ndo seja aplicavel apenas ao pralie interesse. A interface do cliente
permite especificar problemas de alocacao 6tima de gaselgmg possui flexibilidade para que
sejam incluidas restri¢cdes diferentes das tratadas ero trakslho como, por exemplo, restricdes da
tubulacéo, topologia da tubulacdo, perda de cargas, awepta de pocos e dinamica do processo.
O servidor para algoritmos de otimizacao por sua vez, perguie qualquer algoritmo de otimizacao
seja utilizado, ndo apenas 0s que tratam de problema denilea€fio de pontos de operacdo para
campos de petréleo.

A estrutura cliente/servidor foi empregada para permité seja utilizada uma maquina diferente
para a caracterizagdo do problema da maquina em que a a#nizara executada. A resolucao
de problemas de otimizacdo, em geral, necessita de muiiccest recursos computacionais para
instancias médias e grandes, exigindo um computador potéwsim, destinamos a uma maquina
adequada, o servidor, a resolucao destes problemas; ¢acammaquinas em que as instancias
do problema séo geradas podem ter recursos restritos. fatdroconsiderado é que algumas das
ferramentas utilizadas para a resolucado dos problemasirdizatdo sao proprietarias [31], entdo
esta estrutura requer apenas uma licensa de uso das fei@amerservidor.
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Figura 5.1: Ambiente de especificacdo do problema

5.1 Ambiente de especificacdo do problema

A interface de otimizacao possui um modulo de especificagdproblema em que 0 usuario
descreve cada um dos elementos que compdem um campo de@eEéte mddulo foi estruturado
de maneirabottom-up para permitir que o sistema seja facilmente expandidcsilpiiando que
novas caracteristicas sejam acrescentadas ao sistemarde e@m o surgimento das necessidades.

A linguagem escolhida para implementacéo deste sistenaaJ@ava [34], devido principalmente
a sua portabilidade entre sistemas operacionais e faiglida implementacéo de ambientes graficos.
Na Figura 5.1 podemos visualizar o ambiente desenvolvidmg somponentes. Este ambiente esta
dividido em painéis, cada um responséavel pela edicdo deemmeaito ou caracteristica do campo de
petrdleo:

Editor grafico: este painel permite que o usuario formule um diagrama eséfi@rdoscompo-
nentesdo campo (pogos, compressores, separadores e mathjfelsisas conexdes através das
tubulacges, facilitando a visualizacdo e navegacdo estedementos. Na Figura 5.2 temos
um exemplo de um diagrama representativo de um campo ddguetsBus componentes e
tubulacdes.

Precos: nesta guia o usuario informa ao sistema os precos de mercadlea e gas produzidos,
assim como o custo de processamento da agua extraida. Bltess\sdo necessarios pois,
nossos algoritmos de otimizag&o utilizam um critério ecoicd na funcéo objetivo, buscando
0 maior lucro da operacao do campo.

1Elementos de conexao de tubulagao.
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Figura 5.2: Editor grafico

Grafo de precedéncia:este painel permite que o usuario informe ao sistema asargseé com-
pdem o grafo de restricbes de precedéncia de ativacdo. @sewédo grafo sdo os proprios
pocos. Uma aresta significa que um pogo s seré ativado seesicessor estiver operando,
pelo menos, em seu nivel minimo de producdo. O grafo de @aciednao possui relacao
com o grafo criado no editor grafico, entdo um poco pode pezaaetro mesmo que eles nao
estejam conectados.

Compressor: um campo de petroleo operado mas-lift possui pelo menos um compressor para
produzir o gas de injecdo, podendo ter varias unidades fatmmam banco de compressores.
Cada compressor possui uma capacidade maxima de compresed® somada com a capa-
cidade total do banco. Possui também um custo de compressdciaalo. Uma caracteristica
comum dos compressores, separadores e poc¢os ommaque identifica o componente no
campo, e a possibilidade de desabilitd-lo. Um compresssabildéado pode representar, por
exemplo, que ele esta desligado para manutencédo, que gecessidlade do recOmputo das
taxas de injecdo de cada poco, pois a capacidade total géangeuma restrigdo significativa.

Separador: este painel permite que o usuario informe ao sistema o lisitgeparacéo do petréleo
produzido em 6leo, gas e agua, assim como as capacidadenasae tratamento de cada um
dos sub-produtos da extracdo. Estes limites sdo tratados stricdes por Camponogara e
Nakashima [35], e foram incluidos para tornar o programapedivel com esta formulagéo.

Poco: nesta guia o usuéario pode descrever cada um dos pocos do cgepaos pogas-lift
Para cada poco o usuério pode inserir varias CPPs, utitizam descricdo linear por partes,
polinomial, polinomial-logaritmica (polilog) ou expormal (veja Secdo 2.3). Sao permitidas
multiplas curvas, pois podemos utilizar tipos diferentegxpressfes para representar a mesma
CPP. Também é possivel que o operador ndo tenha certezavdauoamelhor descreve 0 poco,
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Figura 5.3: Diagrama de classes da estrutura de dados dadste

e deixa para o algoritmo a escolha da curva baseada em alg@noaromo, por exemplo, o
pior caso ou caso médio [9]. Associado a cada CPP também terfeecdes médias de dleo,
gas e agua presentes no petroleo produzido pelo pogo.

Outra capacidade do sistema é a de transformar curvas deaipetia outro. Curvas descritas
como lineares por partes podem ser convertidas em polimmiapolilogs em um processo
de ajuste por minimos quadrados. O ajuste de curva podeesrito ou com garantia que a
curva seja concava em seu intervalo de interesse. A gadmtancavidade é uma exigéncia
de alguns algoritmos de otimizag&o que utilizam programdgdmica [9].

5.1.1 Estrutura de dados

O sistema foi estruturado internamente em um conjunto dsesaque descrevem o campo de
petroleo. A Figura 5.3 mostra um diagrama de classes Y86, 37] que representa as principais
classes desta estrutura. Nele apresentamos apenas osdasr@asses, omitindo seus atributos e
métodos. A classe bas@l | Fi el d representa o campo como um todo, e é passada para todos 0s
objetos que a utilizam ou manipulam. A clafsecedenceG aph representa o grafo de restricoes de
precedéncia. Ela possui uma lista de are$tascedenceEdge) e seus vértices sao 0s proprios pogos
do campo.

A classe abstrat@onponent representa todos os elementos que compdem fisicamente o.camp
Dela herdam os compressor&r(pr essor ), separadoresS¢par at or ), pocos de petroledl 1),
tubos Pi pes) e conexdes de tubodhpi fol d). A ampliacdo dos tipos de elementos do campo
pode ser feita herdando novas classe€amonent . A estrutura do campo possui uma lista para
cada classe filha déonponent. Elas estdo ordenadas com base em um atributo identificador d

2WPC -Well Performance CuryeCurva de Performance do Poco.
SUML - Unified Modeling Languagdinguagem de modelagem que utiliza diagramas padronszado
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Cormponent , assim a busca de um elemento na lista, método mais utilizadimplementacao, pode
ser feita como uma busca binéria, que executa em te®ffum, n)[38]. Esta politica de manter a
lista ordenada, em contrapartida, penaliza outros mét@doso a inser¢cdo de novos elementos que
€ executada er®(n).

Cada poco pode ter varias CPPs. A base para estas curvasseatiatratabst r act Wic. Desta
classe herdam as especializa¢des da curva, cada uma paspeEsao matematica equivalente: ex-
ponencial Exponent i al Wic), polinomial Pol ynoni al Wic), polinomial-logaritmicaRol yl ogWc)

e linear por partes{ ecewi selLi near Wic), que por sua vez possui um conjunto de poRt@s$oi nt .
Caso se deseje que o sistema trabalhe com alguma outrad&gényara a CPP basta herdar uma nova
classe dé\bst r act Wic e desenvolver a interface com o usuario para a curva.

5.1.2 Ajuste de curvas

O sistema possui a capacidade de transformar curvas entoenagacdes aceitas no sistema.
Especificamente, foram implementadas transformacdesrda linear por partes para as curvas po-
linomiais de terceira ordem e polilog. Estas transformag@® feitas por um método de ajuste de
curvas por minimos quadrados, que tenta aproximar a curvadaomo dos pontos que formam a
curva linear por partes. Algoritmos como o de programacaardica apresentado em [9] exigem que
as curvas de entrada no sistema sejam concavas, por is$enss®ssui a capacidade de garantir a
concavidade da curva no ajuste.

Outra transformacdo possivel € uma discretizacdo de qeralopa das outras curvas em linear
por partes. Entretanto, este processo considera apenasdisiibuicdo dos pontos seja feita em
intervalos constantes, ndo levando em conta a correlacéarda proposta.

A seguir apresentaremos a base matematica utilizada pajasies para curvas polinomias e
polilog.

Polinomial

Considerando a equacao polinomial de terceira ordem
P3(Gin) = Gout = C1 + CoGin + C3G%, + CaC, (5.1)

e um conjunto dé&pontosQ = {(cf,, gL, - - -, (A, 0k, }- Se substituirmos cada ponto@em (5.1),
chegamos a um sistema linear com 4 incognitegeguacdes, que pode ser escrito matricialmente

1 (g @n)? @)® ][ e Tout
1 (qf) (@) (@) || 2| | Gou
. . . . .

1 () (ak)? (df)® ] [ ca 0t
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Comok >> 4 neste sistema linedx = b, minimizamos o residuf) Ax— b || para obter uma solucédo
que melhor se ajuste aos pontos, ou seja:

Minimize % | Ax—b]? (5.2)
Para resolver (5.2) desenvolvemos a funcéo objetivo

% |Ax—b| = =(Ax—b)T(Ax—Db)

= Z(xXTAT—b")(Ax—b)

NI = NI

= %(XTATAX— X' ATh—bT Ax+b'b)

= %XTATAX— b" Ax+ %bT b. (5.3)
Como%bTb € constante, pode ser removido da funcdo objetivo sem gaeakejado o valor das
variaveis de decisé@o na solucao do problema. Minimizar eesgfo (5.3) consiste em um problema
de Programacdo Quadratica. Note quid" Ax =| Ax||?> 0, ¥x, ou seja, a matriATA é positiva
semi-definida. Se o posto deé completorank(A) = 4, entdoAT A é inversivel e a solugéo para (5.2)
pode ser obtida com= (ATA)~1ATh.

Desejamos poder impor que o polindngg(qgin) seja cdncavo em todo o interva{h];'}],qi‘;]. Para
isto sua segunda derivada deve ser negativa em todo o ilstensainuo,

P4 (Gin) = 6CaGin + 23 < 0, Yain € [, .

Isto implica em um namero infinito de restricbes para colbdoto intervalo. Este nimero de restri-
¢Oes pode ser reduzido segundo a seguinte proposicao:

Proposigéo 5.1Se p(qgi) for concava emf e d, entdo p(qgin) € concava para todogic (g, ot -

Prova: Como p3(din) € um polindmio de primeira ordenc4(+# 0), ele possui no maximo uma raiz
no intervalojg},, gk ]. Seps(din) <0, gin € {g, 0}, segundo o Teorema de Bolzano [39], existe um
nimero par de raizes pap4(din) em[qh, g |. Entdop}(gin) ndo possui raizes efgh, ds,], ou seja,
ndo ocorre alteracdo na concavidadepgl@), ) no intervalo em questao. Conpg(gi,) € coOncava em
ok ek, entdops(gn) € concavargi, € g, ds]. []

Esta proposi¢ao restringe para dois 0 nimero de restrigdessao lineares. Isto faz com que
seja possivel utilizar um algoritmo de Programacao Quiadrébm Restricbes para ajustar a curva
polinomial aos pontos com garantia de concavidade.
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Polinomial-logaritmica

Considere agora a equacgao polinomial-logaritmica
P (Gin) = Gout = €1+ C2Gin -+ 3Gy + C4IN(1+ Gjn) (5.4)

e o conjunto dék pontosQ = {(qgk, 03,0, -- -, (d,d5,)}. De maneira analoga & seg&o anterior subs-
tituimos cada ponto d® em (5.4) e obtemos o sistema linear representado matriiedm

1 (gh) (gh)? In(l+qgh) ][ o Ot
1 (df) (qR)? (L+af) || e | | %
A : : e | |

1 (af) ()% In(L+dqf) | | Ca Ot

Com o mesmo raciocinio que foi visto anteriormente, podeshter a curva que melhor se ajuste
aQ sem garantia de que a curva seja concava.

Para quep (gin) seja concava efu,, qi‘;] sua derivada segunda deve ser negativa no intervalo,

1
P’ (Gin) = 2c3 — C4m < 0,Vain € [Q%],qm

Proposicdo 5.2Se p(qin) for concava emf e d‘n entdo p(qi) é cobncava para todojge [qﬁ,,q};].

Prova: Sepf'(dX,) < 0 ecs > 0, conformeg, decresce a partir dg&,, p’(gin) Se torna mais negativa,
garantindo quep| (qin) Seja concava para todp, < d,. Casocs < 0, p/'(din) decresce conforme,
cresce, entdo é necessario qyléqt,) < 0. Comoc, pode assumir qualquer sinal, é necessario que
nos dois casos a concavidade seja verificada. [ |

Assim, é necessario apenas impor garantia de concavidadimites do conjunto para que a
fungéo seja concava em todo o intervalo.

Na figura 5.4 apresentamos a guia utilizada para caraatemz@oco de petroleo, na aba de CPP
(WPQ. No lado esquerdo o usuério informa separadamente aserdsticas de cada uma das curvas.
No caso, esta sendo editada a curva nimero 1, que é uma aaaador partes com pontos de acordo
com os da tabela. No topo a direita estao as fracdes de 6kee,ggfua produzidas pelo poco. Abaixo
esta um grafico que mostra as curvas (algumas ou todas) do pagarva descontinua desenhada
representa a linear por partes que esta sendo editada. &deimelhor correlacdo (mais préxima) a
descontinua foi gerada a partir do ajuste da primeira em upragsao polinomial-logaritmica com
garantia de concavidade, resultando na expressao:

Oout = —5,5069- 10° — 9,3484- 1071 - g, +3,7372-107° - ¢, + 1,2951- 16° - In(1+ gjn ).
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Figura 5.4: Guia de caracterizacdo de pogo com exemplo deeaje curva

A terceira curva é uma polinomial de terceira ordem, que éamfoi gerada com garantia de conca-

vidade:
Cout = 5,5866- 107 4 2, 7233 ¢ — 9,4509- 10 *- 2, +8,439-10 8. ..

5.1.3 Padrao dos arquivos

E desejavel no sistema que o usuério possa gravar e recusedsdos referentes ao campo
de petroleo que esta sendo estudado, para que o processacertzacdo do campo e invocacao
dos algoritmos de otimizacdo possa ser interrompido e ezadp a qualquer momento. Como um
requisito do nosso sistema € a capacidade de expansaomimssgma estrutura aberta e facilmente
manipulavel. Para isto, utilizamos a linguagem XM#0], que procura padronizar a representacao
de dados. Este padrao é bastante abrangente, sendo quézidaitapenas uma pequena parte de
suas funcionalidades.

Na Figura 5.5 apresentamos um exemplo da estrutura do anggiig um campo de petroleo. Nela
podemos observar 0s precos do 6leo e gas, e 0 custo do trédad@eagua extraida. Observamos
também que o campo possui um pogée(l), um compressoiGompressore um tubo Pipe). O pogo,
por sua vez, é descrito por duas CPPs: uma linear por pastesjj@atro pontos, e outra polinomial-
logaritmica, ajustada a partir da primeira. O compressssyicua capacidade maxima de injecao de
gas e seu custo de operacdo. Tanto no pogo como no compeegstaruma informacédo de posicéao,
que é utilizada no editor esquematico do campo. O tubo ligaco [il” ao compressor “1”, e possuli
uma quina. Para os atributos que ndo estao descritos ne@sfig assumidos valores padréo, como
por exemplo, o “Habilitado”, que assume que 0 po¢o € 0 coraprastao em operacgao.

4XML - eXtensible Markup Languagknguagem de marcacao extensivel. E uma recomendacdggrardinguagens
de marcacéo cujo propdsito principal é facilitar o compizatnento de informacdes através da Internet.
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<?xm version="1. 0"encodi ng="UTF- 8" ?>
<\l | Fi el d>
<O |1 Price>20.0</ G| Price>
<GasPrice>2. 0</ GasPri ce>
<\t er Cost >1. 0</ Wt er Cost >
<Vl | >
<Nunber >1</ Nunber >
<Posi tion X="60.0"Y="200.0"/>
<Function Type="Pi eceW se" >
<0 1>0.731</Q 1>
<CGas>0. 203</ Gas>
<Wat er >0. 066</ Wt er >
<Point Q="0.08"QP="1774.0"/>
<Point Q="0.3"QP="2053.0"/>
<Point Q="0.6"QP="2215.0"/>
<Point Q="0.9"QP="2266.0"/>
</ Functi on>
<Function Type="Pol yl 0og" >
<0 1>0.731</Q | >
<CGas>0. 203</ Gas>
<Wat er >0. 066</ \\at er >
<C1>1616.5813240907655</ C1>
<C2>- 6422.52084981815</ C2>
<C3>1099. 2515464911717</ C3>
<CA>8630. 147464122258</ CA>
<Lower Bound>0. 08</ Lower Bound>
<Upper Bound>0. 9</ Upper Bound>
</ Functi on>
</ Vel >
<Conpr essor >
<Nunber >1</ Nunber >
<Capaci t y>0. 1</ Capaci ty>
<ConpCost >5. 0</ ConpCost >
<Posi tion X="170.0"Y="250.0"/>
</ Conpr essor >
<Pi pe>
<Extrem tyl Nunber="1"Type="Wel|"/>
<Extrem ty2 Number="1"Type="Conpressor"/>
<Pi peCor ner X="60.0"Y="250.0"/>
</ Pi pe>
</Vel'l Field>

Figura 5.5: Exemplo do formato de gravacéo dos dados
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5.2 Servidor de otimizacao

O servidor é a implementacdo que permite que algoritmosinigzazao possam ser executados
remotamente. A maquina que hospeda o servidor pode possgiamas especificos de otimizagéo,
assim ndo € necessario que estes programas sejam instaauds|uina do usuario.

Em nossa aplicacao utilizamos ferramentas proprietaaas gesolucdo de nossos algoritmos.
Fica a cargo do servidor disponibilizar 0 uso destas femamsepara todos os usuarios do sistema.
Outro aspecto é o sistema operacional necessario paraaaretas ferramentas. Como desejava-
mos um ambiente de especificacdo de problema livre destgdiestprecisamos criar uma interface
genérica para os algoritmos. Desejavamos também que esiarfalidade ndo estivesse disponivel
apenas para algoritmos de otimizacédo de taxas de injecaadsjengs que pudesse resolver outros
problemas de otimizacéo.

Para deixar a interface do servidor o mais genérica possipimos por utilizar uma estrutura
baseada em arquivos. O usuario envia um, ou varios, argpamso servidor contendo a instancia
do problema e mais algum arquivo que possa necessitar, caneagmplo, 0 modelo caso néo esteja
junto com a instancia. Envia também um arquivo com um ou nuarsaodos, que indica ao servidor
guais devem ser as a¢des tomadas com 0s arquivos de instarsgavidor, por sua vez, grava todas
as mensagens de resposta recebidas da execuc¢do dasasstingioblema em um arquivo de saida
e outro de erros, que é enviado ao usuario. Caso o usuari didseionar passos intermediarios
para arquivos auxiliares, também é possivel, podendo itéddsa posteriormente. Uma desvantagem
desta estrutura é que ndo permite que o usuario monitorelagés de seu problema enquanto ela é
executada; apenas permite que veja a resposta apés a &estdusido concluida.

Um grande desafio enfrentado foi que o computador que possi8onirsos para executar 0s
algoritmos de otimizagéo estava localizado dentro de udegegura. Desejavamos que este servidor
pudesse ser acessado a partir de qualquer computadorapgsejtambém pudesse ser acessado a
partir de computadores localizados fora da rede seguranéxéo direta entre estas duas maquinas
ndo é permitida, pois abre um caminho para falhas na segudangde.

Para resolver este problema foram desenvolvidos doisgmmag. O primeiro é o gerenciador das
instancias, responsavel por receber, gerenciar e exedltastancias, e enviar e permitir consultas das
solucdes obtidas. Este programa esta instalado e execotanputador com recursos para resolver
os problemas de otimizagdo. O segundo programa € uma ogedfa servidor, e fica alojado na
magquina que conecta a rede segura ao meio externo. Ele éséspbpor receber as instancias,
verificar se elas sdo seguras (ndo sdo arqunaiosos com intencéo de “atacar” a rede interna), e
encaminhar ao servidor; assim como pesquisar as respagiassentar para 0 USUArio.

A seguir, apresentamos detalhadamente cada um dos praggaméormam o sistema.
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5.2.1 Gerenciador de instancias

O gerenciador de instancias € o nucleo do servidor de otj@zaDesenvolvido em linguagem
C++[32, 41] para o sistema operacional Linux, o sistemaduéurado utilizando programacéo con-
corrente [42], que permite que varias a¢gfes sejam execusadaltaneamente (na realidade, ocorre
um pseudo-paralelismentre os processos [43]). No computador em que esta sencataote, o ge-
renciador roda em segundo plaf@¢kgroundl, ficando totalmente transparente para algum usuario
que eventualmente esteja utilizando aguela maquina.

Os processos que compdem o gerenciador sao:

Gerenciador de conexdesEste processo é responsavel por receber e despachar nogaéeode
rede executadas no servidor. Quando um usuario desejat@eaeacom o servidor, ele realiza
uma solicitacdo em unyaorta TCP-IP[44] especifica do servidor. Este processo, por sua vez,
fica travado, aguardando esta solicitacdo. Quando elasganprocesso avalia se a conexao
pode ser estabelecida (limitando o nUmero maximo de cosgxée&aso positivo dispara um
Novo processo que faz a comunicagcdo com o usuario.

Conexdes: Cada conexdo estabelecida com o servidor gera um novo poodesta classe. Este
processo recebe comandos do usuario e responde de mamepaaga, por exemplo, a carga
de uma nova instancia ou obtencéo de uma resposta.

Monitor de processador: Quando existe uma nova instancia para ser executada, mais&ces-
sita saber se a maquina esta disponivel para executa-larithigs de otimizacdo saoPU
bounded isto €, necessitam do processador intensamente. Adotm#xs como métrica para
saber se é possivel executar o algoritmo um histérico (dexapadamente um minuto) de ocu-
pacao do processador. Se o processador estiver sendo pibaada (no caso menos de 50%
em todos os pontos do histdrico), o sistema estd apto pgrardisprocessos de otimizacéo.
Este processo tem como funcgéo verificar ciclicamente (eemiaiibs de aproximadamente 20
segundos) a ocupacao do processador e montar um histéricsndassim como permitir ou
bloguear que novas instancias sejam iniciadas.

Gerenciador de execucaoQuando o processo de conexdes recebe uma nova instanciaa guen
seja executada, ela é colocada em uma fila. Este procesgmasésgel por verificar se existem
elementos nesta fila e, quando for permitido, executar osaedos da instancia. Enquanto
se busca a solu¢do de uma instancia, este processo tambgpoisdevel por verificar quanto
tempo de processador o problema utilizou, o limitando dedacoom os direitos do usuério,
evitando assim que problemas muito grandes sejam resslpmiousuarios com pouco direito
de acesso. Finalizada a execuc¢do da instancia, este gel@néi responsavel por enviar a
resposta ao usuario.

Gerenciador de instancias antigas:Este processo é executado em intervalos de tempo bastante
longos. Sua funcdo é monitorar ha quanto tempo cada inaté&sth armazenada no servi-
dor, e descarta-la se este periodo for maior que um certtelingto faz com que instancias
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muito antigas, e potencialmente ndo mais necessarias anajsejam eliminadas do servidor,
liberando espaco de armazenamento.

O protocolo de conexao com o servidor foi feito inspirado pragocolos SMTP [45] e POP [46].
A troca de dados é feita utilizando caracteres A8Qijlie torna a comunicacdo bastante simples.
Comandos séo enviados ao servidor em um formato textopietados e as respostas geradas sao
enviadas. Podemos dividi-los em trés grupos: identificagéie permite que o usuario se apresente
ao servidor através de uma identificacdo (comdrigee uma senha (comand8\W. Caso o usuario
nao se identifique, o servidor vai admitir que a conexdnd@nima e seus direitos (como por exemplo
o tempo de processador para rodar sua instancia) serétogestr

Um segundo grupo de comandos permite que o usuario infornseraaor o problema a ser
resolvido. Os comanddd LE e CMD permitem que o usuario envie arquivos contendo a instancia e
o0s comandos que serdo executados, respectivamente. Ratarspie o servidor execute a instancia
enviada utiliza-se os comandBgN e RUNMAI L, sendo que o Ultimo envia a resposta por e-mail para
0 usuario.

O ultimo grupo de comandos € utilizado para verificar a rdapta execu¢do de um problema.
Eles sdo apresentados no exemplo da Figura 5.6, em que élesi@dd uma conexdo com o servidor
e solicitada esta resposta. As sentencas grifadas sdo emndosenviados pelo usuario, e as sem
grifo sdo as respostas obtidas. Na primeira linha é sal&itama conexao com o servidor, que
esta hospedado no mesmo computador em que o teste foi dealiza porta 1209. A conexao é
estabelecida e na linha 2 o servidor envia uma mensagem devimmas. Em seguida o usuario
informa que deseja trabalhar com a instancia nimero 18,i@taajue o sistema informe o seu
estado. O servidor responde (na linha 6) que ja executoudnoia. Outras respostas poderiam ser
gue esta na fila aguardandQueug ou que esta sendo executada naquele mom&uoning. Por
fim, 0 usuario solicita a resposta gerada, que esta no arquiiva xt .

5.2.2 Interface

Para abstrair os comandos do gerenciador de conexdes, iilpgue este seja acessado de fora
da rede segura, foi desenvolvida uma interface amigavel paervidor. Esta interface é acessada
como uma péagina de Interfe¢ fica hospedada no computador que faz a conexo da rede segura
com o meio externo. Esta parte do codigo do servidor foi sem linguagem PHP [47], que € uma
linguagem que permite genpéginas dindmicasQuando a pagina é solicitada ao servidor de paginas,
0 cbdigo escrito em PHP é executado e uma pagina é geraddfieapgente para aquela conexao.
Isto permite que quando o usuario solicitar uma pagina deostas, por exemplo, o servidor de
paginas se conecta com o gerenciador de instancias, @m@sulhformacdes necessarias e gera a
pagina de acordo com a resposta do gerenciador.

5ASCII - American Standard Code for Information Interchangédigo padronizado americano para troca de informa-
¢Oes. Conjunto de codigos criado em 1961 para o computapi@sentar nimeros, letras, pontuagao e outros caracteres.

6No momento da escrita desta dissertagdo esta interface peee acessada pelo endereco
http://ww. das. uf sc. br/otim zacao.
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1 deconto@econto: ~> tel net | ocal host 1209
2 100 hello. welconme to das-ufsc optinization server
3 SETI NST 18

4 100 working with instance 18

5 GETSTATUS

6 101 6 FI NI SHED

7 CETFI LE out. t xt

8 100 sending file

9 ANP/ PRH34 Gas-lift Optimzation
10 M LP answer

11 e

12 Optimumprofit: 30787.4

13 Gl Well Injection Rate

14 1- Gl wll 80

15 2 - Ol vell 154

16 3- 0l wll 0

17 4 - Ol well o0

18 .

19 100 end of file

20 QUIT

21 100 bye

Figura 5.6: Exemplo de conexdo com o gerenciador de ing&nci

A interface possui dois grupos de cédigo bastante semefhaft primeiro possui um ambiente
amigavel para ser acessado pelo usuario, e permite quesesthaquais arquivos serdo carregados,
e verifiqgue o estado de execucdo e a resposta de sua instBlcisegundo as funcionalidades sédo
as mesmas do primeiro, mas o ambiente ndo permite interagdo cisuario (como botdesliaks).

Foi gerado para que outros programas utilizem os recursaemador (no caso, 0 Ambiente de
Especificagdo de Problema), uma vez que a comunicacao dmpr@agom o servidor € feita de
maneira mais direta, com chamadas http [48, 49].

Na Figura 5.7 apresentamos o ambiente para utilizar o serdiel otimizacdo a partir de uma
pagina de Internet. No topo podemos observar as trés fualiades disponiveisSubmit data
permite que o usuario submeta uma nova instancia para sentada no servidorGet Statusé
utilizado para verificar o estado de uma instancia submeapioldendo seAguardandg Executando
ou Concluidg a opcaddGet Answeretorna para o usuario a resposta obtida da execuc¢éo de dana da
instancia. Abaixo estdo os campos para submeter uma na&adies E-mail € o enderego eletrénico
do usuario, caso ele deseje que a resposta lhe seja enviadatpaneio;Commands o arquivo
gque contém os comandos que o servidor deve utiliz&ata File nsdo os campos destinados aos
arquivos de instancia que o usuario deseja submeter.

5.3 Estudo de caso

Nesta se¢do apresentaremos como utilizar a interfacerdzatido para obter as taxas de injecdo
6timas em uma instancia pequena. Para problemas em esdateorpeocedimento é exatamente o
mesmo.

Considere um campo de petréleo com quatro pogos operandmgdift. Este campo possui um
banco com trés compressores e toda a producgéo € enviadaxpaegparador. Na interface é possivel



5. Interface de otimizacédo 80

DAS Optimization Server - Mozilla Firefox =

Arquivo Editar Exibir Ir Favoritos Ferramentas Ajuda

@ €) @ 7*:\ [ http://www.das.ufsc.br/otimizacao/ |']

DAS Optimization Server

Submit Data Get Status Get Answer

Submit Data

E-mail: |

Commands: | Arguivo... |
Data File 1: I Arguivo. .. |
Data File 2; | Arguivo. .. |
Data File 3: I Arguivo. .. |
Data File 4: I Arguivo. .. |
Data File 5: | Arguivo. .. |
Submit |

Concluido

Figura 5.7: Interface para o usuério do servidor de otindiaa¢

| @t (G@Pdem @lam) | B W
(80,960) (200, 1044) (267, 1060)0,70 0,20 0,10
(80,998) (133, 1140) (200,1412)0,75 0,17 0,08
(80,1108) (133,1132) (267,1652)0,65 025 0,10
(80,1090) (133,1200) (267, 1500)0,66 0,24 0,10

WN | S

N

Tabela 5.1: Descricdo dos campos de petréleo para o esturisde

abrir um editor esquematico do campo, e montar um diagramm apapresentado na Figura 5.2
arrastando os componentes para dentro do painel de edig@odiBgrama ndo é necessario para que
0s problemas sejam instanciados, mas em casos de tamaniocergéahde ele pode ajudar o usuario
organizando as informagdes do campo.

Em seguida devemos caracterizar o campo. Como nossogmlgesao baseados em um critério
econdmico, é necessario que sejam informados os precoeda@das produzido, assim como o
custo de tratamento da 4gua extraida. Em nosso exemploiasssi$20,00 e $ 2,00 para 0s precos
do 6leo e gas produzidos, e $ 1,00 para o custo de tratameagudaDescrevemos cada pegoom
uma CPP contendo trés pontos cada. A Tabela 5.1 apresentatos pa curva de cada pogo, assim
como suas proporgoes de 6leo, gas e agha{ evy) produzidas.

No banco de compressores consideramos que a capacidaddadeocapressor é 60, 60 e 80
unidades de gas comprimido, resultando em 200 unidadegédeidade total de injecao, a um custo
comum de $ 5,00. Como o algoritmo de otimizacdo que utilimasendo considera restricdes no
separador, ele ndo foi caracterizado. Admitimos tambémmégoeexiste restricdo de precedéncia em
nossa instancia, mas um grafo de precedéncia pode serdatdrmtroduzido.
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% Instance Number 65

Instance: 65

Your instance: 65

Output:

ANP/PRH34 Gas-1ift Optimization
HMILF ansuer

Optimam profic: 30712.1

0il Well Injection Rate
1 - 0il Well 0
Z - 0il Well 1zZ0
3 - 0il Well a0
4 - 0il Well 0
L
_(_. >

Close

Figura 5.8: Apresentacéo da solucdo de um problema

A caracterizacdo do campo ndo precisa ser feita nesta sagliéD sistema da total liberdade
para o usuario, de maneira que ele insira as informacgesrooafelas lhe forem disponibilizadas.
Também ¢é possivel fazer a qualquer momento alteragfes mduestdo campo, como adicionar
NOVOS POgoS ou 0s excluir.

Montado o campo é possivel fazer chamadas ao algoritmo mézatido para que as melhores
taxas de injecao de gas sejam calculadas. A primeira etaysést®em escolher qual algoritmo sera
utilizado. Em seguida é aberto um didlogo com o usuério pagaste configure detalhes da execucao
do algoritmo. No caso do modelo apresentado nesta disdertagossivel configurar se deseja-se
ou nao que as restricbes de precedéncia sejam considefdassso seguinte é executar um pré-
processamento dos dados do campo. Nesta etapa séo vesificaolasisténcias na instancia, como
por exemplo, um poc¢o ndo caracterizado por sua CPP, ou unressap habilitado com capacidade
de compresséo nula. Se o sistema gerar mensagens de aleotasexemplificadas, o usuario ainda
pode continuar o processo, mas mensagens de erro coma@ncigenas fracoes de producao, exigem
correcdes do usuario.

Por fim os dados s&o submetidos ao servidor. E possivel ess@lla resposta deve ser enviada
para a caixa de correio eletrébnico do usuario, ou apenas@sedeconsultada pelo sistema. Entéo é
aberto um didlogo com o usuario informando a solucéo étima s instancia (Figura 5.8).

5.4 Sumario

Neste capitulo apresentamos a ferramenta desenvolvida gé&mputo das taxas 6timas de inje-
¢do de gas em um campo operandogas-lift. Adotamos uma estrutura cliente-servidor que permite
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gque o usuario caracterize localmente o problema, e que esjdvido em uma maquina especifica
para este fim. O ambiente de especificacdo do problema pemuete usuario desenhe um esquema
do campo de petréleo que esta tratando, e descreva cada wusdeosnponentes, permitindo inclu-
sive adicionar caracteristicas que possam ser utilizadasueros algoritmos de otimiza¢do. Permite
também que a partir do préprio ambiente, solicite que o dendbtenha as taxas 6timas de gas de
injecao.

O servidor foi desenvolvido em duas partes: um gerenciadanstancias, que efetivamente
realiza as chamadas dos algoritmos de otimizacdo; e uméatdgegue permite que o gerenciador
seja acessado de maneira segura e amigavel. Por fim, apressentim estudo de caso, em que
mostramos passo a passo como utilizar o sistema para obseragposta 6tima para um campo de
petréleo simulado.



Capitulo 6

Conclusoes e trabalhos futuros

A atual competicdo no mercado do petréleo e os altos custedvetos tornam qualquer ganho
relativo no lucro de extracdo de hidrocarbonetos signWiast Neste contexto, a obtencéo de taxas
6timas de injecdo de gas no processo de elevacaggmlift, que permitam maximizar o lucro da
extracdo assume um papel de destaque nestes campos déiprafipgesentamos uma formulagdo
para este problema baseada em programacao linear intsteaanin restricdes de quantidade maxima
de gés de injecao e precedéncia de ativagao de pog¢os. Tamibgmplémentada uma ferramenta para
especificacéo e resolucéo destes problemas.

A programacao linear inteira mista € uma ferramenta podeayos permite o cémputo de solucdes
6timas globais com variaveis de decisdo inteiras em prasegue a funcdo objetivo é linear. Para
o problema da mochila as coberturas permitem buscar fagataso poliedro de restricdes. Se adi-
cionarmos restricdes de precedéncia, temdé-asberturas que permitem gerar desigualdades fortes
para o poliedro. Caso a funcdo objetivo ndo seja linear, gyeldineariza-la por partes adicionando
variaveis binarias de decisdo. O modelo proposto por SH2&ilse mostrou muito melhor que os
outros devido a sua simplicidade e caracteristicas pai®dr

A formulacdo do problema de alocacéo 6tima de gas de injegfifImndo programacao linear
inteira mista apresenta uma série de vantagens: geneoalizgodelos existentes tratando explici-
tamente as decisfes de ativacdo e desativacdo dos pocosdeopgermite a aplicacdo intensiva
da teoria e ferramentas algoritmicas do dominio da programanteira, que permitem a obtencéo
de 6timos globais e uma medida da qualidade de solucdesimaaas; o modelo pode ser facil-
mente expandido para comportar outras restricbes. Estsectte problemas é NP-Dificil no sentido
forte, entdo € importante a insercao de cortes para agdipaocesso de busca, principalmente em
instancias de grande porte.

Apresentamos uma formulagao para obter desigualdadesddara um subconjunto das varia-
veis de decisdo do problema, e um procedimenttifiieg para expandir estas desigualdades para
todo o espaco das variaveis de decisdo. Este procedimeniftirde envolve a resolucdo de uma
sequéncia de problemas, téo dificeis quanto resolver aiprpmblema de alocacdo de gas. Entédo
apresentamos um procedimento para o computo de fatoresirapdns ddifting. Experimentos
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computacionais mostraram que estas desigualdades deéurabgrodem reduzir o nimero de itera-
¢Bes e o tamanho da arvore Beinch and Bound

Criamos uma ferramenta para especificacdo e resolugédo blemes de alocacao de gas de in-
jecdo. Sua estrutura faz com que o computo das taxas dedrgejdirealizada em um computador
especifico, com capacidade de processamento suficienteepahzer o problema. O emprego desta
ferramenta permite que o operador do campo utilize a forgAolalesenvolvida sem necessariamente
conhecer detalhes do modelo e do algoritmo de resolucdo.nEestudo de caso mostramos que sdo
tratadas apenas caracteristicas que descrevem a opevacgmob, sendo que detalhes do funciona-
mento do algoritmo séo abstraidos do usuario.

Como sugestao para trabalhos futuros propomos que noteigode Branch and Boundgara
resolugdo do problema sejam gerados cortes em cada né da devdusca, que pode agilizar o
processo de resolucéo, e sejam feitos estudos comparatieo&péndice B apresentamos uma for-
mulacédo para o problema que leva em consideracdo a congawddacurva de performance do poco.
Propomos que esta formulagéo seja explorada, inicialnfanémdo um comparativo dos ganhos na
diminuicdo do esforco computacional desta formulacdo r@duzir o nimero de variaveis de deci-
séo, com a formulagéB (G). Em seguida, podem ser expandidos os conceitds-deberturas e
lifting para esta formulagéo.

Na interface de otimizacdo, propomos que seja estudadaama imais direta de conexdo do
ambiente de especificacdo do problema com o servidor, goétper acompanhamento do calculo da
solugdo. Também propomos uma ampliacdo do modelo parasdigos de restricbes, como perdas
de cargas na tubulacao, interferéncia entre pocos e actwapanto da dinamica do reservatoério.



Apéndice A

Fatores delifting exatos para uma
floresta

Nesta secdo apresentamos um algoritmo em programacaoickngana o computo dos fatores
exatos ddifting caso o grafo de restricbes de precedéncia de ativagdo sajflaresta. Tomemos
como referéncia a formulagdq’ apresentada em (4.10), da Segéo 4.3.

As simplificacdes sobre (4.10e) podem ser programadas rsgglmente por (4.10e)—(4.10e)
para reescrever o problema como:

%" & = & + Maximize ZneAt Z(n,k)e&,n ankXnk (A.1a)
Sujeito a Z, Z PniXnk < b (A.1b)
nEA; (n,k)eB n
S miz Y X, V(mn) €E(G) (A.1c)
(m,i)eBtm (n,j)€Btn
Xk < LVner(G) (A.1d)
(n,k)€Btn
Xnvk € {07 1}a V(n, k) € UI’IEA( Bt,l’l (Ale)

para os conjuntogy C N, Bty C S e G = G[A]; e 0 escalad;. Podemos assumir sem perda de
generalidade quee b,k sdo inteiros. Existe uma solugéo recursiva p@f’aseét é umafloresta. Seja
7 ={ny,ny,...,nt} uma ordenacgéo topoldgica . Para simplificar a notacéo, tomen®s= B; ,
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e sejaR, os filhos den emG;, isto é,R, = {m: (n,m) € E(G;)}. A recurséo é:

PY(n,q):
J(n,q) = Maximize Z ankXnk +J(Rn,q—q) (A.2a)
(nk)€Bn
Sujeito az(mk)ean Xnk =Y (A.2b)
> (nkyes, Pk < G (A.2c)
ge{0,...,q} (A.2d)
Xnk € {0,1}, V(n,k) € By (A.2e)
PY(R )
J(R,q) = Maximize J(n,§) + »(R\{n},q— §) (A.3a)
Sujeito aye {0} U{y} (A.3b)
§ge{0,1,...,q9} (A.3c)
n <A, VA e R\{n} de acordo conT (A.3d)

onde a interpretacdo dos problemas esta a seguir.

PY(n,q) é a forma restrita de&;”, para unt particular, incluindo o poga e seus sucessores em
G, isto €,S, = {me V(G;) : n < m}, e tendo uma capacidade de compresséo de g4sididades.
Ainda, o pogon esta ativado sg = 1 e desativado sg= 0. J¥(n,q) é o valor da fungdo objetivo de
uma solugdo 6tima paf(n,q). Note quePY(n,q) é sempre factivel sg= 0. Sey = 1 eq unidades
sdo insuficientes para ativar o pagoentdoP(n,q) é infactivel eJY(n,q) = —c. Note também que
0s sucessores ae S,, podem ser ativados apenas se o0 poestiver ativo.

PY(R,q) é a forma restrita de;”, para umt particular, considerando apenas as arvores com
raizes nos elementos &C V(G;) onde(S,U{m}) N (S,U{n}) = 0 para todosn,n € R distintos,
e possuindo apenagunidades de capacidade de compressdo. Ainda, cadanpegddeve estar
inativo sey = 0, mas 0s pogos podem estar ativos ou inativog sel. J¥(R,q) é o valor de uma
solucéo étima par®(R,q). Note quePY(R,q) é sempre factivel independente dos valorey e,

garantindo qué¥(R,q) > 0.

As recorréncias (A.2a)—(A.2e) e (A.3a)—(A.3d) levam o peota a equivaléncig,” = Pl(r(ét), b)
e, portantog; = & +J1(r(G~t),b). Um algoritmo em programacado dinamica pode ser desenwolvid
a partir de uma execucao seqliencial destas recorrénciaguik,sapresentamos uma visao geral do
algoritmo.

Sejas¥(n) = {J(n,q) : q=0,...,b} um conjunto de solu¢Bes paPri(n,q) variandog, em que
7(n) = 7%n)uU s%(n) é o conjunto de todas as solugdes. SEiR) = {P(Rq):q=0,...,b} o
conjunto de solu¢des paR¥(R,q) variandog ey € {0,1}, ondeR C R, para algumm € V(Gt) ou
RC r(G). Ainda, seja (R) = 7°(R) U s(R) o conjunto de todas as solugdes.
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O algoritmo consiste em varrer 0s nds G@e em ordem reversa de, isto é, das folhas da
floresta até as raizes, computandm) em cada nd, sobres(R,;) parai = j,j—1,...,1, onde
Roi={r",....r'} eRy={rf,...,rj'} € o conjunto de filhos da obtidos de acordo com a ordem
topoldgica7. Pode ser mostrado que este algoritmo é executado em t&)d|q?) e utiliza
©(4|V|q) unidades de memoria para armazenar as tabelas.



Apéndice B

Modelo linear por partes considerando
concavidade

Propomos aqui um modelo linear por partes para o problemkdacdio 6tima de gas de injecdo
que considera a concavidade das curvas. Segundo Shetatid28n conjunto de pontos formar uma
regido cOncava, é necessario apenas uma variavel de dbuidéia por regido.

Esta formulacdo aproveita o fato que a curva de performaogmdo (CPP) ou é cdncava, ou
pode ser dividida em regides concavas. Esta formulacéoed@ia & complexidade computacional da
resolucao do problema. Entretanto, ha uma reducdo no niteerariaveis de decisao inteiras, que
pode levar a um nimero menor de nés no algoritm@&ech and Bounau de planos de corte, e
por consequiéncia em uma reducdo nos custos computaci@naiskgencao da resposta.

Para formulagao deste modelo utilizamos as definicdeseqestas no Capitulo 4.

Defini¢&o B.1 Para um pogo n, um conjunto™= {k: g™ € Q"} = {tI,...,t5} de indices consecu-
tivos de pontos representam umemido concavae para todos os indices a, b ecT", a< b < c,
valer:

N e O —
Gout > (—me——na)Gout + (—c—ma ) dout (B.1)
Un —Gin Un —Gin

Uma regido concava kaximase T'U {t] — 1} e T"U{tg, + 1} n&do representam uma regiéo concava.

Dividimos K" = {1,...,k(n)}, que é o conjunto dos indices @, emu(n) conjuntosT, que
representam regides concavas, tal que:
° UH(”) Th — K™
m=1'm— !
o |TH>2,m=1,...,un);

o th 1o =tmy, M=2....u(n).
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Se os conjunto$;, m=1,...,u(n), representarem regides concavas maximas, a represeptacao
Otima no numero de variaveis de deciséo.

con
pl

(G) : Maximize f =

N K(n)

n=1m=1keTh

N
Sujeito a: Z g, < g™
n=1

M) i H(j) i
Xn< Y X
H(n)
X< 1
k=1
. H(n) ke n
Qin = z Qin )‘mk
m=1keTh

x>0

Xm € Z

onde=={(nm):n=1,....Nem=1...,un)}.

nkyn
P Ak

v(j,i) € E(G)

vne R(G)

pd

n=1,...,
V(n,m) e =

V(n,m) e =

vke Tn
V(n,m) e =
V(n,m) e =

(B.2a)

(B.2b)

(B.2c)

(B.2d)

(B.2e)

(B.2f)

(B.29)

(B.2h)
(B.2i)

Se cada conjunto de pont®§ possuir cardinalidadfn| = 2, entadP;P"(G) pode ser reduzido a
Poi(G). Isto é, se cada conjuni@f; possui dois pontos consecutivos que representam uma idgiao
Poi(G), entdoPP"(G) € equivalente & (G).

B.1 Exemplo ilustrativo

Considere que para um dado pat@ CPP possui a configuracdo apresentada na Figura B.1.
Observe que os pontd§, 1), (2,3) e (3,2) formam uma regido cbncava méaxima, e que 0s pontos
(3,2), (4,3), (5,3) e (6,2) formam outra regido. Assim, assumimag®) = 2 regibes cbncavas, e
temos quel’ = {1,2,3} eT;' = {3,4,5,6}. Note queT;'UT,' = {1,2,3,4,5,6} = K".

Utilizando esta formulacéo temos 8 variaveis de deciséis (@ae qf) e 2 variaveis inteiras
para representar este pogo Se aplicarmos esta curva no modelgp(G) teremos 11 variaveis de
decisdo reais e 5 inteiras. Podemos observar uma redugdificsiiva nas variaveis de deciséao,
principalmente nas inteiras, que levam a uma reducdo desscosmputacionais para resolucao do

problema.

Se fizermodl' = {1,2}, T)' = {2,3}, T3' = {3,4}, T;' = {4,5} e TJ' = {5,6}, serdo necessarias
11 variaveis reais e 5 inteiras, que corresponde a formuRg&G) original.
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n
Gout

3
2
| |
| |
| |
1 | | |
| | |
n n
I ST, SN R
I I I I I I
1 2 3 4 5 6  q

Figura B.1: Exemplo de CPP considerando concavidade nev&sr de decisao.
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