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RESUMO: O presente trabalho reflete os estudos de um projeto de pesquisa com
vistas a obtenc¢ao do titulo de Doutor em Engenharia Elétrica na area de Sistemas de

Informacao, sub-drea de processamento de sinais.

O enfoque da pesquisa é em sistemas adaptativos, especificamente na analise es-
tatistica de uma classe de algoritmos adaptativos baseados no algoritmo de Projecoes
Afins (AP). A motivagdo para andlise destes algoritmos deve-se as suas crescentes
aplicacoes em sistemas de comunicagoes, e em particular, no problema do cancela-
mento do eco actstico. Apresenta-se neste trabalho uma explanagao do problema de
cancelamento do eco acustico, onde a implementacao de filtros adaptativos sao discu-

tidas.

O algoritmo AP apesar de ja ser bastante utilizado em aplicagoes onde necessita-se
de um algoritmo que seja rdpido e imune a algumas propriedades do sinal de entrada,
ainda carece de uma andlise mais profunda de seu comportamento. Dessa forma, este
trabalho busca preencher esta lacuna com o objetivo de oferecer uma ferramenta de

auxilio no projeto de filtros adaptativos.
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O pseudo algoritmo AP pode ser entendido como uma extensdo do algoritmo AP
para uma taxa de adaptacao diferente de 1. O interesse no desenvolvimento de um
modelo deterministico para seu comportamento deve-se ao surgimento de uma grande
quantidade de estratégias aplicadas no cancelamento de eco actustico, onde o passo de
adaptacao é varidvel, caracterizando neste sentido, a distingao entre este algoritmo e o

algoritmo AP.

Ao longo deste trabalho sao determinadas equacgoes recursivas para a modelagem
do comportamento médio quadratico dos coeficientes e dos momentos de segunda or-
dem, assim como, para o erro médio quadratico, operando em ambiente estacionario
e nao estacionario. Estas equacoes permitem inferéncias sobre o comportamento do
sistema para diversos parametros. Os algoritmos sao analisados para sinais de entrada

autoregressivos (AR).

Sao apresentadas simulagoes com o intuito de comprovar a funcionalidade dos mo-

delos analiticos, bem como suas limitacgoes.
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ABSTRACT: This work presents a statistical analysis of a class of adaptive algo-
rithms based on the Affine Projection algorithm. The Affine Projection (AP) and the
Pseudo AP algorithms are studied. The analysis of these algorithms is motivated by
their increased in use applications such as echo cancellation, channel equalization and

noise cancellation.

Analytical models for predicting the stochastic behavior of the Affine Projection
(AP) and Pseudo AP algorithms are derived for autoregressive (AR) inputs. The anal-
ysis of the AP algorithm considers a unit step size (fastest convergence). The Pseudo
algorithm is obtained by introducing a step size control parameter in a simplified up-
date equation of the Affine Projection (AP) algorithm (valid only for unit step size).
An analytical model is derived for predicting the stochastic behavior of the new algo-

rithm for any step size o < 1.

Deterministic recursive equations are presented for the mean weight and mean
square error (MSE) for a large number of adaptive taps N, as compared to the al-

gorithm order P, for operating in both stationary and nonstationary environments.
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Monte Carlo simulations illustrate the accuracy of the theoretical models in pre-

dicting the behavior of the algorithms.
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Capitulo 1

Filtragem Adaptativa e sua
Aplicacao no Cancelamento de Eco
Acustico

1.1 Introducao

Neste capitulo sao introduzidos os conceitos iniciais para melhor compreensao do
trabalho e apresentados os objetivos principais e sua relevancia. Basicamente sdo
abordados os seguintes tépicos: filtragem adaptativa, cancelamento de eco actstico

e algoritmos adaptativos aplicados na estratégia de cancelamento do eco acustico.

1.2 Filtragem Adaptativa

A filtragem adaptativa é aplicada atualmente em um grande nimero de problemas
de engenharia. Por exemplo, a técnica tem sido explorada com sucesso em diver-
sos sistemas de comunicacao, tais como adaptacao de antenas, equalizacao de canais
para transmissao de dados, cancelamento de eco em telefonia de longa distancia, can-
celamento de interferéncia, estimacgao espectral, andlise e sintese de voz e, dentre as

aplicacoes mais recentes, no cancelamento de eco actstico.

Uma inspecao mais detalhada das aplicagoes da filtragem adaptativa pode ser encon-

trada nas referéncias [40, 16, 12, 21, 36, 32]. Em [16], é apresentado um breve histérico



1. Filtragem Adaptativa e sua Aplicacao no Cancelamento de Eco
Aclstico 2

do desenvolvimento da teoria de estimacao linear, filtragem adaptativa e aplicagoes do
processamento adaptativo de sinais. Diversas referéncias sao citadas numa seqiiéncia

cronolégica correspondente a evolugao da pesquisa nesta area.

O estudo da filtragem adaptativa, que teve grande impulso com o desenvolvimento
do algoritmo Least Mean-Square (LMS) por Widrow e Hopf em 1959, tem recebido
consideravel atencao de muitos pesquisadores nas ultimas décadas. Este interesse deve-
se ao fato de muitos problemas praticos nao poderem ser resolvidos satisfatoriamente
utilizando-se filtros digitais fixos. Em algumas aplicacoes os coeficientes do filtro digital
devem ser determinados em cada utilizacao especifica. Este é o caso de equalizadores
de canal usados em comunicagoes telefonicas, ja que o canal é diferente a cada ligagao.
Em outras aplicagoes, as variagoes do sistema fisico envolvido ou das propriedades dos
sinais sao rapidas. Neste caso, os coeficientes do filtro devem acompanhar as variagoes
do sistema em operacao. Dessa forma, a aplicacao de filtros adaptativos justifica-se por
estes nao necessitarem de informagoes a priori sobre a estatistica do sinal a ser proces-
sado. Estes sistemas caracterizam-se por apresentarem coeficientes que sao alteraveis
ou ajustaveis, de tal modo que sua acao ou desempenho melhore através do contato

com o préprio ambiente.

Segundo Widrow e Stearns [40], os sistemas adaptativos possuem todas ou algumas

das seguintes caracteristicas:

1. Adaptagdo automdtica a medida em que ocorre a modificagdo do ambiente e/ou

mudanca das necessidades do sistema (auto-otimizagao);

2. Podem ser treinados para desenvolver uma tarefa especifica de filtragem ou de-
cisao, ou seja, podem ser programados através de um processo de treinamento

(auto-programédveis);
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3. Em decorréncia do item anterior, ndo precisam de procedimentos elaborados de

sintese (sao basicamente auto-programaveis);

4. Podem extrapolar o espago de conhecimento e lidar com novas situacoes apds o

treinamento com um pequeno conjunto de padroes de entrada (auto-aprendizado);

5. Até certo ponto podem reparar a si mesmos, ou seja, podem adaptar-se em regices

proximas da 6tima mesmo quando sujeitos a certos tipos de defeitos ou limitagoes;

6. Geralmente sao mais complexos e dificeis de analisar que sistemas nao adapta-
tivos, mas oferecem a possibilidade de um desempenho substancialmente melhor

quando as caracteristicas do ambiente sao desconhecidas ou variantes no tempo.

O rapido aumento no campo de aplicacoes dos filtros adaptativos deve-se aos re-
centes progressos no desenvolvimento de microcircuitos, o que tornou disponivel pro-
cessadores de sinais (DSP-Digital Signal Processors) mais velozes. Esse aumento na
utilizacao de filtros adaptativos e a implementagao de algoritmos em tempo real tornou
necessario o desenvolvimento de modelos analiticos que sejam capazes de prever o com-

portamento dos algoritmos em condicoes de operacao, ou o mais préximo possivel disso.

Motivado pelos beneficios evidenciados nesta secao, procura-se neste trabalho estu-
dar aspectos importantes na solugao utilizando a filtragem adaptativa quando aplicada

ao problema de cancelamento de eco actstico.

1.3 Sistemas Adaptativos

Os sistemas adaptativos sao essencialmente filtros com coeficientes variantes no
tempo e que sao modificados periodicamente na tentativa de satisfazer a algum critério
de desempenho estabelecido. Este critério de desempenho é normalmente uma funcgao

do erro do processo de adaptacao, a qual deve ser minimizada.
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A operagao de um sistema de filtragem adaptativa envolve dois processos bésicos:
um processo de filtragem com o objetivo de produzir uma saida em resposta a uma
seqiiéncia de entrada, e um processo adaptativo. O propdsito é fornecer um mecanismo

para ajuste de um conjunto de parametros utilizado no processo de filtragem.

Na Figura 1.1, tem-se a configuragao genérica de um filtro adaptativo. O sinal d(n)
representa uma resposta desejada, do qual é subtraida a saida atual y(n) de um filtro
digital. O objetivo é que y(n) seja uma estimativa de d(n). O erro na saida e(n) é a
diferenca entre o sinal desejado d(n) e a estimativa y(n), ou seja, e(n) = d(n) — y(n).
Este sinal de erro é utilizado no bloco de adaptagao com a finalidade de forcar o sistema
adaptativo a corrigir os coeficientes do filtro. Freqiientemente, essa corre¢ao baseia-se

na minimizagao de uma fungao do erro e(n).

d(n

p (n)

+

x(n) - Filtro - e(n)
| Digital
’ y(n)

Algoritmo
~|  Adaptativo

Figura 1.1: Diagrama de blocos de um filtro adaptativo.

A avaliacao do desempenho do sistema adaptativo pode ser feita utilizando os mais
variados critérios. Entretanto, o critério mais aplicado a este propdsito é baseado no

erro médio quadratico (EMQ) expresso matematicamente pela equagao:

¢(n) = E{e*(n)} = E{(d(n) — y(n))*} (1.1)
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onde E{-} corresponde ao valor esperado (esperanca estatistica) do erro quadratico.

De acordo com a teoria de filtros de Wiener, que é proveniente de uma base es-
tatistica, os coeficientes 6timos de um filtro linear sao obtidos da minimizacao do erro
médio quadratico. Esta fun¢ao custo é escolhida em virtude de permitir uma manip-
ulacao matematica mais facil, além de apresentar apenas um tinico ponto de minimo, no
caso um hiperparaboléide, que pode ser calculado facilmente utilizando-se a estatistica

de segunda-ordem do processo aleatério implicito.

A avaliacao de £(n) requer certa estatistica que é obtida através da média de um
conjunto de medicoes (ensemble), que pode ndo ser possivel em aplicagds praticas. O
problema é resolvido assumindo a propriedade de ergodicidade do sinal de entrada,
isto é, toma-se a média temporal ao invés da média de um conjunto de medicées ou

ensemble [12].

Existem diversas aplicacoes que se beneficiam da solucao adaptativa. A maioria
dessas aplicagoes recai em uma das seguintes classes de problemas: predicao, identi-

ficacao de sistemas, modelagem inversa e cancelamento de interferéncia [40, 16].

A aplicacao de um sistema adaptativo na operacao de predi¢ao, apresentada na Fig.
1.2, consiste na utilizagdo de M amostras passadas de um sinal {z(n),n; < n < ny},
para estimar a amostra corrente de um sinal aleatério z(ng). Existem trés casos de
interesse: (1) predigao regressiva (forward), quando ng > ng; (2) predigao progressiva
(backward), quando ny < nq; e (3) interpolagdo, quando n; < ng < ny. Nesse ultimo
caso, o valor de n = ny nao é utilizado no cdalculo da estimacao. Dos casos citados, o
mais aplicado é a predicdo linear forward, onde a estimacgao é feita usando uma com-

bina¢do linear das amostras de z(n) passadas [21].
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s(n)

/ +

- Sistema —
x(n-n Adaptativo y(n) e(n)

(

Figura 1.2: Predicdo adaptativa.

= Atraso

Na Figura 1.3 apresenta-se uma estrutura adaptativa utilizada na identificacao de
sistemas ou modelamento. Nesta configuracao, tanto a planta quanto o filtro adap-
tativo sao alimentados pela mesma entrada. O filtro adaptativo ird ajustar-se com o
objetivo de tornar sua saida igual ou préxima a saida da planta. Sistemas de identi-
ficacdo sao utilizados no modelamento de sistemas que variam lentamente no tempo,

comparativamente a velocidade do processamento digital empregado.

s(n) Planta
d(n)
A +
| Sistema —
X(n) ; Adaptativo e(n)

y(n)

Figura 1.3: Sistema de identificagao.

A configuragdo da Fig. 1.4 é utilizada em diversas aplicagdes, como modelamento
inverso, processamento de voz, sintese de filtros digitais, sistemas de controle, equal-

izagao de canais telefonicos, entre outras.

Conforme [40], a inclus@o do atraso de amostras do sinal de entrada permite reduzir
o valor do erro médio quadratico minimo. Esse atrasador procura compensar o retardo

ocasionado pela planta no sinal s(n). Em muitas aplicagbes, este procedimento torna
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desnecessaria a utilizacao de um preditor no sistema adaptativo.

S(n) = Atraso
d(n)
o +
= Planta 3istema —
- Adaptativo
+ o X L25F yin) T &)

ruido

Figura 1.4: Estrutura adaptativa aplicada na equalizacao de canais.

Outra configuracao adaptativa bastante utilizada é apresentada na Fig. 1.5. Neste
diagrama, apresenta-se um sinal de entrada s(n) somado a um ruido r,(n). O objetivo
do sistema adaptativo é produzir uma saida y(n) que se assemelhe a r,(n), de forma
a obter-se e(n) = s(n), ou seja, o sinal de entrada s(n) sem a degradagao gerada pelo

ruido r,(n).

s(n)+ ry(n)

d(n)
b +
Sistema -
| Adaptativo

r,(n) ( y(n) 7 &)

Figura 1.5: Estrutura adaptativa aplicada ao cancelamento de interferéncia.

1.3.1 Estruturas de Filtragem

Quanto a duracao das respostas impulsionais dos filtros adaptativos, exitem dois
tipos de filtro digital que podem ser usados, que sdo: resposta ao impulso de duracao

finita (FIR) e resposta ao impulso de duracdo infinita (IIR). Filtros FIR incorporam
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apenas zeros de transmissdo (todos os seus pélos estdo na origem do plano z). Con-
seqilentemente, sao sempre estaveis e possibilitam respostas de fase linear. E a estrutura
mais utilizada para filtros adaptativos em tempo real, devido a estabilidade inerente e

simplicidade de implementagao.

Filtros ITR possuem melhor capacidade de modelamento do que os filtros FIR para
sistemas com resposta em freqiiéncia bem comportada. Permitem que os sistemas
fisicos possam ser melhor descritos através de equacgoes de diferencas envolvendo tanto
a entrada como a saida do processo. Estas equacoes conduzem, por sua vez, a fungoes
de transferéncia racionais. Entretanto, estruturas IIR apresentam problemas de esta-
bilidade. Além disso, alguns trabalhos recentes mostram que o modelo IIR nao oferece
bom desempenho em algumas aplicagoes como, por exemplo, no cancelamento do eco

acustico [18, 36].

A estrutura utilizada neste trabalho para o filtro adaptativo é a estrutura transver-
sal mostrada na Fig. 1.6. O niimero de elementos de atraso determina a duragao finita

de sua resposta ao impulso, ou seja, a ordem do filtro. O elemento de atraso é identifi-

cado pelo operador z !, e os elementos wy, k = 0, ..., N — 1 representam os coeficientes
do filtro adaptativo.
x(n) ;1 X(n-1) ;1 X(n=2) | ;1 X(n—N+L)

Figura 1.6: Estrutura de um filtro transversal.
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Usando a estrutura de filtragem da Fig. 1.6, a funcdo erro médio quadratico refer-

ente ao diagrama em blocos da Fig. 1.1 é dada por:

£(n) = E{e*(n)} = E{[d(n) — x" (n)w]"}

= E{d*(n)} - 2p" (n)w + wR(n)w

(1.2)

onde d(n) é o sinal desejado, p(n) = E{d(n)x(n)} é definido como o vetor de cor-
relagbes-cruzadas entre d(n) e x(n), x(n) é o vetor de observagdes do sinal de entrada,
x(n) = [z(n) z(n—1)...2(n— N +1)]" e w é o vetor de coeficientes do filtro. A matriz

R(n) = E{x(n)x*(n)} é a matriz de autocorrelagio do vetor de entrada x(n).

Para sinais estaciondrios, p(n) e R(n) sao invariantes no tempo, ou seja, p(n) = p
e R(n) = R. A matriz de autocorrelagdo R desempenha uma fungio chave no projeto
e na analise de filtros adaptativos. Em particular, sao bastante tteis as seguintes

propriedades da matriz R de um processo estaciondrio [40, 16, 21]:

1. A matriz de autocorrelacao de um processo estocastico estaciondario é simétrica,
. ’ T
isto ¢, R° = R.

2. A matriz R de um processo estocastico estacionario é toeplitz, isto significa que

todos os elementos em qualquer diagonal paralela a diagonal principal sao iguais.

3. A matriz R é semi-definida positiva. Na pratica, pode-se geralmente considerar

R definida positiva [16]

Neste trabalho consideram-se sistemas adaptativos com sinais de entrada x(n) esta-

clondrios.

A finalidade do algoritmo adaptativo, como ja mencionado, é ajustar o filtro para
minimizar o valor médio quadratico de e(n). O sistema de adaptagao ird continua-

mente ajustando os coeficientes do filtro, buscando minimizar o erro. Da equagao (1.2)
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pode-se observar que o erro médio quadratico é uma fun¢ao quadratica do vetor de coe-
ficientes w(n) com um minimo global, j& que corresponde a uma superficie quadratica
convexa onde a matriz de autocorrelagdo R é definida positiva. Dessa forma, para
obter o conjunto de elementos do vetor w(n) que minimize a fungao £(n), também con-
hecida como superficie de desempenho, é necessario resolver um conjunto de equagoes
que resulta deste problema de minimizagao de funcdo. Para esta finalidade, o método

do gradiente descendente - steepest descent - [40, 16, 21| pode ser utilizado.

Este método utiliza o gradiente da superficie de desempenho, procurando seu ponto
minimo. O gradiente em qualquer ponto da superficie pode ser obtido diferenciando a

equagdo (1.2) em relagdo ao vetor dos coeficientes do filtro adaptativo.

Vé(n) = = —2p + 2Rw (1.3)

Igualando a equagdo (1.3) a zero, encontra-se o valor 6timo do vetor de coeficientes

e, conseqiientemente, chega-se a :

w’=R7'p (1.4)

A equagao (1.4) é a solugao 6tima de Wiener para um filtro digital cuja resposta ao
impulso tem comprimento finito (FIR). Obviamente, essa resposta requer que R seja

inversivel [40, 16, 21].

No caso de sistemas adaptativos, w torna-se w(n). O algoritmo adaptativo ajusta

w(n) a cada iteragao de forma a aproxima-lo o maximo possivel de w°.
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1.4 O Eco Acitstico e a Estratégia de Cancelamento
Aplicando Filtragem Adaptativa

No contexto de abrangéncia da filtragem adaptativa encontra-se o problema de
cancelamento do eco acustico. Diversos trabalhos disponiveis na literatura tratam
desse problema buscando variadas estratégias para soluciona-lo ou ameniza-lo [7, 8, 33,
44, 20, 45, 37, 10, 15]. Esta se¢do apresenta uma breve introdugio ao problema do
eco acustico e a estrutura mais comumente utilizada para o seu cancelamento, a qual é
baseada na estratégia de filtragem adaptativa. Também sdo apresentados os requisitos
necessarios para a escolha de um determinado algoritmo adaptativo a ser utilizado no

filtro cancelador do eco actstico.

1.4.1 Descricao do Problema

O cancelamento do eco actstico (AEC - Acoustic Echo Cancellation) é um prob-
lema de identificacao de sistemas, pois busca-se medir as alteracoes produzidas por
um sistema em sinais aplicados ao mesmo e usa-las para a construcao de um modelo
matematico. No caso do eco acustico, o sistema a ser identificado é representado pelo
conjunto formado por um microfone e um alto-falante, que é denominado por LEM, da
tradugao do inglés Loudspeaker-Enclosure-Microphone [7]. No sistema LEM, o micro-
fone capta o sinal emitido pelo alto-falante diretamente ou como resultado de reflexdes
deste mesmo sinal nos limites de um determinado ambiente (paredes, piso, teto e etc.)
[7, 8]. Quando o sinal refletido sofre um atraso da ordem de um quarto de segundo, uma
conversacao entre os locutores A e B pode se tornar impraticavel. Atrasos da ordem
de 10 milisegundos sao definidos como reverberagoes. Atrasos nesta ordem geralmente
acontecem em virtude de raramente ocorrerem conversacoes em ambientes anecdicos
(sem reflexdes) [14]. Na Figura 1.7 é mostrado como o sinal de voz do locutor A
é refletido no ambiente onde encontra-se o locutor B, sendo captado pelo microfone

juntamente com a voz do locutor B. Esta situacdao, como ja comentado, configura a
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influéncia do sistema LEM.

Ambiente A Ambiente B

sinal elétrico x(n)
—= (O}
A
d(n)

D] S [ D =—
sinal elétrico rn) B

Figura 1.7: Caminho do Eco Acustico.

Entre os principais sistemas onde normalmente o problema do eco acistico surge,

pode-se citar:
e sistemas de teleconferéncia;
e telefones hands-free;
e sistemas controlados por voz;
e sistemas piiblicos de sonorizacao;
e aparelhos de surdez.

Na Figura 1.8 apresenta-se o diagrama em blocos ilustrando o modelo do sistema
LEM acrescentado do sinal de voz local s(n) e ruido m(n). Na figura pode-se identi-

ficar todas as provaveis fontes de sinal que estao presentes no ambiente B da Figura 1.7.

Assumindo que a resposta ao impulso do sistema LEM tenha duracao finita, o sinal

de eco d(n) pode ser expresso por:

d(n) = hi(n)xz(n — 1) = hT (n)x(n) (1.5)
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x(n)

Figura 1.8: Modelo do sistema.

onde o vetor x(n), correspondente ao sinal de voz gerado pelo locutor A na Fig. 1.7,

consiste das N ultimas amostras do sinal de excitagao:

x(n) = [z(n) z(n —1) ...z(n — N + 1)|F (1.6)

O vetor h(n) representa a resposta impulsiva do sistema LEM, ou seja:

h(n) = [ho(n) hy(n) ... hy_1(n)]" (1.7)

O sistema é completado com a adi¢ao do sinal r(n) gerado no ambiente B. Este

sinal pode ser expresso como:

r(n) = s(n) + m(n) (1.8)

onde m(n) é um ruido de fundo que é responsavel pela degradagio do sinal de voz local,

e s(n) é o sinal de voz gerado localmente.
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E, finalmente, a equagdo do sinal total na saida do processo pode ser escrita como:
y(n) = d(n) +r(n) (1.9)

1.4.2 Estrutura para o Controle do Eco Acistico

O cancelamento do eco acustico é um problema critico nos mais variados sistemas
acusticos de comunicagao. Este fato provocou o surgimento de uma variedade de
técnicas onde procura-se estabelecer um equilibrio entre o desempenho e a complexi-

dade computacional do sistema a ser utilizado no controle do eco acustico [7, 20, 33, 15].

Na Figura 1.9 apresenta-se a estrutura de um sistema para cancelamento do eco
actstico, onde um filtro cancelador de eco (FCE) é colocado em paralelo com o sistema
LEM, com o objetivo de identificar seu comportamento. Em virtude de variagoes de
temperatura, movimentagao dos interlocutores, modificacoes nas posicoes dos objetos
no ambiente, entre outras pertubacoes, a resposta impulsiva do sistema LEM torna-se
variante no tempo. Dessa forma, o filtro cancelador de eco (FCE) deve ser adaptativo,
ou seja, o filtro deve ser capaz de acompanhar as variacoes na resposta impulsiva do

sistema LEM.

Ambiente A Ambiente B

g _x(n)
A FCE

w(n) d(n)

o R <
r(n) % B

Figura 1.9: Cancelamento de eco acistico usando filtro adaptativo.

A Figura 1.10 mostra em diagrama de blocos o detalhamento das fontes de sinal
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presentes no processo de cancelamento do eco acustico.

x(n)

locutor A

FCE LEM

w(n) h(n)

m(n)

s(n) locutor B

Figura 1.10: Diagrama em blocos do AEC.

A saida estimada pelo FCE é dada por:
N—-1
Ya(n) =Y wi(n)z(n — i) = w" (n)x(n) (1.10)

1=0

onde x(n) é o sinal de excitagdo, e w(n) é o vetor de coeficientes que representa a

resposta impulsiva do FCE, formado por:
w(n) = [wo(n) wi(n) ... wy_1(n)]* (1.11)

O filtro adaptativo deve fazer com que os coeficientes convirjam para a resposta
impulsiva h(n) do sistema LEM, isto é, deve tornar o erro e(n) o menor possivel. O

erro medido na saida do sistema para cancelamento do eco acustico é dado por:

e(n) = y(n) — ya(n) = x" (n)[h(n) — w(n)] +r(n) (1.12)
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E importante observar que, normalmente, a resposta impulsiva do sistema LEM tem
ordem infinita e, por este motivo, apenas os N primeiros coeficientes sao considerados
dentro do vetor h(n). Se os N primeiros coeficientes do filtro adaptativo se ajustarem
com os N primeiros coeficientes da resposta impulsiva do sistema LEM, o desempenho
do cancelamento maximo obtido com um nimero finito de coeficientes pode ser medido
através da atenuacao, em decibéis, do eco, gerando a medida conhecida como FRLE
(Echo Return Loss Enhancement) [7]. A medida desta atenuagao é calculada pela

eXpressao:
E{d*(n)}
E{(d(n) — ya(n))*}

onde d(n) é o sinal na saida do sistema LEM, que corresponde ao sinal gerado pelo

ERLE =10-log (1.13)

locutor A e processado pelo sistema LEM, e y,(n) a saida do FCE. Este tltimo também

operando com o sinal do locutor A como entrada.

Assumindo z(n) branco e estacionirio e nenhuma distor¢ao local, a atenuagao

maxima sera dada por:

E{ [Z;‘io hi(n)z(n — i)r}

ERLE =10-log ’
E{ [z;’;o hi(n)z(n — i) — SN wi(n)z(n — i)] }

(1.14)

onde N — 1 é a ordem do FCE.

Para facilitar a andlise na avaliacdo do desempenho do FCE, a expressao (1.14)

pode ser re-escrita como:

B{| 2 tutmyatn - )]}

B{ [ S5 () - w0 )t — ) 4 £, ot — ) }
(1.15)

ERLE =10-log

Da equacgao (1.15) é fécil observar que quando w;(n) = h;(n) para 0 < i < N — 1,
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o ERLFE terd o seguinte valor:

2
ERLE =10-log 205072(”) (1.16)
> iy hi(n)
Este resultado mostra que o maximo ERLE obtido depende linearmente da ordem

do filtro cancelador de eco [7, 33].

Segundo Schmidt [33], medigbes em tempo-real mostram que tanto o modelo linear
como os utilizados para representar o sistema de cancelamento do eco actstico ( FCE,
sistema LEM e sinais adicionais) tém suas limitagoes. Estas limitacoes sdo provenientes
das nao-linearidades dos alto-falantes comuns, de amplificadores analégicos e de micro-
fones de baixa qualidade. Dessa forma, modelos lineares sao apenas uma aproximacao

razoavel do sistema real.

O bom desempenho de uma estratégia para o cancelamento do eco acustico estd
ligado diretamente a eficiéncia do filtro adaptativo. Conforme observado na Fig. 1.1, a
sua estrutura é composta de um filtro digital que incorpora um algoritmo adaptativo
cujo propdsito é ajustar automaticamente os parametros para minimizar alguma funcao
do erro (normalmente o EMQ). Dessa forma, o algoritmo a ser utilizado é de funda-
mental importancia no desempenho do sistema. Nas secoes ulteriores, serao abordadas
as caracteristicas para avaliacao de desempenho de um algoritmo adaptativo, bem
como alguns algoritmos freqiientemente utilizados em aplicagoes praticas. Em seguida,
discute-se em mais detalhes a aplicacdo desses algoritmos adaptativos no controle do

eco acustico.
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1.4.3 Algoritmos Adaptativos

O desempenho de um algoritmo adaptativo pode ser avaliado por um conjunto de

caracteristicas. As principais sdo [16]:

1. Taxa de convergéncia: Define o nimero de iteracoes necessarias para o algoritmo
levar os coeficientes do filtro para um valor em torno da solucao 6tima de Wiener,

no sentido médio quadratico.

2. Desajuste: E uma medida quantitativa da diferenca entre o erro médio quadratico
residual devido ao algoritmo e o erro médio quadratico minimo, que é produzido

pelo filtro de Wiener.

3. Tracking: Capacidade do algoritmo de acompanhar as variacoes das caracteristicas
estatisticas dos sinais em um meio nao-estacionario. O desempenho de rastrea-
mento (tracking) é influenciado pela taxa de convergéncia e pelas flutuagées em

regime permanente.

4. Robustez: Capacidade do algoritmo operar satisfatoriamente com sinal de en-

trada mal condicionado.

5. Complexidade computacional: Nimero de operagoes por iteracao do algoritmo.

Este fator pode determinar a viabilidade de implementagdao em tempo real.

6. Estrutura: O filtro adaptativo pode ser implementado utilizando-se diversas es-

truturas, tais como trelicas, forma transversal e outras.

7. Estabilidade numérica: Filtros adaptativos freqiientemente precisam ser imple-
mentados em processadores digitais de sinal (DSP’s), os quais operam com ar-
itmética de precisao finita. Um algoritmo é considerado numericamente estdvel
se o vetor de erro nos coeficientes do filtro permenece limitado ao longo do pro-

cessamento com precisao finita.
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Existem na literatura vdrios algoritmos recursivos que podem ser utilizados na
solugao do problema de filtragem adaptativa. Basicamente, pode-se identificar trés

teorias distintas nas quais baseia-se a maioria dos algoritmos adaptativos [16]:
e Teoria da Filtragem de Wiener - Algoritmos do gradiente estocdstico
e Teoria da Filtragem de Kalman - Algoritmos baseados no filtro de Kalman

e Teoria dos Minimos Quadrados - Algoritmos da familia RLS (Recursive Least-

Squares)

Filtragem de Wiener: Utiliza-se um filtro transversal como base estrutural para
implementacao do filtro adaptativo. A resposta ao impulso finita é definida pelo con-
junto de pesos, para sinais de entrada estaciondrios. O erro médio quadratico é uma
funcao de segunda ordem dos coeficientes do filtro transversal. A dependéncia do EMQ
em relagao aos pesos desconhecidos é vista na forma de um paraboléide multidimen-
sional, com um unico ponto de minimo. Refere-se a este paraboléide como a superficie
de desempenho do erro. O vetor de coeficientes que corresponde ao ponto minimo desta

superficie é definido como a solugao 6tima de Wiener.

Os algoritmos baseados no gradiente estocastico apresentam baixa complexidade
computacional e pequeno desajuste. Um exemplo destes algoritmos é o largamente
conhecido algoritmo LMS (Least Mean-Squares), que foi desenvolvido por Widrow e
Hoff em 1959 na Universidade de Stanford. Sua principal limitagdo é uma baixa taxa
de convergéncia, principalmente para sinais de entrada correlacionados. Suas princi-
pais vantagens sao a baixa complexidade computacional, a estabilidade numérica e a

robustez a defeitos de implementacao.

Filtro de Kalman: Independentemente da operacdo em um meio estaciondrio ou

nao estacionario, pode-se explorar o filtro de Kalman como base para derivar um algo-
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ritmo de filtragem adaptativa apropriado & uma dada situacao [16]. O filtro de Kalman
é formulado usando a aproximacao por espago de estado, onde um sistema dinamico é

descrito por um conjunto de variaveis de estado.

O problema de filtragem de Kalman para um sistema linear dinamico é formulado

em torno de duas equagoes basicas:

e Equacao da planta - descreve a dinamica do sistema em termos do vetor de estado.

e Equacao de medicao - descreve a dinamica do sinal observado em funcao dos

parametros do sistema e do erro de medigao do sistema.

A solucao do problema é expressa como um conjunto de recursoes de atualizacao,
que apresenta-se de forma matricial. Para aplicar esta recursao, a teoria requer que
defina-se um modelo das condicbes de operacdo Otima, que servird como estrutura
de referéncia para o filtro de Kalman rastrear e encontrar a solucao. Estes modelos
sao definidos em funcao do meio de operacao, seja ele estacionario ou nao estacionario.
Conforme o modelo utilizado, é possivel obter-se diferentes algoritmos recursivos. Estes
algoritmos tém a caracteristica de possibilitar rdpida convergéncia, quando comparados
ao algoritmo LMS, assim como grande robustez. Entretanto, os algoritmos baseados

no filtro de Kalman geralmente requerem uma grande carga computacional.

Minimos Quadrados O algoritmo RLS (Recursive Least Squares) é o algoritmo
classico, baseado no método dos minimos quadrados. O mesmo pode ser visto também

como uma versao deterministica da teoria dos filtros de Kalman.

Uma importante caracteristica do algoritmo RLS é que ele utiliza as informacoes
contidas nos dados de entrada, estendendo-se até o instante de inicializagao do sistema.
Ele apresenta alta robustez e velocidade de convergéncia. Entretanto, este bom desem-

penho do algoritmo RLS é obtido as custas de um grande aumento na complexidade
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computacional, quando comparado aos algoritmos estocdsticos. Um outro problema

apresentado por este algoritmo é sua tendéncia a tornar-se numericamente instavel.

As limitacoes apresentadas pelo algoritmo RLS levaram ao desenvolvimento de out-
ros algoritmos, tais como o algoritmo RLS por raiz quadrada (QR-RLS), e o algoritmo
RLS rapido (FRLS) [16]. O algoritmo QR-RLS é baseado na decomposi¢do QR da ma-
triz correspondente aos dados de entrada, tornando o algoritmo estavel. Entretanto, o
problema da complexidade computacional persiste. Essa complexidade aumenta com
o quadrado do ntimero de coeficientes, assim como no algoritmo RLS padrao. Obje-
tivando sanar este problema, surgiu o algoritmo FRLS, que utiliza um conjunto de
rotinas que explora a redundancia inerente na estrutura Toeplitz da matriz correspon-
dente aos dados de entrada, combinando as caracteristicas desejadas de complexidade
reduzida com o método dos minimos quadrados. O problema que o algoritmo FRLS
apresenta é de estabilidade numérica. Dessa forma, é necessario prever uma possivel

reinicializacao durante sua operacgao.

1.4.4 Algoritmos Adaptativos Aplicados ao Cancelamento de
Eco Acustico

O desempenho de um algoritmo adaptativo depende fundamentalmente das pro-

priedades do sinal de entrada. No caso do controle do eco actstico, o sinal de voz, que

é utilizado como excitagao, apresenta uma alta correlacao entre amostras consecutivas,

tornando a escolha do algoritmo adaptativo a ser utilizado no ajuste dos coeficientes do

FCE uma missao bastante criteriosa. Varios algoritmos adaptativos estao disponiveis

na literatura, cada com suas vantagens e limitacoes.

Entre os diversos algoritmos implementados para a filtragem adaptativa, o algo-

ritmo LMS ¢ indiscutivelmente o mais comumente utilizado, em virtude de sua baixa
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complexidade computacional. Entretanto, uma deficiéncia importante apresentada por
ele é o fato de sua velocidade de convergéncia depender das propriedades do sinal
de entrada. Assim, em aplicacoes onde a amplitude do sinal de excitacao apresenta
grande excursao ou ¢ muito correlacionado, como por exemplo no sinal de voz, o seu
desempenho diminui drasticamente. Em virtude de tais deficiéncias, o algoritmo NLMS
(Normalized LMS), por ser robusto a variagdes da poténcia do sinal de entrada surge

como uma alternativa para substituir o algoritmo LMS em diversas aplicacoes.

Outro fator que tem despertado bastante interesse na utilizacao do algoritmo NLMS
deve-se ao fato dele ter sido analisado exaustivamente pelos pesquisadores nos ultimos
anos [5, 38, 35, 10], permitindo assim a obten¢ao de bons modelos que representam
seu comportamento em regime transitério e em regime permanente. Em virtude disso,

tornou-se um dos algoritmos mais utilizados no cancelamento do eco acustico [7, 33, 44].

Um outro algoritmo adaptativo bastante pesquisado e utilizado é o algoritmo RLS.
Este algoritmo apresenta, para sinais estaciondrios, velocidade de convergéncia supe-
rior aos algoritmos LMS e NLMS, embora sua complexidade computacional seja maior
que a de ambos. O algoritmo RLS também apresenta robustez a dispersao dos au-
tovalores da matriz de autocorrelacao do sinal de entrada. Ele nao sofre modificacao
em sua velocidade de convergéncia quando o sinal de entrada apresenta um grande
grau de correlacdo. Entretanto, apesar dessas vantagens , o algoritmo RLS apresenta
instabilidade niimerica, ou seja, apresenta um propagacao numeérica que gera erros de

arredondamento e outros distirbios numéricos [16].

Conforme analisado até agora, a vantagem apresentada pelo algoritmo NLMS em
relacdo ao algoritmo LMS deve-se ao fato de sua velocidade de convergéncia ndo de-
pender da poténcia do sinal de entrada. Isto o coloca como um algoritmo bastante til

em sistemas onde o sinal de excitacao apresenta grande excursao na amplitude, como
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por exemplo em sinais de voz. Entretanto, o algoritmo NLMS apresenta um problema
em comum com o algoritmo LMS. Sua velocidade de convergéncia também é degradada
quando o sinal de entrada é bastante correlacionado. Em virtude desta deficiéncia, o
algoritmo de projecoes afins (Algoritmo AP) [26, 28] surge como uma alternativa mais
eficiente que os algoritmos NLMS e LMS, pois além de ter um excelente desempenho
para sinais de entrada muito correlacionados, sua velocidade de convergéncia independe
da variancia do sinal de entrada, tornando-se uma excelente alternativa em aplicagoes

que utilizam filtros adaptativos em sistemas actsticos de comunicacao.

Embora as caracteristicas de operagao do algoritmo AP mostrem-se bastante inter-
essantes, sua complexidade computacional pode ser maior que a dos demais algoritmos
mencionados até o momento. Por este motivo, este algoritmo nao foi ainda tao estu-
dado quanto os demais. Entretanto, em decorréncia da crescente evolucao na area da
microeletronica, o algoritmo AP tornou-se uma solugao vidvel para diversas aplicagoes,
dada a velocidade dos novos processadores digitais de sinais (DSP), permitindo projetos
e implementacoes de estruturas de hardware e software que possibilitam a utilizacao de

algoritmos que antes nao eram viaveis em funcao de sua complexidade computacional.

Em [7], apresenta-se um estudo detalhado sobre a aplicagdo da filtragem adapta-
tiva no controle do eco acustico. Comparacoes graficas mostrando o desempenho dos
algoritmos LMS, NLMS, RLS e AP sao apresentadas, considerando sinais de excitacao
estacionarios. Sao utilizados sinais brancos e correlacionados; e sinais de voz. Neste es-
tudo comparativo, observou-se que os algoritmos NLMS e AP apresentam desempenhos
comparaveis para sinais de excitacao brancos. No caso dos sinais de excitagao correla-
cionados, como ja comentado, o desempenho do algoritmo AP é muito superior quanto
a velocidade de convergéncia. Para o caso do sinal de excitacdo do sistema ser um
sinal de voz, o algoritmo NLMS manteve sua velocidade de convergéncia comparavel

a encontrada para uma excitacao colorida. Quanto ao algoritmo AP, sua adaptacao



1. Filtragem Adaptativa e sua Aplicacao no Cancelamento de Eco
Aclstico 24

apresentou-se muito mais lenta quando comparada ao caso de excitacao colorida geral,
embora fosse mais rapida que a do algoritmo NLMS. Em relacao ao algoritmo RLS,
para um sinal de voz, comparativamente o algoritmo AP também apresentou um mel-

hor desempenho que este, em termos de velocidade de convergéncia.

Comparando o algoritmo AP para diferentes ordens, verifica-se em [7] que o au-
mento de sua ordem acarreta um aumento da sua velocidade de convergéncia, embora
este ganho se torne menos perceptivel a partir de uma determinada ordem. O ganho
na velocidade de convergeéncia do algoritmo AP, com o aumento de sua ordem, torna-se
ainda mais representativo quando o sistema é excitado com um sinal de voz, conforme

graficos apresentados na referéncia [7).

Uma outra caracteristica importante a ser observada em um algoritmo adaptativo
é sua capacidade de tracking. Para os algoritmos NLMS e AP nao foi observada nen-
huma diferenca consideravel entre a acao de tracking e a convergéncia inicial. No
caso do algoritmo RLS, sua capacidade de tracking é consideravelmente pior do que
a convergéncia inicial [7, 11]. Resumindo, o algoritmo AP apresenta um desempenho
superior ao do algoritmo NLMS para sinais correlacionados. E em relacao ao algoritmo
RLS, embora este tenha uma rapida convergéncia inicial, sua capacidade de tracking é
inferior a do algoritmo AP, principalmente quando a ordem deste 1ltimo é aumentada.
Dessa forma, o algoritmo AP surge como uma boa opgao para aplicagdo em um sistema

adaptativo para o cancelamento de eco acustico.

Em virtude da utilizagao crescente do algoritmo AP, andlises estatisticas deste al-
goritmo tém surgido na literatura com mais freqiiéncia, buscando-se modelos que per-
mitam prever seu comportamento em regimes transitério e permanente. Na referéncia
[31], apresenta-se uma andlise quantitativa do algoritmo AP. A andlise é baseada em

um modelo de sinal de entrada independente, originalmente proposto em [35]. Con-
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tudo, o modelo de sinal independente nao lhe permite verificar propriedades de pré-
branqueamento do algoritmo AP. Em [4] foi apresentada uma andlise quantitativa para
um processo de entrada gaussiana autoregressivo. Esta andlise segue o trabalho [28]
obtendo a solucao de uma recursao para a variancia do vetor de erro dos coeficientes
do filtro adaptativo. A solucao utiliza resultados prévios para o algoritmo NLMS com

entrada branca [5].

Mais recentemente, [34] apresentou uma anélise da acdo transitéria de uma classe
de algoritmos AP. A anélise é baseada no argumento da conservacao da energia. Os
resultados obtidos em [34] sdo generalistas, pois neles nao é assumido nenhum modelo
do sinal de entrada. As expressoes resultantes sao em termos da estatistica do sinal
de entrada. Assim, um modelo geral pode ser usado para a variagao de modelos mais
especificos no futuro. Entretanto, a utilizacao direta desse modelo em projetos de
sistemas adaptativos requer a estimacao numérica da estatistica do sinal de entrada

aplicado. Concluindo, nenhuma forma fechada do modelo é dada em [34].

1.5 Objetivos do Trabalho

Este trabalho teve como objetivo principal estudar o comportamento estatistico do
algoritmo de Projeges Afins (APA), utilizando uma metodologia de anélise que per-
mita obter-se modelos analiticos que possam prever o comportamento de sistemas reais
tanto em regime transitorio como permanente. A analise desse algoritmo é restrita para
o caso onde o passo de adaptacao é unitario. Este passo unitario corresponde a mais
rapida convergéncia do algoritmo . Conseqiientemente, o caso do passo de adaptacao
igual a 1 na equacgao de ajuste do algoritmo corresponde ao denominado algoritmo de
Projecoes Afins. Na andlise do algoritmo AP sdo assumidos processos estaciondrios e

nao estacionarios, buscando-se prever situacoes o mais préxima do real.
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A técnica de andlise desenvolvida para o algoritmo AP permitiu também a deter-
minacao de modelos para um algoritmo derivado deste , onde o passo de adaptacao
assume valores diferentes da unidade. Dessa forma, o algoritmo denominado de Pseudo-
AP é obtido introduzindo um passo de adaptagao diferente de 1 na equacao de ajuste

dos coeficientes [1].

Na anélise do algoritmo AP e do pseudo AP, o sinal de entrada é modelado por um
processo autorregressivo (AR). A utilizacdo deste modelo de sinal de entrada deve-se
ao fato deste processo representar de forma satisfatoria sinais encontrados em muitas
aplicacoes praticas. Assim, modelos analiticos especializados para entradas AR encon-

tram grande aplicabilidade pratica.

Figuras de mérito sdo utilizadas com o objetivo de qualificar e quantificar o desem-
penho dos sistemas em condi¢oes determinadas, com o objetivo de auxiliar o projetista
de sistemas adaptativos. O estudo do algoritmo AP e do Pseudo AP deve-se a estes
apresentarem, em diversas aplicacoes, um desempenho superior aos algoritmos geral-

mente utilizados, como por exemplo, o LMS e o NLMS.

1.6 Estrutura do Trabalho

No Capitulo 2 apresenta-se uma andlise do algoritmo AP sob o aspecto de uma

solugao de um sistema subdeterminado e como solugao de um problema geométrico.

No Capitulo 3 avaliam-se os modelos para descrever o comportamento dos momentos
de primeira e de segunda ordens, para sinais de entrada autoregressivos e estacionarios.
Também é apresentado um estudo sobre o comportamento do algoritmo AP em regime

permanente.
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No Capitulo 4 estuda-se o algoritmo AP quando submetido a operacao em um meio
nao estacionario. Sao desenvolvidos modelos que permitem avaliar o comportamento
médio dos coeficientes, bem como o erro médio quadratico. Apresenta-se também uma
analise comparativa, baseada em simulacoes, do desajuste provocado pelo efeito da

nao-estacionaridade entre os algoritmos LMS e AP.

O Capitulo 5 apresenta o pseudo algoritmo AP como uma extensdo do algoritmo
AP( neste tdltimo, a taxa de adaptacado é fixa e igual & unidade). No caso do pseudo
AP, o passo de adaptacao pode assumir valores diferentes de 1. Como sera visto, esta
modificagdo conduz a implicagoes algébricas distintas entre os dois algoritmos. Modelos

analiticos sao desenvolvidos para os momentos de primeira e segunda ordem.

No Capitulo 6 repete-se o procedimento efetuado no Capitulo 4, onde, submete-se o
pseudo algoritmo AP a operar em um ambiente nao estacionario. Figuras de mérito sao
utilizadas buscando evidenciar as caracteristicas de operacao do algoritmo, bem como
a acuracia dos modelos analiticos desenvolvidos para o algoritmo quando submetido a

esse ambiente de operacao.

Finalizando, no Capitulo 7, sao discutidas as conclustes mais relevantes deste tra-

balho e as sugestoes para trabalhos futuros.

A seguir, sao apresentadas de forma sintética, as contribui¢oes resultantes do de-

senvolvimento deste trabalho.

e Estudo detalhado das hipdteses estatisticas possibilitando obter-se um modelo
que permite verificar com precisao o comportamento do erro médio quadratico

do algoritmo AP na fase transiente de adaptacao e em regime permanente.
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e Desenvolvimento dos momentos de primeira e segunda ordem resultando no mod-
elo do erro médio quadratico do algoritmo AP quando submetido a operagao em

meio estacionario.

e Desenvolvimento do modelo do comportamento do erro médio quadratico do al-

goritmo AP em regime permanente.

e Desenvolvimento dos momentos de primeira e segunda ordem, resultando no mod-
elo do erro médio quadratico do algoritmo AP quando submetido a operagao em

meio nao estaciondrio.

e Modelo deterministico para avaliacao do desajuste decorrente da variagao do grau

de nao-estacionaridade imposto ao meio de operagao.

e Desenvolvimento do modelo dos momentos de primeira e segunda ordem para
avaliacao do comportamento dos coeficientes e do erro médio quadratico do

pseudo algoritmo AP operando em meio estaciondrio.

e Desenvolvimento do modelo dos momentos de primeira e segunda ordens para
avaliacdo do comportamento dos coeficientes e do erro médio quadratico do

pseudo algoritmo AP operando em meio nao estacionario.

1.7 Trabalhos Publicados e Submetidos

A seguir sao elencadas as publicagoes em congressos nacionais e internacionais re-
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Capitulo 2

O Algoritmo de Projecoes Afins

2.1 Introducao

Este capitulo apresenta uma andlise do principio de operacao do algoritmo AP.
Esse algoritmo corresponde a solu¢do de um sistema subdeterminado de equagbes. A
interpretacdo geométrica desta solugao também é apresentada, uma vez que facilita o

entendimento da solucao.

2.2 Solucao de um Sistema Linear Subdeterminado

A idéia inicial desta segdo é apresentar o algoritmo de projegoes afins (AP) como
uma solu¢ao de um sistema subdeterminado. Esta demonstragdo permitird obser-
var que o algoritmo de projecoes afins pode ser visto como uma extensao do algo-
ritmo NLMS. Comparado ao algoritmo NLMS que utiliza apenas um vetor de entrada
u(n) = [u(n) u(n — 1) ...u(n — N + 1)]7, o algoritmo AP emprega P + 1 vetores de
entrada, ou seja, u(n) ... u(n— P), para o cdlculo de atualizagao dos elementos do vetor

de coeficientes do filtro adaptativo.

A Figura 2.1 apresenta um diagrama em blocos de um problema de estimacao

utilizando um filtro adaptativo, onde
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d(n)
+
u(n) AdFiltro_ — e(n)
7 tativo
P y()
Figura 2.1: Estimacao linear.
N-1
d(n) = wu(n) +r(n) = Z wiu(n —1i) +r(n). (2.1)
i=0

Assume-se, por enquanto, o caso sem ruido de medi¢ao (r(n)=0).

O filtro adaptativo, considerado também como um sistema linear FIR, tem sua

saida determinada por:
N-1

y(n) = Z wi(n)u(n — i) = w' (n)u(n) (2.2)

1=0

O erro de estimagao é dado por:

e(n) = w’Tu(n) — w’ (n)u(n) (2.3)

Deseja-se determinar o vetor de coeficientes w(n + 1) para que o erro de estimacao

seja anulado. Assim, deve-se satisfazer
wl(n+ Du(n) = wTu(n) = d(n) (2.4)

Este é um sistema de uma tnica equagdo com N incégnitas wo(n + 1), wi(n +
1), ...,wy—1(n+1). Tal sistema tem obviamente infinitas solucoes, caracterizando um

sistema subdeterminado.

Para determinar-se um tinico vetor w(n + 1) que otimize o comportamento do sis-
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tema, é necessario acrescentar novas restricdes ao problema. Considere a utilizacao de
uma base de informacao composta de P+ 1 vetores de entrada, onde N > P+1. Além
disso, considere a minimizacao da norma da variacao do vetor de coeficientes. Assim,
a avaliagao do vetor w(n + 1) 6timo, que ird corrigir o erro causado por w(n), pode ser

obtida da solucao do seguinte problema de otimizagao com restrigoes:

Minimize ||[w(n + 1) — w(n)||? (principio do minimo distirbio [39])

Sujeito as P + 1 restrigoes:

ul(n)w(n+1) =d(n)

ul'(n—1)w(n+1)=d(n-1)

u”(n - P)w(n+1) =d(n — P)

O algoritmo NLMS corresponde a esta minimiza¢do com P=0.

Definindo U,(n) = [u(n) u(n—1) ... u(n — P)] como a matriz formada por vetores

de entrada, e d(n) = [d(n) d(n —1) ... d(n — P)]", tem-se as restrigoes expressas por:

d(n) = Ul (n)w(n+1) (2.5)

onde o vetor de erros e(n) = [e(n) e(n —1) ...e(n — P)]" é dado por:

e(n) = d(n) — Uy (n)w(n) (2.6)

Este problema de otimizacao pode ser resolvido utilizando-se o método dos multi-

plicadores de Lagrange [3]. Assim, definindo o vetor de erros a-posteriori e,(n)
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e,(n) =d(n) — Ul (n)w(n+1)=0 (2.7)

deve-se minimizar a funcao:

F(wn+1)) =[w(n+1) = w(n)]"[w(n +1) — w(n)] (2.8)

sob a restri¢do dada por e,(n) = 0.

Construindo a fungdo Lagrangeana L(w,\) = f(w)+Ag(w) para minimizacdo em

funcao do vetor w(n + 1), obtém-se:

Liw(n+1)) = f(wln + 1)) + X"e,(n) (2.9)

onde A=[X\g A; ... A\y_1]T é o vetor dos multiplicadores de Lagrange.

O primeiro passo é minimizar L(w(n -+ 1)) na dire¢do w(n + 1), onde o valor do

multiplicador A é fixado.

Fazendo:
OL(w(n+ 1)) B
m -0 (2.10)
obtém-se:
f(w(n+1)) _
“ow(nrD) A+ = W) .
dey(n) _
Bwint 1)~ —Uy(n) (2.12)

Assim, o ponto de minimo da funcdo definida pela fungdo Lagrangeana (2.9) é dado



2. O Algoritmo de Projecdes Afins 34

por:
OL(w(n +1))

dwnt )~ 2wt = wn)] - Uun)A (2.13)

A seguir, é necessdrio resolver o sistema definido pelas equacoes:

Ul (n)w(n+1) = d(n) (2.14)

2w(n +1) — 2w(n) = Uy(n)A (2.15)

A solucéo de (2.15) pode ser subdividida em duas partes. Inicialmente, nota-se que
o vetor w(n + 1) — w(n) deve estar no subspago formado pelas colunas de U, (n). Em
segundo lugar, as projecoes de w(n + 1) — w(n) e de U,(n)A nas dire¢des de cada
coluna u(n — k) de U,(n) devem ser iguais. Os valores de A\g, £ = 0, ... ,N — 1 que
satisfazem essa condigdo sdo obtidos pré-multiplicando (2.15) por UZ(n) e resolvendo

para A. Assim
2UL (n)[w(n + 1) — w(n)] = UL (n)U,(n)A (2.16)
Assumindo que UT(n)U,(n) é de posto P, chega-se & solugio:
A =2[U, (n)Uu(n)] " U, (n)[w(n + 1) — w(n)] (2.17)
Aplicando (2.15) em (2.17) e observando que:
e(n) = U, (n)[w(n +1) — w(n)] (2.18)

obtém-se:

A =2[UL(n)U,(n)] te(n) (2.19)

E, finalmente, aplicando (2.19) na equagao (2.15) obtém-se a equagao de ajuste dos

elementos do vetor w(n + 1) do algoritmo de projecoes afins, que é dada por:
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w(n+1) =w(n)+ U,(n)[UL(n)U,(n)] e(n) (2.20)

Adicionando uma constante de adaptacao «, tem-se a expressao:

w(n +1) = w(n) + aU,(n)[UL (n)U,(n)] 'e(n) (2.21)

Como mencionado anteriormente, o algoritmo NLMS pode ser considerado um caso
particular do algoritmo AP, caso utilize-se apenas um vetor de entrada (P = 0). Por
este motivo, se U,(n) = [u(n)], chega-se a equagio de ajuste dos elementos do vetor
de coeficientes do algoritmo NLMS, a qual é dada pela expressao:

wn+1)=w(n)+«o u(n) (2.22)

No algoritmo AP, a convergéncia deve ser mais rapida do que a do algoritmo NLMS
para sinais de entrada correlacionados, pois, neste caso, quanto mais vetores passados
sao utilizados mais informagoes sao fornecidas ao algoritmo, melhorando seu processo
de ajuste. Entretanto, este aumento de informacao, que representa maior quantidade
de dados de entrada, aumenta também a complexidade computacional do algoritmo.
Quanto a possibilidade da varidncia do sinal de entrada aumentar, nem o algoritmo
AP, nem o algoritmo NLMS teriam suas velocidades de convergéncia degradadas, uma

vez que trabalham com a versao normalizada do vetor de entrada.

No que segue, a notagdo AP(P + 1) serd utilizada para referenciar o algoritmo AP
utilizando P vetores passados de entrada. A ordem do algoritmo (dimensao de U,(n))

sera P + 1.
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2.2.1 Uma Interpretacao Alternativa do Algoritmo AP

Nesta subsecao, apresenta-se uma interpretacao alternativa para o mecanismo de
operagao do algoritmo AP, utilizando-se o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

[25] para obtengdo da equagdo de ajuste dos elementos do vetor de coeficientes w(n+1).

Seja w° o vetor 6timo de coeficientes no sentido médio quadrético. Definindo v(n) =

w(n)—w? como o vetor de erros dos coeficientes e aplicando na equagao (2.6), obtém-se:

e(n) = d(n) - UL (n)[v(n) + W (2.23)

Lembrando que d(n) = UL (n)w° :

e(n) = —UZL(n)v(n) (2.24)

Assim, anular o vetor erro e(n) corresponde a fazer com que v(n) seja ortogonal
ao subespago formado pelos vetores coluna de entrada que constituem a matriz U, (n).
Assim, UT(n)v(n) = 0 e, conseqiientemente, e(n) = 0. Como dispde-se de uma matriz
U,(n) a cada iteragdo, o que pode-se fazer é a cada passo subtrair de v(n) sua com-
ponente projetada no subespago definido pela matriz U,(n) disponivel. Assim, caso
U,(n) tenha uma tnica coluna (algoritmo NLMS), o algoritmo convergird (v(n) — 0)
em exatamente N iteragdes se ocorrerem N vetores de entrada u(n) ortogonais consec-
utivos. No caso de vérios vetores de entrada compondo a matriz U,(n), o processo de
ortogonalizac¢do tende a ser acelerado. O processo de reducdo de v(n) pode ser visto

como um processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt [25]:
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(2.25)

v(n+1) =v(n) — proj. v(n) em Uy,(n)

No processo de ortogonalizagao, é necessério calcular o vetor a(n) tal que v(n) —

U,(n)a(n) seja ortogonal a um vetor genérico U, (n)k no subespago U,(n).

Fazendo

[Uu(n)k]"[v(n) — Uu(n)a(n)] = 0

Assumindo U,(n) nao singular, chega-se a:

a(n) = [U, (n)Uu(n)] "', (n)v(n) (2.26)
Logo
v(n) = Uy(n)a(n) = v(n) — Uy(n)[Uy, (n)Uu(n)] Uy (n)v(n), (2.27)

onde U, (n)[UL(n)U,(n)] *UL(n) é a matriz de proje¢io no subespago definido pelas

colunas de Uy(n).

Fazendo v(n) = w(n) — w°, e lembrando que e(n) = —UZX(n)v(n), retorna-se a

expressao final em (2.25) e obtém-se:
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w(n+1) =w(n)+ U,(n)[UL(n)U,(n)] e(n) (2.28)

que é a mesma expressao encontrada em (2.20).

Conforme pdde-se observar nas demonstragoes apresentadas nesta secao, o algo-
ritmo de projecoes afins, embora apresente uma melhora na velocidade de ajuste dos
elementos do vetor de coeficientes em relagao ao algoritmo NLMS, permanece com o
problema de ter sua velocidade degradada quando o sinal de entrada é correlacionado,

isto é, quando a matriz de autocorrelacao do sinal de entrada é mal condicionada.

Na préxima se¢ao, é feita uma interpretacao geométrica do algoritmo AP baseada no
trabalho apresentado por UMEDA e OZEKI [26], onde busca-se evidenciar o problema
que o algoritmo apresentado tem em relagdo ao sinal de entrada correlacionado e a

solugao para este problema.

2.3 Interpretacao Geométrica do Algoritmo AP

Com o objetivo de tornar a explanagao mais clara, esboga-se primeiro o algoritmo
NLMS que, como ja foi visto, é um caso particular do algoritmo AP, utilizando apenas

um vetor de dados de entrada, conforme mostra a equagdo (2.22).

Na Figura 2.2 apresenta-se uma ilustracao geométrica do comportamento do vetor
de coeficientes w(n) no algoritmo NLMS, mostrando seu tragado até atingir o valor
otimo w?.

O conjunto definido por ¥(n) representa o conjunto de todos os vetores de coefici-
entes que produzem a saida y(n) igual a d(n) na Fig. 2.1 para uma entrada u(n), e
forma um hiperplano no espago Euclidiano N-dimensional. Note que o vetor 6timo w*

pertence necessariamente a este hiperplano. Da mesma forma, w° pertencera a todos
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¥ )

Figura 2.2: Ilustrag¢ao geométrica do algoritmo NLMS.

os hiperplanos ¥(n — k) associados a cada vetor de entrada u(n — k). Assim, w° per-
tence a interseccdo de todos os hiperplanos ¥(n — k), Vk. Formalmente, o hiperplano

U(n — k) é definido por

Un—k)={w;we R ul(n—k)w=dn—k)} (2.29)

A equagdo de atualizacdo de w(n) é dada por:

w(n+1) = w(n) + Aw(n) (2.30)

em que Aw(n) é fungado da entrada u(n), e saidas d(n) e y(n), conforme as equagoes

(2.1) e (2.2).

Aw(n) = f(u(n), ...,u(n—M+1),d(n), ...,d(n—M+1),y(n), ...,y(n—M+1)) (2.31)

Como visto na se¢ao anterior e apresentado nesta secao mediante ilustragao na Fig.
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2.2, o algoritmo NLMS ajusta o vetor de coeficientes w(n) adicionando um fator de
corregdo Aw(n). Como o ajuste de w(n) é feito de forma a minimizar a norma de
Aw(n), a direcdo de Aw(n) deve ser ortogonal ao subespaco ¥(n), conforme mostrado
na Fig. 2.2. Assim, este ajuste depende diretamente do adngulo formado por W¥(n)
e U(n — 1) (angulo # na Fig.2.2) . Isto permite observar que, dado o vetor w(n), a
velocidade de convergéncia estard diminuindo quando o angulo # aproximar-se de 0 ou

Trad, CONtrario ao caso de quando 6 aproximar-se de (7/2),44 Ou (37/2),q4-

Verifica-se da Fig. 2.2 que:

|w(n+1) —w’| = |w(n) — w° cosf (2.32)

Assim, uma redugao do angulo 6 leva a uma maior distancia entre w(n+1) e w® para

o mesmo valor de [w(n) —w?]. A situagao é mostrada graficamente de perfil na Fig. 2.3.

Y )

Figura 2.3: Ilustra¢ao geométrica do novo algoritmo.

Assim, a velocidade de convergéncia do algoritmo tende a aumentar quando o angulo

entre ¥(n) e ¥(n — 1) se aproxima de (7/2)pqq 0u (37/2)raa-
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Outro ponto importante é a relagao entre o angulo 6 e o dngulo entre u(n—1) e u(n).
Pela definigao (2.29), ¥(n—1) é caracterizado pela expressao u’ (n—1)w(n) = d(n—1)
e ¥(n) pela expressao ul (n)w(n + 1) = d(n). Assim ¥(n — 1) é o subespago formado
pelas extremidades de todos os vetores em RY cuja proje¢ao ortogonal em u(n — 1) é
igual ao mesmo valor d(n—1). Assim, u(n—1) é perpendicular a ¥(n —1). Da mesma
forma, u(n) é perpendicular a ¥(n). Logo, o angulo 0 entre ¥(n) e U(n—1) é também

o angulo entre u(n) e u(n — 1).

Este fenomeno resulta em virtude da direcao de ajuste do vetor de coeficientes ser
fungdo da dire¢do imposta pelo vetor de entrada u(n). Para melhorar a situacio, a

direcao de modificacao do vetor dos coeficientes precisa ser reconsiderada.

Baseado na Fig. 2.2, fica evidente que para manter a velocidade de convergéncia
independente do angulo entre u(n) e u(n — 1), a linha que vai de w(n) para w(n + 1)
deve ser tracada diretamente de w(n) para ¥U(n) (| ¥(n — 1) conforme a ilustragdo na

Fig. 2.3 e ndo perpendicularmente a ¥(n) como na Fig. 2.2.

No algoritmo proposto em [26], apresenta-se uma inovagdo em relagio ao algoritmo
NLMS, onde a direcao do vetor de coeficientes é modificada subtraindo-se do vetor de
entrada u(n) sua projecdo no vetor de entrada anterior u(n — 1), gerando o vetor ®(n)

que é ortogonal a u(n — 1) e dado pela expressao:

®(n) = u(n) — Py(n)u(n) (2.33)

onde P,(n) é a matriz de proje¢do no subespacgo formado pelo vetor u(n — 1).

u(n —Hu’(n-1)
u’(n —1u(n—1)

P, (n) = (2.34)
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Assim, o ajuste Aw(n) = w(n + 1) — w(n) serd feito na diregdo do vetor ®(n), e

nao mais na diregao de u(n) (ver Fig.2.3).

u’ (n)w(n+1) =d(n) (2.35)

w(n+1) —w(n) = k®(n) (2.36)

Multiplicando (2.36) por @7 (n) e tirando o valor de k, obtém-se:

%" (n)

= ()@

[w(n+1) —w(n)] (2.37)

Pré-multiplicando a transposta (2.33) pelos vetores w(n + 1) e w(n), respectiva-

mente, tem-se:

" (n)w(n+1) =u’ (n)w(n+1) —u’ (n)P,(n)w(n + 1) (2.38)

&"(n)w(n) = u’ (n)w(n) — u’ (n)P,(n)w(n) (2.39)

Utilizando os resultados em (2.38) e (2.39), calcula-se o produto ®* (n)[w(n+1) —

w(n)], e aplica-se na equagdo (2.37), obtendo a expressdo:

u’(n)

P S e m)

w(n+1) — w(n)] (2.40)

Na obtengao de 2.40 foi utilizado o fato de que Py (n)[w(n+1)—w(n)] = kP, (n)®(n) =

Considerando que u’ (n)w(n+1) = d(n) e d(n) — u” (n)w(n) = e(n), a equagao de
k sera:

P (O (2.41)
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Finalmente, aplicando (2.41) em (2.36) obtém-se a equagao de ajuste dos coeficientes

do vetor w(n + 1):
®(n)

w(n+1)=w(n)+ W

e(n) (2.42)

A seguir, faz-se a generalizagao do procedimento desenvolvido até a equacao (2.42),
de tal forma que o vetor ®(n) seja ortogonal ndo apenas a um vetor passado de entrada,
mas a P vetores passados do sinal de entrada, ou seja, u(n —1),u(n—2), ..., u(n—P).

Assim, definindo a matriz formada pelos vetores coluna u(n — k) para k > 1, tem-se:
Un) =u(n—-1)un-2)..u(n - P) (2.43)

a qual corresponde a matriz U,(n) sem a primeira coluna.

Considerando agora P, (n) como sendo a matriz de proje¢ao no subespago formado

pelas colunas da matriz U(n), tem-se:
P,(n) = U(n)[U" (n)U(n)] U (n) (2.44)

Assim:

(2.45)

u’(n — P)w(n+1) =d(n — P)

ou na forma matricial

Ul (n)w(n+1) =d(n) (2.46)

u
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Utilizando a equacao (2.33) e aplicando o mesmo procedimento utilizado na dedugio
da equagao (2.42), chega-se mais uma vez a expressao de ajuste dos coeficientes do vetor

w(n+1):
®(n)

w(n+1)=w(n)+ W@(n)

(2.47)

Para mostrar que a equagdo (2.47) é a mesma encontrada em (2.28), mas com a

propriedade de descorrelacionar o sinal de entrada, procede-se da seguinte forma:

Da equacao (2.46) tem-se que

am - |" " wman=o (2.48)
U”(n)
entao
u’(n—1)
din—-1) - w(n)=0 (2.49)
UT(n-1)
Assim, verifica-se que:
ul'(n d(n) —ul'(n)w(n e(n
d(n) - (n) win) = (n) (njw(n)| _ fe(n) — e(n) (2.50)
U”(n) 0 0

Em seguida, define-se que:

a(n) = [U"(n)U(n)]'U" (n)u(n) (2.51)
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Assim, da equagdo (2.33) obtém-se:

u(n)
B(n) = u(n) - Um)a(m) = |1 () (2.52)
oo |
Observa-se que:
ul(n ul(n)®(n
Ul(n)®(n) = () ®(n) = (n)®(n) (2.53)
U’ (n) UL (n)®(n)
Mas
u?’(n)®(n) = [®7(n) + a7 (n)UT (n)]®(n) = &7 (n)®(n) (2.54)

jd que U(n)a(n) ¢é ortogonal a ®(n), ou ainda, U (n)®(n) = 0 porque ®(n) é ortogo-

nal a todos os vetores coluna de U(n).

Dessa forma:

&7 (n)®(n
Ul (n)®(n) = ( ; ) (2.55)

Pré-multiplicando-se esta expressido por U, (n)[UL(n)U,(n)]™!, tem-se:

U.(n)[U,, (n)Uu(n)] U, (n)®(n) = Uy (n)[U, (n) Uu(n)] ™ (2.56)

A matriz U, (n)[UL (n)U,(n)] *UZL(n) é a matriz de proje¢ao no espago das colunas
de U, (n), que é composta pelos vetores coluna u(n),u(n—1), ...u(n—P). Como ®(n)

estd no espago das colunas de U, (n), o lado esquerdo da equagao é igual a ®(n). Assim,

1
®(n) = " (n)®(n)Uu(n)[U, (n)Uu(n)] . (2.57)

logo,
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®(n) _ U7 (n -1 1
T ~ OV mU | (2.58)
Como
o) = |4 (2.59)
0
tem-se que:
2(n = n)[UX (n n)] te(n

73" = UL )0 ()] e(n) (2.60)

o que leva a equacao:
w(n+1) = w(n) + Uy, (n)[Uy(n) UL (n)]e(n) (2.61)

Observar aqui que a igualdade de (2.47) e (2.61) sé é valida para passo unitério
(o = 1). Este é o tnico caso do algoritmo AP em que e(n) = [e(n) 0...0]" (o erro é

escalar).
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2.4 Conclusao

Neste capitulo apresentou-se o algoritmo de Projecoes Afins como solucao de um
sistema linear subdeterminado, assim como uma interpretacao geometrica do compor-

tamento do algoritmo no processo de adaptacao algoritmo.

No proximo capitulo, sao apresentados os resultados obtidos em uma nova proposta
de analise do algoritmo AP. Sao desenvolvidas as analises do comportamento médio dos
coeficientes e dos momentos de segunda ordem. Também ¢é analisado o comportamento
do erro médio quadratico do algoritmo AP para sua acdo em regime permanente. A

analise estatistica é desenvolvida para uma entrada autoregressiva.



Capitulo 3

Analise Estatistica do Algoritmo de
Projecoes Afins com Entrada
Autoregressiva - Em Ambiente
Estacionario

3.1 Introducao

Neste capitulo apresenta-se uma analise estatistica do desempenho do algoritmo
AP para sinais de entrada estaciondrios e autoregressivos. Sao determinadas equagoes
recursivas para os momentos de primeira e segunda ordem e do erro médio quadratico
em regime permanente do algoritmo de Projecdes Afins - AP (o = 1), com objetivo
de permitir-se uma analise quantitativa e qualitativa de seu comportamento durante
o processo de filtragem. E apresentado o conjunto de operagoes executadas pelo algo-
ritmo AP, bem como o modelo do sinal de entrada utilizado na anélise desenvolvida em
todo o trabalho. Também sao apresentadas simulagoes referentes ao comportamento
médio dos elementos do vetor de coeficientes, assim como do erro médio quadratico,

buscando-se verificar a acuidade do modelo proposto.
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3.2 Modelo do Sinal de Entrada e Equacoes do Al-
goritmo AP

Em [28], apresenta-se uma interpretacao do algoritmo AP na qual destacam-se duas

propriedades importantes:

e O algoritmo descorrelaciona as amostras do sinal de entrada (propriedade de

pré-branqueamento);

e O ruido de medi¢ao é modificado através de uma filtragem linear e, dessa forma,

pode ter sua poténcia aumentada.

A partir do que foi estudado no capitulo anterior, a operagao do algoritmo AP pode

ser decomposta em quatro etapas:

1. Calculo do vetor a(n) ;
2. Descorrelagao da seqiiéncia dos dados de entrada ®(n);
3. Convolucao do sinal de entrada u(n) e a resposta impulsinoal do filtro w(n);

4. Ajuste do filtro w(n) utilizando o sinal de entrada descorrelacionado.

Antes do detalhamento do conjunto de operacoes do algoritmo AP, discute-se o
modelo do sinal de entrada que é utilizado na andlise do algoritmo. Esta apresentacao
torna-se importante, como é destacado em [28], em virtude do ajuste do vetor de coe-
ficientes do algoritmo depender diretamente do tipo de processo que gera o sinal de

entrada.

Os modelos mais comumente empregados para a geracao de sinais aleatdrios uti-
lizados sdo autoregressivo (AR), média mével (MA), e a combinagao destes dois, que é

o ARMA [28].
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A geracao de processos aleatérios a partir destes modelos dé-se através de operacdes

de filtragem de um ruido branco z(n), de acordo com as seguintes expressoes [28]:

e Processo Autoregressivo de ordem P:

P
u(n) = Z a;u(n — i) + z(n)
i=1
e Processo de Média Movel de ordem Q:

Q
u(n) = Z biz(n —1i) + z(n)

=1

e Processo de Média Mével Autoregressivo de ordem (P,Q):

P Q
u(n) = E a;u(n — 1) + E biz(n — 1) + z(n)
i=1 i=1
Entre os modelos de processos apresentados, o processo autoregressivo destaca-
se por ter a caracteristica de representar de forma satisfatoria sinais encontrados em

muitas aplicacoes praticas. Por este motivo, todas as analises estatisticas desenvolvidas

neste trabalho assumem como entrada um processo autoregressivo.

Assim, definindo u(n) como um processo AR de ordem P, e z(n) como uma seqiiéncia

gaussiana branca e de variancia unitaria, tem-se:

u(n) = Z a;u(n — 1) + z(n) (3.1)

A eq. (3.1) pode ser expressa na forma vetorial, considerando-se as N tltimas
amostras do sinal u(n). Assim, o processo autoregressivo AR(P) pode ser descrito

como

u(n) = Z a;u(n — i)+ z(n) = U(n)a + z(n) (3.2)

em que
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u(n) = [u(n)u(n —1)..u(n — N + 1)]*. (3.3)

U(n) é uma colegao de vetores passados,

U(n) = [u(n — Du(n — 2)...u(n — P)] (3.4)

e z(n) é um vetor coluna de dimensdo /N composto por uma sequéncia gaussiana branca
aleatoria

z(n) =[z(n)z(n — 1)..2(n — N +1)] (3.5)

A estrutura de minimo erro quadrético de a é dada por [28]:

a(n) = [U"(n)U(n)]"'U" (n)u(n) (3.6)

em que U (n)U(n) ¢é assumido de posto P.

Assim, para sinais de entrada AR, o algoritmo AP pode ser decomposto da seguinte

forma:

5. w(n +1) = w(n)+ |[®(n)/®T (n)®(n)|e(n)

onde d(n) = w°Tu(n) + r(n) é a saida desejada e r(n) é o ruido aditivo, o qual é
estaciondrio, branco, gaussiano, de variancia o2, de média zero e independente de z(n)

e de w(n). Py(n) = U(n)[UT(n)U(n)]"'UT(n) é a matriz de projegio no subespago
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formado pelas colunas da matriz U(n).

3.3 Hipdteses Simplificadoras

No decorrer deste trabalho, sao utilizadas as seguintes hipdteses simplificadoras,

que facilitam o trabalho matematico de andlise estatistica:

2

1. O sinal de excitagdo z(n) é estaciondrio, branco, gaussiano, com variancia o

€

média zero.

2. O sinal autoregressivo u(n) é estaciondrio, gaussiano, com variancia o2 e média

Zero.

3. Assume-se que os vetores z(n — k) e w(n — p) sao estatisticamente independentes

para quaisquer k e p.

4. Assume-se que os vetores z(n — k) e z(n — p) sdo estatisticamente independentes

para k diferente de p.

5. Assume-se que os vetores de dire¢do ®(n — k) e ®(n — p) sdo independentes para

k diferente de p.

A hipdtese de nimero quatro é freqiientemente utilizada na andlise estatistica de
algoritmos adaptativos, na forma da teoria da independéncia [22]. Na teoria da inde-
pendéncia considera-se que os vetores de entrada (regressores) sao independentes, o que
nao é verdadeiro em aplicagoes que utilizam estruturas com linha de retardo. Nestes
casos, o vetor de entrada é preenchido amostra a amostra, existindo apenas a diferenca
de um elemento entre dois vetores consecutivos. Entretanto, a teoria da independéncia
leva a resultados satisfatérios em diversas situacoes de aplicacdo prética dos algoritmos

estocasticos.
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A utilizac¢do de um sinal de excitagio z(n) gaussiano em (3.2) justifica-se pelo teo-
rema do limite central [27] e também por proporcionar uma excita¢do com espectro

contendo todas as frequéncias.

Na Fig. 3.1, apresentam-se algumas curvas de simulagoes do erro médio quadrético
do algoritmo AP, onde utilizam-se diferentes niimeros de vetores passados na formacao
da matriz U(n). As curvas (a), (b), (c) e (d) referem-se a utilizacdo de P vetores pas-
sados do sinal de entrada, com P = 16, 8,4 e 1 vetores respectivamente, para um filtro
adaptativo com N = 64 coeficientes. Pode-se observar claramente que o acréscimo de
vetores aumenta a velocidade de convergéncia do algoritmo. Entretanto, este aumento
de vetores acarreta uma maior complexidade computacional. De qualquer modo, a
rapida evolugao da capacidade de processamento de novos processadores de sinais per-
mite que abordagens para andlise do algoritmo AP levando em consideracdo elevados
valores de P sejam de interesse. Aplicagoes praticas do algoritmo AP para P = 2, ou
seja, utilizando dois vetores passados, ja sao encontradas em, por exemplo, projetos de

canceladores de eco actustico e equalizacao de canais.

A seguir, sao deduzidas diversas propriedades envolvendo o vetor de erro dos coe-
ficientes do algoritmo AP para entradas AR. Dentre essas propriedades, incluem-se os
efeitos do aumento da poténcia do ruido, citados no inicio desta secao. KEssas pro-
priedades serao utilizadas nos préximos capitulos para a andlise estatistica do compor-

tamento do algoritmo.
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Figura 3.1: Comportamento do EM(Q) do algoritmo AP para diferentes valores de P.

3.4 Propriedades - Entrada Autoregressiva

Na maioria dos problemas de processamento de sinais, tais como cancelamento
de ruido, identificagao de sistemas, etc, pode-se utilizar o esquema em diagrama de
blocos mostrado na Fig. 3.2. Dessa forma, toda andlise desenvolvida neste trabalho
abordando a utilizagdo do algoritmo AP para ajuste dos coeficientes do filtro adaptativo

sera baseada nesta estrutura.
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Uy L S e S LTy
o y(n)
—  w(n)
Algoritmo

AP

Figura 3.2: Diagrama de blocos do sistema adaptativo.

Como na maior parte dos algoritmos de filtragem adaptativa, um esquema recursivo
de atualizacdo de parametros é utilizado. Dessa forma, para determinar uma nova
estimativa w(n + 1) do vetor w° de dimensdo N e desconhecido, utilizam-se os valores
dos coeficientes calculados na iteragao anterior, acrescentados de um termo de correcao.

No caso do algoritmo de projecoes afins a atualizacao é dada pela expressao:

w(n+1) =w(n) + %e(n) (3.7)
em que:
e(n) = d(n) — w' (n)u(n) (3.8)

A constante de adaptacao a = 1 é assumida. Este valor de @ = 1 corresponde a

méxima velocidade do algoritmo [26].

Na Figura 3.3 apresentam-se para P = 2, os vetores envolvidos na operacao de
ortogonaliza¢do do vetor ®(n) que determina a diregdo de atualizagdo do vetor de

coeficientes do algoritmo AP, o qual é avaliado pela expressao:

®(n) =u(n) — U(n)a(n) (3.9)
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Dessa forma, o vetor ®(n) é a componente do vetor u(n) projetado no plano ortog-

onal ao subespago U(n) definido por P vetores coluna passados de u(n).

KI0) 2

u(n)-U(n)a(n)

u(n-2)

u(n-1)

Subespaco-U=[u(n-1)...u(n-P)]

Figura 3.3: Projecio do vetor de entrada u(n) no subespago U(n) (P = 2).

Definindo o vetor erro dos coeficientes como v(n) = w(n) — w°, tem-se:

®(n)

vin+1)=v(n)+ W@(n) (3.10)
Substituindo a equagao (3.8) na equacgao (3.10):
v(n+1) = v(n) + %[d(n) — w”(n)u(n)] (3.11)
vin+1) =v(n) + <I>T21;L()7<LI)>( )[WOTu(n) +7r(n) — [WOT + vT(n)]u(n)]
E, finalmente, chega-se a expressao:
v(in+1) =v(n) — %v(n) + (I:I;((Z))g?i) (3.12)
Substituindo (3.9) em (3.12), obtém-se:
vin+1) =v(n) — ®(n) [@(157;)(755(%)5(71)] v(n) + @(PT((Z);IE?(?L) (3.13)
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Expandindo (3.13),

®(n)®" (n) B ¢(n)éT(n)UT(n)v i
st mamn) M T T etmam " ST mem)

v(in+1) =v(n) —

As seguintes propriedades sao obtidas quando pré-multiplica-se (3.12) por ®7(n),

u”(n) e UT(n) [28]:

Propriedade.1:
Pré-multiplicando-se a equacgio (3.12) pelo vetor ®7(n):

_ %' (n)2(n)

&' (n)v(n+1) = ®"(n)v(n) BT (n)®(n) [u” (n)v(n) = r(n)]

obtém-se:

" (n)v(n+1) = @7 (n)v(n) — u’ (n)v(n) +r(n) (3.15)

Propriedade.2:

Pré-multiplicando-se a equagio (3.12) pelo vetor u” (n):

vl -+ 1) = o ()v(n) — SO (o) — r(o)

Sabendo que u(n) = ®(n) + U(n)a(n), tem-se:

v+ 1) = (n)v(n) — S RO (o) — o)
wF)v(n-+ 1) = w (yv(n) - TS O IR ) o

Como o vetor ®(n) é ortogonal ao subespaco U(n), ou seja, U” (n)®(n) = 0,
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chega-se a:

u’(n)v(n+1) = u’ (n)v(n) — u’ (n)v(n) +r(n)

e finalmente:

u” (n)v(n+1) =r(n) (3.16)

Propriedade.3:

Pré-multiplicando-se a equacio (3.12) pela matriz U” (n):

U (n)v(n+1) = U"(n)v(n) —

Como U™ (n)®(n) = 0, obtém-se:

U (n)v(n+1) = U (n)v(n) (3.17)

Além dessas propriedades, também pode-se verificar uma outra relacionada as

varidveis ®(n) e u(n). Multiplicando-se ®%(n) por u(n) obtém-se:

@ (n)u(n) = ®"(n)[®(n) + U(n)a(n)] = 2" (n)®(n) + " (n)U(n)a(n)  (3.18)

Como ®(n) é ortogonal as colunas de U(n), chega-se a:

&7 (n)u(n) = &7 (n)®(n) (3.19)

Utilizando-se a Propriedade 2 recursivamente na expressao da Propriedade 3, verifica-
se que:

Ul (n)v(in+1) =r(n—1)

onde:

r(n—1)=[r(n—1Dr(n - 2)..r(n— P)]" (3.20)

Retornando & expressao da Propriedade 3 e a expressao da equagao (3.20), e
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aplicando-se na equacdo (3.14), tem-se a seguinte expressdo para o vetor erro dos

coeficientes:
v(n+1) = +v(n) - %;@;ng .
B ®(n)al (n)r(n — 1) N ®(n)r(n) .
BT (n)®(n) BT (n)®(n)
Manipulando a equagdo (3.21):
v(n+1) = v(n) - igg’;gg v(n) + @TEI;()Q Gl == 1) (3.22)

ro(n) = r(n) — Z i; (n)r(n — 1) (3.23)

que ¢ a sequéncia filtrada do ruido r(n).

Substituindo a equagao (3.23) na equagao (3.22), chega-se a expressao de atualizagao

do vetor de erro dos coeficientes em fungao de r,(n):

v(in+1) =v(n) — )ra(n) (3.24)

3.5 Propriedades Vetoriais e Estatisticas

Nesta secao, sao apresentadas hipoteses e propriedades estatisticas que serao apli-
cadas na andlise do algoritmo AP. As propriedades de convergéncia do algoritmo AP
dependem sobretudo da matriz de correlagdo Rgg = E{®(n)®7(n)}. A estrutura e as
propriedades de Ry dependem do vetor ®(n) e de suas propriedades estatisticas. A
seguinte andlise utiliza hipéteses similares a hipdtese da independéncia [16], que tem

sido utilizada na andlise de varios algoritmos adaptativos.
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Hipé6tese A1l:  Assume-se que a dependéncia estatistica entre o vetor z(n) e a matriz
U(n) pode ser desprezada. Esta hipGtese é mais realista quando o niimero de elementos
no vetor é muito maior que o nimero de vetores passados que formam a matriz U(n), ou
seja, N > P. Isto pode ser melhor compreendido observando-se a equagao (3.2), onde

se mostra que z(n) tem uma dependéncia algébrica com os P vetores u(n—1)...u(n—P).

Aplicando-se a equacdo (3.2) na equagao (3.6), e substituindo a resultante desta

operagao na expressao de ®(n), obtém-se:

®(n) =[I—-Py(n)]-z(n) =Pr(n)z(n) =2z,(n) (3.25)

onde Py (n) = U(n)[UT(n)U(n)]~'UT (n) é a matriz de projecdo no subespaco formado
pelas colunas de U(n) e P, (n) = I-Py(n) é a matriz de proje¢ao no subespago ortogo-
nal complementar. Assim, o vetor z(n) pode ser decomposto como zy(n)+z, (n), onde
zy(n) = Py(n)z(n) ez, (n) = P, (n)z(n). Dessa forma, apenas zy(n) é algebricamente
dependente de U(n). Além disso, desde que {z(n)} seja uma seqiiéncia de ruido branco,
a poténcia de z(n) é igualmente distribuida por suas N dimensées. Assim, apenas a
poténcia da parcela de z(n) que é projetada no subespago P-dimensional definido por
U(n) é responsavel pela dependéncia entre z(n) e U(n). Esta dependéncia pode ser de-
sprezada se N > P. Este é normalmente o caso em sistemas com resposta ao impulso
longa, ja que P tende a assumir um valor limitado para controle da complexidade do

algoritmo.

Hipétese A2: Os vetores ®(n) e w(n) sao estatisticamente independentes. Esta
hipétese é similar a hipdtese da independéncia, quando aplicada a sinal de entrada
branco utilizando filtro adaptativo com linha de retardo. O vetor ®(n) pode ser in-

terpretado como um vetor cujos elementos sao estimativas de uma sequéncia de ruido

branco {z(n)}.
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A equagdo (3.25) mostra que ®(n) é ortogonal as colunas de U(n). Esta é uma
ortogonalidade vetorial e é valida para todo n e para qualquer realizacao do processo

de entrada.

Para determinar-se as propriedades estatisticas de ®(n), observa-se que z, (n) é um
vetor com energia apenas em (N — P) dimensbes do espago N-dimensional. O vetor
zy(n) contribui com a energia nas P dimensdes restantes. Considera-se uma dada

iteracao, isto é, um valor fixo para n.

Em geral, as dimensoes excitadas pelo vetor z, (n) sdo diferentes para cada fungao
amostra do processo adaptativo em virtude da aleatoriedade de u(n). Isto é equivalente,
na média, a excitacao de cada dimensao (para um dado valor de n) com uma frac¢ao
igual a (N —P)/N da poténcia em z(n). Assim, usando (3.25) e distribuindo a poténcia
igualmente dentre todas as dimensdes, a matriz de correlagdo de ®(n) pode ser escrita

Ccomo:

N-—-P
Rys = B{@0# ()} = Bzl () = o1 =(T 20 )t (320
As equagoes (3.7) e (3.26) mostram que o algoritmo AP com suficiente ordem (P
maior ou igual & ordem do processo AR de entrada) e N coeficientes tem um compor-

tamento transitorio similar ao algoritmo NLMS com N — P coeficientes e uma entrada

branca.

Hipétese A3: ®(n) é um vetor aleatério Gaussiano e de média zero. A equagao
(3.25) mostra que cada componente ¢(n — i) do vetor ®(n) é determinada pela ex-
pressao Z;VZI Py z(n —j+1). Da hipétese Al e sendo z(n) um ruido branco, as
variaveis aleatorias deste somatorio sao independentes. Desta forma, pelo Teorema do
Limite Central a distribuicao de ®(n) tende para uma Gaussiana para valores elevados

de N. Como z(n) é de média zero, ®(n) também terd média zero.
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3.6 Analise do Comportamento Médio dos Coefici-
entes

Sendo o vetor erro dos coeficientes definido por v(n) = w(n) —w?, o comportamento
médio dos coeficientes do algoritmo AP é avaliado tomando-se o valor esperado da

equagao (3.24). Inicialmente utilizando a hipétese A2 tem-se a expressao:

®(n)®"(n)

B{v(n+1)} = B{v(n)} — E{W}E{v(n)} + E{ (I)T‘I’(”)

Wra(n)} (3.27)

Cada elemento do valor esperado no segundo termo do lado direito da equagdo (3.27)
tem um numerador dado pelo produto ¢(n — i)¢(n — j) e um denominador dado pelo
somatério Y.~ " ¢%(n — k). Os componentes de @(n) no numerador afetam apenas
dois dos N termos no denominador. Por conseqiiéncia, numerador e denominador
podem ser assumidos fracamente correlacionados para valores grandes de N. Para
entradas ergddicas, esta hipitese é equivalente a aplicar o principio das médias [29]. O
denominador @7 (n)®(n) tende a variar no tempo lentamente quando comparado com
o numerador ¢(n — i)¢(n — j) para elevados valores de N. Dessa forma, a seguinte

aproximacao ¢é usada:
E{[@" (n)®(n)] " @(n)®" (n)} = E{[®" (n)®(n)] "' }Rys (3.28)

com Ry, dado por (3.26).

O valor esperado E{[®%(n)®(n)] '} é calculado assumindo que ®(n) é um vetor
com funcao de distribui¢ao conjunta Gaussiana com dependéncia estatistica desprezada
entre seus componentes, pois sao estimados de uma seqiiéncia de ruido branco. Dessa
forma, é assumido que y = ®7(n)®(n) tem uma distribuigao chi-quadrada com G =

N — P graus de liberdade. Assim, conforme [27], a fungao densidade de probabilidade
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63
de y é dada por:
1 e
700 = gempgrgy VT ) (3.29)
¢ 2
Calculando o valor esperado de [®T(n)®(n)] ! =y !
+00
By = [ vt n)-dy
oo 1 (G/2)-1 . ,—y/2¢% -1
=), 20706T(9)Y e My fy(y) - dy
° 12 (3.30)
1

400

_ (G/2)—2  _—y/202
- y eV . dy
QGﬂagF(g)jg

Esta integral pode ser resolvida utilizando-se diretamente a equagao:

+o0
/ P R (SO L I M (3.31)
o (a+1)m

Fazendo a transformacao de variaveis:

_ 1
\a-i—l—%2

e resolvendo a integral em (3.30), resulta em:

P} = B® 02007} = 55 (3.32)

Aplicando a propriedade da fun¢do gama I'(n + 1) = nI'(n), chega-se a

1
E{[®"(n)®(n)] V= —— 3.33
{[@" (n)®(n)]""} oG~ 9) (3.33)

em que 0; = (N — P)/N 2.
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Retornando a equagao (3.27) para avaliacao do valor esperado do terceiro termo do

lado direito da expressao, tem-se:

E{®(n)r.(n)} = E{®(n §:E{¢ n)r(n—14)} =0 (3.34)

Como 7(n) é independente e de média zero,

__&) ro(n) ¢ = __®) r(n

P arwer ) E{ 7w |0
- Z [Pl B =] @39
=0

Substituindo os valores encontrados em (3.33) e (3.35) e aplicando o resulatdo em

(3.27), resulta na expressao:

B+ 1)) = (1= oo =R ) Elv())

¢

— (1- g0 ) Blv)

na qual a simplificagao foi obtida usando Ryy = 0(21)1, como determinado em (3.26).

(3.36)

A equagao (3.36) representa de forma recursiva a evolugao do valor médio do vetor de
erro dos coeficientes. Observa-se que (3.36) estabelece uma condigdo de convergéncia
como uma funcao de G = N — P. O comportamento médio do vetor de erro dos
coeficientes ird convergir para zero se |1 — 1/(G — 2)| < 1, que conduz para a condi¢ao
G > 5/2. Desde que G é um inteiro, a convergéncia do valor médio do vetor de erro

dos coeficientes requer que:

G=N-P>3. (3.37)

A condigao de estabilidade (3.37) é verificada nas Figs. 3.4 e 3.5. Os comporta-
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mentos médios dos coeficientes e do erro médio quadratico (EMQ) sdo mostrados para
N = 64 e para P = 61 (Figs. 3.4(a) and 3.5(a)), dentro da regiao de estabilidade,
e para N = 64 e P = 63 (Figs. 3.4(b) and 3.5(b)), que viola a condicdo de estabili-
dade apresentada em (3.37). As figuras mostram claramente que o algoritmo torna-se
instdvel no segundo caso, confirmando a equagdo (3.37). Felizmente, esta condicdo
de estabilidade nao representa um problema para a maioria das aplicacoes, desde que

geralmente N > P em projetos praticos.

1.4 FL/T (0} BV} 033 ELVTOLE(V(}
12 8e33
10 7633
6e33 5
08 s 5e33 +{P=63
06 ~P=61 4633
04 3e33
=
1
0 s RN
0 10 20 3 4 50 6 7 8 80 100 780 80 80 80 B0 80 90 90
(a) E{vT(n)}E{v(n)}, N=64, P=61 (b) E{vT(n)}E{v(n)}, N=64, P=63

Figura 3.4: Verificacdo da condigdo de estabilidade. (a) E{~vT(n)}E{v(n)} para N=6
e P=61, estdvel; (b) E{~T(n)}E{v(n)} para N=64 e P=63, instdvel.

A seguir, substituindo v(n) = w(n) — w® em (3.36), obtém-se o modelo do com-

portamento médio do vetor de coeficientes do algoritmo AP:

E{w(n+1)} = (1 - mfw) Efw(n)} + mew" (3.38)
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Figura 3.5: Verificacio da condi¢io de estabilidade. (a) EMQ para o caso 3.4(a) ; (b)
EMQ para o caso 3.4(b).

3.7 Resultados de Simulacoes

O modelo analitico dado pela equagao (3.38) tem sido testado em vdrias situacoes
diferentes. Nesta secdo, apresenta-se uma amostra destes resultados para ilustrar a
acurdcia do modelo. No exemplo apresentado aqui, a variancia o2 é ajustada de tal

modo que resulte em 02 = 1. A relagio sinal-ruido é dado por SNR = 101log,,(c2/0?)dB.
¢ 10\Y ¢/ Yy

3.7.1 Exemplo 1:

A entrada é um processo autoregressivo de primeira ordem AR(1) Gaussiano definido
pela expressao u(n) = —0,9u(n — 1) + z(n), com z(n) sendo uma seqiiéncia de ruido
branco e Gaussiano. A relagao sinal-ruido é de SN R = 60dB. As simulagoes executadas
saopara N =64e P=4e N =128 e P =1. Os comportamentos do valor médio dos
coeficientes sao mostrados nas Figs. 3.6 e 3.7, respectivamente. Essas figuras mostram
os resultados das simulacoes Monte Carlo e o comportamento médio dos coeficientes
previsto por (3.38). Pode-se observar que existe grande semelhanga entre a simulagio

e 0 modelo tedérico derivado.



3. Andlise Estatistica do Algoritmo de Projecdes Afins com Entrada Autoregressiva - Em
Ambiente Estacionario 67

0o Comportamento Médio dos Coeficientes
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Figura 3.6: Comportamento médio dos coeficientes — Entrada AR(1) Gaussiana, a; =
—0,9, algoritmo AP(5), N = 64. Simula¢do (a)wes ; (b)wsa ; (c)wis ; (d)ws e modelo
teorico (e)wes ; (f)wsa ; (9)wie ; (h)ws



3. Andlise Estatistica do Algoritmo de Projecdes Afins com Entrada Autoregressiva - Em
Ambiente Estacionario 68
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Figura 3.7: Comportamento médio dos coeficientes — Entrada AR(1) Gaussiana, a; =
—0,9, algoritmo AP(2), N = 128. Simulacdo (a)wies ; (b)wes ; (c)wsy ; (d)ws e
modelo teorico (e)wiag ; (f)wes ; (9)wse ; (h)ws
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3.8 O Erro Médio Quadratico - EMQ

Na avaliacao do desempenho de um determinado algoritmo, estuda-se normalmente
sua eficiéncia na minimizacao de uma funcao custo. Neste trabalho é analisado o com-
portamento do erro médio quadratico do sistema adaptativo apresentado na Fig.3.2,

tanto durante a fase de adaptagao (fase transitéria) quanto em regime permanente.

Sao desenvolvidas equacgoes recursivas para o erro médio quadratico em funcao dos

momentos de primeira e segunda ordem.

A equagao do sinal de erro (3.8) do sistema apresentado na Fig. 3.2 é reproduzida
a seguir:

e(n) = d(n) —y(n) (3-39)

d(n) = u’ (n)w° + r(n), (3.40)

em que 7(n) é o sinal branco, de média zero, gaussiano e independente de u(n) e y(n)

¢ o sinal estimado expresso por:
y(n) = u" (n)w(n) (3.41)

Nesta andlise, considera-se também que u(n) é um sinal autoregressivo de ordem

P, definido como:
u(n) = Z a;u(n — i) + z(n) = U(n)a + z(n) (3.42)

O erro médio quadratico (EMQ) é determinado elevando-se (3.39) ao quadrado e
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tomando seu valor esperado, ou seja:

E{e*(n)} = E{[d(n) — y(n)]"} (3.43)
Substituindo-se (3.40) e (3.41) em (3.43), chega-se a:

E{e*(n)} = E{[r(n) — u" (n)v(n)]"} (3.44)

lembrando que o vetor de erro dos coeficientes é definido como, v(n) = w(n) — w°.

O sinal de entrada u(n) pode ser representado, conforme ja observado, pela soma
vetorial entre sua proje¢ao no subespaco definido pelos vetores coluna de u(n) passados,
isto é, U(n) = [u(n — 1) ... u(n — P)] e por sua projecao no subespago ortogonal (ver
Fig. 3.3). Assim, da equagao (3.9), tem-se que:

u(n) = ®(n) + U(n)a(n) (3.45)

Substituindo a equagao (3.45) em (3.44), obtém-se:

E{e*(n)} = E{[r(n) — @' (n)v(n) — &' (n)U" (n)v(n)]’} (3.46)

Antes de elevar-se os termos do lado direito da equacao (3.46) ao quadrado, retorna-
se as propriedades apresentadas, e observa-se que, baseado nas propriedades 1 e 3,

pode-se fazer a seguinte transformacao:

E{e*(n)} = E{[r(n) — " (n)v(n) — &' (n)r(n — 1)]*} (3.47)

E, conforme equacio (3.23), chega-se & expressao:

E{e*(n)} = E{[ra(n) — " (n)v(n)]"} (3.48)
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onde 7,(n) é o ruido filtrado.

Elevando agora (3.48) ao quadrado, resulta em:

E{e*(n)} = E{ry(n)} — 2E{ra(n)®" (n)v(n)} + E{v" (n)@(n)®" (n)v(n)} (3.49)

O segundo termo no lado direito de (3.49) pode ser desprezado em comparagdo com
os outros dois termos como serd explicado a seguir. Assumindo que o algoritmo tem
ordem suficiente (maior do que P), em umas poucas iteragoes a(n) tende para o vetor
a mais uma pequena flutuagao que estd correlacionada com u(n). Isto pode ser melhor

observado substituindo a eq. (3.2) em (3.6), resultando em:

a(n) =a+ [U"(n)U(n)]"'U"(n)z(n) (3.50)

Aplicando (3.50) em (3.23) obtém-se:

re(n) =r(n) —a’r(n — 1) — [UT(n)U(n)] U (n)z(n)r(n — 1) (3.51)

Dessa forma, r,(n) pode ser considerado fracamente correlacionado com u(n). J4
que ®(n) é também assumido estatisticamente independente de v(n), entdo ®(n) é

fracamente correlacionado com v(n)r,(n) e o valor esperado serd dado por:

E{®"(n)v(n)ra(n)} = E{®" (n)v(n)r(n)} — E{®" (n)v(n)a’r(n — 1)}
— E{®" (n)v(n)[U" (n)U(n)] U (n)z(n)r(n — 1)}
= E{®"(n)v(n)} - E{r(n)} — E{®"(n)v(n)a" }E{r(n — 1)}
— E{®" (n)v(n)[U" (n)U(n)] U (n)z(n)} - E{x(n - 1)} =0

(3.52)

O valor esperado é zero em virtude de ®(n) ser de média zero, ja que {u(n)} é uma
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seqiiéncia de média zero.

O terceiro termo do lado direito de (3.49) é um valor escalar, e dessa maneira a

equacgao (3.49) pode ser expressa da seguinte forma:

E{e*(n)} = E{ra(n)} + E{tr[v" (n)®(n)®" (n)v(n)]} (3.53)

A seguir, utilizando-se a propriedade algébrica onde diz que tr[AB]=tr[BA|, verifica-

se que (3.53) pode ser reescrita como:

E{e*(n)} = E{ri(n)} + E{tr[®(n)®" (n)v(n)v" (n)]} (3.54)

Sabendo que Ry = E{®(n)®7(n)} é a matriz de autocorrelagao de ®(n) e que
K(n) = E{v(n)v"(n)} é o momento de segunda ordem do vetor de erro dos coeficientes,

chega-se a seguinte expressao para o erro médio quadratico:

E{e*(n)} = E{ra(n)} + tr[RysK(n)] (3-55)

Observa-se que (3.55) mostra que o erro médio quadratico minimo serd dado por

E{r?(n)}, a poténcia do ruido filtrado.

O passo seguinte é calcular o valor esperado do termo E{r2(n)}.

Retornando-se & equacao (3.23), elevando ao quadrado e tomando o valor esperado,
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tem-se:

E{ra(n)} = E{[r(n) - Z i (n)r(n — 1))’}

= E{r*(n) — 2 Z a;(n)r(n)r(n —1) + Z Z&i(n)&j(n)r(n —)r(n—17j)}

(3.56)

Como r(n) é branco Gaussiano de média zero, E{r(n—i)-r(n—j)} = 0 para i # j,

e a;(n) é independente de r(n), a equagdo (3.56) resulta em:

E{ra(n)} = E{r*(n)} + Z E{a; (n)}E{r*(n — i)} (3.57)

Como E{r?(n — i)} = o2 para todo 7, a equagao (3.57) pode ser expressa por:

E{r}(n)} = o (1 + éE{&?(n)}) = o2 <1 + E{éT(n)é(n)}> (3.58)

Para a avaliagdo de E{4” (n)a(n)}, pré-multiplica-se a eq. (3.50) por sua transposta,

e toma-se o valor esperado:

E{a"(n)a(n)} =F{a”a}

+ E{a"[U" (n)U(n)]'U" (n)z(n)}

1

. . » (3.59)
+E{z (MU@[U (MU@)] a}

2

+ E{z" (n)U(n)[U" (n)U(n)]*U" (n)z(n)}

-

-~

3

Da hipétese A1, observa-se que os valores esperados das parcelas 1 e 2 da equacao

(3.59) tém valor nulo devido ao fator z(n).
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Condicionando em U(n), a parcela 3 pode ser expressa por:
tr ([UT (n)U(n)]_2UT(n)E{z(n)zT(n)}U(n)> (3.60)

Como E{z(n)z’ (n)} = ¢21, simplificando e retirando o condicionamento de (3.60),
chega-se a:

o2tr <E{[UT(n)U(n)]_1}) (3.61)

E, finalmente, (3.59) serd expressa por:

E{a"(n)a(n)} = E{a"a} + o%tr (E{[UT(mU(n)rl})
(3.62)

= aTa + o2tr <E{[UT(n)U(n)]‘1})

Aplicando (3.62) em (3.55), tem-se a seguinte expressao para o erro médio quadratico:
E{e’(n)} = [1 +a’a+tr (E{[UT(n)U(n)]_l}ﬂ ol + tr[RysK(n)] (3.63)

A primeira parcela em (3.63) é fungéo da estatistica da entrada. J4 a matriz K(n)

na segunda parcela deve ser calculada. Isso é feito na préxima se¢do.

3.8.1 Analise dos Momentos de Segunda Ordem

Na equagao do erro médio quadratico (3.63), o primeiro termo no lado direito é
funcao da estatistica do sinal de entrada. Ja no segundo termo aparece a matriz de
correlacdo K(n), que contém os momentos de segunda ordem do vetor de erro dos coe-

ficientes, e que precisam ser calculados.

Fazendo-se o produto da equacao (3.24) por sua transposta e tomando-se o valor

esperado, obtém-se:



3. Andlise Estatistica do Algoritmo de Projecdes Afins com Entrada Autoregressiva - Em
Ambiente Estacionario 75

(3.64)

7 ®(n) 87 (n)
ra(n)v (")W}

&7 (n) }

O passo seguinte é calcular o valor esperado de cada termo do lado direito da
equacao (3.64). Os segundo e quarto termos no lado direito de (3.64) sao facilmente

determinados utilizando a hipdtese A2, e as equagoes (3.28) e (3.33). Assim, tem-se:

E{v(n)VT(n) Z;?LC)I;EZ;} - 2<17$ F(I?(/C?/;)DK(”)RM (3.65)
<I’(TL)<I>T(TL)V N O 1 I'(G/2-1) i
E{qﬂ’(n)@(n) (v )} 202 T(G/2) RyoK(n) (3.66)

Aplicando a propriedade I'(n 4+ 1) = nI'(n), pode-se expressar as equagoes (3.65) e

(3.66) respectivamente por:

E{V(H)VT(R) igﬁp%} ~ o2 ((;1 - Q)K(W)Rw (3.67)
Mv v b = 1 .
E{@T(n)‘I’(n) (n)v( )} Gi(G_Q)RwK( ) (3.68)
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Assumindo v(n)r,(n) ndo correlacionado com ®(n), o terceiro termo no lado direito

de (3.64) torna-se:

B{vora(n) g = BOIn@}E(# @) # )} (369

O segundo valor esperado em (3.69) é entao determinado usando a mesma hipétese

utilizada em (3.27) - (3.33):
E{[@" (n)@(n)] "' @' (n)} ~ E{[®" (n)@(n)] " }E{®" (n)} = 0 (3.70)

ja que E{®(n)} = 0. O mesmo resultado é obtido para o sétimo termo de (3.64).

O sexto termo em (3.64) pode ser calculado como:

ra(n)<I>T(n) = T(n n)] =2 n)®T (n)v(n)ry(n)®" (n
() U — B8 ()20} (R0 (v () () (1))

(3.71)

Como ®(n) é assumido Gaussiano de média zero (hipGtese A3), os momentos de
terceira ordem de seus elementos sao iguais a zero. Assumindo também que ®(n) é ndo
correlacionado com v(n)r,(n), cdlculos diretos mostram que o segundo valor esperado
em (3.71) é igual a zero. A mesma conclusdo também é assegurada para o oitavo termo

em (3.64).

A avaliagdo do quinto termo no lado direito da eq. (3.64) envolve estatistica de
ordem superior das varidveis. Dessa forma, ndo é simples inferir alguma propriedade
de correlacao, como foi feito nos momentos de segunda ordem ja calculados. Para

proceder com a andlise, é assumido que o numerador e o denominador possam ser
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aproximados por seus valores médios. Dessa forma:

{ Q(n)(‘DT(n)v(n)vT(n) Q(n)(I)T(n) } ~ 1
7 (n)®(n) ®T(n)@(n) ) ~ E{[®T(n)®(n)]*}

x E{®(n)®" (n)v(n)v’ (n)®(n)®(n)}.
(3.72)

Foi verificado por simulagao que essa aproximacao leva a melhores resultados do

que a aproximagcao classica usada na andlise do algoritmo LMS [16]

O primeiro valor esperado em (3.72) é calculando diretamente usando a integragao

feita em (3.30) mas com [®7(n)®(n)]~2 = y2. Assim, chega-se a:

! S (3.73)
E{@T(m)®()P)  oA(C? +2G) ‘

O segundo fator em (3.72) pode ser escrito como:

E{®(n)®" (n)v(n)v' (n)®(n)®" (n)} = E{tr[@(n)@T(n)v(n)vT(n)] ‘I’(n)@T(n)}.

(3.74)
O elemento (i, j) de (3.74) é dado por
E{tr[®(n)®" (n)v(n)v" (n)] 65(n)5(n) }
N-1N-1 (3.75)
=E { >N ¢z(n)¢k(")vk(”)ve(n)] ¢i(n)¢j(n)}

Agora, o produto ¢;(n)¢,(n) pode ser assumido fracamente correlacionado com o
duplo somatdrio em (3.75) para um valor de N grande, ji que cada par (¢;(n), ¢,;(n))

afeta no maximo 4N — 2 dentre os N? termos no duplo somatério. Esta propriedade e
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a Hipo6tese A2 conduzem para:

E{tr[cb(n)ch(n)v( v (n)] ¢i(n) } {ZZ@ n)E{vy(n)v (n)}}

=0 k=0
x E{¢i(n);(n)}.
(3.76)
Separando os termos k =1 e k # [, o lado direito de (3.76) é escrito como:
N-1
=E { ¢i(n)E{vi(n)}} E{¢i(n)¢;(n)}

k=0

N-1N-1 (3.77)

i

+E de(n) Pk (n) E{vk(n)ve(n)}} E{¢i(n)¢;(n)}.

0 =
#

(SN
O

Como de (3.26) E{¢i(n)¢;(n)} = 0 para ¢ # j, (3.76) torna-se:

E{tr[@(n)@T(n)V( )V (n)] ¢i(n) } {Z¢k ) E{vi(n }} E{¢i(n)¢;(n)}.

(3.78)

Como a distribui¢ao de v(n) é desconhecida, uma aproximacao deve ser empregada

para E{vZ(n)}. Assumindo flutuagdes iguais sobre a média de todos os componentes

de vg(n),k =0,..., N — 1 (mesma variancia), E{v2(n)} pode ser aproximada por:

E{u(n)} = E*{u(m)} + 0,y ~ B {wi(m)} + L) (3.79)

em que C(n) é a matriz de covariancia de v(n), e é dada por:

C(n) = B{ (v(n) — Efv(m)}) (v (n) — B{v"()}) }
= E{v(n)v"(n)} ~ E{v(m)}E{v"(n)} (3.80)
= K(n) — E{v(n)}E{v (n)}.
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Substituindo (3.80) em (3.79) resulta em:
E{vi(n)} = %[tr[K(n)] — E{v"(n)}E{v(n)}| + E*{vk(n)}. (3.81)

Usando (3.81), o lado direito de (3.78) torna-se:

{Z% ) E{vi(n }} E{i(n)¢;(n)}

-F {% [ulK ()] - B ()} E{v(n)}] NZ B + N S n) B {u, <n>}}
x B{6i(n)5(n))

- {% (4K ()] - B ()} E{v(n)}] E{®" (n)@(n)} + E {N ) EQ{w(n)}}}
x B{6:(n)6;(n)}.

(3.82)

Como ¢i(n) é estacionario, E{¢;(n)} = o} para todo k = 0,...,N — 1. Dessa

forma, pode-se verificar facilmente que

{Z Sr(n) E*{vr( )}} =0y B{v' (n)}E{v(n)}. (3.83)

O valor esperado de @7 (n)®(n) ¢ determinado usando a fungio densidade de prob-

abilidade (3.29) e integrando. Assim,
& @) = [ £y =G o} (3.84)

Substituindo (3.83) e (3.84) em (3.82), inserindo o resultado em (3.80) e observando
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que E{¢;(n)p;(n)} é o elemento (i,5) de Ry, resulta na equagao:

E{2(n)®" (n)v(n)v" (n)®(n)®" (n)} =

(3.85)
o2 [% tr[K(n)] + (1 - %) E{VT(n)}E{v(n)}] Rs.
Usando (3.73) e (3.85) em (3.72), resulta em:
B (n) o B ()|
E{ a0 a0 | 50
G | O (1 §) BB R

Finalmente, o dltimo valor esperado em (3.86) é determinado usando novamente a
hipétese de que 74(n) ndo é correlacionado com ®(n) e que ®(n)®7 (n) ndo é correla-
cionado com ®%'(n)®(n). Entao,

(n) ra(n)®@"(n

®(n)r, N 2 1 -
={armaoy e )~ F0H00 F{ rgany ) P01 z}. )
3.87

O primeiro valor esperado é definido pela eq.(3.62) e reproduzido abaixo:

E{ri(n)} = [1 +aTa+ oitr (E{[UT(n)U(n)]1}> ] o2 (3.88)

O segundo valor esperado em (3.87) é calculado diretamente integrando (3.29):

1 1
y { (@7 (n)®@(n)]” } T oG -2)(G-9) (3.89)

O terceiro termo ¢ simplesmente a matriz de correlacao Rg4y. Dessa forma,

®(n)rq(n) r, n)QT(n) ~ ala - o2tr T(n\U(n)]~L
oS tata wpst ) < 1+ e (pioT e )| 590
X G- 2)(@ 1)
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Aplicando os resultados dos valores esperados de cada termo de (3.64) e substituindo

na mesma, chega-se & seguinte equagao recursiva para K(n):

K(n+1) = K(n) - mm(n)m + RysK(n)]
1 G G .
+ W [N tr[K(n)] + (1 — N) E{v'(n)} E{v(n)}| Ry
+Fﬁ%§a+ﬁﬂ(EﬂU”MU@ﬂ1O]UﬁG_;kG_4)RM.

(3.91)

As expressoes (3.91) e (3.36), com Ry, dada em (3.26), podem ser substituidas
em (3.63) para determinar recursivamente o comportamento do erro médio quadratico.
Contudo, assumindo, para simplifica¢do, que todos os elementos de U(n) tém poténcias
similares, ¢ facil observar que o2tr[U” (n)U(n)]~! é aproximadamente dada por (P/N)(c2/c2),
que pode ser desprezado quando comparado & unidade para N > P. Neste caso,
o2tr[E{[UT(n)U(n)]~'}] pode ser desprezado nas equagdes (3.91) e (3.63). O modelo
resultante nao requer qualquer estimacgao da matriz E{[U” (n)U(n)]~'}, e é tao preciso

quanto o modelo completo para a maioria das aplicacoes praticas.

Como Ryy = oéI, a expressao do erro médio quadratico em (3.63) é uma fungao de

tr[K(n)|. Defindo os escalares

2

“TGE 2

B G

5"N«P+2G)
P

T N(G? +2G)
0.2

5= [1 +a"a+ o’tr (E{[UT(n)U(n)]_1}>] (G = QS(G )
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a eq. (3.91) poder4 ser escrita como:
K(n+1) = K(n) — aK(n) + tr[K(n)] I+ vyE{v' (n) }E{v(n)}I + L. (3.92)

Tomando o traco de (3.92) e usando a solugdo na forma fechada de (3.36) como

uma fun¢ao de v e v(0) (valor deterministico), resulta em:
2n
tr[K(n +1)] = (1 — a + NB)t[K(n)] + Ny (1 . %) vT(0)v(0) + N&.  (3.93)

Como vT(0)v(0) = tr[K(0)], a solugio de (3.93) pode ser determinada numa forma

fechada como:

K (n)] = {(1 ot NA 4 Ny (1~ at N (1- %)2("_'“_”} 6K (0)]
FN6S (- et NB)

(3.94)

Usando (3.94) em (3.63) com Ry = o3I, chega-se & uma forma fechada para a

expressao do erro médio quadratico.

3.9 Comportamento do Algoritmo AP em Regime
Permanente

Assumindo a convergéncia, o comportamento do algoritmo em regime permanente
pode ser determinado tomando o limite quando n — oo do modelo analitico. Quando
n — oo, pode-se dizer que K(n + 1) = K(n) = K. Também, lim,, ., E{v(n)} =0

em (3.36). Dessa forma, tomando o lim,,_,,, de (3.92) resulta em:

K., = é(ﬁtr[Koo] + 5) I (3.95)
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A equagdo (3.95) mostra claramente que K., é um multiplo da matriz identidade.

Tomando o trago de (3.95) encontra-se que tr[K.] = Nd/(a — N3) e dessa maneira

(G +2)0?
(G —4)(G +6)0}

K, = [1 +a’a+otr (E{[UT(n)U(n)]_l}ﬂ I (3.96)

Usando (3.96) e Ry = 03I em (3.63) chega-se & expressao do erro médio quadrético

em regime permanente

N 2
§= nll_g)lo E{e*(n)} = [1 +a’a+oltr (E{[UT(n)U(n)]_l})} (1 + G _(g(g j_ 6))03'
(3.97)

A equagao (3.97) define uma expressao para o erro médio quadratico (EMQ) em
regime permanente do algoritmo de projecoes afins. Observa-se que o fator multipli-

cador 1 + C N(G12) _ ¢ reduzido quando G = N — P aumenta. Dessa forma, aumen-

(G-1)(G+6)
tando N — P reduz o erro em regime permanente. Esta é outra boa razao (além
da complexidade computacional) para utilizar N > P em projetos praticos. Se
N > P e N > 6, o erro médio quadratico em regime permanente se reduz para
£ 2 [1 +ala+ o?tr (E{[UT(n)U(n)]_1}> ] o2, onde a multiplica¢do por 2 representa
um aumento significativo no EM(@Q em regime permanente, em comparagao com algo-
ritmos simples tais como o algoritmo NLMS. Usando os mesmos argumentos aplicados
para (3.91), o termo o2tr (E{[UT(n)U(n)]_1}> pode ser desprezado em (3.97) quando

2

comparado & unidade, resultando em ¢ = 2(1 + a’a)o?.

. Este ultimo resultado con-

corda com os resultados encontrados em [28], os quais mostram aumento do ruido de
medicdo o2 por um termo extra igual a aTa o2. O que ndo foi mostrado em nenhum
outro trabalho é que no minimo 3dB sao adicionados a este aumento do ruido de fundo,

em virtude do multiplicador mais & direita em (3.97).
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3.10 Resultados de Simulacoes

O modelo analitico composto das equacoes (3.36), (3.63) e (3.91) tem sido testado
em diferentes situacoes. Nesta secao, apresenta-se uma amostra destes resultados para
ilustrar a acuracia do modelo. Estes resultados sao representativos dos resultados obti-
dos em todos os casos testados. Em todos os exemplos apresentados aqui, a variancia

0% é ajustada de tal modo que resulte em (73) = 1. A relagao sinal-ruido é dada por

SNR = 10log,(03/07)dB. Em todos os exemplos, o termo o7tr <E{[UT(n)U(n)]1})
foi desprezado em (3.63) e (3.91). Também, a resposta ideal w° usada em todos os
exemplos corresponde as /N primeiras amostras da resposta acustica de um ambiente,
mostrada na Fig. 3.8. O modelo derivado necessita de N grande e N > P. Todas as si-
mulagoes mostraram boa predi¢ao do comportamento do algoritmo para N > 40 aprox-
imadamente. Esta é uma condicdo razoavel para a maioria das aplicacdes praticas em
que o algoritmo AP é uma opc¢ao atrativa. Também, N > P é uma condicao desejavel

na pratica para manter a complexidade computacional e o EM(Q) em regime permanente

o menor possivel. Os parametros usados nos exemplos refletem estas condicoes.
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Figura 3.8: Resposta impulsiva w° usada em todos os exemplos. Em cada exemplo as
N primeiras amostras desta resposta sao os elementos de w°

3.10.1 Exemplo 1:

A entrada é um processo autoregressivo de primeira ordem AR(1) Gaussiano definido
pela expressao u(n) = —0,9u(n — 1) + z(n), com z(n) sendo uma seqiiéncia de ruido
branco e Gaussiano. A relacao sinal-ruido é SNR = 60dB. As simulagoes executadas
sao para N =64 e P =1, N =64e P =4 N =128e P =1, e N = 128 ¢
P = 8. Os comportamentos do erro médio quadratico sao mostrados nas Figs. 3.9 —
3.12, respectivamente. As figuras mostram os resultados das simulagoes Monte Carlo
e o comportamento do Erro Médio Quadratico (EMQ) previsto pelo modelo proposto
neste capitulo. O comportamento do EMQ previsto pelos modelos em [4] e [2] sdo
também mostrados nas figuras. Observa-se que o modelo proposto possibilita a melhor
previsao do comportamento do algoritmo. Este tem sido o caso em todos os casos
testados. O comportamento previsto pelo modelo proposto é claramente muito mais
acurado para qualquer propdsito pratico. Estes gréficos confirmam o conhecimento

pratico que o desempenho da convergeéncia do algoritmo AP nao melhora proporcional-
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mente para incrementos no valor de P além da ordem do sinal de entrada. Também
observa-se que o EMQ em regime permanente previsto por (3.97) (linha horizontal)

corcorda muito bem com os resultados das simulacoes.
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Figura 3.9: EM(Q — Entrada AR(1) Gaussiana, a; = —0,9, algoritmo AP(2), N = 64,
SNR = 60dB. (a) simulagoes Monte Carlo (200 realizagoes); (b) Modelo proposto;
(¢) Modelo em [4]; (d) Modelo em [2]; (e) EMQ em Regime Permanente previsto por
(3.97)
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Figura 3.10: EMQ — Entrada AR(1) Gaussiana, a; = —0,9, algoritmo AP(5), N = 64,
SNR = 60dB. (a) simula¢oes Monte Carlo (200 realizagdes); (b) Modelo proposto; (c)
Modelo em [4]; (d) Modelo em [2]; (e) EM@Q em Regime Permanente previsto por (3.97)
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Figura 3.11: EM(Q — Entrada AR(1) Gaussiana, a; = —0,9, algoritmo AP(2), N =
128, SNR = 60dB. (a) simulag¢oes Monte Carlo (200 realizagies); (b) Modelo proposto;
(¢) Modelo em [4]; (d) Modelo em [2]; (e) EMQ em Regime Permanente previsto por
(3.97)
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Figura 3.12: EMQ - Entrada AR(1) Gaussiana, a; = —0.9, algoritmo AP(9), N = 128,
SNR = 60dB. (a) simula¢oes Monte Carlo (200 realizagdes); (b) Modelo proposto; (c)
Modelo em [4]; (d) Modelo em [2]; (e) EM@Q em Regime Permanente previsto por (3.97)
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3.10.2 Exemplo 2:

Estes exemplos repetem o caso N = 64 e P = 8 com a diferenca que os processos
autoregressivos sdo de ordem dois e trés. Na Fig.3.13 o processo u(n) é gerado por filtro
passa-baixas de segunda ordem definido pela equacio: u(n) = 1,2u(n—1) —0,45u(n —
2) + z(n) com pélos em 7 = 0,6+0, 3i. Na Fig 3.14, o processo é definido por um filtro
passa-altas dado por: u(n) = —0,2u(n — 1) — 0, 7Tu(n — 2) + z(n) com pélos em r =
—0,1+0,83:. A Fig. 3.15 tem o sinal de entrada gerado por um processo de terceira or-
dem definido pela expressao: u(n) = —0,2u(n—1)—0,179u(n—2)+0, 56 7u(n—3)+2(n).
Observa-se que em todos as simulagoes, o modelo tedérico apresentou uma excelente
previsao do comportamento do algoritmo para todos os processos autoregressivos apli-

cados.
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Figura 3.13: EMQ - Entrada AR(2) Gaussiana, algoritmo AP(9), N = 64, SNR =
60dB. (a) simulagcées Monte Carlo (200 realizagies); (b) Modelo proposto; (¢) EMQ
em Regime Permanente previsto por (3.97)
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Figura 3.14: EM@ — Entrada AR(2) Gaussiana, algoritmo AP(9), N = 64, SNR =
60dB. (a) simulagoes Monte Carlo (200 realizagoes); (b) Modelo proposto; (¢) EMQ
em Regime Permanente previsto por (3.97)
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Figura 3.15: EM@ — Entrada AR(3) Gaussiana, algoritmo AP(9), N = 64, SNR =
60dB. (a) simulagoes Monte Carlo (200 realizagoes); (b) Modelo proposto; (¢) EMQ
em Regime Permanente previsto por (3.97)
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3.10.3 Exemplo 3:

Este exemplo considera a seqiiéncia do sinal de entrada binaria correlacionada com
valores entre +1 e —1. A seqiiéncia de entrada foi obtida usando z(n) binério e branco

em uma versdo modificada de (3.1) dada por:

u(n) = sign |0, Tu(n — i) + z(n) | . (3.98)

As Figs.3.16 e 3.17 mostram simula¢des Monte Carlo do EMQ e o comportamento
previsto pelo modelo proposto para N = 64 e para P = 1 e P = 4. QObserva-se
que existe também uma excelente concordancia entre os resultados das simulagoes e
a previsao tedrica. Também estd indicado nas figuras o EMQ em regime permanente
previsto por (3.97).
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Figura 3.16: EM@ - Entrada Bindria Correlacionada, a; = 0,7, algoritmo AP(2), N =
64, SNR = 60dB. (a) simulagies Monte Carlo (200 realiza¢ées); (b) Comportamento
previsto pelo modelo proposto; (¢) EMQ) em Regime Permanente previsto por (3.97)
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Figura 3.17: EM@ - Entrada Bindria Correlacionada, a; = 0,7, algoritmo AP(5), N =
64, SNR = 60dB. (a) simulagies Monte Carlo (200 realiza¢ées); (b) Comportamento
previsto pelo modelo proposto; (¢) EMQ em Regime Permanente previsto por (3.97)



3. Andlise Estatistica do Algoritmo de Projecdes Afins com Entrada Autoregressiva - Em
Ambiente Estacionario 96

3.11 Conclusao

Este capitulo apresentou uma anélise estatistica para o comportamento do algo-
ritmo de Projecoes Afins em um meio estacionario, considerando um sinal de entrada
autoregressivo de média zero. Equacoes recursivas deterministicas foram desenvolvidas
para o comportamento médio dos coeficientes e para o erro médio quadratico. Exemplos
mostram que o modelo desenvolvido descreve com bastante precisao o comportamento
do algoritmo nas fases transitéria e em regime permanente. O modelo é valido para
um ruido aditivo branco, de média zero, e que é independente de qualquer outro sinal

do sistema.

No préximo capitulo, desenvolve-se a andlise estatistica do comportamento do al-
goritmo de Projecoes Afins em um meio ndo estaciondrio. Da mesma forma que neste
capitulo, equacoes recursivas deterministicas sao desenvolvidas para o comportamento

médio dos coeficientes e para o erro médio quadratico.



Capitulo 4

Analise Estatistica do Algoritmo de
Projecoes Afins com Entrada
Autoregressiva - Em Ambiente Nao
Estacionario

4.1 Introducao

Uma caracteristica fundamental do filtro adaptativo é sua capacidade de acompan-
har variacoes na estatistica dos sinais implicitos, ou seja, de operar em um ambiente nao
estacionario [32]. O acompanhamento ou, como é mais referido na literatura cientifica,
o tracking de um sistema variando no tempo é um problema importante em muitas
areas de aplicacao. Por definicao, tracking é a capacidade do algoritmo adaptativo
acompanhar mudancas do ponto de minimo da funcao custo. Este desempenho do al-
goritmo é avaliado em sua operacao durante o regime permanente [16]. Como exemplos
de areas de aplicacoes onde os filtros adaptativos sao forcados a operar em um meio
nao estacionario podem-se citar: cancelamento de eco actstico, equalizagao adaptativa,

predicao adaptativa, cancelamento adaptativo de ruido, entre outros.

Na literatura existem diversos trabalhos abordando, em termos de anélise, os algo-
ritmos mais populares, considerando sua aplicacao em meio nao estacionario. Entre as
vérias referéncias pode-se citar [16, 42, 21, 32, 30]. Nesses trabalhos geralmente procura-

se verificar o desajuste dos algoritmos em funcao do grau de nao-estacionaridade
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imposto ao processo. Os algoritmos mais estudados neste sentido sao: LMS, LMS-
normalizado e o RLS. Dessa forma, o estudo do algoritmo de projecoes afins ainda
representa uma lacuna em termos de analise, também considerando sua aplicacao em
um meio nao estacionario. Na literatura, até o momento, observa-se apenas o trabalho
desenvolvido por SAKARAN e BEEX [30], onde se apresenta uma anélise de tracking
do algoritmo AP assumindo um sinal de entrada independente. O modelo de tracking
em [30] foi derivado para concordar com simulagdes com sinal de entrada branco e
com vetor de entrada com poucos elementos. Resultados para sinal de entrada correla-

cionado nao sao apresentados em [30].

Neste capitulo apresenta-se um estudo estatistico do comportamento do algoritmo
de projecoes afins operando em um meio nao estacionario. Propriedades e hipdteses sao
assumidas no desenvolvimento dos modelos de primeira e segunda ordem do vetor de
erro dos coeficientes. Também ¢é avaliado o desempenho do algoritmo AP e comparado

com o algoritmo LMS para determinadas condicoes de operagao.

4.2 Um Modelo de Dados Nao Estacionario

Na Figura 4.1 apresenta-se um sistema de identificagao em diagrama de blocos onde
se utiliza um filtro adaptativo operando em um meio nao estacionario w°(n), fazendo

com que a solu¢ao 6tima de Wiener tome uma forma variante no tempo.

A nao-estacionaridade de um meio é caracterizada quando a estatistica do sinal de
entrada ou a resposta impulsiva do processo sofre algum tipo variagdao no tempo. Dessa
forma, pode-se dizer que a nao-estacionaridade implica a variacao no tempo dos mo-
mentos de segunda ordem {R.,, Pau, 03}, isto é, variagiao da matriz de autocorrelagao
do sinal de entrada, do vetor de correlagao cruzada e da variancia do sinal desejado.

Contudo, nao é necessaria a variacao dos trés termos, basta apenas a variacdo de um
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r(n) Resposta desejada

d(n)

W)
Sinal de erro
Vetor de entrada
u(n)

| |
| w(n) |
| y() |

|
| |
Filtro | ( }
Adaptativo | - |
| |
|

Figura 4.1: Identifica¢ao de um processo nao estaciondrio usando filtragem adaptativa.

deles para observar-se o efeito da nao-estacionaridade. Mais especificamente, o vetor
de coeficientes w(n) que minimiza o erro médio quadratico de uma estimativa linear
de d(n) = uT(n)w°(n) +r(n) a partir de um conjunto de observagdes u(n), assumindo

a variacao de todos os momentos de segunda ordem é determinado pela expressao:

w’(n) = Ry (n)Pau(n) (4.1)

em que pgy,(n) = E{d(n)u(n)}.

Se a matriz R} (n) e o vetor pg,(n) variam lentamente no tempo, é possivel que
um filtro adaptativo seja capaz de acompanhar as variacoes na estatistica dos sinais
envolvidos e aproximar-se do desempenho 6timo. Entretanto, se esta estatistica varia

rapidamente no tempo, a aplicagdo do filtro adaptativo pode tornar-se impraticével [32].

Neste trabalho, assume-se que a estatistica varia de tal forma que permita a um
filtro adaptativo acompanhar tais variacoes. O modelo adotado aqui assume que a ma-
triz de autocorrelagao do sinal de entrada u(n) seja fixa, enquanto o vetor de correlag¢ao

cruzada e a variancia do sinal desejado {pa,(n),c3(n)} variam no tempo.
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De acordo com a Fig. 4.2, a variacdo no tempo dos coeficientes do vetor 6timo

w°(n) é modelada seguindo o modelo random walk e expressa por:

w’(n+1) =w’(n) + q(n) (4.2)

A situacao de nao-estacionaridade apresentada na Fig. 4.2 é bastante simples, mas
contém a esséncia do problema que é comum para muitas situacoes complicadas e re-

alistas [42, 41, 19, 30].

0.2 of l
Filtros
Passa—Baixa epg| .- EPR _ N
5 5 ruido branco aditivo
wn) W) rn)
' Y +
Sist. Desconhecido d(n)
w(n)
u(n) e(n)
sinal de
sinal de _ - erro
entrada Filtro Adaptativo
- w(n
, ™ y(n)

Figura 4.2: Modelagem de um sistema desconhecido variante no tempo.

O sinal de entrada u(n) é assumido estaciondrio. O sinal ruido aditivo r(n) é esta-
ciondrio, de média zero, com variancia o2 e independente de qualquer outro sinal. O
sinal ¢(n) é uma seqiiéncia de ruido brando Gaussiano de média zero e independente

de qualquer outro sinal.

A seguir analisa-se o vetor erro dos coeficientes do algoritmo AP operando em um

meio ndo estaciondrio mostrado nesta secdo (Fig. 4.2).
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4.3 Analise do Vetor de Erro dos Coeficientes do
Algoritmo AP Operando em um Meio Nao Esta-
cionario

A finalidade do estudo de algoritmos adaptativos aplicados em meios nao esta-
ciondrios, como ja discutido, é permitir que dada uma resposta desejada d(n) para um

determinado sinal de entrada, seja possivel projetar um filtro adaptativo que acom-

panhe variagoes estatisticas no vetor de resposta ao impulso unitario.

Nesta se¢ao sao verificadas algumas propriedades relacionadas ao vetor v(n) com o

intuito de facilitar a andlise estatistica do algoritmo AP nas sec¢oes ulteriores.

Na Figura 4.2 o sistema adaptativo tenta estimar o sinal desejado d(n), para um

processo AR definido na equagao (3.2), cuja equagdo é dada por:
d(n) = u” (n)w°(n) +r(n) (4.3)

onde w°(n) = [wl(n) wl(n)...w%_,(n)]" define o vetor dos coeficientes timos e é vari-

ante no tempo.

A equagao de ajuste dos coeficientes do algoritmo AP conforme (3.7) é dada por:

®(n)

w(n+1) =w(n) + We(n) (4.4)

Definindo o vetor erro dos coeficientes v(n) = w(n) — w°(n), a equagio de ajuste

do algoritmo AP resulta em:

®(n

v(n+ 1) = v(n) + W

e(n) —w°(n+1) +w’(n) (4.5)
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Observando da eq. (4.2) que w°(n + 1) — w°(n) = q(n) tem-se:

vin+1) = v(n) + -2 e —atn) (4.6)

37T (n)®

Substituindo em (4.6) o sinal de erro e(n) dado por:

e(n) = u’ (n)w°(n) +r(n) — u’ (n)w(n)
(4.7)

= —u’(n)v(n) + r(n)
chega-se a expressao:

®(n)u’(n)

v(in+1) =v(n) — ST () (n)

v(n) + ®(n (n)r(n) —q(n) (4.8)

®7(n)P

Explorando as propriedades mostradas na se¢éo 3.4, definidas em [28] para ambiente
estaciondario, executa-se o mesmo procedimento para um ambiente nao estacionario.

Dessa forma, pré-multiplica-se a equagao (4.8) por u”(n) e por UT (n).

Inicialmente fazendo a pré-multiplicagao de (4.8) por u?(n):

(4.9)

Lembrando que o vetor ®(n) é ortogonal ao subespago formado por u(n—1), ..., u(n—

P) tem-se U (n)®(n) =0, e a eq.(4.9) resulta em:

u’ (n)v(n+1) =r(n) —u’ (n)q(n) (4.10)
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Pré-multiplicando-se agora (4.8) por UT(n):

~ U (n)@(n)u” (n)
37 (n)®(n)

= U (n)v(n) — U"(n)q(n)

U (n)v(n+1) = U (n)v(n)

Resumindo, tem-se:
e Propriedade.1: u”(n)v(n+1) = r(n) — ul'(n)q(n)

e Propriedade.2: Ul (n)v(n+ 1) = UT(n)v(n) — Ul (n)q(n)

Seguindo o mesmo procedimento apresentado no Capitulo 3 na andlise do vetor de
erro, aplica-se na equagio (4.8) o vetor u(n) decomposto em suas componentes, ou
seja, uma ortogonal ao subspago definido pelas colunas de U(n) formado pelos vetores

passados de u(n), e por sua projecao neste subespago, conforme mostrado na Fig. 3.3.

Assim,

v+ 1) = vin) - TG LA ) o 20 —r0) - oo
() — P n)<I>T(n)V 0 ®(n)a’ (n) __, v(n ®(n) () — aln

(4.12)

Entretanto, o procedimento aqui difere daquele seguido no Capitulo 3, onde aplica-
se diretamente na expressdo (3.14) as propriedades encontradas. No caso da eq. (4.12)
nao é possivel fazer o mesmo com as propriedades encontradas acima. Devido & pre-
senca dos termos em q(n), é necessrio primeiramente desenvolvé-las de forma recur-
siva, buscando colocd-las numa forma que permita aplicd-las na equagdo (4.12). Da

equagao (4.11), serd derivada uma expressao que possa ser aplicada na equagao (4.12)
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de forma a substituir o termo U7 (n)v(n) como feito na Secdo 3.4. Assim, explicitando

(4.11) em P equagbes, obtém-se:

u’(n—1Dv(n+1)=u’(n—-1)v(n) —u’(n—-1)q(n)
u’(n—2)v(n+1)=u"(n-2)v(n) —u’ (n—2)q(n)

u'(n—=3v(n+1)=u"(n-3)v(n) —u (n-3)qn)

u’(n— P)v(n+1) =u’(n— P)v(n) —u’(n — P)q(n)

Fazendo n =n — 1 em (4.10) encontra-se:

u’(n—1)v(n)=r(n—1)—u’(n—1)q(n—1)

Substituindo agora n = n — 2 na eq. (4.10) obtém-se:

u’(n—-2)v(in—1)=r(n—2) —u’(n —2)q(n — 2)

(4.13)
(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Do resultado obtido em (4.18), observa-se que a obten¢ao de uma equagdo equiva-

lente para o produto U”(n)v(n), requer mais manipulagoes algébricas para manter a

estrutura desejada. Assim, Fazendo n =n — 1 em (4.13):

ul'(n —2)v(n) =u’(n-2)v(n—1) —u’'(n - 2)q(n - 1)

Observando as equacoes (4.18) e (4.19) chega-se a:

u’'(n—-2)v(n)=r(n—-2)—u’(n—-2)q(n —2) —u’(n - 2)q(n - 1)

=r(n—2)—u"(n-2)[a(n—1) +q(n —2)]

(4.19)

(4.20)
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Aplicando agora n =n — 3 em (4.10):
u’(n - 3)v(n—2) =r(n—3) —u’(n - 3)q(n - 3) (4.21)

Da mesma forma que a eq. (4.18), a eq. (4.21) ndo tem a estrutura desejada. Dessa

forma, conforme o ultimo caso, necessita-se de alguns procedimentos algébricos.

Aplicando n=n-2 em (4.13):
u’(n-3)vin—1)=u"(n—-3)v(n —2) —u’(n - 3)q(n - 2) (4.22)
substituindo (4.21) em (4.22):
uw'(n=3)vin—1)=r(n-3)—u’(n-3)qn-3)—u’'(n-3)q(n—2) (4.23)
Fazendo agora n=n-1 em (4.14):
u'(n=3)v(n)=u"(n-3)v(n—1)—u"(n—-3)q(n - 1) (4.24)
Aplicando (4.23) em (4.24):
u'(n=3)v(n)=r(n—-3)—u'(n-3)an—1)+q(n—-2)+q(n-3)]  (4.25)

Procedendo da mesma forma para todas as k linhas, e obtendo a equagao na forma

desejada como demostrado acima, obtém-se a seguinte expressao genérica:

u'(n—kv(n)=r(n—k) —u"(n—k) > a(n—k) (4.26)

Para colocar a equacdo (4.26) de uma forma mais ficil de ser manipulada, define-se
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Q(n) como uma matriz formada por vetores passados de q(n — 7), ou seja:

Q) =[a(n-1) q(n—2)...q(n— P)] (4.27)

onde:

aln—i)=[q(n—1) g@n—1)...qv(n—10)]" (4.28)

A seguir fazendo o produto:

U (n)Q(n) =
-uT(n —1gn—1) uf(n-1)qn—-2) uf(n-1)q(n-3) ul(n —1)q(n — P)
u’(n—2)a(n—1) u’(n-2)q(n—-2) u’(n-2)q(n - 3) u’(n —2)a(n - P)
u’(n=3)a(n—1) u’(n-3)q(n-2) u’(n-3)a(n-3) u’(n —3)a(n - P)
|u”(n — P)q(n — 1) ... uf(n— P)q(n— P)

(4.29)

Observa-se que o segundo termo do lado direito de (4.26) pode ser obtido tomando
os valores do produto encontrado em (4.29) e multiplicando por uma matriz triangular

superior, ou seja:

u’(n—1)q(n—1)
u'(n—2) L a(n— 1)
u”(n - 3) Y0, a(n — 1) | = diag{U” (n)Q(n)L} (4.30)

u”(n - P)Y  a(n = 1),
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onde L é a matriz triangular superior (P x P):

111 1]
011 ..1

L=Jo0 1 ...1 (4.31)
0 0 0 1

Definindo g(n) = diag{U”(n)Q(n)L}, a eq.(4.26) pode ser escrita como:

U (n)v(n) =r(n—1) — g(n) (4.32)

Retornando a (4.12) e aplicando (4.32), resulta em:

_ ®(n)®" (n) ®(n)
v(in+1) =v(n) — @T(n)é(n)v(n) — @T(n){)(n)a (n)r(n—1) W)
) T () () + ) () — ()
DT (n)®(n) BT (n)®(n)

Assumindo a(n) = a, conforme justificado no Capitulo 3, e considerando que o erro

filtrado r,(n), como também ja visto no Capitulo 3, é dado por:

ra(n) =r(n) - Z agr(n — 1) (4.34)

a equacao recursiva de v(n + 1) pode ser escrita como:

&7 (n)®(n) (n) + 7 (n)®(n) a(n) + BT (n)®(n) g(n) —a(n)

(4.35)

v(in+1) =v(n) —

Na préoxima segao é avaliado o momento de primeira ordem do vetor de erro dos coefi-
cientes do sistema adaptativo, aplicando as propriedades vetoriais e estatisticas apre-

sentadas no capitulo 3.
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4.4 Analise do Comportamento Médio dos Coefici-
entes

Tomando o valor esperado do vetor de erro dos coeficientes, definido pela equacgao

(4.35):

Bivin+ 1) = B}~ B{ G v+ B grasai o (4.36)
| |

__2M) alg(n)y — n
+ B o) ae(n) | - Bla(n)}

A equagdo (4.36) apresenta apenas o quarto e o quinto termos acrescentados na
equagao (3.27). Dessa forma, apenas estes dois termos necessitam ser avaliados, ja que

os demais foram calculados no capitulo anterior.

Pode-se observar facilmente que os valores esperados do quarto e do quinto termos
sdo nulos, pois ¢(n) é uma seqiiéncia de ruido branco de média zero e independente
de qualquer outro termo. Assim, E{q(n)} = 0. O quinto termo, cujo vetor g(n)
apresenta apenas valores de q(n) de ordem impar (no caso primeira ordem), faz com
que todo o termo tenha média nula. Concluindo, a equacdao do comportamento médio
dos coeficientes do algoritmo AP operando num meio nao estacionario definido de
acordo com 4.2 tem forma igual a de operagdo em um meio estacionario, que é expressa

por:

E{v(n+1)} = (1 - ﬁ) 'y, (4.37)

A seguir é calculado o erro médio quadritico (EMQ) do algoritmo AP quando

aplicado em um ambiente nao estacionario.
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4.5 Erro Médio Quadratico

Analisa-se nesta secao o comportamento do erro médio quadratico do sistema ap-

resentado na Fig. 4.1 para o algoritmo de projecoes afins.

Como demonstrado no Capitulo 3, Secao 3.8, eq. (3.63), o erro médio quadrético

do algoritmo AP é definido pela expressao:
E{e*(n)} = (1 +aTa+ o%tr [E{[UT(n)U(n)]l}] ) o? + tr[RyK(n)] (4.38)

Pode-se observar que o primeiro termo do lado direito em (4.38) é fungao da es-
tatistica do sinal de entrada. Entretanto, o segundo termo requer o cdlculo da matriz
de correlagao K(n) = E{v(n)v'(n)}, ou seja, é necessdrio avaliar-se os momentos de

segunda ordem do vetor de erro dos coeficientes definido pela eq. (4.35).

4.5.1 Analise dos Momentos de Segunda Ordem

Pés-multiplicando (4.35) por sua transposta e tomando o valor esperado, obtém-se

a seguinte expressio para K(n) = E{v(n)v’(n)}:

Kin 1) = Kin) ~ B vV 0 gt g 0+ B v g |
+ B{ving (agyp o | - By’ ()
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~ 5] ) ra ) () G sl ) g (g

- A -
' n'g

11 12

®(n)

— = Ta\ )T TL& — ﬂr n TTL
+ B gt g ma ) - P arms s )

-

+
|

(4.39)

Em virtude do elevado nimero de termos em (4.39), cada parcela é referenciada por
um numeral subscrito em cada chave para facilitar o acompanhamento na avaliacao dos

valores esperados.

Inicialmente, pode-se observar que as parcelas 1,2,5,6,7,10,11 e 13 sao iguais as
parcelas que aparecem na andlise do algoritmo AP operando em meio estaciondrio, eq.
(3.64), e ja calculadas no Capitulo 3. Dessa forma, as demais parcelas que diferenciam

as duas equacoes estao relacionadas ao efeito da ndo-estacionaridade do processo.

As parcelas 4,9,14,20,21 e 22 tém valores esperados nulos em virtude das carac-
teristicas estatisticas da seqiiéncia {¢(n)}, que é independente das demais varidveis e

tem média zero. Nas parcelas 14 e 22, este resultado também pode ser constatado
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devido & r4(n) ser funcio da seqiiéncia {r(n)} que é independente e de média zero.

As parcelas 18 e 23 também tém valores nulos decorrentes da estatistica do vetor
a(n). Entretanto, é necessério observar com detalhe este resultado. Em ambas parcelas
aparece o produto entre os vetores q(n) e g(n). Lembrando que o vetor g(n) é definido
por:

g(n) = diag{U" (n)Q(n)L}, (4.40)

os produtos que surgem entre vetores q(n — i) sdo sempre amostras defasadas devido a
estrutura de formagao da matriz Q(n) (eq. (4.27)). Conseqiientemente, as correlagoes
entre os elementos que aparecem sao sempre nulas. Isto pode ser melhor observado
tomando uma das parcelas e expressando este produto de forma mais explicita, con-

forme a expressao abaixo:

u’(n—1)a(n - 1)
) ) u’(n—2) 3 a(n—1)
E{Wa g(n)q (n)} = E{Wa u”(n - 3) :?:1 an—=10)|a (n)}

u’(n—P) 3 q(n—1),

(4.41)

Assumindo agora a fraca correlacao entre ®(n) e U(n), toma-se o valor esperado

condicionado da expressdao (4.41) e obtém-se:

u”(n —1)q(n —1)
8(n) u(n—2) Y a(n 1)
BT (n)®(n)" B { u’(n - 3) Z?f’_l an-1)|4a (n)} =0 (4.42)

u’(n—P)3 a(n—1)
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j4 que a matriz de correlacio E{q(n —i)q’(n)} = 0 para i > 0.

A seguir, para a parcela de nimero 3, assume-se novamente a fraca correlagdo do
vetor ®(n) com os vetores que compoem a matriz U(n), e aplica-se a hipétese A2.

Assim, a parcela 3 pode ser escrita como:

T T
E{v(n)g”n)a#{g@} A E{v(n)gT(n)a}E{%} (4.43)
Como o vetor q(n) que aparece na composi¢do do vetor g(n) na primeira parcela
do lado direito da expressdo (4.43) é de média zero, implica que esta parcela terd valor
esperado nulo. Este resultado também pode ser verificado na avaliagao da segunda
parcela do lado direito, onde aplicando-se o principio das médias [29] e assumindo
®(n) de média zero, o resultado desta parcela também terd valor esperado igual a zero.

Este resultado ¢é assegurado da mesma forma também para a parcela 15.

Na parcela de nimero 8 de (4.39), aplica-se inicialmente o principio das médias [29]

deixando a equacao escrita da seguinte forma:

Lm)iﬁ(n)vn Th)a—m——r— "t~ T(n)®(n)]2
B Siaga) " ey | ~ £ 1R

x E{®(n)®" (n)v(n)g" (n)a®" (n)}

(4.44)

Utilizando a hipétese A2 na segunda parcela no lado direito da expressao (4.44),
ou seja, ®(n) de média zero Gaussiano e sendo os momentos de terceira ordem de seus
elementos iguais a zero, a parcela serd nula. Este resultado também ¢ assegurado para
a parcela 16. Uma outra possivel abordagem para avaliar estas parcelas, seria tomando
o valor esperado de q(n), o qual compde o vetor g(n), de forma condicionada. Como
q(n) é independente dos demais termos e é formado por elementos de uma seqiiéncia

de ruido branco de média nula, as parcelas 8 e 16, conseqiientemente, terao valores
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esperados iguais a zero.

Na parcela 12, sabendo que 7,(n) é um escalar e independente dos demais termos,
a expressao do valor esperado desta parcela pode ser escrita da seguinte forma:
P a8 a6 | = P @em® " e |
@7 (n)®(n) @7 (n)®(n) @7 (n)®(n) @7 (n)®(n)
x E{r,(n)}
(4.45)

Como o valor médio do ruido filtrado r,(n) é igual a zero, a parcela 12 terd valor es-

perado também igual a zero. E a parcela 17, da mesma forma, terd valor esperado nulo.

Uma outra forma de avaliar as parcelas 12 e 17 seria assumindo mais uma vez que
®(n) é fracamente correlacionado com os vetores que formam a matriz U(n) e, como o

duto d T | 5 | de- i imei 1
produto do vetor g* (n) pelo vetor a é um escalar, pode-se aproximar a primeira parcela

do lado direito da equagao (4.45) por:

®(n)  r & (n) ®(n)®" (n) T
ES ————— ——(~R Ey ———5—<¢F 4.46
{sream® ey | = Esrose P 0 @
Assim, como ja visto, o valor esperado da segunda parcela no lado direito serd igual
a zero decorrente das propriedades estatisticas da seqiiéncia {q(n)} onde seus elementos
formam vetores que compdem a estrutura do vetor g(n) conforme mostrado em (4.30).
Dessa forma, tanto a parcela 12 quanto a 17 serao nulas em virtude do valor esperado

do segundo termo de (4.46) e do valor médio de 74(n).

A parcela de nimero 24 é definida como a matriz de correlagdo R,,. Baseado nas

propriedades estatisticas do vetor q(n), tem-se:

Ry = E{a(n)q" (n)} = ;1 (4.47)
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Finalmente, é necessario calcular o valor médio da parcela 19. Entao, considerando a
hipétese de que ®(n) seja pouco correlacionado com U(n), e observando que o produto
central a’g(n)g’ (n)a é um escalar, a parcela 19 pode ser escrita da seguinte forma:

P g e magse Wt - pf 2
()3 () Fmem |~ B mE)P (4.48)
x E{a"g(n)g’ (n)a}

Para o cédlculo do valor esperado de (4.48), primeiramente avalia-se a segunda

parcela colocando-se de maneira mais explicita seus termos:

u’(n—1)q(n - 1)

ul'(n -2 ?:1 n—1
E{aTg(n)gT(n)a} — E{aT ( ) Z q( )

u’(n—P) >3 a(n—1)

X [qT(n ~Dun-1) Y, d"(n-Nun-2) ... ZlP:l q’(n - Du(n — P)

<al

Sendo o vetor a constante e fazendo algumas operagoes aritméticas, pode-se verificar

(4.49)

que:

E{a"g(n)g" (n)a} = a" E{U"(n)AU(n)}o’a
(4.50)

=o.a' ¥(n)a

na qual ¥(n) = E{UT(n)AU(n)} é uma matriz P x P e A é uma matriz N x N que
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tem a seguinte estrutura de formacao:

111 1
12 2 9
A=1123 ... 3 (4.51)
12 3 N|

Retornando para (4.48), resta agora calcular a primeira parcela no lado direito.
Aplicando os mesmos procedimentos utilizados nos capitulos anteriores, esta parcela
pode ser expressa como:

ST (n) | _ o
B s b = B[ ()@ ()] R (4.52)

Integrando a primeira parcela do lado direito de (4.52) como em (3.30), mas com

[®T(n)®(n)]~? = y~2, obtém-se:

S(n)@7(n) | _ .
E{ [®7(n)®(n)]? } T oG- 2)(G—4) Ry (4.53)

E finalmente, o valor esperado da parcela niimero 19 da eq. (4.39) resulta em:

q)(n) aT n T n)a @T(TL) _ o aT\II(n)a
E{iq,T(n)q,(n) g(n)g (n) 7@(”)@(”)} - (G—2)(G-4)R¢"’ (4.54)

_N

©

Retornando a (4.39) e aplicando todos os valores esperados calculados, o compor-
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tamento da matriz correlagdo do vetor de erro nos coeficientes serd dado por:

K(n+1)=K(n)

5 [(K(n) Ry + Ry K(n)]

T G- ) n
G2+ze)a§,[ tr[K(n (1—%)E{VT(n)}E{v(n)}]R

+ e ¢[1+(a aotr | BU U] )| ) |Re
+oi(1+ ey R

(4.55)

E interessante observar que na eq. (4.55) apenas o iltimo termo da expressio é
afetado pela nao-estacionaridade, ou seja, quando q(n) = 0 esta expressdo recai no
modelo dos momentos de segunda ordem para o ambiente estacionario, conforme eq.

(3.91).

4.6 Resultados de Simulacoes

Nesta se¢do apresenta-se uma amostra dos resultados obtidos com o modelo analitico
formado das equagoes (4.37), (4.38) e (4.55) com o objetivo de ilustrar sua acurdcia. Em
todos os exemplos apresentados aqui, a variancia o2 é ajustada de tal modo que resulte
em o2 = 1. A relagao sinal-ruido é dado por SNR = 10log;((02/c?)dB. Em todos os
exemplos, o termo o2 tr[E{[U” (n)U(n)]~'}] é desprezado em (4.55) e (4.38). O termo

W(n) é estimado numericamente se utilizando a expressao ¥(n) = E{UT(n)AU(n)}.

Para possibilitar uma definicdo mais clara de variagoes estatisticas de um modelo

dinamico linear de um meio nao estaciondrio, utiliza-se uma nocao de grau de nao-
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estacionaridade [19] que corresponde & seguinte relacdo [16]:

_ [EaT )P
i ‘\/ E{ir(m)P} (459

Pela expressao (4.56) é possivel observar que o grau de nao-estacionaridade (S) do
processo, a partir do momento em que o ambiente de operacao é nao estacionario,
também as poténcias dos sinais de entrada u(n) e sinal de erro de medicao r(n) terao
infuéncia direta na capacidade do algoritmo em acompanhar o processo, e dessa maneira

afetar o comportamento em relacao ao erro médio quadratico em regime permanente.

Calculando o valor esperado do numerador da expressao acima, obtém-se:

E{|qd" (n)u(n)"} = E{q" (n)u(n)q" (n)u(n)}

= tr[RyRuu]

(4.57)

Como E{|r(n)|*} = 0} e Rgq = 0.1, (4.57) resulta em:

No202
g = V%% (4.58)

Or

Nos exemplos a seguir, o valor da variancia 03 é ajustado de tal forma que resulte

no grau de nao-estacionaridade desejado.

4.6.1 Exemplo 1:

A entrada é um processo autoregressivo de primeira ordem AR(1) Gaussiano definido
pela expressao u(n) = —0.9u(n — 1) + z(n), com z(n) sendo uma seqiiéncia de ruido
branco e Gaussiano. A relagao sinal-ruido é de SNR = 60dB. As simulacoes execu-
tadas sao para N = 64 e P = 2, e para graus de nao-estacionaridade S=1,2 e 10. Os

comportamentos do erro médio quadratico sao mostrados nas Figs. 4.3 — 4.5, respec-
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tivamente. Observa-se, comparando as trés figuras, que o aumento do grau de nao-
estacionaridade afeta de forma negativa no comportamento do algoritmo, em virtude
de elevar o EMQ em regime permanente. As Figs. 4.6 e 4.7 mostram o comportamento
do EMQ para N =64, P =4 e 8 e S=2.0bserva-se que o modelo proposto possibilita
uma 6tima previsao do comportamento do algoritmo mesmo para valores elevados de
nao-estacionaridade. Verifica-se também que um elevado indice de nao-estacionaridade
acarreta num erro consideravel em regime permanente. O grau de nao-estacionaridade
S para fins praticos é menor que 2 (S< 2) [19]. Esta qualidade de previsdo do modelo
repetiu-se em todos os casos testados. Sendo assim, o comportamento previsto pelo

modelo proposto mostra-se acurado para qualquer propésito pratico.

Erro Médio Quadratico - EMQ

dB -
~10-

el
(a)

—-60

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
IteracOes

Figura 4.3: EM(Q - Entrada AR(1) Gaussiana, a; = —0,9, algoritmo AP(3), N = 64,
S=1,0;=1,562x107%, o7 = 1. (a) simulagées Monte Carlo (100 realizagdes); (b)
Modelo proposto.
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Erro Médio Quadratico - EMQ
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Figura 4.4: EMQ — Entrada AR(1) Gaussiana, a; = —0.9, algoritmo AP(8), N = 64,
S=2,0=0625x10"%, oo = 1. (a) simulages Monte Carlo (100 realizacies); (b)
Modelo proposto.
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Erro Médio Quadratico - EMQ

(b) Sinal/Ruido~60dB

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
IteracOes

Figura 4.5: EMQ — Entrada AR(1) Gaussiana, a; = —0.9, algoritmo AP(8), N = 64,
S =10, 0, =16 x10°°% o2 = 1. (a) simulagies Monte Carlo (100 realizacies); (b)
Modelo proposto.
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Erro Médio Quadratico - EMQ

Sinal/Ruidor-60dB

b
| @ S\,Q
_30 M

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Iteracoes

Figura 4.6: EM(Q - Entrada AR(1) Gaussiana, a; = —0,9, algoritmo AP(5), N = 64,
S=2,0=06,25x10"% o) =1. (a) simulagées Monte Carlo (100 realiza¢ies); (b)
Modelo proposto.

Erro Médio Quadratico - EMQ
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Figura 4.7: EM(Q - Entrada AR(1) Gaussiana, a; = —0,9, algoritmo AP(9), N = 64,
S=2,0=06,25x10"% o2 =1. (a) simulagées Monte Carlo (100 realiza¢ies); (b)
Modelo proposto.
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4.6.2 Exemplo 2:

Nestes exemplos N = 128, P = 2. Os graficos sao mostrados para o grau de nao-
estacionaridade S=1 e 10, respectivamente. Também sao apresentados neste exemplo,
o comportamento do modelo proposto para N = 256, P =2 e S = 1. Os resultados
das simulacoes sao mostrados nas Figs. 4.8~ 4.10. Da mesma forma que o Exemplo 1,
nos resultados obtidos para uma grande variacdo do grau de ndo-estacionaridade o
comportamento previsto pelo modelo proposto é muito bom. Comparando as Figs.
4.8 e 4.3, verifica-se que apenas uma variacao no nimero de coeficientes afeta tanto a
velocidade de convergéncia, como o valor do erro médio quadratico em regime, para

um mesmo grau de nao-estacionaridade.
dB Erro Médio Quadratico - EMQ
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Figura 4.8: EM(Q — Entrada AR(1) Gaussiana, a; = —0,9, algoritmo AP(3), N = 128,
S=1,0;="7812x10"° o = 1. (a) simulagcoes Monte Carlo (100 realizagies); (b)
Modelo proposto.
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Erro Médio Quadratico - EMQ
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Figura 4.9: EM(Q — Entrada AR(1) Gaussiana, a; = —0,9, algoritmo AP(3), N = 128,

S§=10,0;=17,812x1077, 02 = 1. (a) simulagées Monte Carlo (100 realizagies); (b)
Modelo proposto.

Erro Médio Quadratico — EMQ

Sinal/Ruido=60dB

0 1e3 2e3 3e3 4e3 5e3 6e3 7e3 8e3
iteracOes

Figura 4.10: EM(Q — Entrada AR(1) Gaussiana, a; = —0,9, algoritmo AP(3), N =

256, S =1, 07 = 3,906 x 10~°, 02 = 1. (a) simulagoes Monte Carlo (100 realizagies);
(b) Modelo proposto.

4.7 Algoritmo AP em Regime Permanente

Uma figura de mérito comumente usada para avaliar o tracking de um filtro adap-

tativo é o desajuste [43], que oferece uma medida do EMQ em excesso em rela¢io ao
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EMQ minimo, e é definida por [16]:

M(n) = (4.59)

Da expressdo (4.38), Jeze(n) = tr[RgsK(n)] é o erro médio quadratico em excesso
e Jmin = (1 +aTa + o2tr[E{[UT(n)U(n)] '}])o2 é o erro médio quadréatico minimo,

pois independe do vetor de coeficientes.

Na avaliacao do erro médio quadratico em excesso, o calculo do comportamento da
matriz de correlagio K(n) = E{v(n)v'(n)} é estabelecido para n — oo, ou seja, em

regime permanente.

A matriz K(n) para n — oo é calculada aqui, assumindo uma operagdo em um
meio nao estaciondrio. Definindo o vetor de erro dos coeficientes v(n) como:

v(n) = [w(n) — E{w(n)}] + [E{w(n)} — w’(n)]
(4.60)

=vi(n) + va(n)

em que vi(n) é a flutuacdo do vetor de coeficientes do filtro em relagdo a seu valor
médio e vo(n) é o atraso (defasagem) do vetor de coeficientes do processo em relagao
ao vetor do valor médio dos coeficientes do filtro adaptativo. O vetor vo(n) é também

denominado como vetor erro de atraso.

Aplicando (4.60) no célculo da matriz K(n) e substituindo o resultado na expressao

do erro médio quadratico em excesso (EMQE), chega-se a seguinte forma:

JewC(n) = 0'¢ tT[Kl(’I’L) + KQ(n)] (461)

= Jewcl (Tl) + Jewc?(n)

em que K, (n) = F{vi(n)v](n)} corresponde ao erro de estimagao, e Ky(n) = E{vy(n)v

T
2

(n)}
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é o erro atribuido diretamente a nao-estacionaridade do meio. Observar que a matriz
Ryy = 042) I, e como o vetor w°(n) é estatisticamente independente, a correlagao entre

vi(n) e vo(n) é nula.

Retornando a eq. (4.59) e substituindo nela a eq. (4.61), obtém-se:

M(n) = Mi(n) + May(n) (4.62)

O valor de M;(n) corresponde ao desajuste provocado pelo erro de medigao e é da
mesma forma como em um meio estaciondrio. O Ms(n) é o desajuste proveniente do

efeito da nao-estacionaridade do processo.

Para avaliar o desajuste do filtro adaptativo utilizando o algoritmo AP, assume-se

que lim, ,,, E{v(n)} = 0, e em regime (4.55) torna-se:

an+nz(y—5%3>Km)
+ﬁé%5wmmm
(1 " 2twmﬂ<m<n%0 @ 49
+|1+a a+o,tr n)U(n)|” 5 -
0(G—2)(G —4)

1 meh4ol

2f 2, L
+%(%+omG—mw—

lembrando que Ryy = 031

Da eq. (4.63) observa-se que lim, ., K(n) é uma matriz diagonal. Tomando o
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trago de (4.63) e resolvendo para tr[K(oco)] = lim,_, tr[K(n)] resulta em:

_ N(G*—-14)

tr[K(oco)] = tr[Ki (o) + Ka(00)] = C16 {(1 +afa + o%tr[E{[UT (n)U(n)]'}))

X Ir +(02 L 1_attma )0—2
03(G —2)(G-4) ¢ 0;(G=2)(G-4))°

(4.64)

Aplicando (4.61) e (4.64) em (4.59), encontram-se as parcelas do desajuste, ou seja:

M(o0) = N(G +2) n (G -2)(G—4)0;+a"¥(n)a N(G+2) o2
)= (G + 6)(G - 4) 1+aTa+ O'?tT[E{[UT(n)U(n)]—l}] (G . 4)(G + 6() 0_3 )
4.65

onde ¥(n) = E{UT(n)AU(n)}.

Assim, de acordo com a eq. (4.65), o desajuste decorrente do algoritmo AP operar

em um meio ndo estaciondrio é dada por:

_ -G - 4)oy +a’¥(n)a N(G+2) o]
1+ a’a + o2tr[E{[UT(n)U(n)]-1}] (G — 4)(G + 6) 02

Ma(00) (4.66)

Para um bom desempenho de tracking, o desajuste M(n) deve ser pequeno com-
parado com a unidade. Na Figura 4.11, apresenta-se o grafico referente ao desajuste,
eq (4.66), proveniente apenas da nao-estacionaridade do processo, onde a variagao é
em funcdo do grau de nédo-estacionaridade S, definida pela eq. (4.58). No gréfico, as
curvas foram tracadas para um nimero de coeficientes do filtro adaptativo variavel, isto
é, para N = 64 indicado em (a) e N = 128 indicado por (b). Verifica-se que o aumento
do grau de nao-estacionaridade em cada caso acarreta também num rapido aumento
no desajuste. Em ambos os casos, o niimero de vetores passados P usados pelo modelo
sdo iguais, e dessa maneira, a variagdo da curva de desajuste entre as curvas (a) e (b)

estd relacionada diretamente ao nimero de coeficientes usados.
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Figura 4.11: Desajuste devido a nao-estacionaridade para (a) N =64 e (b) N = 128,
com P = 2.

A seguir, apresenta-se um grafico comparativo onde procura-se avaliar o desajuste
em fungao do erro de atraso (lag), entre o algoritmo AP e o LMS. Para o algoritmo

LMS, sao utilizados os seguintes valores para o passo de adaptagao [21]:

0y N
Hmingesaj = 207 \| tr[Ryu]
1

Hmazoer = tr[Ryu]

Conforme [21], o desajuste devido a nao-estacionaridade do meio no caso do algo-

ritmo LMS é dado por:
1 02

MLMS =—N

4’ o?

(4.67)

Na Figura 4.12, as letras (a), (b) e (c) representam o desajuste em relagio ao grau de



4. Analise Estatistica do Algoritmo de Projecdes Afins com Entrada Autoregressiva - Em
Ambiente N3o Estaciondrio 128

ndo-estacionaridade para o algoritmo AP, LMS com passo de adaptacdao pu de minimo
desajuste, e 0 LMS com p de maxima velocidade de convergéncia, respectivamente.
Verifica-se que o algoritmo AP apresenta um desajuste comparavel, embora menor para
valores de nao-estacionaridade (S < 2) encontrados em casos praticos, ao algoritmo
LMS com uma taxa de adaptacao para minimo desajuste. Neste caso, utilizam-se no

modelo do algoritmo AP, N = 64, P = 8 e variancia do sinal de entrada o2 = 1.

Desgjuste
120
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80

60 ©
S

20

o—— [ x x x x x x
1.0 1.2 14 16 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6

Figura 4.12: Desajuste: (a) algoritmo AP, (b) LMS com pu = pimin € (¢) LMS com
H = Umax
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4.8 Conclusao

Apresentou-se neste capitulo, a andlise estatistica do algoritmo AP, considerando
um sinal de entrada gaussiano de média zero e operando em um meio nao estacionario.
Os modelos foram estabelecidos, considerando um ruido aditivo branco de média zero
e independente de qualquer outro sinal do sistema. Os modelos permitiram avaliar o

desajuste do algoritmo AP e compara-lo ao do algoritmo LMS.

No préximo capitulo é apresentado uma extensao do algoritmo AP, onde o passo de
adaptacao « assume valores menores que a unidade. Essa condicao acarreta uma abor-
dagem analitica que requer que novas propriedades sejam aplicadas para a avaliagao

do modelo deterministico.



Capitulo 5

Analise Estatistica do Pseudo
Algoritmo de Projecoes Afins com
Entrada Autoregressiva - Em
Ambiente Estacionario

5.1 Introducao

Nos capitulos anteriores, a andlise do algoritmo de projeg¢oes afins (AP) assume que
o passo de adaptacao a tem valor unitario. A razado para isso deve-se a defini¢ao do
algoritmo de projecoes afins como solucao de um sistema sub-determinado, conforme
desenvolvido no Capitulo 2. Entretanto, uma extensao natural do algoritmo AP surge
com a implementacao do passo de adaptacao diferente da unidade. Nessa situacao, isto
é, a # 1, o erro de estimacdo ndo serd mais um escalar. Esta caracteristica conduz
a um novo algoritmo, definido por Pseudo algoritmo de Projecoes Afins, que utiliza

apenas o erro presente na atualizacao dos coeficientes.

A andlise do pseudo algoritmo AP surge como uma conseqiiéncia, motivada pelo
fato de diversas estratégias de cancelamento de eco actstico [8, 6, 17, 20, 37, 19] explo-
rarem o controle da taxa de adaptacdao. Uma outra caracteristica observada refere-se
a diminuicao do EMQ em regime permanente com a reducao do passo de adaptacao

do algoritmo. Dessa forma, o desenvolvimento de um modelo teérico para o pseudo
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algoritmo AP busca oferecer a um projetista uma verificacao analitica do valor da taxa

de adaptacao que atenda aos critérios impostos no projeto.

Neste capitulo é realizada a analise do comportamento estatistico do pesudo algo-
ritmo AP, buscando um modelo teérico do comportamento médio de seus coeficientes
e o erro médio quadratico EMQ, quando submetido a operar em um meio estacionario.
Sao assumidos valores para a menores que 1. Conforme sera observado, assumir a < 1
resulta na modificacao das propriedades utilizadas na analise dos momentos de primeira
e segunda ordens, em relagao as encontradas para o algoritmo AP com o = 1. Contudo,

a estimagao de a(n) e a construgao do vetor de diregao ®(n) ndo se modificam.

5.2 Analise do Vetor de Erro dos Coeficientes

Na Figura 5.1 apresenta-se o comportamento do algoritmo AP quando se varia o
passo de adaptacdo para valores menores que a unidade (Pseudo-APA). Observa-se
claramente que para valores de « proximos do valor unitario a velocidade de con-
vergéncia aumenta rapidamente. Entretanto, o erro em regime permanente aumenta
com a elevacao desta taxa. As simulagoes foram implementadas para N = 64 coefici-

entes, utilizando dois vetores passados P = 2.

A estimagdo dos parametros 4(n) do processo AR e a defini¢ao da diregio do vetor

®(n) sao iguais ao caso para o = 1.

Na analise do momento de primeira ordem do pseudo-APA, a equacao de ajuste dos

coeficientes é acrescida do passo de adaptacao a:

®(n)

w(n+1)=w(n)+ ame(n) (5.1)

Retornando a figura (3.2), o sistema adaptativo tenta estimar o sinal desejado d(n)
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Figura 5.1: Comportamento do Pseudo-APA para alguns valores de .

para um processo AR definido em (3.2). O erro de estimagio é dado pela expressio:

2
S
!
=
S
|
o
P
S
Z
S
!

u”(n)w° + r(n) — u” (n)w(n)
Sendo o vetor erro dos coeficientes por v(n) = w(n) — w°,

e(n) = —u’ (n)v(n) + r(n)

Substituindo (5.3) em (5.1), e aplicando a defini¢do de v(n), obtém-se:

v(in+1) =v(n)+ a@TEI;z()Q(n) e(n)
—v(n) +a @TZ()Q ot n)v() + (o)
=Vvin) —« Q(n) uT’rLVTL O[ﬂrn
YW ogrmaem Y e em ™

(5.2)

Considerando e,(n) = u’(n)v(n) como o erro instantaneo, a equagio (5.4) pode
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ser escrita como:

®(n)
&7 (1)@ (n)

®(n)

vin+1)=v(n)—«a awr(n) (5.5)

eq(n) +
onde r(n) é um ruido branco independente, com funcao de distribuicdo Gaussiana e

variancia o2.

Conforme procedimento desenvolvido na Secao 3.4, quando a equacao de ajuste dos
coeficientes é pré-multiplicada por u?(n) e U (n), algumas propriedades sdo obtidas
que auxiliam na analise do algoritmo. No caso do pseudo algoritmo AP, pré-multiplica-

se a eq. (5.4) por estas varidveis.

Propriedade.1:

Pré-multiplicando-se a equacdo (5.4) pelo vetor u” (n):

u’(n)vin+1) =u"(n)v(n) — «

Sendo o vetor ®(n) uma estimativa de z(n) (®(n) = z,(n)), ou seja, ortogonal ao

subespaco U(n), verifica-se que U”(n)®(n) = 0, obtendo-se da eq. (5.7) a expressio:

u' (n)v(n+1) = (1 — a)u’ (n)v(n) + ar(n) (5.8)
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Propriedade.2:

Pré-multiplicando-se a equacio (5.4) pela matriz U” (n):

U (&)
T V) — ()] (5.9)

UT(m)v(n+1) = U (m)v(n) —agmo g

E mais uma vez observando que U7 (n)®(n) = 0, obtém-se:
U (n)v(n+1) = U (n)v(n) (5.10)

A seguir, retorna-se a eq. (5.5) e toma-se como passo seguinte a avalia¢do do erro

instanténeo e, (n).

Sendo o erro e,(n) dado por:

(5.11)
= &7 (n)v(n) + a7 (n)UT (n)v(n)

Na determinacio de e,(n) faz-se necessdrio a avaliagao do produto de U7 (n) por
v(n). Assim, das propriedades desenvolvidas e expressas nas equagoes (5.8) e (5.10), o

produto UT(n)v(n) pode ser calculado de forma recursiva, como segue.

Inicialmente pode-se obter da equagao (5.10) as seguintes equagoes :

u'(n—1)v(n+1)=u"(n-1)v(n) (5.12)
u’'(n—2)v(n+1)=u’(n-2)v(n) (5.13)
u’'(n—3)v(n+1)=u’(n-3)v(n) (5.14)

u’(n — P)v(n+1) =u’(n — P)v(n) (5.15)
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Fazendo uma troca de varidveis de n para n — 1 na expressio (5.8) obtém-se:

u'(n—-1v(n)=(1-a)u’(n—-1v(n—1)+ar(n—1) (5.16)

que é equivalente a equagdo (5.12).

Fazendo agora n = n — 2 em (5.8) obtém-se:

' (n=2)vin-1)=1-a)u"(n—-2)v(n—1)+ar(n—2) (5.17)

Como néo se observa nenhuma expressao equivalente entre as egs. (5.12) e (5.15),

faz-se outra indugéo. Assim, fazendo n =n — 1 em (5.12) resulta em:

ul(n —2)v(n) =ul'(n - 2)v(n—1) (5.18)

Das equagoes (5.17) e (5.18) tem-se a expressao:

u'(n—-2)v(n)=(1-a)u"(n—2)v(n—1) +ar(n —2) (5.19)

que é equivalente a eq. (5.13).

Fazendo o procedimento para mais um caso, substitui-se n = n — 3 em (5.8) e

obtém-se:

u'(n—-3)v(n—-2)=(1-a)u’(n—-3)v(n—3)+ar(n—3) (5.20)

Da mesma forma que no tltimo caso, ndo existe uma relagio entre (5.12) e (5.15)
onde se observa uma equivaléncia direta com (5.20). Dessa forma, executando o mesmo

procedimento utilizado anteriormente, substitui-se n = n — 2 na expressao (5.12) e
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n=n—1em (5.13) e obtém-se:

u’(n-3)v(n—1)=u’(n-3)v(n—2) (5.21)

u’(n —3)v(n) =u’(n—3)v(n—1) (5.22)

Aplicando (5.21) e (5.22) em (5.20) chega-se a:

u’(n—-3)v(n)=(1-a)u’"(n-3)v(n—-3)+ar(n—23) (5.23)

que é equivalente & equacao (5.14).

Procedendo da mesma forma para todas as P linhas, é facil observar que o produto

U’ (n)v(n) pode ser expresso por:

UT (n)v(n) = (1 — a)diag{UT(n)V(n)} + axr(n — 1) (5.24)

onde V(n) é uma matriz de dimensdo N x P formada por vetores passados de v(n),
ie.,

V(n)=[v(n—-1) v(n—2)..v(n— P)], (5.25)

e o vetor r(n — 1) é formado por:

r(n—1)=[r(n—1) r(n—2)...r(n — P)|* (5.26)

Da eq. (5.24) observa-se que o termo diag{U”(n)V(n)} pode ser definido como
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sendo um vetor formado por P erros instantaneos passados, ou seja,

u'(n—1)v(n—1) =e,(n—1)
u’(n—2)v(n —2) = e,(n —2)

u"(n=3)v(n—3) =e,(n—3) (5.27)

u’(n — P)v(n — P) = es(n — P)

e assim, tem-se o vetor e,(n — 1) = [eq(n — 1) eq(n —2)...e.(n — P)]”.

Retornando na equagao (5.11) e aplicando os resultados das equagoes (5.24) e (5.27),

e assumindo 4(n) =~ a (conforme justificado pela eq. (3.50)), obtém-se:

ea(n) = @ (n)v(n) + (1 — a)a’e,(n — 1) + ca’r(n — 1) (5.28)

O passo seguinte, é encontrar uma solugao fechada para o erro instantaneo e,(n)

que possa ser aplicada em (5.5).

Na equagao (5.28), observa-se que, para avaliar e,(n) depende-se de uma recorréncia
que para o desenvolvimento de um modelo tedrico, ndo é interessante ou mesmo ele-
gante. Dessa forma, a eliminagio do termo e,(n—1) torna-se necessaria. Uma estratégia

utilizada é mostrada a seguir.

Sendo:

eq(n —1)

a] ea(n —2)

a’diag[UT (n)V(n)] = ale,(n — 1) = [Ch s (5.29)

eq(n — P)
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isto é

=

-1
a‘e,(n —1) :Za, u(n —k — i)vg(n — i) (5.30)
0

ES
Il

=1
Assumindo a hip6tese que, para uma janela de P amostras de e,(n — i) a variacao

é pequena, supoe-se a aproximagao:

a diag[U” (n)V (n)] = a”ey(n — 1) ~ [ _— } (") (5.31)

ou seja,

ale,(n—1) :(ia) ea(n) (5.32)

A validade desta hipétese é observada de forma empirica nas Figuras 5.2(a) e 5.2(b)
como um exemplo dos variados casos verificados em simulagoes. Na Figura 5.2(a)
apresenta-se o grafico mostrando as variagoes dos valores médios de E{e,(n)} que é
dado pela expressao (5.28) e da diferenca (1 — a)(ale,(n) — aTe,(n — 1)), em que
eq.(n) e e,(n — 1) sao vetores de comprimento P. Observa-se na Fig. 5.2(a) que o erro
cometido (linha hachurada escura) na aproximacdo é bem menor que a magnitude de

eq(n), representada pela linha hachurada mais clara, demonstrando assim que a apro-

ximagao assumida é bastante razoavel.

Na Figura 5.2(b) utiliza-se como figura de mérito a poténcia dos dois valores apre-
sentados na Fig. 5.2(a), que também permite observar uma grande discrepancia entre
a poténcia das duas sequéncias. A linha mais escura indicada pelo niimero 1 representa
a poténcia do erro instantaneo, e a linha 2, linha mais clara, representa a poténcia do

erro cometido na aproximagao assumida.
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E{ea(n)} - E{Aea(n)} 1.E{ea(n)d - 2. E{(1-alfa{a’ea(n)-a’ea(n-1)) 2

o 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 o 100 200 300 400 500 600 700 800 1000
Iteracdes Iterat;oes

(a) (b)
Figura 5.2: Awvaliacdo grifica da aproximagao assumida na andlise
Substituindo (5.32) na expressdo do erro instantaneo (5.28), chega-se a:

1 T T
eq(n) = e (<I> (n)v(n) +ca’r(n — 1)) (5.33)

Retornando & equagao de erro dos vetores de coeficientes (5.5), aplica-se o valor

encontrado para o erro instantaneo e,(n), resultando em:

o @(n)‘I’T(n)v
1—(1—a)XF a7 (n)®(n)

v(in+1)=v(n)—

« n

_ &(
1-(1-a) 3" a7 (n)®(n)

a’r(n—1)

Definindo 7,(n) como o ruido filtrado [28], expresso por:

ro(n) =r(n) — Z a;r(n — 1) (5.35)

1—(1—a Z1a”1
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’)/:1—(1—(1)2(11- (5.36)

a equacao (5.34) resulta em:

_a®(n)®'(n)

T HOrTD)

v(n) + amm(n) (5.37)

5.3 Analise do Comportamento Médio dos Coefici-
entes

Para a avaliacao do comportamento médio dos coeficientes do pseudo algoritmo
AP, toma-se o valor esperado da eq. (5.37), e utilizando a hipétese A2 apresentada na

Secao 3.5, tem-se:

E{vin+1)} = E{v(n)} - %E{%}E{v(n)} + aE{mra(n)}

(5.38)

A equagao (5.38) ¢ similar a eq. (3.27) exceto pelas constantes 7 e a. Entretanto,
nenhum destes valores alteram a forma das expressdes dos valores esperados. Assim,
todos os procedimentos de avaliagao que foram aplicados da eq.(3.27) & (3.38) na Secao
3.6 sdo repetidos. Do resultado obtido em (3.38) acrescentado das constantes que
surgem no equacionamento do vetor erro dos coeficientes para o pseudo algoritmo AP,

chega-se a seguinte expressao para o comportamento médio dos coeficientes:

E{W(TL + 1)} = (I — %R@ﬁ) E{W(TL)} + %R(M)WO (539)

YO0y
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5.4 Resultados de Simulacoes

Nesta secao, apresenta-se uma amostra dos resultados obtidos com o modelo analitico

dado pela eq.(5.39) para ilustrar a acuracia do modelo.

5.4.1 Exemplo 1:

A entrada é um processo autoregressivo de primeira ordem AR (1) Gaussiano definido
pela expressao u(n) = —0,9u(n — 1) + z(n), com z(n) sendo uma seqiiéncia de ruido
branco e Gaussiano. A relacao sinal-ruido é de SNR = 60dB. As simulagoes execu-
tadas sao para N = 64 e N = 128, ambas para P = 4. As Figs. 5.3 e 5.4 mostram os
resultados das simulacdes Monte Carlo € o comportamento médio dos coeficientes pre-
visto por (5.39). Pode-se observar que existe muito boa combinagao entre a simulacao

e o modelo tedrico derivado.



5. Andlise Estatistica do Pseudo Algoritmo de ProjecGes Afins com Entrada

Autoregressiva - Em Ambiente Estaciondrio 142
0.05 Comportamento Médio dos Coeficientes
E{w(n)} 1

0.04 |
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Figura 5.3: Comportamento médio dos coeficientes — Entrada AR(1) Gaussiana, a; =
—0,9, algoritmo AP(3), N = 64, SNR = 60dB com passo de adapta¢io o = 0, 8.
simulag¢io (a)wes ; (b)wsy ; (c)way e modelo tedrico (d)wes ; (€)wso ; (f)wao (100
realizagoes).
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0.05 Comportamento Médio dos Coeficientes

E ]
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Figura 5.4: Comportamento médio dos coeficientes — Entrada AR(1) Gaussiana, a; =
—0,9, algoritmo AP(3), N = 64, SNR = 60dB com passo de adapta¢io o = 0.8.
simulag¢io (a)wieg ; (b)wsy ; (c)way € modelo tedrico (d)wiss ; (e)wsy ; (f)wao (100
realizagoes).
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5.5 Erro Médio Quadratico - EMQ do Pseudo Al-
goritmo AP

Uma das figuras de mérito que avalia o desempenho de um sistema adaptativo é

o erro médio quadratico -EMQ), onde para o caso do cancelamento de eco acustico

permite ao projetista verificar informacoes importantes do sistema. Para o calculo do

EMQ), eleva-se a eq. (3.39) ao quadrado e toma-se o valor esperado. Conforme a Segao
3.8, eq. (3.55):

E{e*(n)} = E{ri(n)} + tr[RyyK(n)] (5.40)

Como o ruido filtrado para o pseudo algoritmo AP é dado pela eq. (5.35), calcula-se

a seguir o valor esperado de E{rZ(n)}. Assim,

B2} = B{ (o) - %gaxn)r(n - ))}
_ E{rQ(n) -2 é as(mr(n)r(n — i) + & é ; :(n)a;(n)r(n — I)r(n — j)}

(5.41)

E importante observar na eq. (5.41), que deixa-se de assumir que a(n) = a, pois
como visto na eq. (3.59) existem flutuagoes que precisam ser consideradas, embora,
conforme observado na andlise e simula¢oes mostradas no Capitulo 3, estas flutuacoes

sao desprezadas para fins praticos.

Como r(n) é branco Gaussiano de média zero, E{r(n—i)-r(n—j)} = 0 para i # j,

e a;(n) é independente de r(n), a equacao (5.41) resulta em:

E{ra(n)} = E{r*(n)} + % Z E{a; (n)}E{r*(n — i)} (5.42)

Como E{r?(n — i)} = o2 para todo 7, a equagao (5.42) pode ser expressa por:
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E{r’(n)} = o2 (1 + :—z éE{&f(n)}) = o? (1 + :—zE{éT(n)é(n)}> (5.43)

O valor esperado E{a’ (n)a(n)} é o mesmo que aparece no Capitulo 3 desenvolvido
em (3.59)-(3.62). Dessa forma, aplicando (3.62) em (5.43), chega-se a equagao do erro

médio quadratico - EMQ para o pseudo algoritmo AP:

E{*(n)} = (1 + % (aTa + aftr[E{[UT(n)U(n)]_l}D ) 03 +tr[RypoK(n)] (5.44)

Para o célculo do erro médio quadratico, é necessario verificar-se os momentos
de segunda ordem do vetor de coeficientes, ou seja, a correlacdo entre os diversos
coeficientes ao longo do tempo. Dessa forma, o passo seguinte é calcular o valor da

matriz K(n).

5.5.1 Analise dos Momentos de Segunda Ordem

Tomando o valor esperado do produto do vetor de erro dos coeficientes (5.37) por

seu transposto, K(n + 1) = E{v(n + 1)vI(n + 1)}, encontra-se:

K(n+1)=K(n) — %E{v(n) T( )3’81‘)1’;%2;} + aE{ (n) ;%T;EZ;}
ras{grtaor 0+ SE e O O e |
- St rtse | 5 St )
T g s ) o F @ ety e |

Comparando as parcelas da eq. (5.45) com as encontradas na eq. (3.64) para
o cdlculo dos momentos de segunda ordem na andlise do algoritmo AP, secao 3.8.1,

verifica-se que sao praticamente similares, onde apenas as constantes vy e « sao acresci-
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das no caso do pseudo APA. Com isso, sao omitidos aqui os detalhamentos dos célculos

dos valores esperados, ja que sao os mesmos apresentados no Capitulo 3.

Do resultado no célculo dos momentos de segunda ordem, apresentado na eq. (3.91)
acrescentado da constante y =1— (1 — ) Zle a; € do passo de adaptagao a, chega-se

a seguinte equacao recursiva para K(n + 1):

K(n+1) =K(n) - 7 757G =) KO Ras + R ()

G2+QG K} (1= )BT 0 By} [Rag

b a1 5 (a"a+ B0 O |Rue

(5.46)

Observa-se na expressao (5.46) que para o caso do passo de adaptagdo a = 1, a
expressao recai exatamente na dos momentos de segunda ordem para o algoritmo de

projecoes afins (3.91).

5.5.2 Comportamento Médio do Pseudo APA em Regime Per-

manente

Como Ry = 031, a expressao do erro médio quadratico em (5.44) é uma fungao de

tr[K(n)]. Defindo os escalares

2

=G 2
e

b= N(G? +2G)
P

P= NG+ 2G)

2

§= (1 + 3—2 (aTa + o?tr [E{[UT(n)U(n)]l}D) (G _;S(G )
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a eq. (5.46) pode escrita como:

K(n+1)=K(n)— %K(n) + O%tr[K(n)]I-i— %E{VT(TL)}E{V(TL)}I-FQZ&[. (5.47)

Assumindo a convergéncia, a a¢do do algoritmo em regime permanente pode ser
determinada tomando o limite para n — oo do modelo analitico. Como n — oo, pode-
se dizer que K(n + 1) = K(n) = K. Também, lim,_,,, E{v(n)} = 0. Dessa forma,

tomando o lim,,_,,, de (5.47) resulta:

K. = % (gtr[Koo] + 75> I (5.48)

A equagdo (5.48) mostra claramente que Ko, é um miultiplo da matriz identidade.
Tomando o trago de (5.48) encontra-se que tr[Ky] = Ny?ad/(yn — Naf) e dessa

maneira

ayo; a_2 aTa + o2tr T \U(n)~! (G+2)
(2_a)05(1+72( 2t [ E{U" (m)U(n)] }]))(G_@(m%) 1
(5.49)

K, =

Usando (5.49) e Ry = 031 em (5.44) chega-se & expressio do erro médio quadrético

em regime permanente

£ = lim BE{e*(n)} = (1 + ‘;‘—j <aTa + agtr[E{[UT(n)U(n)]—l}]))

ay N(G +2) )
g <1+(2—a) (G_4)(G+42+_2;))0r- (5.50)

5.6 Resultados de Simulacoes

Nesta secao apresenta-se uma amostra dos resultados obtidos com o modelo analitico
do pseudo algoritmo de projecoes afins, formado das equagdes (5.39), (5.44) e (5.46),

com o objetivo de ilustrar sua acuracia. Em todos os exemplos, a variancia de 0(225 =1
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e 02 =107% O termo oZtr[E{[UT(n)U(n)]*}] é desprezado em todas as simulagoes.

A resposta ideal do processo w? utilizada nas simulaces é mostrada na Fig. 3.8.

5.6.1 Exemplo 1:

Nas Figs. 5.5 e 5.6, mostra-se o comportamento do erro médio quadratico do pseudo
APA operando em um ambiente estacionario e com um passo de adaptacao a = 0,2. O
nimero de coeficientes do filtro adaptativo é N=64 para P=2 e P=8. O sinal de entrada
é derivado de um processo AR(1) do tipo u(n) = —0,9u(n—1)+z(n) (filtro passa-altas
de primeira ordem). Comparando o modelo tedrico com as simulagbes Monte Carlo,
observa-se uma combinacao muito boa, e dessa forma o modelo proposto representa sat-
isfatoriamente o comportamento do algoritmo nesta condicdo de operacdo. A seguir,
nas Figs. 5.7 e 5.8 sdo apresentados graficos representando o comportamento do EMQ
para N=128 coeficientes para P=2 e P=8 vetores passados do sinal de entrada u(n). O
passo de adaptagdo é o = 0,5 e o sinal de entrada u(n) é gerado conforme os exemplos
das Figs. 5.5 e 5.6. Nestes graficos também observam-se bons resultados comparativos
entre modelo e simulacoes. Nas quatro situacoes de operagao apresentadas, observa-se
que o EMQ em regime permanente previsto pela eq. (5.50) (linha horizontal) ajusta-se

perfeitamente aos resultados das simulacgoes.
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Figura 5.5: EMQ: Comparagio entre (a) Simula¢ées Monte Carlo (100 realizagées);
(b) Modelo analitico do pseudo APA; (¢) EM@ em Regime Permanente previsto em
(5.50). o = 0,2, N=6/ e P=2

5.6.2 Exemplo 2:

Nas Figs. 5.9 e 5.10, sdo apresentados graficos do EMQ onde o passo de adaptacao
assume os valores « = 0,8 e a = 0, 1. Os valores de N=64 e P=8 sdo 0os mesmos nos dois
graficos e o sinal de entrada é gerado no primeiro caso por um processo AR(1) definido
pela fungao u(n) = —0,3u(n—1)+z(n) (filtro passa-alta de primeira ordem) na Fig 5.9,
e no segundo caso por um processo AR(1) definido pela funcdo u(n) = 0, 3u(n—1)+2z(n)
(filtro passa-baixas de primeira ordem) na Fig 5.10 . Em ambos os gréficos o mod-
elo e as simulacoes apresentam uma boa combinacao, caracterizando uma excelente
acuracia do modelo proposto para o pseudo algoritmo AP. Nas duas situagoes os erros
médio quadréticos em regime permanente previstos pela eq. (5.50) (linha horizontal)

ajustam-se perfeitamente aos resultados das simulagoes.
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Figura 5.6: EMQ: Comparagio entre (a) Simulagées Monte Carlo (100 realizacées);
(b) Modelo analitico do pseudo APA; (¢) EM@ em Regime Permanente previsto em
(5.50). o = 0,2, N=6/ e P=8
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Figura 5.7: EMQ: Comparagio entre (a) Simulagées Monte Carlo (100 realizacées);
(b) Modelo analitico do pseudo APA; (c) EM@Q em Regime Permanente previsto em
(5.50). o =,5, N=128 ¢ P=2
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Figura 5.8: EMQ: Comparagio entre (a) Simulagées Monte Carlo (100 realizacées);
(b) Modelo analitico do pseudo APA; (c) EMQ em Regime Permanente previsto em
(5.50). @ = 0,5, N=128 ¢ P=8§
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Figura 5.9: EMQ: Comparagio entre (a) Simulagées Monte Carlo (100 realizacées);
(b) Modelo analitico do pseudo APA; (c) EM@Q em Regime Permanente previsto em
(5.50). @ = 0,8, N=6/ e P=8
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Figura 5.10: EMQ): Comparagao entre (a) Simula¢ées Monte Carlo (100 realizacées);
(b) Modelo analitico do pseudo APA; (c¢) EM@ em Regime Permanente previsto em
(5.50). a = 0,1, N=6/ e P=8

5.7 Conclusao

Este capitulo apresentou uma anélise estatistica para o comportamento do pseudo
algoritmo AP, considerando um sinal de entrada AR de média zero. Equagoes recursi-
vas deterministicas foram desenvolvidas para o comportamento médio dos coeficientes
do vetor erro dos coeficientes e para o erro médio quadratico. Exemplos mostram que
o modelo desenvolvido descreve com bastante precisao o comportamento do algoritmo

nas fases transitéria e em regime permanente.

No proximo capitulo é feita a analise estatistica do pseudo algoritmo AP con-
siderando sua operacao em um meio nao estacionario. Sao derivadas expressoes para o

comportamento do valor médio dos coeficientes e do erro médio quadrético (EMQ).



Capitulo 6

Analise Estatistica do Pseudo
Algoritmo de Projecoes Afins com
Entrada Autoregressiva - Em
Ambiente Nao Estacionario

6.1 Introducao

Apresenta-se neste capitulo a andlise estatistica do pseudo algoritmo de projecoes
afins considerando sua aplicacdo em um sistema adaptativo operando em um ambiente
nao estacionario. Observa-se no decorrer do estudo, que os procedimentos de avaliagao
sao os mesmos utilizados nos capitulos anteriores. Entretanto, as propriedades deri-
vadas para andlise sao diferentes das encontradas nos casos de andlise dos capitulos

anteriores.

As caracteristicas relativas a um ambiente nao estacionario e as hipoteses utilizadas
neste capitulo na analise estatistica, como sao as mesmas usadas nos capitulos anteri-
ores, serao apenas referenciadas, apresentando-se apenas as manipulagoes pertinentes

a situacao de operacao do algoritmo neste capitulo.
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6.2 Analise do Vetor de Erro dos Coeficientes

Retornando a Fig. 4.2, o sistema adaptativo busca estimar o sinal desejado d(n),

onde o processo w°(n) é nao estaciondrio, isto é:
d(n) = u' (n)w°(n) +r(n) (6.1)

A equagao dindmica do processo desconhecido w°(n) é representado por um modelo,
denominado processo Random Walk, utilizado também no Capitulo 4, que é definida

pela eq. (4.2) reescrita abaixo:
w’(n+1) =w’(n) + q(n) (6.2)

em que a seqiiéncia {¢(n)} é independente, de média zero e com matriz correlagdo R,

Definindo o vetor erro dos coeficientes como v(n) = w(n) — w°(n), e aplicando na
equagao de ajuste do pseudo algoritmo AP (5.1), obtém-se:

®(n)

v(in+1) =v(n)+ QW

e(n) —w°(n+1)+w’(n) (6.3)

Aplicando (6.2) em (6.3) tem-se:

®(n

v(in+1)=v(n)+ aWe(n) —q(n) (6.4)

Observa-se que a expressao (6.4) é muito parecida com a encontrada em (4.6) para
o algoritmo AP, mas com o acréscimo do passo de adaptacao «, que no caso anterior
tem valor unitdario. Como serd visto a seguir, esta pequena diferenca entre as duas
equagoes acarreta uma grande diferenca quando derivam-se as propriedades que sao

usadas na analise do algoritmo.
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Sendo o sinal de erro e(n) dado por:
e(n) = u” (n)w°(n) +r(n) — u” (n)w(n) (65)
= —u’(n)v(n) +r(n)
e substituindo a expressao acima em (6.4), resulta em:
vin+1)=v(n)— a%v(n) + ath;I;()iLIz(n)T(n) —q(n) (6.6)
Definindo e,(n) como o erro instantaneo,
ea(n) = ul (n)v(n) 67)
= & (n)v(n) +a’ (n)UT (n)v(n)
a eq.(6.6) pode ser escrita como:
v(n+1) = v(n) — a%ea(n) + a%r(n) ) (68)

Pode-se observar na eq. (6.8) que o efeito da nao-estacionaridade aparece com o

termo q(n), que, para um processo estaciondrio, conforme eq. (5.5), ndo existe.

A seguir, mais uma vez explorou-se os procedimentos aplicados nos capitulos ante-

riores, onde derivam-se algumas propriedades com o objetivo de auxiliar na analise do

pseudo algoritmo AP operando em meio nao estacionario. Assim, pré-multiplicando-se

a eq. (6.6) por u?(n) e UT(n) obtém-se:
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Propriedade.1:

u’ (n)v(n+1) = ul'(n)v(n) — as g’lT)EI;z()TjIZElT)(n)V(n) + a;i((z))i((z)y(n)
—u’(n)q(n) 69
T(n) +aT(n)u”(n n)ul(n 6.9
(&7 (n) + &7 (n)U" (n)]®(n) T
T &7 (n) % (n) () = wi{n)a(n)
Como UT(n)®(n) = 0, a eq.(6.9) resulta em:
u'(n)v(n+1) = (1 — a)u” (n)v(n) + ar(n) —u’ (n)q(n) (6.10)
Propriedade.2:
Aplicando o mesmo procedimento para U?'(n) encontra-se:
U (n)v(n+1) = U"(n)v(n) — aU é@igg&)(n)ﬂn)
aUT(n)Q(n)r n) — Ul (naln 6.11
+agrmam’ ™ U mam (6.11)

Retornando a eq. (6.8), verifica-se a necessidade de avaliar-se o erro instantaneo
eq(n). Assim, observa-se na eq. (6.7) que, para sua determinagdo, é possivel utilizar
propriedades derivadas em (6.10) e (6.11), e obter-se uma forma recursiva para o pro-

duto UT(n)v(n).
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Assim, da equagdo (6.11) pode-se obter as seguintes expressoes:

u'(n—-1Dv(n+1)=u’(n—-1)v(n) —u’(n—-1)q(n) (6.12)
u'(n—2)v(n+1)=ul(n—-2)v(n) —u’(n - 2)q(n) (6.13)
u’(n=3)v(n+1)=ul(n—-3)v(n) —u’(n - 3)q(n) (6.14)
u’(n - P)v(n+1)=u"(n - P)v(n) —u’(n — P)q(n) (6.15)

Aplicando n igual a n — 1 em (6.10), obtém-se:

w'(n—-1Dvn)=1-a)u’(n—1)v(n—1)+ar(n—1) —u’(n—1)q(n — 1) (6.16)

Substituindo agora n = n — 2 em (6.10), encontra-se:

u'(n—2)v(n—1)=(1-a)u’ (n—2)v(n—2)+ar(n—2) —u’ (n—2)q(n—2) (6.17)

Conforme pode-se observar, a eq. (6.17) ainda nao estd na forma desejada para

avaliacao de UT(n)v(n). Assim, fazendo agora n =n — 1 em (6.12):

u’(n—2)v(n) =u’'(n-2)v(n—1) —uf(n —2)q(n — 1) (6.18)

Aplicando (6.17) em (6.18), resulta em:

u'(n-2)v(n)=(1-a)u"(n—2)v(n—2) +ar(n—2) —u’" (n —2)q(n — 2)
—u'(n—2)q(n-1)
=(1-a)u’"(n-2)v(n—2)+ar(n—2)—u’(n—-2)[a(n —1) + q(n — 2)]

(6.19)

Procedendo da mesma forma para k linhas e obtendo a equacgao na forma desejada,
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chega-se a seguinte expressao:

u’(n—k)v(n) = 1—a)u’ (n—k)v(n—k)+ar(n—k)—u’ (n—k) Zq(n—k) (6.20)

Para colocar a equagdo (6.20) de uma forma mais ficil de ser manipulada, define-se

Q(n) como uma matriz formada por vetores passados de q(n — i), ou seja:

Q(n)=[a(n-1) a(n-2)...a(n—P) | (6.21)
an—14) =[qan—1) gn—1)...qv(n—1) " (6.22)
Observando que:
U (n)Q(n) =
w(n—D)a(n—1) w'(n-Lgn-2) wn-1)gn-3) ... u'(n-1lgn-P)
ul(n —2)a(n—1) uf(n-2)q(n—-2) ul(n-2)q(n - 3) ul(n —2)q(n — P)
u’(n—3)g(n—1) u’(n—-3)a(n—2) u’(n—3)q(n—3) u”(n —3)q(n — P)
|u”(n — P)q(n — 1) . uf'(n—-P)q(n - P)
(6.23)

O terceiro termo da equacdo (6.20) corresponde a:

u’(n—1)q(n—1)
u’(n—2) 3 a(n - 1)
( _

ul(n—3)32 q(n—1) | = diag{U" (n)Q(n)L} (6.24)

u’(n—P) > a(n—1)
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onde L é uma matriz superior (P x P):

111 1]
011 ..1

L=Jo0 1 ...1 (6.25)
0 0 0 1

Observando agora que o segundo termo da eq. (6.20) pode ser definido como o

traco da matriz:

U (n)V(n) =
[T~ v(in—1) uT(n—1)v(n—2) ul(n—1)v(n—3) u’(n— 1)v(n—P) ]
u'(n—-2)vin—-1) u"(n—-2)v(in—-2) u’(n-2)v(n-23) u’(n —2)v(n — P)
u"(n-3)v(in—-1) u"(n-3)v(n—-2) u’(n-3)v(n—23) u’(n - 3)v(n - P)
lu”(n— P)v(n—1) . u’(n—P)v(n—P)]
(6.26)
em que V(n) é uma matriz (N x P) formada por vetores passados de v(n),
V(n)=[v(n—1) v(n—2)...v(n— P)], (6.27)

O produto UT (n)v(n) pode ser finalmente estabelecido, definindo g(n) = diag{U7T (n)Q(n)L},
e aplicando o trago da expressao (6.26), conforme apresentado na eq. (5.27), obtém-se
a seguinte expressao:

U”(n)v(n) = (1 — a)diag[UT (n)V(n)] + ar(n — 1) — g(n)
(6.28)

=(1—-a)e,(n—1)+ar(n—1) —g(n)
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Retornando para a eq.(6.7), obtém-se:

(6.29)
= ®"(n)v(n) + 48" (n)[(1 — a)es(n — 1) + ar(n — 1) — g(n)]

Aplicando o critério de aproximagao desenvolvido na Segao 5.2, eqs. (5.28)-(5.32),

encontra-se a seguinte expressao para o erro instantaneo:

1

) = ey .

(@T(n)v(n) +aa’(n)r(n —1) — éT(n)g(n)) (6.30)

Retornando a eq.(6.8), e aplicando nesta a eq.(6.30), obtém-se:
a ®(n)®T (n) o> ®(n) .,
=== A = =\ -1
T &% (n)x(n 1)

a ®(n) T (n) — aln
Vwa (n)g(n)—i—ai@T(n)q)(n) (n) —a(n)

v(n+1) =v(n)

Assumindo a(n) = a, e que o erro filtrado r,(n) é definido por:

rqo(n) =r(n) — %Z a;r(n —1), (6.32)

a equagao recursiva para o vetor de erro dos coeficientes v(n + 1), para o pseudo
algoritmo AP operando em ambiente nao estacionario, pode ser expressa por:

®(n)

a@T(n)‘I)(n) Ta(n) (6.33)



6. Andlise Estatistica do Pseudo Algoritmo de Projecdes Afins com Entrada
Autoregressiva - Em Ambiente Nao Estacionario 161

6.3 Analise do Comportamento Médio dos Coefici-
entes

Para o célculo do valor médio dos coeficientes, toma-se o valor esperado da eq.

(6.33). Assim,

Os trés primeiros valores esperados em (6.34), sdo os mesmos encontrados na
equagio (3.27) acrescentados da constante 7y, e do passo de adaptagio a. Dessa forma,

os resultados desses valores esperados sao apresentados na Se¢ao 3.6.

A quarta e quinta parcela da eq. (6.34) também ja foram avaliadas na Secao 4.4,
onde trata-se da andlise do algoritmo de projecoes afins aplicado em um ambiente nao
estaciondrio. Dessa forma, resgatando os resultados obtidos e substuindo em (6.34),
chega-se a equacao para o comportamento médio do vetor de erros dos coeficientes do

pseudo algoritmo AP quando submetido a operar em ambiente nao estacionario:

E{v(n+1)} = (I - %RM) E{v(n)}

:(1 _ ﬁ)E{v(n)} (6.35)

:(1 . ﬁ)

em que v, é o valor de v(n) no instante inicial, e a matriz Ry = o31.

A seguir, substituindo-se v(n) = w(n) — w° em (6.35), obtém-se o modelo do
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comportamento médio do vetor de coeficientes:

E{w(n+1)} = (1 - %ij) E{w(n)} + mfwwo (6.36)

Observa-se na equagdo (6.36), que a nao-estacionaridade do processo nao afeta
o comportamento médio dos coeficientes, tornando o modelo idéntico ao encontrado
para uma operagao do pseudo algoritmo AP em meio estacionario. Dessa forma, o

comportamento médio dos coeficientes pode ser observado nas Figs. 5.3 e 5.4

6.4 Erro Médio Quadratico

Conforme ja apresentado no Capitulo 5 Se¢do 5.5, o erro médio quadrético (EMQ)

é definido pela expresssao:

2

E{e*(n)} = (1 + % <aTa + Uftr[E{[UT(n)U(n)]l}o ) o + tr[RyK(n)] (6.37)

onde K(n) = E{v(n)v’(n)} é a matriz de correlagio do vetor erro dos coeficientes.

Sendo o primeiro termo em (6.37) fun¢ao da estatistica do sinal de entrada, faz-se
necessario apenas a avaliacao da matriz de correlacao do vetor de erro dos coeficientes,
ou seja, calcular os momentos de segunda ordem K (n). Dessa forma, pés-multiplicando

(6.33) por sua transposta e tomando o valor esperado, chega-se & seguinte expressio
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estatistica para K(n):

. ) * A\ 2Tmem) " @T(m)®(n)
a? ®(n) ®"(n) T
tF {s7oem® B ST ) }*—V—JE{‘*("L“ )

+ % E{q(n)VT(n)% }J—af{q(”)“(”)m},

(6.38)
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Na expressao (6.38), observa-se que todas as parcelas ja foram avaliadas em capitulos
anteriores, ja que a diferenca bésica entre o pseudo algoritmo AP e o algoritmo AP é o
surgimento da constante o e da constante definida por v, resultando numa expressao
modificada do vetor de erro dos coeficientes do pseudo algoritmo AP em relagao ao al-
goritmo AP. Esta diferenga também se estende quando é analisado o comportamento de
ambos algoritmos operando em ambiente nao estaciondrio. Assim, para determinacao
dos momentos de segunda ordem, é necessirio apenas utilizar os resultados obtidos

anteriormente e substitui-los aqui.

As parcelas 1,2,5,6,7,8,11 e 13, tém suas avaliagoes apresentadas na Se¢ao 3.8.1, e o
restante das parcelas sdo calculadas na Se¢ao 4.5.1. Substituindo em (6.38) encontra-se

a seguinte expressao para a equagao dos momentos de segunda ordem K(n):

K(n+1)=K(n)

_ %7«; _12)%25 [K(n)Ryy + RysK(n)]
; j_m S+ (1 - S ) T B () Rao
tEo 2‘))‘(223_ 101 [1 + :—j <aTa +o%tr [E{[UT(n)U(n)]_l}] )] Ry

2 T
5 o’ a'¥(n)a
% (1 TG - 2)(@—4))R¢¢

(6.39)

Lembrando que a matriz ¥(n) = E{UT(n)AU(n)} ey=1—(1—a) 3L, a:.

Nesta expressao pode-se verificar que, dependendo de a e 7, a expressao recai em
um dos modelos encontrados nos capitulos anteriores, tanto para ambiente estacionario,
quanto nao estacionario, possibilitando assim, uma expressao completa para todos os

casos analisados neste trabalho.



6. Andlise Estatistica do Pseudo Algoritmo de Projecdes Afins com Entrada
Autoregressiva - Em Ambiente Nao Estacionario 165

6.5 Resultados de Simulacoes

O modelo analitico composto das equagoes (6.35), (6.37) e (6.39) foi testado em
varias situacoes diferentes. Nesta secao, apresenta-se uma amostra destes resultados
para ilustrar a acuracia do modelo. Estes resultados sao representativos dos resultados

obtidos em todos os casos testados.

Em todos os exemplos apresentados, a variancia o2 ¢ ajustada de tal modo que re-
sulte em 03 = 1 e o7 = 107°. A relagdo sinal-ruido é dada por SNR = 10log,,(03/07)dB.
Em todos os exemplos, o termo o2 ¢r[E{[U” (n)U(n)|~'}] é desprezado, e a matriz ¥(n)
é numericamente estimada. A entrada é um processo autoregressivo de primeira ordem
AR(1) Gaussiano definido pela expressao u(n) = —aju(n — 1) + z(n), com z(n) sendo

uma seqiiéncia de ruido branco e Gaussiano de média zero.

Para defini¢ao das variacoes estatisticas de um modelo dinamico linear de um meio
nao estaciondrio, utiliza-se a expressao para o grau de nao-estacionaridade [19]:

/Nozo?
§=V_ "au (6.40)

Or

corforme apresentada na Secao 4.6.

6.5.1 Exemplo 1:

Nas Figuras 6.1-6.3 apresentam-se os graficos do comportamento do erro médio
quadratico, onde o nimero de coeficientes para o filtro adaptativo é de N = 64, e para
o nimero de vetores passados u(n — i) é de P = 2. Mantendo N e P fixos, busca-se
observar o comportamento do modelo, para diferentes graus de nao-estacionaridade.
A taxa de adaptacao adotada é o = 0,8 para estas trés figuras, e os valores do grau

de nao-estacionaridade S assumem os seguintes valores para os respectivos graficos
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apresentados: S = 1,2 e 10. Observa-se nas figuras uma excelente combinacdo entre
simulacao e modelo proposto, tanto na fase transitoria quanto em regime permanente.
Com relacao ao grau de nao-estacionaridade, os graficos mostram claramente a in-
fluéncia do meio no comportamento do sistema adaptativo em regime permanente,
onde percebe-se um aumento consideravel do erro nesta fase de operacao. Entretanto,
em casos praticos, os valores de S nao ultrapassam a 2 (S < 2). De qualquer forma, o

modelo proposto funciona satisfatoriamente nos casos extremos de nao-estacionaridade.

Erro Médio Quadratico — EMQ

10 dB

@ (0 N=64
_40 TN p=2
_eg %wwwwwm

0 400 800 1200 1600 2000 2400 2800
iteracoes

Figura 6.1: EMQ — Entrada AR(1) Gaussiana, a; = 0,9, algoritmo AP(3), N = 64,
S=1,a=0,8, 03 = 2,876 x 1079, 03) =1, 02 =5,43. (a) simulagées Monte Carlo
(100 realizagoes); (b) Modelo proposto.
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Erro Médio Quadratico — EMQ

10

0 400 800 1200 1600 2000 2400 2800
iteracoes

Figura 6.2: EMQ — Entrada AR(1) Gaussiana, a; = 0,9, algoritmo AP(3), N = 64,
S=2,a=0,8 07 =1,150E x 10°%, 05 = 1, 0, = 5,43. (a) simulagoes Monte Carlo
(100 realizagoes); (b) Modelo proposto.
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dB Erro Médio Quadratico - EMQ
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Figura 6.3: EMQ — Entrada AR(1) Gaussiana, a; = 0,9, algoritmo AP(3), N = 64,
§=10,=0,8, 07 =2,876 x 1077, 03 =1, 0, = 5,43. (a) simulagées Monte Carlo
(100 realizagoes); (b) Modelo proposto.
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6.5.2 Exemplo 2:

Nas Figuras 6.4 e 6.5 sao mostrados os graficos do comportamento do erro médio
quadrético para N = 128 coeficientes e P = 4 vetores passados u(n — ¢), mantendo
o mesmo grau de nao-estacionaridade S = 2, mas alterando o passo de adaptacao,
isto é, a = 0,4 e a = 0,8 respectivamente. Como pode ser observado, a comparacao
entre as simulacées e o modelo apresentam uma boa combinacao, principalmente em
regime permanente. Quanto ao comportamento do algoritmo operando em meio nao
estacionario, a diminuicao do passo de adaptacao de o = 0,8 para 0,4, provoca um

aumento do erro em regime permanente, como pode-se observar nas figuras.

Erro Médio Quadratico — EMQ

10 dB
0
-10
-20
N=128
P=4
@4\ | ()
-30
-40 ‘ ‘ ‘ I ‘ I ‘ I ‘ I ‘ I ‘ I ‘ I ‘ I
0 1e3 2e3 3e3 4e3 5e3 6e3 7e3 8e3 9e3 10e3
iteracoes

Figura 6.4: EMQ — Entrada AR(1) Gaussiana, a; = 0,9, algoritmo AP(5), N = 128,
S=2,a=04,0;=572x10"° 05 =1, o) = 5,43. (a) simulagées Monte Carlo
(100 realizagdes); (b) Modelo proposto.
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Figura 6.5: EMQ — Entrada AR(1) Gaussiana, a; = 0,9, algoritmo AP(5), N = 128,
S=2a=0,8 0, =572x107° 05 =1, o) =5,43. (a) simulag¢ées Monte Carlo
(100 realizagoes); (b) Modelo proposto.
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6.6 Conclusao

Este capitulo apresentou uma andlise estatistica do pseudo algoritmo AP quando
submetido a operar em ambiente nao estacionario. Equacoes recursivas deterministicas
foram derivadas para o comportamento médio dos elementos do vetor de erro dos
coeficientes e para o erro médio quadrético (EMQ). Exemplos mostram que o mod-
elo descreve com bastante precisao o comportamento do EMQ do algoritmo, tanto
na fase transitoria, quanto em regime permanente. Os modelos foram desenvolvidos

considerando um sinal de entrada autoregressivo.



Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho foram desenvolvidas as andlises estatisticas dos algoritmos Projecoes
Afins e do pseudo algoritmo de Projecoes Afins, vislumbrando suas aplicacées no can-
celamento de eco acustico. Os dois algoritmos realizam o processo de otimizacao em
funcgoes custo baseadas no erro médio quadratico. Estes algoritmos apresentam melhor
desempenho que o algoritmo LMS e o NLMS. Entretanto, apresentam significativo au-

mento de complexidade computacional.

Foi desenvolvido um estudo detalhado das propriedades vetoriais e estatisticas das
varidveis envolvidas no comportamento do algoritmo de Projecdes Afins. O entendi-
mento destas propriedades permitiu que hipéteses fossem assumidas, possibilitando que
manipulagoes algébricas fossem aplicadas, objetivando facilitar os cdlculos envolvidos

nas derivacoes de equacgoes decorrentes dos valores esperados.
Inicilalmente foi desenvolvido o estudo do comportamento estatistico do algoritmo
de Projecoes Afins, que apresenta a caracteristica de utilizar o passo de adaptacao

unitério.

Modelos deterministicos foram derivados representando o comportamento do mo-
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mento de primeira-ordem dos coeficientes do filtro adaptativo, assim como, do erro
médio quadratico. Em toda andlise apresentada neste trabalho assumiu-se que o sinal
de entrada é um processo autoregressivo (AR). O motivo para escolha deste tipo de
processo devesse ao fato deste representar de forma satisfatéria a maioria dos processos

existentes.

O estudo inicial assume que o algoritmo AP opera em um ambiente estaciondrio,

ou seja, os elementos do vetor que representa o processo a ser identificado sao fixos.

Para validagao dos modelos desenvolvidos, simulacoes foram feitas com o objetivo
de comparar o comportamento do modelo derivado com algoritmo AP e com modelos
deterministicos encontrados na literatura. Observou-se que o modelo apresentou exce-
lentes resultados, confirmando que o modelo representa o comportamento do algoritmo

AP em operacdo em um meio estacionario.

A seguir, desenvolveu-se a andlise do algoritmo AP considerando sua opera¢ao em
ambiente nao estacionario. O objetivo desta andlise deve-se ao fato que a maioria dos
processos a serem identificados, terem pequenas variagoes na sua resposta impulsiva.
Embora na pratica a aplicacao de algoritmos adaptativos para operar neste tipo de
ambiente s6 sejam tuteis para baixos graus de nao-estacionaridade, o modelo permite
que a aplicagao de graus elevados de nao-estacionaridade possam ser observados no

desempenho do algoritmo.
Assim como para o algoritmo AP operando em ambiente estacionario, simulagoes
foram feitas buscando avaliar o modelo derivado para meio nao estacionario. Resulta-

dos excelentes foram obtidos validando o modelo derivado.

Tanto para a operagao do algoritmo AP em meio estacionario quanto nao esta-



7. Conclusoes 174

ciondrio, expressoes para o erro médio quadratico em regime permanente foram desen-

volvidas.

A seguir, desenvolveu-se o estudo do algoritmo AP com a taxa de adaptagao menor
que a unidade. Esta modificagao resulta em um vetor erro, ao invés de um valor de

erro escalar. Dessa forma, o nome do algoritmo muda para para Pseudo algoritmo AP.

Expressoes para a operacao do pseudo algoritmo AP foram desenvolvidas para meio
estacionario e nao estacionario. Para validacao dos modelos, simulagoes comparativas
sao apresentadas no final de cada capitulo mostrando uma excelente combinacao com
o comportamento do algoritmo. Também foram derivados modelos para o comporta-

mento do algoritmo em regime permanente nos dois ambientes.

Assim, podemos concluir das observagoes dos resultados obtidos que para o algo-
ritmo AP, o novo modelo melhora resultados prévios existentes na literatura. Com
relacdao ao pseudo algoritmo AP, os resultados das simulagoes versus modelo mostram
excelente concordancia, tanto em regime transitério quanto permanente, embora na
literatura nao tenha sido apresentado nenhum modelo com o qual se possa comparar

esses resultados.

Algumas propostas para continua¢ao do trabalho podem ser sugeridas, entre elas:

e Estudo da classe de algoritmos AP em estruturas em Sub-Bandas: o
estudo do algoritmo AP e sua extensdao em estruturas em sub-bandas aplicando

transformadas wavelets.

e Implementacao dos algoritmos em DSPs: a implementagao pratica em pro-
cessadores de sinais digitais, para aplicagao no cancelamento de eco acustico,

buscando observar o desempenho desta classe de algoritmos operando em tempo
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real.



Apeéndice A
Simbolos e Abreviaturas

e AR - autoregressive.

e d(n) - sinal desejado.

e ¢(n) - sinal de erro.

e EMQ - erro médio quadratico.

e ERLE - echo return loss enhancement.

e FIR - finite impulse response.

e IIR - infinite impulse response.

e K(n) - matriz de correlagao do vetor erro dos coeficientes.

e N - numero de coeficientes.

e n - tempo discreto ou nimero da iteracao no algoritmo adaptativo.
e R4 - matriz de correlagao do sinal de direcao do algoritmo.

e S - grau de nao-estacionaridade do processo

e SNR - relagao sinal/ruido.

e v(n) - vetor erro dos coeficientes.

e w(n) - vetor de coeficientes do algoritmo adaptativo.

e w’ - resposta ao impulso do sistema desconhecido e estacionario.

e w°(n) - resposta ao impulso do sistema desconhecido e nao estaciondrio.
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e u(n) - vetor de amostras do sinal de entrada.

e u(n) - sinal de entrada ou sinal de referéncia.

e U(n) - matriz formada por vetores passados de u(n).

e P, (n) - matriz de proje¢ao no subespago ortogonal complementar

e Py(n) - matriz de proje¢ao no subespago formado por vetores passados de u(n)
e ®(n) - vetor de diregdo do algoritmo

e y(n) - sinal da saida do filtro adaptativo.

e 7(n) - ruido de medigao.

g(n) - sinal de entrada do processo nao estacionério.

Simbolos especiais:

e « - constante de adaptacao.

e o2 - variancia do sinal de entrada.

e o2 - variancia do ruido aditivo.

° 03, - variancia do sinal de dire¢do do algoritmo.
e (G - grau de liberdade.

e M - desajuste.
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