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Capitulo 1
Introducao

nferéncia Logica desperta, desde hd muito, interesse na comunidade de In-
teligéncia Artificial (IA) e, mais especificamente, na comunidade da IA Simbdélica
[26]. Seu estudo define a drea de pesquisa conhecida como Prova Automdtica
de Teoremas (Automated Theorem Proving) — ou, mais atualmente, como Deducdo
Automdtica (Automated Deduction) ou ainda Raciocinio Automdtico (Automated Re-
asoning) — que tem se mantido bastante ativa.
A fim de melhor introduzir este trabalho, inicialmente discorremos sobre alguns

pontos relativos & areal:

e Inteligéncia Artificial?!

Qual a primeira idéia que nos vem a mente quando ouvimos falar de Inteligéncia
Artificial? Robods ... ou pelo menos maquinas pensantes. Nos lembramos dos
filmes de ficgdo cientifica, com seus computadores capazes de responder (e até
decidir) qualquer coisa, todo o tipo de maquinaria, eletrodomésticos e outras
tantas parafernalias fazendo tudo automaticamente, robés andando de um lado
para outro, comunicando-se e até afeicoando-se aos seres humanos. A dupla de
robds C3P0 e R2D2, por exemplo, leais ao seu dono Lucky Skywalker no filme
Guerra nas FEstrelas? O corpo era de lata, mas suas reagbes: alegres, preocupados,
com medo, atrapalhados... Ou ainda, o robé “humandide” assassino enviado do
futuro para o presente pelas “forgas inimigas” no filme O Exterminador do Futuro
I e que, na continuagao deste filme, é enviado do futuro pelas “forgcas do bem”,

passando a desempenhar o papel de herdi da estéria? Neste tltimo, pelo menos,

10s conceitos apresentados estio baseados em [7], [51] e [30]



Introducao

é passada a idéia de um ser programavel, ou seja, que existe alguém que define o

papel que este humanédide deve desempenhar.

Seguindo ainda a linha de robés humandides programados tem-se os “replicantes”
do filme Blade Runner, humandides que buscam por seu criador para exigir-lhe
o prolongamento de suas vidas. Ou, mais recentemente, o humandéide crianca
no filme Inteligéncia Artificial, programado para amar! Teriamos ainda, como
exemplo de “seres artificiais inteligentes”, HAL no filme 2001 Uma Odisséia no
Espago, ndo um robd mas um computador que a tudo controla, sabe e responde.
Ou ainda Matriz, no filme de mesmo nome, um computador que dominou o
mundo e utiliza os seres humanos como “baterias vivas”. Mas vamos parar por
aqui nao dizendo que isto tudo seja uma bobagem, mas que estamos longe de tal

realidade.

A possibilidade de criar uma “inteligéncia artificial” parece fascinar o ser hu-
mano desde ha muito. De fato, a IA foi construida a partir de idéias filoséficas,
cientificas e tecnoldgicas herdadas de outras ciéncias, algumas tao antigas como
a légica, com seus 23 séculos. Questoes filoséficas como o chamado problema
corpo-mente, motivam e dividem opiniGes de pesquisadores da IA. Porém, ofi-
cialmente, enquanto ciéncia, a IA tem uma histdéria de pouco mais de quarenta
anos, iniciados com muita polémica, expectativas exageradas e conseqiientes fra-
cassos. Defini¢des bdsicas como seu nome, seus objetivos, seu objeto de estudo
ou 0 que vem a ser exatamente inteligéncia até hoje nao obtiveram consenso na

comunidade de IA.

Independentemente de defini¢do formal precisa, o objetivo central da IA é imitar,
através do uso de computadores, o maximo possivel da atividade mental hu-
mana. As duas principais dreas de conhecimento que levaram & IA sdo a Ldgica
Matematica e a Computagdo, mas seus estudos apresentam hoje intersec¢ao com
outras grandes areas de conhecimento como a filosofia, psicologia, biologia, entre

outras.

Sua evolucao deu-se em duas linhas distintas de pesquisa: a linha Conezionista,
que visa a modelagem da inteligéncia humana através da simula¢ao dos com-
ponentes do cérebro humano e que deu origem as Redes Neuronais Artificiais;
e a linha Simbdlica, cujos principios sdo apresentados no artigo de 1980 de A.
Newell Physical Symbol Systems [25], e segue a tradi¢do da l1dgica, tentando si-
mular a inteligéncia humana enquanto comportamento lingiiistico e simbdlico.

Observa-se hoje o crescimento de uma nova linha da IA, a IA Evolutiva, baseada



na observagao de mecanismos evolutivos encontrados na natureza, como auto-
organizagao e comportamento adaptativo (observados nos modelos de algoritmos

genéticos e autématos celulares, por exemplo).

Cada uma destas linhas de pesquisa depara-se com limitagoes tedricas e tec-
nolégicas, vantagens e desvantagens, oferecendo muitos desafios & pesquisa atual.
Muito se tem avangado e estudado, porém embora muitas coisas inteligentes te-
nham sido feitas, a simulagao de algo que pudesse passar por inteligéncia auténtica
estd ainda a uma enorme distancia.

o Simbolos e IA, um casamento logico

Para muitos, a logica é a “matematica” da IA. A légica pode ser vista como
o estudo do raciocinio, mais propriamente como o estudo do raciocinio valido.?
Podemos também ver este raciocinio valido como inteligéncia. Assim sendo, a
busca da IA por “dispositivos” capazes de apresentar um comportamento inte-
ligente pode ser vista como a busca por dispositivos capazes de apresentar um
comportamento que requer um raciocinio valido. Assim, o estudo do “raciocinio

valido” é o ponto de contato entre estas duas areas.

O uso da ldgica simbélica na IA foi proposto inicialmente por P. Hayes e J.
McCarthy [24]. Eles observaram que programas de IA tinham de manipular
uma grande quantidade de conhecimento que deveria, de alguma forma, estar re-
presentada hestes programas. Pareceu-lhes bastante apropriado representar for-
malmente este conhecimento independentemente do programa. A légica classica
de primeira ordem era uma boa linguagem para isto, pois ela possui uma es-
treita relacdo com a linguagem natural, sua seméntica é clara e bem estudada, e
além disto apresenta um mecanismo formal para tornar explicito o conhecimento
implicito em uma dada formalizagdo: a dedugao légica.

Inicialmente, a pesquisa na IA Simbdlica concentrou-se na busca de formalismos
bl
gerais capazes de resolver qualquer tipo de problema; pouco depois viu-se que tal

rumo de pesquisas era invidvel, pois esbarrava em dois problemas:

— o primeiro problema. é tedrico e advém do uso de modelos baseados em légica

2Esta é a visdo da légica tradicionalmente adotada pela comunidade de IA e, também, neste
trabalho. Porém, como apontado pelo Prof. Newton C.A. da Costa [12], esta é uma visdo bastante
limitada do poder da légica. Conferir matéria no apéndice B.
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de primeira ordem como formalismo béasico. E conhecido como “Explosao
Combinatéria” e é inerente aos métodos baseados em légica: a memdria e o
tempo necessarios para a resolucao de um problema cresce exponencialmente

com o tamanho do mesmo;

— o segundo recai sobre o fato de ser necessario, para resolver qualquer tipo
de problema, a representagdo do conhecimento total do mundo real — in-
clusive conhecimentos de senso comum do comportamento humano. Estes
sdo normalmente de dificil manipulacdo pela légica de primeira ordem por
serem incompletos, ou parcialmente incoerentes. Mesmo assim, légicas néo
classicas podem ser utilizadas para representar diversos tipos de problemas
mais especificos (garantindo uma certa eficiéncia na solucdo de problemas,
mesmo que resultando em ldgicas “mais fracas” que a légica clissica de

primeira ordem).

Muitas solugoes foram e continuam sendo propostas e, apesar dos problemas, a

logica tem desempenhado dois importante papéis na TA:

— ser fonte de linguagens e “légicas” para o desenvolvimento de programas
prog

inteligentes;

— fornecer subsidio matematico e conceitual subjacente as véarias dreas de pes-
quisa em IA, como Representacdo de Conhecimento, Prova Automética de

Teoremas e Sistemas Especialistas por exemplo.

Dois importantes resultados sio a base do poder da ldgica e também de suas
limitacGes: o primeiro, provado independentemente em 1930 por Kurt Godel e
Jacques Herbrand, afirma que existem sistemas légicos de prova, ou métodos de
prova, que sdo completos, ou seja nos quais toda férmula verdadeira pode ser
provada. O segundo, provado em 1936, também independentemente por Alonzo
Church e Alan Turing, afirma que a légica é semi-decidivel, isto é, nao existe um
método geral capaz de decidir, em um niimero finito de passos, se uma férmula,
é verdadeira. Isto significa que, dada uma férmula verdadeira é sempre possivel
encontrar uma prova, mas que existem féormulas ndo verdadeiras para as quais
nao existe nenhum método finito que, garantidamente, seja capaz de decidir sobre
sua ndo validade (entdo, métodos para a prova automdtica-de teoremas podem

nunca parar).

Este resultado, um tanto negativo, da légica é um dos grandes argumentos dos

criticos da IA simbdlica. J4&, para seus adeptos, apesar de muito importante,



ele ndo impossibilita que, utilizando a légica, as maquinas um dia estejam aptas
a raciocinar quase tdo bem quanto pessoas. Justificam que, a despeito da in-
completude de alguns sistemas, seres humanos conseguem utilizd-los de maneira
bastante razodvel.

e Logica N IA = Raciocinio Vilido

Raciocinio valido é, de certa forma, um raciocinio formal, que segue algumas
regras pré-estabelecidas. Ao falar-se em “raciocinio formal” pode parecer que
estd-se tentando criar regras para raciocinar através delas. Porém, a idéia é
exatamente oposta. Pensa-se, ou raciocina-se, simplesmente. O papel da ldgica
é tentar modelar formalmente este raciocinio. Sua histéria remonta aos antigos
filésofos gregos, principalmente Aristoteles, que estabeleceu seus fundamentos de

maneira sistematica.

Este raciocinio, ao ser “formalizado”, define métodos de inferéncia ldgica, ou
seja, métodos formais de dedugdo légica. Através destes métodos, conclusdes
podem ser obtidas, baseadas em premissas. Sendo as premissas vistas como
conhecimentos, pode-se afirmar que, nelas baseados, novos conhecimentos sao
explicitados através dos métodos de inferéncia logica. Estes métodos de inferéncia
sao também chamados de métodos de prova ou cdlculos. Os primeiros métodos
de prova foram concebidos para serem utilizados por seres humanos. A partir da
introdugao por Robinson [32] e Smullyan [35], em 1960, de métodos eficientes para
prova automética de teoremas por computador, a lgica passou a ser estudada

também como método computacional para a solucdo de problemas.

Dada uma idéia do objeto de estudo da IA e seus ramos, pode-se introduzir este
trabalho. Para tal, é contada resumidamente a histéria de seu desenvolvimento.

Este trabalho foi iniciado durante a escrita do artigo Concurrent Inference through
Dual Transformation [6]. Nele o Prof. Guilherme Bittencourt propde um método de
inferéncia légica baseado unicamente na transformacgdo dual, isto é, a transformagao
de uma férmula l6gica em forma normal conjuntiva para sua forma normal disjun-
tiva e vice-versa. Este método foi denominado Método Dual e sua implementagao e
estudo, bem como de um algoritmo que realiza a transformacao dual, foram assunto
da dissertacdo de mestrado intitulada Um Meétodo para Inferéncia Logica baseado na
Transformagdo Dual [48].

Pronta esta primeira implementagdo confirmou-se o que ja se sabia teoricamente:

apesar de apresentar caracteristicas interessantes e ser completamente diferente dos
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demais métodos conhecidos, o método dual, como apresentado no artigo, era bastante
ineficiente (considerando-se o nimero de teoremas gerados durante o processo de prova).
Justificava-se, entdo, o esforco de lhe desenvolver uma estratégia que o tornasse mais
eficiente. Por estratégia entende-se a definicao de uma maneira de proceder a inferéncia
de uma conclusao desejada visando minimizar o nimero de conclusbes intermedidrias
geradas.

Uma estratégia foi desenvolvida para o método dual mantendo sua caracteristica
principal: a consideragdo das duas formas normais de uma férmula légica. Ao longo
deste desenvolvimento, muitos problemas tedricos intermedidrios apareceram e foram
estudados, alguns relativos diretamente a estratégia em si e outros relativos as formas
normais e a relagdo entre elas. Deste estudo foram obtidos importantes resultados rela-
tivos as formas normais, dentre eles, a constatacdao da nao unicidade da forma conden-
sada de uma férmula na forma disjuntiva. Estes resultados encontram-se devidamente
publicados inclusive no respeitado Journal of Automated Reasoning.

Um fato inusitado, no entanto, foi resultante deste estudo: a consideragdo si-
multanea das formas normais pela estratégia, como primeiramente pensada, mostrou-se
redundante pois a consideracdo apenas da forma conjuntiva é suficiente aquela es-
tratégia. Porém, com o tempo percebeu-se que a estratégia, primeiramente pensada,
para o método dual, quando considerada apenas a forma conjuntiva de uma férmula,
define, por si, um outro método de prova (cujo nome temporario é Goal) com carac-
teristicas bastante interessantes, entre elas, a definigdo de um conceito, o de Eliminagdo
de Literais, que auxilia no armazenamento e reutilizacao de inferéncias realizadas du-
rante um processo de prova (mesmo em prova de diferentes teoremas). Esta carac-
teristica pode ser entendida como a atribuicao de “meméria” a provadores automaticos
de teoremas e nao é encontrada em nenhum provador automéatico que conhecemos.

Do estudo realizado foram obtidos os seguintes resultados:

e relativo as formas normais de uma férmula, sua simplificagdo e transformacao
de uma para a outra, bem como sobre a relagdo de subsungao entre férmulas

expressas em forma normal:

— o artigo “Forma normal disjuntiva em légica de primeira ordem” apresen-
tado no o artigo LAPTEC’2000 - Primeiro Congresso de Légica Aplicada a
Tecnologia [43] realizado em Sao Paulo — SP;

— o artigo “A Concurrent Algorithm for Logical Subsumption” apresentado no
LAPTEC 2001 Segundo Congresso de Légica Aplicada & Tecnologia [44],

realizado em Sao Paulo — SP, e publicado na série Frontiers in Artificial



Intelligence and its Applications - I0S Press [45];

— o artigo “An Algorithm for Dual Transformation in First-Order Logic” pu-
blicado no respeitado Journal of Automated Reasoning [10];

e relativo a estratégia, o artigo “A Proof Strategy Based on a Dual Representation”
apresentado no AISC’2000 Fifth International Conference Artificial Intelligence
and Symbolic Computation Theory, Implementations and Applications realizado
em Madri, Espanha [9]. |

Este trabalho insere-se na area de Prova Automdtica de Teoremas, ramo da IA
Simbdlica e apresenta o estudo desenvolvido desde a estratégia, como primeiramente
pensada, até a proposta do novo método de prova. Este estudo € parte do projeto de um
sistema hibrido para modelagem cognitiva, proposto pelo Prof. Guilherme Bittencourt,
descrito nos artigos In the Quest of the Missing Link [5] e A Multi-Agent Approach to
First-Order Logic [8].
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Capitulo 2
Como nao tem figuras ...

*rande é o numero de tépicos estudados pela comunidade de deducdo au-

tomatica. Para introducao de Automated Deduction - a basis for Applicati-

) ons, volume 1: foundations - Calculi and Methods [4] foi escrito, pelos pro-
fessores Wolfgang Bibel e Peter H. Schmitt, com auxilio do professor Eric Rosenthal,
um didlogo ficticio entre um pesquisador da area de deducao automadtica e um cien-
tista da computagdo. Neste didlogo sdo apresentados os principais tépicos pesquisados
atualmente pela comunidade, os problemas e as expectativas de avanco.

A fim de dar uma idéia atual da drea de dedugdo automaética, este didlogo é utilizado
como “um guia” para os tépicos abordados. Para tal, sdo apresentadas partes deste

didlogo! seguidas dos comentérios e informacGes extras que se fazem necessérios.

2.1 Estado da arte - um dialogo

P: Deducdo automatica tém sido objeto de pesquisa por 40 anos. Quais
t6picos interessantes ainda restam pesquisar?

R: Néo existe uma resposta simples. Eu ainda lembro o que primeiro me im-
pressionou quando eu me deparei com légica matematica. Foi a existéncia
de sistemas formais — por exemplo, cdlculo de seqiientes — que cobrem todo
o possivel raciocinio 16gico. Com isto eu quero dizer que muitos destes sis-
temas s&o completos para a légica de primeira ordem. A pesquisa corrente
mais importante refere-se ao projeto de sistemas eficientes, isto é, sistemas

que possam realmente fazer algo ndo trivial em um computador.

1Com autorizagio do Prof. Peter Schmitt para tradugdo e utilizagio neste trabalho.



10 Como nao tem figuras ...

P: Entao o senhor acha que ajustar o célculo de seqiientes é a resposta?

R: De fato, nao. Diferentes sistemas formais completos existem, cada um
enfatizando um ponto de vista particular ou tendo sido desenvolvido para
um propoésito especifico. A contribuicdo da ciéncia da computacdo tem
sido a pesquisa de sistemas formais de dedugao adequados & automacao em
computadores. Varios sistemas emergiram e o desenvolvimento de novos

continua sendo objeto de pesquisa.

P: Francamente, esta variedade de calculos® no estilo “Torre de Babel” me

perturba. Pode-se decidir qual é o melhor e esquecer os outros?

R: Bem, de fato nao. Existe uma boa razdo para esta variedade. Cada
calculo tem suas préprias vantagens, e nao existe nenhum evidente vence-
dor, pelo menos até agora. Mas isto nao é tao ruim como parece, e vocé
certamente nao precisa conhecer todas as ramificagoes se vocé nao pretende
tornar-se um espeéialista em deducao automatica. Existem basicamente

duas categorias de célculos:

e cilculos de saturagdo: o método de resolucao pertence a esta catego-
ria e durante um tempo foi visto como o tnico cdlculo bem-sucedido
para deducao automdtica. Mas esta visao tem mudado, e provadores
automaticos de teoremas que utilizam diferentes cdlculos sdo, agora,

fortes concorrentes.

e cilculos de tableau e de conexodes: estes sdo largamente tratados na

literatura ...

Uma boa fonte para saber-se o que tem sido produzido na area é acompanhar os
trabalhos apresentados na Cade - Conference on Automated Deduction (resultados e
publicagGes sdo encontrados no enderego http://www.cs.albany.edu/~nvm/cade.html)
cuja primeira conferéncia aconteceu em 1974 e encontra-se atualmente em sua 18°
edicao. Nestes trabalhos pode-se comprovar a variedade de sistemas formais completos
atualmente pesquisados.

Pode-se também perceber a forte tendéncia, no inicio, ao desenvolvimento de méto-
dos baseados na Resolucdo e a mudanga atual de enfoque. Ndo que métodos baseados

em Resolu¢ao nao sejam mais estudados, longe disto, de fato a impressdo que se tem

2Métodos de Prova.
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¢ que métodos baseados na Resolugdo encontram-se em um diferente estdgio de es-
tudo: varios métodos “de propdsito geral” foram desenvolvidos e, agora, a tendéncia
é restringir o dominio dos mesmos e desenvolver “habilidades” especificas para cada
dominio (como tratamento de equagdes, inequagdes, reescrita de férmulas, ...).

No entanto, referente a categoria de métodos baseados em Tableau e Conexdes, no-
vos métodos baseados tém sido amplamente desenvolvidos e aplicados com sucesso. Nos
resultados da CASC - CADE ATP System Competition (que podem ser encontrados
em http://www.math. miami.edu/~tptp/CASC/), uma “competicdo” de provadores
automéaticos de teoremas realizada juntamente com a CADE, é apresentada a com-
paragao do desempenho de alguns provadores automdticos de teoremas. Observa-se
que a grande vantagem apresentada pela Resolugdo nas primeiras edigoes desta com-
peticao € hoje suplantada por provadores automaticos de teoremas baseados em Tableau
e Conexoes. Outro sinal deste desta mudanga de enfoque foi o surgimento, em 1992,
de uma conferéncia especifica para os estudos referentes aos métodos desta catego-
ria, a TABLEAUX - International Conference on Automated Reasoning with Analytic
Tableauz and Related Methods (http://i12www.ira.uka.de/TABLEAUX/).

P: Quando o senhor diz “largamente tratados” o senhor provavelmente quer
dizer que os autores primeiramente descrevem seus métodos e entao épre-
sentam uma prova elaborada de completude. Isto, ndo sendo da 4rea, me
confunde: prova-se a completude de um célculo embora sabendo que, por
causa da semi-decidibilidade do problema de satisfazibilidade (satisfiability)
e devido a restrigoes “da vida real”, qualquer implementagao de seu célculo
sera incompleta.

R: Vocé esta certo. Mesmo assim, faz diferenca um provador automético
ser incompleto pelas razoes que vocé exp0Os ou ser teoricamente incompleto.
No primeiro caso, o aumento de recursos computacionais pode melhorar
a performance, ou mesmo resolver a incompletude. J& no segundo caso
isto nunca acontecerd. Mas, deixe-me enfatizar que o grande esforgo da
pesquisa atual é por melhor desempenho; provas de completude tornaram-
se rotina profissional e ndo o objetivo em si. Os principais resultados sao
integracdo e apresentacdo unificada de diferentes variagdes de calculos e
redugdo do espago de busca. Grande parte das técnicas de “poda” deste
espago preservam a completude, mas heuristicas sao também comumente
empregadas.

Esta busca por desempenho pode, por sua vez, ser classificada em duas categorias.


http://www.math
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A primeira busca por solu¢des computacionais, de engenharia de software, para melho-
rar o desempenho dos provadores automaticos. Nesta categoria encontram-se estudos
de representacdes, tabelas, linguagens, enfim, técnicas que melhorem o armazenamento
e recuperacgao das informagdes necessarias ao processamento das inferéncias. Ja a ou-
tra categoria, muitas vezes considerada mais nobre, busca a eficiéncia de um método
pela restricio de procedimentos efetuados por este durante a prova. Por exemplo, o
desenvolvimento de estratégias que diminuam o nimero de inferéncias necessarias, o
estudo da unifica¢do, problema comum a todos os método de prova (como por exemplo
o estudo da cycle unification, uma tentativa de identificar inferéncias ciclicas e realiza-
las em um tnico passo), a tentativa de identificar o tipo de férmula e decidir qual a
estratégia mais adequada para sua prova, etc. De fato ambas abordagens sdo impor-
tantes e podem ser combinadas para atribuir eficiéncia a provadores automaticos de

teoremas.

P: Deixe-me retornar & minha pergunta anterior relativa & “Torre de Babel”.
Esta certo, eu aceito que este é o estado da arte, e que isto néo é tao ruim.
Mas, é necessario continuar e ainda criar novos calculos? Ja nao estd tudo
147

R: Quem sabe? Algumas vezes eu acredito que todos os principios e métodos
de deducdo sdo ja conhecidos, e entao surge uma nova idéia inesperadamente
bem sucedida. E semelhante situagdo das linguagens de programacao:
pensa-se que os principios de programacao estao todos entendidos e exausti-
vamente pesquisados, mas novas linguagens aparecem e prosperam! Deixe-
me dizer mais sobre minha resposta anterior. La eu me referi apenas a
calculos de propésito geral. Pode acontecer alguém estar interessado so-
mente em problemas de um dominio especifico. O exemplo mais comum ¢é o
raciocinio de igualdades, onde o interesse é apenas relativo a equagdes (nem
mesmo inequacdes) entre objetos. Para tal, cdlculos especificos foram de-
senvolvidos. E natural usar-se métodos especificos para tarefas especificas.
O desafio estd em construir sistemas de prova automdtica de propdsito geral
que mudem (“chaveiem”) para provadores especificos sempre que possivel
e combinem resultados intermedidrios em um tnico e abrangente esforgo
de prova. Os dominios de problemas restritos sdo descritos, no jargao da
comunidade de deducao automaética, como “teoria”, e as combinagdes de
deducoes de propdsitos gerais e de propdésitos especificos sao chamadas “ra-

ciocinio em teorias” (theory reasoning).
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Este “chaveamento” refere-se ao que chamamos de “tentativa de identificar o tipo
de férmula”. Esta solugdo, acreditamos, pode representar o grande avango da éarea
de raciocinio automatico: a reunido dos esfor¢os despendidos no desenvolvimento de
diversos métodos, utilizando para cada teoria o método que lhe é mais adequado.
Porém, infelizmente, ainda percebe-se na area um certo “rango” separatista do tipo
“O meu método é o melhor” e ndo é comum a integragdo entre grupos de estudos de
métodos de diferentes categorias.

P: Deixe-me pergunta-lo sobre algo que sempre me incomodou. O senhor
mencionou sua empolgacao relativa a sistemas légicos completos. Eu posso
nao ser um especialista em légica mas eu lembro do meu curso de sistemas
formais. La eu aprendi que teoremas de completude sdo somente possiveis
para légica de primeira ordem. Para légica de alta ordem, onde pode-se

”

dizer algo como “para todos os conjuntos ...” ou “para todas as funcGes

...”, nenhum sistema de prova completo é possivel.

R: Eu estou contente que vocé tenha levantado esta questdao. A principio é
possivel reduzir-se todo o raciocinio légico para légica de primeira ordem,
por exemplo codificando-se todo um dominio dado em uma teoria de con-
juntos de primeira ordem nao tipados. Mas esta ndo é uma solucao pratica.
Esta codificagdo é muito dificil. Como um aparte, deixe-me dizer que a
distingdo entre logicas de primeira e de alta ordem é um pouco mais sutil.
... Existem sistemas de prova de teorema de alta ordem que permitem li-
vremente o uso de operagoes de alta ordem. O prego a ser pago, como vocé
mencionou, é que nenhum procedimento de prova automatico completo é
possivel. Ao invés, provas nestes sistemas sao construidas interativamente
pelo usudrio, com passos do procedimento sendo preenchidos automatica-
mente. Por um lado isto pode até ser considerado uma vantagem, uma vez
que o usudrio pode utilizar seu conhecimento e intuicao. Este tipo de prova
de teorema é radicalmente diferente dos sistemas de dedugao totalmente au-
tomaticos discutidos até agora. Por exemplo, a nocao de espago de busca,
que é uma preocupagao basica em dedugao automadtica, nao faz nem sentido
em provadores interativos. Isto talvez explique porque ambas comunidades
desenvolveram-se sem perceberem-se muito. Mas uma vez que vocé comeca
a pensar sobre isto, elas parecem “casar” perfeitamente, e muitos grupos
estdo agora trabalhando na combinagado de sistemas totalmente automético

e interativos em um unico sistema.
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(Praticamente nada a acrescentar. Provadores automaticos de teorema para légicas
de alta ordem nao foram estudados pela autora e nao sao abordados neste trabalho.
Contudo, cabe ressaltar que sao amplamente utilizados em aplicacées praticas, como

por exemplo, em aplicag¢des que envolvem verificagido, comentadas na seqiiéncia.)

P: O senhor sabe, eu nao estou assim tao interessado em aprender como pro-
vadores de teoremas sao implementados. Eu estou muito mais interessado

no produto final.

R: Como alguém de fora, cujo interesse é o de usudrio final, vocé pode ter
tal atitude. Mas vocé me perguntou quais tépicos de pesquisa existem em
deducado automética, e nés estamos discutindo os pontos que sdo cruciais

para aplicacdes bem sucedidas.

P: Aha! Aplicagdes. A palavra que eu estava esperando ouvir. O que o

senhor pode fazer com todos seus sistemas de dedugio?

R: A area de prova automadtica de teoremas — como qualquer outro esforco
de pesquisa — deve muito de seu vigor as perspectivas vislumbradas. Prova
automdtica de teoremas tem varias areas de aplicagao. Deixe-me comecgar
com a mais tedrica delas. Estou falando de prova de teoremas em ma-
temaética, o que continuard sendo, sem divida, uma importante e desafiante
area de aplicagdo. Mais de uma conjectura antes em aberto, que desafia-
ram esforcos humanos, foram resolvidas por sistemas de prova automaéticas.
Outra abordagem é o desenvolvimento de sistemas de dedugao usados como
assistentes matemadticos. Isto €, os sistemas nao resolvem todo o problema
automaticamente; ao invés, eles auxiliam o matemadtico, freqiientemente
aliviando-o das tarefas mais elementares. A aplicagao que provavelmente
mais tem recebido atengao é a verificacao automatica de software e hard-

ware para garantir a auséncia de erros/falhas em programas e “chips”.

P: Eu concordo que esta é uma idéia maravilhosa, mas seus frutos ainda
parecem ser para um futuro bem distante. Especialmente uma vez que tudo

0 que se pode verificar sdo simples algoritmos de classificagio.

R: Vocé deve estar brincando! Sua informacgao estd totalmente desatuali-
zada. O atual estado de arte estd muito além disto. Dados tempo sufi-

ciente e esforco humano, qualquer projeto de hardware ou programa pode
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ser verificado por um provador de teorema interativo. Mesmo provadores
totalmente automaticos podem manusear teorias com centenas de axiomas.
O objetivo agora é desenvolver sistemas que fagam a verificagdo economi-

camente.

P: E alguém se importa o suficiente para investir dinheiro em verificagdo?
Veja a situacdo atual. Nenhum dos softwares amplamente vendidos no
mundo vem sem erros. Algumas vezes eles sdo detectados e corrigidos na

préxima versao. E todos parecem satisfeitos com isto.

R: Isto é uma pergunta referente a mercado. Ninguém pode prever o que
o mercado exigird. Em aplicacgGes criticas as exigéncias ja sao muito mais
rigorosas. Fabricantes de hardware estdo comecando a ficar mais preocupa-
dos quanto a verificagdo. Todo o mercado pode, um dia, recusar-se a aceitar
o padrédo atualmente estabelecido para softwares. ... Nao faz sentido apenas
sentar e esperar. Mais pode ser feito. Ao invés de verificar programas, vocé
poderia tentar sintetizé-los. Areas de aplicacdo para sistemas dedutivos,
outras que verificacao, sao quase ilimitadas.

Muitas sdo atualmente as aplicacdes para a légica (ou as 16gicas) em diversas dreas
do conhecimento: filosofia, lingiiistica, matematica, engenharia, quimica, biologia, di-
reito, psicologia etc. Algumas destas aplicagdes podem ser conferidas nos anais do
LAPTEC - Congress of Applied Logic to Technology, um congresso internacional que
ocorre anualmente em Sao Paulo com o apoio da Faculdade SENAC de Ciéncias Ezatas
e Tecnologia. E muitas destas aplicagbes incluem o uso de provadores automaticos de
teoremas. Estes, porém, ndo devem ser vistos como um “produto final” de prateleira
que compra-se, instala-se e usa-se. Devem, no entanto, ser vistos como ferramentas
de alto nivel que seguem um antigo principio da computagao: “lixo entra, lixo sai”
(garbage in, garbage out).

Como mostrado neste capitulo, muitos sdo os métodos desenvolvidos, muito esforco
tem sido despendido para torné-los eficientes, muito estudo para identificar a que tipo
de problema cada um é mais adequado. Mesmo assim, as aplicagbes encontram-se
quase que restritas a laboratérios de pesquisa. Poucos sdo os provadores de teoremas
realmente utilizados, e mesmo assim, normalmente por matematicos para a solugéo de
problemas matematicos.

A razdo para esta realidade é, de certa forma, bastante simples: pensar em aplicacao
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é pensar no uso de provadores automaticos de teoremas como auxiliares na solugdo
de algum problema. Para tanto, este “algum problema” deve ser um teorema a ser
provado, ou refutado, sob o escopo de alguma férmula. Ou seja, o problema em si e
toda a realidade que o contorna, devem estar representados em sentencas logicas ...
e esta é a razao, normalmente, que dificulta seu uso. Representar um problema do
mundo real em sentengas légicas nao é uma tarefa trivial e envolve, primeiramente,
a escolha da melhor l6gica para expressd-lo. (Muitas vezes esta escolha tem recaido
em légicas ndo cldssicas — fuzzy, tipada, modal, ...) para representar tais problemas.
Além da escolha da légica, deve-se garantir que o problema estd bem representado, ou
seja, que as sentencas légicas que o descrevem sdo suficientes para a prova desejada.
Por isto todo o projeto que inclui o uso de um provador automatico de teoremas deve
ser acompanhado por um profissional especialista com capacidade de representar um

problema em linguagem ldgica.

2.2 Conclusao

Com a apresentagdo do “estado da arte” da area, esperamos ter passado uma idéia
dos principais topicos estudados atualmente pela comunidade de prova automética
de teoremas. Este trabalho insere-se neste contexto no tépico “desenvolvimento de
novos métodos”. Como visto, nenhum método é totalmente melhor que outro. Cada
método possui caracteristicas que o torna mais adequado para um determinado tipo de

problema que para outro. E assim é, certamente, o método apresentado neste trabalho.
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nferéncia logica, ou o uso da légica na IA, mais especificamente na drea de
deduc¢ao automatica, é o tema abordado neste capitulo. Para tal, sao apresen-
tados os conceitos gerais de dedugao utilizados nesta area. Esta apresentagao
é feita de maneira informal no intuito de fornecer as nogdes de deducgdo légica necessarias
ao entendimento do objeto de estudo da area de dedugdo automatica e deste trabalho.
Primeiramente sdo apresentados os conceitos relativos a deducao légica propriamente

dita e, por fim, sua automatizacao.

3.1 Se é verdade, entao prova!

Para formalizar um raciocinio, a légica trata fundamentalmente de dois conceitos:
Verdade ¢ Prova. Estes conceitos foram investigados durante séculos por filésofos,
matematicos e lingiiistas. A parte da légica que estuda os valores verdade (do inglés
“truth values”) é chamada Teoria dos Modelos e a que estuda as provas é chamada de
Teoria das Provas.

Neste trabalho s&o apresentados apenas alguns conceitos da teoria dos modelos. As
frases em légica sdo chamadas de férmulas. As férmulas constituem uma linguagem
formal. Cada férmula pode ser associada a um wvalor verdade isto é, ao valor verdade
verdadeiro (V) ou ao valor verdade falso (F). Uma maneira formal de atribuigao de
valores verdade a férmulas foi proposta por Alfred Tarski [40] e ficou conhecida como
Semdantica de Tarski. Esta atribuicao é chamada de interpretacdo. Uma interpretacao
que torna uma férmula verdadeira, isto é, que satisfaz uma férmula, é chamada de
modelo. Uma férmula é dita satisfazivel (do inglés “satisfiable”) se ela possui pelo
menos um modelo. Se toda interpretagao possivel for um modelo para a férmula, esta

é dita wvdlida ou tautoldgica. Por outro lado, uma férmula que é tornada falsa em pelo
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menos uma, interpretagao é dita invdlida e, se ela é tornada falsa por toda interpretacao
possivel (nao possui nenhum modelo) é dita insatisfazivel (do inglés “unsatisfiable”) ou
contraditdria [11].

Apesar de utilizar os conceitos da teoria dos modelos, neste trabalho a énfase recai
na teoria das provas. Nela, é explorada a estrutura dedutiva da linguagem légica, isto

¢, seus mecanismos de inferéncia de novas férmulas.

3.1.1 A sintaxe da linguagem ldgica

Uma linguagem légica de primeira ordem — notada por L(P, F,C,V) — é formal-

mente determinada pela especificacao dos seguintes conjuntos finitos de simbolos:

e um conjunto P de simbolos de predicados, onde cada simbolo de predicado é
usualmente notado por letras maidsculas (P, @, R, . ..) ou expressoes significativas
formadas por letras maidsculas (M AIOR, HOMEM,IGUAL,...),

e um conjunto F de simbolos de fun¢ao, onde cada simbolo de fun¢édo é usualmente
notado por letras mindsculas (f, g,h,...) ou expressdes significativas formadas

por letras mintsculas (pai, mae, mais, . . .),

e um conjunto C de simbolos de constante, onde cada simbolo de constante é usu-

almente o nome dos objetos (Joao, a,16,...), e

e um conjunto V de simbolos de varidvel, onde cada simbolo de varidvel é usual-

mente notado por letras mindsculas (z,y, z1, . . .).

A cada simbolo de predicado e de fungao ¢é associada uma aridade, isto é, o nimero
de argumentos do predicado e da fungdo. Os simbolos de predicado com aridade zero
sdo chamados simbolos proposicionais', além disto os simbolos de constante podem ser
também considerados como fungées de aridade zero. Além destes conjuntos, o alfabeto
da linguagem légica, compreende os conectivos ldgicos — — (negagdo), V (ou), A (e), —
(implicagao) e <> (equivaléncia) — e os quantificadores — V (para todo) e 3 (existe).
A sintaze da linguagem légica de primeira ordem é dada pela definicao de termos,
formulas atéomicas e férmulas bem formadas da 16gica de primeira ordem, definidos a

seguir.

Um termo é definido recursivamente como segue:

1Uma linguagem légica onde todos os simbolos de predicado tém aridade zero é chamada Proposi-
cional, neste caso os conjuntos JF,C e V nao sdo relevantes para a definigdo da linguagem.
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1. um simbolo de constante é um termo,
2. um simbolo de varidvel é um termo,

3. se f é um simbolo de funcio endria e ¢;,...,%, sdo termos, entdo

f(t1,...,t,) é um termo

4. todos termos sdo gerados pela aplicagio das regras acima.

Uma férmula atémica, ou dtomo, é definida como segue: se P é um simbolo
de predicado enério, e ty, ..., t, sdo termos, entdo P(ty,...,t,) é um dtomo.
Nenhuma outra expressao é um atomo.

Uma formula bem formada, ou simplesmente formula, em légica de primeira

ordem é definida recursivamente como segue:

1. um atomo é uma férmula,

2. se F' e G sdo férmulas, entdo ~F\FVG,FAG,F -G e F « G sao

férmulas,

3. se F é uma férmula e z é uma varisvel livre? em F, entdao VzF e 3zF

sao férmulas,

4. férmulas somente sdo geradas por um nimero finito de aplicagdes das

regras acima.

Férmulas que contém varidveis sao chamadas abertas, caso contririo sao chamadas
de fechadas. Uma ocorréncia de uma varidvel em uma férmula é dita ligada se, e somente
se, estd no escopo de um quantificador ou é a prépria vardvel do quantificador. Uma
ocorréncia de uma, varidvel em uma férmula é dita livre se, e somente se, esta ocorréncia
nao é ligada. J4 uma varidvel é dita livre em uma férmula se pelo menos uma de suas
ocorréncias na férmula é livre. E, se pelo menos uma ocorréncia de uma variavel na
férmula é ligada, entdo nesta férmula esta varidvel é dita ligada.

Varidveis livres podem ser substituidas por termos mais complexos. A operacdo que
permite isto é chamada substituicdGo. Uma substituicio consiste em um mapeamento
entre o conjunto de varidveis V e o conjunto de termos. Uma substituicdo 6 é notada
por:

0= {a:l/tl, e ,a:n/tn}

2Definicido dada na seqgiiéncia.
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onde z; € V, z; # x; para i # j e os t;’s sdo termos. Aplicar uma substituigao ¢ sobre
uma, varidvel z; — notado z;0 — significa substituir z; por ¢;. Apesar de ser definida
como um mapeamento sobre o conjunto de varidveis, a agao de uma substitui¢ao pode

ser facilmente estendida para termos e férmulas atomicas:

e cf =c, parace C.
o d(ty,...,tn)0 = @(t10,...,t,0), para € F ou ¢ € P.

A aplicagdo de uma substitui¢ao 8 em uma formula W é notada por W#. Substi-

tuigoes podem ser compostas de maneira associativa de maneira que :
(Wo)r = W(6r)

As férmulas obtidas por substituicao a partir de uma férmula dada sdo chamadas
instancias desta férmula. Caso a férmula obtida ndo apresente mais nenhuma varivel,
ela é chamada instdncia fechada, caso contrario instancia aberta. Assim, por exemplo,
P(a) é uma instancia fechada de P(z), uma vez que pode ser obtida desta pela aplicacao

da substituigdo {z/a}.

3.1.2 Inferéncia

A inferéncia légica (ou simplesmente inferéncia) é um mecanismo formal para
geragdo de conclusdes (férmulas) verdadeiras a partir de premissas (férmulas) verda-

deiras.

Exemplo 1 Qualquer leitor das tiras de quadrinhos de Waterson intitulada “Calvin
e Haroldo” sabe que (i) sempre que a mae de Calvin estd muito irada é porque ele
aprontou “uma das suas”. Conhecendo este fato, o que se pode concluir vendo um
quadrinho onde (ii) a mée de Calvin estd muito irada? Utilizando-se os conhecimentos

(i) e (ii) como premissas pode-se deduzir que (iii) Calvin aprontou uma das suas.

Nota-se que a partir dos fatos j& conhecidos (i) e (ii), por inferéncia, foi gerado
um novo conhecimento (iii); ndo exatamente novo, mas “tornado explicito”, pois o
mesmo ja era implicitamente expresso pelas premissas. Esta habilidade de realizacao
de inferéncias é uma parte essencial da inteligéncia.

O raciocinio empregado no exemplo anterior é bastante simples: acreditar em uma
premissa é considerd-la verdadeira; acreditar na premissa (i) ndo significa afirmar que

a mae de Calvin esteja muito irada, mas afirmar que quando ela estd muito irada ele
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aprontou uma das suas; por sua vez, acreditar na premissa (ii) é afirmar que a mée
est4 muito irada; portanto, para acreditar-se nas duas premissas, tem-se de acreditar

na conclusdo (iii). Este raciocinio é uma inferéncia ldgica.

Exemplo 2 Porém, se ao invés das premissas do exemplo 1 descreverem a relagdo-
entre as artes de Calvin e a ira de sua mde, elas descrevessem a natureza imagindria
das conversas de Calvin com Haroldo, seu tigre de pelicia. Elas poderiam expressar que
(i) Se Haroldo é um tigre de pelicia, entdo suas “falas” sdo imagindrias e (i) Haroldo
é um tigre de peliicia, uma conclusdo logicamente inferida seria (iii) Suas falas sdo
imaginérias.

Para a premissa (i) deste novo ezemplo ser verdadeira, Haroldo pode ou nao ser um
tigre de pelicia. Mas se o for, dizer que suas falas sdo imagindrias expressa uma

verdade.

Novamente acreditando-se nas duas premissas, acredita-se também na concluséo,
ou seja, a conclusao é logicamente implicada pelas premissas. Nos dois exemplos o
raciocinio necessario para se alcancar a conclusdo é o mesmo. De fato, a estrutura das
sentengas (premissas e conclusdes) que os compdem é a mesma, o que os diferencia é o
significado que cada termo da linguagem utilizada possui, dando a cada exemplo uma
interpretagdo prépria. Uma interpretacao representa um significado atribuido a uma
férmula l6gica. Cada exemplo pode ser visto como uma interpretacdo para a mesma
férmula légica que tém como premissas (i) @ — [ e (ii) o, e como concluséo (iii) 8. No
exemplo 1 a interpretagao de a: é “a mae de Calvin estd muito irada” e a interpretacao
de B é “Calvin aprontou uma das suas”. J4 no exemplo 2, a interpretacao de « é
“Haroldo é um tigre de pelicia” e a de 8 é “as falas de Haroldo sao imaginérias”.

Este tipo de raciocinio, utilizado para gerar a conclusao, independe da interpretacao.
Sabe-se no entanto que, baseados nas duas premissas padrao, a conclusao obtida é uma
conclusao légica. O raciocinio em questdao expressa uma verdade ldgica, estrutural,
uma tautologia — verdade logica que se mantém sob qualquer interpretagao. Pode-
se atribuir qualquer significado para « e 8 que, ao acreditar-se nas premissas esta-se,
também, acreditando na conclusdo. “Logicamente” falando, este é um raciocinio vdlido.

Ao modelar um raciocinio, sentengas sao representadas por simbolos légicos de
acordo com uma sintaxe pré-estabelecida pela linguagem légica. Porém ao representar-
se sentencas em férmulas légicas, normalmente tem-se em mente uma interpretacao
especifica para elas. Foram mostradas nos exemplos anteriores duas situacoes distintas
que podem ser representadas exatamente pela mesma férmula. Além destas, existe uma

infinidade de outras interpretacdes possiveis para aquela férmula. Como garantir que
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uma conclusao obtida é uma conclusao verdadeira para uma especifica interpretacao?
Uma forma é obter conclustes através de regras formais de raciocinio que garantam

que tais conclusoes sao verdadeira em todas as interpretagoes onde as premissas o sio.

3.1.3 Regras de Inferéncia

A regra formal que modela um raciocinio é chamada de regra de inferéncia. Uma
regra de inferéncia é simplesmente uma funcdo sintatica que, dado um conjunto de
férmulas légicas — as premissas — gera uma nova férmula. Uma regra de inferéncia
consiste de (i) um conjunto de férmulas padrao chamado de condigées e (ii) um outro
conjunto de férmulas padrdo chamado de conclusées. Sempre que as premissas “casam”
com as condigoes estd habilitada a geragao de sentengas que “casam” com as conclusoes.
Se, a partir de férmulas verdadeiras, uma regra de inferéncia produzir apenas férmulas
verdadeiras, a regra é dita correta (do inglés “sound”).

Por serem sempre verdadeiras, tautologias, quando utilizadas como base para regras
de inferéncia, levam necessariamente a regras corretas. O que permite que tautologias
sejam utilizadas como regras de inferéncia é uma outra regra de inferéncia, mais ge-
ral, conhecida como regra da substitui¢cdo, que afirma que uma tautologia formada por
simbolos proposicionais permanece uma tautologia quando estes simbolos sao subs-
tituidos por férmulas 16gicas arbitrarias. Sejam « e § férmulas quaisquer, as seguintes

tautologias sao freqiientemente utilizadas como regra de inferéncia:

(aN(a— B)) =B  Modus Ponens
(-BA(a—B)) = -a  Modus Tollens

((a = B)AN(B—0) = (a—68)  Silogismo Hipotético
Vr.oo > a{z/a}  Especializagdo

afz/a} — 3z.a  Generalizagdo

Assim, por exemplo, segundo a regra Modus Ponens, ao acreditarmos (i) em uma
sentenca « e (ii) que a sentenga « implica a sentenca 3, temos de acreditar também
(iii) na sentenca (3. Neste caso, os itens (i) e (ii) sdo as condigdes da regra e o item (iii)
¢ a conclusdo obtida.

Da mesma forma, pela regra Modus Tollens, se ndo acreditamos em uma sentenca
B e acreditamos que esta é implicada por uma sentenca «, entdo ndo podemos acre-

ditar em . A regra Silogismo Hipotético, por sua vez, expressa a transitividade da
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implicagao logica, isto é, ao acreditarmos simultaneamente que uma sentenca o im-
plica uma sentenca 3 e que esta implica uma sentenca 4, entdo deve-se acreditar que
a sentenga « também implica a sentenga 0. J4 a regra da Especializa¢do expressa que,
se uma sentenga o é verdadeira independentemente do valor atribuido & varidvel z,
entdo o é verdadeira quando a varidvel  tem um valor arbitrario. Por fim, a regra
da Generalizacdo expressa que, se uma sentenga « é verdadeira pelo menos quando a
varidvel z tem um valor arbitrario, entao existe pelo menos um valor para x no qual
esta sentenca é verdadeira.

E claro que, para ser utilizada em uma dedugdo, uma regra de inferéncia deve
ser necessariamente correta. Esta é a base da inferéncia légica: a conclusao é uma
consequéncia légica das premissas, isto é, é implicada por elas. Uma conseqiiéncia
légica é verdadeira em todas as interpretagbes nas quais suas premissas o forem, ou
seja, toda interpretacao que ¢ um modelo para as premissas também o é para suas
conseqiiéncias logicas.

3.1.4 Meétodos de Prova

Um teorema é uma férmula vélida. Provar um teorema J é demonstrar a sua
validade, normalmente demonstrando que o mesmo pode ser inferido a partir de um
conjunto inicial de férmulas A, que a férmula A — ¢ é uma tautologia. Ou seja, provar
um teorema consiste em demonstrar, pela aplicagao sucessiva de regras de inferéncia,
que o mesmo é uma conseqiiéncia logica das premissas. A prova é esta seqiliencia de
dedugdes realizadas.

De uma forma geral, um sistema légico de prova ou método de prova consiste de
um conjunto de premissas (uma férmula), um conjunto de regras de inferéncia corretas
e uma estratégia de aplicagdo de tais regras [23]. Em 1930, Kurt G&del e Jacques Her-
brand provaram, independentemente, que existem métodos de prova, que sao completos
(do inglés “complete”), ou seja, nos quais todo teorema da férmula pode ser provado
pela aplicagdo sucessiva de suas regras de inferéncia, de acordo com a estratégia pré-
definida.

Existem duas abordagens para provar um teorema: ou demonstra-se que ao acredi-
tar nas premissas deve-se acreditar também no teorema propriamente dito, ou demons-
tra-se que ao acreditar nas premissas nao é possivel acreditar na negagdo do teorema
a ser provado. Estas duas abordagens definem dois tipos de métodos de prova: os
afirmativos (ou dedutivos simplesmente) e os de refuta¢do (que também sdo métodos
dedutivos).

Em um método de prova afirmativo, dado um conjunto de premissas e um teorema
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a ser provado, teoremas implicados pelas premissas sao gerados sucessivamente até que

o teorema desejado seja gerado constituindo, assim, sua prova.

(% $L€ E5
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Figura 3.1: uma tira de quadrinhos de Calvin e Haroldo, de Waterson

Exemplo 3 Voltando ao “Calvin e Haroldo”, vé-se em uma de suas tiras, ilustrada
na figura 8.1, uma sequencia de cenas onde ambos estdo dangando freneticamente.
O 4ultimo quadro mostra um quarto escuro com a mde de Calvin sentada na cama,
recém acordada, comentando com o marido: “ou eu ainda estou sonhando ou ele estd
tocando musica cldssica a 78 rpm”. Neste caso, pode-se querer provar o 6bvio: Calvin
estd realmente tocando musica cldssica a 78 rpm.

Como premissas tém-se: (i) Se ela (mae) ndo estd sonhando, entdo ele (Calvin)
estd tocando , (i) Se ela estd acordada, entdo ela ndo estd sonhando e (i) Ela est4
acordada. Pelas premissas (ii) e (i1i) em um primeiro passo conclui-se, por Modus
Ponens, que (iv) Ela nao estd sonhando. Adotando-se (1v) como premissa e a premissa
inicial (1) pode-se concluir, também por Modus Ponens, que (v) Ele est4 tocando, como
era de se esperar. A prova foi alcancada em dois passos. A seqiiencia de dedugédes
ldgicas realizadas para alcangar o teorema ((it) e (iii), (iv) e (i), (v)) € a sua prova.
Esta seqiiéncia é também chamada de drvore de prova e pode ser visualizada na figura
3.2.

(i) Mae nao est4 sonhando (1) Mae est4 acordada (i) Mae est4 acordada

— Calvin est4 tocando — Mae néo estd sonhandy

(iv) Mae néao est4 sonhando

/

(v) Calvin est4 tocando

Figura 8.2: drvore de prova do exemplo 3 obtida por Modus Ponens
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(i) M&e nido est4 sonhando (ii) Mé&e est4 acordada (iii) Mae estd acordada
— Calvin estd tocando -+ Ma3e ndo est4 sonhando

(iv) M3e est4 acordada

— Calvin estd tocando

\

(v) Calvin estd tocando

Figura 8.3: drvore de prova do exemplo 3 obtida por silogismo hipotético e Modus
Ponens

Por outro lado, pelas premissas (ii) e (i) pode-se, por silogismo hipotético, concluir
que (iv) Se ela estd acordada, entéo ele estd tocando. A conclusdo final (v) pode, entao,
ser obtida pelas premissas (iii) e (iv). A prova neste caso, apesar de representar um
caminho diferente de dedugdes ((i) e (ii), (iii) e (), (v)), também foi obtida em dois
passos. A drvore desta prova é mostrada na figura 3.3.

No exemplo 3 a prova do teorema foi alcangada quase que diretamente. Em proble-
mas mais complexos, porém, percebe-se que, ao serem gerados teoremas na busca pela
prova, muitos deles sao “ruins”, nao relevantes, no sentido de nao fazerem parte da
seqiiencia de dedugbes que leva & prova. A busca pelos “bons” teoremas, ou relevantes,
define estratégias de prova. Esta estratégias “guiam” a prova, evitando assim o cresci-
mento exponencial do espaco de busca (nimero de possibilidades a serem avaliadas a
cada passo). Ainda hoje mantém-se bastante ativa a pesquisa de estratégias de prova.

Como dito anteriormente, outra forma de provar um teorema é refuta-lo, isto é,
¢ demonstrar que nao se pode acreditar na sua nao implicacdo pelas premissas. Seja
A um conjunto de premissas, refutar o teorema § é demonstrar que (A — §) é
uma contradicio. Assim, pelo principio do terceiro excluido3, a sua implicacdo pelas
premissas A — § tem de ser verdadeira. Como —(A — §) pode ser transformada para
A A =6, normalmente, para refutar um teorema une-se a sua negacao as premissas e
demonstra-se que a férmula resultante A U {—d} é contraditéria.

O raciocinio subjacente aos métodos de refutacao é simétrico ao subjacente aos
métodos de prova afirmativos. Como antes, crer nas premissas é crer que elas pos-
suem pelo menos uma interpretacao que as satisfaca simultaneamente. Demonstrar
que uma férmula é contraditéria é demonstrar que nenhuma interpretagao a satisfaz.

Portanto é demonstrar que nao se pode acreditar nas premissas e na negacao do teo-

3Do latim Tertium Non Datur, principio da légica cléssica: se uma férmula é verdadeira a sua
negacao é falsa e vice-versa.
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(i) Mae ndo estd sonhando (ii) Mae est4 acordada (iii) M&e estd acordada
— Calvin estd tocando — Mae ndo estd sonhando

~

(v) Mie nio estd sonhando

/

(vi) Calvin estd tocando (iv) Calvin ndo est4 tocando

N

contradicao

Figura 3.4: refuta¢do do exemplo 3

rema simultaneamente. Novamente, como o nimero de interpretagoes pode ser infinito,

demonstra-se pelas contradigdes estruturais, sintaticas, da férmula.

Exemplo 4 Vejamos como seria refutar um teorema utilizando o exemplo 3. Para
refutar o teorema “Calvin esta tocando maisica cldssica a 78 rpm” deve-se unir sua
negacGo d premissas. Com isto tém-se como premissas : (i) Se ela nio estd sonhando
entdo ele estd tocando, (i) Se ela esta acordada, entdo ela ndo estd sonhando, (7) Ela
estd acordada e a negagdo do teorema como nova premissa (iv) Calvin ndo estd tocando.
Na figura 3.4 uma possivel refutagcdo para esta formula é mostrada. Pelas premissas (ii)
e (111) infere-se que (v) ela ndo estd sonhando, de (i) e (v) infere-se que (vi) Calvin est4
tocando, o que contradiz o teorema negado (). Nenhuma interpretacdo pode satisfazer
uma férmula e sua negacdo ao mesmo tempo. Alcangada a contradigdo sabe-se, entdo,
que a negacdo da premissa (1) é realmente um teorema, isto €, é conseqiiéncia légica

das premissas originais (1), (1) e (ii1).

Assim como a prova afirmativa, a prova por refutacio é a seqiiéncia de férmulas ge-
radas até a contradicao ser alcancada. Valem para um método de refutacdo as mesmas
nogdes de correcdo (do inglés “soundness”) e completude (do inglés “completeness”)
apresentadas para os métodos de prova afirmativa. Os métodos de refutaciao mais co-
nhecidos nao sdo completos, mas completos para a refutacdo®. Um método é completo

para a refutacao se, através dele, todo teorema pode ter a sua negagao refutada.

4Nem toda férmula verdadeira pode ser provada (isto é, gerada das premissas por regras de in-
feréncia) mas sua negagio pode ser refutada. Por exemplo, utilizando-se o método de resolugdo, que
¢ um método de refutagdo, do conjunto de premissas {P(x)} ndo se pode gerar a férmula P(a) mas
apenas refutar a sua negacdo,~P(a)



3.1 Se é verdade, entao prova! 27

(ii) Calvin é amigo de Haroldo (i) x é amigo de y (iii) Calvin é amigo de Susie
— x gosta de y

{x/Calvin} {x/Calvin}

{y/Haroldo} {y/Susie}

Calvin gosta de Haroldo _.__ (iv) Calvin gosta de z «—— Calvin gosta de Susie

{z/Haroldo} {z/Susie}

Figura 8.5: drvore de prova do exemplo 5

(ii) Calvin é amigo de Haroldo (i) x é amigo de y (iii) Calvin é amigo de Susie
— x gosta de y

{x/Calvin} {x/Calvin}
{y/Haroldo} {y/Susie}
(iv) Calvin nao gosta de z

(v) Calvin gosta de Haroldo (vi) Calvin gosta de Susie
{z/Haroldo}\ / {2/Susie}
contradicdo contradigdo

Figura 8.6: drvore de prova por refutacdo do exemplo 5

3.1.5 A prova como solucao de problemas

Até agora foram apresentados nos exemplos premissas e teoremas cuja unica fungéo
da prova era demonstrar se o teorema era de fato um teorema ou nao. No entanto, se as
premissas forem vistas como a descricdo de um fato e o teorema como uma pergunta,
esta seria (até agora) respondida com sim ou ndo. . Porém, utilizar um método de
inferéncia para solugdo de problemas é mais que isto. E poder obter respostas para
questdes desconhecidas. Este uso para solugdo de problemas é mostrado no exemplo 5.

Exemplo 5 Assumindo-se que toda pessoa gosta de seus amigos e que Calvin € amigo
de Haroldo e de Susie, pode-se querer saber de quem Calvin gosta. Ndo € o mesmo
que perguntar ezplicitamente se ele gosta de Susie ou/e se ele gosta de Haroldo. As
premissas do problema sdo: (i) Se x é amigo de y, entdo x gosta de y, (ii) Calvin é
amigo de Haroldo e (ii7) Calvin é amigo de Susie. E, como a pergunta é “De quem
Calvin gosta?” e a resposta esperada é “Calvin gosta de fulano”, o teorema € (iv)
Calvin gosta de z. A prova é mostrada na figura 3.5.

Se, ao invés, quisermos a prova por refutagdo, substitui-se o teorema por sua
negagdo (iv) Calvin ndo gosta de z. A refutagdo é mostrada na figura 3.6.

Percebe-se que, em cada caso, o teorema pode ser provado de duas formas, sendo
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cada uma, uma resposta para a pergunta ezpressa pelo teorema. Estas respostas sdo
dadas pelos valores que a varidvel “z” do teorema assume nas prova, no caso, Haroldo

e Susie.

Neste exemplo nota-se que, para expressar relacdes gerais como a da premissa, (i),
precisou-se adotar o uso de varidveis, no caso, x e y. Também no teorema, precisou-
se utilizar uma, variavel, no caso, z. As varidveis sdo como lacunas que podem ser
preenchidas com diversos valores. Ao expressar o teorema com uma varidvel, quer-
se na realidade, saber que valores a ela podem ser atribuidos para tornar o teorema
verdadeiro. O preenchimento destas lacunas é dado pela substitui¢ao de toda ocorréncia
de uma varidvel por um termo. Esta troca de toda ocorréncia de uma varidvel pelo
termo definido na substituicao é chamada de aplicacdo da substitui¢cdo. As substituicoes
aplicadas nas provas do exemplo anterior sdo notadas pelo par {varidvel/termo}.

Com isto terminamos nossa apresentacio dos conceitos 1égicos subjacentes aos
métodos de prova. Os primeiros métodos de prova corretos e completos foram cria-
dos por Godel e Herbrand. Existem hoje diversos métodos de prova corretos e com-
pletos. Este conceito de prova é muito importante para a IA porque ele é a base da
automatizagao de um raciocinio légico.

Infelizmente, da semi-decidibilidade da légica de primeira ordem decorre que sendo
uma férmula um teorema das premissas, ela pode ser provada dentro do sistema légico
(e sua negacdo pode ser refutada, como serd visto a seguir). No entanto, ndo existe
um método geral capaz de decidir, em um nimero finito de passos, se uma férmula
é ou nao um teorema das premissas. Disto resulta que métodos de prova automadtica
podem ndo terminar. Virios tépicos sdo encontrados na literatura (por exemplo em
[30]) relacionados a esta propriedade de decidibilidade, como por exemplo: o teorema,
de Godel e a incompletude de qualquer axiomatizagao finita da aritmética, o problema
da parada de Turing e o conceito de “computabilidade”, a matemadtica ndo recursiva e a
descrig@o de conjuntos nao recursivos mas recursivamente enumeraveis (quando apenas
os elementos do conjunto podem ser calculados algoritmicamente e ndo os elementos
de seu complemento), o teorema de Herbrand e as 4rvores semanticas infinitas com

fechamento finito.

3.2 Deducao _ - Automatica _ _ bip!

Os primeiros métodos de prova desenvolvidos eram mais apropriados para serem

utilizados por seres humanos, por exemplo, sistemas de aziomas, dedugdo natural e
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seqiientes de Gentzen [15]. A implementacdo destes métodos em computadores mostra-
se normalmente ineficiente, ou pela quantidade de regras de inferéncia disponiveis, ou
devido ao fato das regras envolverem escolhas ou, ainda, pela complexidade das mesmas.
Somente a partir da introducgéo do método de resolugdo por Robinson [32] e do método
de tableauzr Smullyan [35], métodos de prova eficientes para dedugdo automdtica por
computador, foi considerado vidvel o desenvolvimento de sistemas computacionais que
realizassem inferéncias l6gicas — os provadores automdticos de teoremas. Ambos s&o
métodos de refutacao e exploram o fato de expressoes logicas poderem ser colocadas em
formas candnicas. O resultado, embora nao seja muito adequado para ser manipulado
por seres humanos devido & perda da estrutura original das expressoes logicas, permite

uma manipulagdo computacional bastante eficiente.

Desde entdo, diversas técnicas de representacao de expressdes logicas, bem como
diversas estratégias de controle para o processo de prova foram propostas, especialmente
para o método de resolugdo [38]. Ainda hoje a drea de deducdo automética permanece
bastante ativa, sendo objeto de diversas conferéncias internacionais como, por exemplo,
a “International Conference on Automated Deduction - CADE” que encontra-se em sua

décima oitava edicao.

O fato de ser possivel associar uma semantica operacional a um método de prova
automética [47] permitiu a defini¢io de uma linguagem de programacado baseada em
légica, a linguagem Prolog (por exemplo, [37]). Esta linguagem, inicialmente restrita
a laboratoérios de pesquisa, hoje é amplamente utilizada, e seus aperfeicoamentos e

possiveis extensdes sao objetos de intensas pesquisas.

3.2.1 Um pouco de teoria ...

Antes de apresentarmos alguns métodos de prova utilizados em dedugao automaética,
faz-se necessaria a formalizacao do que foi apresentado até agora e a introducao de mais
alguns conceitos.

Dada uma linguagem légica de primeira ordem e um formalismo, chamado inter-
pretagdo, que permite associar de maneira sistematica férmulas desta linguagem a ele-
mentos do conjunto {V, F'}, podemos determinar o valor verdade, verdadeiro ou falso,

de qualquer férmula légica a partir de uma interpretagdo dada.

Um problema mais interessante consiste em determinar se, dado um conjunto G
de féormulas, uma férmula W é ou nao uma conseqiiéncia légica de G, isto é, se toda

interpretacdo que satisfaz todas as férmulas em G, simultaneamente, satisfaz também
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a formula W. Esta relagio entre formulas é notada por:
G = W.

Este problema é mais geral do que a determinagao de valores verdade, pois nédo
depende de nenhuma interpretacao em particular, sendo antes uma relacdo entre as
férmulas pertencentes ao conjunto G U {W'}. Sua interpretagao intuitiva é andloga ao
“raciocinio hipotético” humano, isto é, a capacidade de assumir certas hipdteses como
verdadeiras e considerar as conseqiiéncias.

A dificuldade em relagao a este problema vem do fato de que a defini¢do de con-
seqiiéncia légica envolve todas as interpretacoes, que sao em numero infinito. A ne-
cessidade de um método operacional capaz de determinar se uma férmula é ou nao
conseqiiéncia légica de um conjunto de férmulas levou ao desenvolvimento de métodos
de prova tais que, a partir do conjunto G e utilizando certas regras de inferéncia, seja
possivel gerar novas férmulas, eventualmente levando & geracdo da férmula W.

Caso exista uma seqiiéncia de aplicacgoes de regras de inferéncia que leve das férmulas

de G em W, entao diz-se que W pode ser provado a partir de G, e nota-se:
GFW.

Caso o método de prova seja correto, isto é, contenha apenas regras de inferéncia

corretas, entao:

GFW=GEW

Caso o reverso desta expressdo - G = W = G+ W - também seja verdadeiro, isto
é, se, para toda a formula W, conseqiiéncia légica de G, seja possivel encontrar uma
prova de W a partir de G, entao o método de prova é dito completo.

Entao, em métodos corretos e completos
GFW&GEW

as propriedades de provabilidade e implicacdo ldgica sdo equivalentes.
Em resumo, dada uma férmula G e um teorema W, provar W é demonstrar que
G — W é uma tautologia, ou que =(G — W) (ou G U {—~W}) é uma contradigio.
Muitas vezes, como no método de resolugao, a prova dé-se em ciclos de inferéncia,
isto é, os teoremas de uma férmula G sao inferidos e, caso o teorema W nao tenha
sido provado, os teoremas inferidos sdo unidos & G e novo ciclo de inferéncias se inicia.

Este procedimento é repetido até que a prova seja alcangada. Dois aspectos devem ser
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salientados no tocante a até que a prova seja alcancada:

e devido & semi-decidibilidade da légica, caso W nao seja um teorema de G, pode

significar para sempre, e

e devido ao excesso de teoremas inferidos (e retidos) a cada ciclo, o que aumenta
exponencialmente o espago de busca®, pode significar até que os recursos compu-
tacionais/paciéncia para esperar se esgotem.

O problema do aumento do espago de busca é um dos maiores problemas enfrentados

na irea de deducdo automéatica. Para minimiza-lo, duas sio as linhas de pesquisa:

e o desenvolvimento de estratégias e métodos mais eficientes, isto é, que minimizem

o nimero de inferéncias realizadas no processo de prova,

e 0 desenvolvimento de estratégias de simplificagdo da férmula propriamente dita.
Esta simplificagdo da-se pela retirada de redundancias contidas na férmula origi-

nal ou & ela agregadas durante o processo de inferéncia.

Na seqiiéncia apresentamos os métodos mais utilizados para dedugao automatica.
Nao é nosso intuito defini-los formalmente, mas apenas apresentar informalmente seus

mecanismos de prova.

3.2.2 Método de Resolucao

O método da Resolugdo, ou resolugdo simplesmente, introduzido por Robinson e
baseado em trabalhos de Herbrand, Davis e Putnam, é um método de refutacao: para
provar que G |= W, prova-se que H = G U {~W} é contraditério.

Para aplicar o método de resolugao é necessdrio inicialmente transformar as férmulas
de H para a forma candnica conhecida como forma normal conjuntiva®. Nesta trans-
formacéo, entre outras mudangas, toda a férmula o — 8 passa a ser representada como
—a V 8. Quando em forma normal conjuntiva, a férmula é um conjunto de cldusulas,
onde cada cldusula é uma sentenga com forma pré-estabelecida.

O método é baseado em uma regra de inferéncia inica, chamada regra de resolugdo,

uma generalizacdo da regra Modus Ponens, que pode ser definida como segue:

(@VB) A (a Vo)
(B V)

51sto &, o nlimero de possibilidades de inferéncias.
8Defini¢des e notagdes mais detalhadas sio apresentadas em capitulo subseqiiente.
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onde a conclusdo — (8 V §) é chamada de resolvente.

A resolucao, é na realidade, um principio que da origem a diversos métodos nele
baseados. Para ser um método, além da regra de inferéncia, uma estratégia de aplicagio
da regra de resolugao deve ser definida. Para mostrar que a regra de resolugio é correta,
basta mostrar que o resolvente € uma conseqgiiéncia légica das premissas — aV 8 e ~a'V 4.
Ja a prova de que a aplicacdo apenas da regra de resolucdo pode levar a métodos
completos de refutagdo de teoremas é mais complexa (ver [22], e [27]). Apresentamos
um método completo de prova baseado na resolugdo, o chamado método de saturacdo

de nivel. Dado um conjunto H de clausulas, este método consiste na geragao sucessiva

dos conjuntos de cldusulas H°, H', H?,. .. definidos da seguinte maneira:
H' = H
H™ = {Resolventes de C;eC,|C, € HU...UH"*AC, € H !}
n=123,...

onde C; é uma cldusula. Caso o conjunto H seja insatisfazivel, demonstra-se que sempre

existird um inteiro k tal que NIL € H*, onde NIL é uma cldusula vazia.

Ou seja, neste método, todos os possiveis resolventes de um conjunto de premissa
sao gerados. Se a clausula vazia faz parte destes resolventes o teorema estd refutado.
Caso contrario, os resolventes gerados sao unidos as premissas e novo ciclo de geragao
de resolventes se inicia. Estes ciclos sdo repetidos até que o teorema seja refutado (ou

interrompido devido ao crescimento do conjunto de premissas).

Exemplo 6 As premissas do exemplo 3, com o teorema negado, em forma normal
conjuntiva tornam-se: (1)ou ela estd sonhando ou ele estd tocando, (2)ou ela ndo estd
acordada, ou ela ndo estd sonhando, (3)ela estd acordada e (4)ele ndo estd tocando.

Aplicando-se 0 método de saturacdo de nivel, temos em Hy a unido destas premissas.
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A prova (e os resolventes gerados a cada ciclo de prova) é mostrada a seguir:

(1) Sonhando V Tocando premissa
(2) | ~Acordada V ~Sonhando  premissa
(3) Acordada premissa
(4) =T ocando teorema
(5) | —AcordadaV Tocando de (1) e (2)
(6) Sonhando de (1) e (4)
(7) —~Sonhando de (2) e (3)
(8) Tocando de (1) e (7)
(9) —Acordada de (2) e (6)
(10) - Acordada de (4) e (5)
(11) Nil de (6) e (7)

e dd-se em dois ciclos: no primeiro, os resolventes (5), (6) e (7) sdo gerados e adi-
cionados & Hy dando origem & Hy. No sequndo ciclo, os resolventes de Hi, (8), (9),
(10) e (11) sdo gerados e, como entre eles encontra-se a cldusula vazia, o teorema estd

provado e o ciclo € interrompido.

No entanto, este método, apesar de correto e completo, é extremamente ineficiente
e muitas vezes impraticavel devido ao rapido crescimento dos conjuntos H". Ao vermos

a arvore de prova do exemplo anterior:

(1) Sonhando V Tocando premissa
(2) | mAcordada V ~Sonhando  premissa
(3) Acordada premissa
(4) —Tocando teorema
(6) Sonhando de (1) e (4)
(7) ~Sonhando de (2) e (3)
(11) Nil de (6) e (7)

mesmo para este pequeno conjuntos de sentencgas, percebe-se que muitos resolventes
foram gerados desnecessariamente. Grande parte da pesquisa em dedugdo automaética
tem-se concentrado na busca de critérios para a definicao de estratégias que tornem o
método de resolugdo mais eficiente [38]. Estas estratégias podem ser divididas em dois
tipos: de simplificagdo e de refinamento.

Estratégias de simplificagao visam & eliminagao de cldusulas que por algum motivo

nao sejam necessarias para o processo de prova. E importante que a eliminacao
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dessas clausulas nao altere a insatisfazibilidade do conjunto original de clausulas.
Estas estratégias ajudam a reduzir a taxa de acréscimo de novas cldusulas a cada
ciclo de inferéncia, mas nao tém influéncia sobre os pares de cldusulas que sdo
escolhidos como candidatos a resolugao. As principais estratégias de simplificacao

sd0 as seguintes [18]: eliminagio de tautologias, de subsungoes e de literais puros.

Estratégias de refinamento baseiam-se na constatacao de que, dado um conjunto
de cldusulas, nem todas resolugoes possiveis a cada nivel precisam ser realizadas
para a prova ser alcancada. Cada estratégia define um critério diferente para a
escolha das cldusulas candidatas & resolugdo. A maioria das estratégias de refina-
mento utilizadas sdo completas. No entanto, algumas estratégias ndo completas
sao utilizadas devido a sua eficiéncia, pois mesmo incompletas podem ser sufici-
entemente poderosas para provar os teoremas desejados. Algumas das estratégias

de refinamento sao as seguintes: conjunto de suporte, unitdria, linear, etc.

A grande vantagem do uso de métodos baseados em resolucao em deducao au-
tomatica é a facilidade de sua implementacao. Esta facilidade deve-se ao uso da férmula
expressa em forma normal conjuntiva, -que reduz o nimero de operadores da férmula a
apenas trés — A, V e -, e a existéncia de uma regra tinica de inferéncia. Com uma, tinica
regra, as estratégias podem preocupar-se apenas com “quando aplicar”’e ndo “que regra
aplicar” o que reduz, de certa forma a complexidade do método.

3.2.3 Meétodo de Tableaux

O Método de Tableaux, proposto por Smullyan a partir de trabalhos de Gentzen
e Beth é, analogamente ao método de resolucao, um método de prova por refutacio.
Este, porém, contém um grande nimero de regras de inferéncia.

e Regras para férmulas conjuntivas:

AANB  —=(AVB)  -(A— B)

A —-A A
B -~B -B

e Regras para férmulas disjuntivas:
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e Regra para a negacao:

——A

A

e Regras para férmulas quantificadas universalmente:

Vz.A -Jdz. A
A{z/t} -A{z/t}

onde t é um termo.

e Regras para férmulas quantificadas existencialmente:

Jz.A -Vz.A
A{z/n} -A{z/7}

onde 7 é um parametro.”

Estas regras sdo utilizadas para a construcao de um tableau ldgico, a partir de uma
‘férmula 16gica, na forma de uma arvore. Um ramo de um tableau é dito fechado se ele
contém uma contradicdo, isto é, duas férmulas, ou sentencas, com sinais contréarios, A
e —A, onde A é uma férmula qualquer. Um tableau cujos ramos sao todos fechados é
chamado tableau fechado. Como se trata de um método de prova por refutagao, uma
prova pelo método de tableaux de W, notada - W, é um tableau fechado para -W.

Diferentemente da resolugao, neste método a férmula nao precisa ser transformada

para nenhuma forma normal. Uma prova em tableaux é mostrada no seguinte exemplo.

Exemplo 7 Uma prova por tableauz para a formula do exemplo 4:

{(=Sonhando — Tocando), (Acordada — —~Sonhando), Acordada} -

Tocando

consiste no seguinte tableau, onde as linhas com o comentdrio R.I. correspondem a

aplicagoes da regra de introdugdo de hipoteses:

(1) —Tocando W
(2) (~Sonhando — Tocando) R.L
(3) Sonhando de (2) || Tocando de (2)
(4) (Acordada — —Sonhando) R.I
(5)
(6)

—Acordada de (4) || ~Sonhando de (4)
Acordada R.L

"Formalmente, é necessirio definir uma nova linguagem LY(P,F,C UIIL, V) onde II é um novo
conjunto de constantes, disjunto de C, chamado pardmetros.
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O maior problema do método de tableaux, além do grande nimero de regras de
inferéncia, é seu ndo-determinismo: é possivel, utilizando as regras para férmulas quan-
tificadas universalmente, construir um tableau infinito para um conjunto de férmulas
que, no entanto, é contraditério. Mesmo assim, com a introducao de algumas regras e
estratégias para sua aplicagdo este problema pode ser evitado. Muitas vezes, também,

a forma normal conjuntiva é utilizada para conferir eficiéncia ao método.

3.2.4 Método de Conexoes

O Método das Conexoes tem suas raizes nos métodos de Tableaux, Seqiientes de
Gentzen e Deducao Natural e inspirou diversos outros métodos de dedugao automatica,
(por exemplo o Consolution Method [13]). Ele comegou a ser desenvolvido, principal-
mente, por W. Bibel e, independentemente, por P.B. Andrews (com diferente termino-
logia) na metade da década de setenta [3].

Como seus predecessores, este método pode trabalhar com férmulas genéricas da
légica de primeira ordem, isto é, elas nao precisam estar representadas em forma normal
canénica. Porém, seu uso em provadores automaticos de teoremas, normalmente exige
a transformacdo da férmula para sua forma normal disjuntiva®, na qual uma férmula
é um conjunto de cldusulas duais. Restringimos nossa apresentacdo a “versdo clausal”
do método.

O método das conexoes é um método para prova de uma férmula em forma normal
disjuntiva. Em linhas gerais, o critério de término, ou seja, de obtencdo da prova,
é a geracao de um spanning complementary mating da férmula. Um mating é um
conjunto de conexdes. Uma conezxdo é um par nao ordenado de férmulas atémicas com
complementares, ou seja, com sinal contrario. Um caminho através de uma férmula é
um conjunto de férmulas atomicas, onde cada uma foi tomada de uma cldusula dual.
Finalmente, um mating cobre (spans) a férmula (ou é uma cobertura (spanning) da
féormula) se cada caminho contém uma conexdo deste mating.

Por se tratar de um método afirmativo, dada uma férmula A e um teorema § a
ser provado, prova-se que A — ¢ é uma tautologia. Na transformacdo para a forma

normal disjuntiva esta féormula transforma-se em —A V é.

Exemplo 8 Por se tratar de um método afirmativo, dada uma férmula A e um teo-
rema 6 a ser provado, prova-se que A — § € uma tautologia. Na transformacdo para a
forma normal disjuntiva esta formula transforma-se em ~AV §. Assim, as premissas

do exemplo 8 em forma normal disjuntiva tornam-se:

8 A ser definida na seqiiéncia do trabalho
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o cla ndo estd sonhando e ele ndo estd tocando (—Sonhando A =Tocando) ow,
o cla estd acordada e ela estd sonhando (Acordada A Sonhando), ou
e ela ndo estd acordada (—Acordada), ou
e ele estd tocando (Tocando)
onde cada premissa € uma cldusula dual. Nelas podemos identificar:

e quatro caminhos:

— {~Sonhando, Acordada, ~Acordada, Tocando},
— {=Sonhando, Sonhando, ~Acordada, Tocando},
— {=Tocando, Acordada, ~Acordada, Tocando} e

— {—Tocando, Sonhando, ~Acordada, Tocando};
e trés conezoes:

~ {Sonhando, ~Sonhando},
~ {Acordada,—Acordada} e
~ {Tocando, ~Tocando};

e 0 mating formado pelas trés conezdes cobre a formula pois cada caminho contém

uma de suas coneroes.

O método das conexdes pode ser considerado um método de prova de alto nivel,
j que ele busca uma propriedade global da férmula, a “spaning mating”, e ndo local
como no caso da resolucdo (onde apenas cldusulas individuais sdo analisadas). Ainda
diferentemente da resolucao, cldusulas inferidas ndo sdo guardadas durante o processo
de dedugéo, embora, para logica de primeira ordem, muitas vezes a férmula tenha que
ser ezpandida pela duplicagdo de algumas de suas cldusulas duais.

3.3 Conclusao

Encerra-se aqui a introdu¢ao informal, na medida do possivel, dos conceitos dedu-
tivos da légica utilizados na drea de dedugdo automdtica. Nela foram apresentados
os principais conceitos e definicbes da légica considerados, na area de deducgdo au-
tomaética, no desenvolvimento de provadores automdticos de teoremas (ATP - Automa-

ted Theorem Provers), isto é, sistemas computacionais (programas) que implementam
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um método de prova. Por fim, foram apresentados, em linhas gerais, os principais
métodos de prova utilizados nestes provadores. Para escrevé-la, além varios textos li-
dos durante estes ultimos anos, foram utilizados principalmente os livros Handbook of
Logic in Artificial Intelligence and Logic Programing - Deduction Methodologies [17],
Symbolic Logic and Mechanical Theorem Proving [11] e Inteligéncia Artificial - Fer-
ramentas e Teorias [7]. Um agradecimento especial ao Prof. Guilherme Bittencourt,
autor deste, pela autorizacao de “praticamente” copiar partes do texto de seu livro,
especialmente nas subsecoes intituladas Um pouco de teoria.

Dados os conceitos gerais subjacentes ao desenvolvimento de qualquer provador
automatico de teoremas, nos capitulos seguintes sao apresentados os conceitos, bem

como os estudos desenvolvidos, relativos aos tépicos relevantes a este trabalho.
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Duas formas de dizer

% endo apresentado o uso da logica na IA, devemos, antes de iniciar o estudo do

método dual propriamente dito, estudar mais detalhadamente as formas nor-

s mais canoénicas, conjuntiva e disjuntiva, nas quais uma férmula légica pode
ser representada, sua simplificacdo e a transformacao de uma para a outra. Em ambas
operagoes a subsun¢do desempenha um papel relevante. A subsunc¢do é uma relagio
16gica que expressa implicagdo entre elementos de uma férmula. Devido a consideravel
reducdo da férmula, e conseqiiente reducdo do espaco de busca, a simplificagdo por
subsuncéo é bastante utilizada por provadores autométicos de teoremas [14].

Por ter um papel relevante no método dual e por seu célculo envolver certas sutile-

zas, consideramos oportuno dedicar, as formas normais, um capitulo exclusivo.

4.1 As formas normais

A forma sintética na qual uma férmula légica é representada desempenha um im-
portante papel em areas de estudo cujo formalismo subjacente é a linguagem légica,
como por exemplo nas areas de representagdo de conhecimento e prova automdtica de
teoremas. Nesta, especificamente, o uso de formas normais no apenas confere eficiéncia
4 automacdo de um método de prova como, muitas vezes, viabiliza esta automagao.
Métodos de prova baseados no método de Resolugdo [32, 11] requerem que a férmula
seja transformada para sua forma normal conjuntiva antes do processo de prova ser
iniciado. O método de Tableau Semantico [35] é em si um algoritmo de transformacao
de uma férmula para sua forma normal disjuntiva. Outros métodos mais recentes se-
guem o mesmo caminho: ou trabalham com férmulas representadas em forma normal
conjuntiva (e.g., [1]) ou s8o em si similares ao processo de transformagdo da mesma

para sua forma normal disjuntiva (e.g., [3, 13]).



40 Duas formas de dizer

4.1.1 A definicao das formas normais

Uma férmula légica qualquer pode ser representada em uma forma padrao bem defi-
nida, isto é, em forma normal canonica. Estas formas normais, além de padronizarem a
férmula, simplificam-na pelo uso restrito de operadores'. Na busca de maior eficiéncia,
a maioria dos métodos de prova voltados para a prova automatica de teoremas baseia-
se nestas formas normais, as chamadas forma normal conjuntiva (ou forma clausal) e
forma normal disjuntiva (ou forma clausal dual). O uso destas formas normais impoe
aos métodos nelas baseados diversas caracteristicas comuns. Maiores detalhes destas

caracteristicas podem ser encontrados em [51].

Para apresenta-las é necessario antes apresentar dois conceitos: disjuncao e con-
juncao. Uma disjuncdo de férmulas ldgicas é a conexao destas pelo operador légico V
e é notada por [ ... ]. J4 uma conjungdo é a conexdo de férmulas légicas pelo operador
légico A e é notada por (...). Estas defini¢des e notagées podem ser encontradas em
[15].

Transformar uma férmula para sua forma normal conjuntiva é transforma-la em
uma conjung¢do de cldusulas, também chamado conjunto de cldusulas. Uma, cldusula é
uma disjunc¢do de literats. Um literal é uma férmula atémica ou sua negagdo. Entdo

uma férmula estd em forma normal conjuntiva, se ele est na forma
CinNCyN...NC,

onde cada C; é uma cldusula. Uma férmula é uma cldusula se estd na forma
LivVLyVv...VL,

onde cada L; é um literal. Como os conectivos “A” e “V” sao inicos no corpo do
conjunto de clausulas e no corpo das cldusulas respectivamente, os mesmos sdo omitidos

na notagdo adotada. Assim, a forma conjuntiva de uma férmula — W, — é notada por
(C1,Cy, . ..,Ch)

e uma clausula C é notada por
[Lla L27 L aL’n]

1Existem diversos subconjuntos de operadores légicos que sdo completos no sentido de poderem
expressar qualquer férmula 16gica, por exemplo, {~, =}, {—, A}, {—,V} e {—, A, V}, e qualquer férmula
légica pode ser reescrita para qualquer um destes subconjuntos de operadores.
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A forma normal disjuntiva é, de certa forma, simétrica a forma normal conjuntiva.
Para sua defini¢do, basta tomar-se a definicao da forma conjuntiva e inverter-se con-
juncdo por disjuncao e vice-versa. Portanto, transformar uma férmula para sua forma
normal disjuntiva é transforma-la em uma disjuncdo de cldusulas duais, também cha-
mado conjunto de cldusulas duais. Uma cldusula dual é uma conjuncdo de literais.

Entdo uma férmula estd em forma normal disjuntiva, se ele estd na forma
DivDyV...VD,

onde cada D; é uma, clausula dual. Uma férmula é uma cldusula dual se estd na forma
LiNnLyAN...NL,

onde cada L; é um literal. Novamente, os conectivos sao omitidos na notagao adotada

e a forma disjuntiva de uma férmula — Wy — é notada por
[D1,Ds, . ..,Dy,]
e uma clausula dual D é notada por

<L17 L2a ey Ln>

Uma férmula representada em uma das formas pode ser transformada para a outra
e, para tal, apenas a distributividade dos operadores V e A ¢ aplicada. Portanto, uma
férmula qualquer W, sua forma normal conjuntiva W, e sua forma normal disjuntiva
W, sdo equivalentes: W < W, <& W,. Algoritmos para transformagao de uma férmula
qualquer para suas formas normais sdo bastante usuais (e.g. [28]). Estes algoritmos
implicam a retirada de alguns operadores e quantificadores l6gicos da férmula para
adapté-la ao subconjunto de operadores estipulado pelas formas normais. A retirada
dos quantificadores envolve cuidados, como a troca de nomes de variaveis e a introdugao
de funcgdes de Skolem em substitui¢io a varigveis quantificadas existencialmente [32]
[33]. Além de sua definigdo, as formas normais apresentam outras duas caracteristicas

simétricas:

e Escopo das Variaveis

Com a eliminagao dos quantificadores universais e existenciais de uma férmula, ao
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ser transformada para uma das formas normais, fica garantido que toda varidvel
de uma cldusula ou cldusula dual é quantificada universalmente. Porém, como
o quantificador universal distribui sobre o operador A mas nao distribui sobre o

operador V [11], isto é:
\/l'(Fl(.’L') A Fz(l‘)) <> ‘v’a:l(Fl(xl)) A V.’Ez(Fg(.’L'g))

Va(Fi(z) V Fy(z)) ¢ Vo (Fi(z1)) V Vo (Fa(z2))

onde F;(z) representa uma férmula arbitraria contendo a varidvel z, o escopo das

varidvels nao é o mesmo nas duas formas.

Na forma conjuntiva, por ser uma conjuncido de cldusulas, o escopo de cada
variavel é a prépria clausula. Assim, mesmo tendo o mesmo nome, varidveis
de cldusulas diferentes nao sao as mesmas. Para evitar ambigiiidades, é co-
mum em provadores automaéticos de teorema renomear as varidveis de modo
que um mesmo nome de varidvel ndo se repita em mais de uma clausula.
Esta atribuicao de nomes ¢ um passo comum a todos algoritmos de trans-
formacao de férmulas expressas em légica de primeira ordem para sua forma

normal conjuntiva [27].

Na forma disjuntiva, por ser uma disjun¢do de cldusulas duais, o escopo das
varidveis é toda a férmula e, portanto, suas varidveis nao podem ser reno-

meadas.

Tautologias e Contradigoes

Dois literais sdo complementares se eles unificam? e possuem sinal contrario. Por
exemplo, os literais P(x) e ~P(a) sdo complementares. Uma cldusula que contém
literais complementares é dita potencialmente tautolégica. J& uma cldusula dual

que contém literais complementares é dita potencialmente contraditéria.

Dois literais sao ezplicitamente complementares se um € a negagdo do outro,
ou seja se eles sdo iguais (unificam com substitui¢do vazia) e possuem sinais
contrarios. Por exemplo, os literais P(a) e ~P(a) sao explicitamente comple-
mentares. Uma cldusula que contém literais explicitamente complementares é
dita tautoldgica (ou é uma tautologia). J4 uma cldusula dual que contém literais

explicitamente complementares é dita contraditoria (ou é uma contradi¢Go).

2Dois literais I; e Iy unificam se existe uma, substituicio 8 tal que 116 = 6.
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Na forma conjuntiva por ser uma conjuncao de clausulas, para a férmula ser
uma tautologia, todas as cldusulas tém de ser, independentemente, tau-
toldgicas. Portanto, a retirada de uma cldusula tautolégica nao altera o
valor verdade da férmula. Por outro lado, para a férmula ser contraditéria,

basta apenas uma cldusula o ser.

Na forma disjuntiva por ser uma disjungdo de cldusulas duais, para a férmula
ser uma tautologia, apenas uma clausula dual tem de ser tautolégica. Por-
tanto, a retirada de uma cldusula dual contraditéria nao altera o valor ver-
dade da férmula. Por outro lado, para a férmula ser contraditéria, todas as

cldusulas duais tém de ser, independentemente, contraditérias.

4.2 Simplificando a forma conjuntiva

Independente de seu uso, sempre encontramos explicita ou implicitamente o uso
de procedimentos de simplificagio destas férmulas expressas em forma normal, basica-
mente pela eliminac¢io de redundancias. Diferentes tipos de redundancia podem existir

em um conjunto de cldusulas [20]:

e uma cldusula pode ser redundante por ser tautoldgica e, como ja visto anterior-

mente, pode ser removida sem afetar o valor verdade do conjunto;

e uma cldusula pode ser redundante por conter literais puros, isto é, literais cujo
complementar ndo ocorre no conjunto e, no caso de refutagao, esta cldusula pode
ser removida pois, certamente, esta clausula nado poderd ser tomada por contra-

ditéria;

e uma cldusula pode ser redundante por ser uma conseqiiéncia légica de algumas
clausulas do conjunto. Este tipo de redundancia é usualmente dificil de detectar:
o problema é obviamente indecidivel para cldusulas em geral, uma vez que é
equivalente & tarefa de provar teoremas. Normalmente este tipo de redundancia

nao é tratado por provadores automdticos de teoremas;

e uma cldusula pode ser redundante por ser uma conseqiiéncia légica de uma tnica
outra cldusula do conjunto. Mesmo a detecgdo deste caso — um subcaso do caso
acima — é, em geral, indecidivel. Porém, apesar do subproblema de testar se
uma cldusula subsume outra ser decidivel ainda é NP-completo. Ao teste desta
redundancia chamamos subsuncdo externa e é vista com mais detalhes no decorrer
deste capitulo;
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e algumas vezes literais em uma clausula podem ser redundantes porque sao impli-
cados pelos outros literais da cldusula e por outras cldusulas do conjunto. Este
teste é também equivalente a prova de um teorema, e normalmente nao é tratado.
Mas, algumas vezes um literal pode ser redundante por ser uma conseqiiéncia
l6gica dos demais literais de mesma, cldusula. Ao teste desta redundéancia chama-

mos subsungdo interna e também é vista com mais detalhes na seqiiéncia.

4.2.1 Subsuncao externa na forma conjuntiva

A subsuncao é um tipo de implicagao entre férmulas, em geral, facilmente reco-
nhecivel sintaticamente na forma conjuntiva de uma férmula [14]. Na realidade existem
mais de um tipo de subsuncao e podem ser mais ou menos adequadas a determinados
tipos de problemas [50]. A subsun¢do que apresentamos é, normalmente?, denominada

na literatura como #-subsun¢do e é definida como segue:

uma cldusula C; subsume uma cldusula Cy — notado C; > C3 ou C; >4 Co*

— se existe uma substituicao @ tal que C10 C Cj.

Assim, por exemplo:

o [P]>[P,Ql;

[P(x), R(a)] ¢ [P(a), R(a), Q(a)] com 6 = {(z/a)};

[P(z), R(@)] ¥ [P(a), R()):

o [P(z,y), P(y,2)] = [P(z,2)] com 0 = {(y/2)};

[P(2)] ¢ [P(y)] com 8 = {(z/y)} e [P(y)] = [P(z)] com 0 = {(y/z)}.

Devido & auséncia de varidveis, no caso proposicional, a relagdo de subsungao é
determinada a partir da igualdade entre literais. Ja na légica de primeira ordem, a
unificagao entre literais é condi¢ido necessiria a relagdo de subsuncdo. Necessaria mas
nao suficiente, j4 que a substituicdo pode ser aplicada em apenas uma das cldusulas,
como mostra o terceiro exemplo acima onde todos os literais unificam e a subsunc¢ao

nao ocorre.

3Nao existe consenso quanto & denominacio.
4Dependendo do contexto usamos uma ou outra notacao.
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Percebe-se também que cldusulas que sdo variantes alfabéticas®, ou simplesmente
variantes, subsumem-se mutuamente.

E relativamente facil verificar que a subsuncéo entre cliusulas implica a implicacdo
entre cldusulas, isto é, sendo C; e Cy cldusulas de uma férmula, (C; > Cs) — (C; —
C,). Porém, deve-se atentar que o contrdrio ndo se verifica. Por exemplo, para
C, = [-P(z,y),~P(y, 2), P(z,2)] e C3 = [~P(a,b),~P(b,c),~P(c,d), P(a,d)], tem-
se que C7; — C, mas C; ¥ C,. Em alguns contextos pode ser interessante testar pela
implicacdo entre cldusulas e ndo apenas pela subsuncgao. Porém, devido a complexi-
dade de seu célculo, este ndo é o caso usualmente tratado em prova automadtica de
teoremas. Para maiores esclarecimentos sugerimos consultar o artigo Subsumption and
Implication [19].

O problema da remocao de todas as clausulas subsumidas de uma férmula é algumas

vezes chamado de condensag¢do [20] e é definida como segue:

uma férmula em forma conjuntiva estd condensada se possui apenas cldu-
sulas condensadas® n3o tautoldgicas e nao subsumidas por nenhuma outra
clausula da férmula.

Pode-se dizer que a forma condensada de uma férmula em forma conjuntiva ¢é tnica,
pois quaisquer duas formas condensadas de uma mesma férmula so variantes (basta,
portanto, renomear as varidveis para torné-las iguais).

A remocéo de cldusulas subsumidas é tida como um dos problemas bdsicos de pes-
quisa a resolver [51]. Como o teste de subsuncao entre cldusulas deve ser repetido
muitas vezes durante o processo de prova, seu custo computacional pode ser bastante
alto. De fato, devido a este alto custo computacional, alguns autores afirmam que a
remocao de cldusulas subsumidas ndo melhoram a eficiéncia de provadores automaticos
de teorema [48]. Outros, por sua vez, afirmam que esta remogao é uma das mais efeti-
vas dentre as técnicas utilizadas para minimizagdo do espago de busca [2, 39]. E esta
parece ser a opinido mais aceita pela comunidade, uma vez que os mais bem sucedidos
provadores automaticos de teoremas realizam esta remocao.

A reducdo do custo da deteccdo de cldusulas subsumidas pode ser abordada de
duas formas: aumentando a eficiéncia do préprio teste de subsuncdo entre férmulas
e reduzindo o numero de testes efetuados entre cldusulas [21]. Seguindo a primeira

abordagem, muitos algoritmos podem ser encontrados na literatura, por exemplo nas

5Duas cldusulas C e D sao variantes alfabéticas se diferem apenas nos nomes das varidveis, isto €,
se e somente se existem substituicdo 6 e o tal que C68 = D e Do = C.
6Definido na préxima subsegio.
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referéncias apresentadas neste capitulo. J& a segunda abordagem ndo é a mais freqiien-
temente encontrada na literatura.

No artigo A Concurrent Algorithm for Logical Subsumption apresentado no LAP-
TEC 2001 - Segqundo Congresso de Ldgica Aplicada d Tecnologia [44] e publicado na
série Frontiers in Artificial Intelligence and its Applications - I0S Press [45], apresenta-
mos um algoritmo que reduz o nimero de testes necessarios a eliminagao de clausulas
subsumidas. Devido & sua estrutura subjacente, em forma de um hipercubo’, este
algoritmo é naturalmente concorrente e adequado & implementacao em paralelo. O
algoritmo nao acrescenta nenhuma melhoria ao teste de subsuncao entre cldusulas pro-
priamente dito, no entanto esta pode ser considerada uma de suas maiores vantagens:
o algoritmo apenas preocupa-se em reduzir o nimero de testes necessarios; no entanto
o teste de subsuncao entre cldusulas propriamente dito, pode seguir qualquer algoritmo
desejado. Com isto, o algoritmo pode somar ganhos nas duas abordagens na detecgio

da subsuncao.

4.2.2 Subsuncao interna na forma conjuntiva

Chamamos de subsuncao interna a subsungao de literais de uma cldusula por outros
de mesma clausula. De uma forma geral, dada uma cldusula C, um literal [, € C
subsume um literal [, € C' — notado I; " I ou l; >§" [y — se existe uma substitui¢do
0 tal que [y = ;0. No entanto, como uma cldusula é uma disjuncdo de literais e
o quantificador universal nao distribui sobre o operador V, o fato de um literal ser
isoladamente subsumido por outro da cldusula nao é condicao suficiente para considera-
lo irrelevante.

Assim, por exemplo, na cldusula [P(z), P(a)] o literal P(z) é subsumido pelo literal
P(a) com 0 = {(z/a)} e, neste caso, P(x) é redundante na cldusula e pode ser elimi-
nado. J4 na cldusula [P(z), Q(z), P(a), Q(b)], apesar de P(z) ser subsumido por P(a)
e Q(z) ser subsumido por Q(b) nenhum deles é irrelevante na cldusula. Isto ocorre
devido & ndo linearidade® da varidvel z nesta clausula.

Como o escopo das varidveis na forma disjuntiva é a clausula, toda ela deve ser
considerada na deteccao de literais irrelevantes. O problema da eliminacdo de todos

9

os literais subsumidos de uma cldusula é comumente chamado de condensagdo’ (ou,

"Um hipercubo de dimensdo n é um grafo onde os vértices sdo todos os elementos do conjunto
de n-tuplas (k1,...,kn) onde k; € {0,1} e onde quaisquer dois vértices cuja representacio difere em
apenas uma posi¢do sdo conectados entre si [31].

8Uma varidvel é linear se ocorre em apenas um literal de uma cl4usula.

%Todas as definigdes relativas & condensag¢do foram extraidas de [20].
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algumas vezes, fatoragdo) e é definido como segue:

uma cliusula é dita condensada se ndo subsume nenhum de seus subcon-

juntos de literais.

O problema aqui é semelhante ao da deteccdo de subsungao entre cldusulas: consiste em
detectar, em uma dada clausula C, subconjuntos de literais subsumidos pela cldusula.

Uma defini¢do mais algoritmica é dada a seguir:

e a condensacdo de uma cldusula C é o subconjunto C' de C' de minima cardinali-
dade, tal que, C > C’;

e seja Conds(C) o conjunto de todas as condensagdes da clausula C, C é conden-
sada se Conds(C) = {C}.

Eis alguns exemplos:

Conds([P(x;y)’P(x7 x)]) = {[P(.’L‘,.’II)]},

Conds([P(z,y), P(a,y)]) = {[P(a,y)]};

Conds([P(z, f(a)), P(y, f(a)]) = {[P(z, f(a))], [P(y, f(a))]};

Conds([P(z,y), P(y, 2), P(z, 2)]) = {[P(z,y), P(y,2), P(z,2)} portanto a cldu-
sula ja é condensada.

Um importante resultado pode ser verificado no terceiro exemplo acima: duas con-
densacgdes quaisquer de uma cldusula sd@o variantes. Outro importante resultado é que
toda a condensagdo C’' de C é equivalente & C, uma vez que C' é um subconjunto de C'
e toda cldusula é implicada por cada um de seus subconjuntos. Por outro lado, C > C’
e, portanto, também implica C’. Como C e C’ sdo equivalentes, C' pode ser substituida
por C' independentemente das demais cldusulas da férmula.

Condensagao é uma importante técnica para remover (parcialmente) redundéncias
internas as cldusulas mas, infelizmente, bastante cara em termos computacionais (NP-
hard). Parcialmente pois, se ao invés de considerar a subsungéo na defini¢do, conside-
rarmos a implicagdo entre clausulas, temos uma técnica mais robusta para eliminacao
de redundéncias mas ainda indecidivel. Por isto, em provadores automaticos encontra-

mos o uso apenas da técnica de condensacao e nao da condensacao forte.
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4.3 Simplificando a forma disjuntiva

Nosso interesse na forma normal disjuntiva simplificada tem origem na sua aplicacio
no método dual, o qual utiliza informacoes sobre a ocorréncia de cada literal, e dos
literais a ele associados por relacées de subsungdo, em ambas as formas duais para a
obtencao da prova. Como o método utiliza ambas as formas normais simultaneamente,
é importante que estas sejam condensadas, de forma a otimizar o mecanismo de prova.

Assim como na forma conjuntiva, diferentes tipos de redundéncias podem ocorrer

em um conjunto de clausulas duais, como por exemplo:

e uma cldusula dual pode ser redundante por ser contraditéria e, como ja visto

anteriormente, pode ser removida sem afetar o valor verdade do conjunto;

e uma cldusula dual pode ser redundante por ser subsumida por outra do conjunto

(subsungdo externa);

e um literal de uma cldusula dual pode ser redundante por ser uma conseqiiéncia,

légica dos demais literais de mesma cldusula (subsuncédo interna).

Destes, a remogao de clausulas duais contraditérias é um problema simples de tratar
e nao necessita de maiores esclarecimentos. Ja a deteccao das redundancias que en-
volvem a relacao de subsuncao na forma disjuntiva, é um problema bastante complexo
que merece maior atencao.

De uma forma geral, dada uma cldusula Wy em forma disjuntiva, uma cldusula dual
D, € W4 subsume uma cldusula dual D, € W; — notado D; =" Dy ou Dy >§" D, — se
existe uma substituicao ¢ tal que D; = D,6. No entanto, como W; é uma disjuncao de
clausulas duais, e o operador V nao distribui sobre o operador V, o fato de uma clausula
dual ser isoladamente subsumida por outra da férmula nio é condigéo suficiente para
considera-la irrelevante.

Da mesma forma, dada uma cldusula dual D, um literal [; € D subsume um literal
lo € D —notado {; > 12 ou l; >4 2 — se existe uma substitui¢io § tal que [;0 = l5. No
entanto, como o escopo das varidveis de D é toda a férmula, e W, é uma disjuncao de
clausulas duais, o fato de um literal de uma cldusula dual ser isoladamente subsumido
por outro da mesma cldusula nao é condigao suficiente para considera-la irrelevante.

Embora a simplificacdo da forma conjuntiva de férmulas da légica de primeira or-
dem, devido & sua aplicacao em provadores baseados em resolucgao, é assunto facilmente
encontrado na literatura, este ndo é o caso da simplifica¢do da forma disjuntiva. Por

isto, para a simplificacao desta, nos baseamos na adaptacao dos conceitos utilizados



4.3 Simplificando a forma disjuntiva 49

para a simplificacdo daquela, explorando as relacoes existentes entre as duas repre-

sentagoes.

4.3.1 A relacao entre as formas normais

Um ponto importante a salientar é a relagao existente entre as representacoes de
uma férmula. Sabemos que uma forma normal é obtida pela distribui¢ao dos literais da
" outra. Assim, dados W, < W, respectivamente formas normais conjuntiva e disjuntiva
de uma férmula, onde as varidveis de W, encontram-se devidamente renomeadas!® e

Wy é o resultado da distribuicdo dos literais de W,, tem-se que:

e sendo [l1,l,...] uma cladusula de W, (l;,...) e (l2,...) sdo cldusulas duais de W,
e, se l; e I ndo ocorrem em nenhuma outra cldusula de W,'t, entdo W, (I1, 15, . ..)
ndo é uma clausula dual de Wy;

e sendo [l;,...] e [l,...] cldusulas de Wy, (l1,ls,...) é uma cldusula dual de Wy;
e sendo (l1,lo,...) uma clausula dual de Wy, [l1,...] e [l5,...] sdo cldusulas de W,;

e sendo (l1,...) e (la,...) clausulas duais de Wy, [l1,l2,...] é uma cldusula de W,;

e sabendo que sendo [; e I, dois literais quaisquer, se l; subsume /3 em uma das formas

normais de uma férmula, entdo [, subsume /; na outra forma, podemos afirmar que:

e atoda subsuncdo internal? verificada em uma das formas, W, ou Wy, corresponde

3

uma subsuncdo externa!?® na outra forma; e,

e a toda subsuncéo externa verificada em uma das formas, W, ou W, corresponde

uma subsuncao interna na outra.

4.3.2 Sutilezas da légica de primeira ordem

Muitas sutilezas envolvidas na simplificacdo das formas normais devem-se aos se-
guintes fatos. Por um lado, pela distributividade do quantificador V sobre o operador
A, as varidveis que ocorrem em cada cldusula da forma normal conjuntiva podem (e, na
pratica, devem) ser independentemente renomeadas. Por outro lado, na forma normal

10Nenhum literal aberto de cldusulas diferentes compartilha de mesmo nome.

110 que poderia acontecer apenas no caso de literal fechado, uma vez que as varidveis de W, estdo
devidamente renomeadas.

128ubsuncao entre literais de mesma cldusula (dual).

13Gubsuncio entre literais de cldusulas (duais) diferentes.
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disjuntiva, as varidveis que ocorrem nas cldusulas duais nao podem ser renomeadas,
pois devemos respeitar a nao distributividade do quantificador V sobre o operador V.
Sendo assim, o escopo das varidveis nesta forma normal abrange todo o conjunto
de cldusulas duais. Disto segue que o escopo de aplicacao de uma substitui¢ao de uma
varidvel z por um termo £, na forma conjuntiva é restrito a clausula onde z ocorre e, na
forma disjuntiva é o conjunto de todas as cldusulas duais que contém uma, ocorréncia
de z. Assim, ao tratarmos de subsunc¢do entre cldusulas temos de levar em conta
que o escopo de uma substituicao € envolvida na subsungao de uma clausula C5 por
uma cldusula C; (C16 C C,) é a cladusula Cy; e o de uma substitui¢do 6 envolvida na
subsungdo de uma cldusula dual D, por uma cldusula dual D; (D; C D,6) é o conjunto
das clausulas duais que contenham ocorréncias das varidveis que ocorrem em 6.
Outro fato a ser levado em consideracdo é que a substituigdo 6 envolvida na sub-
sungdo entre as clausulas é o resultado da combinagdo das substitui¢oes das subsungdes

entre seus literais. Por exemplo, considere o seguinte par de cldusulas:

C1 = [L]m1], la[z2]] € Co = [l1[t1], La[to]]

onde [;[ ] representa literais que dependem dos termos interiores aos colchetes, z; é
uma, varidvel e ¢; ¢ um termo nédo varidvel e onde I1[z,] >§7 l1[t1] com 6y = {z1/t1} e
la[za] g7 ly[ta] com O, = {z2/t2} (esta definigdo pode ser generalizada se habilitarmos
os simbolos z; e t; a representarem n-tuplas de varidveis e termos, respectivamente).
Temos que Cy >y C,, onde 8 é o resultado da combinacao de 8, e 6,. No caso de z;
e To serem a mesma variavel (ou terem varidveis em comum no caso de representarem
n-tuplas de varidveis), temos que C; > C, somente se as substituicdes 6; e 8, forem
compativeis, ou seja, se t; e ty forem unificiveis. Caso contrario, a subsun¢do néo
se verifica, j4 que o cdlculo de 6 é impossivel devido ao conflito existente entre as

substituicoes que unificam os literais envolvidos na subsuncao.

Conflito de subsuncao interna

Dizemos que uma férmula apresenta um conflito de subsung¢do interna se:

e ela contém em sua forma normal conjuntiva uma cldusula condensada com dois

literais [; e I, tal que [; subsume o, €

e as varidveis que ocorrem em [; ndo sao lineares na cldusula.
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O caso geral de conflito de subsuncao interna é dado por cldusulas condensadas da

seguinte forma:

lla], Lt .., bzl .. ]

onde, devido a ndo distributividade do quantificador V sobre o operador V, nao podemos
eliminar o literal [;[z] da cldusula, o que seria possivel se suas varidveis fossem lineares.
Durante a construcido da forma disjuntiva de tais férmulas encontraremos clausulas

duais tais como:
(hlz],...) e (Lft],...)

que sdo idénticas exceto pelos literais indicados. Mesmo assim, a tltima nao pode
subsumir a anterior porque suas varidveis nao sao lineares no conjunto de cldusulas
duais. Devemos observar que na forma normal disjuntiva a linearidade deve levar em
conta todo o conjunto de cldusulas duais. Entdo, se desejamos simplificar a forma
normal disjuntiva de uma férmula, devemos fazer esta verificacdo de linearidade antes
de qualquer eliminagao de cldusula dual subsumida.

Exemplo 9 Um dos exemplos mais triviais de formula onde ocorre subsungdo interna

pode ser dado pelo sequinte conjunto de cldusulas:

([P(z), P(a), Q(z)], [R(b)] )

cuja forma disjuntiva é dada por:

[ (R(b), P(x)), (R(b), P(a)), (R(b), Q(x)) |

onde a dltima cldusula dual contém a varidvel x, criando a condi¢ao de nao linearidade
que impede a subsun¢do da primeira cldusula dual pela segunda.
Conflito de subsunc¢ao externa

Dizemos que uma férmula apresenta um conflito de subsuncdo externa se:

e cla contém em sua forma normal conjuntiva duas cldusulas C; e C, tais que
existam literais [;, ] € C} e l,l5 € Cy (onde literais /; e I} podem ser os mesmos),

e substituicdes 0 e @', com as seguintes propriedades: ;60 =l e 16’ =1}, e
e as substituigdes 6 e #' ndo podem ser combinadas entre si.

Alguns casos de conflito de subsuncio externa sao mostrados na tabela 4.1. Durante

a constru¢ao da forma normal disjuntiva de tais férmulas encontraremos cldusulas duais
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Ci Cs

[li[z], lo]z], . - ] [L1[t1], L2[t2], - - ]
[z, v],...] [[t1,t2], U[E], t5]), - - -]
[z, y), Uy, ], -] [Uts, 2], - -]

Tabela 4.1: Conflito de subsunc¢ao externa

tais como:
(ll,lz,...> (& <,1, ,2,>

nas quais os literais I, e I, ndo podem ser eliminados devido & incompatibilidade das
substituicoes 6 e '. Se desejamos simplificar a forma normal disjuntiva, antes de
cada eliminag¢ao de um literal de uma cldusula dual por subsuncédo, é necesséria a ve-
rificacdo da existéncia de outra relagao de subsuncao no conjunto de cldusulas duais
envolvendo as mesmas varidveis e, se for o caso, a verificagdo da compatibilidade das
substituicoes envolvidas. E interessante notar que, neste caso, nao é apenas a lineari-
dade das varidveis que deve ser verificada mas a ocorréncia de conflitos em diferentes
clausulas duais.

Alguns exemplos ajudam a esclarecer o problema.

Exemplo 10 Considere a formula dada pelo sequinte conjunto de cldusulas:

( [P(2), Q(2)],[P(a), Q(D)] )

onde a primeira cldusula nao subsume a sequnda jd que as substituicdes envolvidas nas
subsungoes — P(z) >4, P(a) e Q(z) >4, Q(b) - ndo sdo compativeis. Na forma conjun-
tiva € fdcil verificar que ndo podemos habilitar ambas subsungdes porque, neste caso, a
segunda cldusula seria subsumida pela primeira e a formula reduzir-se-ia simplesmente
a ( [P(z),Q(z)] ), o que € claramente incorreto, jd que esta férmula ndo é equivalente d

formula original dada. Notamos que na forma disjuntiva daquele conjunto de cldusulas:

[ (P(2), P(a)), (Q(z), (b)), (Q(), P(a)), (P(z), Q) ]

a verificac@o nao € tdo simples. Vemos que as mesmas subsungées externas existentes
naquela forma encontram-se, agora, como subsungées internas. Se efetuarmos ambas
simplificacées por subsungdo, teriamos a formula reduzida o [ (P(z)),(Q(z)) ], que é
equivalente ¢ ( [P(z),Q(z)] ) e, portanto, incorreta.

Proibindo-se as subsungdes, ficamos com a forma normal disjuntiva anterior, que
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é correta mas nao € condensada, pois existem formas de simplificd-la por eliminacdo
de subsuncgdo, como veremos a seguir. Sabemos que as substituicdes envolvidas nas
subsungdes sao incompativeis, por isto podemos pensar em ndo utilizd-las simultanea-
mente. Se, ao invés de proibirmos a eliminacdo de ambas subsungdes, optarmos por
proibir apenas uma das subsungdes, esta formula disjuntiva pode ser simplificada de
duas formas diferentes:

[ (P(z), P(a), (Q()), (P(z), Q(b)) ]
[ (P(2)), (Q(z), (b)), (P(a), Q(z)) ]

No exemplo anterior torna-se claro que pelo menos uma das subsungdes deve ser
proibida. Caso contrario, a segunda clausula desapareceria por subsungdo mudando,
assim, o significado da férmula de uma maneira ébvia. No préximo exemplo, a situagao
ndo é tao simples. -

Exemplo 11 Considere a formula dada pelo seguinte conjunto de cldusulas:

([P(2), Q(z), R(a)], [P(a), Q(D)] )

neste caso, se habilitarmos ambas subsungdes, a seqgunda cldusula nao desaparece. Mas,
se usarmos a distribuicdo e subsuncdo irrestrita, obteremos a seguinte forma normal
disjuntiva:

[ (P(2)), (Q(2)), (P(a), R(a)), (Q(b), R(a)) ]

que ndo € correta por nao ser equivalente a forma conjuntiva dada. Certamente, se
proibirmos ambas subsungdes obteremos uma forma disjuntiva correta, pois estaremos
operando apenas com a distributividade dos operadores. Mas, novamente, a forma
encontrada nao serd condensada. Pela protbicdo de umas das subsuncgdes envolvidas

no conflito, podemos obter duas formas disjuntivas condensadas:
[ {P(2), P(a)), (Q(2)), (P(2), Q(b)), {P(a), R(a)),(Q(b), R(a)) ]

[ (P(2)),(Q(2), Q1) (Q(z), P(a)), (P(a), R(a)), (Q(b), R(a)) |

Nos dois exemplos prévios, existiam apenas duas subsungoes internas que poderiam
ser proibidas isoladamente e a escolha de uma ou outra nos levaria a uma forma dis-
juntiva simplificada condensada de mesmo tamanho. Porém, este ndo é sempre o caso,

como mostra o préximo exemplo.



54 Duas formas de dizer

Exemplo 12 Considere a formula dada pelo sequinte conjunto de cldusulas:
< [P(.’L‘(), 1131), P(xla $2)7 P(:L‘z, 133)], [P(a> b)’ R(C)] >

a menor forma normal disjuntiva é obtida quando escolhemos proibir a subsuncao
P(zy,z2) = P(a,b), porque esta quebra a ligagcdo entre as varidveis de P(zo, 1) e
P(zq,23), que estdo, assim, habilitadas a subsumir livremente P(a,b). Neste caso,
temos o sequinte conjunto de cldusulas duais a segquinte forma disjuntiva condensada
' (a):

[ (P(xO’x1)>’<P(m2’m3)>a (P(x'l,mZ)aP(aa b)>’ <R(C),P($1,£B2)>]

Se escolhermos proibir a subsuncdo P(xg,z1) > P(a,b), entdo temos de proibir

também, ou a subsuncgdo P(z1,x2) = P(a,b), obtendo a forma disjuntiva condensada

(b):

[(P(mOam1)>P(a’ b)>7 (P(m2ax3)>a (P(mhx?):P(a” b)>><R(c)’P(m0’xl)>a
(R(c), P(z1,22)) |

ou a subsuncdo P(za,x3) = P(a,b), obtendo a seguinte forma disjuntiva condensada

(c):

[(P(anxl)aP(aa b)>7<P(m2>m3)’P(a’ b)>>(P(l"bl"z))a(R(C),P(moaxl»,
(R(c), P(z2,z3)) |

onde, claramente, as duas ultimas formas disjuntivas condensadas calculadas (b e c)

s@o maiores que a primeira (a).

4.3.3 A simplificacao propriamente dita

Foram mostradas as dificuldades envolvidas na simplificagdo da forma disjuntiva.
De fato, todas estas dificuldades advém da nao distributividade do operador V sobre
o operador V. Como ja dito, nada encontramos na literatura relativo & simplificacao

desta forma. Porém, podemos apresentar alguns resultados obtidos até o momento.

Subsuncao externa na forma disjuntiva

Devido a relagao existente entre as formas normais, é razoavel dizer que o problema,
da subsungdo externa (entre cldusulas duais) na forma disjuntiva é similar ao problema

da subsuncédo interna (condensagdo) na forma conjuntiva. Sendo assim, podemos es-
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tender a definicdo de condensagdo para a forma disjuntiva:

uma férmula em forma normal disjuntiva é dita condensada se possui apenas
cldusulas duais condensadas nao contraditérias e ndo subsume nenhum de
seus subconjuntos de cldusulas duais.

O problema aqui consiste em detectar, em um dado Wy, subconjuntos de cldusulas

duais subsumidos pela férmula W,;. Uma definigdo mais algoritmica é dada a seguir:

e a condensacdo de uma férmula em forma normal disjuntiva W, € o subconjunto
W) de W, de minima cardinalidade, tal que, Wy > W};

e seja Conds(W;) o conjunto de todas as condensagdes de Wy, W, é condensada se
Conds(Wy) = {W,}.

Definimos que uma férmula Wy, representada em sua forma disjuntiva, subsume
uma férmula W), também representada em sua forma disjuntiva, com a substituigao
6 — notado Wy =4 W} ou, simplesmente, Wy > W, — quando toda a cldusula dual de
W40 é subsumida por alguma cldusula dual de W}, isto é

VD e W40, 3D' € W, (D' C D)
Para esclarecer, apresentamos alguns exemplos:

o Conds([(P(a)), (P(=))]) = {(P(a)]};
o Conds([(P(a)), (P(x), Q(0)), (R(a), R(b))]) = {[(P(a)), (R(a), R(O)]};

e Conds([(P(z), R(b)), (Q(z), R(b)), (P(a), R(b))]) =
{l[{P(z), R(b)), (Q(x), R(b)), (P(a), R(b))]} e, portanto a férmula é condensada.

Toda a condensagao W de Wy é equivalente & Wy, uma vez que W; é um subcon-
junto de W; e toda férmula disjuntiva é implicada por cada um de seus subconjuntos.
Por outro lado, Wy > W} e, portanto, também implica W;. Sendo equivalentes, pode-se
substituir Wy pela sua forma condensada W;.

Por envolver toda a férmula, o cdlculo da condensagdo de uma férmula disjuntiva
pode ser bastante caro em termos computacionais. Ele pode, no entanto, ser simplifi-
cado. Se considerarmos que:

e as uUnicas cldusulas duais modificadas pela substituicao envolvida na condensacao,

sao aquelas nas quais as variaveis da substituicdo ocorre;
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e uma férmula disjuntiva é que um conjunto de cldusulas duais e é equivalente a

sua forma condensada;

entdo, uma férmula disjuntiva Wy é equivalente & férmula resultante da condensagao
de apenas um subconjunto de Wy, isto é: seja S um subconjunto de W; tem-se que
Wy < ( Wd -5 ) U COTLdS(S)

Portanto podemos considerar para a condensacio, apenas as clausulas concorrentes
a subsuncao com uma substituicdo 6 e as demais nas quais as variaveis de € ocorrem
(uma vez que as cldusulas duais, nas quais estas varidveis nao ocorrem, nao se modificam

com a aplicacdo de 0 e, certamente, elas estao contidas em W)).

Exemplo 13 Dado Wy = [(P(a)), (P(z),Q(b)), (R(a), R(b))], as cldusulas duais con-
correntes & subsung¢do sdo as duas primeiras com 8 = {z/a}. Como a varidvel
(de ) ndo ocorre em nenhuma outra cldusula dual, podemos considerar apenas o sub-
conjunto S = {(P(a)), (P(x),Q(b))} de W, para sua condensa¢do. Neste caso te-
mos que Conds(S) = {(P(a))} e entio, Wy + ({(R(a), R(b))}) U {(P(a))}, isto é
Wq < [(P(a)), (R(a), R(b))].

Subsuncao interna na forma disjuntiva

Se seguissemos o mesmo raciocinio, deveriamos afirmar que a subsuncdo interna na
forma disjuntiva é similar & subsuncao externa na forma conjuntiva. “Jein”, como di-
riam os alemaes, isto €, sim e ndo. “Sim” porque, como vimos, o conflito que pode existir
na subsuncao entre duas clausulas se reflete na subsunc¢ao interna de uma, clausula dual.
E “nao”, porque na forma conjuntiva o conflito pode ser identificado considerando-se
apenas as duas cldusulas envolvidas na subsuncao e, na forma disjuntiva, como o escopo
das varidveis é toda a férmula, deve-se considerar a férmula por inteiro ao tratar da
subsuncao interna de uma de suas clausulas duais. Considerando estas caracteristicas

definimos:

uma cldusula dual de W, é dita condensada se a ocorréncia de dois literais
l; e ly tal que Iy >4, I, implica 6, ser nado linearmente incompativel com
alguma substitui¢ao #, utilizada na condensac¢do de outra cldusula dual de
Wy.

Cabe esclarecer o que queremos dizer com ndo linearmente incompatibilidade nesta

definicao:
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duas substituicdes 6, e 6, sdao ndo linearmente incompativeis se sao in-
compativeis e as varidveis, cujos valores de substitui¢cao sao incompativeis,

provém de literais diferentes.

E claro que duas substituicdes somente sdo incompativeis quando atribuem, para as
mesmas varidveis, valores que nao unificam. E claro também que, se duas substituicoes
sdo incompativeis e as varidveis em comum destas substituicdes provém de literais
diferentes, estas varidveis sao nao lineares. Dai o nome para esta incompatibilidade.
Vejamos alguns exemplos. Seja, Conds(D) a condensagdo da cldusula dual D,

temos:

Exemplo 14 W, = [(P(z), P(a)), (P(z), Q(a)), (Q(z), Q(a)), (Q(z), P(a))]
o Conds({P(z), P(a))) = (P(z)), com 8; = {z/a} e
o Conds((P(z),Q(a))) = (P(z), Q(a)) €
o Conds((Q(z), Q(a))) = (Q()), com O, = {z/a} e
o Conds({Q(z), P(a))) = (Q(z), P(a))

neste caso, 0, e 0y atribuem valores para as mesma varidvel x proveniente de literais
diferentes (P(z) e Q(z)) o que leva & condigdo de ndo linearidade da varidvel x. Porém,
os valores atribuidos a este varidvel sGo compativeis e as clausulas duais podem, entdo,

ser assim condensadas.

Exemplo 15 W, = [(P(2), P(a)), (P(z),Q(b)), (Q(z), Q(1)), (Q(z), P(a))]
e Conds({P(z), P(a))) = (P(x)), com 6; = {z/a} e
e Conds({(P(z), Q(b))) = (P(z),Q(b)) e
o Conds((Q(z), Qb)) = (Q(x), Q(b)) e
o Conds((Q(z), P(a))) = (Q(z), P(a))

neste caso, a condensagdo da terceira cldusula dual com 0y = {x/b} ndo é permitida
porque a varidvel  de 0; e 6, vem de literais diferentes (P(z) e Q(z)) e sdo incom-
pativeis. Portanto, 6, e 0, sdo ndo linearmente incompativeis. Outra possibilidade €
efetuar a condensacdo da terceira cldusula dual antes da primeira, o que leva ¢ uma

condensacdo diferente para a formula:

e Conds({P(z), P(a))) = (P(z), P(a)) e
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o Conds({P(z),Q(b))) = (P(x),Q(b)) e
o Conds((@Q(x), Q) = (Q(x) ¢
e Conds({(Q(z), P(a))) = (Q(z), P(a))
Exemplo 16 W, = ((P(z), P(e), P(3), (@(2), P(a), P()
e Conds((P(z), P(a), P(b))) = (P(2)), com 0, = {x/a}, 6, = {x/b} ¢
o Conds((@(x), Pla), P() = (Q(a), P(a), P(3)

neste caso, mesmo sendo 0, e Oy incompativeis, a condensacdo € habilitada porque:
(1) ambas substitui¢bes provém de mesma cldusula dual e (i1) a varidvel z provém do
mesmo literal P(x). Na realidade estas duas condi¢des ocorrem sempre juntas, uma
vez que jamais dois literais com mesma varidvel (isto é, literais com varidveis lineares )

fazem parte de mesma cldusula dual.

Exemplo 17 Wy = [(P(z), P(a)), (P(z), P(b)), (Q(=), P(a)), (Q(=), P(b))]
e Conds({(P(z), P(a))) = (P(x)), com 6, = {z/a} ¢
o Conds({P(z), P(b))) = (P(z)), com 6, = {z/b} e
o Conds((Q(z), P(a))) = (Q(z), P(a))
o Conds((Q(z), P(b))) = (Q(z), P(b))

também neste caso, mesmo sendo 6y e 0, incompativeis e vindo de condensacdes de
diferentes cldusulas duais, elas ndo sdo ndo linearmente incompativeis, uma vez que
a varidvel z de ambas substitui¢ies provém do mesmo literal P(x). Ambas as con-

densagdes podem, assim, ser habilitadas.

Salientamos que assumimos que as varidveis de W; encontram-se devidamente re-
nomeadas, isto é, quaisquer literais com varidveis de mesmo nome sdo provenientes de
mesma cldusula da forma conjuntiva W, equivalente & Wy (isto é, quaisquer varidveis
de mesmo nome sio, de fato, as mesmas). Se este ndo for o caso, ndo podemos dizer que
estas definigoes levam & obtengdo de uma forma condensada da férmula original. Nao
que a férmula resultante seja incorreta mas, alguns conflitos de substitui¢ées podem
ser identificados erroneamente e impedir algumas simplificagdes que seriam possiveis se

variaveis diferentes tivessem nomes diferentes.
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4.3.4 Quanto a simplificagao da forma disjuntiva

Os resultados da primeira parte desta secdo, referente as relagGes estruturais entre
as formas normais de uma férmula e as sutilezas envolvidas na simplificacido da forma
disjuntiva, encontram-se no artigo Forma normal disjuntiva em ldgica de primeira or-
dem [43]. Neste artigo é proposto um algoritmo de simplificagdo da forma disjuntiva
que considera aquelas relagoes estruturais. Este artigo, porém, foi escrito anteriormente
a extensdo das defini¢cdes de condensagdo para a forma disjuntiva.

O algoritmo apresentado neste artigo ndo utiliza um hipercubo como estrutura
adjacente, como é o caso do algoritmo referido para a simplificaciao da forma conjuntiva
— A Concurrent Algorithm for Logical Subsumption [45]. Ndo foi estudada a adaptacao
deste algoritmo para realizar a condensacdo de uma férmula disjuntiva. Sua estrutura
subjacente — um hipercubo - é bastante adequada para a deteccdo de subsungoes entre
clausulas (duais) de férmulas légicas. Esta estrutura é apresentada no final deste
capitulo, quando abordada a transformacgao entre as formas candénicas.

Também nenhum estudo de complexidade, ou mesmo de corre¢ao, da condensacgao
(interna e externa) da forma disjuntiva foi, até o momento, realizado. O méximo que
podemos fazer até agora (por alto) é assumir para a condensacdo externa a mesma
complexidade da condensagao de cldusulas: NP-hard. N&ao esperamos nenhum resul-
tado melhor para a condensacdo de uma cldusula dual. De qualquer forma, acreditamos
que este estudo da relagdo entre as formas e a extensdo da definicdo da condensagdo
para a forma disjuntiva de uma férmula possa contribuir para o desenvolvimento de
algoritmos que consigam evitar testes de subsunc¢do desnecessarios.

O mais importante resultado desta secao é a constatagdo de que a forma condensada
de uma férmula na forma disjuntiva ndo é tinica. N3o sendo tnica, podem existir formas
- condensadas maiores e menores para a mesma férmula. Se pensarmos em eficiéncia de
métodos de prova, férmulas menores podem, a principio, propiciar provas mais rapidas.

Porém nenhuma resultado concreto temos nesta direcao até o momento.

4.4 A transformacao dual

Até agora falamos das formas normais candnicas conjuntiva e disjuntiva para a
representac¢do de uma férmula e de sua simplificagdo. Falamos também que, dada uma
férmula W, suas formas conjuntiva W, e disjuntiva W, sdo equivalentes entre si e a
férmula original, isto é W < W, <> W,;. Nesta se¢do abordamos a transformacao entre
as formas conjuntiva e disjuntiva de uma férmula, isto é, a transformagdo dual.

Vimos também que as formas normais canénicas apresentam uma relagdo estrutural
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entre elas, sendo uma obtida pela distributividade dos operadores da outra. Com isto,
cada clausula da forma normal conjuntiva é formada por um inico representante de
cada clausula dual da forma normal disjuntiva, e vice-versa. Com isto, também, todas
as clausulas de uma forma normal encontram-se representadas simultaneamente em
cada cldusula da outra forma. Cada uma das formas normais é um tipo de representacao
“holografica” da outra: cada “parte” de uma contém uma representacao do “todo” da
outra.

A maneira mais direta de obter W; dado W, é construir todas as combinagcbes
possiveis de literais de W,, de modo que em cada combinacdo apareca apenas um
literal de cada cldusula de W,. O problema com este método é que o nimero de
clausulas duais resultantes cresce exponencialmente com o numero de cldusulas de W,
e, daquelas, muitas sao subsumidas. O conjunto de clausulas duais W, deve entdo ser
simplificado, ou seja, deve ser calculada a sua versdo condensada.

O caso dual, ou seja, a transformacgao inversa, é simétrico. Seja qual for a forma
candnica do conjunto original, aplicando-se a transformagcio dual em um conjunto re-
sultante de uma transformacao dual, obtém-se, apés a devida simplificacdo, o conjunto

original.

Exemplo 18 A transformagdo do conjunto de cldusulas:
W, = ([Al, A2, A3], [B1, B2, B3])

resulta no conjunto de clausulas duais:

W, = [ (A1, B1), (A1, B2), (A1, B3), (A2, B1), (A2, B2)
(A2, B3), (A3, B1), (A3, B2), (A3, B3)]

cada clausula dual contém todas as cldusulas representadas, por isto, o numero de
literais de cada cldusula dual é o mesmo que o nimero de cldusulas de W,. Jd, na
transformacao inversa, 512 cldusulas diferentes sdo geradas. Porém muitas destas ndo
s@éo condensadas ou sdo subsumidas. Por exemplo, dentre as 512 cldusulas geradas
tem-se [Al, Al, A1, A2, A2, A2, A3, A3, A3], [A1, A1, A2, A2, A2, A3, A3, A3, Bl]
e [A1, A2, A8, Bl, B1, B2, B2, B2, B3] com um literal oriundo de cada cldusula dual.
Destas, a primeira pode ser simplificada para [Al, A2, A8] que subsume a sequnda e
terceira cldusulas. Ao calcularmos a versao condensada deste conjunto de 512 cldusulas,
obtemos um conjunto igual a W, com 2 cldusulas. Apesar das cldusulas de W, nao
conterem nove literais cada, todas as nove cldusulas duais de Wy estdo representadas em
cada cldusula de W,. Ao tornd-las condensadas, um mesmo literal destas ou representa

mais de uma cldusula dual de Wy ou subsume um literal de uma clausula dual de W;.
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Esta nogao de literais representantes de clausulas é a base do algoritmo proposto.
Dela segue-se a nocdo de saturagdo de uma cldusula, utilizada no processo de trans-
formacdo. Uma cldusula é dita saturada se seus literais representam todas as clausulas
do conjunto original.

A transformacao dual, independentemente de sua aplicagao no método dual, repre-
senta um importante objeto de pesquisa (por exemplo, [28],[34]). Mais recentemente,
um algoritmo mais eficiente foi proposto [36]. No entanto, este algoritmo gera algumas
cldusulas subsumidas, o que torna obrigatdria a verificagdo de subsungao para cada
nova cldusula gerada.

4.4.1 Um algoritmo para a transformacao dual

A grande dificuldade encontrada no problema da transformacao dual é o cresci-
mento exponencial enfrentado durante a transformagdo. Em [6] o autor sugere, como
alternativa possivel a solugdo de problemas cujo crescimento é exponencial, o uso de
computadores paralelos. O uso de computadores paralelos implica que algoritmos de-
vem ser redesenhados a fim de explorar eficientemente a capacidade de paralelismo da
maquina. A adaptacdo de algoritmos seqiiencias para este fim nem sempre sempre é
uma tarefa ficil ou possivel. Uma solugdo alternativa é projetar algoritmos especificos
para arquiteturas paralelas.

O algoritmo proposto vem ao encontro da minimizagdo destes dois problemas:

e cle gera, a partir de um conjunto de cldusulas (duais), diretamente a versdo
condensada de seu conjunto dual e,

e sua estrutura o torna naturalmente concorrente e, por isto, facilmente parale-

lizdvel.

Nele sao levadas em conta as informagdes sobre o contexto de cada cldusula (dual)
e de cada literal do conjunto original. Estas informacoes sdo armazenadas em uma
estrutura de dados na forma de um hipercubo'* onde dé-se a propagacdo das informacoes
que formam as novas cldusulas (duais).

As explicacOes e exemplos sdo apresentados para a transformacao de um conjunto
de cldusulas para o conjunto de clausulas duais eqliivqlente. Isto foi adotado para evi-
tar a constante repeticdo de notas indicando que o caso dual é simétrico. Esclarece-se,

no entanto, que exceto o tratamento dos conflitos de subsun¢do que podem ocorrer

140 mesmo hipercubo utilizado no algoritmo apresentado no artigo A Concurrent Algorithm for
Logical Subsumption[44, 45].
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em férmulas de primeira ordem, o algoritmo é simétrico para os dois casos de trans-
formacao. A formalizagao e mais detalhes sobre o algoritmo sdao encontradas no artigo

An algorithm for dual transformation in first-order logic [10].

4.4.2 A dinamica do algoritmo

Antes de falar da dinamica do algoritmo, é necessario definir a estrutura de dados
bésica na qual se da esta dindmica. Esta estrutura de dados é definida na forma de um
hipercubo de dimensao n onde 7 é igual ao nimero de predicados do conjunto original
de cldusulas. Cada eixo do hipercubo representa um destes predicados; assim, cada
vértice de dimensdo n representa o cruzamento de n predicados. A cada vértice é dado
uma tarja que é um vetor de tamanho n onde cada posi¢ao representa um eixo do
hipercubo. Uma posicao ¢ deste vetor é igual a 1 se o eixo i compde o vértice da tarja.
Assim, a tarja de um vértice de dimensao n contém n posi¢oes iguais a 1. Vamos, entdo
acompanhar, passo a passo, a transformagao de um conjunto condensado de cldusulas

para o equivalente conjunto condensado de cldusulas duais.

Exemplo 19 O hipercubo associado & uma fémula cujas formais normais conjuntiva

e disjuntiva sao, respectivamente:

We = ([P(a),

Q(a)], [P(a), B(z1)], [P(z2), R(a)])
Wa = [(P(a), P

R

R

(a)

(a), P(z2)), (P(a), P(a), R(a)), (P(a), R(z1), P(z2))
(1171) ( )R <Q(a)7P(a ,P(x2)),(Q(a),P(a),R(a))
(21), P(z2)), (Q(a), R(z1), R(a))]

a

a

(P(a),
(Q(a),

e cuja forma disjuntiva condensada é:

Wy = [(P(z2)),(P(a), R(a)),(Q(a), R(z1))]

¢ mostrado na figura 4.1. Neste exemplo o conjunto de cldusulas a ser transformado,
W., é composto por 3 predicados, sendo pois associado, a um hipercubo de 8 dimensées.
O eizo 1 representa o predicado P e o vértice de primeira dimensdo composto por
este eizo possui a tarja 100. O mesmo acontece com os demais vértices de primeira
dimensao cujas tarjas sdéo 010, no eizxo 2 com o predicado Q) e 001, no eizo § com
o predicado R. Jd os vértices de segunda dimensdo - 101, 011 e 110 - representam
o cruzamento de dois eizos ou seja, de dois predicados. Por conseguinte, o vértice
final, de terceira dimensdo, cuja tarja é 111, representa o cruzamento dos trés eizos

do hipercubo (todos os predicados).
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110
PxQ

Figura 4.1: Predicados dos exemplos 19 no hipercubo

Continuando a definicdo de nosso hipercubo, associamos cada literal do conjunto
a ser transformado ao vértice (de primeira dimensdo) do eixo de mesmo predicado.
Estendendo este conceito, podemos dizer que o vértice que representa o cruzamento
de n eixos, representa literais de n predicados diferentes (ou ainda, como veremos,

cldusulas duais com literais de n predicados diferentes).

Para efetuar a transformacgdo dual o algoritmo utiliza esta estrutura da seguinte
maneira. Na primeira dimensao, o algoritmo combina os literais de um mesmo vértice
gerando cldusulas duais possivelmente incompletas, verifica se alguma cldusula dual
completa foi gerada. Uma cldusula dual D é completa'® se, para cada cldusula C
de W,, D contém um, e apenas um, literal de C' ou um literal de D subsume um
literal de C. As cldusulas duais completas sao deixadas no vértice e as incompletas
sao propagadas para os vértices sucessores. A seguir, para cada dimensdo a partir da
segunda, em cada vértice desta dimensdo, as cldusulas duais incompletas recebidas de
vértices de menor dimensdo sdo combinadas gerando novas clausulas duais. Destas,
as completas permanecem no vértice e as incompletas sdo propagados para os vértices
sucessores. Este ciclo de combinagao, verificagdo e propagacao repete-se até o vértice
de ultima dimensdo do hipercubo ser alcancado, ou até que nenhuma cldusula dual
incompleta seja propagada.

Vejamos como se dé a transformacao do exemplo 19. Primeiramente associamos os
literais de W, a seus vértices de primeira dimensdo, conforme mostrado na figura 4.2.

As setas no interior do hipercubo representa os caminhos da propagagao.

15Na formalizacio do algoritmo no artigo citado anteriormente, uma cldusula completa é dita
[43 »
saturada”.
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eixo 3- R

001 {R(a), R(z1)}

110

Figura 4.2: Literais das cldusulas do exemplo 19 em seus vértices

Em cada um destes vértices (100, 010 e 001), os literais sdo combinados entre eles
de forma que somente sejam combinados literais que pertencam a clausulas diferentes
de W,. Desta combinac¢do obtemos clausulas duais (possivelmente incompletas) com
literais de mesmo predicado. Isto feito, verifica-se se alguma destas cldusulas duais é
completa podendo, entdo, fazer parte do W, final. Em nosso exemplo, este é o caso
da cldusula dual (P(z;)) do vértice 100. Esta cldusula é completa por conter (ou
subsumir) literais das trés clausulas de W,: o literal P(z,), da terceira que, or sua vez,
subsume o literal P(a) da primeira e segunda. Assim, esta cldusula dual permanece
em seu vértice do qual apenas é propadada, para os vértices 110 e 101, a cldusula dual
incompleta (P(a)). Nos demais vértices de primeira dimensdo, nenhuma, clausula dual
completa é gerada dando-se apenas a propagacao de clasulas duais incompletas para
0s respectivos vértices sucessores.

A cada vértice de segunda dimensao, as cldusulas duais incompletas recebidas de
vértices predecessores sao combinadas resultando em novas cldusulas duais, desta vez,
de literais de dois predicados diferentes. Esta combinagdo, ndo se deve esquecer, é
efetuada apenas entre clausulas duais incompletas que contenham literais oriundos de
diferentes cldusulas de W,. Novamente é verificado se alguma cldusula dual completa,
foi gerada. Em nosso exemplo, no vértice 111 nenhuma cldusula dual incompleta pode
ser combinada. No vértice 101 é gerada a cldusula dual completa (P(a), R(a)) e nada
é propagado. J4 no vértice 011, é gerada a clausula dual completa (Q(a), R(z;)) e
propagada a cldusula dual incompleta (Q(a), R(a)).

No vértice 111, de terceira dimensao, por receber apenas uma cldusula dual incom-
pleta, o processo é encerrado sem a geracao de nenhuma cldusula dual. Tem-se entdo,
como resultado deste processo, um hipercubo com cldusulas duais completas guarda-

das em alguns de seus vértices, como pode ser visto na figura 4.3. Resta somente
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eixo 3 - R

(P(a), R(a}))

101
011

(Q(a), R(=1))

(P(z2))
100

eixol - P eixo 2 - Q

Figura 4.3: Clausulas duais do exemplo 19 em seus vértices associados

Dim | Vert | Recebidas Completas Propagadas
1 | 100 | (P(a)), (P(z2)), (P(z2)) (P(a))
010 | (Q(a)) - (Q(a))
001 | (R(a)), (R(z1)) - (R(a)), (R(z1))
2 | 110 | {P(a)), (Q(a)) - -
101 | (P(a)), (R(a)),{(R(z1)) | (P(a),R(a)) |-
011 | (Q(a)), (£(a)), (£(z1)) | (Q(a), R(z1)) | (Q(a), R(a))
3 | 111 | {Q(a), R(a)) - -

Tabela 4.2: Clausulas duais no hipercubo na transformacao do exemplo 19

recupera-las e compor o o conjunto de cladusulas duais condensado Wy, resultante de
nossa transformacdo. As cldusulas duais recebidas, completas e propagadas a cada

vértice do hipercubo sdo mostradas na tabela 4.2.

Pela estrutura de dados representada pelo hipercubo, vé-se que este processo é
facilmente paralelizdvel. Porém, esta ndo é a tinica justificativa para o uso do hipercubo.
O algoritmo possui uma outra caracteristica importante: gera diretamente a versao
condensada do conjunto transformado, isto quer dizer que ndo sdo geradas cldusulas
duais subsumidas entre si. A relacdo de subsunc¢ao entre cldusulas define uma ordem
parcial para um conjunto de cldusulas. Esta ordem parcial estd diretamente relacionada
aos simbolos de predicado que compdem cada cldusula do conjunto. Ao ser realizada
através de um hipercubo, a propagagdo das informagoes da-se segundo uma ordem
de precedéncia das mesmas. Como pode ser observado na figura 4.4, a ordem parcial
estabelecida para as clausulas duais do exemplo 19 é representada pelos caminhos da

propagacdo do hipercubo.
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Eléusulas c/predicado(s):
, R

[}

PN

(cléusulas c/predlcado(s) J péusulas c/predlcado(s) [cléusulas ¢/predicado(s): J

y

]

D

[c]éusulas ¢/predicado(s): J Féusulas ¢/predicado(s): cléusulas c/predicado(s): J
P Q

ol

Figura 4.4: Ordem parcial para cldusulas duais do exemplo 19

Com isto tem-se garantido que se uma cldusula dual D; subsume uma, cldusula D,,
D, pertence a mesmo vértice de D; ou sucessor deste'®. Também, pela propagacio
dar-se da menor dimensao para a maior, tem-se garantido que D; é gerada antes de

D,. Com isto, reconhecendo-se D, a geracao de Dy pode ser evitada.

A subsuncao entre cldusulas duais é evitada pelo uso da estrutura de dados na forma,
de um hipercubo. Ja a subsuncdo interna as clausulas duais é evitada no instante da
combinacgao entre os literais de mesmo predicado que ocorre nos vértices de primeira,

dimensao.

A definicado formal do algoritmo propriamente dito encontra-se em [10] e sua diné-
mica e implementagdo em [42, 46] e ndo cabe ao escopo deste trabalho apresenta-los
novamente. No entanto, a maneira como uma férmula € representada na formalizagao
do algoritmo é completamente pertinente apresentar. Chamamos esta representacao
de representac¢do cruzada e dela muito faz uso o algoritmo na detecgdo de subsungoes
e verificagda de cldusulas completas durante a transformacdo. Esta representacdo é
largamente utilizada no decorrer deste trabalho e, devido a sua importéancia, preferiu-
se apresentd-la isoladamente do algoritmo. A representacdo cruzada e as relacGes entre
os literais de uma férmula, explicitadas por esta representacgao, sdo tratadas no préximo

capitulo.

16No caso proposicional, Dy pertence garantidamente a vértice sucessor ao vértice de D;. -
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4.5 Conclusao

Neste capitulo apresentamos as formas normais canénicas conjuntiva e disjuntiva
para representacdo de uma férmula légica. Estas ndo sdo as tnicas, mas sao as perti-
nentes ao escopo deste trabalho (e sdo, também as mais largamente utilizadas).

Primeiramente apresentamos as formas propriamente ditas, depois procedimentos
para sua simplificacdo e, por fim, a transformagdo entre elas. Quando do inicio do
estudo do método dual ndo pensavamos em estudar tdo profundamente estas formas.
Pensdvamos que nosso enfoque se resumiria na relagdo existente entre as mesmas. No
entanto, as sutilezas apresentadas na simplificacdo da forma disjuntiva, a detecgdo da
existéncia de mais de uma forma condensada, a falta de literatura referente & esta forma
nos fez voltar nossa atencao a este assunto e estuda-lo mais profundamente.

Na realidade este assunto, a principio secundario, tornou-se o mais amplamente
divulgado em nosso estudos. Uma publicagdo internacional no Journal of Automated
Reasoning [10], o principal na drea de dedugdo automadtica, outra internacional no livro
Frontiers in Artificial Intelligence and its Applications [45], uma no Semish - Semindrio
de Software e Hardware [42] e também nas duas primeiras edi¢des do Laptec - Congresso
de Ldgica Aplicado a Tecnologia [43, 44]. Podemos considerar um bom resultado para
este assunto, mas muito mais ainda tem para ser pesquisado.

No entanto nosso principal assunto é o método dual, o qual é totalmente baseado
nas defini¢oes das formas normais de representacdo de uma férmula légica. Achamos
que o material aqui apresentado é suficiente para o entendimento das caracteristicas
deste método, assunto do préximo capitulo.



e Loghod Tiorers no wie toying, Ao saik one can'd

lolbove smponitll Hongs. I dorasay gyou Aower' ¢ s srsikd

MWW;MW%@%WJ

Lo Conretl s Aiortines e Womidrionad 7565
Capitulo 5

Eliminando o impossivel

=) completo para refutacao para légica de primeira ordem. Este método, embora
aparentemente bastante ineficiente, apresenta interessantes caracteristicas, tal como a
nido existéncia de regras de inferéncia explicitas: a inferéncia dé-se apenas pela ex-
ploragao da dualidade das representagoes, conjuntiva e disjuntiva, e suas semanticas.
Nosso interesse é apresentar o método apenas o suficiente para o entendimento do

problema do desenvolvimento de estratégias para o mesmo.

5.1 Elementar, meu caro Watson

Antes de apresentar o método dual formalmente, vamos entender qual é o raciocinio
a ele subjacente. Para tal, considere o resumo de uma passagem encontrada no primeiro
capitulo do livro “The Sign of Four”, de Conan Doyle, onde Sherlock Holmes exemplifica

a Dr. Watson a diferenca entre observagdo e dedugao:

“Por exemplo, a observacdo me mostra que vocé esteve no correio da rua
Wigmore nesta manha, mas a dedugao me faz saber que vocé enviou um
telegrama. A lama vermelha em seu sapato somente é encontrada, na vi-
zinhanca, em frente a este correio, onde a calcada foi removida. Isto é
observagao, o resto é dedugdo. Eu sei que vocé ndo escreveu nenhuma carta
e vejo varios selos em sua escrivaninha. O que vocé foi fazer no correio,

sendo enviar um telegrama?”

Consideremos que Holmes tem razoes para acreditar que Watson foi a algum correio,
que foi na vizinhanca e que o motivo para ir-se ao correio seja, unicamente, enviar uma
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carta ou um telegrama ou comprar selos, e que Watson nao tinha nenhuma carta
para enviar e que ndo compraria selos sobressalentes. Com isto pode-se representar a
deducao acima na seguinte férmula:

{(Lama_-Sapato — Foi_Correio-Wigmore), (Foi-Correio-Wigmore —
Enviou-Carta V Enviou_Telegrama V Comprou-Selos), Lama_Sapato,

~Enviou_-Carta, ~Comprou_Selos } - EnviouTelegrama
que pode ser reescrita:

{(Lama — Correio), (Correio — Carta V Telegrama V Selo), Lama,

-Carta, ~Selo } F Telegrama

a qual é uma tautologia, demonstrando que a deducdo de Holmes esta correta. Este
fato pode facilmente ser comprovado com' qualquer método de prova apresentado an-

teriormente. Vamos porém analisar esta dedugio mais a fundo.

5.1.1 O Caso da Rua Wigmore - proposicional
hipétese 1 - prova afirmativa

A forma disjuntiva de uma férmula pode ser vista como a enumerac¢do de todas as
possibilidades de “verdade” da férmula, isto é, de todos os “fatos” (literais) que, quando
simultaneamente verdadeiros, satisfazem as premissas da forma conjuntiva desta mesma,
férmula. Entéo, conhecendo-se a forma disjuntiva das premissas pode-se, aplicar o

famoso lema de Sherlock Holmes, contido no mesmo livro:

“Quando se eliminar o impossivel, o que resta, mesmo que improvavel, tem

de ser a verdade.”!

e eliminar “o impossivel” contido na férmula. Por exemplo, considere a forma conjun-
tiva da féormula:

W. ={( [-~Lama,Correio],[~Correio, Carta, Telegrama, Selo], [Lama],

[ﬁCarta], [-Selo] )

1 “When you have eliminated the impossible, whatever remains, however improbable, must be the
truth.”, Sir Arthur Conan Doyle, The Sign of Four, 1890. '
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e sua forma disjuntiva:

Wq =[ (-Lama,-Correio, Lama,~Carta,-Selo),

-Lama, Carta, Lama, ~Carta, - Selo),

- Lama, Telegrama, Lama, ~Carta, ~Selo),

(

(

(

(-Lama, Selo, Lama,—~Carta, ~Selo),
(Correio,~Correio, Lama, ~Carta, —~Selo),
(

Correio, Carta, Lama, ~Carta, ~Selo),
(Correio, Telegrama, Lama, ~Carta, -~Selo),

(Correio, Selo, Lama, ~Carta, ~Selo) |

Para eliminar “o impossivel” contido nesta férmula, considera-se o que segue. Por
exemplo, pela primeira cldusula dual, uma possibilidade das premissas serem verdadei-

4

ras é quando “—~Lama e ~Correio e Lama e —-Carta e ~Selo” sdo simultaneamente
verdadeiros. Sabe-se, no entanto, que em nenhuma interpretacdo —Lama e Lama
podem ser simultaneamente verdadeiros. Portanto esta possibilidade de verdade nao
pode ser considerada por ser contraditdria, esta conjungao de fatos é “impossivel”.
Além desta, outras cldusulas duais expressam possibilidades contraditérias. Como ja
visto, cldusulas duais contraditérias podem ser removidas de um conjunto sem alterar
o valor verdade do mesmo. Removendo de W, todas as “conjunc¢des impossiveis” temos

a férmula:

Wy = (Correio,Telegrama, Lama,~Carta,—Selo) |

na qual, pela unica cldusula dual, verifica-se apenas uma “possibilidade de verdade”,
uma unica conjuncao de fatos que devem ser simultaneamente verdadeiros para as
premissas serem verdadeiras. Estes fatos sdo explicitados com a transformacao desta
ultima férmula para sua forma conjuntiva: - ’

Weo = {( [Correiol,[Telegramal,{Lama},[{-Cartal,[~Selo] )

ou seja, Watson foi ao correio na rua Wigmore e enviou um telegrama e, fatos ja conhe-
cidos, Watson tinha lama no sapato, ndo enviou uma carta e ndao comprou selos. Os
dois primeiros fatos Correio e Telegrama sao conseqiiéncias 16gicas das premissas, isto

é sdo teoremas da férmula expressa em W,.. Considerando-se o teorema Telegrama, ex-
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presso na férmula original, observa-se que o mesmo foi gerado das premissas. Portanto
esta deducao efetuada é prova para este teorema.

O mecanismo aqui utilizado para deduc¢do nao utilizou explicitamente nenhuma
regra de inferéncia. A inferéncia foi efetuada apenas pela exploracdo das diferentes
representacoes de uma férmula e suas semanticas: eliminacdo de contradigées explici-
tadas na forma disjuntiva e posterior transformacgao para a forma conjuntiva, na qual

os teoremas sdo, de certa forma, explicitados.

Outras caracteristicas podem ser observadas:

1. Wy contém premissas que ja existiam em W,. Este mecanismo de inferéncia gera,
nao apenas teoremas “isolados” como é comum nos demais métodos de prova, mas

uma subférmula W, decorrente da férmula original W, tal que W, < W;

2. ao retirar-se de um conjunto todas as clausulas duais nas quais um literal ocorre,
retira-se da férmula, na realidade, este literal propriamente dito. Semantica-
mente, este fato indica que este literal é irrelevante para a satisfagdo da férmula
e pode ser desconsiderado. Por irrelevante quer-se dizer que o literal ndo pode
ser verdadeiro e, por isto, a valor verdade da férmula depende dos demais literais

nela contidos;

3. a conclusao final “Telegrama” bem como a intermediéria “Correio” foram obtidas
em apenas um ciclo de inferéncia. O silogismo hipotético Lama — Correio —
(Carta Vv Telegrama V Selo) foi resolvido juntamente com as demais inferéncias.
De fato, com este mecanismo, silogismos hipotéticos, mesmo quando em cadeia,

sa0 resolvidos simultaneamente.

hipdtese 2 - prova por refutagao

Vamos considerar a prova do teorema Telegrama por refutagdo. Sabe-se que pri-
meiramente deve-se incluir sua negagao ao conjunto de premissas. Com isto tem-se

como forma conjuntiva e disjuntiva deste novo conjunto de premissas:

W, =( [~Lama,Correio),[~Correio, Carta, Telegrama, Selo), [Lamal],

[—Carta),[~Selo], [-Telegrama] )
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Wyg = (-Lama,—Correio, Lama,~Carta,-Selo,~Telegrama),
-Lama, Carta, Lama, ~Carta,~Selo, ~Telegrama),
~Lama, Telegrama, Lama, —~Carta, -~Selo, -Telegrama),

-Lama, Selo, Lama, ~Carta, ~Selo, =Telegrama),

(
(
(
(
(Correio,~Correio, Lama, ~Carta, ~Selo, -Telegramay),
(Correio, Carta, Lama, ~Carta, ~Selo, ~Telegrama),

(Correio, Telegrama, Lama, ~Carta, —Selo, -Telegrama),
(

Correio, Selo, Lama, ~Carta, —~Selo, ~Telegrama) |

Como anteriormente cada cldusula dual representa uma possibilidade de verdade.
Ao verificar a forma disjuntiva Wy, no entanto, descobre-se que todas as clausulas
duais sao contraditérias, isto é, néo existe nenhuma possibilidade de verdade para
esta férmula. Como era de se esperar, pois uma vez que sabemos que o teorema é
uma conseqiiéncia légica do conjunto de premissas, a introdugao de sua negagao neste
conjunto tem de tornéd-lo contraditério.

A detec¢ao de contradicdo em todas as cldusulas duais comprova a insatisfazi-
bilidade da férmula: somente uma férmula disjuntiva contraditéria tem todas suas
cldusulas duais contraditérias. Entdo, esta detecgdo é condicao suficiente para a prova

por refutacao de um teorema.

5.1.2 O Caso da Rua Wigmore - primeira ordem

Para considerar a légica de primeira ordem, precisamos transformar as premissas
do exemplo anterior em uma férmula légica de primeira ordem?:

{Vz,y ( (Lama_Sapato(z) — Foi_Correio(z,wigmore)), (Foi_Correio(z,y) —
Enviou_Carta(z,y) V Enviou_Telegrama(z,y) V Comprou_Selos(z,y)),
Lama_Sapato(watson), ~Enviou_-Carta(watson,z),

-Comprou_Selos(watson,z) ) } b Enviou_Telegrama(watson, wigmore)

2Qs predicados d4 férmula expressam: Lama_Sapato(z) “z tem lama no sapato”, Foi_Correio(z,y)
“z foi ao correio y”, Enviou_Carta(z,y) “z enviou uma carta no correio y”, Enviou_Telegrama(z,y)
“r enviou um telegrama no correio y” e Comprou-Selos(z,y) “z comprou selos no correio y”.
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cujos nomes de predicados e constantes, devido ao tamanho da férmula, podem ser
reescritas de forma reduzida, resultando na férmula:

{Vz,y ( (Lama(z) = Correio(z,wi)), (Correio(z,y) — Carta(z,y) V Teleg(z,y)
V Selo(z,y)), Lama(wa), ~Carta(wa, z), ~Selo(wa, z) ) }
F Teleg(wa, wi)

hipétese 1 - prova afirmativa

Como anteriormente, considere as formas normais conjuntiva e disjuntiva das pre-
missas:

W. ={( [~Lama(v),Correio(v,wi)],
[~Correio(w, x), Carta(w, ), Teleg(w, x), Selo(w, z)],

[Lama(wa)], [~Carta(wa, y)], [~ Selo(wa, 2)] )

Wy =[ (-Lama(v),~Correio(w,z), Lama(wa), ~Carta(wa,y), ~Selo(wa, z)),

—Lama(v), Carta(w, ), Lama(wa), ~Carta(wa, y), ~Selo(wa, z)),
—Lama(v), Teleg(w, z), Lama(wa), ~Carta(wa, y), 7Selo(wa, z)),

(

(

(

(—Lama(v), Selo(w, z), Lama(wa), ~Carta(wa, y), ~Selo(wa, 2)),
(Correio(v, wi), ~Correio(w, z), Lama(wa), ~Carta(wa, y), ~Selo(wa, z)),
(Correio(v, wi), Carta(w, z), Lama(wa), ~Carta{wa, y), ~Selo(wa, z)),
(Correio(v, wi), Teleg(w, z), Lama(wa), ~Carta(wa, y), ~Selo(wa, 2)),

(Correio(v, wi), Selo(w, ), Lama(wa), ~Carta(wa, y), ~Selo(wa, z)) ]

Por conter varidveis, algumas cldusulas duais sdo apenas “potencialmente” contra-
ditdrias. Para torna-las contradigoes explicitas deve-se, nelas, aplicar uma substituicao.
Por exemplo, a substituigdo {(v/wa)} torna a primeira cldusula dual explicitamente
contraditéria. E certo que para este valor da varidvel v nenhuma interpretacido pode
satisfazer esta cldusula dual que passa a ser:

(~Lama(wa), ~Correio(w, =), Lama(wa), ~Carta(wa, y), ~Selo(wa, z))

Esta pode entao ser retirada de Wy, contanto que todas as ocorréncias da varidvel
v, nas demais cldusulas duais, sejam substituidas pelo valor que tornou aquela cldusula

dual contraditéria. Isto é, contanto que a substituicdo {(v/wa)} seja aplicada no
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restante da féormula, pois foi com este valor da varidvel v que a contradigao tornou-se
explicita. Com isto, especializa-se a instdncia de W, que pode ser satisfazivel. Da

mesma forma:

e as substitui¢des {(v/wa)} e {(w/wa),(z/y)} tornam a segunda cldusula dual
contraditéria,

a substituicdo {(v/wa)} torna a terceira cldusula dual contraditdria,

as substituigoes {(v/wa)} e {(w/wa), (z/z)} tornam a quarta cldusula dual con-
traditéria,

a substituicdo {(v/w), (z/wi)} torna a quinta cldusula dual contraditéria,

a substitui¢do {(w/wa), (z/y)} torna a sexta cldusula dual contraditéria,

a substitui¢do {(w/wa), (z/z)} torna a oitava clausula dual contraditéria.

Segundo o lema de Sherlock Holmes, eliminando-se o impossivel encontra-se a verdade.
Em légica de primeira ordem, por envolver a nogao de instancias de uma férmula,
a noc¢ao de “impossivel” é um pouco mais sutil. “Impossivel” implica “impossivel
em todas interpretacoes”. Como uma interpretacao somente é atribuida a instancias
fechadas de uma férmula, substituigcbes compativeis sdo necessarias, na realidade, para o
célculo da mesma instancia fechada da férmula3. Por isto, por “eliminar o impossivel”,

deve-se entender “eliminar o impossivel na mesma instancia”.

No exemplo todas as substitui¢des que tornam as cldusulas duais contraditérias sao
compativeis e podem ser combinadas na substitui¢do {(v,w/wa), (z,y,z/wi)}. Por-
tanto, aplicando esta substituicdo em W; obtemos uma instancia de W; na qual todas
as clausulas duais, exceto a sétima, sdo (explicitamente) contraditérias e podem ser
removidas, resultando a férmula Wy contendo uma tnica cldusula dual:

(Correio(wa, wi), Teleg(wa, wi), Lama(wa), ~Carta(wa, wi), ~Selo(wa, wi))
Como anteriormente, ao transformarmos Wy para a forma conjuntiva

Wo ={( [Correio(wa,wi)],(Telegr(wa,wi)],[Lama(wa)],

[~Carta{wa, wi)], [~Selo(wa,wi)] )

3Por exemplo, dado a férmula (P(z) V Q(y)) e as substituigdes 6; = {(z/a)}, 2 = {(y/a)} e
6s = {(y/b)}, podemos calcular as instancias fechadas da férmula: (P(a) vV Q(a)) e (P(a) vV Q(b)); em
ambas as substitui¢des compativeis (61,62) e (8;,6s) foram necessérias ao célculo da mesma instancia
fechada da férmula.
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temos explicitados os teoremas gerados. Vé-se que o teorema desejado

Telegr(wa, wi))

foi gerado constituindo sua prova.

O mecanismo utilizado foi o mesmo e as caracteristicas, em geral, sio as mesmas

observadas no caso proposicional, com algumas diferencas:

1. Wy contém premissas e instancias de premissas que ja existiam em W,.. Por

exemplo [-Carta(wa, wi)] de W, é uma instancia da premissa [~Carta(wa, wi)]
de W,.. Esta instancia também é um teorema gerado: “Watson ndo enviou uma
carta no correio da rua Wigmore”. Este mecanismo de inferéncia, como no caso
proposicional, gera nao apenas teoremas “isolados” como é comum nos demais
métodos de prova, mas uma subférmula W, decorrente da férmula original W..
A diferenca é que no caso da légica de primeira ordem W, é uma conseqiiéncia
16gica de W, isto é, W, — W;

. como veremos posteriormente, na definicdo formal do método dual, pode ser

necessario mais de um ciclo de inferéncia para a prova de um teorema.

hipétese 2 - prova por refutacao

Como anteriormente, para considerar a prova do teorema por refutacdo devemos

incluir sua negac¢ao nas premissas e calcular a forma conjuntiva,

W, =( [-Lam(v),Corr{v,wi)],
[-Corr(w,z), Cart(w, z), Tel(w, x), Sel(w, z)],
(Lam(wa)], [~Cart(wa,y)], [~Sel(wa, 2)], [~Tel(wa, wi)] )

e disjuntiva

Wy =]

(~Lam(v),~Corr(w, z), Lam(wa), =Cart(wa,y), ~Sel(wa, z), ~Tel(wa, wi)),
~Lam(v), Cart(w, z), Lam(wa), =Cart(wa, y), ~Sel(wa, z), ~Tel(wa, wi)),
~Lam(v), Tel(w, z), Lam(wa), ~Cart(wa, y), ~Sel(wa, z), = Tel(wa, wi)),
—Lam(v), Sel(w, z), Lam(wa), ~Cart(wa, y), ~Sel(wa, z), ~Tel(wa, wi)),

Corr(v,wi), Cart(w, z), Lam(wa), ~Cart(wa, y), ~Sel(wa, 2), =Tel(wa, wi)),

{
{
(
(Corr(v, wi), ~Corr(w, z), Lam(wa), ~Cart(wa, y), ~Sel(wa, z), ~Tel(wa, wi)),
{
(Corr(v, wi), Tel(w, ), Lam(wa), ~Cart(wa, y), ~Sel(wa, z), ~Tel(wa, wi)),

(

Corr(v,wi), Sel(w, ), Lam(wa), ~Cart(wa, y), ~Sel(wa, 2), ~Tel(wa, wi)) ]
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da férmula resultante. Como era de se esperar, todas as cldusulas duais sdo potencial-
mente contraditérias. Procedendo-se a mesma busca das substituicdes que tornam cada
cldusula dual contraditéria, verifica-se que todas sdo compativeis e podem ser combi-
nadas resultando na substituicdo encontrada anteriormente {(v,w/wa), (z,y, z/wi)}.
Aplicando-se esta substituigao em W, obtém-se uma instdncia de W, na qual todas as
cldusulas duais sdo (explicitamente) contraditérias. Como anteriormente, este fato é
suficiente para a prova por refutacao do teorema, uma vez que uma instancia contra-
ditéria somente pode ser conseqiiéncia logica de uma férmula contraditéria: W, - F se

e somente se W, é contraditoério.

5.1.3 O Caso da Rua Wigmore - conclusao

De quatro formas diferentes foi comprovado que, naquela manha, Dr. Watson foi ao
correio na rua Wigmore enviar um telegrama, confirmando que Sherlock Holmes estava
correto. (E claro!) No entanto, o resultado principal desta se¢do é a apresentagdo do

mecanismo de inferéncia utilizado para esta confirmacao.

Este mecanismo é a base do método dual. O exemplo apresentado envolve uma
prova bastante simples, que pode ser obtida em um tnico ciclo. Normalmente, para
férmulas mais complexas, este ndo é o caso e a cada ciclo, a retengdo dos teoremas
intermedidrios pode tornar a obtengdo da prova impraticdvel, problema comum dos
métodos de prova para légica de primeira ordem. Outro problema, que parece descon-
sideravel mas cujo custo computacional pode ser bastante elevado, é a combinagao de
substitui¢des compativeis. Ou seja, como nos demais métodos, o método dual apresenta

boas e més caracteristicas a serem apresentadas na seqiiéncia. -

5.2 O Método Dual propriamente dito

O método dual, como visto, baseia-se em sucessivas transformacoes de uma férmula
légica de uma forma normal para a outra, a transformacao dual, e conseqiientes reti-
radas de contradigoes explicitadas na forma disjuntiva. Para obter melhor eficiéncia,
operando em férmulas menores, a forma condensada de cada forma é calculada a cada
transformagao.
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5.2.1 A definicao

Dado um conjunto de cldusulas W,, considere o conjunto de clausulas duais Wy

definido por:
Wy = [Dual(|W,])]

onde a fungao Dual transforma um conjunto de uma forma normal para a outra e
| X| indica a forma condensada da férmula X. A transformacgdo dual, bem como a
condensacao das formas normais de uma férmula, foram tratados em capitulo anterior.
Cabe lembrar, no entanto, que a condensagado das formas inclui a retirada de tautologias
e contradi¢coes das formas conjuntiva e disjuntiva, respectivamente.

Seja Wy = [Dy, D, ..., D,)], onde cada cldusula dual D; pode ser uma contradicao.
Seja 0;; uma substituicao tal que sua aplicagdo é a j-ésima maneira de tornar a i-ésima
cldusula dual explicitamente contraditéria. Seja © o conjunto de todas as substitui¢oes

0;; e Contra uma funcéao tal que:
© = Contra(Wy)

Como ja visto, o objetivo é a eliminacdo do maximo nimero de cldusulas duais
contraditdrias, evitando o uso simultdneo de duas substituigdes incompativeis, isto é,
que substituam a mesma varidvel por termos ndo unificiveis. Para tal, seja S; um
subconjunto de #;; € © cujas substituicbes sdo compativeis. Seja w; o par (4, N), onde
6 é a substituicdo gerada pela combinacdo das substitui¢des de todos §,; € S, e N o
conjunto resultante da unido dos 4 de todos 6;; € S. Isto é, cada w; é um par formado
por uma, substituicao e o conjunto de cldusulas duais que ela elimina®.

Seja = {w1, wa, ..., wm} 0 conjunto de todos w; de ©. Para construir o conjunto €
é necessario, a principio, testar a compatibilidade de cada substitui¢cdo associada com
os membros do conjunto P(©), onde P representa o conjunto de todos subconjuntos
de um conjunto (isto é, o “conjunto poténcia” de ©).

Agora, para cada substituicao w; € 2, temos uma subférmula V. (que pode ser vista

como um conjunto de teoremas inferidos) cuja forma conjuntiva é:
Ve, = [ Dual(Wy w;) |
Finalmente, o conjunto:

= Vel

wi €N

4Por “eliminar” queremos dizer “tornar explicitamente contraditéria”.
q
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contém todas cldusulas inferidas obtidas pela aplicagdo das substitui¢oes de 2. Uma
vez obtido o conjunto de cldusulas U., podemos repetir este procedimento inlimeras
vezes. Existem trés possibilidades:

e (i) a férmula inicial W, é contraditério e apés um numero finito de ciclos o pro-
cedimento encontrard um V., = 0. Neste caso V,, = |Dual(0)], isto é W, w; é

contraditério;

e (ii) apds um nimero finito de ciclos o procedimento obtém um conjunto U, C W..

Nesta caso dizemos que a férmula W, é uma teoria fechada; ou

e (iil) a repeticdo do procedimento dé-se infinitamente devido a semi-decidibilidade
da légica de primeira ordem.

O método de inferéncia descrito acima pode ser usado como um provador de teo-
remas por refutacdo (caso i) e afirmativo (casos ii e iii). No caso proposicional, temos
somente as possibilidades (i) e (ii).

5.2.2 Exemplos

Exemplo 20 Associado ao seguinte conjunto insatisfazivel de cldusulas:

W, = <[P]’ [—'Pa Q]’ [_'Qa R]a [_'RD

temos o seguinte conjunto de cldusulas duais:

Wd = [<_|R’R’Q’P>’ <_'R’ﬁQ’Q7P>7
(-R,—Q,—~P,P), (-R,R,~P, P)]

onde cada cldusula dual é contraditdria. Isto implica que, como esperado:
O.=0
Exemplo 21 Associado ao seguinte conjunto satisfazivel de cldusulas:

W, = ([P]7 [_'P7 Q]’ [—'Qa R]7 [_'R’ S, T])
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temos o sequinte conjunto de cldusulas duais:

Wi = [P,—P,~Q,~R),(P,~P,~Q,5),(P,~P,-Q,T),(P,~P,R,~R),
(P,~P,R,S),(P,~P,R,T),(P,Q,~Q,~R),(P,Q,~Q,S5),
(P,Q,—Q,T),(P,Q,R,~R),(P,Q,R,S),(P,Q,R,T)] =

(P, Q,R,S),(P,Q,R,T)|

0=0=({})
Ve, = ([P}, [Q], [R], [S, T1)

e, finalmente:

O. = ([P, [Q], [R], [S,T])

onde o conjunto de cldusulas O, € uma teoria fechada. E interessante observar em O,
que, além da conclusao — Q) — obtida por Modus Ponens, todas conclusées obtidas por
Silogismo Hipotético — R and [S,T] - foram obtidos em apenas um ciclo de inferéncia.
De fato, para formulas da légica proposicional o método de inferéncia definido sempre

termina em apenas um ciclo.

Exemplo 22 Considerando o formula:
{Vz.(Homem(z) — Mortal(z)), Homem(socrates)} - Mortal(socrates)

para provarmos o teorema por refutacdo, temos o seguinte conjunto insatisfazivel de

clausulas:

W, = ([-H(z), M(z)], [H(s)], [-M(s)])

e temos o sequinte conjunto de cldusulas duais:
Wa = [(-H(z), H(s), ~M(s)), (M (z), H(s),~M(s))]

onde a primeira cldusula dual pode tornar-se contraditéria com 6, = {z/s} e a sequnda
cldusula dual com 051 = {z/s}. Como estas sdo as Unicas maneiras de tornar aquelas
cldusulas duais contraditorias, e como as duas substituigdes sdo iguais, temos 0; =
({z/s},{1,2}), © = {61} e Q = {w} onde w; = (61,{1,2}).

Se aplicarmos w, em W e retirarmos as cldusulas duais contraditérias, temos Wy =

0 o que implica U, = O como esperado.
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Exemplo 23 Considerando a férmula do exemplo 22, porém com a retirada do teo-

rema, temos o seguinte conjunto satisfazivel de cldusulas:
We = ([~H(z), M (x)], [H(s)])
e o sequinte conjunto de cldusulas duais:
Wa = [(-H(z), H(s)), (M (), H(S))]

onde apenas a primeira cldusula dual é potencialmente contraditéria com 0, = {z/s}.
Temos, entdo, 6y = {({z/s},{1}),© = {61} e Q = {w1} onde wy = (61,{1}). Ao
aplicarmos wy em Wy e retirarmos a cldusula contraditéria, temos:

War = [(M(s), H(s))]

o que implica
O = ([M(s)), [H(s)])

que sdo os teoremas inferidos pela formula original. Unindo-se estes a formula original

obteremos um novo conjunto de cldusulas
Wer = ([-H(z), M(z)), [H(s)], [M(s)])
do qual calculamos novamente a forma disjuntiva:
Waz = [(~H(z), H(s)), (H(z), M(5)), (M (z), H(s)), (~M(z), M(s))]

onde a primeira e a quarta cldusulas duais sdo potencialmente contraditérias com a
mesma substituicdgo {z/s}. Temos entdo Q = {w} onde wy = ({z/s},{1,4}). Ao

aplicarmos wy; em Wy e retirarmos a cldusula contraditoria, temos:
Wary = [(~H(s), M(s)), (M(s), H(s))]
que produz o conjunto de teoremas gerados:
B, = ([M(s)])
e, como U, C Wy, a formula Wy é uma teoria fechada.

O método de inferéncia definido pode ser resumido na rotina Pulsar:
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Pulsar(W,)
Change variable names
Wq « [Dual(|W])]
© + Contra(W,)
Q«+ P(O)
C.«0
for all w;, € Q2 do
Ve  [Dual(Wy w;) ]
ifV,=0
then Return(W, is contradictory)
else U, « U, U | V]
7. O, + (B, UW,]
8. if U, =W,
then Return(W, is a closed theory)
else Pulsar(U,)

A o

A rotina Pulsar é um método de inferéncia correto e completo para refutacio para
légica de primeira ordem. Em [6] é mostrado que esta versio deterministica da ro-
tina Pulsar é equivalente & estratégia de saturagdo de niveis da resolugdo. Encontra-
mos também neste artigo uma versdo ndo deterministica desta rotina. Nesta versao
introduz-se a escolha de determinados w; € ) para os procedimentos do passo 5. Os
critérios utilizados para esta escolha, dentre outros, contribuem na definicdo de es-
tratégias de refinamento da prova para o método dual.

5.3 Conclusao

Foi apresentado o Método Dual um método de inferéncia correto e completo para
refutacao para légica de primeira ordem. A versdo deterministica deste método foi
definida na rotina denominada Pulsar. Pode-se entdo, comegar a apresentar a estratégia
desenvolvida para o Método Dual, iniciando-se pelo estudo de uma representacdo para

as formas conjuntiva e disjuntiva de uma férmula, assunto do préximo capitulo.
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Caminhos e coordenadas

uitas das relagbes existentes entre literais de uma férmula advém de sua
© disposi¢do nas cldusulas destas féormulas. A representagao cruzada, isto é, a
representacdo, através de coordenadas, da disposi¢ao dos literais nas formas
conjuntiva e disjuntiva de uma férmula légica, torna explicita algumas destas relagdes.
Nesta representagdo, a cada literal é atribuido um conjunto de coordenadas. Esta
representacao é utilizada no algoritmo citado no capitulo 4 (subse¢do 4.4.1) onde as
coordenadas sao calculadas durante a transformagao dual e utilizadas para minimizar o
célculo desta transformagao. Como estas coordenadas representam relagoes existentes
entre os literais em ambas formas normais de uma férmula, elas podem ser utilizadas '
para direcionar o processo de busca pela prova, auxiliando, portanto, o desenvolvimento
de estratégias para o método dual.

6.1 A representacao cruzada

Por defini¢do, uma forma normal é calculada pela distribuicao dos conectivos légicos
A (e) e V (ou) da outra, ou seja, uma forma normal é calculada pela distribuicao dos
literais da outra forma, de modo que cada cldusula da forma resultante seja composta
por um, e apenas um, literal de cada clausula da forma original. Sendo uma férmula
em forma conjuntiva W, = (C1,Cs,...,C,), pela distributividade dos conectivos, a
forma disjuntiva Wy = [D;, Ds, ..., D,] nédo simplificada é o resultado da distribuicao
das clausulas de W, i.e., Wy = [C; X Cy X ... x C,]! e cada cldusula dual é uma tupla
de literais resultantes desta distribuicao.

Exemplo 24 Sendo W, = {([a,b,c],[d,€],[f]) a forma conjuntiva de uma férmula,

10nde x é usado para representar a aplicagdo da distributividade dos conectivos lGgicos.
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Wa = [{a,d, f),{a,e, f), (b, d, f), (be, f), {c,d, f),{c,e, f)] € sua forma disjuntiva.

E interessante ressaltar que, apesar das formas conjuntiva e disjuntiva de uma
férmula serem equivalentes, como a distribuicdo é uma operacdo que “espalha” os
literais, se a férmula A é o resultado da distribuicao da férmula B, B néo é o resultado
da distribuicao da férmula A, mesmo que sejam consideradas suas formas condensadas.
Por exemplo, na férmula do exemplo anterior, W é o resultado da distribuicdo de W, e
é, também, uma forma condensada. Mesmo assim, W, nao é o resultado da distribui¢ao
de W,. E facil observar esta propriedade lembrando-se que, pela distributividade, o
numero de cldusulas da férmula resultante é igual & multiplicacdo do nimero de literais
de cada cldusula da férmula de origem. Assim, o resultado da distribui¢do de Wy (que
contém 6 cldusulas de 3 literais cada) ¢ uma férmula em forma conjuntiva contendo 3°
(729) clausulas e que pode ser simplificada para a férmula W,, com 3 cldusulas.

Seja ! um literal, C e D clausulas de W, e W, respectivamente, F(lcc) = {D |l € D}
e F(lep) = {C | I € C}. O conjunto resultante de F(l) é denominado conjunto
de coordenadas fizas, ou simplesmente coordenadas fizas, do literal . Por exemplo,
considerando-se as formulas W, e W, do exemplo 24, as coordenadas fixas dos literais da
clausula [a,b, ] s80: Flacapg) = {(a,d, ), (@&, £)}, Flbeana) = {(b:d, 1), (b, e, )}
e Fceapg) = {(c d, f), {c,e, [)}; e as coordenadas fixas dos literais da cldusula dual
(a,d, f) 580 Flacaan) = {[a,b,d}, F(dewan) = {id €]} e F(Fetwany) = {f]}.

Na representacdo cruzada, a cada literal é associado seu conjunto de coordena-
das fixas. Nela, para simplificar a visualizagdo, as clausulas das formas conjuntiva
e disjuntiva sao numeradas, possibilitando que o conjunto de coordenadas fixas seja

representado com o nimero de cada cldusula ao invés da cldusula propriamente dita.

Exemplo 25 A férmula do exemplo 24 na representagdo cruzada:

W, = ( 1: [a{1,2}7b{3,4}’c{5,6}], 9 - [d{1,3,5},e{2,4,6}],3 : [f{1,2,3,4,5,6}] )
W, = [ 1: (a{l},d{Q},f{e’}),Z . (a{l},e{2},f{3}),3 . <b{1},d{2},f{3}>,
4: (b1, e, fO) 5 (1, a, f 03y 60 (1, e, £13))

Por este exemplo vé-se que as coordenadas fixas de um literal de uma forma ex-
pressam exatamente sua distribuicao, ou ocorréncia, na outra forma da férmula: as
coordenadas fixas {1, 2} do literal “a” da cldusula 1 indicam que este ocorre (foi dis-
tribuido) nas clausulas duais 1 e 2; j4 as coordenadas fixas {1} do literal “a” da cldusula

dual 1 indica que este ocorre (origina-se) unicamente na cldusula 1.
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{1,2} {34} {5,6}
a , b , ¢

1 ]

1,3,5 2,4,6
d{ }e{ }

2 ; ]

f{1,2,3,4,5,6}

3 J

Figura 6.1: Caminho representado pela coordenada 1 na forma conjuntiva.

Além disto, sendo um caminho uma cole¢do? de literais composto por um, e apenas
um, literal de cada cldusula (dual), vé-se que cada coordenada fixa representa um
caminho. Por exemplo, a coordenada fixa 1, na forma conjuntiva, representa o caminho
{a,d, f}, conforme mostrado na figura 6.1. J4, na forma disjuntiva esta coordenada
representa o caminho {a,a, b, b, c,c}.

Da definicdo de caminho segue que cada caminho de uma forma representa uma
cldusula da outra. Por exemplo, o caminho 1 de W,, mostrado na figura 6.1, repre-
sentada a cldusula dual 1 de W;. Da mesma forma, por exeinplo, o caminho 1 de W,
representa a cldusula 1 de W,. Pelos caminhos confirma-se o que foi dito anteriormente:
como Wy é o resultado da distribuicao de W,, a cada caminho possivel de W, corres-
ponde uma coordenada (isto é, cldusulas de Wy); j4 em Wy isto nao se verifica, o que
confirma que W, nao é o resultado da distribuicao de Wj.

6.2 As relacoes estruturais

Como ja visto, as coordenadas fixas de uma forma conjuntiva refletem a distri-
buigdo dos literais na outra forma. . Pode-se também dizer que estas coordenadas
refletem a nova organizacdo dos literais decorrente da distribuigdo. Baseados nisto,
pode-se estabelecer relagdes estruturais refletidas pelas coordenadas fixas. Por estrutu-
rais, entende-se as relagoes advindas simplesmente da distribui¢@o, independentemente
da interpretacdo légica estabelecida. Apesar da representacdo ser simétrica, o signifi-
cado semantico de cada cldusula na forma conjuntiva nao é o mesmo de cada cldusula
na forma disjuntiva. Naquela, os literais representam uma conjunc¢ao de proposicoes e

nesta uma disjuncdo, mudando completamente sua interpretacdo légica. Assim, muda

2Usa-se o termo cole¢io para deixar explicito que propriedades de idempoténcia e comutatividade,
tipicas dos conjuntos, ndo sdo consideradas.
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também o significado das relagoes expressas pelas coordenadas fixas de cada forma
normal.

Para o estudo destas relagoes, inicialmente, assumimos a representacao de uma
férmula na qual a forma disjuntiva é o resultado da distribuicdo da forma conjuntiva
condensada. Devido a relevancia no escopo deste trabalho, é dada énfase as relagoes
expressas pelas coordenadas da forma conjuntiva.

Nesta secao pretende-se abstrair o fato da distribuigao ser de literais de uma férmula
légica. (Poderia ser a distribuigdo de conjuntos quaisquer — nlimeros, pessoas, cartas de
baralho, ..., tanto faz — de tal forma que para todos literais I; e I, da férmula, I; # I,.
O importante é estabelecer quem relaciona-se com quem, antes e apds a distribuigéo.)

Para tal define-se:

e W, e W, as formas conjuntiva e disjuntiva de uma férmula;

e N, o conjunto dos nimeros de clausulas de W,

e N, o conjunto dos nimeros de cldusulas de Wy,

e (; a i-ésima clausula de W,,i = 1,2,..., N,

e D; a j-ésima cldusula de Wy,7 =1,2,..., Ny,

e L(x) a colegdo de literais de x;

e [ um literal (e I, o enésimo literal),

e C(l) a cldusula & qual o literal [ pertence,

e coordenada fixa cénjunﬁva refere-se a coordenada fixa de literal de W,,
e coordenada fixa disjuntiva refere-se a coordenada fixa de literal de W,
e F.(l) o conjunto de coordenadas fixas conjuntivas do literal [,

e F4(l) o conjunto de coordenadas fixas disjuntivas do literal [,

e T'(z) o conjunto de tuplas resultantes da distribuigao de z, e

e a expressao formula dada refere-se & férmula apresentada no exemplo 25.

Considerando-se a representagao das formas conjuntiva e disjuntiva nao simplificada

de uma férmula pode-se estabelecer as seguintes relagdes estruturais (r.e.)3:

3 As relagdes cujo texto inicia-se por “(*)” sdo referenciadas no decorrer do trabalho para futuras
explicagoes. :
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1. como a distribui¢ao de W, é dada por C; xCy %X ...xC,, um caminho de W, é uma
tupla de sua distribui¢do. Entdo, T'(W,) é a cole¢do de todos os caminhos de W..

Por exemplo, o caminho {a,d, f} da férmula dada é uma tupla da distribuicdo
de W,;

2. (*) como as coordenadas fixas conjuntivas de um literal sdo as cldusulas duais
nas quais o literal ocorre, sendo n uma coordenada fixa conjuntiva, a colecio
dos literais cujas coordenadas fixas conjuntivas contém n é a colegdo dos literais

da cldusula dual de nimero n e, por conseguinte, um caminho de W,: Vn €
Na({i[n€ F(l)} = L(Dy)) e Vn € Ng ({l | n € F(I)} € T(W));

Por exemplo, na férmula dada, (a,d, f) é a colegdo dos literais cujas coordenadas
fixas conjuntivas contém a coordenada 1. Entdo (a,d, f) é a colegdo dos literais
da clausula dual nimero 1 ({a{'}, d{Z}, f3})) e é também um caminho de W,;

3. como Wy é o resultado direto da distribuicao de W,, toda tupla desta distribuigéo
é uma cldusula dual de W,;. E, como a toda cldusula dual corresponde uma
coordenada fixa conjuntiva, a toda tupla da distribuicdo de W, corresponde uma
coordenada;

4. (*) decorrente da defini¢do de distribuigéo, um literal de clausula unitaria é literal
de todo caminho de W, e, portanto, ocorre em todas clausulas duais de W,.
Assim, toda coordenada n € N, é coordenada fixa conjuntiva deste literal: VI €
L(W.), D€ Wy ({1} =L(C) = (I € L(Dy)) A (D € Fe(1));

5. também decorrente da defini¢cdo de distribui¢ao, nenhum par de literais de mesma
cliusula ocorre na mesma cldusula dual, ou seja, os conjuntos de coordenadas fixas

de literais de mesma clausula sao disjuntos:
VC € Wi # j,1; € C,l; € C (F.(l;) N Fe(l;) = 0);

6. (*) como cada literal de uma clausula C ocorre em cldusula dual diferente e toda
cldusula dual contém um literal oriundo desta cldusula C, entdo a unido dos

conjuntos de coordenadas fixas conjuntivas dos literais de uma cldusula é igual
ao conjunto de de cldusulas duais: VC € W, (|J{F.(l) |l € C} = Wy);

7. (*) como todo o literal de uma mesma cldusula é distribuido com os mesmos
literais das outras cldusulas, as tuplas da distribuicao de W, nas quais os literais
de uma cldusula ocorrem diferem apenas por estes literais: VC € Wi # 3,1; €
ClieCteTW,) (b et— ((t—{l:}U{l}) e T(W,))).
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10.

Por exemplo, considerando-se a cldusula C' = [a, b, ¢| da férmula dada, o caminho
(a,d, f) é um caminho de W,. Entdo os caminhos (b,d, f) e (¢, d, f) também o

520;

decorrente do item anterior, o numero de caminhos de W, nas quais o literal
ocorre é o mesmo para todos os literais de mesma cldusula. E, como a cada
um destes caminhos corresponde uma coordenada fixa conjuntiva, o nimero de
coordenadas fixas conjuntivas dos literais de uma mesma cldusula é igual: VC €
We,i# g, € C,l; € C (| F(l) | =|Fe(l;) ]).

Por exemplo, o niimero de coordenadas fixas de cada literal da clausula [d{35},

el?46}] da férmula dada é 3;

(*) como toda cole¢ao de literais oriundos de cldusulas diferentes é um subcon-
junto de pelo menos um caminho de W,: VL = (Iy,...,0;),t # j,m # n,l; €
Ll € Ll € Cplj € Cp, 3t (t € TW,)ANL C t). E como a todos es-
tes caminhos corresponde uma coordenada fixa conjuntiva, as coordenadas fixas
conjuntivas destes literais ndo sao disjuntas: ({F.(I) |l € L} # 0.

Por exemplo, a intersec¢do das coordenadas fixas conjuntivas dos literais (a{"?},
et?46}) | oriundos de cldusulas diferentes da férmula dada, é {2} (de fato 2 :
(a{t} ef2}] F13}) j4 que as coordenadas fixas conjuntivas sdo cldusulas). Da mesma

forma, a intersec¢do das coordenadas fixas conjuntivas dos literais ({56}, e{246},
fiL23456}) 6 o conjunto {6} (isto é 6 : (c{!}, et FI31));

(*) dadas duas cldusulas, C; e Cs, L; a colecao de um ou mais literais de C; e Lo
a colecao de um ou mais literais de (5, a unido dos literais de C; — L; e Cy — Loy
é uma tupla de literais da distribuicdo das cldusulas duais representadas pelas
coordenadas fixas conjuntivas de C, — Ly e Cy — Ly (ou todas as cldusulas duais
exceto aquelas representadas pela interseccdo das coordenadas fixas conjuntivas
de Ly e Ly): seja Cy = [liy ..., L lia, oo )y, Co = by <y oy bnaery -+ <5 L)y L1 =
iy s ly), Lo =y oo by 0= (Lig1s -+ oy Ly g1y - - <5 o)

e tcT({D,; |z € JF.(l €t)}) que é o mesmo que
e tcTW;—{D,| D, e (UF:.(leLi))NUE.(I€Ly))}).

Por exemplo, seja C; = [a{l2}, 34} 58} e €, = [d{1:35} e1246}], cldusulas da

férmula dada, tem-se:

e para Ly = (a) e Ly = (d), (b, ¢, e) é uma tupla de
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11.

- DQXD3XD4XD5XD6pOiS
ULF(61%4), Fe(cB®®), F(e®*5)} = {2,3,4,5,6}, e
— Wy — {D;} pois F,(a{}?}) 0 F,(d1135}) = {1};
e para Ly = (b,c) e Ly = (e), (a,d) é uma tupla de

— D; x Dy x D3 X D5 pois
U{Fe(al™2), F (di35h)} = {1,2,3,5}, e
— Wy — {D4, D¢} pois
U{F.(614), Fe(c®)} N Fo(el40)) = {4,6};

entre outras.

Esta relagdo pode ser assim explicada: como toda cldusula contém todas as coor-
denadas fixas conjuntivas (r.e., 6), as tnicas coordenadas fixas conjuntivas que a
unido de C; — L, com C; — Ly ndo contém sao aquelas que ocorrem somente em
L, eem L, (i.e. que ndo ocorrem em Cy — Ly nem em Cy — Ly), que com certeza
sao as da intersec¢do das coordenadas fixas conjuntivas de L; e Ly. As demais
coordenadas fixas de L, que ndo interseccionam com Lo, ocorrem em Cy— Ls. Da
mesma forma, as demais coordenadas fixas de L, ocorrem em C; — L;. Pode-se
entdo afirmar que a unido de C) — L, com C5 — Ly contém todas coordenadas fixas
conjuntivas de Wy exceto aquelas da interseccao. De onde se conclui que aquela
unido é uma tupla da distribui¢ao da férmula disjuntiva resultante da eliminagao
das clausulas duais representadas por estas coordenadas da intersecc¢do, ja que
cada literal da unido ocorre em pelo menos uma clausula dual da fé6rmula resul-
tante. Esta propriedade pode pode ser estendida para um conjunto de cldusulas
e, mais especificamente, para uma unica cldusula, conforme mostrado na préxima
relacao;

(*) dada uma cldusula C e uma cole¢do de literais L de C, a colegdo de literais
de C' = C — L é tupla da distribuicdo das cldusulas duais representadas pelas

coordenadas fixas conjuntivas dos literais de C": seja C = [I;,..., 1, Liv1, ..., k],
L=(....05), t =1, )

e tcT({Dy |z €| JF.(l €t)}) que é 0 mesmo que
otcTW;—{D,|ze(UF.(lel)}).

Por exemplo, seja C = [al}2}, 5134} {56} uma cldusula da férmula dada, tem-se:

e para L = (a), (b,c) é uma tupla de
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- D3XD4XD5XD6pOiS
U{Fc(b{3’4})’ Fc(c{5,6})} = {3a 4’ 5’ 6} {D?n D4a D57 DG}): €

- Wd - {DlaDZ} pOiS U{FC(G{LZ})} = {1’2}a
e para L = (a,b), (¢) é uma tupla de

— Ds5 x D pois | J{F(c®%})} = {5,6}, e

— Wy —{Dy, Dy, D3, Dy} pois
U{Fe(al?), F.(6134)} = {1,2,3,4};

Estas relagoes sao vélidas para este dominio: coordenadas fixas de uma férmula
légica, proposicional ou de primeira ordem, cuja forma disjuntiva é o resultado da
distribui¢do dos literais da forma conjuntiva, sem simplificaco alguma. Neste caso
vemos que as coordenadas sdo bem distribuidas entre cada literal de uma cldusula,
que todos os caminhos da forma conjuntiva sdo representados pelas coordenadas fixas
conjuntivas e que cada um destes caminhos/coordenadas coincide com uma cldusula

dual da forma disjuntiva.

6.3 O caso proposicional

6.3.1 Coordenadas e inferéncia

E interessante observar como uma inferéncia légica pode ser vista em termos das
coordenadas da forma conjuntiva. Normalmente, nos métodos de prova automédtica, a
inferéncia baseia-se nas contradicoes explicitas existentes na férmula, i.e., na existéncia
de literais complementares oriundos de clausulas diferentes. Este é o caso, por exemplo,
no método de Resolucao onde resolvem-se clausulas, contendo um par complementar,

gerando-se um resolvente, i.e., um novo teorema implicado por aquelas cldusulas.
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Exemplo 26 Considerando-se a férmula contraditoria

Wc —_ ( [ —|p{1’2}, q{3’4} ]

[ g3, r 24 ]

[p{1,2,3,4} ]

[ —p{1:2,3:4} 1)

(—p, g, ps, 4 )
( —ptth, {2 pl3} —p{ah)
(g}, =gt plt - (8}
(g1, 3 pB8 {8y ]

= W N = e W N e

o a resolugdo das cldusulas 1 e 8, que contém o par (—p, p), produzindo o resolvente

[Q]) €

e a resolugdo das cldusulas 1 e 2, que contém o par (g, q), produzindo o resolvente
[-p,7], '

sdo possiveis inferéncias no método de Resolugdo.

No método de Resolugdo, uma inferéncia é feita pela regra da Resolugido. No en-
tanto, ela pode também ser vista em termos das coordenadas do par complementar das
cljusulas resolvidas. Como nenhum par de literais oriundos de cldusulas diferentes tem
conjuntos de coordenadas disjuntos (r.e., 9), todo par de literais oriundos de cldusulas
diferentes faz parte de pelo menos uma mesma cldusula dual, inclusive os pares de

literais complementares escolhidos para inferéncia. No exemplo 26,

e pela intersec¢do dos conjuntos de coordenadas do par de literais complementares
(—p11:2} pi1:234}) "o conjunto {1,2}, sabe-se que os literais ocorrem simultanea-

mente nas clausulas duais 1 e 2; e

e pela intersec¢do dos conjuntos de coordenadas do par de literais complementares
(¢34}, =¢{13}), o conjunto {3}, sabe-se que este par de literais ocorre simultane-

amente somente na cliusula dual 3.

Por defini¢do, cldusulas duais contraditérias podem ser removidas de uma férmula
disjuntiva sem alterar sua satisfazibilidade. Assim, sempre que um par de literais
complementares ocorrer na mesma cldusula dual, esta pode ser removida. Sendo Wy a

forma disjuntiva de uma férmula e D uma cldusula dual contraditéria de W; e Wy =
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Wy — {D}, tem-se que W, «<» Wy. Sendo W, a forma conjuntiva de Wy, Wy « W,.
Assim, W; < W, e como W; < W, tem-se que W, < W,.. Finalmente, como
W, & Wy — YC € Wy(W, = C), o conjunto I = W, — W, pode ser visto como o
conjunto de teoremas inferidos pela férmula, obtidos tao somente pela eliminagdo de

contradigdes explicitas de sua forma disjuntiva.

Exemplo 27 Por exemplo, as cldusulas duais 1 e 2 do exemplo 26 sdo contraditorias
devido & ocorréncia simultinea dos literais complementares —pit? e pl1234 Com q

remocdo destas cldusulas duais tem-se:

Wy = [ 3: (g1, —q®,pl, —rt)
4: (g, pl 8y

cuja forma conjuntiva é Wy = ([q], [-q, 7], [p],[-r]) e o conjunto de teoremas inferidos
éI={_[q]). Jd a cldusula dual 8 é contraditéria pela ocorréncia simultdnea dos literais

q34 e ~¢13}, Com a remocédo desta cldusula tem-se:
(—~pl1}, =g p) 4}y

1:
2: (—ptt 2 plB} {4}
4: (g1, 13 pB pl8hy]

Wy = |

cuja forma conjuntiva é W = ([—p, q], [-p, 7], [¢, 7], [p], [-r]) € 0 conjunto de teoremas

inferidos é I = { [-p,r] ).

Como pode-se verificar, os teoremas inferidos no exemplo anterior sao os mesmos do
exemplo 26, inferidos por resolucao. Para inferi-los foram necessarios os seguintes pro-
cedimentos: (i)remocdo das cldusulas duais contraditérias (calculo de Wy), (ii)célculo
da forma conjuntiva (W) e (iii)cdlculo do conjunto de novos teoremas (I). Esta é
praticamente a mesma forma adotada para explicar a inferéncia para o método dual,
apresentada no capitulo 5. Porém, para explicar esta inferéncia pelas coordenadas
adota-se outra explicagao, baseada na r.e. 10.

Por esta relacao é possivel determinar tuplas da distribuigdo de subconjuntos de
cldusulas duais sem efetuar a distribuicao propriamente dita. Por tratar-se de uma
relagao estrutural da distribuicdo de conjuntos quaisquer, nada foi dito sobre equi-
valéncia ou implicacao destes. Porém, sendo Wy a forma disjuntiva de uma férmula
16gica e Wy o conjunto resultante da remocao de clausulas duais contraditérias de Wy,

entao Wy <& Wy e, como visto anteriormente, W, <+ W,. Entao, no caso de W, e
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Wy serem equivalentes, W, implica toda a cldusula cujos literais formem uma tupla da
distribuicdo de W .
Para ilustrar o que foi dito, considera-se a férmula do exemplo 26 e os mesmos pares

de literais complementares utilizados anteriormente:

e para o par (—p{b2, pll234}) tem-se C; = [-p{t#, ¢34, L, = {-pit?}, C;, =
[p{172’374}], L2 — {p{1a2a3a4}}’ (q) € T(Wd — {Dl)DZ}) e Wc — [Q] Portanto [Q] é

um teorema inferido por W;

e para o par (¢, =¢13) tem-se C; = [-p!t?, ¢34, L, = {(B4}, G, =
(g3}, r 24 Ly = {~q*3}, (-p,7) € T(Wy — {Ds}) e W, — [-p,r]. Por-

tanto [-p, r] é um teorema inferido por W,.

Os teoremas inferidos no exemplo anterior, baseados na r.e. 10, também sao os
mesmos dos anteriormente inferidos por resolu¢ao no exemplo 26. De fato, pela r.e. 10
pode-se concluir que a inferéncia pela resolu¢ao de duas cldusulas que contém um par
de literais complementares é equivalente a inferéncia pela remoc¢ao das cldusulas duais

que contém a ocorréncia simultanea deste par.

6.3.2 Eliminacao de literais

Chamamos eliminacdo de literais a determinagdo de férmulas (ou instincias de
férmulas, na légica de primeira ordem) nas quais um literal, por ser semanticamente
irrelevante, pode ser eliminado. Este é o caso da férmula W, na primeira inferéncia
do exemplo 27, na qual o literal —p, considerado para a inferéncia, nao ocorre. Nesta
férmula, uma das cldusulas eleitas para inferéncia ndo estd contida (W, ¢ Wy). No
entanto, na segunda inferéncia daquele exemplo, a férmula W, gerada contém, além do
novo teorema, todas as cldusulas originais de W, (W, C Wy). Isto pode ser explicado

pelas coordenadas dos literais envolvidos naquelas inferéncias:

e como F,(—pt?}) c F,(p{1?34}), em todas clausulas duais nas quais o literal —p
ocorre, ocorre também o literal p. Por serem contraditérias estas cldusulas duais
sdo removidas eliminando, com isto, todas ocorréncias de —p da férmula. Diz-se
que o literal —p foi eliminado da férmula. (Se toda ocorréncia de —p na forma
disjuntiva torna a cldusula dual contraditéria, entdo sua prépria ocorréncia na
férmula é contraditdria e ndo pode ser assumida verdadeira deixando a deter-

minagdo do valor verdade da férmula na dependéncia dos demais literais. );

e jé no par (¢13%, =¢{1*}) nenhum conjunto de coordenadas é subconjunto do ou-

tro. Entdo, nenhuma ocorréncia de literal é completamente eliminada durante



94 Caminhos e coordenadas

a remocao da clausula dual contraditoria. Portanto o conjunto W, gerado deve

conter ocorréncias de ambos literais envolvidos na inferéncia.

No caso onde ocorre a eliminacdo de um literal, o conjunto W, produzido é uma
férmula, equivalente & W,, cuja determinacdo do valor verdade independe do literal
eliminado. Sendo irrelevante, o literal pode ser removido de sua cldusula de origem sem
afetar o valor verdade da mesma. No exemplo, como { [-p, q], [p] ) = ( [g], [p] )%, pode-
se dizer que o teorema, gerado [g] é o resultado da eliminagéo do literal irrelevante —p de
sua cldusula de origem [—p, q] (na férmula W, resultante, esta cldusula foi substituida
pelo novo teorema).

Portanto, com a eliminagao de um literal, a clausula contendo os demais literais
nao eliminados € teorema de W.. A r.e. 11 confirma esta inferéncia: se um literal
é eliminado é porque todas as cldusulas duais nas quais ele ocorre sdo contraditérias
e podem ser removidas de W, gerando Wy; e, por esta r.e., sabe-se que a colegdo
dos literais remanescentes é tupla da distribuicdo Wy e é, portanto uma cldusula do
conjunto de teoremas inferidos W, .

Pelar.e. 4, sabe-se que um literal de uma cldusula unitaria ocorre em todas cldusulas
duais. Entao todo literal de uma férmula proposicional conjuntiva que é complementar
a um literal de uma cldusula unitaria, é irrelevante e pode ser removido de sua cldusula.
Isto nao significa que um literal é irrelevante somente quando contradiz um literal de
uma cldusula unitaria. Um literal é irrelevante quando todas as cldusulas duais, nas
quais ele ocorre, sdo contraditérias (independentemente do literal fazer parte do par
complementar que torna a cldusula dual contraditéria). No exemplo, o literal ¢{3%
contradiz o literal ~g{13} que ndo pertence a uma clausula unitéria. Neste caso, apenas
a clausula dual 3 é contraditéria devido a ocorréncia destes literais. No entanto, o par
de literais (r{%4}.—r{1:234}) ocorre simultaneamente nas cldusulas duais 2 e 4, tornando-
as contraditérias. Assim, como as cldusulas duais 3 e 4 sdo contraditérias, o literal ¢{34
é irrelevante e pode ser eliminado de sua cldusula de origem.

Pelo que foi demonstrado, ambos literais da cldusula [-p{12, ¢{34}] sdo irrelevantes
e podem ser eliminados, dando origem (ou inferindo) uma cldusula vazia que, sabe-
se, pode somente ser inferida de uma férmula contraditéria (que é o caso, conforme
enunciado do exemplo 26). Conforme a r.e. 6 todas as cldusulas duais estdo repre-
sentadas nas coordenadas dos literais de uma cldusula; entdo se todos literais podem
ser eliminados é porque todas as cldusulas duais da férmula sdo contraditérias, fato

que também confirma a insatisfazibilidade da férmula. Por fim, como toda coordenada

Y((~pVa)Ap) = ((-pAP)V (PAQ)=(PAQ)
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representa uma tupla da distribuicdo de W, (r.e. 2) e todos pares complementares
tem pelo menos uma coordenada comum (r.e. 9), estas coordenadas comuns ao par de
literais complementares representam tuplas contraditérias.

A simples constatacdo de todas as cldusulas duais de uma férmula serem contra-
ditérias é prova de sua insatisfazibilidade ou, é sua refutacdo. Da mesma forma o é,
a comprovacio da irrelevancia de todos os literais de uma cldusula. Esta busca pode
parecer um pouco “descabida” para o caso proposicional, mas pode auxiliar bastante

o processo de refutacdo de férmulas da légica de primeira ordem.

6.4 O caso de primeira ordem

Na secdo anterior as relagOes estruturais foram estabelecidas para férmulas cuja
forma disjuntiva é o resultado da distribuicdo da forma conjuntiva, sem considerar
nenhuma simplificagdo. Neste caso, as relacbes estruturais estabelecidas para férmulas
proposicionais mantém-se para férmulas de primeira ordem. (Lembre-se que, quando
as relacgbes estruturais foram introduzidas, afirmou-se poder tratar-se de conjuntos
quaisquer. Entdo pode ser uma férmula da légica de primeira ordem.) No exemplo 28

tem-se uma férmula de primeira ordem representada na representagio cruzada.

Exemplo 28 Uma formula de primeira ordem contraditéria:

We = ( 1 [P(z;)"?,Q(z1) 4]

[~Q(z2) "%, R(zp) 4]

[P(a){1’2’3’4}]

[~R(a)">34] )

(~P(z1)™M, =Q(22)®, P(a)®, =R(a) "))
(=P (1), R(z2), P(a)®}, ~R(a)*))
(Q(z1)™, ~Q(22)™, P(a)®}, =R(a)™)
(Q(z1)™, R(z2)®, P(a)!®, ~R(a)¥}) ]

S
Il
S T S N R R

Se as relagOes estruturais ndo sofrem alteracao alguma, este ndo é o caso com a
inferéncia baseada nas coordenadas. A diferenca basica vem do conceito de contradigio
que, na logica de primeira ordem, considera instancias da férmula. Uma férmula da
légica proposicional, quando contraditéria, o é ezplicitamente. J4 uma férmula da légica
de primeira ordem pode ser contraditdria explicitamente, analogamente as férmulas

proposicionais, ou potencialmente, quando uma de suas instincias o for.
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Exemplo 29 Considerando-se a formula do exemplo 28,

e a resolucdo das cldusulas 1 e 8 que contém o par complementar

(=P(z1), P(a)) que produz o resolvente [@Q(a)], e

e a resolugdo das cldusulas 1 e 2 que contém o par complementar
(Q(z1), ~Q(z2)) que produz o resolvente [~P(z3), R(z2)],

sdo inferéncias possiveis no método de Resolug¢do. Jd pelas coordenadas,

e a intersec¢do das coordenadas fixas conjuntivas do par complementar
(=P(z1){12 P(a)1234}). ¢ o conjunto {1,2}. Portanto estes literais ocorrem

simultaneamente nas cldusulas duais 1 e 2; e

e como a intersec¢cdo das coordenadas fixas conjuntivas do par de literais comple-
mentares (Q(z1)®%, ~Q(z2)13) € o conjunto {3}, este par de literais ocorre

simultaneamente na cldusula dual 3.

Sempre que um par de literais complementares ocorre na mesma cldusula dual D de
W, pode-se dizer que, na instancia § de W, (W,6) D é explicitamente contraditéria e
pode ser removida de W,f. Entdo, sendo W0 = W30 —{D}, tem-se que W48 < Wy e,
como Wy — Wy8, Wy — Wy6. Sendo W6 a forma conjuntiva de Wy 6, Wy < W,0.
Assim W,; — W6 e, finalmente, como W, +» W,, tem-se que W, — W 6. O conjunto
W0 pode ser visto como uma instancia, ou um conjunto de teoremas, inferido por W,
pela aplicagdo da substituigdo §. Por sua vez, o conjunto 16 = W,0—W,, pode ser visto
como um conjunto de novos teoremas inferidos. Observa-se que estas defini¢des diferem
levemente das apresentadas para a légica proposicional, na se¢io anterior. A razao para
tal é a existéncia de instancias da férmula fazendo com que algumas equivaléncias de

férmulas proposicionais tornem-se implicagoes de férmulas de primeira ordem.

Exemplo 30 O par (—P(z,){"%, P(a){(1234}), da férmula do exemplo anterior, torna-
se explicitamente contraditdrio com a aplicagdo da substituicio 6, = {z;/a}. Entdo, a

instancia 6, do conjunto de cldusulas duais:

Waby = [ 1 (=P(a)",=Q(z2)?, P(a)®, -R(a) ")
(~P(a)), R(z)1”}, P(a)®}, =R(a)*)

3 (Qa

4 (Qa

.0, P, Rl )

)
), R(2)®, P(a)®, ~R(a)) ] -
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tem suas primeira e sequnda cldusulas duais explicitamente contraditorias e podem ser

removidas produzindo o conjunto:

Wab = [ 3 (Q@),-Q(z2)®, P(a)®,~R(a))
4 (Q(a)M, R(z,)®, P(a)®, —R(a)!*})]

cuja forma conjuntiva é Wu6; = ([Q(a)], [Q(z2), R(z2)], [P(a)], [ R(a)]), e o conjunto
de novos teoremas inferidos é 10, = ([Q(a)]).

Jd o par (Q(z1) 4, =Q(z2)13) torna-se explicitamente contraditério com a apli-
cagio da substituicdo 0 = {x1/x2}. Pelas coordenadas sabe-se que a instdncia 6, do
conjunto de cldusulas duais tem a terceira cldusula dual explicitamente contraditéria.

Usando o mesmo raciocinio anterior, os seguintes conjuntos sao produzidos:

Wil = [ 1 <_‘P(932){1} ﬂ62(352){2} P(a){3} —|R(a){4})
2 (~P(@)", R(22)®, P(a)¥, -R(a) ")
3 (Qa2),~Qe2), P(a)¥, ~R(a)®)
4 (Q(z2)™, R(z2)®, P(a)®, -R(a)!") |

Wabe = [ 1 (~P(22)™,-Q(22)®, P(9)!, - R(a)!¥)
2 (~P(22)", R(@)"®, P(a)¥, -R(a) ")
4 (Qz2)M, R(z2)®, P(a)®®, ~R(a)) ]

Weby = ( [ ~P(z2), Q(2)], [-P(22), R(22));
[ —Q(z2), R(z2)), [P(a)), [-R(a)])

10

( [ ~P(z2), R(z2)] )-

- 6.4.1 Eliminacao de literais

A eliminagdo de literais em férmulas de primeira ordem deve também considerar
as instdncias que tornam os pares de literais explicitamente contraditérios. Assim,

considerando-se o que foi dito anteriormente sobre eliminagao de literais e os exemplos
28 e 30 tem-se que:

e pelas coordenadas fixas conjuntivas de (—P(z;){*?}, P(a){1234}), vé-se que em
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todas as cldusulas duais nas quais —P(z1) ocorre, P(a) também ocorre, ou seja,
que F(=P(z;)) C F(P(a)). Portanto o literal -P(z;) foi eliminado da instancia
Wc’ 01;

e o par (Q(z1)¥®4, ~Q(x,)*?}) ndo tem nenhum conjunto de coordenadas fixas
conjuntivas incluso no outro. Entao nenhuma ocorréncia de literal é completa-

mente excluida. Entdo o conjunto W0, gerado deve conter ambos literais.

Sabe-se também que a eliminacao de um literal cujas coordenadas fixas conjuntivas
nao estejam inclusas nas coordenadas fixas conjuntivas de seu literal complementar,
como é o caso de Q(z1){®%, pode dar-se pela eliminacio simultdnea de cldusulas du-
ais que contém diferentes pares complementares. Na férmula do exemplo, pelo par
(R(zy)12%, = R(a)11:234}), sabe-se que as cldusulas duais 2 e 4 sdo explicitamente con-
traditérias na instancia 635 = {z2/a}. Entdo, se na instincia 8y = {z1/z2} a cldusula
dual 3 é explicitamente contraditdria e na instancia 6; = {zs/a} as clausulas duais 2 e
4 sdo explicitamente contraditérias, entdo na instancia 8, = {z1/x2,z2/a} as clausulas
duais 2,3 e 4 sdo explicitamente contraditérias e podem ser removidas. Assim seguindo

0 mesmo raciocinio, tem-se os seguintes conjuntos para esta instincia:

(-P(a),-Q(a)®, P(a)®®}, =R(a) "))
(-P(a), R(a)®, P(a)™®, =R (a)*)
(Q(@)™,-Q(a)™, P(a)®, ~R(a) ")
(Q(@)™, R(a)?, P(a)®, -R(a)*) ]

Wy =] 1
2
3 (Q(
4 (Q(a
Waby = [ 1 (=P(a)},-Q(a)#, P(a)¥), =R(a)!*)

Weby = ([ —P(a)],[-Q(a)], [P(a)], [~R(a)])

10 = ( | —P(a)],[-Q(a)] ).

Como pode-se observar, de fato Q(z,){®* foi eliminado de W,6,. No entanto,
observa-se também que a cldusula dual 1 de Wy0, e, por conseguinte W0y, sido
também explicitamente contraditérias. Isto ocorre porque ao considerar a instancia
04 = {x1/2, x2/a} considerou-se implicitamente a instancia §; = {z,/a} que torna as

cldusulas duais 1 e 2 explicitamente contraditérias. Assim, a instincia 6, torna todas
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as clausulas duais explicitamente contraditérias e W60, poderia ser substituido por
W8y = (). Como W, — W0,, pode-se afirmar que W, é uma férmula contraditéria.

6.4.2 Os ciclos de inferéncia

Viu-se, entdo, que a nogdo de eliminacao de literais se mantém mesmo para formulas
de primeira ordem quando expressas na representacdo cruzada. Mantém-se também
a nocao de refutagdo destas férmulas com a identificacdo de uma substituicdo cuja
aplicagdo torna todas as cldusulas duais, simultaneamente, explicitamente contradité-
rias. Estas nogdes sdo (praticamente) as mesmas requeridas para a inferéncia na légica
proposicional. No entanto nesta, uma vez verificada alguma cldusula dual nao contra-
ditdria, pode-se garantir a satisfazibilidade da férmula. O mesmo somente é valido para
férmulas de primeira ordem se for verificada a existéncia de pelo menos uma cldusula
dual ndo contraditéria (e nem potencialmente contraditéria), isto é, clausulas que néo
contém nenhum par de literais complementares. Porém, considerando-se férmulas cujas
cldusulas duais potencialmente contraditorias, a inexisténcia de uma substituicdo que as
torne simultaneamente contraditérias nao indica a insatisfazibilidade da férmula. Mui-
tas vezes, para o calculo desta substitui¢ao, seria necessario ou mais de uma ocorréncia

de determinadas cldusulas da férmula ou o calculo de mais de um ciclo de inferéncia.

As duas formas sdo equivalentes e podem ser utilizadas para a refutagdo de qualquer
féormula contraditéria. A utilizacdo de mais uma instancia de determinadas clausulas
da férmula permite que sejam calculadas instancias diferentes de um mesmo literal no
mesmo ciclo de inferéncia. J4, na inferéncia em ciclos, a refutagao da-se pela sucessao de
calculo, e unido na féormula original, de varias instincias de mesmo literal, porém uma
de cada vez. Cada forma tem vantagens e desvantagens. A primeira é normalmente
adotada no Método das Conexdes e tem a vantagem de evitar a geracao explicita de
teoremas intermedidrios, preocupando-se em calcular substitui¢des. A segunda é nor-
malmente adotada no Método da Resolugao e tem a vantagem de facilmente descartar
teoremas (gerados ou oriundos da férmula) subsumidos, contendo, muitas vezes, o cres-

cimento excessivo da férmula durante o processo de refutacao.

Normalmente férmulas que exemplificam o que foi dito sdo aquelas que representam
teorias cuja defini¢do envolve recursividade. Uma férmula, muito simples, deste tipo é
apresentada a seguir:
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Exemplo 31 Uma formula contraditéria com recursividade:

We = ( [2P(m), P(f(21))]
[P(a)]
[~P(f(f(@))] )

Pelo Método das Conexbes, uma possivel refutacido desta férmula é:

e do par (P(a), P(z1,))° tem-se a substitui¢do 6; = {xy, /a},

e entdo, aplicando-se 6; em P(f(z1,)), tem-se P(f(a)),

e do par (P(f(a)), ~P(z1,)) tem-se 6, = {z1,/f(a)},

e entdo, aplicando-se 6, em P(f(z1,)), tem-se P(f(f(a)),

e ¢ finalmente, pelo par (P(f(f(a)),-P(f(f(a)))) tem-se a refutacdo da férmula.
E, pelo Método da Resolugdo, uma possivel refutacdo desta férmula é:

e da resolucdo das cldusulas que contém o par (P(a),—P(z;)) tem-se o teorema

[P(f(a))],

e o teorema gerado é adicionado & férmula, W, = W, U {[P(f(a))]}, ¢ um novo

ciclo de inferéncia com W, é iniciado,

e da resolugdo das cldusulas que contém o par (P(f(a)), ~P(z;)) tem-se o teorema

[P(f(f(a)))];

e o teorema gerado ¢ adicionado & férmula, W = Wy U{[P(f(f(a)))]}, e um novo

ciclo de inferéncia com W, é iniciado,

e da resolucdo das cldusulas que contém o par (P(f(f(a))), ~P(f(f(a)))) tem-se,
finalmente, a refutacdo da férmula.

Para proceder-se a refutacao desta férmula baseados nas coordenadas, deve-se con-

siderar a sua representacao cruzada:

SAdicionou-se um fndice indicando a insténcia do literal, e portanto da varivel, considerada.
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Exemplo 32 A formula do exemplo 31 na representacdo cruzada:

W, = ( 1 [~P(z)M, P(f(z1))®]
2 [P(a)?]
3 [~P(f(f(a)))] )
Wy = [ 1 (~P(z1)", P(a)®, ~P(f((a)))®)
2 (P(f(z1)™, P(a), ~P(f(f(a))®) ]

Nesta férmula vé-se que a primeira cldusula dual torna-se contraditéria com a subs-
tituicdo 6; = {z1/a} e a segunda por 6, = {z1/f(a)}. Como nio sdo compativeis,
01 e 0, ndo podem ser combinadas. Assim, nenhuma substituicdo torna todas as
cldusulas duais explicitamente contraditérias simultaneamente. Apesar disto pode-
se, como apresentou-se anteriormente com os demais métodos, proceder a refutacdo em

ciclos. Uma possivel refutacdo baseada nas coordenadas para esta formula é a seguinte:

e pelo par (P(a){t%, =P (z,))1, vé-se que o literal ~P(z;){* pode-ser eliminado
com #; = {z;/a}, o que d4 origem ao teorema [P(f(a))],

e 0 teorema gerado é adicionado & W, e a representagao da férmula W, resultante

é calculada

Wo = (1 [-P(z))M, P(f(z1))®]
2 [P(a)t]
3 [-P(f(f(a)))*]
4 [P(f(a))] )
We = [ 1 (=P(z))!, P(a)®,-P(f(f(a)))™, P(f(a))™)
2 (P(f(z1)™, P(a)®, ~P(f(f(a)))®}, P(f(a))") ]

e um novo ciclo de inferéncia com W, é iniciado,

e pelo par (P(f(a)¥?, ~P(z1)){}, vé-se que o literal ~P(z;)1} pode-ser eliminado
com 0 = {z1/f(a)}, e
e pelo par (P(f(z1))®, ~P(f(f(a)))?), vé-se que o literal P(f(z;)){* também

pode ser eliminado com 6s,

e entdo, com a mesma substituicdo, todos os literais da primeira cldusula podem

ser eliminados e todas as cldusulas duais tornam-se explicitamente contraditérias,
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caracterizando a refutagao da férmula.

6.5 Eliminando caminhos

Pode-se agora resumir o que foi apresentado no conceito de eliminag¢do de caminhos
da forma conjuntiva de uma férmula. Para tal pode-se considerar apenas a forma
conjuntiva de uma férmula na representacdo cruzada. Por exemplo, considerando-se a

férmula proposicional satisfazivel e seus caminhos mostrada na figura 6.2, tem-se:

{1,2} {3,4} } {34}
] el
{1,3} {2,4} {3} {4}
2z / 2 g / / ]
{1/2 3,4} {34}
3[p ] 3[p ]
Figura 6.2: Uma férmula satisfazivel e Figura 6.3: Eliminacdo dos caminhos
seus caminhos. contraditérios 1 e 2.

e os caminhos 1 e 2 s@o contraditérios porque contém o par (—p,p), o caminho 3

porque contém o par (—gq,q) e o caminho 4 nio é contraditério;

e como um caminho ndo é contraditério e a férmula é proposicional, a férmula é
satisfazivel e a conjuncgao de literais do caminho, no caso ¢ A r A p é um modelo

da férmula;

e a retirada de uma cldusula dual coincide com a retirada de uma coordenada,
ou de um caminho da representacao. Por exemplo, na figura 6.3 é mostrada a
retirada dos caminhos contraditérios 1 e 2. Assim, diz-se que um caminho em

uma férmula proposicional € eliminado se ele for contraditério;

e como a eliminacdo de caminhos coincide com a retirada de cldusulas duais, a
eliminacao de um literal coincide com a eliminagdo, de todos os caminhos que
passam por este literal, pois se todos os caminhos dos quais um literal faz parte
sdo contraditdrios, este literal é irrelevante & prova (se a férmula for satisfazivel,
nao é por causa deste literal). Por exemplo, com a retirada dos caminhos 1 e 2,

como mostrado na figura 6.3, nenhum caminho passa pelo literal —p da primeira
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cldusula, habilitando sua retirada da cldusula. Com sua retirada, pela r.e. 11,

tem-se a inferéncia do teorema [g};

e com a eliminacdo de todos os caminhos contraditérios, os literais néo elimina-
dos fazem parte de um modelo da férmula. Na férmula da figura 6.3, com a
eliminac¢do do caminho 3, o literal ~¢ da segunda cldusula é também eliminado,
restando apenas os literais que contém a coordenada 4 em suas coordenadas fixas

conjuntivas, gerando os teoremas [g], [r] e [p] (ou ¢ AT A p).

{}
1=[ﬁP(m1){/1},P(f(w Y 1 -2 wﬁ”]

{12} {2}
2:[ P(a) \] 2:[ P(a) \1
\{ 1,2} {2}
3 =P(f(f(a))) ] 3:[ =P(f(f(a))) ]
Figura 6.4: Uma férmula de primeira Figura 6.5: Eliminacao do caminho 1
ordem contraditéria e seus caminhos. contraditério na instancia z; = a.

Pode-se, da mesma forma, estender o conceito de eliminagdo de caminhos para
formulas de primeira ordem. Considerando-se a férmula de primeira ordem contra-
ditéria e seus caminhos, mostrada na figura 6.4 tem-se:

2:[ P( a)

l[ﬁle)//f(xl),)/
\\

1 -'P(f(a)/ POXE (@) 3] f(a)W“

2 Pla) ”\] DN
{1} {12}
3:[~P(f(f(a))) ] 5:[ ~P(f(a)) ]
Figura 6.6: Eliminacdo do caminho 2 Figura 6.7: Férmula original e teore-

contraditério na instancia z; = f(a). mas gerados.
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e 0 caminho 1 é contraditério com a substitui¢do 6; = {z1/a} e o caminho 2
é contraditério com a substituigdo 2 = {z1/f(a)}. Diz-se que um caminho em
uma, férmula de primeira ordem € eliminado na instancia € se ele for contraditoério

nesta instancia;

e como as substitui¢des nao sao compativeis, os caminhos ndo podem ser eliminados
simultaneamente, isto é, nao se pode considerar uma instancia da férmula na qual
ambos caminhos sdo contraditérios. Pode-se, porém, considerar, paralelamente,

as instancias na qual cada caminho é contraditério;

e na instincia onde z = a, conforme mostrado na figura 6.5, o caminho 1 é elimi-
nado, eliminando o literal =P (z;) (que nesta instincia é ~P(a)) e dando origem,
pela r.e. 11, ao teorema [P(f(a))] (isto é, P(f(z,)) nesta instancia);

e ja na instancia onde z = f(a), conforme mostrado na figura 6.6, o caminho 2 é eli-
minado, eliminando o literal P(f(x;)) (que nesta instancia é P(f(f(a)))) e dando

origem, pela r.e. 11, ao teorema [—P(f(a))] (isto é, ~P(z;) nesta instancia);

e 3 inclusao dos teoremas gerados na férmula original dé origem a novo ciclo de
inferéncia. Esta nova férmula e seus caminhos sdo mostrados na figura 6.7.

Considerando-se esta nova férmula tem-se:

— os caminhos 1 e 2 ainda sdo eliminados nas mesmas instincias 6; e 0y,
respectivamente, e também o sdo na instancia 03 = {} (que é a instancia da
férmula mostrada na figura 6.7), proveniente do par (P(f(a)), 2P (f(a)));

— como ambos caminhos sao contraditérios na mesma instancia ambos po-
dem ser eliminados e, como estes sao os tnicos caminhos, esta eliminagao é

condicao suficiente para a refutagao da férmula.

6.6 Conclusao

Resumindo, considerando a forma conjuntiva de uma férmula proposicional ou de
primeira ordem na representagao cruzada, um caminho é contraditdrio se contém pelo
menos um par de literais complementares. Um caminho contraditério é dito eliminado
na instancia da férmula na qual é contraditério. A eliminagdo de um caminho dé-se
pela retirada, da coordenada que o representa, das coordenadas fixas conjuntivas de

todos os literais da forma conjuntiva da instancia férmula. Um caminho passa por um
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literal quando a coordenada que o representa faz parte das coordenadas fixas conjun-
tivas deste literal. Um literal é dito eliminado em uma instancia da férmula quando,
nesta instdncia, nenhum caminho passa por ele. A cldusula resultante da remocao de
literais eliminados em determinada instancia € teorema da férmula considerada. A eli-
minacao de todos os literais de uma cldusula em uma determinada insténcia da férmula
considerada é condigao suficiente para sua refutacao.

A eliminac¢do de caminhos pode ser vista como uma regra de inferéncia baseada na
transformacao dual e pode dar origem a diferentes estratégias para métodos de prova
baseados nesta transformacao. Um exemplo de estratégia baseada em eliminacio de

caminhos é visto no préximo capitulo.
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Acelerando o passo

desenvolvimento de uma estratégia baseada em caminhos para férmulas pro-
posicionais ndo faz muito sentido pois, com a forma disjuntiva calculada,
basta uma “varredura” em todas as cldusulas duais e, se (i) todas as cldusulas
duais forem contraditérias, a férmula é contraditéria, sendo (ii) cada cldusula dual ndo
contraditéria é um modelo para a férmula. Pode-se dizer, entao, que, no caso proposici-
onal, a estratégia € o proprio algoritmo de transformacdo dual. Portanto, nosso escopo
para falar de estratégias baseadas em eliminacao de caminhos é a légica de primeira

ordem.

7.1 Estratégias baseadas em caminhos

Considerando-se os caminhos, refutar uma férmula é demonstrar que existe uma
instancia desta férmula na qual todos os caminhos sdo contraditérios. Desenvolver
estratégias consiste em tentar encontrar esta instancia de uma maneira eficiente. Por
eficiente entende-se minimizando tanto o nimero de teoremas intermediarios gerados
como o numero de ciclos necessarios. Este conceito de eficiéncia é geral a todas es-
tratégias para métodos de prova e sua realizagdo nao € trivial, uma vez que menos
teoremas gerados em cada ciclo pode levar ao aumento do nimero de ciclos necessérios
a prova. Por outro lado, o excesso de teoremas gerados em cada ciclo pode impossibi-
litar, na pratica, a obtencao da prova devido ao crescimento exponencial do espago de
busca. \

Uma estratégia eficiente deve, entdo, preocupar-se em gerar a cada ciclo os “bons”
teoremas, ou seja, aqueles que sao necessarios & prova. Porém, nao se pode garantir
a eficiéncia de uma estratégia. Normalmente tem-se estratégias eficientes para de-

terminadas classes de problemas. Mesmo esta eficiéncia é normalmente comprovada
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empiricamente.
De uma forma geral, uma estratégia baseada em caminhos deve levar em conta os

seguintes fatos:

e em uma mesma, instancia mais de um caminho pode ser contraditério, isto é, mais
de um caminho de uma férmula pode ser contraditério mediante a aplicacido da

mesma substituicao, e

e mesmo que um mesmo caminho possa ser contraditério em mais de uma insténcia,
para a refutagao da férmula é necessario encontrar-se apenas uma de suas ins-

tancias na qual todos os caminhos sejam simultaneamente contraditérios,
0s quais justificam estratégias nas quais:

e em cada instancia calculada sejam eliminados, simultaneamente, todos os cami-

nhos contraditérios nesta instancia; e

e uma vez eliminado em uma instancia, um caminho nao seja mais considerado na

busca pela refutagdo nesta instancia.

Para exemplificar estes fatos considere a férmulal:
Exemplo 33 Uma formula contraditiria:

We = ( 1 [~P(z)), P(f(z1))®%]
2 [=P(f(z2) "%, Q(z2) 24
3 [P(f(a))t¥34)]

4 [-Q(a)H**4 )

Os caminhos desta formula e as instincias nas quais estes caminhos sao contra-
ditérios sao mostrados na tabela 7.1. Nesta vé-se, por exemplo, que o caminho 3, por
conter mais de um par complementar, é eliminado nas instancias 6, e ;. Neste caso,
apesar de serem compativeis, estas instancias ndo precisam ser consideradas simulta-
neamente na busca da refutagdo. Vé-se também que na instancia 6y, os caminhos 1 e
3 sdo eliminados, portanto, ao considerar esta instancia pode-se desconsiderar outras

instancias nas quais estes caminhos sdo eliminados. Além disto, vé-se que as instancias

! Adotou-se, neste capitulo, apresentar apenas a forma conjuntiva das férmulas. Considera-se,
porém, que as mesmas encontram-se expressas na representacio cruzada (isto é, as coordenadas dos
literais da forma conjuntiva referem-se as clausulas duais da forma disjuntiva.)
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par complementar caminho instancia
(P(f(a))1234}, P (z,)12}) 1,2 01 = {z1/f(a)}
(P(f(a))234, —P(f(z,))*H) | 1,3 02 = {z2/a}
(P(f(z0)) 34, 2P (f(2,))11%) 3 05 = {z1/72}
(Q(z2)*Y, -Q(a)11234) 2,4 0s = {z2/a}

Tabela 7.1: Pares complementares, caminhos eliminados e instdncia desta eliminagao
associados a férmula do exemplo 33.

6, e 0, sdo a mesma instincia {z/a}, portanto nesta instancia sdo eliminados os ca-
minhos 1, 3, 2 e 4. Por fim, como nesta instancia todos os caminhos sao eliminados, a

férmula esta refutada, conforme mostra a figura 7.1.

L[ ~P(e2) 04, P(f(0)) @4

2[~P(f(a))"%, Q@) ]

{z2/a}, eliminando 1,3

3[ P(f(a))254 ]

{z2/a}, eliminando 2,4

4(~Q@)(234 )

Figura 7.1: A refutacdo da férmula do exemplo 33 na instancia z, = a.

As diferentes formas de busca pelas instancias nas quais os caminhos s&o eliminados

definem estratégias baseadas em caminhos.

7.2 A estratégia Goal

Esta estratégia é inspirada tanto na reducdo por objetivo (“goal reduction” [49]),
uma técnica bastante utilizada pra solucdo de problemas em diversas areas da Inte-
ligéncia Artificial, como na estratégia conjunto de suporte (“set of support” [11]) uma
das estratégias mais eficientes para métodos baseados na resolugdo. A idéia central da
reducdo por objetivo é a solugdo de um problema (objetivo) através da solugdo dos

subproblemas que o compoem.



110 | Acelerando o passo

O conjunto de suporte, por sua vez, considera que, em prova por refutacdo nor-
malmente tem-se uma féormula sabidamente satisfazivel e a negacdo de um teorema a
ser refutada. Como a férmula sem a negacao do teorema é satisfazivel, é esta negacéo
que a torna contraditéria e portanto, toda a resolucao efetuada utiliza a negagédo do
teorema ou um de seus resolventes. Com isto, tem-se sempre a geracao de resolventes
de instancias compativeis com a negacao do teorema. A idéia central é: como acredita-
se que o teorema é uma conseqtiéncia légica da férmula dada e que a férmula dada é
satisfazivel, acredita-se ser possivel inferi-lo da mesma. Portanto, existe uma instincia
da férmula na qual o teorema é inferido e a negacdao do teorema é “explicitamente
contraditéria” (isto é, complementar ao teorema inferido com substitui¢ao vazia). E
esta instancia é, certamente, uma instancia onde os literais complementares a negagio

do teorema unificam com esta com substituicio vazia.

7.2.1 A idéia

Considerando-se a eliminacgéo de literais, sabe-se que a eliminagao de todos os lite-
rais de uma cldusula de uma férmula constitui sua refutacao. Unindo-se estes enfoques,
pode-se considerar como “objetivo” a eliminacdo dos literais da negagdo do teorema

considerando apenas as instancias nas quais estes literais sdo explicitamente contra-

ditérios. Para tal considere a seguinte férmula:
Exemplo 34 Uma féormula contraditéria:

W, = ( 1 [-Equal(z,,z3)"%%, Equal(zs, z,)*5%]
2 [~Equal(zs, z4)"*", ~Equal(zs, 75)**, Equal(zs, z5) 3]
3 [Equal(f(ze), f(f(zg))) 123458
4 [~Bqual(f(f(f(a))), f(a)) 345 )

na qual o teorema negado é a cldusula de nimero 4 e o restante da férmula (cldusulas
1 a 3) é satisfazivel. Para a refutagdo do teorema, quer-se encontrar uma instancia da
férmula onde a negagdo do teorema seja explicitamente contraditéria. Esta instancia,
tem de ser uma instancia onde Equal(z,, 1) ou Equal(zs,zs) sdo (pelos valores das
varidveis) Equal(f(f(f(a))), f(a)), uma vez que estes sdo os unicos literais comple-
mentares a nega¢do do teorema.

Considerando-se a primeira possibilidade tem-se que z2 = f(f(f(a))) e 1 = f(a).
Entao nesta instancia, ~Equal(z1, z2) é ~Equal(f(a), f(f(f(a)))) e, sendo a férmula

contraditoria, também existe nesta instancia um literal explicitamente complementar
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par complementar - ainhos
Equal(z2, 1) %59, ~Equal(zs, z) 0 1
Equal(z, ©1)1*5%, -Equal(zy, x5) %% )
Equal(zs, 1) 4% ~Equal(f(f(f(a))), F(@) 23455 [ 4,56
Equal(zs, z5) %, —~Equal(zy, 15) 123} 3
Equal(zs, 75) 35, = Equal(f (f(f(a))), f(a)){123456} | 3.6
Bqual(J (z5), 77 @) 025455, ~ Bqual(zy, 2) 2| 1,23
Equal (f(z), 1 (/(26))) 2, ~Bqual(zs, 2) 9| 14
Equal(f (zs), (f (25))) P35, ~Equal(zs, z5) > [2,5

Tabela 7.2: Pares complementares e caminhos contraditérios associados & férmula do
exemplo 34.

a —Fqual(f(a), f(f(f(a)))). Deve-se agora procurar qual pode ser este literal. Esta
busca continua até que a refutacdo seja encontrada (até que todos os caminhos tenham
sido eliminados) ou até que ndo haja mais nenhuma possibilidade a ser considerada
neste ciclo e deve-se reiniciar a busca em ciclos subseqiientes.

Dada a idéia geral, pode-se explicar a estratégia “mais tecnicamente”. Nesta es-
tratégia o objetivo inicial é tentar eliminar os literais da negacgao do teorema, eliminando
os caminhos que por eles passam. No exemplo, o objetivo inicial é eliminar o literal
~Equal(f(f(f(a))), f(a)) eliminando os caminhos 1, 2, 3, 4, 5 e 6.

Na tabela 7.2 estao representados todos os caminhos potencialmente contraditérios
da férmula deste exemplo. Nela vé-se que muitos sdo os caminhos contraditdrios e
muitas instancias podem ser calculadas (e, por conseguinte, muitos sdo os teoremas
que podem ser gerados). Quer-se, porém, encontrar pelo menos uma das instincias nas
quais a negagdo do teorema é explicitamente contraditéria.

Pelos literais complementares ao teorema, mostrados na tabela, vé-se que o literal da
negacao do teorema é explicitamente complementar ao literal Equal(zs, z1) da cldusula
1 nas instancias onde x5 = f(f(f(a))) e z1 = f(a). Nestas instancias, entdo, a negacdo
do teorema é contraditoria. No entanto, como nestas instancias apenas alguns caminhos
(4, 5 e 6) sdo contraditdrios, este par complementar ndo é suficiente a refutacdo. Deve-se
entdo procurar eliminar os demais caminhos com instancias compativeis a estas.

Como os demais caminhos nao eliminados sdo os caminhos que passam pelos demais
literais da cldusula 1, o objetivo passa a ser eliminar estes literais com instancias com-
pativeis. No caso, o objetivo passa a ser eliminar o literal “Equal(z;,z2). Procede-se
para este objetivo da mesmo forma que para o objetivo inicial criando novos objetivos

se necessario. Toma-se, no entanto, o cuidado de respeitar as restricoes impostas pelo
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—Equal(f(f(f(a))), f(a)){123:456} gap: 1,2,3 45,6
elimina 4,5,6

Equal(za, z,){456}

—-Equal(z;, z2){123} gap: 1,2,3
elimina 3
Equal(zs, z5)13:6}

/O\

~Equal(zs, z4)14} gap: 1 —~Equal(z4, z5){>% gap: 2
| elimina 1,4 | elimina 2,5
Equal(f(ze), f(f(xs))) {12456} Equal(f(z6), f(f(z6))) 123456}

Figura 7.2: Arvore parcial de objetivos para a férmula do exemplo 34 sem a aplicagao
das substituicoes envolvidas.

objetivo superior: (i) a substituicdo ja considerada (no caso {z2/f(f(f(a)),z1/f(a)})
e (ii) os caminhos j4 eliminados (no caso 4, 5 e 6). Isto feito obtém-se uma drvore de

objetivos, conforme mostrado na figura 7.2.

A representacdo de objetivos e subobjetivos em arvore é comum na técnica de
reducdo de objetivos. Esta arvore é chamada de drvore e/ou (“and/or trees”) pois
através dela representa-se objetivos que devem ser resolvidos simultaneamente — ramos

[P

e”, ou independentemente, isto é, op¢oes de solugao para um mesmo objetivo — ramos
“ou”. Nossa representacdo ¢ uma adaptagdo desta drvore. Os caminhos indicados por
gap indicam os caminhos ainda nao eliminados em ramos superiores. Ramos duplos
indicam solugdes (literais complementares) consideradas e, se mais de uma ocorrer para
um mesmo objetivo, estas sao independentes (isto é sdo ramos “ou”). Ramos simples
indicam subobjetivos necessarios a realizagdo do objetivo. Se mais de um ocorrer para
uma mesma solucao, estes sao ramos “e” e aparecem unidos por um arco. Neste caso
0s objetivos destes ramos sdo dependentes e devem ser solucionados simultaneamente

para o objetivo superior ser considerado resolvido.

Na figura 7.3 tem-se a mesma arvore de objetivos da figura 7.2 porém com as subs-
titui¢des aplicadas (como de fato deve ocorrer). E interessante observar nesta figura,
que os objetivos dependentes podem ser resolvidos simultaneamente. Nestes, as substi-
tuigbes envolvidas sdo {zs/a, x4/ f(f(a))} e {zs/f(a), z4/f(f(a))} que sdo, & principio
incompativeis. Porém, se observarmos as varidveis dos objetivos, vemos que apenas

x4 faz parte do mesmo e o valor atribuido a esta varidvel, em ambas substituicoes é o -
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-Equal(f(f(f(a))), f(a)){1:2345.6}
| {22/ F(f(f(@)), 21/ f(a)}
Equal(f(f(f(a))), f(a))1+55}

~Equal(f(a), f(f(f(a)))){1>3}
| {zs/f(a),zs/f(F(f(a))}
Equal(f(a), f(f(f(a)))){®S}

~Equal(f (a), z4) (4} ~Equal(z1, £(f(f(a)))) (%}
| {ze/a, 4/ £(£(a))} | {zs/(a), s/ £(£(a))}
Equal(f(a), f(f(a))) {(12:3:4:56} Equal(£(£(a)), (£(f(a)))){:23:45:}

Figura 7.3: Arvore parcial de objetivos para a férmula do exemplo 34 com a aplicagao
das substituicdes envolvidas.

mesmo. Portanto as substitui¢des envolvidas nas solugdes, relativas ds (ou projetadas
nas) varidveis dos objetivos s@o compativeis e podem ser aplicadas simultaneamente.
Assim, como todos os caminhos podem ser eliminados simultaneamente a férmula est3
refutada.

Apesar de ja termos apresentado a refutacdo da férmula, na tabela 7.2 vé-se que
o literal da nega¢do do teorema é também complementar ao literal Equal(zs,z5) da
cldusula 2. Esta é uma outra possibilidade de cumprir o objetivo inicial e, a principio,
seria também considerada pela estratégia. Seguindo o mesmo raciocinio tem-se a arvore
de objetivos mostrada nas figuras 7.4 e 7.5. E interessante observar que nesta arvore
existe a solugdo {z4/f(f(f(f(a))))} para o literal ~Equal(Xs, z4) (sublinhada na figura
7.5) que nio pode ser considerada por ser incompativel com a solugdo {z4/f(f(a))} do
literal ~Equal(z4, T5).

Existem também férmulas para as quais a refutacao nao ocorre em um inico ciclo.

Para exemplificar, considere a seguinte férmula apresentada no capitulo anterior:

Exemplo 35 A férmula do exemplo 31:
Wc = < 1 [_‘P(ml){l}ap(f(xl)){Z}]
2 [P
3 [FP(f(f(@) ™)
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—~Equal(f(f(f(a))), f(a))1:2:3:456} gap: 12,3456
elimina 3,6

Equal(z3, z5) 136}

/O\

—Equal(zs, z4)1*} gap: 1,4 -~Equal(z4, z5){?%} gap: 2,5

S elimina 1,4 | elimina 5
Equal(f(zs), f (£ (z6))) (123456} Equal(zs, z,) {456}
elimina 4 ’

Equal(z, z,)456} -Equal(z;, z2){23} gap: 2
elimina 1,2,3
~EBqual(zy, 22)1*% gap: 1 Equal(f(zs), f(f (z5))) {13456}
| elimina 1,2,3
Equal(f(ze), f(f(ze))) 123456}

Figura 7.4: Arvore parcial de objetivos para a férmula do exemplo 34 sem a aplicacao
das substitui¢oes envolvidas.

~Equal(f(f(f(a))), f(a)) 1123455}
| {os/FUF (@), 25/ £ (@)}
Equal(f(f(/(@)), f (@))%

~Equal(f(f(f(a))), z4)114 —-Equal(z4, f(a))?5}
Y {we/f(f a) x4/ F(F(f(f(@)))} | {z2/24,21/f(a)}
Equal(£(f(£(a))), F(F(f(f(a))))) 123455} Equal(zs, f(a)){45}
{xz/f(f f(a) )zl/m}

Equal(f(f(£(a))), z4)*>0} ~Equal(f(a), 2) 223
| {ze/a,za/f(f(a))}
~Equal(zs, f (f(f( )))){1:2:3} Equal(f(a), f(f(a))) {28456}

| {ze/ (@), 30/ F(F(a)))
Equal(£(£()), f((f(@)))){1254:50)

Figura 7.5: Arvore parcial de objetivos para a férmula do exemplo 34 com a aplicacio
das substituicoes envolvidas.
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~P(f(f(a)"? gap: 1,2 ~P(f(f(a)))"?}
” elimina 2 “ {z1/f(a)}
P(f (z1))1 P(f(f(a))®}

|
~P(z1)11} gap: 1 w
|

X | X

Figura 7.6: Arvore de objetivos do primeiro ciclo para a férmula do exemplo 35.

A 4rvore de objetivos para esta férmula é mostrada na figura 7.6. Nela vé-se que o
objetivo —=P(f(a)) ndo pode ser satisfeito pois nenhum literal complementar da férmula
contribui para a eliminagdo do gap. Neste caso, este literal é teorema gerado e pode ser
adicionado a férmula. Sabe-se que este literal é teorema porque nos ramos superiores
da 4rvore todos os caminhos dos demais literais de mesma cldusula (isto ¢, o caminho
2) foram eliminados e, portanto, na insténcia onde z; = f(a) o literal ~P(x;) é o tinico

literal ndo eliminado.

Os teoremas gerados representam objetivos ndo solucionados. Sao também teoremas
inferidos da negagdo do teorema, isto é, ndo sdo teoremas da férmula sem a negagao
do teorema. Ento, estes teoremas gerados sdo potencialmente® a negagao de teoremas
da parte satisfazivel da férmula, pois considerando-se que a férmula estaria refutada
se estes literais pudessem ter sido eliminados. Assim, pode-se usa-los como objetivos
iniciais do préximo ciclo de inferéncia. Isto feito, inicia-se outro ciclo de inferéncia com

a férmula:

2Depende da prova de (W, — T — -6}, isto é, que a negagio do teorema gerado & € conseqiiéncia
l6gica da parte satisfazivel da férmula W,—T, pois se isto for verdade, entdo, W,—TU{d} é insatisfazivel
e os teoremas negados contidos em T considerados em um ciclo, poderiam ser desconsiderados em ciclos
subseqiientes, o que acarretaria uma redugio do espago de busca considerdvel no decorrer dos ciclos de
inferéncia. Além disto, se cada teorema gerado €, por si, a negagdo de teoremas da parte satisfazivel
da férmula, entdo apenas um destes teoremas é necessario a refutagdo ou, pelo menos, poder-se-ia
considerar apenas destes como objetivo inicial. Mas, como ndo se tem esta prova até o momento, para
garantir completude esta estratégia mantém T' em ciclos subseqiientes.
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ap: 1,2 ~P(f(a))?
€limina 2 H {z1/a}

P(f(z1))? P(f(a))t
| |
-P(z1)11} gap: 1 -P(a){t}
|| elimina 1 (s}
P(a){lﬂ} P(a){l,z}

Figura 7.7: Arvore de objetivos do segundo ciclo para a férmula do exemplo 35.

W = ( 1 [P(z:)™, P(f(22))®]
2 [P(a)®]
3 [~P(f(f(a)))?]
4 [~P(f(a))3] )

no qual a refutacdo é alcangada conforme mostrado na figura 7.7.
Por fim, como alguns importantes aspectos ndo foram salientados nos exemplos,

acrescenta-se que:

e a disjuncao de objetivos dependentes nao solucionados é teorema da férmula uma
vez que eles sdo obtidos da nao eliminagédo de literais de mesma cldusula (isto é,

literais disjuntos);
e cliusulas ja usadas por ramos superiores nao sao reutilizadas; e

e uma cldusula pode ser reutilizada em ramos paralelos (ramos com diferentes ra-
mos superiores). Neste caso, quando utilizadas para resolver objetivos depen-
dentes, suas varidveis devem ser renomeadas para evitar incompatibilidades de
substituicoes. Na realidade, cada ocorréncia de uma mesma cldusula é indepen-
dente, nado é a mesma cldusula. E como se a cldusula ocorresse varias vezes na

férmula.

7.2.2 O algoritmo

A estratégia apresentada pode ser resumida na rotina Goal: - -
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Goal(W,, Goals)

1. Change variable names

2. new + 0
3. for all C € Goals do
A+ W,.—{C}

(solutions, theorems) < >, Solutions(l, F¢(l), A, {})
(solutions, theorems) + @ (solutions, theorems, C)
if solutions # 0
then Return (W, is contradictory)
else new < new U theorems
4. NewW,  |||W. U new|||
5. if NewW, =W,
then Return (W, is closed)
else Goal(NewW,, new N NewW,)

a qual recebe, como pardmetros de entrada, uma férmula (W,) na representagio cruzada
e um subconjunto desta férmula (Goal C W,) com as cldusulas que formam a negagéo
do teorema a ser provado. Caso a férmula seja contraditdria, em algum ciclo a rotina

encontra a refutacio e encerra. Os passos desta rotina podem ser assim explicados:

1. troca do nome das varidveis da féormula para garantir que varidveis diferentes

tenham nomes diferentes;
2. inicializacdo da varidvel que acumula cldusulas inferidas no ciclo em processo;
3. para cada clausula C € Goals:

e coloca em A o espago de busca da solugdo (W, — {C});

e para cada l € C: a eliminagao de [ é buscada através da rotina Solutions,
considerando os caminhos a serem eliminados (F¢(l)) e o espago de busca.
Sao retornados dois conjuntos: as solugdes encontradas (substituicbes) e os
teoremas gerados (lista de literais ndo eliminados na busca). Estes con-
juntos retornados sdo colecionados (> ) nas variaveis solutions e theorems

respectivamente.

e as solugoes e teoremas de cada literal da cldusula C sdo combinadas através
da operagdo (). Se existe uma solugdo retornada por esta operagdo a
formula estd refutada, caso contrario os teoremas retornados sio acumu-
lados na varidvel new (varidvel que acumula os teoremas gerados no ciclo de

inferéncia);
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4. o conjunto de novos teoremas é adicionado & férmula original e a nova férmula,

NewW, é condensada (|...]) e a representagdo cruzada recalculada (]| ...||);

5. se nenhum novo teorema foi gerado no ciclo (NewW, = W,) entdo a férmula
é dita fechada e a busca é encerrada. Caso contrario, a rotina Goal é chamada
recursivamente com a nova férmula NewW, e as clausulas desta formula advindas

dos novos teoremas, dando origem a um novo ciclo de inferéncias.

Durante a execucao da rotina Goal, no passo 3, para cada literal de uma clausula do
teorema a ser provado é executada a rotina Solutions. Esta rotina é responsavel pelo
calculo das solucbes possiveis para a eliminagao de um literal dado, e pode representada

como segue:

Solutions(Lit, Gap, W,, Prev)
1. solutions < Previous(Lit, Gap, Prev)
2. Q + Complementaries(Lit, W,, Gap)
3.ifQ =10
then theorems + {({Lit},{})}
else (solutions, theorems) U(neg,e)en Subgoals(Lit, Gap, neg,0, W,
Prev)
4. if solutions # 0
then solutions < Proj(solutions, Lit U Prev)

5. Return (solutions, theorems)

a qual recebe como parametros de entrada o literal propriamente dito, os caminhos deste
literal ainda nao eliminados por ramos superiores da arvore de objetivos, o subconjunto
de W, na qual a solugdo deve ser buscada e a lista de objetivos prévios (ancestrais). A
rotina calcula as solugoes possiveis (substitui¢des) para eliminar o literal e retorna estas
solugoes e, como teoremas, os literais ndo eliminados durante a busca das solugdes. Os

passos desta rotina podem ser assim explicados:

1. primeiramente é verificado, através da rotina Previous, se o literal do obje-
tivo atual Lit contradiz algum dos literais dos objetivos prévios (contidos no
pardmetro de entrada Prev) com substitui¢ido 6. Neste caso, na instancia 8, os
caminhos da interseccdo destes dois literais sdo caminhos contraditérios. Como
Gap vém da interseccdo dos caminhos de objetivos prévios com os caminhos do
objetivo atual, considerando-se a instancia § tem-se Gap = (). Assim, esta con-

tradicao é uma solugao para Lit e é armazenada na variavel solutions;
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2. considerando-se os parametros de entrada, é calculado 2, o conjunto de todos os
pares (neg, 0) tal que: neg é um literal de W, é complementar ao literal Lit com
substituicdo 8 e os caminhos eliminados por este par complementar de literais

estd em Gap;

3. se Q é vazio, o literal Lit ndo possui nenhuma nova solugao e é, portanto, um
teorema a ser retornado (associado a substitui¢do vazia, detalhe importante para
a operagao ). Sendo, para cada par de 2 a solucdo é calculada através da rotina
Subgoals que também retorna, por sua vez, solucoes e teoremas gerados durante
a busca. Estes resultados sdo acumulados (unidos) nas varidveis solutions e

theorems respectivamente;

4. ap6s considerar todos os pares de §2 para a eliminagdo de Lit, as substituigoes
contidas em cada solugdo sdo projetadas nas varidveis de Lit e de Prev (pois sdo

as varidveis conhecidas neste ramo da arvore de objetivos);

5. a rotina retorna as solugGes e os teoremas armazenados nas varidveis solutions e

theorems respectivamente.

Por sua vez, durante a execugdo da rotina Solutions, no passo 2, é executada a
rotina Subgoals. Esta rotina € responsavel pelo cdlculo das solugdes para a eliminacao
de um literal dado um literal complementar. Para tal subobjetivos sdo solucionados se

necessario. Esta rotina pode ser representada como segue:

Subgoals(Lit, Gap, neg, 0, W, Prev)
1. Gap + Gap — (F (Lit) N F (neg))
2. if Gap =10
then solutions — {6}
else L + C(neg) — {neg}, A < [W,— {C}], P + Prev U {Lit}
(solutions,theorems) <— Y., Solutions(18, Gap N F(l), A, P)
(solutions, theorems) < Q) (solutions, theorems, L)
if solutions # 0
then solutions < Proj(Compatible(solutions, ), Lit U Prev)
else theorems < Compatible(theorems, 0)

3. Return (solutions, theorems)

a qual recebe como parametros de entrada o literal a ser eliminado, os caminhos (deste
literal) ainda néo eliminados, um literal complementar, uma substituigéo tal que Litf =

-negf, o espago de busca (no caso de ser necessiria a solugdo de subobjetivos) e
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a lista de objetivos prévios. A rotina verifica, primeiramente, se o par de literais
complementares com a substituicdo 8 elimina todos os caminhos a serem eliminados. Se
for o caso, a substituicao 6 é a solugao. Caso contrario, é buscada a eliminacio de cada
literal da clausula do literal complementar através da rotina Solutions. Como estes sao
objetivos dependentes, as solugdes e teoremas encontrados devem ser combinados para

compor a solugdo do objetivo Lit. Os passos desta rotina podem ser assim explicados:

1. os caminhos eliminados pelo par complementar (Lit, neg) sao retirados da lista

de caminhos a serem eliminados (Gap);

2. se todos os caminhos foram eliminados, entdo a substituicdo 6 é, por si, uma
solucdo para a eliminacao de Lit. Sendo, a eliminagdo de Lit depende da eli-
minacdo dos caminhos que ainda restam ser eliminados, contidos nos demais

literais da cldusula do literal complementar neg. Para tal:

e as variaveis L,A e P recebem a lista dos literais da cldusula do literal neg
exceto neg, o espago de busca para os subobjetivos dependentes, com as
varidveis renomeadas ([...]) e a lista de objetivos prévios acrescida de Lit;

e para cada literal I de L sao calculadas as solugoes para a instancia 6 de [, que
eliminem os caminhos de Gap contidos em [, no espago de busca indicado
em A. As solugbes e teoremas retornadas sdo acumulados nas varidveis

solutions e theorems, respectivamente;

e como as solucgbes retornadas advém de objetivos dependentes, elas devem

ser combinadas entre si através da operagio (X);

e se existem solucdes para todos os literais de L e compativeis com a substi-
tui¢do da contradi¢do 6, a projecao da combinagio de # com cada uma destas
solucbes, nas varidveis de Lit e Prev, é acumulada na varidvel solutions. Se
existem teoremas retornados na varidvel theorems, aqueles cuja substituicao
associada é compativel com a substitui¢gao da contradi¢do 6, sdo mantidos
com a substituicdo § combinada como nova substituicido associada. Os de-

mais sao teoremas descartados.

3. a rotina retorna as solucgbes e os teoremas armazenados nas varidveis solutions e

theorems respectivamente.

Nas rotinas apresentadas foi utilizada uma importante operagio — ) — responssvel
pela combinacao de teoremas e solugdes oriundos de objetivos dependentes. Ela pode

ser assim explicada:
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e 0s parametros de entrada sdo um conjunto de solugdes, um conjunto de teoremas
e um conjunto de literais, tal que a posi¢do n do conjunto de solugdes e a posi¢io
n do conjunto de teoremas sdo, respectivamente o conjunto das solugbes e dos

teoremas do literal da posicao n do conjunto de literais;

e as solucbes dos literais, uma de cada literal, sdo combinadas de acordo com a
compatibilidade das substituigées. Toda combinagdo composta por uma solugao

de cada literal é uma solugdo resultante;

e 0s teoremas sdo combinados com as solucdes respeitando que: cada teorema so-
mente é um teorema se sua substituicdo associada combina, simultaneamente,
com a substituicdo dos demais literais. Se o caso, seja # a combinagao destas
substituicoes, a instancia § do teorema é um teorema resultante com substitui¢ao

associada 6,

e para cada solucao 6 dos literais L € literais que ndo combinaram com teoremas de
literais— L, a instancia 8 de literais— L é um teorema resultante com substituicao

associada 6;

e para cada teorema dos literais L € literais com substituicdo associada 6 que
nao combinou com solugdes para os literais de literais — L, a instancia 6 de

L U (literais — L) é um teorema resultante com substituicdo associada 6;

e a operacao retorna as solucoes e os teoremas resultantes.

Esta é uma operacdo de combinacdo bastante complexa por envolver o cilculo do
conjunto poténcia® das solugdes compativeis e dos teoremas compativeis. De acordo
com a forma que é implementada pode acarretar um grande volume de teoremas resul-
tantes subsumidos. Este pode ser um fator bastante negativo uma vez que objetivos
dependentes combinados sdo, durante a inferéncia, novamente combinados com objeti-
vos dependentes superiores da arvore de objetivos.

Em nossa implementagdo, optamos por realizar esta combinagao utilizando um hi-
percubo como estrutura subjacente. O uso desta estrutura aqui é bastante similar ao
seu uso para o calculo da transformacdo dual e para a identificacao de cldusulas sub-
sumidas, apresentados em capitulos anteriores. Para o cédlculo da operacdo (), cada
eixo do hipercubo representa um literal de literais. Nesta estrutura os conjuntos de

solugbes e teoremas sdo distribuidos nos vértices da primeira dimensao de acordo com

3Na prética, este célculo pode ser otimizado com a ‘consideracdo apenas das substituigdes com-
pativeis das solugdes.

o
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o literal representado. A partir destes vértices, os conjuntos sao propagados para os
vértices sucessores da préxima dimensao onde sao combinados. As solugoes e teore-
mas resultantes desta combinacao sao novamente propagados e combinados e assim
sucessivamente até todos as solucoes e teoremas resultantes, dos vértices de dimensoes
inferiores, serem combinados no sucessor comum, isto é, o vértice de ultima dimens&o
do hipercubo.

Em cada vértice do hipercubo de segunda dimensdo ou superior é executada a

seguinte rotina:

Holo-inference(packs, literalsl, literals2)

1. (solutionsl, solutions2, theoremsl, theorems2) < packs

2. litl « (literalsl — literals2), lit2 < (literals2 — literalsl),
comm « (dimension — 2)

solutions <+ (solutionsl x solutions?2)

theorems < (theoremsl X solutions2)

theorems < theorems U (theorems2 x solutionsl)
theorems < theorems U (theoremsl x theorems2)
theorems < theorems U (remain(solutionsl))

theorems < theorems U (remain(solutions2)

© 0 NG w

)
theorems < theorems U (remain(theoremsl))
10. theorems « theorems U (remain(theorems2))

11. Return (solutions, theorems)

a qual recebe dos vértices de dimensoes inferiores os “pacotes” contendo as solugdes e
teoremas calculados e as listas de literais para os quais as solucoes e os teoremas foram
calculados. Como um vértice de dimensao n difere de apenas um eixo dos vértices da
dimensao n — 1, naquela dimensdo apenas pacotes oriundos de dois vértices desta sao
necessarios para o célculo das solucdes e teoremas. De uma forma geral, a rotina pode

ser assim explicada:

1. as solugdes e teoremas de cada pacote recebido sdo colocados em varidveis (solu-

tionsl, solutions2, theoremsl e theorems?2);

2. outras varidveis sao calculadas: lit1 o literal de literaisl que nao se encontra em

literais2, l1t2 o oposto € comm o nimero de literais em comum;

3. para cada par (soll, sol2) da distribui¢ao de solutionsl e solutions2, compativel

com substituicdo 8, e cujo nimero de membros considerados em comum é igual
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10.

11.

a comm, a substituicdo 6 é uma solugdo (cujos membros considerados séo soll e

sol2 e substituigdo associada é §);

para cada par (thl, sol2) da distribuicao de theoremsl e solutions2, compativel
com substituicao 6, e cujo nimero de membros considerados em comum é igual |
a comm, thlf é um teorema;

para cada par (th2, soll) da distribuicdo de theorems2 e solutionsl, compativel
com substituicao 0, e cujo nimero de membros considerados em comum é igual

a comm, th26 é um teorema;

. para cada par (thl,th2) da distribuicdo dos teoremas de theoremsl que ndo

deram origem & nenhum teorema no item 4 e dos teoremas de theorems2 que
ndo deram origem & nenhum teorema no item 5, compativel com substituicao 6,
e cujo nimero de membros considerados em comum é igual a comm, (th1Uth2)6

¢ um teorema;

para cada solucdo sol € solutionsl, de substituicao 6, que ndo deu origem a

nenhuma solugao no item 3 e a nenhum teorema no item 5, 5¢20 é um teorema;

para cada solugdo sol € solutions2, de substitui¢cdo 6, que nao deu origem a

nenhuma solugio no item 3 e a nenhum teorema no item 4, [5¢16 é um teorema;

para cada teorema th € theoremsl, de substituicao 6, que nao deu origem &

nenhum teorema nos itens 4 ou 6, ({{it2} U th)f é um teorema,;

para cada teorema th € theorems2, de substituicdo 6, que ndo deu origem a

nenhum teorema nos itens 5 ou 6, ({lit1} Uth)f é um teorema;

as solugdes e teoremas acumulados nas variaveis solutions e theorems sao retor-
nados.

Esta solucdo tem a vantagem de combinar, isoladamente em cada vértice, apenas

solugdes e teoremas advindos de dois literais, o que diminui a complexidade desta

combinagdo. Outra vantagem é a facilidade de evitar efetuar a mesma combinacgdo

mais de uma vez. E, por fim, outra vantagem é a possibilidade de distribuir o processo

de geragdo de teoremas e solugoes.
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7.3 Resultados

A estratégia proposta foi implementada no LOGIK [41], um ambiente voltado para
ensino e desenvolvimento de sistemas em légica de primeira ordem. O LOGIK é um sis-
tema escrito em Common Lisp utilizando Clos, um médulo de orientagao a objeto para
Lisp, no qual as entidades da sintaxe légica (varidveis, fungoes, predicados, etc.) sao
implementados como classes e as operagoes ldgicas (substituicao, unificagdo, subsuncao,
etc.) como métodos.

As mesmas férmulas foram provadas utilizando esta implementacao da estratégia
Goal e a versao 3.1 do Otter (http://www-unix.mcs.anl.gov/AR/otter/), um dos mais
bem sucedidos provadores automaticos de teoremas (que utiliza diversas estratégias da
resolugdo). Os resultados obtidos sdo mostrados na tabela 7.3.

As férmulas escolhidas foram retiradas, em grande parte, do artigo Seventy-Five
Problems for Testing Automatic Theorem Provers [29] de F.J.Pelletier e fazem também
parte da biblioteca de problemas TPTP (http://www.math.miami.edu/~tptp/). O
nome das férmulas no referido artigo e na biblioteca estao indicados nas colunas Pelle-
tier e TPTP respectivamente. As férmulas foram selecionados segundo seu tamanho e
dificuldade (indicada na tabela pelo niimero de pontos atribuidos a elas, onde o nimero
de pontos é diretamente proporcional 4 dificuldade apresentada em sua solugao por pro-
vadores automdticos). O tamanho das férmulas pode ser visto nas colunas conj. e disj.
da tabela, que contém o nimero de cldusulas (duais) das formas conjuntiva e disjun-
tiva respectivamente. A escolha de féormulas de tamanho reduzido deve-se & dificuldade
(tempo e recursos computacionais) do célculo da forma disjuntiva de férmulas maijores,
uma vez que a forma disjuntiva calculada é nao condensada. Apesar de nao fazer parte
do artigo de Pelletier, para enriquecer a comparagao, foram adicionados os resultados
apresentados na solugdo de algumas outras férmulas da biblioteca TPTP. As férmulas
utilizadas encontram-se no apéndice C.

Foram considerados apenas o nimero de ciclos necessarios & refutacio e o nimero
de teoremas intermediarios retidos em cada estratégia. Tempos ndo foram considerados
devidos as diferencas de implementacgdo. O Otter é um sistema extremamente bem de-
senvolvido e utiliza diversas técnicas de engenharia de softwre em sua implementacao
que lhe conferem eficiéncia. Nossa implementagao é voltada apenas ao teste da es-
tratégia e ndo se preocupa (muito) com eficiéncia (linguagem, indexagdes, etc.). Outro
detalhe importante é que o Otter possui integrado diversos mecanismos de avaliacdo da
férmula de entrada e decisdo da estratégia (todas da resolugiio) a ser usada para a sua

o o»

refutagdo. O simbolo nos resultados indica a incapacidade computacional (tempo

ou memoria) de refutacio da férmula em nossa implementacao.
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Formulas Goal Otter
Pontos | Pelletier | TPTP | cong. | disj. || ciclos | teor. || ciclos]  teor.
3 22 SYN052-1 5 32 1 0 2 4
3 44 SYNO068-1 7 64 1 0 3 7
3 48 SYNO071-1 7 24 3 18 8 20
3 o8 SYNO080-1 7 24 1 0 3 3
5 21 SYNO51-1 4 16 1 0 2 3
) 31 SYNO061-1 5 8 1 0 1 2
) 49 SYNO072-1 9 36 9 54 10 53
6 24 SYNO054-1 6 96 1 0 5 7
6 27 SYNO057-1 7 24 1 0 4 5
6 30 SYNO060-1 7 64 1 0 3 6
6 32 SYN062-1 7 54 1 0 3 3
6 46 SYNO070-1 9 4860 1 0 9 37
7 25 SYNO055-1 7 216 1 0 6 10
8 28 SYNO058-1 9 96 1 0 3 3
8 55 PUZ001-1 12 288 1 0 6 14
9 69 LCL039-1 8 6 - - 25 | 274.961
10 47 PUZ031-1 26 | enorme - - 17 68
NUMO001-1 13 243 1 0 31 31.307
COMO001-1 11 36 1 0 3 9
COMO002-1 19 36 3 4 7 45

Tabela 7.3: Nidmero de ciclos e de teoremas retidos durante refutacées em diferentes
estratégias.

Pela tabela pode-se constatar que, de uma forma geral, a estratégia Goal apre-
senta um bom desempenho. A reducdo do nimero de ciclos de inferéncia necessarios
4 refutacdo contribui consideravelmente para a reducio do nimero de teoremas inter-
medidrios retidos. A reducdo destes dois fatores pode ser considerada uma importante
caracteristica da estratégia proposta. Porém, este assunto merece um estudo mais apro-
fundado pois, apesar do nimero de ciclos necessérios a refutacdo pela estratégia Goal
ser geralmente menor do que os ciclos necessarios a refutagdo por resolugao, o ciclo
daquela estratégia é geralmente “maior” do que o ciclo da maioria das estratégias da
resolucao. Também nas refutacdes de um tnico ciclo, cujo nimero de teoremas retidos
é 0, ndo se deve esquecer que, mesmo nao gerando nenhum teorema intermedidrio, o
esforco computacional (nimero de possibilidades testadas e consegiientes substitui¢des
combinadas) realizado para a refutagdo da férmula pode ser considerdvel, como é o
caso, por exemplo, da férmula NUM001-1.
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7.4 Comentarios

Esta estratégia pode ser considerada uma mistura entre as duas familias de prova-

dores de teoremas:

e com a conexdo a semelhanga é bastante clara: a estratégia busca a refutacgio
montando uma 4rvore de eliminacao de literais, que é exatamente o Que a co-
nexao faz, durante a busca da spanning mating considerando as conexoes. J4 as
diferencas nao sao tao claras, mas importantes: em nossa estratégia, os objetivos
sa0 eliminados independentemente (e podem, inclusive, ser processados em para-
lelo) o que introduz justica (fairness) na avaliagdo de eliminagdes para um literal.
Nas conexoes a consideracdo dos pares complementares é feita seqiiencialmente
para cada literal da cldusula seguida da aplicacao da substituicido envolvida. Este
mecanismo “forca” a busca da solugdo com substitui¢oes compativeis com as pre-
viamente consideradas. Devido a isto a conexao tem de incluir procedimentos
de “backtraking” durante sua busca. Outra grande diferenca é o processamento
em ciclos de inferéncia. Na conexdo este conceito nao existe, o que implica nor-
malmente o uso de vérias instancias de uma mesma cldusula, tornando o controle
das variaveis envolvidas bem mais complexo. Outro grande problema da auséncia
de ciclos na conexdao é a nao ciéncia, por um ramo de busca, dos demais o que
pode causar buscas paralelas para um mesmo objetivo. Em nossa estratégia, ob-
jetivos nao solucionados geram teoremas. Estes teoremas gerados dao origem a
objetivos. Estes objetivos sdo unidos a férmula e esta é condensada, o que causa
a remocao de muitos destes objetivos gerados (ou por duplicidade ou por serem
subsumidos). Além disto, a solugdo para os objetivos néo redundantes é buscada

uma dnica vez.

e com a resolugdo, a semelhanca é a refutagio por ciclos, que imputa aquele método
a capacidade de considerar novos teoremas (os resolventes) oriundos da resolucao
de diferentes cldusulas, sem exigir nenhuma estrutura rigida como a de arvores
na busca da refutagao. As diferencas de nossa estratégia com a resolugdo, por

sua vez, coincidem com as semelhancas apresentadas no item anterior.

Independentemente de semelhancas e diferencas, a estfatégia Goal apresenta algu-

mas boas caracteristicas tais quais:

e 3 possibilidade da busca de solugdes para cada objetivo, efetuada pela rotina

Solutions, poder ser processada de maneira independente. Isto é, cada possibi--
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lidade pode ser considerada por processos paralelos, caracteristica pouco comum

em estratégias de prova automatica de teoremas; e

e a busca da refutagdo convergir rapidamente para a solucdo, quando esta per-
tence ao ciclo em processo. Esta caracteristica deve-se as sucessivas aplicagoes de
substituicdes (o que define previamente para qual instancia se deseja encontrar a
solugdo) e a consideragdo dos caminhos ja eliminados (o que descarta caminhos

a percorrer na busca da solugdo).

Apenas a titulo de comparacdo, a mesma férmula do exemplo 34, que é refutada em
apenas um ciclo com esta estratégia através de algumas poucas possibilidades testadas,
tem os seguintes resultados quando provada através da estratégia da resolucao Conjunto

de Suporte:

e refutacao alcancada no quarto ciclo

e 1028 unificagdes (pares complementares) testadas

e 93 resolventes (teoremas) gerados

No entanto, apresenta uma caracteristica que pode ser uma desvantagem para
férmulas cuja refutacdo exige mais de um ciclo e, a cada ciclo sdo gerados muitos
teoremas. Com estas caracteristicas, como cada teorema gerado em um ciclo é um
objetivo inicial do ciclo subseqiiente, o nimero de objetivos iniciais pode crescer exa-
geradamente a cada ciclo, aumentando o niimero de solugdes a serem calculadas. (Por
outro lado, o crescimento do espago de busca ao longo dos ciclos de inferéncia é uma

desvantagem comum a todos os métodos de prova.)

Este é o caso, por exemplo, de uma férmula discutida em Association for Automated
Reasoning (AAR) Newsletter “Non-Obviousness” [16] onde é proposta uma classificagao
para as provas das férmulas: ébvias e nao 6bvias. Nao 6bvia seria a prova que requer
0 uso de mais de uma instancia de clausulas da férmula, caso contrario, mesmo que
longa, a prova seria 6bvia. Como exemplo de prova nao ébvia, é apresentada a seguinte

férmula:
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[~P(z,y),~P(y, 2), P(=,2)]
[-Q(z,9),~Q(y, 2), Q(z, 2)]
[-Q(z, ), Q(y, )]
[P(z,y),Q(z,y)]

[~P(a, b)]

[~Q(c,d)] )

Sy Ot o W N

na qual o teorema a ser provado é composto pelas cldusulas 5 e 6. E dito que, para
a prova, foram gerados mais de 1800 teoremas intermedidrios. Na estratégia proposta
sao gerados quase 200 teoremas no primeiro ciclo. Isto implica o cédlculo da forma dual
de uma férmula com aproximadamente 200 cldusulas (que é enorme!) e a avaliacdo de
quase 200 novos objetivos iniciais no segundo ciclo. Para cada um destes sdo avaliadas
as possibilidades de prova ou novos teoremas sao gerados. Se a prova requer mais de
2 ciclos, o problema pode tornar-se grande demais para os recursos computacionais
(em nossa implementagao ndo conseguimos calcular a forma dual da férmula inicial do
segundo ciclo).

Uma saida para este problema seria a escolha de um dentre os novo teoremas como
objetivo e seguir a prova apenas a partir deste objetivo. Esta é uma possibilidade a
ser estudada, principalmente sua completude e como efetuar a escolha pois uma mé
escolha poderia aumentar o nimero de ciclos necessdrios a refutacao, o que também

nao é de todo desejavel.

7.5 Conclusao

A estratégia Goal é correta uma vez que: (i) a refutagdo somente é encontrada
pela eliminacdo de todos os caminhos da férmula, o que indica a insatisfazibilidade da
férmula e (ii) os teoremas através dela gerados sdo teoremas da férmula (o que pode
ser conferido pela r.e. 10). J4 para dizer que a estratégia é completa, é necessario um
estudo mais aprofundado. Temos fortes indicios de que a estratégia é completa: devido
a sua semelhanga com a conexao e a resolugdo (conjunto de suporte), acreditamos que
toda a inferéncia efetuada por uma ou por outra estratégia é representada na estratégia,
Goal.

Uma variagao desta estratégia encontra-se no artigo A Proof Strategy Based on
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a Dual Representation® [9] apresentado na AISC’2000 Fifth International Conference
Artificial Intelligence and Symbolic Computation Theory, Implementations and Appli-
cations realizada em Madri, Espanha em julho de 2000.

Tem-se ainda um grande problema no tocante a aplicacao desta estratégia: o cdlculo
da forma disjuntiva. Mesmo com o algoritmo Dual, proposto em capitulo anterior,
este cdlculo pode inviabilizar a tentativa de refutacdo de férmulas maiores. E bem
verdade que ndo implementamos o paralelismo permitido pelo algoritmo Dual. Mesmo
assim o crescimento da forma disjuntiva é exponencial ao crescimento do tamanho
da férmula. O problema é que problemas reais, quando representados em férmulas
da légica de primeira ordem, podem facilmente requerer 100 ou mais cldusulas com
2 ou 3 literais cada uma, e este tamanho, j4 para o primeiro ciclo de inferéncia de
nossa estratégia, é comprovadamente muito grande. Uma alternativa estudada para

contornar este problema é tratada no préximo capitulo.

4Neste, porém é adotada uma metafora na qual um literal e suas coordenadas é denominado
quantum, uma, cldusula (conjunto de quanta) de particle, uma substituigio e os caminhos eliminados
por esta compdem uma, estrutura denominada Gluon e a colegio de gluons que eliminam os mesmos
caminhos é denominada Glueball.
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Capitulo 8

Simplificando(?)

a tentativa de contornar o problema que o tamanho da forma disjuntiva repre-
senta para a inferéncia baseada nas coordenadas, estudou-se o uso da forma
disjuntiva condensada nesta inferéncia. A principio acreditou-se que, tendo
a férmula um nimero menor de cldusulas duais, a inferéncia baseada nas coordenadas
dar-se-ia de forma mais simples e direta. Porém esta simplificagdo da forma disjun-
tiva introduz dificuldades no tratamento da inferéncia, tornando seu estudo “dreadfully

confusing” (assustadoramente confuso).

8.1 A condensacao no caso proposicional

Mesmo que a estratégia nao tenha sido pensada visando o caso proposicional, literais
fechados ocorrem em férmulas de primeira ordem e a simplificagdo destas incluem, de
certa forma, a simplificagdo proposicional. Além disto algumas mudancas, relativas a
inferéncia, podem ser observadas nesta simplificagao.

Sabe-se que na simplificacdo de uma férmula em forma normal, algumas cldusulas
podem ter literais removidos ou, ainda, serem removidas totalmente da férmula.

Por exemplo, com a distribuigao dos literais da forma conjuntiva da férmula:
We = (lp,g[rdls,r])
obtém-se sua forma disjuntiva ndo condensada

Wd' = [ (pa 7, 3)7 (p’ 7-') T)a (pa q, S)’ (p’ q?) T)a <Q7 r, 5)7 (q’ r, T)a (‘Za q, S)a (q’Q7 T) ]

que, pelas remogéo de duplicidades (devido ‘as propriedades de idempoténcia e comu-
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tatividade dos operadores) e de clausulas subsumidas, pode ser simplificada para sua

forma disjuntiva condensada

Wy = [(p,T‘),(Q,S),(Q,T)].

Estas mudancas na férmula acarretam mudancas nas coordenadas da representacao
da mesma. Por sua vez, estas mudangas acarretam mudancas nas relagoes estruturais
estabelecidas anteriormente. Para estudar os efeitos da simplificacdo na representacao
de um férmula toma-se por exemplo a férmula apresentada no inicio desta secgao.

Exemplo 36 A formula apresentada anteriormente € assim representada:

: [p{1’2’3’4}, q{5,6,7,8}]’ 2> : [T{1,2,5,6}, q{3’4’7’8}], 3. [5{1,3,5,7}77,{2,4,6,8}] )
(ptt 12 5By 9. (p{1} 2} 03y 3.
(pt, ¢ r By 5 (g1 2 5By 6. (gfth P12 03y,
(g1, g2, 53 8 1 (gt} o2 1133 ]

(p1}, ¢, 5By,

N N N

Pela idempoténcia dos simbolos proposicionais, a cldusula dual {g,r,7) pode ser
simplificada para (g, 7). Por representarem o mesmo simbolo proposicional, nenhuma
distingdo é feita entre qual dos r é removido (o r oriundo da segunda cliusula ou
o r da terceira). Sendo assim, a clausula dual 6 : (g{},7{?} r{3}) de Wy poderia ser
simplificada para (g{1}, 7{?}) ou para (g1}, 7{3}), 0 que n3o faz nenhum sentido j4 que séo
a mesma cldusula dual. Para representar esta unicidade de um simbolo proposicional,
os conjuntos de coordenadas dos literais de mesmo simbolo proposicional devem ser

unidos, sendo (gt'}, 7{2:3}) a representaciio da cldusula dual simplificada.

Exemplo 37 Com a unido das coordenadas dos literais de mesmo simbolo proposici-

onal e remocdo dos literais duplicados a formula é assim representada:

W, =( 1:[plt234} q(345678Y] o, [{124568} {345678})
3: [8{1’3’5’7}, ,,,{1,2,4,5,6,8}] >
Wy = 1: <p{1},r{2,3}73{3}>, 9 - (p{l},r{2’3}), 3 - <p{1},q{1,2}’ 3{3}),
4: (1), gD 23y 5. (g1 {28} SBhy 6. (g(02) {23}y
7 (gt s 8 (g1 {231y

Ainda pela idempoténcia, a férmula (g,7) V (g, 7) pode ser simplificada para (g, ).

Esta simplificacdo permite a remocgao de cldusulas duais duplicadas na férmula. Em
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Wy as cldusulas duais 6 e 8 sdo iguais e uma pode ser removida.

Exemplo 38 Com a remogdo da oitava cldusula dual tem-se:

W, =( 1:[plt288 ¢B456T} 9. {12456} (34567}
3 : [3{1’3’5’7},7”{1’2’4’5’6}] )

Wd”’ = [ 1: (p{l}a ,r{2,3}, 3{3}>’ 2: <p{1}7 T{2’3}>’ 3: <p{1}’ q{l’Z}a 3{3}>’
4: (p1,q13 r B3 5. (g1, r 33 0 6 (g2, 713,

7: (g1, s8]

J4, pela definigdo de subsungéo, a férmula (p, r, s) V (p, r) pode ser simplificada para
(p,r). Esta simplificagdo permite a remocao de cldusulas duais subsumidas na férmula.
Em Wy as cldusulas duais 1, 3, 4 e 5 podem ser removidas por serem subsumidas

pelas cldusulas duais 2, 7, 6 e 7 respectivamente.

Exemplo 39 Com a remocdo das cldusulas duais subsumidas, a forma disjuntiva al-

canga sua forma condensada:

W, = ( 1: [p{2}, q{6,7}], 92 . [T{2’6},q{6’7}],3 : [8{7},7‘{2’6}] )
We =[ 2: (0%, r29),6: (gD, 103),7: (g0 40

Com a idempoténcia e subsuncao consideradas, e decorrentes remocoes efetuadas, a
representagao da féormula sofre duas mudancgas: acréscimo de coordenadas nos literais
de forma a todo literal de mesmo simbolo proposicional ter 0 mesmo conjunto de
coordenadas, i.e, ser o mesmo, e remogao de coordenadas conjuntivas devido a remocgéo
de clausulas duais. Acréscimo de coordenadas em literais implica a representacao de
mais de uma tupla da distribuicdo de W, por uma coordenada. Por sua vez, a remocgao
de uma coordenada implica a ndo representacao de uma daquelas tuplas.

Com a insercdo de coordenadas conjuntivas, as coordenadas conjuntivas de literais
de mesma cldusula deixam de ser disjuntos. Este é o caso da clausula 2 do exemplo
39, onde a coordenada 6 foi acrescida ao literal g. Por outro lado, a clausula dual
8 foi removida por ser igual & cldusula dual 6. Na figura 8.1 pode-se verificar que a
representacdo da tupla, antes representada pela coordenada 8, mantém-se na repre-
sentacdo. Assim, apés a simplificagdo, a coordenada 6 representa as tuplas (g,r,r) e
(q,q,7) equivalentes.

Se a representacao de tuplas removidas por duplicidade permanece na representagao

ap6s a simplificagdo de uma férmula, este ndo é o caso das tuplas representadas por
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1 p{1’2’3’4}/{}6’7’1‘3}] 1 p{ ’ }/T’7 J ]

2 r{1,2,5,6 q{3,4,7,z]s}] 2:[I{ 2, s\q{clsﬂ} ],
{37t {2,368} {73 {276}

3[s , T ] 3[s , T ]

Figura 8.1: Remocao da coordenada 8 por duplicidade.

1 p{1,2,?§<5,6,(7,8}] 1 p{ 2} q { 6,l7 } ]
. . r{1,2,j,;/(3,4,7,8}] 2 r{ 2:}/9‘7} ]
8{1,3,5,746,8} {7 r{2, 6}

3 , ] 3:[s

]

Figura 8.2: Remocao das coordenadas 3 e 5 por subsuncéo.

cldusulas subsumidas. Na figura 8.2 s3o mostradas as tuplas representadas pelas coor-
denadas 3 e 5 subsumidas pela coordenada 7 na simplificagdo. Pela figura constata-se
que estas desaparecem da representagao.

Pela r.e. 7, as coordenadas de [; e [y, literais de mesma cldusula, representam
tuplas que diferem apenas por [; e l. Assim, sendo I3 um literal de cldusula diferente,
para toda cldusula dual D;, que contém o par (l;,[3), existe em W, uma cldusula dual
Dy = (Dy — {li}) U {ls}. Assim D; = (... ,l;,l3,...) e Dy = {...,ls,13,...). Entdo,
quando l; =13, Dy = (...,ls,13,...) e, portanto, Dy é subsumida por D;. Por exemplo,
seja l; = q e [, = pliterais da cldusula 1. Entao todos os caminhos que passam por estes
literais diferem apenas por ¢ e p. Seja I3 = ¢ literal da cldusula 2 e L, uma colecdo
de literais. Entdo para cada caminho {l;,l3} U L, existe um caminho {ly,l3} U L,,.
De fato, pela figura 8.2 constata-se que para o caminho 7 {q,q, s} existe o caminho
3 {p,q,s} (com L; = {s}) e para o caminho 8 {g¢,¢,r} existe o caminho 4 {p,q,r}
(com Ly = {r}). Como I; = I3, entdo para cada L, a cldusula dual representada pelo
caminho {l,l3} U L, subsume a cldusula dual representada pelo caminho {l,,l3} U L,:
a clausula dual 7 subsume a cladusula dual 3 e a cldusula dual 8 subsume a cldusula
dual 4.
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Seguindo-se o mesmo raciocinio e considerando-se I, = q e ls = r literais da cldusula
2 e l3 = g literal da cldusula 1, chega-se a conclusdo que a cldusula dual 7 ({g, g, s})
subsume a cldusula dual 5 ({r, ¢, s}) e a cldusula dual 8 ({g,¢,7}) subsume a cldusula
dual 6 ({r,g,7}). Por outro lado, considerando-se l; = r e [, = ¢ literais da cldusula
2 e l3 = r literal da cldusula 3, conclui-se que a cldusula dual 2 ({r,r,p}) subsume
a cldusula dual 4 ({gq,7,p}) e a cldusula dual 6 ({r,r,q}) subsume a cldusula dual 8
({q,7,q}). Como a cldusula dual 6 subsume a cldusula dual 8 e vice-versa, vé-se que
a igualdade entre cldusulas duais corresponde a dupla subsungao e, neste caso, apenas
uma pode ser removida durante a simplificacao. _

Com a simplificagao, ocorrem mudangas nas coordenadas de cada literal e com estas
algumas relagoes estruturais estabelecidas sofrem alteragoes. Pelo exemplo apresentado
constata-se que a remocdo de duplicidades de uma férmula nao traz nenhum efeito
maior nas coordenadas conjuntivas de sua representacdo, o maior efeito observado foi a
representacao de mais de uma tupla por uma mesma coordenada. Com esta mudanga
as relagoes estruturais ndo sofreriam alteracoes consideraveis. No entanto, a remocao de
cldusulas subsumidas causa um “desbalanceamento” na representagdo da distribuigdo.
O desbalanceamento na representagao causado pela remogao de clausulas subsumidas
altera uma importante relagao estrutural considerada para a eliminacao de literais: a
r.e. 9. Por esta r.e. tinha-se garantida a intersec¢do dos conjuntos de coordenadas
de todos literais da férmula. Por conseguinte, era garantido que todo o literal de uma
fé6rmula contribufa para a eliminagado de seu literal complementar. Com a alteragao
daquela r.e. para o caso da representagao de férmulas condensadas esta garantia é
perdida, como pode ser visto no exemplo seguinte:

Exemplo 40 A forma conjuntiva da representacdo cruzada de uma formula contra-
ditéria condensada’:

We =( 1:[-p"%,¢%,
2: [pt?, B,
3: [~ g3,
4: [pt?¥],

5: [~gt?3])

Neste exemplo pode-se observar que as coordenadas do par (r{3, —r{l}) sio dis-

L Apesar de ser mostrada apenas a forma conjuntiva, ¢ forma disjuntiva da férmula foi calculada e
consdensada, dando origem ds coordenadas da forma conjuntiva.
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junta’s e portanto nenhuma cldusula dual é eliminada por este par de literais. Porém,
pode-se observar também que ambos literais podem ser eliminados por outros pares de
literais complementares: o literal 3} ¢é eliminado com a eliminacdo da clusula dual
3 que é contraditéria pela ocorréncia do par (g{*%, =¢{123}) e o literal —-r{!} & elimi-
nado com a eliminacao da clausula dual 1 que é contraditéria pela ocorréncia do par
(—pit2} p{t:23}) Pode ser que a possibilidade de eliminacio de cada literal do par com-
plementar, sem considerar os literais do par propriamente dito, signifique que a férmula
do exemplo é contraditéria independentemente deste par de literais complementares (j4
que, nesta férmula, os literais 7 e —r podem ser substituidos respectivamente por a e
b, que a férmula resultante permanece contraditéria). Pode ser, mas isto ndo foi ainda
comprovado.

O mais importante a ser observado neste exemplo é que, mesmo na forma conden-
sada, uma férmula contraditdéria apresenta todas suas cldusulas duais contraditérias.
Isto é facilmente comprovavel: todas as clausulas duais de uma férmula néo simplifi-
cada sdo contraditérias. Com a simplificacdo ocorre ou a retirada de literais duplicados
de uma cldusula dual ou a retirada de cldusulas duais subsumidas. A retirada de literais
duplicados nada afeta a insatisfazibilidade de uma clausula dual. O mesmo acontece
com a retirada de cldusulas subsumidas: se todas as clausulas duais sdo contraditérias,
entao todas as cldusulas duais nao subsumidas também o sao.

Referente a eliminagao de literais baseada nas coordenadas, pode-se dizer que: como
cada cldusula dual da forma disjuntiva condensada de uma férmula contraditéria é con-
traditéria, cada uma destas cldusulas duais contém pelo menos um par de literais com-
plementares e estes literais, por sua vez, tém pelo menos uma coordenada conjuntiva
em comum. E, como toda cldusula dual pode ser eliminada (e, por conseguinte, toda,
coordenada pode ser eliminada) todo literal de uma férmula contraditéria condensada
pode ser eliminado.

Conclui-se entdo que, mesmo alterando algumas relacoes estruturais, a condensacao
de uma férmula proposicional ndo tem nenhum efeito negativo no que antes foi estabele-
cido para inferéncia. Mesmo com a eliminacao, devida & simplificagdo, da representacao
de tuplas da distribuicao da forma conjuntiva, as tuplas remanescentes na representacao

sao suficientes para manter as relagoes necessarias a inferéncia.

8.2 A condensacao no caso de primeira ordem

No caso proposicional a inferéncia, como mostrada, mantém-se mesmo para férmulas

cuja forma disjuntiva é condensada. Neste caso, a relagdo de subsuncio, utilizada na
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condensacao da férmula, dé-se pela igualdade de literais e a refutagdo da-se sempre
em um unico ciclo. Isto, no entanto, ndo é verdade para férmulas de primeira ordem.
Mesmo considerando-se para a condensag@o apenas a igualdade entre literais fechados, o
desbalanceamento das coordenadas acarreta conseqiiéncias para férmulas cuja refutacéo
exige mais de um ciclo.

Este é o caso da férmula do exemplo 41 cuja forma disjuntiva, foi condensada consi-
derando-se apenas a igualdade dos literais fechados (a forma disjuntiva nio condensada

contém 1536 cldusulas duais).

Exemplo 41 Uma férmula contraditéria® cuja forma disjuntiva foi condensada com
a consideragdo de apenas a igualdade dos literais fechados:

We=( 0:[ Eg(zo,zo) {04
L:]

~Eq(z2, 1;1)({6,...,11,18,...,23,30,...,35,42,..,,47}),

Eq(z, m2)({0,...,5,12,...,17,24,...,29,36,...,41})]

2. ~Eq(z, xB)({4,5,10,11,16,17,22,23,28,29,34,35,40,41,46,47}),

~Eq(zs, x5)({2,3,8,9,14,15,20,21,26,27,32,33,38,39,44,45}),

Eq(z4, z5){016,7:12,13,18,19,.24,25,30,31,36,37,42,43})]
[ Eq(a, b)({24""’47}), Eq(c, d)({o,...,23})]
[ Eqla, c)({1,...,47 (impareS)}), Eq(b, d)({O,...,46 (pares)})]
:[  ~Eqla, d)({o,...,47})]
[ ~Eq(b, ¢) {0471
«7:] ~Eq(d, a)({o,...,47})]
8:[  Eq(c,a){%350 Eg(d, b){0-1124:-47})
x9:[ FEq(b, a)({12,...,35}),Eq(d, b)({0,...,11,24,...,47})]
[ Eq(c, a)({o,...,35}), Eq(d, c)({0,...,11,36,...,47})]
[ Eq(b,a){12--35) Bq(d, c)({0,...,11,36,...,47})]
x12:[ —~Eq(c, b) {047}
[ Eq(a, b) {2447 By, a)({o,...,35})]
[ Eq(d, b)({o""’11’24"“’47}),Eq(c, d)({o""’23})] )

A refutagdo desta férmula é mostrada nas figuras 8.3 e 8.4. A principio, esta re-
futagao pareceria correta, uma vez que todas as coordenadas da férmula sdo eliminadas

com substituicoes compativeis. A refutagao mostrada utiliza as cldusulas 1, 2, 11, 12,

2Esta férmula é obtida no segundo ciclo de refutacdo pela estratégia Goal do 48° problema apre-
sentado no artigo Seventy-five Problems for Testing ATP[29].
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11: Eq(b,a) gap: 12 ... 35
” elimina 18 ... 23, 30 ... 35 {z1/a,z,/b}
1:-Eq(x,121)
qu(a:l,zg) gap: 12 ... 17,24 ... 29
H elimina 14,15,26,27 {z1/z3,z2/xs5}
2: ~Eq(x3,z5)

/O\

Equal(z4,x5) gap: 12,13,24,25 ~Eq(z4,z3) gap: 16,17,28,29
| elimina 12,13,24,25 | elimina 16,17,28,29
12: =Eq(c,b)  {z4/c,z5/b} 13 : Eq(c,a) {z4/c,z3/a}

Figura 8.3: Arvore parcial de objetivos para a férmula do exemplo 41 e as substituicoes
envolvidas.

13 e 14 e, portanto, o conjunto destas cldusulas deveria ser uma férmula contraditéria®.
No entanto, isto nao é verdade: o conjunto destas clausulas é uma férmula satisfazivel.
O problema reside nas clausulas 13 e 14 utilizadas para a refutagdo: em ambas apenas
um literal contribui para a eliminacdo do gap. As coordenadas dos literais Fq(a,b),
da cldusula 13, e Fq(c,d), da cldusula 14, ndo tém interseccao com gap. Seus literais
vizinhos sdo suficientes na cldusula para a eliminagao do gap. Isto nao ocorre quando
a clausula nao é simplificada. Todos os literais de uma clausula contribuem para eli-
minacao de um determinado gap durante o processo de inferéncia. Esta nédo eliminagao
é causada pelo “desbalanceamento” das coordenadas devido a simplificacdo da férmula.

Em todo o caso, sabe-se de antemao que esta féormula é contraditéria. Mas cabe aqui
a pergunta: este desbalanceamento pode gerar refutacgoes incorretas? Nao sabemos a
resposta. Se o desbalanceamento nao torna o método incorreto, entdo esta simplificacao
pode ser considerada vantajosa para a refutacdo uma vez que permite a obtengdo de
refutacées mais simples. E, se este é o caso, como apresentar esta prova? Esta arvore

de objetivos apresentada nido é “completa” pelo menos (se nao incorreta).
J p

8.2.1 A representacao cruzada estendida

Para representar férmulas da légica de primeira ordem condensada, a representagao

cruzada foi estendida de forma a representar as relages de subsunc¢do entre os literais

3 A subférmula formada pelas cldusulas utilizadas na refutacio de uma férmula deve ser contra-
ditéria, uma vez que as mesmas foram suficientes para a refutacio da férmula.
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Equal(z4,z5) gap: 0, 1, 36, 37 -Eq(z3,z5) gap: 2, 3, 38, 39
| elimina 0, 1, 36, 37 | elimina 2, 3, 38, 39
12: -Eq(c,b)  {z4/c,z5/b} 14: Eq(d,b)  {z3/d,z5/b}

11: Eq(d,c) gap: 0 ... 11, 36 ... 47
|| elimina 6 ... 11, 42 ... 47 {z1/c,z3/d}
1: ﬂEq(.zg,a:l)
Eq(zy,2z2) gap: 0 ... 5,36 ... 41
| elimina 4, 5, 40, 41 {z,/z4,22/3}
2: ~Eq(zy,z3)

/O\

Figura 8.4: Arvore parcial de objetivos para a férmula do exemplo 41 e as substituicoes

envolvidas.

da férmula. Para tal, é acrescido um novo conjunto as coordenadas de cada literal da

fé6rmula representada. Este novo conjunto é composto pelos literais subsumidos pelo

literal representado. Uma férmula condensada de primeira ordem, na representacao

cruzada estendida, é mostrada no préximo exemplo:

Exemplo 42 A férmula contraditéria do exemplo 33 do capitulo 7:

W, =

1
2
3
4
We=[1
2
3

[-ﬂp(xl)({ii},{}),p(f(xl))({1,z},{})]
[-1P(f(xz))({2},{ﬂP(x1){3}})’ Q(xz)({l},{})]
[p(f(a))({3},{P(f(m))“’2}})]

[ﬁQ(a)({lﬂ,?’},{})] )

(P(f (1)) HEU@FDY 0 (2,) @) ~Q(a) 81D
(P(f (1)) HPUE@IHD P(f(z,)) 121D, ~Q(a) - 1)
(2P () HPUEDED, P(f(a)) D), Q@) (D) |

Sejam W, e W, as formas normais conjuntiva e disjuntiva de uma férmula represen-

tada na representagdo cruzada estendida, Iy e [; literais desta férmula, C' e D clausulas

de W, e W, respectivamente, tem-se:

e as coordenadas de [; € C s@o o par (F.(l1), Subs.(l1)) onde F; é o conjunto de

coordenadas conjuntivas (j& introduzidas nos capitulos anteriores) e Subs.(l;)
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é o conjunto conjuntivo de subsung¢do, possivelmente vazio. Cada elemento de

Subsc(l1) é um literal I, de W, e suas coordenadas conjuntivas tal que l; >§" Iy;

e as coordenadas de [; € D sdo o par (Fy(l1), S4(l1)) onde F; é o conjunto de coor-
denadas disjuntivas (ja introduzidas nos capitulos anteriores) e Subsy(l;) é o con-
Junto disjuntivo de subsung¢do, possivelmente vazio. Cada elemento de Subs,(l;)

é um literal I, de W, e suas coordenadas disjuntivas tal que I; >4 Ily;

Na férmula do exemplo anterior, considerando-se {; = —P(f(z2)) e lo = ~P(zy),
tem-se que l; >-§" ly para § = {z1/f(z2)}. Portanto, toda ocorréncia de l; em mesma
cldusula de [; é subsumida por este literal e, entdo, I é membro de Subs.(l;). Por
exemplo, na cldusula 2 de W, existe uma ocorréncia de [y subsumida por [;. Por
outro lado, se [ >§ Iy entao Iy =4 [;. Entao, em toda clausula dual onde /5 ocorre,
a ocorréncia de l; é subsumida. Por exemplo, como F.(l3) = {3}, na clausula dual
3 a ocorréncia de /; é subsumida. Ambos fatos acima relatados sdo expressos pelas

coordenadas destes literais, em W,:

e por F.(—P(f(z2))) = {2} sabe-se que =P(f(z;)) ocorre apenas na cldusula dual
2 de Wy e, por Subs.,(=P(f(z2))) = {~P(z,)®} sabe-se que —P(f(z3)) sub-
sume a ocorréncia do literal =P(z;) na cldusula em que ocorre (2) e que, como
F.(-P(z,)) = {3}, a ocorréncia de =P(f(z,)) na cldusula dual 3 é subsumida,

por —P(z1);

e por F.(—P(z;)) = {3} sabe-se que =~ P(z;) ocorre apenas na cldusula dual 3 de
Wy e por Subs.(—P(z1)) = {} sabe-se que —P(z;) ndo subsume a ocorréncia de
literal algum e, portanto, nao tem nenhuma ocorréncia subsumida em nenhuma

clausula dual de W,.

Em contrapartida, como trata-se de uma representacao cruzada, nas coordenadas
dos literais em W, também estao representadas as mesmas relagdes entre os literais [;
e ly (considerando-se os mesmos valores para l; e l). As coordenadas destes literais,

em Wy, podem ser assim interpretadas:

e por Fy(—P(f(z2))) = {2} sabe-se que ~P(f(z2)) ocorre apenas na segunda
cldusula de W e, por Subsq(—P(f(z2))) = {} sabe-se que —P(f(z3)) nado sub-
sume nenhum literal e ndo tem nenhuma ocorréncia subsumida em nenhuma

cldusula de W;

e por Fy(—P(z;)) = {1} sabe-se que —P(x;) ocorre apenas na segunda cldusula
de W, e por Subs.(—=P(z1)) = {—=P(f(z)){?} sabe-se que ~P(z;) subsume
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a ocorréncia de —P(f(z2)) na cldusula dual em que ocorre (3) e que, como

Fy(=P(f(z3))) = {2}, a ocorréncia de ~P(z1) na cldusula 2 é subsumida por

—P(f(z2))-

E interessante observar que, com a representacdo dos literais subsumidos, todas
as cljusulas de uma forma normal estdo representadas nas coordenadas dos literais

de cada cldusula da outra. Toma-se por exemplo a segunda cldusula de W, a saber
["‘P(f(332))({2}’{*(’:1){3)),Q(xz)({l}’{})]. Nesta tem-se:

e como representante da cldusula dual 1, o literal Q(z5),
e como representante da cldusula dual 2, o literal ~P(f(z3)), e

e como representante da cldusula dual 3, o literal subsumido —P(z;).

8.2.2 Eliminacao de literais - o caso estendido

Como a eliminagao de um literal [ de uma férmula, da forma anteriormente descrita,
dé-se pela eliminacgdo das cldusulas duais da férmula nas quais o literal ocorre, esta
considera apenas as coordenadas conjuntivas deste literal, isto é, apenas F,(l). Assim,

na férmula do exemplo anterior tem-se as seguintes eliminagoes de literais:

e como F,(Q(z,) 1)) ¢ F,(-Q(a){5%3HD) o literal Q(x,) pode ser eliminado

com 6, = {z2/a}, que torna a primeira cldusula dual explicitamente contraditéria;

e por sua vez, como Fy(—P(f(z3)){ZPE)®Ny ¢ F(P(f(x,)){12HD)) o literal
-P(f(z2)) pode ser eliminado com 8, = {z2/z1}, que torna a segunda cldusula

dual explicitamente contraditéria;

e por fim, como F,(=P(z;):0) ¢ F,(P(f(a)){BHPEENITDY o literal ~P(z;)
pode ser eliminado com 03 = {z1/f(a)}, que torna a terceira cldusula dual expli-

citamente contraditoria.

Por serem as substitui¢oes incompativeis, as cldusulas duais n@o podem tornar-se
explicitamente contraditérias simultaneamente. Mesmo assim, os literais —=P(f(z3)) e
Q(z2), da segunda cldusula, podem ser eliminados simultaneamente com a substituicao
04 = {(z2/x1), (z2/a)} (resultado da combinacéo de ; e 6,). Neste caso, procedendo a
eliminacao das clausulas duais contraditérias e cdlculo de novo conjunto de cladusulas
tem-se Wy = ( [-P(a)], [P(f(a))],[=Q(a)] ) e ["P(a)] como teorema inferido por esta
eliminac@o. Atendo-se ao novo teorema gerado [P(a)] vé-se que este é a instancia 04 do
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literal = P(z;) subsumido pelo literal =P(f(z,)). Isto pode ser explicado da seguinte
forma: a substituicao 84 elimina as coordenadas 1 e 2 e ndo elimina a coordenada
3. Assim, nesta instancia, com a eliminacdo do literal —P(f(z)){2ZH{"P@)E) gy

“yoltar” a

segunda cldusula, o literal P (z;){3{}) deixa de ser subsumido e pode
ocorrer nesta cldusula. Com este exemplo vé-se, entao, que as coordenadas subjuntivas
sa0 necessdarias a correta inferéncia de teoremas oriundos de cldusulas nas quais ocorre
a subsunc¢ao de algum literal.

A fim de considerar as coordenadas subsumidas para a inferéncia, deve-se estender

a nocao de eliminagao de um literal:

um literal é completamente eliminado quando todas as suas coordenadas

(inclusive as subsumidas) forem eliminadas.

Desta definicao segue que, sendo C' uma cldusula de uma férmula W, na repre-
sentagdo cruzada estendida (e Wy sua forma disjuntiva) e | um literal de C, se | é
completamente eliminado com uma substituigdo 8, entdo (C — {l})6 é teorema de W,.
Isto pode ser comprovadq da seguinte forma: sendo [ completamente eliminado por 6
todas as clausulas duais representadas pelas coordenadas de ! sdo explicitamente con-
traditérias em W;0 e podem ser eliminadas gerando Wy#; como nas coordenadas de
(C — {l}) estédo representadas todas as cldusulas duais de Wy60,(C — {I})6 é uma das
cldusulas obtidas pela transformacdo dual de Wy 6; entdo W, — (C — {I})6. Por fim,
como a eliminagao de todos os literais de uma cldusula de W, ndo implica todas as
cldusulas duais de W, serem contraditérias, deve-se estender também a condi¢do de

refutacao da férmula:

quando na representacao cruzada estendida, a eliminacao completa e si-
multanea de todos os literais de uma clausula da férmula configura prova

de sua insatisfazibilidade.

E natural que, uma vez incluidas as coordenadas subsumidas na representacéo,
elas devem também ser consideradas na definicdo das coordenadas eliminadas por uma,

substituicdo advinda de um par de literais complementares. Dados

e F.(Subs.(l)) coordenadas conjuntivas que ocorrem em Subs.(l), tal que (n €
F.(Subsc(l1))) — 3o € Subso(l)((n € Fo(la)) V (n € Fu(Subso(iz))))

e Q(I) conjunto das coordenadas do literal ! candidatas & eliminagao, no qual cada
membro é um par (o, ), onde & é um conjunto de coordenadas e 8 é uma

substituicao, tal que:
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~ se [ é literal de cldusula unitéria, entdo ((F,(I) U F,(Subs.(l))),®) é o tnico
membro de Q(I),

— sendo, os elementos de Q(I) sdo:
* (Fe(D),0),
* V(l2,0) € Subs.(l), (F.(l) U Fe(ly), 0) € Q(1).
tem-se que as coordenadas eliminadas pelo par (/1, /o) com a substituigéo 6 é o conjunto

U(l,1s) de tuplas (8, a, B) onde 8 é a substituicdo da tupla, o sdo as coordenadas

eliminadas e S é sua substituicio de restricdo. As tuplas sdo calculadas de forma
que @ = oy Uay e § = f10f, para (oq, B1) € w(ly), (az,B2) € w(l), a # 0, B1 e bs
compativeis, 8 compativel com 6 e o é a operagao de combinagao de substitui¢oes. Duas
tuplas ¢, e t; podem ser combinadas gerando t3 —onde 03 = 6,065, a3 = a; U2, f3 =
B1 0 By — se B, e B2 sdo compativeis, £ e f3 sdo compativeis e f3 e B3 sdo compativeis.

Para entender os conjuntos 2 e U deve-se entender alguns detalhes da forma dis-

juntiva condensada de uma férmula. Retornemos & forma conjuntiva do exemplo 42:

W, = (1 [=P(z1) D, P(f(zy)) 2]
9 [~P(f(x2))HPE@FD 0(,){)]
3 [P( f(a))({?»},{P(f(zl))“v??})]
4 [ﬂQ(a)({1’2’3}r{})] >

Nela tem-se:
o Q(-P(z1)) = {({3}, {})}
o Q(P(f(z1) ={({1,2},{})}
o Q(-P(f(z2))) = {({2},{}), ({2, 3}, {1/ f(22)})}
UQ(x2)) = {({1},{})}
e Q(P(f(a))) = {({1,2,3}, {1}
Q(-Q(e)) = {({1,2,3}, {H}

o que indica que as coordenadas de todos os literais, exceto —P(f(z2)), podem ser

utilizadas para a eliminacao do literal sem restricio. Ja a coordenada 3 do literal
—P(f(x2)), por encontrar-se subsumida, pode ser utilizada se a substituigdo envolvida
na eliminag8o for compativel com a substituigdo da subsuncdo ({z1/f(z2)}). Esta res-

tricdo deve-se a simplificacao efetuada na forma disjuntiva quando de sua condensacao.
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Deve-se atentar que a forma disjuntiva da férmula tem a configuragdo apresen-
tada no exemplo 42 porque a substituicdo da subsungao pode ser livremente aplicada.

Consideremos, no entanto, a forma nao condensada da férmula em questao:

[P () 34D P(f(5,)){12H)]

[—P(f () 33D, Q) 141 D)

[P(f(@) 2240

[= Q(a)({l 2,3,4},{})] )

(P(f(21)) 0D, Q(2,) ) P(f(a)) 1D ~Q(a) 41D)
(P(f(z1)) {13h{H P (f(z2)) {2},{}),p(f(a))({3},{}),ﬁQ(a)({4},{})>
(=P (1) D) <P (f(2,)) D), P(f(a)) 3D, 2Q(a) {411D)
<ﬁp($1)({1.},{}), Q($2)({2}’{}),P(f(a))({3}’{}), ﬁQ(a)({‘*}’{})) ]

W, = |

NSO TCR . SO N JURN . S
~

Observa-se que esta contém uma clausula dual, nimero 4, a mais que a sua forma
condensada. Esta cldusula dual foi subsumida pela cldusula dual 3 na condensagéo.
Por isto, para considerar a coordenada 3 subsumida no literal =P (f (z,)){2H{=P@)th
para eliminagéo, deve-se garantir que cldusula dual 4 (inexistente na forma condensada)
também seja tornada contraditéria, e portanto eliminada com a mesma substituicao.
Isto é garantido para as instancias compativeis com a substituicdo da subsungdo. Por
isto esta substituicao é chamada de substituicdo de restricdo. No exemplo, para consi-
derar a coordenada 3 daquele literal, tem-se como restrigao a substitui¢do {z1/f(z2)},

porque neste caso a clausula dual 4 pode também ser eliminada.

Pode-se também usar este exemplo para explicar a auséncia de restricoes ao uso
de coordenadas subsumidas quando estas ocorrem em um literal de clausula unitaria,
como as coordenadas do literal P(f(a))BHPUED™™ Y g6 exemplo anterior. Sabe-se,
pela r.e. 4, que um literal de cldusula unitaria ocorre em todas as cldusulas duais da,
forma disjuntiva nao condensada. Assim, a retirada deste literal de uma cldusula dual
por subsungao, nao causa a remog¢ao de nenhuma outra clausula dual do conjunto. Isto
pode ser explicado como segue: dadas D, e D, cldusulas duais da forma néo condensada
de uma férmula, [ um literal de cldusula unitdria e D; — {l} a forma simplificada de
D, (ou seja, [ é subsumido por algum literal de D). Como [ € D, se Dy — {i} = D,
entao Dy — {l} = Dy —{l} uma vez que a ocorréncia de [ é \inica em cada cldusula dual.
Portanto, se D; — {l} = Dy — {l} é porque D; > Ds, ou seja, a subsuncao independe
de [.
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1[—P(z) B P(f(zy)){2H )

2 [ﬁP(f(xQ))({2},{ﬂP(m)<s}})’ Q)1 ]

{z2/a}, eliminando 2,3

3 [ P(f(a)){BHPU@HT2

{z2/a}, eliminando 1

4 [ —lQ(a)({la213}’{}) ]

Figura 8.5: A refutacdo da férmula do exemplo 42.

Conhecendo-se o conjunto €2 de cada literal, pode-se calcular o conjunto U para
definir como as coordenadas (ou caminhos) podem ser eliminados. Para a férmula do

exemplo, tem-se:

o U(=P(z1), P(f(a)) = {{z:/f(a)}, {3}, {1}

o U(=P(f(z2)), P(f(1))) = {{z:/22}, {2}, {})}

o U(=P(f(z2)), P(f(a))) = {{z2/a}, {2}, {}), {{z2/a}, {2, 3}, {z:/ f(z2) })}
 U(=Q(a), Q(z2)) = {({z2/a}, {1}, {})}

Com isto, da combinacdo de ({z3/a},{1},{}) e {({z2/a},{2,3}, {z1/f(z2)}) tem-
se {({z2/a},{1,2,3},{z1/f(z2)}). Desta tupla conclui-se que todas as coordenadas
podem ser simultaneamente eliminadas com a substitui¢do {z2/a}, configurando prova
da insatisfazibilidade da férmula do exemplo 42. As eliminagdes consideradas para a
prova podem ser vistas na figura 8.5.

A restrigdo imposta ao uso de coordenadas subsumidas serve para “preservar a cons-
tituicdo da forma disjuntiva condensada”. Por preservar entende-se “manter a forma
atual” quanto ao nimero de cldusulas duais. Deve-se considerar que a forma disjuntiva
condensada contém as cldusulas duais que contém devido a subsuncdes consideradas.
Esta forma condensada é a mesma para todas as instancias da férmula compativeis
com as substituigbes consideradas na condensacdo. J& em instincias incompativeis,
a forma condensada ¢é diferente (normalmente contendo mais cldusulas duais, o que
acarreta mais coordenadas a serem consideradas). No exemplo em questdo, esta res-

trigdo é a substituicdo {z1/f(z2)}. Se considerarmos a insténcia z; = b, 2 = ¢ para a
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férmula do exemplo 42, veremos que sua forma condensada é igual a forma nao con-
densada, contendo quatro cldusulas duais (uma vez que as relagbes de subsuncao nao
mais ocorrem).

Tomemos por exemplo, uma férmula bem simples:

We = ([P(2), Q(a)], [P(a), Q(D)])

cuja forma disjuntiva nao condensada é:

Wa = [(P(2), P(a)), (P(2), Q(b)),(Q(a), P(a)), (Q(a), Q(H))]

que pode ser condensada para:

Wy = [(P(z)),(Q(a), P(a)), (Q(a), Q(b))]

na qual foi considerada a substituicdo {z/a} para simplificagio. Calculando-se a
instancia 6; = {z/a} das férmulas, compativel com a substitui¢do de simplificacao,

tem-se:
Web1 = ([P(a), Q(a)], [P(a), Q(b)])
Wb, = [(P(a), P(a)), (P(a),Q(b)), (Q(a), P(a)), (Q(a), Q(b))]
Wq b, = [(P(a)), (Q(a), P(a)), (Q(a), Q(6))]

e calculando-se a instancia 6, = {z/b} das férmulas, incompativel com a substituicio

de simplificagao, tem-se:
Wbz = ([P(b), Q(a)], [P(a), Q(D)])

Wabs = [(P(b), P(a)), (P(b), Q(b)), (Q(a), P(a)), (Q(a), Q(b))]
Wd’62 = [(P(b»’ <Q(a)a P(a»a (Q(a)v Q(b)>]

Considerando-se as férmulas apresentadas tem-se as seguintes relagdes de equi-

valéncia:
o W, Wy Wy, como ja sabido;
® chl g Wdel “r Wdlgl,
e W.0, +> W40, como era de se esperar, mas

® Wd/02 %) chg e Wdlez %) Wdez.



8.2 A condensagao no caso de primeira ordem 147

Devido a esta ndo equivaléncia das férmulas nas instincias nao compativeis as
subsuncoes consideradas, restringe-se a eliminagdo de coordenadas subsumidas de um
par de literais complementares, a instdncias compativeis aquelas consideradas na con-

densagao.

8.2.3 A nao eliminacao

Até aqui o uso da forma disjuntiva condensada nao representou, ao que parece,
nenhum grande problema. Resta-nos ainda apresentar um caso decorrente da simpli-

ficagdo. Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 43 Uma férmula contraditoria:

W, = ( 1 [P(f(z1))BHEP@PD p(g){1h1)]
2 [~P(z) D Q) {131
3 [P(f(a) e
4 [-.Q(a)({123} {})] )
Wy = [ 1 (P(a)@WHPEOPNY 0(2,){BAD | () {41
2 (-P (.’Ilz)({z}’{—'P(f(“)){l}}),P(f(a))({‘?‘}v{}),_|Q(a)({4},{})>
3 (—'P(f(xl))({l}’{}),Q(xz)({Z}’{}),P(f(a))({‘*}’{}),ﬂQ(a)({‘i},{})) ]

cuja prova seria dada pelos pares complementares {(—~Q(a), Q(z2)), (~P(z2), P(z1)),
(=P(f(z1)), P(f(a)))} com a substituicdo resultante para elimina¢do dos caminhos
{z2/a,x2/21,21/0}.

No entanto, devido & condensagdo, o par de literais (—P(x3), P(z1)) ndo apresenta
nenhuma coordenada em comum. Segundo a r.e. 7, as tuplas da distribuicdo de W,
nas quais os literais de uma cldusula ocorrem diferem apenas por estes literais. Assim,
como na forma disjuntiva o literal =P(z) subsume o literal ~P(f(z)), a cldusula dual
resultante subsume todas as cldusulas duais (da forma ndo condensada) onde ocorre
- P(z3) e os demais literais de mesma cldusula que —~P(f(z1)) (no caso P(z;) que ocorre
na cldusula dual (P(z;){HD =P(z,)2 D P(f(a))BHD] -Q(a) M) subsumida
na forma condensada). Este caso de nio intersec¢do das coordenadas pode ser definido
como segue: dados [, e [y literais de mesma clausula C; e [3 literal de outra cldusula,
C,, se I3 subsume [y, entdo as coordenadas de [; e I3 sdo disjuntas. Ou Vi; € Cy, 1, €
Ch,l3 € Cy, C1L # Co (I3 > 1y = (Fe(l3) U Fe(Subsc(l3))) N (Fe(l2) U Fe(Subs.(l2))) = ).

Como ja dito anteriormente, uma coordenada subsumida de um literal pode ser uti-

lizada para eliminagao de caminhos se a constituigdo da forma disjuntiva condensada, for
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preservada. Isto é o mesmo que dizer: se as clausulas duais subsumidas forem também
eliminadas (tornadas contraditérias). Uma maneira é garantir que a substituicio de
eliminacdo seja compativel com a substituicdo da subsunc¢ao, como apresentado ante-
riormente.

Porém, quando o literal subsungor contradiz o literal com o qual ndo apresenta
interseccao nas coordenadas, sabe-se que as clausulas duais subsumidas sdo contra-
ditérias, uma vez que contém este par de literais complementares. Considerando-se os
mesmos lq, 1y e l3 tem-se: como I >g, 1, entdo I3 € Subs.(l;). Para considerar F,(l3)
coordenadas subsumidas em [/; na eliminacao de caminhos com um literal /; comple-
mentar a [; com eliminacdo 03, pode-se proceder como anteriormente (considerando 6,
como restrigao) ou, se l3 e I sdo literais complementares com a substituicao 63, pode-se
combinar 03 & #2. (Como I, e l3 sdo complementares, as cldusulas duais subsumidas
contém o par (I3, 1) e sdo tornada contraditéria na instancia 3. Como 03 provém da
contradi¢ao de literal de mesma cldusula de [, entdo para considerar as coordenadas
de F.(l3), subsumidas em [, a substitui¢do 3 deve ser ndo apenas compativel com a
substitui¢do de eliminagao ), mas deve ser combinada a esta e fazer parte da prova.)
Para melhor entendimento, retornemos a férmula do exemplo 43. Nela tem-se:

o Iy = = P(f(z))BHPE)™N com subsuncio 6, = {z2/f(z1)},
o Iy = P(z)hib]

o I3 = —P(x,)2h1) | que contradiz I, com 03 = {z1/x,}, e

o Iy = P(f(a)){23{P@)™)  que contradiz I com 6 = {z/a}.

Para definir as coordenadas eliminadas pelo par (I3, ;) tem-se de definir, para cada

literal quais as coordenadas candidatas & eliminagao:

o Q(ly) = {({1,2,3},{})}, por ser literal de clausula unitéria, todas as coordenadas
de l4 podem ser consideradas sem restri¢ao;

e por apresentar coordenadas subsumidas, os membros de Q(l;) séo:

— ({3}, {}), a coordenada 3, sem restrigao, pois pertence & F,(I;);
— ({2,3}, {z2/f(21)}), as coordenadas 2 e 3, com restricio 6;;

— ({2,3}, (o{z1/z2}, (= P(xs), P(x1))), as coordenadas 2 e 3, com a substi-
tuigdo 65, do par (—P(z3), P(x1)) a ser combinada na eliminacéo.



8.2 A condensacgao no caso de primeira ordem 149

1[—P(f(z))43h {ﬂP(m)“}}) P(zy) 0]

<——> -

2 [ -P(dy ({2}{}) Q$2)({13}{})]

{z1/a, z1/z3} eliminando 2,3
(f(a) )({2 3H{P1){1)) ]

{z2/a}, eliminando 1,3

4 [ ~Q(a) (2310 |

Figura 8.6: A refutacdo da férmula do exemplo 43.

Para calcular os membros de U(l3,14), o conjunto de coordenadas subsumidas pelo
par complementar, procede-se como anteriormente, porém considerando as substi-

tuicGes que devem ser combinadas:
o ({z1/a},{3},{}), que elimina a coordenada 3 com 6, sem restri¢do,

o ({z1/a},{2,3},{z2/f(z1)}), que elimina as coordenadas 2 e 3 com 6, com res-

tricao 6,, e

o ({z1/a,z1/22},{2,3}, (-P(x2), P(x1))), que elimina as coordenadas 2 e 3 com
6, o 83, sem restri¢do mas associando o par (l,[3) & eliminagdo (isto ¢, toda vez

que esta tupla for considerada, a eliminacao destas coordenadas deve-se aos pares
(ll: l4) € (l2yl3))'

Resta-nos, agora, calcular U para os demais pares complementares da férmula:

o U(P(z1) 1D, 2P (2) M) = {({21/0,21/22}, {2, 3}, (=P (f (z1)),
P(f(a))))}, que associa o par (I4,l4) & eliminagéo,

o U(=P ()@, P(f(a)SHPEED) = {({22/f(a)}, {2}, {D)}, e
o U(=Q(a) 1), Q(z) 3Y) = {({z/a}, {1, 3}, {})}

Dos conjuntos U calculados, a tupla ({z1/a,z1/22}, {2, 3}, {}) pode ser combinada
com a tupla‘ ({x2/a}, {1, 3}’ {}>’ gerando a tupla’ <{.’131/a, .’131/1132, m2/a’}7 {1) 2, 3}, {})
Desta conclui-se que todos os caminhos podem ser eliminados simultaneamente, cons-

tituindo a refutacdo da férmula. Esta refutagdo pode ser vista na figura 8.6.
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Com a eliminacao das coordenadas eliminadas por um par de literais complemen-
tares redefinida no calculo de U, para ser utilizada para férmulas condensadas a rotina
Goal deve somente ser alterada de modo a respeitar, a cada par complementar, as
restrigdes de substituicdes aplicadas e os pares associados & eliminacdo (se o elemento

de U considerado assim exigir).

8.3 Conclusao

Neste capitulo foi abordado o uso da forma disjuntiva condensada na inferéncia
baseada em caminhos. Vamos resumir e discutir este uso e, para tal, salientamos

alguns pontos:

e primeiramente foi considerada apenas a igualdade de literais para a condensagao
da férmula. Esta condensagdo resulta em férmulas que podem ser representadas
na representagao cruzada (nao estendida) pois ndo necessita da representacio das
coordenadas subsumidas. Com isto a rotina Goal pode ser utilizada exatamente
como apresentada. Esta condensacado reduz a busca pela refutacdo da férmula.

Resta ainda confirmar se a rotina Goal mantém-se correta nesta condensagao;

e no caso da condensacdo considerando a relacao de subsuncgdo entre literais, a
representagdo da férmula é mais complexa e deve ser estendida de forma a repre-
sentar as coordenadas subsumidas. Mais que isto, a determinacdo dos caminhos
eliminados por um par de literais é também bastante mais complexa. Porém, com
a defini¢do dos conjuntos €2 e U, esta determinagao é correta e “parece” manter
a completude da rotina Goal (esta completude deve ser mais profundamente es-

tudada e comprovada);

e nesta condensagao pode ocorrer o caso que denominamos a ndo eliminagdo de
coordenadas por um par de literais complementares. Neste caso, este par de li-
terais complementar torna-se ligado, conectado a outro par o que implica o uso
simultaneo destes pares para a eliminacdo. Isto poderia, a primeira vista, pare-
cer uma vantagem apresentada pela condensacao, pois pode-se pensar: “muito
bom, quando considero um par de literais estou, de fato considerando dois pa-
res, e isto deve simplificar a busca pela refutagdo”. “Jein” :) Na realidade esta
conexao de pares ja ocorre na féormula. A diferenga é que, com o uso da forma
condensada, esta conexao torna-se explicita, é apenas um artificio que possibilita

a consideragdo de pares complementares que nao eliminam caminho algum. Este
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artificio é necessario pois o par em questao pode ser necessario a refutagao e deve,
portanto, ser considerado (como no caso do exemplo 43). Para entender o que
esta conexao representa, consideremos algumas cldusulas da férmula do exemplo
43.

objetivo

\ b ;

subobjetivo

subobjetivo p 1.2}
1[ Plo )54 =70
2
62

2 [ =P(z2) 13}, Q(z5) 124 ] 2 [ 2 P(z2) 113}, Q(zo) 124} ]

Figura 8.7: A conexao de pares do Figura 8.8: A conexdo de pares do
exemplo 43 via ~P(f(z1)). exemplo 43 via P(z;).

Na figura 8.7 é mostrado o caso da refutacdo da férmula, onde o literal ~P(f(z1))
é utilizado para solucionar um objetivo ! (no caso o literal P(f(a))) com uma subs-
tituico 6;. Sendo assim, todos os demais literal da cldusula de —P(f(z;)) séo
subobjetivos dependentes. No caso como o literal P(z;) é o Gnico subobjetivo, e
como o 1nico literal complementar a ele é P(z2) com substituicio 6, entdo toda
vez que ~P(f(z;)) solucionar um objetivo com substitui¢do 6;, 6, devera ser con-
siderada (e o par (P(z;), 7P(z2))) como unica solu¢do do subobjetivo. Assim, de
certa forma, os pares (I, P(f(z1))) e (P(z1), ~P(z2)) estdo conectados, ligados
um ao outro.

Na figura 8.8 é mostrado o caso inverso, onde o literal P(x;) é usado para so-
lucionar com 62 o objetivo | (no caso —P(x;)). Neste caso, o inico subobjetivo
dependente é ~P(f(z;)), cuja tnico literal complementar é P(f(a)) com substi-
tuigdo 6,. Entdo, toda vez que P(z;) solucionar um objetivo com substitui¢do 65,
6, deverd ser considerada (e o par (P(f(a)),~P(f(z1)))) como tinica solugdo do
subobjetivo. Assim, novamente, os pares (I, 7 P(f(z1))) e (P(z1), ~P(z3)) estdo,
de certa forma, conectados, ligados um ao outro.

Entdo, esta conexdo de pares nao introduz vantagem alguma, uma vez que os
mesmos pares seriam considerados pela rotina Goal se utilizada para férmulas
sem condensacao;

e o fato da férmula condensada conter um ntimero menor de cldusulas duais também
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nio introduz vantagem alguma pois, exceto o caso da condensaciao apenas por
igualdade, todos os pares complementares considerados pela rotina Goal quando
utilizada e férmulas ndo condensadas, sao também considerados para férmulas
condensadas. A diferenca é que, normalmente, o nimero de coordenadas elimi-

nadas por um par de literais complementares é menor em férmulas condensadas.

A dnica vantagem que se pode considerar é quanto ao calculo, propriamente dito,
da forma disjuntiva condensada. Como o algoritmo Dual apresentado em capitulo
anterior foi desenvolvido para calcular, de maneira eficiente, diretamente a forma,
dual condensada, em muitos casos, o cdlculo da forma disjuntiva condensada é

mais barata computacionalmente do que o cdlculo da forma nao condensada.

Com tudo isto, pode-se perguntar: para que usar a forma condensada de uma
férmula? Acreditamos que com a representacao das coordenadas subsumidas, e a consi-
deragao destas, o método permanece correto. Mas ainda assim, para qué? O tratamento
destas coordenadas, apesar de correto, é confuso. Ainda tem-se a ndo equivaléncia das
instancias ndo compativeis com as subsuncoes consideradas na condensagdo. Pode
ocorrer o caso onde a instancia da prova é incompativel com a condensacio e isto im-
possibilitar a refutagdo? Nao sabemos, esta hipdtese ndo foi estudada. (Porém, nunca
conseguimos criar um exemplo onde ela ocorresse.)

Volta a pergunta: para qué? Tudo o que conseguimos até o momento foi reproduzir,
com a forma condensada, a refutagdo que ocorreria naturalmente com a forma nao
condensada (e toda vez que isto ndo ocorreu, foi devido ao tratamento erréneo das
coordenadas subsumidas). N&o conseguimos, em nenhum caso, obter uma refutacio
mais simples e correta (ou pelo menos diferente) devido ao uso da forma condensada.
O tnico caso foi com o uso da condensagdo simplificada (baseada em igualdade entre

literais) e mesmo este, ndo afirmamos ser correto.
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Além das coordenadas

nesperadamente, a finalizagdo desta tese, a principio, foi bastante frustrante.

Apés tanto estudo — simplificacdo da forma disjuntiva, a relagio desta com a

forma conjuntiva, caminhos, coordenadas — chegar a conclusao que andou-se
em circulos: pelo estudo das coordenadas, comprova-se que a estratégia apresentada
pode ser aplicada sem o calculo da forma disjuntiva da férmula, o que torna sem sentido,
para esta estratégia, a consideracido desta forma — mesmo simplificada.

Porém, ao invés de “em circulo”, poderiamos dizer que andamos “em espiral”, pois
nao retornamos exatamente ao ponto de partida. A estratégia Goal pode em muito ser
estudada e melhorada, e mesmo o estudo das coordenadas pode ser aplicado a outros
problemas.

9.1 A rotina “descoordenada”

Seguindo a mesma linha de raciocinio do final do capitulo anterior, pode-se estender
a pergunta “Para qué?” para o uso da forma disjuntiva, propriamente dita. O estudo foi
bastante extenso: atribuimos coordenadas as formas normais, estabeleceu-se relagées
entre estas formas, detectou-se que as coordenadas representam caminhos em uma das
formas e que estes equivalem as cldusulas da outra. Mas, para que? Que vantagem o
uso simultaneo das duas formas normais de uma férmula agrega a inferéncia? Como
justificar o custo adicional do calculo da forma disjuntiva?

Estendendo o que afirmamos no final do capitulo anterior: tudo o que conseguimos
até o momento foi reproduzir, com o uso simultaneo das formas normais, a refutacgao
que ocorreria naturalmente com apenas a forma conjuntiva da férmula (e toda vez que
isto ndo ocorreu, foi devido ao tratamento erréneo das coordenadas). N&o consegui-

mos, em nenhum caso, obter uma refutacdo mais simples e correta (ou pelo menos
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diferente) devido ao uso simultaneo das formas. (Permanece como tdnico, o caso do uso

da condensacio simplificada, que ndo sabemos ser correto.)

Consideremos a rotina Goal apresentada. Esta pode ser descrita, de uma forma
geral, como: dado um literal do teorema (objetivo), sua eliminagdo da-se ou (i) por
um literal complementar, caso este par elimine todas as coordenadas (gap), ou (ii)
por este literal complementar e pela eliminacao dos demais literais da clausula deste
literal complementar. A rotina é repetida até que todos os literais do teorema sejam
eliminados. Ou seja, a eliminacdo de um literal somente ocorre quando todas suas
coordenadas (gap) forem contraditérias e a refutacdo somente ocorre quando todos
os literais de uma clausula forem eliminados, isto é, quando todas as coordenadas da

férmula forem contraditérias.

Como as coordenadas representam os caminhos da forma conjuntiva, um literal
somente é eliminado quando todos os caminhos que passam por ele sao constatados
contraditérios. Conseqiientemente, uma férmula somente é refutada quando todos os
caminhos de sua forma conjuntiva sdo constatados contraditérios. De uma forma ou
de outra, esta é a verificacao efetuada por todos os métodos de prova. Até aqui, entdo
nenhuma novidade introduzida pelo conceito de eliminagdao de coordenadas. A van-
tagem introduzida pelo uso das coordenadas poderia encontrar-se, entdo, no conceito
de eliminagdo do gap e na forma que esta eliminagdo é detectada, uma vez que esta

deteccao encerra a busca pela eliminacao de um literal.

Pela descricdo da rotina, sabe-se que coordenadas do gap sao eliminadas por ocorre-
rem simultaneamente em dois literais complementares e que, dado um objetivo (literal
a ser eliminado), a total eliminagéo de seu gap (coordenadas deste literal) configura a
sua solucado. Na rotina Goal apenas dois casos s&@o considerados solu¢ido para um ob-
jetivo I: ou (i) quando este contradiz um objetivo previamente considerado (verificado
na rotina Previous) ou (ii) quando o gap é totalmente eliminado pela contradi¢do com
um literal neg. O primeiro caso j4 foi explicado: sempre que ocorrer a contradigdo com
um objetivo prévio, todo o gap é eliminado (e portanto néo precisa ser testado). J4 no
segundo caso, pela distribui¢ao das coordenadas, o gap somente é totalmente eliminado

quando neg é literal de clausula unitdria. Assim, o gap aqui também ndo é necessario.

O segundo caso deve ser melhor explicado. Em resumo, dado um objetivo [ a
cumprir, este somente é solucionado ou pela contradi¢gao & um objetivo superior na
arvore de busca ou pela contradigdo com um literal =/ de uma cldusula C e solugdes
(compativeis e simultineas) dos demais literais da cldusula (C—{-l}). Pela distribuicéo
dos literais, representada pelas coordenadas, comprova-se que neste caso, gap somente é
eliminado quando —{ é o unico literal de C (C—{—l} = 0): se I nao é literal de cldusula
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unitéria, entdo cada literal [, € C — {~l} define um caminho (inico) que passam por
I, e I, ndo contido em I e contidos em gap (uma vez que este caminho é um caminho
que passa por ). (Salienta-se, novamente, que a eliminagdo de gap em cldusula ndo
unitdria pode acontecer no caso de férmula condensada com a consideragdo apenas da
igualdade entre literais, conforme mostrado no exemplo 41.)

Portanto toda a consideragdo de coordenadas poder ser retirada da rotina Goal sem
prejudicar (ou mesmo modificar) seu comportamento. Para a retirada da consideragdo

das coordenadas pela rotina Goal, deve-se proceder as seguintes alteracoes na rotina:

Goal(W,, Goals)

1. Change variable names

2. new « 0
3. for all C € Goals do
A+ W, —{C}

(solutions, theorems) < Y. Solutions(l, A, {})
(solutions, theorems) < Q(solutions, theorems, C)
if solutions # 0
then Return (W, is contradictory)
else new < new U theorems
4, NewW, « W, U new|
5. if NewW, =W,
then Return (W, is closed)
else Goal(NewW,,new N NewW,)

no passo 3, retirar o gap (F,(l)) da chamada da rotina Solutions e, no passo 4, retirar

o célculo da representagdo cruzada (que inclui o célculo da forma disjuntiva);

Solutions(Lit, W,, Prev)
1. solutions < Previous(Lit, Prev)
2. Q « Complementaries(Lit, W,)
3.if Q=10
then theorems < {({Lit}, {})}
else (solutions, theorems) < Jneq 9)cn Subgoals(Lit, neg,0, W,
Prev)
4. if solutions # 0
then solutions < Proj(solutions, Lit U Prev)
5. Return (solutions, theorems)
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retirar o gap dos parametros de entrada da rotina e das chamadas das rotinas Previous,

Complementaries e Subgoals;

Subgoals(Lit, neg, 8, W,, Prev)
1. L + C(neg) — {neg}
2.if L=10
then solutions < {0}
else A «+ [W,— {C}], P « PrevU {Lit}
(solutions, theorems) < 3, Solutions(10, A, P)
(solutions, theorems) + Q) (solutions,theorems, L)
if solutions # 0
then solutions < Proj(Compatible(solutions, §), Lit U Prev)
else theorems « Compatible(theorems, )

3. Return (solutions, theorems)

retirar o gap dos parametros de entrada da rotina e da chamada da rotina Solutions;
trocar o passo 1, que atualizava o gap, para atribuir a L os demais literais de mesma
cldusula do literal neg e, no passo 2, trocar o teste Gap = @ por L = @ (neg é literal

de cldusula unitéria), conforme explicado anteriormente.

Conclui-se, assim, que a consideragdo da forma disjuntiva pela rotina Goal, é re-
dundante (e, por conseguinte, desnecessiria), uma vez que esta rotina pode realizar
exatamente as mesmas refutagbes (percorrendo os mesmos caminhos) utilizando ape-
nas a forma conjuntiva da férmula. A versio sem coordenadas da rotina Goal foi
implementada e comparada com sua versao primeiramente apresentada. O resultado
desta comparacao é apresentado na tabela 9.1. Nela comprova-se que o nimero de
ciclos e teoremas gerados sao os mesmos para as duas versdes, como era de se espe-
rar. A diferenca de tempo de processamento (indicado nas respectivas colunas “seg”!)
deve-se quase que exclusivamente ao calculo da forma disjuntiva pela versdo com co-
ordenadas. Pode-se observar que esta diferencga cresce com o tamanho da férmula e,

conseqiientemente, com o 0 aumento do numero de ciclos necessarios & sua refutagio.

Terminamos aqui a apresentacdo do estudo sobre o uso simultaneo das formas nor-

mais de uma férmula para inferéncia légica.

!Tempo de “user run time”em segundos.
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Férmula Com coordenadas Sem coordenadas
nome conj. | disj. || ciclos | teor. seg. || ciclos | teor. seg.
Pelletier 44 7 64 1 0 0.24 1 0 0.15
Pelletier 48 7 24 3 18 | 642.75 3 18 | 119.79
Pelletier 55 12 | 288 1 0| 2252 1 0 9.66
Pelletier 58 7 24 1 0| 3291 1 0| 14.49
TPTP COMO001-1 11 36 1 0| 11.02 1 0 4.05
TPTP COMO002-1 19 36 3 4 1104.92 3 4| 19.87

M

Tabela 9.1: Refutagdes nas duas versoes da rotina Goal.

9.2 Trabalhos futuros

Durante nosso estudo, diversos “detalhes” interessantes ndo receberam a devida
importancia por nao serem parte prioritdria do trabalho em questdao. Muitas idéias
surgiram e foram deixadas de lado, algumas sem importancia e outras cujo estudo

acreditamos promissor, como as que apresentamos agora.

9.2.1 A implementacao

Para implementacdo da rotina Goal, nos preocupamos basicamente com os aspectos
tedricos da rotina e nao em eficiéncia computacional. Nesta, por exemplo, o paralelismo
inerente & estrutura da rotina é apenas simulado. Seria interessante desenvolver uma
melhor implementagdo da rotina e testd-la em toda a biblioteca de problemas TPTP.
Este teste é uma espécie de “certidao de nascimento” de um método de prova para
a comunidade de prova automadtica de teoremas pois, uma vez incluidos os resultados
obtidos neste teste na pagina (web page) da biblioteca TPTP, o método “existe” para
a comunidade. Nao por atribuir existéncia a um provador automatico de teoremas, este
teste é importante por possibilitar a comparagao de seu desempenho com o desempenho

dos demais provadores pesquisados.

9.2.2 Relembrando caminhos

Durante a apresentagao deste trabalho foi abordada diversas vezes a “eliminacgéo de
literais”. Este conceito foi definido mas ndo lhe foi dada a devida énfase. Acreditamos
que o conceito de eliminagao de literais pode introduzir um importante atributo a pro-
vadores automaticos de teoremas: memdria, isto é, uma forma de reconhecer inferéncias
ja realizadas e reutilizé-las.



158 Além das coordenadas

-R(zs, z6) {zs/a,zs/b}

“ {z5/b,z¢/a}

{zs/a,z4/b} R(z3,74) {z3/a,x4/b}
{z3/b,x4/a} B N {z3/b,xz4/a}
. Qs ea) I A CtE ) _
. . ” {z1/a,z2/b} b ” {z1/a,z2/b} :'
| Q(z1,22) {z1/b,z2/a} | Q(z1,22) {21/b,22/a} |
é -P(z1,2) —P(zy,71) i i ~P(z1,2) ~P(zg, 1) i
A A N s AN
LP(a,b) P(b,a) __P(ab) P(ba); LP(a,b) P(ba)___ Plab) P(ba)]

Figura 9.1: Uma refutagdo com solugoes intermedidrias repetidas.

Para exemplificar o que queremos dizer, considere a inferéncia apresentada apre-

sentada na figura 9.1 relativa a férmula contraditéria:

W, = ( [P(a,b)],
[P (b, a)],
[~P (71, 22), P (2, 21), Q(z1, T2)],
[-Q(z3, 74), ~Q(z4, T3), R(x3, 24)],
*  [~R(zs5,76)] )

Nesta figura vé-se que o literal Q(z1,xs) foi utilizado como solucao dos literais
—Q(z3,24) € ~Q(x4,z3). Para cada um destes literais, foram calculadas as solucdes
compativeis para os subobjetivos =P (z1,z2) e ~P(z2,z1). Na figura verifica-se que a
drvore desenhada para solugdo de ~Q(zx3, z4) € ~Q(z4, z3) é a mesma. Portanto, quando
o literal Q(z1, z5) é utilizado pela segunda vez como solucdo, a rotina poderia “saber”
que seus subobjetivos dependentes sdo eliminados com a substituicdo {z/a,z,/b} ou
com a substituicdo {x1/b, x2/a}, evitando assim o cédlculo repetido daquela parte da
arvore.

Porém, para realmente utilizar esta “memoria” pelo menos um problema deve ainda
ser resolvido: as solucdes de um literal sao restringidas por substitui¢des ja consideradas
e pelo espago de busca. As solucées previamente calculadas ndo representam um grande
problema, uma vez que pode-se calcular as solu¢des possiveis dentro do espago de busca,

armazend-las e utilizar apenas as compativeis com as substituicdes ja consideradas.
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Esta seria uma solucao possivel para esta restricdo. A restricado do espago de busca,
porém, é um problema um pouco mais complexo: como o espaco de busca para solugdes
de um literal é restrito as clausulas ainda nao utilizadas em ramos superiores da drvore
de busca, as solugoes deste literal podem diferir dependendo da &arvore de busca ja
percorrida. Pode também diferir de um ciclo para outro pois, com a inclusdo de novos -
teoremas na férmula, o espaco de busca para o calculo de solucdes pode ter sido alterado.
O problema, a ser resolvido é: dado um literal para o qual solugoes foram calculadas
com um espago de busca A;, como calcular novas solugdes (ou remover algumas) dado
um espago de busca A,.

Consideramos que o conceito de eliminag¢do de um literal é muito importante por
conferir, & 4rvore de busca percorrida durante uma inferéncia, uma estrutura. A de-
finicdo desta estrutura que permite o armazenamento das informagoes processadas.
Nao temos conhecimento, até o momento, de nenhum método de prova que apresente
alguma forma de memoéria. Mesmo “Otter” sendo um dos melhores, apresentando re-
sultados (velocidade de processamento) impressionantes, ndo contém nada semelhante
3 memoria. “Otter” é um sistema extremamente bem implementado e, se ndo apre-
senta esta facilidade, deve ser devido a Resolucdo propriamente dita, que ndo apresenta
nenhuma estrutura em seu processo de inferéncia. J4 em inferéncias realizadas pelo
método das Conezxdes o conceito de eliminagdo de um literal seria facilmente adaptavel,
mas ndo conhecemos nenhum resultado ou pesquisa nesta dire¢do.

Uma implementagao “rudimentar” desta idéia foi realizada (considerando solugGes
j4 calculadas apenas no mesmo ciclo de inferéncia) e apresentou melhorias em tempos de
processamento que justificam seu estudo. Por exemplo, o problema nomeado “mcnum”
que com a versdo sem coordenadas da rotina Goal é refutado em 46,64 segundos, com
esta implementagao rudimentar é refutado em 6,68 segundos.

9.2.3 O avesso das coordenadas

No desenrolar do trabalho foi dada énfase nas coordenadas conjuntivas de uma
férmula, i.e. a posi¢ao de cada literal na forma disjuntiva. Pouco foi dito sobre as co-
ordenadas disjuntivas, que refletem a ocorréncia dos literais na forma conjuntiva. Uma
possibilidade de estudo que achamos interessante é o uso, para légica proposicional,
destas coordenadas disjuntivas na forma conjuntiva. Pode parecer estranha esta possi-
bilidade j& que estaria-se utilizando as coordenadas referentes a posicao dos literais na
prépria forma considerada, o que parece, a primeira vista, redundante. No entanto, ao
indicar “as” ocorréncias de um literal, as coordenadas indicam a existéncia ou nao na

férmula de outro literal de mesmo simbolo proposicional e, com isto, esta informagcao
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nao é redundante. Nao pretendemos aqui desenvolver completamente este estudo, mas

apenas apresentar parte dele ja desenvolvida e que justifica nosso interesse.

As novas coordenadas

Considerando as coordenadas disjuntivas® de uma férmula proposicional na repre-
sentacao cruzada estendida, pode-se estabelecer algumas relacdes estruturais expressas
por estas coordenadas. Seja Fy(l) o conjunto de coordenadas disjuntivas de um literal,
L(z) a colecdo de literais de x, N, o conjunto dos nimeros das cldusulas de W, e Ny o

conjunto dos nimeros das cldusulas duais de Wy, tem-se:

e como cada coordenada n contida nos literais de W, refere-se & ocorréncia destes
literais na clausula C, de W,, o conjunto de literais de Wy cujas coordenadas
disjuntivas contém n é o conjunto de literais da cldusula C,: Vn € Ny ({l |l €
L(Wa) An € Fy(D)} = L(Cy));

e a unido das coordenadas disjuntivas dos literais de uma cldusula dual é o conjunto
de nimeros de cldusulas de W,: |J Fy(l € D) = N;

e por ser W, a forma disjuntiva condensada de uma férmula, todo literal de uma,
cldusula dual ocorre “exclusivamente” em pelo menos uma cldusula de W,.. Ou
seja, todo literal de uma cldusula dual possui pelo menos uma coordenada que
ndo ocorre em nenhum outro literal desta mesma cldusula dual: VI; € D, 3n,Vl; €
D((n € Fy(l;) An € Fy(ly)) = i=j);

que nao sao as Unicas mas suficientes como exemplo. Estas relacoes, apesar de serem
referentes & forma conjuntiva, definem a forma disjuntiva condensada. Acredita-se
que as coordenadas podem ser “mapeadas”’ para a forma conjuntiva e estas relagdes
utilizadas. Para este estudo utilizou-se uma nova representacdo da forma conjuntiva,
de uma formula na qual atribui-se, a cada literal, suas coordenadas disjuntivas (com
a idempoténcia considerada), i.e. o nimero das cldusulas nas quais o literal ocorre,
conforme mostra o exemplo 44. Por serem as Unicas da representagio, as coordenadas

disjuntivas sao chamadas simplesmente de coordenadas.

Exemplo 44 Com as novas coordenadas, a forma conjuntiva da formula do exemplo

36 € assim representada:

We =( 1:[p0,q08),2: [, g0, 3. [0, 03] )

2Que referem-se as posigdes dos literais na forma conjuntiva.



9.2 Trabalhos futuros 161

Estas coordenadas também definem relagoes entre os literais da formula que podem
auxiliar o cédlculo de sua forma disjuntiva condensada. Por exemplo, seja F(I) as

coordenadas de um literal, temos as seguintes relagoes:

e como W, é condensada, todos os literais de todas as cldusulas ocorrem pelo menos
uma vez na forma disjuntiva condensada Wy;

e como, pela r.e. 6, dada uma cldusula C de W,, todas as cldusulas duais contém
pelo menos um literal de C, entao a uniao das tuplas nas quais ocorre os literais
de C é o conjunto de tuplas da distribuicao de W;

e para todo par (l1,l;) de literais de mesma cldusula, a intersecgéo de suas coorde-
nadas é ndo vazia: Vl; € Cp,ls € C,(F(l;) N F(ly) # 0);

e novamente, pela r.e. 7, as tuplas de l; e l5, literais de mesma clausula, sdo tuplas
que diferem apenas por l; e ls. Sendo I3 um literal de clausula diferente, para
toda cldusula dual Dy, que contém o par (I1,l3), existe em W, uma cldusula dual
Dy = (Dy — {l1}) U {l2}. Assim quando [; = I3, D; subsume D,. O mesmo pode
ser estendido para I, um literal de mesma clausula de 3. Entdo, a distribuicao
de l; com os demais literais das clausula que contém literais iguais a l; produz
tuplas subsumidas por aquelas produzidas pela distribuig¢ao de /; com seus iguais.
Como as coordenadas de um literal referem-se a todas ocorréncias de literais de
mesmo simbolo proposicional, a distribuigdo de /; com as cldusulas contidas em

suas coordenadas — VC € F(l;) ~ d4 origem a tuplas subsumidas;

e decorrente do item anterior, se l; ocorre em todas as clausulas nas quais /; ocorre
- F(ly) € F(l;) — entdo toda tupla da distribui¢do de W, contendo !5 e I, sdo
tuplas subsumidas;

e decorrente do item anterior, toda tupla da distribuicao de W, contendo os literais
{l1,l5,...,1,} e em todas as cldusulas nas quais /; ocorre, também ocorre outro
literal da mesma tupla — F(l;) C |JF({lz,...,l,}) — é uma tupla subsumida;

e decorrente do item anterior, todo literal de {l,ls,...,l,} uma tupla da dis-
tribuigdo de W, nao subsumida, ocorre “exclusivamente” em pelo menos uma
cldusula de Wz VI € (Iy,...,1;),3In(n € F(I) » n € JF{li,lo, ..., 1.} = {I}));

O céalculo da forma disjuntiva condensada

Estas relacoes podem ser utilizadas para o célculo eficiente da forma disjuntiva

condensada. Considerando-se a férmula do exemplo 44 e por estas relagbes, com o
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calculo das tuplas da distribuicao, nao subsumidas, que contém o literal p da primeira
cldusula e das que contém o literal ¢ da primeira cldusula, calcula-se a forma condensada
de W,. Assim, sendo N, = {1, 2,3} o nimero das cldusulas de W,, a forma disjuntiva

condensada Wy podes ser calculada como segue:

e tuplas de pi!} - as tuplas de p sdo todas tuplas, nfio subsumidas, que contém os

literais da segunda cldusula de W:

— e r{23}: 3 unido de suas coordenadas {1} U {2,3} = N, indica que (p,r) é
uma tupla de W, pois toda outra tupla contendo (p,r) — no caso a tupla
(p,r, s) — seria subsumida por esta. Entao, W; = {(p,7)};

— e ¢t ainclusdo das coordenadas de p nas coordenadas de g, {1} C {1,2},
indica que toda tupla que contém o (p,q,...) é subsumida por outra que
contém (g, ...) e, portando, (p,q) ndo é subconjunto de nenhuma, tupla de
Wa;

— como todos os literais da segunda clausula resultaram em tupla de W, ou
tuplas subsumidas, nenhuma outra tupla de W, contém o literal p e a busca

pode ser encerrada;

. o tuplas de ¢{1?} - como ¢ ocorre na primeira e segunda clausulas, as tuplas de q
sao todas as tuplas, ndo subsumidas, que contém os literais da terceira cldusula
de W,:

— e 53} a unido de suas coordenadas {1,2} U {3} = N, indica que (g, s) é
uma tupla de Wy, entdo, Wy = WU {(q, s)};

— e r{23}: 3 nao inclusio de nenhum conjunto de coordenadas indica nio
tratar-se de tupla subsumida, a interseccdo de suas coordenadas {1,2} N
{2,3} = {2} indica tupla que representa cldusulas duais iguais ({(g,q,7) e
{g,7,7)) e a unido de suas coordenadas {1,2} U{2,3} = N, indica que (g, r)
é uma tupla de Wy e, portanto, W, = Wy U {{q,7) };

— pelo mesmo motivo anterior a busca pode ser encerrada;

e o cdlculo resulta em W, = [(p, ), (g, s), (g, 7)] que é a forma disjuntiva condensada

da férmula.

O procedimento aqui demonstrado para calculo da forma disjuntiva condensada
de uma férmula em forma conjuntiva W, é sistematizado pela rotina Transf;(W,)

definida como segue:
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0 se A =10

Transfq(A) = .
Jd(&) {{Tuples(llc’")U...UTuples(lg"‘)} caso contrario

0 se f C F(l),sendo
Tuples(l) = ¢ {(D)} se a C F(l),sendo
{(HY Uy |y €T} caso contrario

ondea={n|C, €A}, f=N.—ael =Transfy(A - {Cn | n € F()}) e Cp, uma
cldusula qualquer de A.

Esta rotina calcula o mesmo que a rotina Dual apresentada anteriormente. Na
realidade a rotina Dual ja utiliza estas coordenadas e algumas destas relacgles para o
célculo da transformacdo dual. A diferenca entre estas rotinas é que T'ransfg nao utiliza
o hipercubo como estrutura subjacente, mas procede a transformacao considerando
uma cldusula da férmula de cada vez. Em alguns casos este procedimento pode ter
vantagens sobre o procedimento realizado pela rotina Dual: no caso de férmulas com
muitos simbolos proposicionais e poucas cldusulas, o hipercubo associado apresenta
um grande nimero de dimensées, o que pode prejudicar o funcionamento da rotina
Dual pelo processamento de propagacoes entre os vértices; e no caso de férmulas com 1
poucos simbolos proposicionais e muitas cldusulas, o funcionamento da rotina Dual
pode ser prejudicado pelo excesso de processamento em cada 6rbita. A rotina Transf,
apresenta a vantagem do processamento da subrotina Tuples poder ser independente
para cada literal e poder ser processado em paralelo. Com isto, a distribui¢do do
processamento pode ser feita baseada no nimero de literais de uma cldusula. Para

uma melhor comparacio, deve-se realizar um estudo mais detalhado.

Os modelos

Pode-se também utilizar estas coordenadas para o calculo dos modelos de uma
férmula proposicional. Considere a férmula:

W =( 1:[p"%, ¢33 2: [-pB8, 113,
3 : [p{1>3}’ —qq{374}], 4 . [—|p{2a4}, —,q{3’4}] )

Se utilizarmos a rotina Transf; nesta férmula veremos que as unicas clausulas du-
ais geradas sdo (p,—p) e (¢, ~q) ambas contraditérias, o que determina a refutagio
da mesma. A transformagdo desta férmula pela rotina Transf; dé-se quase que ime-
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diatamente, pois pelas coordenadas dos pares (p{'3} —pi24}) e ({12} —g134}) ¢ f4cil
detectar que cada par é, por si, uma cldusula dual (ja que a unido de suas coordenadas
é igual ao conjunto de cldusulas V;). Sendo assim, para o calculo dos modelos, a rotina
Trans fq poderia ser modificada de forma a procurar primeiramente as cldusulas duais
que seriam contraditérias e evitar a sua geragdo. Com isto, no final do processamento,
esta rotina retornaria apenas as cldusulas duais nao contraditdrias, ou seja, os modelos
da férmula. A auséncia de modelos configuraria a refutagdo da férmula.

O célculo de modelos de férmulas proposicionais é um problema cuja solugio é
intensamente pesquisada por outra area de pesquisa, conhecida como “Sat-n”. Nesta
area, é estudada a determinacao da satisfazibilidade de uma férmula proposicional. Este
estudo encontra um grande nimero de aplicagGes, uma vez que vérios problemas sao
especificados em légica proposicional, como por exemplo, a simplificacdo de circuitos
l6gicos, dentre outros.

Talvez mereca ser estudada a possibilidade de extensdo destas coordenadas para
férmulas da légica de primeira ordem. Talvez também, aquele caso do exemplo 41,
cuja forma condensada foi calculada considerando apenas a igualdade dos simbolos
proposicionais, se correto, possa ser adaptado para o uso destas coordenadas e simpli-
ficar, assim, a refutacao.

9.3 Conclusao geral do trabalho

Chegamos ao final deste trabalho. A idéia original que lhe deu inicio foi o desenvol-
vimento de uma estratégia para o método Dual. Neste método, inferéncias légicas sao
realizadas através de sucessivas transformagcoes da férmula em suas formas normais con-
juntiva e disjuntiva e retiradas de cldusulas duais contraditérias. O método apresenta
pelo menos uma caracteristica muito interessante: o nao uso de regras de inferéncia
explicitas. Porém, o método “puro” como apresentado no capitulo 5 tem normalmente
um desempenho bastante ruim, equivalente a estratégia da Resolucido level saturation.
Devido a isto, iniciamos o estudo de uma estratégia que inferisse eficiéncia ao método
Dual.

Nossa idéia para restringir as inferéncias realizadas foi considerar, além das con-
tradicoes explicitadas pela forma disjuntiva, a estrutura da férmula na forma con-
juntiva; idéia esta baseada na representagdo cruzada ja utilizada pelo algoritmo de
transformacdo dual (apresentado na secdo 4.4 do capitulo 4). Também devido ao uso
das coordenadas pelo algoritmo e no intuito de simplificar a inferéncia, foi escolhido o

utilizar a forma disjuntiva condensada da férmula.
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Seguindo nosso plano inicial, passamos a basear nosso estudo na representacao cru-
zada das formas normais condensadas de uma férmula. Tinhamos uma idéia de como
a inferéncia poderia ser restringida. Com o passar do tempo deparamo-nos com di-
versas sutilezas apresentadas pelo cilculo desta condensacdo. Foram tempos dificeis,
poderiamos dizer. Vasto é o material encontrado na literatura referente a condensagao
“de férmulas em forma conjuntiva e é praticamente inexistente o material referente 3
forma disjuntiva. Bom, “arregacga-se as mangas” e vai-se ao trabalho! Se nada encon-
tramos na literatura, vamos desenvolver este estudo. Para o estudo da condensacao da
forma disjuntiva, foi estudada primeiramente a relagdo entre as formas normais para
posterior adaptacdo do calculo da condensacdo da forma conjuntiva para a forma dis-
juntiva. Este estudo foi bastante aprofundado e deu origem & diversas publicacées,

como demonstrado no capitulo 4.

Com o estudo da condensacao das formas normais concluido, passamos a nos de-
dicar novamente ao desenvolvimento da estratégia. As sutilezas apresentadas para o
correto tratamento das coordenadas subsumidas da representagao cruzada estendida de
uma férmula foram tantas, que decidimos estudar o que realmente estas coordenadas
representam. Para saber o que as coordenadas subsumidas representam, estudamos
primeiramente o que representam as coordenadas nado subsumidas. Para tal estuda-
mos as coordenadas da representacao cruzada de uma férmula, isto é, coordenadas que
representam a distribuicdo dos literais de uma férmula em suas formas conjuntiva e dis-
juntiva ndo condensada. Neste estudo definimos diversas relacdes estruturais existentes

entre estes literais e representadas pelas coordenadas.

Conhecidas as relagoes representadas pelas coordenadas da representagao cruzada,
desenvolveu-se uma estratégia com as caracteristicas que tinhamos em mente desde
o inicio: basear-se em eliminacdo de caminhos e de literais. Este estudo deu origem
a rotina Goal como apresentada no capitulo 7. O passo seguinte, naturalmente, foi
adaptar o estudo daquelas relagoes para a forma disjuntiva condensada e, finalmente,
desenvolver uma estratégia que utilizasse simultaneamente as formas normais conden-
sadas de uma férmula. O estudo desenvolvido nesta direcdo, apresentado no capitulo
8, mostrou-se tdo complicado que foi inevitdvel a pergunta “Para que usar as coorde-
nadas subsumidas?”. A busca pela resposta a esta pergunta levou-nos a um resultado
inesperado: o uso da forma disjuntiva condensada nao apresenta nenhuma vantagem
sobre o uso da forma ndo condensada, pelo contrario, apenas introduz complicacGes

extras a correta utilizacdo das coordenadas.

Impossivel também foi evitar estender a mesma pergunta “Para qué?” para o uso

das coordenadas propriamente ditas e, conseqiilentemente, para o uso simultdneo das
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duas formas normais de uma férmula. Este resultado foi ainda mais inesperado: nao
conseguimos encontrar nenhuma justificativa para este uso. Pelo estudo das rela§6es
estruturais expressas pelas coordenadas, conclui-se que seu uso nao introduz vantagem
alguma; a inferéncia processada pela rotina Goal pode ser simulada “exatamente”
considerando apenas a forma conjuntiva da férmula (conforme apresentado no inicio
deste capitulo).

“Se nao tem sentido, isto poupa um mundo de trabalho, uma vez que nao é preciso
procurar um” escreveu Lewis Carroll®. Esta foi a primeira sensacdo ante aos resultados
encontrados neste estudo: tanto estudo para nada. “Mas eu acho que vejo algum
sentido, depois de tudo”, continua a citagao e, de fato, nao acreditamos ter sido, este
estudo, sem sentido. Conforme mostrado na segao 9.2, mesmo que o objetivo inicial nao
tenha apresentado o resultado esperado, muito do que foi estudo pode ser aproveitado.

O estudo das formas normais e sua condensacao é, em si, um resultado que pode
ser aproveitado, pois a simplificacao de férmulas légicas é interessante a todo problema
expresso em légica. O estudo das coordenadas da representacgao cruzada, que considera
ambas formas normais de uma férmula, pode ser aproveitado e “mapeado” para o uso de
apenas uma das formais. Apresentamos alguns resultados com estas novas coordenadas
(que chamamos “ao avesso”) e acreditamos que muito mais pode ser estudado nesta
diregdo. E, por fim a estratégia desenvolvida que é, por si, um resultado que justifica
todo o estudo realizado.

Tende-se, na drea, a chamar de estratégia o que na realidade é um método, ou um
calculo, de inferéncia légica. Tende-se a falar, por exemplo, no método da Resolugao
e suas estratégias (set-of-support, level-saturation, etc.) quando, na realidade, cada
uma destas “estratégias” define um método baseado na Resolugdo. Lembramos que
um método é composto pela linguagem ldgica, um conjunto de regras de inferéncia e
uma estratégia de aplicacao destas regras. Assim, a rotina Goal, como apresentada
no inicio deste capitulo, define um método de inferéncia légica (cuja completude ainda

precisa ser comprovada). Este método apresenta caracteristicas bastante interessantes:

e ¢ um método hibrido, que combina caracteristicas que definem a familia da Re-
solugdo com caracteristicas que definem a familia da Conex&o. Acreditamos que
' este método define uma nova familia de provadores automaticos de teoremas por

nao poder ser incluido em nenhuma das familias existentes;

e a regra de inferéncia utilizada é baseada no conceito de eliminagéo de literais,

3Em “As Aventuras de Alice no Pais das Maravilhas”, no trecho transcrito na citagio na pagina
inicial deste capitulo
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completamente novo na area. Este conceito confere ao processo de inferéncia
uma estrutura que permite a reutilizaciao de inferéncias ja realizadas. Esta ca-
racteristica merece ser estudada pois acreditamos ser extremamente importante
por poder (potencialmente) resolver um grande problema enfrentado por todos
os provadores autométicos de teoremas. Por mais que se esforce em otimizar a re-
alizacdo de inferéncias durante um processo de prova, muitas vezes nao é possivel
torné-lo simples ou imediato. Em muitos casos, a prova requer um grande nimero
de inferéncias, é uma caracteristica inerente & formula. Porém, principalmente
nestes casos, grande é o numero de inferéncias repetidas e, é exatamente neste
caso, que acreditamos ser importante & um provador automatico de teoremas,
apresentar a habilidade de “relembrar” inferéncias ja utilizadas. E interessante
que nao temos conhecimento de nenhum trabalho nesta dire¢ao. Mesmo o prova-
dor de teoremas “Otter” pode ser considerado completamente “desmemoriado”.

(Mas é rapido, executa quinhentas vezes a mesma coisa, e nem se percebe!);

e 0 método parece apresentar outra importante caracteristica: confluéncia. Um
método ¢ confluente quando, independente do caminho percorrido, as mesmas
provas sao encontradas. Mais tecnicamente, quando os mesmos valores sdao en-
contrados para as varidveis do teorema. Por exemplo, dada a cldusula [P(a), P(b)]
e o teorema negado [~P(z)], um método confluente encontra, na refutacdo, os
valores “a” e “b” para a variavel z do teorema. Normalmente, os métodos nao
sao confluentes, apenas preocupam-se em encontrar uma prova. A confluéncia
pode, no entanto, ser desejada para algumas aplicacdes. Nenhum estudo foi de-

senvolvido nesta dire¢io e, por isto, este assunto nao foi abordado.

E o0 método dual continua como originalmente proposto, sem uma estratégia que

lhe atribua eficiéncia ... mas isto é assunto para outra tese!
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Ry uer-se, neste capitulo, agradecer as pessoas e entidades colaboradoras, atri-

¥ ). buir autoria e indicar publicagdes prévias de partes deste trabalho. Grande

parte do trabalho aqui apresentado foi escrito pela autora exclusivamente,
mas algumas partes do texto foram adaptadas ou de artigos previamente publicados
pela autora e pelo Prof. Guilherme Bittencourt ou do outras fontes, o que torna ne-
cessario um agradecimento explicito. A autora também gostaria de agradecer toda a

contribui¢ao recebida para tornar possivel a execugao deste trabalho.

Seguindo um conselho dado, certa vez, por um professor — “Primeiro a barriga,
depois a filosofia!” (adaptado do original de Bertold Bretch “Primeiro a barriga depois

a moral”) — inicia-se agradecendo a ajuda financeira recebida:

e 30 CNPQ pela bolsa de estudo recebida por quatro anos (1997 - 2001), processo
nimero 143359/97-5, sem a qual seria financeiramente impossivel a realizacao
deste trabalho;

e 3 Capes pela ajuda financeira recebida para a participacdo no projeto Métodos
Formais para Recuperacao de Conhecimento em Rede e Bancos de Dados Dis-
tribuidos (CAPES/DAAD/PROBAL niimero 060/98), sob coordenagéo dos pro-
fessores Guilherme Bittencourt (Brasil) e Jaques Calmet (Alemanha). A parti-
cipacao neste projeto possibilitoﬁ, durante trés anos consecutivos (1998 - 2000),
a visita da autora ao Instituto para Algoritmos e Sistemas Cognitivo da Universi-
dade de Karlsruhe, Alemanha (e, principalmente, & maravilhosa biblioteca desta

universidade).

O trabalho foi desenvolvido nas instalagdes do LCMI/DAS - Laboratdrio de Con-

trole e Micro-Informdtica do Departamento de Automagdo e Sistemas da UFSC - Uni-
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versidade Federal de Santa Catarina e nas instalagoes do Instituto para Algoritmos e
Sistemas Cognitivo da Universidade de Karlsruhe. Agradeco aos colegas e professores
de ambas universidades.

Este trabalho é totalmente baseado em idéias e trabalhos do Prof. Guilherme. De
fato é bastante dificil separar qual parte deste trabalho é seu ou da autora. Grande
parte do trabalho foi desenvolvido em conjunto, tanto idéias como implementacao.
Poderia-se dizer que este trabalho é um estudo, realizado pela autora, sobre as idéias
do Prof. Guilherme referentes ao método dual e sua estratégia. Vejamos, capitulo a

capitulo:

3 Légica e IA: granvde parte deste capitulo foi extraida da dissertacdo de mestrado
da autora, uma vez que o assunto deste trabalho é uma continuacio desta. Agra-
decimento especial ao Prof. Guilherme pela autorizacdo dada & autora de prati-
camente copiar partes de seu livro Inteligéncia Artificial Ferramentas e Teorias

para compor as subsecdes intituladas Um pouco de teoria e Método de Tableaux;

4 Duas formas de dizer: este capitulo foi praticamente todo adaptado dos artigos
apresentados nos LAPTEC e JAR, de autoria do Prof. Guilherme e da autora. A
subsecdo intitulada A simplificacdo propriamente dita (referente 3 simplificagao
da forma disjuntiva) é resultado de estudos realizados pela autora, posteriores
aquelas publicagbes. A segdo relativa ao algoritmo dual é um resumo do que

encontra-se na dissertacao de mestrado da autora;

5 Eliminando o impossivel: o0 método dual é de autoria exclusiva do Prof. Gui-
lherme. O texto, porém, e a forma de explicar o método, é da autora. O texto
foi baseado em sua dissertagdo de mestrado, mas quase que totalmente reescrito

e melhorado para este trabalho;

6 Caminhos e coordenadas: aqui comega, de fato, o estudo realizado exclusiva-
mente pela autora. A representagdo cruzada, a eliminagdo de caminhos e de
literais sao idéias do Prof. Guilherme. O estudo feito, as relagdes estruturais
estabelecidas e utilizadas em todo o restante do trabalho, no entanto, sao de

responsabilidade da autora;

7 Acelerando o passo: a idéia bdsica da estratégia, isto é, a consideracdo da eli-
minagao de literais, como j& dito, é do Prof. Guilherme. Contudo,‘ a estratégia
Goal propriamente dita é uma modificagdo, feita pela autora, na estratégia apre-
sentada no artigo A Proof Strategy Based on a Dual Representation. A definicao
da estratégia Goalbem como sua implementagao é de responsabilidade da autora;



171

8 Simplificando(?): novamente, o uso da forma disjuntiva condensada e a conse-
qiiente extensdo da representagio cruzada (com a representacdo das coordenadas
subsumidas) sdo idéias do Prof. Guilherme. O estudo apresentado, no entanto, e

a conclusdo obtida é de responsabilidade da autora; e, por fim

9 Além das coordenadas: este capitulo é de total responsabilidade da autora.

Por fim, uma breve apresentacao de Lewis Carrol que, com sua obra, também

contribuiu para este trabalho:

Lewis Carrol (pseuddénimo do Rev. Charles Lutwidge Dodgson) foi professor
de matematica na Universidade de Oxford, mas ele é mais conhecido como o
autor de Alice’s Adventures in Wonderland (1865) e Through the Looking-
Glass (1871), bem como de The Hunting of the Snark (1876). Escreveu
também Symbolic Logic e Game of Logic, nao tao conhecidos mas nao menos

interessantes.

Por toda contribuicdo recebida, muito obrigada.
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Pequena histéria da légica

contemporanea

edi¢dao de domingo, 04 de agosto de 2002. Achamos interessante inclui-la pela
relevancia dos tépicos abordados, relacionados com o contexto deste trabalho. Agra-

decemos ao Prof. Newton a autorizagao fornecida para aqui reproduzir esta matéria.

A 16gica é disciplina que tem histéria curiosa. Sendo, como sustenta a
maioria dos especialistas, criagio de Aristételes (384-322 a.C.), permaneceu
praticamente imutdvel durante dois milénios. Pensadores como Kant (1724-
1804) achavam que nada se havia feito de essencial, em légica, depois do

grande filésofo grego.

Seu objetivo era o estudo da inferéncia vélida (algumas vezes incluindo
também a inferéncia dita indutiva, nao valida, porém possuindo certo ca-
rdter verossimil), de um prisma formal. Na inferéncia valida, de premissas
verdadeiras chega-se, sempre, a conclusoes verdadeiras. As regras da légica,
devidamente utilizadas, assegurariam isso. Portanto, também se susten-
tava que ela era uma disciplina devotada ao raciocinio formalmente correto.
Tal concepgao ainda perdura em variados centros de ensino, sobretudo na

América Latina.

Todavia a histéria duplamente milenar da légica comegou a mudar, a partir

da segunda metade do século 19 e durante todo o século 20. Com efeito,
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ela sofreu uma assombrosa transformacgao que merece ser melhor conhecida,
mormente por filésofos e cientistas. Para nés, aqui, a légica consiste naquilo
que os logicos profissionais realizam. Trata-se da matéria que é cultivada nos
nucleos importantes de investigacao e que figura, em boa parte, nas revistas
técnicas conceituadas, em nivel internacional, tais como “The Journal of
Symbolic Logic”, “The Journal of Applied Non Classical Logic” e “Logique
et Analyse”.

Ela deixou de ser tao somente a ciéncia das formas validas de raciocinio, em-
bora a teoria da argumentacao ainda pertenga ao campo de suas aplicagoes.
No momento, ela versa sobre determinadas estruturas abstratas, que pode-
mos denominar de sistemas légicos, analogos, em espirito, as estruturas da

algebra ou de outros ramos da matematica.

Na légica estritamente pura, tais estruturas sao consideradas de modo
abstrato e amplo, juntamente com outras estruturas de indole mais ma-
tematica, embora fundamentais para a compreensio das primeiras. O légico
trata de sistemas logicos diversificados, de conformidade com sua relevancia
intrinseca ou pelo seu significado no tocante as aplicagoes (em filosofia, nos

fundamentos das teorias matemaéticas, em fisica etc.).

Além disso, ha a ldgica aplicada, que se volta para as aplicagoes dos sistemas
e métodos légicos em todas as areas do conhecimento. Existe determinada
semelhanca entre l6gica e geometria: na geometria pura, estudam-se diver-
sas estruturas geométricas (geometrias afim, euclidiana, riemanniana, finita
etc.), enquanto que na geometria aplicada voltamo-nos para as estruturas
geométricas com énfase em aplicagdes mais ou menos precisas, como nos
casos da geometria do espago de Minkowski em relatividade restrita ou da

geometria de Riemann em relatividade geral.

Facilmente se fard uma idéia, ndo obstante vaga, do abismo existente entre
a visdo tradicional da ciéncia em aprego e aquilo que os légicos profissi-
onais atualmente fazem, citando-se alguns dos assuntos dos quais se ocu-
pam esses ultimos: teoria geral da recursdo, teoria dos modelos, dlgebras
cilindricas, teorias de conjuntos nao-classicas, ultraprodutos, teoria intuici-
onista das sequéncias de livre escolha, teoria de Galois generalizada, “for-
cing” de Cohen e “forking” de Shelah. Para um historiador afeito ao tema,
trés sao os tracos principais da nova ldgica que, como j4 deve ter ficado

claro, transfigurou-se nos ultimos 150 anos: 1) extraordindrio desenvol-
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vimento técnico; 2) aparecimento das chamadas 16gicas ndo-cléssicas, que
complementam ou se afastam daquela batizada de classica, a qual se inspira
em pressupostos da tradicdo aristotélica, embora ampliando-a de maneira
quase incrivel; 3) a eclosdo de variadas e numerosas aplicagbes, em quase
todos os dominios do saber, acima de tudo em tecnologia (hoje se ministra
a disciplina em escolas de engenharia e em todos os ramos do ensino da

computagio).
Ciéncia nobre

H4 muita coisa a discutir no tocante & evolugao dessa ciéncia. Saliente-
mos, apenas, que ela, deixando de ser absolutamente trivial sob os dngulos
técnico e matemadtico, converteu-se em ciéncia na qual se edificaram as
mais profundas teorias, compardveis as da matemadtica. Com efeito, tudo
isso se pode confirmar considerando alguns exemplos interessantes, como
os teoremas de Godel, a teoria geral da recursao e a teoria de Galois ge-
neralizada. As indagacoes de Kurt Godel (1906-78) enquadram-se entre as
mais notaveis realizagoes da histéria da cultura, tendo repercussoes em to-
das as manifestagoes do saber e mudando os préprios paradigmas da légica,
e da matematica. Por seu turno, a teoria da recursao pode ser encarada
como teoria abstrata das mdaquinas computacionais, sendo os computado-
res com 0s quais estamos acostumados produtos fisicos que exemplificam
as mdaquinas tedricas da teoria em aprego (méquinas de Turing, algoritmos
de Markov, autématos finitos etc.). Da teoria geral e abstrata podemos
derivar varios resultados sobre os computadores comuns. Por curiosidade,
mencionaremos uma consequéncia referente a quaisquer virus: cada cate-
goria de virus requer métodos “antivirais” especificos. Uma das teorias de
enorme riqueza da slgebra é a teoria de Evariste Galois (1811-32). Ela se
refere a certas estruturas algébricas, mas hoje foi estendida para abranger
os sistemas légicos. Ela nos conduz a uma imagem unificada da légica, in-
clusive das nao-classicas, e estabelece novos vinculos entre essa ciéncia e a
matemadtica. Do exposto, percebe-se o carater altamente técnico da légica
contemporanea. Um aspecto pouco entendido e apreciado relaciona-se ao
surgimento, acima de tudo a partir do inicio do século precedente, de légicas
diferentes da chamada cléssica. Presentemente, quando se fala em ldgica,

torna-se necessario que se explicite de qual delas estamos tratando.
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Transformacao de paradigma

Assim, exemplificando, em certas questGes de matematica qualificada de
construtiva, deve-se recorrer a uma légica divergente da cldssica, ou seja,
a chamada légica intuicionista; em outros contextos, como os da mecénica
quantica, parece conveniente lancarmos mao de uma das légicas denomina-
das quanticas. Em tépicos de quimica e de genética, tem-se apelado para o
célculo lamba e a l6gica combinatdria, que ndo pertencem, propriamente, a

classe das modalidades cldssicas em acepcao estrita.

Em sintese, h4 légicas variadas como ha geometrias distintas. E habitual
conceber a criagdo das geometrias nao-euclidianas como uma das maximas

transformacgoes de paradigma da ciéncia.

Pois bem, dado que a légica se mostra mais basica do que a geometria
na hierarquia do conhecimento, decorre que o cambio correspondente de
paradigma na ciéncia de Arist6teles possui significado singular. Este fato
nos leva, sem duvida, a uma renovacao da propria idéia de ciéncia e provoca

debates epistemolégicos delicados.

A légica de hoje encontrou aplicagées em praticamente todos os dominios
do saber: em filosofia, em filosofia da ciéncia, em linguistica, em matematica
(por exemplo, utilizagdo de teoria de modelos em dlgebra), em quimica, em

biologia, em direito, em psicologia etc.

Todavia o que mais pode surpreender o nao-especialista sdo as aplicacdes
tecnoldgicas da nova ldgica. Aplicagoes, exemplificando, da légica “fuzzy”
em engenharia, da paraconsistente em engenharia de producdo e no con-
trole de trafego, da anotada em robdtica e no reconhecimento automatico de
assinaturas em bancos, e da cldssica em computagao e programacao. Ou-
tros setores nos quais essa ciéncia recentemente encontrou aplicagées sao
os seguintes: sistemas especialistas para diagndstico médico, fabricacao de
maquinas — por exemplo, geladeiras —, administragcdo de empresas e teoria

da computacao flexivel.

A histéria evidencia e a exposi¢do anterior, pelo menos em linhas esquemé-
ticas, comprova que a logica origina muito problemas filoséficos (natureza
das nocoes ldgicas, conexdes entre ela e a matematica, cardter eterno ou

provisério das leis 16gicas, realismo nas ciéncias 16gico-mateméticas etc.).
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Em virtude disso, além da légica “tout court”, existe a filoséfica (filosofia
da ldgica), devotada & sua andlise filoséfica, tema de grande atualidade. O
notével légico e filésofo inglés A.N. Whitehead (1861-1947) afirmava que
a logica moderna estava para a tradicional assim como a matemdtica do
século passado para a aritmética das tribos primitivas. Essa afirmacio de

Whitehead se mostra, em nossa época, como inteiramente justificavel.

Newton C.A. da Costa é professor no departamento de filosofia da Faculdade
de Filosofia, Letras e Ciéncias Humanas da USP e professor de fundamentos
da computagio e 16gica da Unip (Universidade Paulista). E autor de, entre

outros, “O Conhecimento Cientifico” (Discurso Editorial).
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Formulas utilizadas

TN
ST NG
'-:é“\‘)ﬁ e 9.1 do capitulo 9, foram retiradas do artigo Seventy-five Problems for Testing
NI

@»\Qé) Automatic Theorem Provers [29] de Francis Jeffry Pelletier. Estas férmulas

também fazem parte da biblioteca de problemas TPTP. Apenas algumas férmulas

sua maioria, como j4a dito, as férmulas utilizadas nas tabelas 7.3 do capitulo 7

utilizadas fazem parte apenas desta biblioteca.

Para cada férmula apresentada sdo dados: o nimero do problema (férmula) e o
numero de pontos atribuidos ao mesmo no referido artigo de Pelletier, o nome da
férmula na biblioteca TPTP e a férmula propriamente dita em forma normal conjun-
tiva. O teorema a ser provado, se indicado, é seguido por um “*”. Todas as férmulas

aqui apresentadas sao contraditérias.

Pelletier: 21 [-P, F(a)),

Pontos: 5 [=F(b), P],

TPTP: SYNO51-1 [P, F(z)], *
[-F (1), ~P] *

Pelletier: 22 [P, = F(x0)],

Pontos: 3 [F(z1), P,

TPTP: SYN052-1  [F(x,), P],
[—'Pa —'F(a)],
[

F(z3), ~F(a)]
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Pelletier: 30
Pontos: 6
TPTP: SYN060-1

Pelletier: 31
Pontos: 5
TPTP: SYNO61-1

Pelletier: 32
Pontos: 6
TPTP: SYN062-1

Pelletier: 44
Pontos: 3
TPTP: SYN068-1

[=F (o), ~G(z0), I (z0)],
[=F(21), ~H(z1), I(z1)],
[—I(z2), ~H(z2), J(x2)]’
[—'K(x3)a H(x3)]a

[F(a)], *

(K (a)], *

[=J(a)] *
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Pelletier: 46
Pontos: 6
TPTP: SYN0O70-1
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Pelletier: 47 [~Wolf(zo), Animal(zo)], [~Fox(z1), Animal(z)],
Pontos: 10 [—Bird(z,), Animal(xs)], [-Caterpillar(zs), Animal(zs)],
TPTP: PUZ031-1  [~Snail(zy), Animal(z4)],
[Wolf(awolf)], [Foz(afozx)],
[Bird(abird)], [Caterpillar(acaterpillar)),
[Snail(asnail)], [Grain(agrain)],
[~Grain(zs), Plant(xs)),
[~ Animal(zs), ~Plant(zz), ~Animal(zg),
~Plant(zg), ~Smaller(zq, zs), " Fats(zg, zs),
Eats(zg, z7), Eats(zs, 7y)],
[-=Bird(z11), ~Caterpillar(z1o), Smaller(z10, Z11)),
[=Snail(xy3), ~Bird(z13), Smaller(z12, z13)],
[~Fox(z1s5), " Bird(r14), Smaller(z4, z15)],
[~Fox(z15), " Wol f(z17), Smaller(z16, z17)],
[~Wolf(z1s), "Fox(z19), " Eats(zs, Z19)],
[~Wolf(zy0), ~"Grain(zs), " Eats(ze0, £21)],
[=Bird(zs), ~Caterpillar(z2s), Eats(zea, T23)],
[~Bird(xa4), 7Snail(zes), " Fats(Teq, T25)],
[—~Caterpillar(zas), Plant(caterpillar food(zss))],
[~Caterpillar(za7), Eats(zar, caterpillar food(za7))],
[~Snail(zag), Plant(snail food(z2s))],
[—Snail(zyg), Eats(zag, snail food(zay))),
[~ Animal(z3o), ~Animal(z31), ~Grain(zss),

ﬁEatS(CL‘;go, 3731), —lEatS(Z‘gl, .'L'32)] *
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Pelletier: 48
Pontos: 3
TPTP: SYNO71-1

Pelletier: 49
Pontos: b
TPTP: SYN072-1

Pelletier: 55
Pontos: 8
TPTP: PUZ001-1

[Equal(zg, o)),

[~Equal(z, z1), Equal(z1, 7)),

[~Equal(z4, z3), ~Fqual(zs, z5), Equal(zs, 2s5)],
[Equal(a, b), Equal(c, d)],

[Equal(a, c), Equal(b, d)],

[-Fqual(a,d)], *

[~Equal(b, c)] *

[Equal(zg, o),

[~Equal(zs, z1), Equal(z1, z2)],

[~Equal(z4, z3), ~Equal(zs, z5), Equal(zs, z5)),
[-Equal(zg, z7), ~P(zs), P(z7)],

[Equal(zs, ¢), Equal(zs, d)],

[P(a)],

[P(b)],

[~ Equal(a, b)],

[=P(e)] *

[Lives(agatha)l,

[Lives(butler)],

[Lives(charles)],

[-Killed(zo, z1), ~Richer(zq, 1)),

[ Hates(agatha, z2), ~Hates(charles, z2)],
[~Hates(z3, agatha), ~Hates(zs, butler),
—Hates(z3, charles)],

[Hates(agatha, agatha)],

[Hates(agatha, charles)],

(- Killed(x4,z5), Hates(xs, Ts5)],

[~ Hates(agatha, zg), Hates(butler, zs)],
[-Lives(z7), Richer(z7, agatha), Hates(butler, z7)],
[Killed(butler, agatha), Killed(charles, agatha)] *



184 Foérmulas utilizadas

Pelletier: 58 [Equal(zg, zo)],

Pontos: 3 [=Equal(zs, 1), Equal(z, )],

TPTP: SYN080-1  [~Fqual(zy, z3), ~Equal(zs, zs5), Equal(zy, z5)),
[Equal(zs, z7), Equal(f (zs), f(27))],
[~Equal(zs, z9), Equal(g(zs), 9(zs))],
[Equal(f(z10), 9(z11))],

[~Equal(f(f(a)), f(g(b)))] *

Pelletier: 69 (=T (impl(zg, z1)), T (z0), T(z1)],

Pontos: 9 [T (impl(zs, impl(xs, x3)))],

TPTP: LCL039-1 [T (¢mpl(impl(xs, impl(z4, x6)), impl(impl(zs, z4),
impl(zs, 7)),

[T (impl(impl(not(zs), not(z7)), impl(z+, s)))],

[T (impl(neces(impl(zq, z10)), impl(neces(xq), neces(x1p))))],
(T (impl(neces(z11), £11))],

[T (z12), T(neces(z12))],

[T (impl(neces(a), not(neces(not(a)))))] *

TPTP: COM001-1  [Suce(zg, x1), 7 Follows(zq, 21)],
[Succ(za, z4), 7Succ(xs, x3), ~Succ(zs, 14)],
[Succ(z7, z5), ~Has(xs, goto(ze)), ~Label (xq, 7)),
[Succ(z10, zg), "Has(xzs, i fthen(zq, 2,0))],
[Label(loop, p3)],
[Has(p3,ifthen(equal junction(register;, n), p4))],
[Has(p4, goto(out))],
[Follows(p5, p4)],
[Follows(p8, p3)],
[Has(p8, goto(loop))],
[=Suce(p3, p3)] *
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TPTP: COM002-1

TPTP: NUMO001-1

[Succ(zg, 71), = Follows(zo, z1)],

[Succ(z7, T5), ~Has(zs, goto(zg)), ~Label(zs, 27)],
[Suce(x10, z5), ~Has(zs, i fthen(zq, £10))],
[Label(loop, p3)],

[Has(pl, assign(register;, n0))],

(

[Succ(xy, T4), ~Suce(z2, z3), ~"Succ(Ts, T4)),
(
(

]
[Has(p2, assign(registery,nl))],
[Has(p3,1fthen(equal junction(register;, n), p4))],
[Has(p4, goto(out))],
[Has(p6, assign(register, times(n2, registery)))],
[Has(p7, assign(register;, plus(register;,nl)))],
[Has(p8, goto(loop))],
[Follows(p2,pl)], [Follows(p3,p2)],
[Follows(p5,p4)], [Follows(p6, p3)],
[Follows(p7,p6)], [Follows(p8,pT)],
[~Succ(p3, p3)] *

[Equal(zo, Zo)],

[~Equal(z2, 1), ~Equal(z1, z3), Equal(zs, z3)),
[Equal(add(zs, z4), add(z4, 5))],

[Equal(add(zs, add(z7, zs)), add(add(xs, 27), Ts))),
[Equal (sub(add(z10, zg), T9), Z10)],

[Equal(z11, sub(add(z11, Z12), T12))], _
[Equal(add(sub(z1s, 15), T14), sub(add(z13, 214), T15))},
[Equal(sub(add(z16, Z1s), T17), add(sub(z16, T17), T18))],
[~Equal(z19, Ta1), "Equal(z20, add(z19, Z22)),
Equal(z2, add(z21, 222))],

[~Equal(ze3, Te6), "Equal(ze4, add(22s5, Z23)),
Equal(xa4, add(z25, Tog))],

[(mEqual(z27, Tag), "Equal(zes, sub(zaer, T30)),
Equal(xag, sub(z29, T30))},

[=Equal(z31, z34), " Equal(z32, sub(zs3, £31)),
Equal(zsz, sub(zss, Z34))],
[~Equal(add(add(a,b), c), add(a, add(b, c)))] *
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