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RESUMO. O presente trabalho apresenta uma técnica para analise de estabilidade
e desempenho, e sintese de controladores para uma classe de sistemas nao lineares in-
certos na qual os elementos das matrizes do sistema sao fungoes racionais dos estados
e parametros incertos do sistema. A metodologia proposta consiste na determinacgao
numérica em termos de inequagoes matriciais lineares (ou LMIs) de fungoes de Lya-
punov polinomiais dependente dos estados e parametros incertos. Como as condigoes
de estabilidade sao nao globais, uma estimativa do dominio de atracao do sistema
nao linear é também determinada considerando a maior curva de nivel da funcao de
Lyapunov pertencente a uma regiao politépica dada contendo a origem. Os resulta-
dos de andlise sao estendidos para sistemas nao lineares sujeitos a saturacao descritos
por equagoes algébrico-diferenciais com algumas nao linearidades nao racionais. O
desempenho do sistema nao linear pode ser obtido dentro dos conceitos de taxa de con-
vergéncia, custo garantido e ganho Lo do operador entrada de perturbagao/saida de
interesse. Na sintese de controladores utiliza-se fungoes de Lyapunov quadraticas (isto
é, fungoes quadraticas no estado e independentes dos parametros incertos) obtendo
desta forma condicoes convexas de estabilizacao para uma lei de controle linear ou nao
linear. Para diminuir o possivel conservadorismo da utilizacao de funcoes quadraticas é
proposto uma etapa de analise adicional empregando fungoes de Lyapunov mais com-
plexas. Varios exemplos numéricos sao apresentados para ilustrar o procedimento e
demonstrar a vantagem desta metodologia com relagao as que empregam funcoes de

Lyapunov quadraticas.
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ABSTRACT. This thesis presents a technique to the stability and performance
analysis, and control synthesis of uncertain nonlinear systems whose vector field is
described by rational functions of the state and uncertain parameters. This method
consists on the numerical computation of polynomial (parameter and state dependent)
Lyapunov functions in terms of linear matrix inequalities (LMIs). As the stability con-
ditions are not globally asymptotically stable (GAS), we also compute an estimate of
the domain of attraction by considering the largest level set of the Lyapunov function
inside a given polytopic region of the state space containing the origin. The analysis
results are then extended to deal with nonlinear systems with saturation described by
differential-algebraic equations with some non-rational nonlinearities. The performance
analysis is obtained by considering the following concepts: (i) convergence rate (transi-
ent performance), (ii) guaranteed cost and (iii) Lo-gain of the input-to-output operator.
For the control design, we consider quadratic Lyapunov functions (i.e., quadratic func-
tions on the state and parameter-independent) in order to obtain convex conditions
in terms of LMIs. We then apply the proposed analysis techniques with polynomial
Lyapunov functions to the closed-loop system obtaining less conservative results. Se-
veral examples are used to demonstrate this approach and to show its potential when

compared with methods that consider quadratic Lyapunov functions.
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Inequacgao (ou Desigualdade) matricial nao linear,
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Matriz transposta de S,
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Operador saturacao unitéria,

Parte real da fungao de transferéncia H(s),
Derivada temporal de uma funcao r(t), onde o argumento ¢ é
freqlientemente omitido,

Conjunto dos niimeros reais,

Conjunto de vetores reais de dimensao n,

Conjunto das matrizes reais de dimensao n x m,
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Co(V(B))
Bl X BQ

Omxcn
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1F )l
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Jn

Conjunto de todos os vértices do politopo B,

Casca convexa de V(B),

Representa um meta-politopo obtido pelo produto cartesiano
de dois politopos B; e Bs,

Conjunto de todos os vértices do meta-politopo By x By,
Matriz identidade de dimensao n x n,

Matriz de zeros de dimensao n x n,
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Norma p de f(+),
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Conjunto dos vetores de dimensao 7 cujos elementos

sao numeros inteiros.



Capitulo 1
Introducao

As fungoes de Lyapunov sao reconhecidas como uma das mais fundamentais ferra-
mentas para a solugao de problemas de andlise de estabilidade e desempenho, e sintese
de controladores para sistemas nao lineares. Veja por exemplo os livros textos [1], [2],
[3] e [4]. A idéia basica na teoria de Lyapunov consiste em utilizar uma funcao escalar
positiva, conhecida como funcao de Lyapunov, para representar de alguma forma a
energia do sistema. Desta forma a estabilidade do sistema passa a ser caracterizada
pela maneira na qual esta fungao (energia) cresce, decresce ou se mantém constante.
Portanto, o método resume-se a busca de fungoes candidatas que representem adequa-
damente a distancia do estado do sistema em relagao ao seu ponto de equilibrio.

Nos ultimos anos, varios métodos numeéricos foram desenvolvidos para a deter-
minacao das fungoes de Lyapunov. A maioria destes métodos sao baseados em proble-
mas de otimizacdo convexa em termos de inequagoes matriciais lineares! (ou LMIs),
explorando o fato de o conjunto de fungoes de Lyapunov para um dado sistema ser
convexo [5].

Desde o desenvolvimento dos métodos de pontos-interiores para a solugao de pro-
blemas de programagao semi-definida e da publicac¢ao do livro [6], as técnicas LMI tem
sido utilizadas largamente na solucao de diferentes problemas na teoria de controle. A
idéia basica é a de reformular o problema de controle em termos de inequagoes matrici-
ais simétricas e afins nas variaveis de decisao. Novos avancos na aplicacao das técnicas
LMI podem ser encontradas em [7], como por exemplo andlise de estabilidade e sintese
de controladores para sistemas lineares a parametros variantes, otimizacao de restri¢oes

integrais quadraticas, sistemas impulsivos, ganho variavel e controle multi-objetivo.

LA traducdo correta da terminologia em Inglés seria desigualdades matriciais lineares, entretanto,
no entender do autor, o termo inequacoes é mais adequado.
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O maior obstaculo na utilizagao de técnicas LMI em sistemas nao lineares reside
no fato das condigoes de estabilidade serem na realidade inequagoes matriciais nao
lineares® (ou NLMIs) perdendo a propriedade da convexidade. Tal fato acarreta na
obrigatoriedade do célculo ponto a ponto no espago de estados (ou um subconjunto
deste) das condigoes de estabilidade gerando um enorme esfor¢o computacional [8].
Entretanto varios trabalhos propoem métodos aproximados para a solucao de NLMIs
utilizando, por exemplo, a técnica das diferengas finitas. Dentro desta linha de pesquisa
destacam-se [9, 10, 11] que propdem solugoes tedricas para problemas de robustez e
[12, 13, 14, 15] que utilizam a técnica de escalonamento dependente dos estados para
diversos problemas de controle nao linear.

Uma das primeiras solugoes convexas em termos de LMIs para o problema de con-
trole robusto de sistemas nao lineares incertos foi proposta em [16] utilizando uma repre-
sentagio por fracoes racionais® (LFR) e fungoes de Lyapunov quadraticas?. Também,
utilizando fungoes quadraticas mas para classes diferentes de sistemas nao lineares
incertos, podemos destacar, entre outros, as referéncias [18], [19], [20] e [21]. Entre-
tanto, a estabilidade quadratica tem se mostrado conservadora para tratar problemas
de analise de estabilidade e desempenho, e sintese de controle para sistemas nao lineares
(e incertos) [22, 23, 24].

Para sistemas do tipo Lure [25], vérios pesquisadores propuseram solugoes para os
problemas de andlise de estabilidade e desempenho, e sintese de controle utilizando
funcoes do tipo Lure-Postnikov em termos de LMIs, como por exemplo [26] e [27].
Recentemente, visando melhorar os resultados obtidos para estabilidade quadratica,
vérios trabalhos foram propostos para o problema de andlise (local, regional e/ ou
global) utilizando técnicas convexas e fungoes de Lyapunov mais complexas, como por
exemplo [23, 28, 29, 24] que utilizam fungées do tipo polinomial e [30, 31] que utilizam
fungoes quadraticas por partes. No entanto, o problema de sintese de controladores
baseados em fungoes de Lyapunov nao quadraticas para sistemas nao lineares utilizando
uma abordagem convexa continua em aberto.

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver técnicas convexas para problemas
de analise de estabilidade e desempenho, e sintese de controladores em uma dada regiao
politopica do espaco de estados para uma classe de sistemas nao lineares incertos do

tipo & = f(z,0,u) = A(x,d)xr + B(x,d)u onde = é o vetor de estados, § é o vetor

2Também chamadas de inequacdes matriciais dependente dos estados.

3Para maiores detalhes sobre esta classe de sistemas veja [17].

4A0 longo desta tese, utiliza-se o termo funcdo de Lyapunov quadrética para designar a classe de
fungoes quadraticas no estado e independente dos parametros incertos do sistema
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dos parametros incertos do sistema e u representa o sinal de entrada (controle ou
perturbagao). Com esta finalidade, utiliza-se fungoes de Lyapunov polinomiais em z e
§ na forma v(z,8) = 2'P(x,§)z onde P(x, ) é uma funcio quadritica em x e 0.

Os resultados obtidos estao organizados da seguinte maneira:

O capitulo 2 apresenta varios conceitos preliminares essenciais ao estudo de

técnicas convexas para sistemas nao lineares.

e Métodos para analise local e regional de sistemas nao lineares sao apresentadas no
capitulo 3. Em particular, trata-se do problema de obtencao da regiao de atracao
além de estender os resultados para sistemas com nao linearidades trigonométricas

e sujeitos a saturacgao.

e Problemas de andlise regional do desempenho de sistemas nao lineares sao abor-
dados no capitulo 4 considerando critérios relacionados a resposta temporal do

sistema (taxa de convergéncia dos estados), energia do sinal de saida e ganho L.

e Utilizando fungoes quadraticas propoe-se no capitulo 5 solugoes para os problemas
de estabilizagao regional e controle robusto (custo garantido e H., nao linear).
Para diminuir o conservadorismo destes resultados, propoe-se a utilizacao das

técnicas propostas nos capitulos 3 e 4 aplicadas ao sistema em malha fechada.

e O problema de anélise de sistemas chaveados é abordado no capitulo 6, para uma
classe particular de sistemas nao lineares chaveados. Através de um exemplo
numérico esta metodologia é aplicada na andlise de sistemas bilineares sujeitos a

saturacao.

e Varias consideracgoes finais, bem como um sumario dos resultados obtidos sao
apresentadas no capitulo 7. Também, neste capitulo sao propostas futuras areas

de pesquisa visando a complementacao desta tese.

Parte dos resultados neste trabalho foi desenvolvida em conjunto com o prof.
Minyue Fu do Departamento de Engenharia Elétrica e Computacao da Universidade
de Newcastle, Austrélia, no periodo de Dezembro/2000 a Janeiro/2001. Em paralelo
a estas atividades no exterior, foram desenvolvidas técnicas de controle étimo para
sistemas lineares sujeitos a saturacao, onde a saturacao é descrita através de restrigoes
integrais quadraticas (IQCs). Por utilizar uma metodologia relativamente diferente,

estes resultados sao apresentados resumidamente em apéndice. Todos os resultados
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numéricos neste trabalho foram obtidos utilizando o LMITOOL [32] do software Sci-

lab, desenvolvido pelo INRIA [33].



Capitulo 2
Conceitos Preliminares

Neste capitulo, apresentam-se alguns conceitos preliminares relacionados a teoria
de estabilidade de Lyapunov e a sua representacao em termos de LMIs. Além disso,
serao feitas algumas consideragoes para garantir a existéncia e unicidade de solugao

das equagoes diferenciais utilizadas na descricao de modelos fisicos.

2.1 Inequacoes de Lyapunov

Considere o seguinte sistema nao linear incerto:
i = f(x,0), z € By, (6,0) € Bs, (2.1)

onde z € R™ é o vetor de estados, § € R! é o vetor de parametros incertos, f(z,d) € R®
¢ uma funcao nao linear de z e §, B, é uma dada regiao politépica no espaco de
estados contendo a origem e Bs é uma dada regiao politopica representando os valores
admissiveis de d e 4.

Para que o modelo matemaético acima definido consiga descrever adequadamente o
comportamento dinamico de sistema fisico, deve-se garantir a existéncia e unicidade
de solugao da equacao diferencial & = f(x,d) para uma determinada condigao inicial
z(0) = xy. Para tal, assume-se para o sistema (2.1) que f(z,d) é continua e limitada
para todo x € B, e 6 € Bs. Observe que esta hipotese assegura a existéncia e unicidade
de solugao pelo Teorema 2.2 em [1].

Com a hipdtese acima, a estabilidade do sistema (2.1) pode ser determinada utili-
zando a teoria de estabilidade de Lyapunov. O seguinte lema [34] fornece o resultado

fundamental para a anélise regional de estabilidade do sistema (2.1).
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Lema 2.1 (Estabilidade regional) Considere o sistema nao linear (2.1), onde f(z,9) :
B, x Bs — R"™ é uma fun¢ao continua e limitada tal que f(0,8) = 0. Suponha que
existam escalares positivos €., €y, €., ¢ € uma funcao continuamente diferencidvel

v(x,9) : By X Bs — R tendo as sequintes propriedades:

e <v(x,0) <egra VaeB, §ebB; (2.2)
o(z,0) < —e.x x, ¥ x € By, (5,0) € By (2.3)
Y(c) = {z:v(x,6)<ctCB, Vb, (2.4)

Entao, para todo x(0) € Y(c) a trajetoria x(t) € Y(c) e aproxima-se da origem quando

t — oo.

Utilizando a teoria de Lyapunov também é possivel estimar a taxa de convergéncia
da trajetéria z(t) do sistema nao linear incerto (2.1). Para tal, considere o seguinte

lema [1].

Lema 2.2 (Taza de convergéncia) Considere o lema 2.1. Suponha que ezxistam escala-
Tes Positivos £, €y, ¢, € uma fungao continuamente diferencidvel v(z,d) : B, X Bs — R

tendo as sequintes propriedades:

et x < v(2,0) <egpra, ¥V axe By, §€Bs (2.5)
o(z,0) < —200(z,08), ¥V = € By, (6,0) € By (2.6)
T(c) 2 {x:v(x,0) <c} CB,, ¥V x€B,, § €B;s (2.7)

Entao, para todo x(0) € Y(c) a norma da trajetoria x(t) tende a zero quando t — oo

o0l < /()] e

Na seqiiéncia, define-se formalmente desigualdades do tipo LMI além de mostrar

e satisfaz a sequinte relacdo:

sua aplicabilidade através da analise de estabilidade utilizando a teoria de Lyapunov.

2.2 Inequacoes Matriciais Lineares - LMIs

A idéia basica da formulacao LMI consiste em reformular problemas de controle em

termos de inequagoes matriciais lineares, isto €, restricoes de desigualdade envolvendo
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matrizes simétricas afins nas variaveis de decisao. Dentro deste quadro, o objetivo desta
secao ¢ o de familiarizar o leitor com esta formulagao apresentando algumas definigoes,

operacoes algébricas envolvendo matrizes e exemplos.

Definicao 2.1 (LMI) Uma inequagao matricial linear (LMI) tem a sequinte forma [6]:
FQO)EFRy+abfi+-+¢F, >0 (2.8)

onde G1,...,5, € R sao as vardveis de decisao e Fy, Fy,..., F, € R"™" sao matrizes

simétricas conhecidas. O problema é entao encontrar ¢ (se possivel) tal que F(<) > 0.

Nesta tese, também encontram-se LMIs nao estritas na forma F'(¢) > 0, isto é, F'(s)
¢ uma matrix positiva semi-definida.

Em geral, na teoria de controle aparecem problemas onde as variaveis de decisao
sao matrizes, como, por exemplo, a inequacao de Lyapunov para sistemas lineares
invariantes no tempo:

AP+PA<O (2.9)

onde a matrix A € R™" é dada e P = P’ é a varidvel de decisao. Inequacoes do tipo
(2.9) podem ser colocadas equivalentemente na forma (2.8). Existem varias vantagens
em utilizarmos a notacdo na qual as matrizes sdo variaveis (para maiores detalhes
veja [6, capitulo 2]). Nesta tese, todas as inequagdes matriciais serao colocadas na
forma compacta (2.9) e em alguns casos aparecerao como restrigdes em problemas de

otimizagao.

Defini¢ao 2.2 (Programag¢io Semi-definida) Considere o sequinte problema de oti-
mizacgao:

min ¢ sujeito a F(¢) > 0 (2.10)

onde o vetor ¢ € R? € a wvaridvel de otimizacao, ¢ € R? é um wvetor conhecido e

F(s) >0 éuma LMI em . Este problema é conhecido como programag¢ao semi-definida
(SDP) [35].

Atualmente existem vérios pacotes computacionais dedicados a solugao de SDPs,
como por exemplo o LMI-toolbox do Matlab [36], sdpsol [37] e o LMITOOL do Scilab
(32].

A seguir, apresentam-se varios conceitos da algebra linear envolvendo operacoes
com inequacgoes matriciais utilizados na linearizagao de inequacoes matriciais na area

de controle nao linear.
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Defini¢ao 2.3 (Complemento de Schur, [6]) Considere o segquinte conjunto de ine-

quacoes matricials:
P(z) >0, Q(z) — B(z)P(z)'B(z) >0 (2.11)

onde as matrizes P(z) = P(x)’, Q(z) = Q(x)', B(x) sio fun¢des afins em x. Entdo, o

conjunto de inequagoes nao lineares (2.11) € equivalente a sequinte LMI:

>0 (2.12)

Exemplo 2.1 Considere a sequinte inequagao matricial nao linear associada a equagao
de Riccati:
AP+ PA+PBR'BP+Q<0

onde as matrizes A, B, Q =Q', R =R > 0 sdo conhecidas com dimensées apropria-
das, e P = P’ ¢ a varidvel de decisdo. Entdo, aplicando o complemento de Schur na

expressao acima leva a sequinte LMI:

AP+ PA+Q PB
B'P —R

Lema 2.3 (Lema de Finsler, [38, 39]) Seja o € R"™ um vetor, S € R"*" uma matriz
simétrica e Z € R™ " wuma matriz com rank(Z) < n,. Entdo, as sequintes relagoes

sao equivalentes:
i. 080 <0, Y Zo6=0, 0#0;
i. 7Y Szt <0
ii. Eriste um escalar p € R tal que S — nZ' Z < 0.
w. Existe uma matriz L € R™*™ tal que S+ LZ + Z' L < 0.

onde Z+ representa uma base para o espago nulo de Z.

Utilizando o lema de Finsler é possivel transformar uma LMI associada a uma
restricao de igualdade em uma tunica LMI adicionando multiplicadores. Este lema
sera bastante utilizado ao longo deste trabalho. Para exemplificar sua aplicabilidade

considere o seguinte exemplo.
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Exemplo 2.2 Considere o sequinte sistema linear invariante no tempo © = Ax onde
x € R™ € o vetor de estados e A é uma matric Hurwitz. Pela teoria de Lyapunov
existe uma fun¢ao de Lyapunov v(x) = x' Px, onde P é uma matriz simétrica definida

positiva tal que:
» = i' Pz + 2'Pi = 2'(A'P + PA)x < 0. (2.13)

A condicao acima € satisfeita se e somente AP + PA < 0. Alternativamente, a

condi¢ao (2.13) pode ser representada em um espago aumentado associada a uma res-
tricao algébrica, em outras palavras:

B oo [ 2] a]] 2] -0

Utilizando o lema de Finsler obtém-se a sequinte condi¢cao necessdria e suficiente:

!/

0 P
P 0

0 P

oo +L[ -1 A+

1|
,]L<0 (2.14)
A

onde P e L sao as varidveis de decisao.

Observe que na condicao acima nao existe um acoplamento direto entre as matrizes
de Lyapunov e do sistema. Tal caracteristica pode ser explorada em sistemas incer-
tos e nao lineares (veja a prérima se¢ao) na busca de solugdes converas ou menos

conservadoras.

Freqiientemente na teoria de controle encontram-se problemas no qual alguma
funcao quadratica (ou forma quadrética) precisa ser positiva (ou negativa) definida
sempre que outro conjunto de formas quadréticas forem positivas (ou negativas) defi-
nidas. Tais problemas podem ser solucionados construindo-se uma unica desigualdade

com o auxilio do seguinte lema.

Lema 2.4 (S-Procedure [6]) Sejam Fy, ..., F, funcoes quadrdticas da varidvel z € R™

com a sequinte estrutura:
Fi(z) = z,Ti2+2u;z+vi, i=0,1,...,q

onde T; = Ti' € R™*" qu; € R" ev; € R.

Entao a sequinte condigao:

Fy(z) > 0, para todo z tal que F;(2) >0, i=1,...,q (2.15)
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¢ satisfeita se existem escalares 1y, ..., T, positivos tais que:
q
Fo(z) — Znﬂ-(z) >0, Vz (2.16)
i=1

Veja no capitulo 3, secao 3.6, uma aplicagao do lema 2.4 a andlise de sistemas nao

lineares sujeitos a saturacao considerando o critério do circulo.

2.3 Inequacoes matriciais dependente dos estados

Para ilustrar o problema relacionado a utilizacao de LMIs na andlise de sistemas

nao lineares considere o seguinte sistema linear:
&= Az, z(0) = xg (2.17)

Pela teoria de Lyapunov o sistema acima ¢é estavel se existe uma func¢ao na forma
v(xr) = 2' Pz, onde P é uma matriz constante, simétrica e definida positiva, tal que
o(x) =2’ (A'P+ PA)xz < 0 ou equivalentemente se a LMI (2.9) é satisfeita.
Entretanto, para sistemas nao lineares na forma & = f(z) = A(z)r a matrix A é
funcao dos estados. Neste caso a condigao (2.9) é apenas suficiente e possivelmente

conservadora. Tal situagdo pode ser demonstrada através do seguinte exemplo [23]:

= f(x) = Alx)z, A(z) = [ _;62 R ] T, T = [ o ] (2.18)

D) -1 - T T
Utilizando a expressao (2.9), obtém-se:
A(z)' P+ PA(x) <0, P=P >0, Yz ehB, (2.19)

onde B, representa uma regiao politopica contendo a origem. A LMI acima é um pro-
blema de programacao semi-definida e portanto pode ser resolvida utilizando métodos
numéricos'. Através do LMI solver do Scilab, a estabilidade assintética do sistema é
garantida para todo x € B, = {z : |z;| < 0.5, ¢ = 1,2}. No entanto, prova-se facil-
mente para P = [, que o sistema (2.18) é globalmente estavel demonstrando que a

condigao (2.19) é conservadora.

'Note que A(z) é afim em x.
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Com o objetivo de diminuir o conservadorismo dos resultados associados a ine-
quagoes matriciais dependente dos estados em [23, lema 2.1] é proposto o seguinte

resultado baseado no lema de Finsler:

Lema 2.5 Seja H(z) € R™*™ uma matriz simétrica cujos elementos sao fungoes afins
em z € R"™. Seja M, € R™*" yma matriz afim em z tal que M,z = 0 e B, uma
regido politdpica e convexa tal que z € B,. Entdo a condi¢io 2 H(2)z > 0 € satisfeita
para todo z € B, e z # 0 se existe uma matriz L com as mesmas dimensoes de M, tal

que a sequinte LMI ¢ satisfeita em todos os vértices do politopo B, :
H(z)+ LM, + ML >0 (2.20)

Em particular, nesta tese sera considerada a seguinte definicao da matriz M, utili-

zada no lema 2.5:

Z9 —21 0 0 0
0 23 —2 0 .- 0

Mo=| T T 0| eRen (2.21)
0 0 o 0 zn, Znaoaa

Entao, utilizando o lema 2.5 e considerando a matriz M, dada por (2.21), pode-se
obter uma nova condigdo LMI para testar a estabilidade do sistema (2.18). Com esta
finalidade, defina M, = [ o —a ] e H(z) = A(z) P+PA(x). Resultando na seguinte
LMI:

A(z)' P+ PA(z) + LM, + M,L' <0, Vz € B, (2.22)

Escolhendo L =[1 —1] e P = I, obtém-se
A(z) P+ PA(z) + LM, + M, L' = —21I,

que é sempre definida negativa para todo x € R?. Em outras palavras, o sistema (2.18)
¢é globalmente estavel o que nao era possivel determinar sem considerar a matriz de
escalonamento L. Resumindo, o lema 2.5 pode levar a resultados menos conservadores

quando aplicado a LMIs dependentes dos estados.






Capitulo 3

Analise de Estabilidade

Considere o seguinte sistema nao linear incerto:

&= f(x,0) (3.1)

onde z € R” representa o vetor de estados e § € R! é o vetor de parametros incertos.

Com relagao ao sistema acima considere as seguintes hipdteses.
H2.1a A origem do sistema, x = 0, € um ponto de equilibrio.

H2.1b Os parametros incertos, 9, e sua taxa de variagdo, §, sao limitados a uma regiao

politopica, Bs, conhecida, isto é, (9, 5) € Bs.

H2.1c A fungao vetorial f(x,6) em (3.1) € continua e limitada para todo x € B, e
0 € Bs de interesse, onde B, € uma dada regidgo politopica dos estados contendo a

origem.

Com as definicoes acima estabelecidas!, o problema a ser considerado neste capitulo
b

pode ser formalizado da seguinte maneira:

Problema 3.1 Considere o sistema (3.1) com as hipdteses H2.1. Determine nume-
ricamente uma fung¢ao de Lyapunov local (isto €, para a origem do sistema) e uma

estimativa do seu dominio de atracao através de um problema de programac¢ao semi-
definida.

Com esta finalidade, define-se na préoxima secao uma classe de sistemas nao lineares

!Observe que a Hipétese H2.1c assegura a existéncia e unicidade de soluco de (3.1), para maiores
detalhes veja [1, Teorema 2.2].
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incertos na forma algébrico/diferencial associado ao sistema (3.1) que ao longo desta

tese denominar-se-a decomposi¢io nao linear do sistema (3.1).

3.1 Decomposicao Nao Linear

Suponha que o sistema (3.1) possa ser descrito na seguinte forma:
= Ai(x,0)x + Ag(z,0)m, Qi(x,0)x + Qo(z, )T =0 (3.2)

onde o vetor 7 € R™ é uma funcdo nao linear de (x,d) e as matrizes A;(z,0), As(z,9),
Qi (x,0) € R e Qy(x,9) € R™ sdo fungodes afins em (z,0).

Com relagao a decomposigao nao linear (3.2), considere a seguinte hipdtese.
H2.2 As representacoes (3.1) e (3.2) sao equivalentes para todo x € B, e § € Bs.

A hipétese H2.2 implica que a variavel auxiliar = pode ser removida das expressoes
retornando-se desta forma a representacao original do sistema. Isto ocorre quando 2,
é de posto completo por colunas, isto é, rank(2y) = m, V (z,6) € B, x Bs. Logo, o

sistema original pode ser obtido da seguinte forma:
i = Az + Ay, = —(Q0) 710 (3.3)
Portanto, o campo vetorial
Fw,6) = (A1 = Ao(Q02) "% ) @

¢ limitado (e continuo) para todo (z,9) € B, x Bs (hipdtese H2.1c), visto que
Ay, Ag, 4, Qy sao afins em (x,0), e B, e Bs sao regioes limitadas.

A hipdtese de que a matriz {25 tenha posto completo por colunas é usual em sistemas
descritores do tipo®:

T = A1x+A27r, 0= Ql$+QQ7T

Observacao 3.1 Nesta tese nao € realizado um estudo completo com relagao a gene-
ralidade da representagdo (3.2) de sistemas nao lineares. Entretanto, pela equivaléncia

demonstrada em (3.3) e pelo resultado proposto em [16] para a classe de sistemas des-

2Veja por exemplo [40].
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critos por fragoes racionais, pode-se concluir que a classe de sistemas proposta em (3.2)

conseque representar a classe de sistemas racionais.
Para ilustrar a proposicao acima, considere os seguintes exemplos.

Exemplo 3.1 Considere o sequinte sistema de Van der Pol em tempo reverso [1]:

. 0 —1 Ty
IZ[I e(x%—l)]’x:[:@] (3:4)

onde € € o coeficiente de amortecimento nao linear.

Por conveniéncia, o sistema acima pode ser reescrito da sequinte maneira:

. 0 —1
xr =
1 —e

que estd na forma (3.2), isto é:

0 ] T1T2 (35)

&= Az + As(z)m, Qi(z)z 4+ Qomr =0

onde m = x129, N () =[0 21 ] eQy=]—-1].

Observacao 3.2 Em geral, a representa¢ao de sistemas nao lineares na forma (3.2)

nao € unica. Por exemplo, poderia-se reescrever o sistema (3.4) da sequinte maneira:

. 0 —1
xr =
1 —e

que por sua vez estd na forma (3.2) com:

0 0

T+ T1To + Ty (3.6)

0 —1

Ql(x)zlg 3;1] ¢ 92(95):[;11 _01]

Generalizando o resultado acima, pode-se afirmar que quanto maior a dimensdao do

vetor m menor serd o conservadorismo dos resultados, visto que serao adicionados
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mais graus de liberdade na escolha do funcao de Lyapunov através dos multiplicadores
que serao associados as matrizes 1 e 9. Entretanto, a inclusao de um multiplicador
associado a matriz M, (lema 2.5) ajuda na diminui¢io do conservadorismo provocado
por uma escolha inadequada da decomposicio nao linear (3.2). Uma discussio mais

aprofundada sobre este tema pode ser encontrada em [8] e [41].

Exemplo 3.2 Considere que o fator de amortecimento nao linear, €, no sistema (3.4)
¢ parcialmente conhecido, isto é: € € [eg — Ae, €9+ Ae| onde €y € o valor nominal de € e
A€ € a sua variacao em torno do valor nominal. Por conveniéncia, € serd representado
na sequinte maneira:

e=¢y+ Aed, §€[-1,1]

Com a definicao acima, pode-se representar o sistema de Van der Pol incerto em tempo

reverso na sequinte forma:

. 0 -1 0 0 1T
= + (3.7)
1 —(eo + Aed) 0 (e + Aed) 2229

ou na forma (3.2) com:

0 -1
1 —(60 + AE(S)

bl

2Ty

0 (e + Aed)

Ql(x):[g 9;1] ¢ QQ(;C):[Z _01]

Exemplo 3.3 Considere o sequinte sistema escalar:

T1T2
m =

) Al(d) = [

,A2<5>=[0 !

i=— (3.8)

z 1 1 0 0 —=z
G 0 1 0 0 A =0,

= 1—;??4 3 Ql = 0 5 QQ == v 1 0 5
T T = Ay = —1000]
z 0 0 r —1
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3.2 Funcoes de Lyapunov Polinomiais

Nesta secao apresenta-se a classe de fungoes de Lyapunov a ser utilizada no decorrer

desta tese. Com este objetivo, considere a seguinte funcao candidata:

v(z,8) = 2 P(x,8)x, P(z,0) =

O(z,9) ] P (3.9)

n

O(z,9)
[n

onde P € Rm)x(4n1) & yma matrix simétrica e constante a ser determinada, e

O(z,d) € R"*" é uma dada fun¢do matricial afim em (z, )

Para simplificar a representacao de v(z,d), defina o seguinte vetor auxiliar:

5: [ @(LIU,(D ] x, 56 Rn+n1 (310)

Com a definicao acima, a funcao candidata a Lyapunov podera ser equivalentemente

representada ao longo desta tese na seguinte forma compacta:

o(z,) = v(€) = £'PE (3.11)
Por defini¢io a matrix O(x, §) tem a seguinte estrutura®:

n l
O(x,0) = > T+ Y Ui +V (3.12)
i=1 i=1

onde as matrizes T;, U; e V sdo constantes com as mesmas dimensoes de ©(z,d) e x;,

0; sao os i-ésimos elementos dos vetores x e d, respectivamente.

Para obter-se uma solucao para o problema 3.1, utilizando o lema 2.1, deve-se

determinar a derivada temporal de v(x,d) que é dada pela seguinte expressao:

i(x,0) = @ P(x,0)x+aP(x,8)i+x P(x,d)z (3.13)
= {PE+EPE (3.14)

30bserve que por definicao a matrix O(z,d) é afim em x, 6.
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Pela definigao do vetor & em (3.10), 5 ¢ dado pela seguinte expressao:

£ = i (3.15)

T +

@(:13,5)
0

O(z,5) ] ,

n

Utilizando a estrutura de O(x,d) definida em (3.12), o termo O(z,d)x pode ser

reescrito da seguinte forma:

n l
O(z,0)x = (Z Tyii+ ) | Ui5i> x (3.16)
=1 =1

n l
= Y Tasi+ Yy Udw (3.17)
=1

=1

= O(z)i + 0Oz (3.18)

onde s; é a 1-ésima linha da matrix identidade I, e
O(z) =Y Tws;, O(0) =Y _Usd;. (3.19)
i=1 ;

Com as definigbes acima, pode-se reescrever a expressao (3.15) da seguinte maneira:

éz ) T+

(9(5”’5)[*@(5”’5)) ] i (3.20)

ou equivalentemente? :

A

I, — (9@:,5) + @(x)) [ e 0
[ . . ] & = Az, 5) x+ Ay(z.6) ] T (3.21)
0 = Q(x,0)x+ Q(z, ) (3.22)

Entao a condigao (2.3) do lema 2.1 pode ser reescrita da seguinte forma considerando

4Lembre-se que @ = f(x,6) = Ay (x,8)x + Az(z,0)m, V (z,7) : Qi (z,8)z + Q2 (2, 8)7 = 0.
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a funcdo de Lyapunov definida em (3.9):

EPerePE<—eaa v | P (6,0 € 5, (3.23)
(z,&,€,m) : (3.10), (3.21) e (3.22).

Observacao 3.3 A func¢dao de Lyapunov definida em (3.9) pode representar qualquer
funcdo polinomial de grau 4 em x e 2 em . Além disso as fungoes de Lyapunov
quadrdticas podem ser vistas como um caso particular. Para tal considere a sequinte

particao da matriz P:

/

P R

(3.24)

onde Py € R™" P, € R"™™ ¢ P, € R™*™ . Portanto, com a parti¢io (3.24) € possivel

considerar os sequintes casos:
i. P(z,9) quadrdtica em (x,0): Py, Py e Py livres;
it. P(xz,0) afim em (x,8): By, Py livres e Py = 0;

iii. P(x,0) constante: Py livre e Py = Py = 0 (caracterizando a fun¢do de Lyapunov

quadrdtica com v(x) =z Pyx).

3.3 Dominio de Atracao

Nesta se¢ao, aborda-se o problema da determinacao de uma estimativa do dominio
de atracdo do sistema nao linear (3.2). Com esta finalidade, mostra-se que a regiao
delimitada por uma curva de nivel da funcao de Lyapunov serd invariante se a condigao
(2.4) for satisfeita para todo x € B, e § € B;. Visando uma formulagdo convexa para

este problema, represente o politopo B, pelo seguinte conjunto de inequacoes lineares:
Bx:{a::a;gxgl, kzl,...,nf} (3.25)

onde a; € R" sao vetores associados as ny faces do politopo B,. Lembre-se que o
politopo B, pode ser equivalentemente representado pelos seus vértices.
Considere o seguinte conjunto como uma estimativa do dominio de atracao do sis-
tema (3.2):
T= {x vz, 8) = 2 P(x,6)z < 1} , VoeB;s (3.26)
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Observe que o conjunto acima nao é em geral um elipséide, visto que P(z,d) nao é
uma matriz constante.

Suponha que as condigdes (2.2) e (2.3) sejam satisfeitas para uma funcao de Lyapu-
nov v(x,0) = &P (z, )z conforme a sua definigdo em (3.9). Logo, com as consideracoes

acima, a condi¢do (2.4) (isto é: T C B,) pode ser escrita na seguinte forma:
1—a;€x20, Va:v(x,d)—1<0, (z,0) € By xBs, k=1,...,ny.
Aplicando o lema 2.4 na condicao acima, obtém-se a seguinte desigualdade®:
1 —2a,z 4 v(x,6) >0, (2,0) € By x By, k=1,...,n;. (3.27)

Levando em conta a definigdo de v(x,d) em (3.9) e a notacao auxiliar definida em

(3.10), a inequagao acima pode ser representada da seguinte maneira:

1]/ (1) [0 ] [1]>ovg-{z —0(z,0) |€=0.  (3.28)
: [a] P I | I, , . .

Utilizando o lema 2.3 (Lema de Finsler), a inequagao (3.28) é satisfeita (e portanto

T C B,) se as seguintes LMIs forem satisfeitas nos vértices do meta-politopo B, x Bs:

1 [ 0 a, }
0 L >0, k=1,...,ny, (3.29)
(P+LyN+NL,)
g
onde Ly, k =1,...,ny, sao matrizes constantes a serem determinadas e /N é uma dada

matriz afim em (z,d) a ser especificada na préxima segao.

Note que o tamanho da regiao T como definida em (3.26) é inversamente propor-
cional a norma p da matrix P(z,9), isto é, quanto menor ||P(x,d)||, maiores serdo os
valores que x pode assumir tal que 2’P(x,d)x < 1. Normalmente, utiliza-se a norma
trago (p = 1) ou simplesmente a fungao trago para uma matriz simétrica definida po-
sitiva para maximizar® o tamanho de Y. Em outras palavras, T pode ser maximizado

pela minimizagao do trago de P(z,d). Entretanto, a matrix de Lyapunov é uma fungao

5Note que neste caso o multiplicador associado ao S-Procedure é igual a 1. Esta escolha é baseada
no caso linear onde o multiplicador unitario é o valor 6timo [6].
6Veja outras formas de se maximizar a regiao T em [6, Segdo 5.2].
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quadrética do estado e dos parametros incertos o que torna a funcao trace(P(z,d)) ndo
convexa. Desta forma, neste trabalho para maximizar-se o tamanho da estimativa da

regiao de atracao sera considerado a seguinte func¢ao objetivo:
min trace (P + RN 4+ N R) sujeito a (3.23), (3.29) e P+ RN +N'R >0 (3.30)

onde R ¢ uma matriz a ser determinada. Note que o problema de otimizacao acima
definido minimiza aproximadamente z’'(P(x,d))x para todo = € B, e § € Bs ou, em

outras palavras, o traco de P(x,0).

3.4 Estabilidade Regional

Nesta secao, apresenta-se uma solucao convexa para o problema 3.1 utilizando as
defini¢oes introduzidas nas segoes 3.1, 3.2 e 3.3.
Pelo lema 2.1, considerando os conceitos introduzidos neste capitulo, a regiao T

serd invariante em relagao ao sistema (3.1) se as seguintes condigdes forem satisfeitas:
i. e,0'x < € PE < gya’x, para todo x € By, 6 € Bs e (z,€) : (3.10);

ii. £ P&+ € PE< —e.x'x, para todo = € By, (6,0) € Bs e (z,£,€,7) : (3.10), (3.21)
e (3.22);

ili. (3.29) paratodo k=1,...,ny, x € B, e d € Bs.

Observe que associado as condigoes de estabilidade i e ii, tem-se as seguintes res-
trigoes de igualdade: (3.10), (3.21) e (3.22). Logo, a idéia basica na busca de solugoes
via LMI para o problema de estabilidade regional é anexar essas restricoes de igualdade
as inequacoes de Lyapunov através do lema de Finsler. Com esta finalidade, considere

a seguinte notacao auxiliar:

E - [ Oan1 Ql(x7 6) i| ; [ To —XTq 0 . O i
M 0 T3 —Xg ' 0
0 I, 0 0  z, Tni
_ 0 é)(é) Ony scm B 0 M,
0 Ai(z,0) | As(z,8) | I, —O(z,0)
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Com a notacao acima, uma solucao em termos de LMIs para o problema 3.1 é

proposta a seguir.

Teorema 3.1 Considere o sistema nao linear (3.1) (com as hipdteses H2.1a-c), a sua
decomposi¢ao nao linear (3.2) (com a hipétese H2.2) e a notacao auziliar (3.31). Seja
O(z,d) uma dada matriz afim em (x,0) e considere a defini¢ao das matrizes auziliares
O(z) e O() em (8.18). Sejam B, e Bs regides politdpicas conhecidas representando
uma vizinhanga da origem do sistema e os valores admissiveis de (d, 5) respectivamente.

Suponha que as matrizes P = P', R, Ly, ... s Ly, € W sejam uma solugao do se-

guinte problema de otimizagdo, onde as LMIs sao construidas em V(B,) x V(B;s):

min trace(P + RN + N'R) sujeito a

P+RN+NR >0 (3.32)
1 [O a}g]
0 . >0, k=1,...,nf (3.33)
(P+ LyN + N'L,)
ag
0 P 0 0 E Qx,0)
Hel |0 0 0|+W]|] 0 N 0 <0 (3.34)
00 0 -F G H

Entao, para todo x(0) € T a trajetoria x(t) € T e converge para a origem quando
t — oo, onde Y € dado por (3.26).

Prova do teorema 3.1

Suponha que as LMIs (3.32)-(3.34) estejam satisfeitas nos vértices do meta-politopo
B, x Bs. Entao, por convexidade, também estao satisfeitas para todo x € B, e (9, 5) €

Bs. Para facilitar a compreensao esta prova serd elaborada nas seguintes etapas:

e Condigao (2.2).

Seja ()1 uma matriz tal que Q1§ = z, por exemplo: Q1 = [ 0 I, ]. Considere
a LMI (3.32). Como ela é estrita, considerando um escalar positivo e suficiente-
mente pequeno &,, € possivel adicionar o termo —ganlQl a (3.32) sem modificar

o seu sinal, isto é, a seguinte LMI ¢ ainda satisfeita:

P+RN+NR —£,Q,Q: >0
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Pré- and pés-multiplicando a LMI acima por & e &, respectivamente, leva a:
v(z,d) = EPE>cedn, VaeB, §¢€Bs (3.35)

Note que por construcao o produto N¢ = 0. Em outras palavras:

Myx =0 e | I,, —O(z,9) ]
T

O(z,d)x ] 0

Observe que os elementos da matriz N sao limitados. Logo, existe um escalar
positivo e suficientemente grande €5, tal que ey 11, > P+ RN + N 'R’. Pré- e

pés-multiplicando esta LMI por & e &, respectivamente, leva a seguinte condicao:

£ PE<ené'€

Como z,d pertencem a um politopo, existe um escalar positivo suficientemente
grande g5 tal que g1, > O(z, ) O(x, ). Portanto:

v(z,d) = EPE<ep(l+eper =ea’s, VaeB,, 6B (3.36)

e Condigao (2.3).

Defina a seguinte matriz Q2 = [ Opx(niny) Q1 Opxm |- Considere a LMI (3.34).
Como esta LMI é estrita, para um escalar positivo e suficientemente pequeno e,

, , . . / . . . ,
é possivel adicionar o termo €.Q,Q2 a (3.34) sem modificar o seu sinal, isto é:

0P 0 0 E O
Hello o ol+w]| o N o +%Q;Qz <0
00 0 F G H

Pré- e pés-multiplicando a LMI acima por | § ¢ 7 ] e seu transposto, respec-

tivamente, e lembrando que:

= Qll‘—l—Qng
= Nf
= —FE+GE+ Hr
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obtém-se a seguinte inequagao:
0(x,0) = £ PE4+EPE< —ex'x, ¥ (2,0) € By x By (3.37)

Note em (3.37) que: (a) Qz + Qom = 0 pela definigdo da decomposigao nao
linear (3.2); (b) N¢ = 0 por construcao a partir de M,z = 0 e (3.10); e (¢)

F¢ = G¢ + Hr é uma representacio compacta da seguinte relacios

A

S
Or,

©+6
I,

Oz + 07

T

é: = x4+

X

e Condigao (2.4).
A partir dos resultados apresentados na secao 3.3, o conjunto de LMIs em (3.33)

implica na seguinte relacao de inclusao:

T2 {x co(z,8) = £ PE < 1} C B,, V6 €B;s (3.38)

Resumindo, a partir de (3.35), (3.36) e (3.37), v(x, §) definida em (3.9) é uma funcao
de Lyapunov para o sistema (em B, X Bs). Além disso, o conjunto T é invariante e,
portanto, para todo xz(0) € T a trajetéria z(t) € T V ¢ > 0 e tende a origem quando

t — oo.
O

Para ilustrar a aplicacao do teorema 3.1 na analise de estabilidade regional de

sistemas nao lineares, considere os seguintes exemplos.

Exemplo 3.4 Considere o sistema (3.4) (com € = 1) e a decomposi¢ao ndio linear

(3.5). Visando um estudo comparativo, defina as sequintes matrizes’ O(z):

O,(x) = [mb] e Oy(z) = [xl 0 ]

.732[2 0 T2

Logo, as matrizes auziliares ©(z) e O(8) sio dadas por:

~ x 0 ~ il 0
O, = , 0, =
(@) [ 0 «x ] ’ [ 0 x9

TObserve que o sistema (3.4) ndo tem incertezas.

,@a: € @b:O.
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Seja o politopo B, definido pelo sequintes vértices:

{[ % ] [1.6@] [O.Sa] [ —2q ] [—1.6&] [—0.8@]}
) ’ 9 9 9 (339)
—0.2a 1.1a 2.6a —0.2a —1.2a —2.6a

onde a € um dado escalar (o maior possivel).

A figura 3.1 mostra as estimativas obtidas, representadas por Lo (coma =0.9) e Ty
(com a = 0.7) considerando as matrizes O,(x) e Oy(x) respectivamente. Nesta mesma
figura, as regices R e Yo (com a = 0.6) representam respectivamente: o dominio de
atragdo exato, obtido pelo método da trajetoria reversa [42], e uma estimativa utili-
zando uma matriz de Lyapunov constante® (caracterizando uma funcio de Lyapunov
quadrdtica).

1 T T T T

1 2

2.4

1.8 —

1.2 H

0.6
0.0 —-
-0.6
-1.2

-1.8

-2.4

Figura 3.1: Estimativas do dominio de atra¢ao do sistema (3.4).

Exemplo 3.5 Considere o exemplo 3.2 com os sequintes valores [43]:

€gp — 0.8 e Ae=0.2.

8 Veja a observacdo 3.3.
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Defina a fungdo de Lyapunov utilizando a sequinte matriz ©(x,9):

e considere o mesmo politopo B, definido no exemplo 3.4.
A figura 3.2 mostra as sequintes estimativas do dominio de atragdo: Y1 (fungdo de

Lyapunov polinomial) e Ty (fungdo de Lyapunov quadrdtica).

BO g ft
2.4
1.8
1.2
0.6
0.0
0.6 —
12 -
1.8 -
24 -
T

B0+ 77—
-3.0 -2.4 -1.8 -1.2 -0.6 0.0 0.6 1.2 1.8 2.4 3.0

Figura 3.2: Estimativas do dominio de atragcdo do sistema (3.7).

Analisando os resultados dos exemplos 3.4 e 3.2 a melhor estimativa do dominio de
atracao foi obtida utilizando uma funcao de Lyapunov mais complexa justificando o

maior esfor¢co computacional.

3.5 Nao Linearidades Trigonométricas

Nesta secao mostra-se como representar sistemas com nao linearidades do tipo tri-

gonométrica na forma (3.2). Com esta finalidade, considere o seguinte sistema de
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poténcia transladado para a origem [44]:

{9:”1 - (3.40)

Tg = oqTg+ apsinz; + agcoswy + [
onde ay = —0.58, ap = —33.95, g = —29.40, /; = 29.40 e 1 € (—7/2,7/2).
Para o sistema acima, defina as seguintes variaveis:
T3 =sinx; e T = cosxy.
Com esta definicao é possivel construir as seguintes equagoes:
(1) @3 = Txo (diferencial) e (ii) z3 + 7> — 1 = 0 (algébrica)

Obtendo-se o seguinte sistema aumentado na forma algébrico-diferencial:

[tl = X9
$'2 = Ty + Qo3 + 3T + 51 (3 41)
ftg = TX2 .

0 = 23472-1

Observacao 3.4 Por construgdo, as trajetorias do sistema (3.41) incluem todas as
trajetdrias do sistema original (3.40). Em particular, suponha que x1(0), x2(0) sejam
as condigoes iniciais do sistema (3.40). Entdo, para as condigoes iniciais x1(0), 22(0)

e x3(0) = sinx1(0) ambos os sistemas tem trajetorias idénticas no sub-espago (x1,3).

Observe que o sistema aumentado (3.41) pode ser colocado na forma (3.2) através da

seguinte representacao:

0 1 O 000 0 O
T = 0 r+ 10 0 0
Qp Qg az By | ™ (3.42)
0 0 O 010 0 O

0 = Qll"i‘Qg’ﬂ'
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onde os vetores e matrizes auxiliares sao dados por:

0 0 I3 01><3 T -1

I 05 0 —x “ T

Ql = 3 , QQ = 3 , L = o , T = T
01><3 01><3 1 —T

I3 1
Tl3 —1I3 0O3x1 Osx1

Pela decomposicao nao linear acima, observa-se que as matrizes €2 e {2y sao fungoes
afins em 7 (varidvel algébrica). Com isso, considere a seguinte suposigao adicional para

sistemas com nao linearidades trigonométricas:

H2.3 O wvetor de wvaridveis algébricas, T € R”, € limitado a uma regiao politopica

conhecida, isto é: T € B;.

Com as consideracoes acima, pode-se estimar o dominio de atracao do sistema
(3.40) através do teorema 3.1 levando em conta que as LMIs (3.32)-(3.34) devam ser
construidas nos vértices do meta-politopo B, x Bs x B;.

Com esta finalidade, considere que os politopos B, e B, sao dados respectivamente

por:
a a —b —b a a —b —b

B, = Co —< |,lc|s| —<c|,| ¢ |,| —c|, c |»| —¢|> c
d d —e —e —e —e

eB, =[0, f], onde a, be csao escalares positivos determinados de forma a maximizar

a estimativa da regido de atragdo, d = sin(a), e = sin(b) e f = cos(a). Lembre-se que
este sistema nao tem incertezas.
Defina a funcao candidata a Lyapunov considerando que O(z) é dado pela seguinte

expressao:

xol3

O(z) = [ #1ls ] (3.43)

Na figura 3.3, apresentam-se estimativas do dominio de atragao do sistema (3.40)
utilizando a matrix ©(x) em (3.43), representado pela regiao Ty (com a =2, b= 1.1,
e ¢ = 12); considerando uma fungao de Lyapunov quadratica, regiao Yo; além de uma
trajetoria simulando a perda de uma linha de transmissao. Observa-se que a trajetéria
x(t) (representada por + + + ) ap6s a correcao da falta deixa a regiao Y, mas retorna

assim que o estado converge a origem. Na literatura de controle esta propriedade é
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conhecida como pseudo-invariancia [45]. Neste exemplo, esta caracteristica é devido
a regido T ser invariante apenas para o sistema aumentado (x1,z2,x3). A regiao na

figura 3.3 ¢ a interseccao de Y; com o plano x1, 5.

Sr ¢t e e e e e e e e e
4 X2 '
6.4 —
4.8
3.2 H (tey = 0.65)
1.6 —
0_
-1.6
32 -
4.8 4 trajetoria -
] durante a falta.
-6.4 trajetoria apos a (0<t<ty)
1 correcao da falta (t > 1) -
-8 — 77—
-2 -1.6 -1.2 -0.8 -0.4 0 0.4 0.8 1.2 1.6 2

Figura 3.3: Estimativas do dominio de atragao do sistema (3.40).

Através da regiao Yp, obtida utilizando uma funcao de Lyapunov polinomial, é
possivel estimar um melhor tempo de correcao da falha, t, = 0.6s, justificando um
maior esfor¢o computacional. Em geral para sistemas de poténcia o dominio de atracao
nao é um regiao simétrica (em relacado a origem). Desta forma, os métodos menos
conservadores para estimar-se o dominio de atracao levam em conta a trajetoria do

sistema [46], que é o caso do método proposto neste trabalho®.

Observagao 3.5 A metodologia proposta nesta secao pode ser generalizada para ana-
lisar a estabilidade regional de sistemas nao lineares na forma algébrico-diferencial
(lembre-se que o sistema aumentado (3.41) estd nesta forma). Em muitos sistemas
dinamicos € mais natural uma descricao utilizando equagoes algébrico-diferenciais,
como por exemplo os sistemas de poténcia [{7]. A obtengio de modelos na forma

puramente diferencial em tais casos € algumas vezes nao factivel ou freqientemente

9Note que a matrix P(z) é funcio quadratica da trajetéria do sistema.
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inconveniente, seja por motivos analiticos ou numéricos. Além disso, o uso de métodos
que preservam a estrutura original do sistema (como, por exemplo, a técnica proposta
nesta se¢ao) tem demonstrado ser vantajoso para esta classe de sistemas [46]. Para

maiores detalhes sobre este assunto veja [44].

3.6 Sistemas Sujeitos a Saturacao

Em geral, os sistemas dinamicos sao sujeitos a restri¢coes do tipo saturagao no sinal
de controle. No caso de sistemas lineares, existe uma vasta literatura dedicada a analise
de estabilidade e desempenho, e sintese de controle para sistemas sujeitos a saturagao
utilizando LMIs, como por exemplo [48], [27], [34], [49] e [50]. Entretanto a extensao
desses resultados para o caso nao linear ¢ um problema de dificil solugao, levando em
geral a métodos que combinam a teoria de Lyapunov com outras técnicas, por exemplo
a referéncia [51] que utiliza a teoria de bifurca¢ées em conjunto com a de Lyapunov.

Nesta secao, aborda-se o problema da estabilidade regional de sistemas nao lineares
sujeitos a saturacao do sinal de controle utilizando o resultado proposto no teorema 3.1
e descrevendo a saturagao através de uma condigao do tipo setor (para maiores detalhes

veja [52]). Com este objetivo, considere a seguinte classe de sistemas nao lineares:

= A(x,0)z + B(z,d)u

u = sat(Kx) (3.44)

onde u € R representa o sinal de controle, B(z,d) € R™ é uma fungao vetorial continua
e limitada para todo (z,6) € B, x Bs, K' € R" é um dado vetor constante e sat(-)

representa o operador saturacao definido da seguinte forma:

1 Kz >1
sat(Kz) =< Kz se |Kz| <1 (3.45)
—1 Kz < -1

Um possivel maneira de considerar-se a saturacao ¢ a de restringir a amplitude do
sinal de entrada u(t) através de uma restricao no vetor de estados [48]. Desta forma,
definindo o escalar p > 0 como a maxima amplitude permitida ao sinal de controle

Kx acima do nivel de saturacao, que a partir deste ponto serda denominado de nivel de
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sobre-saturacao [53], a restrigao:
()] <1+ p
é satisfeita se e somente se o estado do sistema pertence ao conjunto
X, 2 (a: |Ka| <1+ p)

Observe quando p = 0 (isto é: = € X)) que o sistema (3.44) comporta-se de acordo

com a seguinte dinamica:
&= (A(x,0) + B(z,0)K)x

e, portanto, pode-se aplicar os resultados das se¢oes anteriores com a restri¢ao adicional
T C A, para analisar-se sua estabilidade. Entretanto, o vetor de estados freqiiente-
mente converge a origem a partir de uma condicao inicial fora da regiao T C Xy o que

pode gerar resultados bastante conservadores.

Uma maneira mais apropriada para considerar a saturacao é a de permitir um certo
nivel de sobre-saturacdo (considerando p > 0) através do critério do circulo. Desta

forma, a seguinte restrigdo de setor pode ser associada ao operador sat(-) [34]:

1
(u— Kx) (u—me) <0,Vzedk, (3.46)

Com a restrigdo acima, pode-se utilizar o S-Procedure (lema 2.4) para anexar a
condicao (3.46) na inequagao de Lyapunov (2.3). Portanto, existe um escalar p positivo

tal que a seguinte inequacao é satisfeita para todo x € B, N &, e (J, (5) € Bs:

o(x,0) — pu? + ppy(uKz + 2 K u) — ppox K Ko < —ex' x (3.47)
onde
24 1
Mot T T U

Com relagao ao sistema (3.44), suponha que este sistema nao saturado possa ser
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descrito na seguinte forma:

T = Al(a: (5)33 + AQ( )7T + B¢(£L’, 5)¢
0 = O(z,8)z + Q(z,0)m (3.48)
0 = ®(x,0)p

onde ¢ € R? é uma fungao vetorial néo linear em (z, ) e linear em u, By(z,d) € R™*?
e ®(z,§) € R7*P. Para a decomposi¢ao nao linear (3.48) serdo feitas as seguintes

hipéteses adicionais:
H2.4a As matrizes By(x,0) e ®(x, ) sao fungoes afins em (x,0).

H2.4b O sinal de entrada u € um dos elementos do vetor auziliar ¢. Portanto, existe

um vetor linha s4 tal que s4¢ = u. Em particular, considere que:

cb:[;:l] ¢ sp=|10 - 0] (3.49)

Com as hipoteses acima, pode-se utilizar o lema 2.1, substituindo (2.3) por (3.47),
para analisar a estabilidade regional do sistema (3.44). Entretanto, lembre-se que a
condicao de setor s6 serd valida para todo x € &,. Desta forma, deve-se também
considerar a restricao T C X, nas condicoes de estabilidade.

Com este objetivo, redefine-se o poliedro X, da seguinte forma:

X, 2 {z:ex<1,i=1,2} (3.50)
onde | )
e; = K e e=—
(1+p) (1+p)

Logo, pode-se utilizar o procedimento da secao 3.3 para determinar uma formulacao
LMI para a relagao de inclusao T C &,. Na seqiiencia, uma solucao convexa ¢ proposta
para o problema de estabilidade regional da classe de sistemas nao lineares saturados

definida em (3.44) com base no teorema 3.1 e nas consideragoes acima definidas.

Teorema 3.2 Considere o sistema nao linear saturado (3.44), as hipéteses H2.1a-c,
H2.2 ¢ H2.4a,b, a notacdo auziliar (3.31) e defina:
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_ On1
K= < 0 E Q 0
K 00 0 @
I = (3.51)
. 0N 0 0
J = mxd _F G H J
By(x,0)

Seja O(z, ) uma dada matriz afim em (x,0) e considere a definicdo das matrizes auzili-
ares (:)(x) e é(5) em (3.18). Sejam B, e Bs regides politdpicas conhecidas representando
uma vizinhanga da origem do sistema e os valores admissiveis de (9, 6) respectivamente.

Suponha que as matrizes P =P, R, S, L1, ... s Ly, W, € 0 escalar pu positivo sejam
uma solucao do sequinte problema de otimizagao, onde as matrizes sao construidas em

V(B,) x V(Bs):

min trace(P + RN + N'R) sujeito a

P+RN+NR >0 (3.52)
1 [0 a;f]
=0 k=1, 0y (3.53)
(P+ LyN+ N L)
Qag
[ (1+p)? K
(1+p) > (3.54)
K (P+SN+N'S)
[0 P 0 0
P —up KK 0 K i
. “% O’W13¢ LW ATW <0 (3.55)

0 ,upls;sf(/ 0 —,us;jsd)

Entao, para todo z(0) € T a trajetdria x(t) € YT V¥V t > 0 e converge para a origem

do sistema quando t — oo, onde Y € dado pela expressio (3.26).

Prova do teorema 3.2

Considere a prova do teorema 3.1. Entao, as LMIs (3.52), (3.53) e (3.54) implicam

respectivamente que:

(1) Existem dois escalares positivos g, e g, tais que g,2'2 < € P& < g,a'x, para todo

x € B, ed e Bg;
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(1) YT = {x: £ P¢ <1} C B, para todo § € Bs; e
(i19) T C X, ={z: |Kz| < (1+ p)} para todo ¢ € Bs.
Defina a seguinte matriz:
Qs = | Ouxuemy Q1 O Oy (3.56)

Utilizando os mesmos argumentos da prova do teorema 3.1, existe um escalar positivo

. tal que:
o P 0 0
P —upKK' 0 pupK W ’
0 upz . Wlo U AWDHTW < —.Q5Qs

0 upls;[_(/ 0 —us;ﬁ%

Pré- e pés-multiplicando a LMI acima por [ £ ¢ 7 ¢ | e pelo seu transposto im-
plica em (3.47).
Entdo, v(z,8) = £ P€ é uma funcio de Lyapunov para B, x Bs. Além disso, T é

um conjunto invariante para a origem do sistema (3.44). O

Observacao 3.6 A metodologia proposta nesta secao pode ser estendida facilmente
para um sistema com n, entradas se a saturacao em cada entrada nao estiver acoplada
as outras entradas como em [48]. Neste caso, o vetor satura¢ao (com n, elementos) é

dado por:

’

sat(Kx) = | sat(Kz) --- sat(Knum)] (3.57)

onde K; € R" e os operadores escalares sat(K;z), para i = 1,...,n,, correspondem
respectivamente a i-ésima linha da matriz de ganhos K € R™*™ e os elementos da
fungao vetorial definida em (3.57). Desta forma, é possivel aplicar o teorema 3.2

considerando n, restrigoes na forma Y C X,, = {z : |K;xz| < (1+ p;)}.

Exemplo 3.6 Considere o sequinte sistema que representa a dinamica de um péndulo

mvertido sujeito a saturacao:

$‘1 = T2
Ty = sinz — 29+ u (3.58)
u = sat(Kox)
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onde Ko =] -2 0 ].
Utilizando o método proposto na se¢do 3.5, isto € define-se x3 = sin(xy) e 7 =
cos(zy), obtém-se o sequinte sistema aumentado:
( .fl = X2
Ztg = —Xo+x3+u
I'g = TX2 (359)
= x% +72 -1
[ v = sat(Kx)
onde K=]-2 0 0].
Portanto, o sistema (3.59) pode ser decomposto na sequinte maneira:
( 0 1 0 000 0
T = 0O -1 1|+ ]0 0 O0|7m+]1]u
0 0 O 1 00 0 (3.60)
= Qll' + QQTF
[ v = sat(Kx)
onde:
K (0 7 0] (1 0 0 |
r = o 5 1 —T9 0
0 0 0 -1
L X3 Ql _ I3 ’ Q2 . T
TX I3 0 0 —=x
T = T ) T3 0O —zx O
! 0 0 0 | | 0 I =7
Seja a matriz ©(x,0) dada por:
ZL‘1]3
O(x,0) =0O(z) = (3.61)
$2[3
Considere as sequintes defini¢coes: (i) para os vértices politopos B,,
0.8« 0.8« —0.8c —0.8c 0.8« 0.8« —0.8¢ —0.8c
—2a |, 0 , 2a , 0 , | —2a |, 0 , 20 0
p p p B —p —p —p —p
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e (ii) do politopo B, = [ 0,7 |, onde o € um escalar a ser determinado, # = sin(a) e
Vo JIZ
A figura 3.4 mostra estimativas do dominio de atra¢do para o sistema (3.58) re-
presentadas pelas regioes Y, (fungdo polinomial definida pela matriz O(z,d) dada em
(3.61)) e Y, (fungdo quadrdtica) com o = 2.0 e p = 2. Para um estudo comparativo,

as separatrizes do plano de fase do sistema também sao mostradas nesta figura.

0.6 7Rk

-1.2
1.8 —

-2.4 —
| + + + +: separatriz

R T TR T S T S R A e
-3.0 2.4 -1.8 -1.2 -0.6 00 06 1.2 1.8 2.4

Figura 3.4: Estimativas do dominio de atra¢do do sistema (3.58).



Capitulo 4
Analise de Desempenho

Em geral, para sistemas dinamicos de controle nao é suficiente apenas determinar
a sua estabilidade, isto é, deve-se de alguma forma garantir um desempenho minimo
para o sistema de controle. Existem varias formas de determinar-se o desempenho
de sistemas dinamicos, como por exemplo a velocidade com que os estados convergem
ao ponto de equilibrio [54], o valor de um determinado custo (em geral, uma fungao
quadrética) que envolva os estados do sistema [55], e o grau com que a resposta dinamica

¢ afetada por perturbagoes externas [56].

Neste capitulo, abordam-se os trés casos acima citados para a classe de sistemas
nao lineares definida no capitulo 3. Apresenta-se para cada caso uma solucao convexa
em termos de LMIs. Na secao 4.1, estima-se o dominio de atracao de um sistema
nao linear e a respectiva taxa de convergéencia dos estados. Na seqiiencia, a se¢ao 4.2
apresenta uma forma mais elaborada para analisar o desempenho do sistema através
da determinacao de um limitante superior da energia do sinal de saida que pode ser
uma funcao nao linear dos estados de interesse do sistema. Finalizando este capitulo,
na secao 4.3 analisa-se a influéncia de perturbagoes externas ao sistema nas saidas
de interesse através da determinagao de um limitante superior para o ganho L, do

operador entrada/saida do sistema.

4.1 Taxa de Convergéncia

Com base no lema 2.2 e na metodologia proposta no capitulo 3, pode-se estimar um

dominio de atrac@o, representada pela regidao Y,, na qual a norma da trajetdria x(t)
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do sistema satisfaz a seguinte relagao:

Jo(0)] <\ [20)] e, V2 € ¥, (4.1

onde p é a taxa de convergéncia associada a regiao T,. Observe que a otimizacao de
ambos, dominio de atracao e da taxa p associada a esta regiao, ¢ um problema de
dificil solucao, pois os objetivos sao conflitantes em geral'. Portanto, nesta secao serao

tratados os seguintes problemas:

Problema 4.1 Para uma dada taza de convergéncia o determinar uma estimativa T,

tal que para todo x(0) € T, a norma de x(t) satisfaz (4.1).

Problema 4.2 Para um dado conjunto invariante Y, = {z : 2 P,(z,8)z < 1} C
B, onde a matriz Py(z,d) € dada, determinar um limitante inferior para a taza de

convergéncia o, isto €, determinar um escalar ¢ tal que o > ¢ para todo x(0) € T,.

Regiao de Atracao com Taxa de Convergéncia Garantida

Considere o sistema nao linear (3.1), o lema 2.2 e a fungao de Lyapunov definida
em (3.9). A regiao de atracao associada a uma dada taxa de convergéncia ¢ pode ser

estimada através do seguinte problema de otimizacao:

min 2z P(z,6)x sujeito a:

2 P(z,0)x >0 (4.2)
2 P(x,0)z + <73(x, J) + 20P(x, 5)) z <0 (4.3)
T, = {x 2 Pz, )z < 1} C B, (4.4)

para todo z € B, e (J,0) € Bs.
A seguir, apresenta-se uma solucao convexa para o problema acima utilizando a

metodologia apresentada no capitulo 3.

Teorema 4.1 Considere o sistema nao linear (3.1) (com as hipdteses H2.1a-c), a sua
decomposi¢ao nao linear (3.2) (com a hipétese H2.2) e a notagao auziliar (3.31). Seja
O(x,0) uma dada matriz afim em (z,9) e considere a definicao das matrizes auziliares

O(z) e O(8) em (3.18). Sejam B, e By regives politdpicas conhecidas representando

Veja que préximo da verdadeira regifio de atracio a taxa de convergéncia é em geral bem pequena.
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uma vizinhanga da origem do sistema e os valores admissiveis de (9, 5) respectivamente.
Seja 0 uma dada taza de convergéncia (valor desejado).
Suponha que as matrizes P = P', R, Ly, ... s L, € W sejam uma solugao do se-

guinte problema de otimizagdo, onde as matrizes sao construidas em V(B,) x V(Bs):

min trace(P + RN + N'R') sujeito a

P+RN+NR >0 (4.5)
1 [0 a;c}
0 >0, k=1,... 0 (4.6)

(P+ LN+ N L)

ag
0 P 0 0 E Qx,0)

He| |0 oP O|+W | 0 N 0 <0 (4.7)
0 0 0 -F G H

Entdo a origem do sistema (3.1) é exponencialmente estdvel e v(x,8) = ' P(x,0)x
¢ uma fungao de Lyapunov para o sistema em B, X Bs. Além disso, para todo x(0) €
T, = {z : v(z,0) < 1} existem dois escalares positivos €, e €, tais que a norma da

trajetoria x(t) satisfaz a relagao (4.1).

A prova deste teorema é direta a partir da prova do teorema 3.1 e do lema 2.2. A

seguir, apresenta-se um exemplo numérico para ilustrar a aplicacao deste teorema.

Exemplo 4.1 Considere o sistema do evemplo 3.4, O(x) = [ z1I, x5 | e o politopo
definido em (3.39). A figura 4.1 mostra duas estimativas do dominio de atra¢ao Y,
(com P(zx) quadrdtica e a = 0.6) e Yo (com P(x) constante e a = 0.45) para uma
taxa de convergéncia o = 0.1. Observe que a funcdo de Lyapunov polynomial obteve a

melhor estimativa do dominio de atracao para uma dada taxa de convergéncia.

Taxa de Convergéncia para uma dada Regiao Invariante

Considere o sistema nao linear (3.1), o lema 2.2 e a fun¢do de Lyapunov definida
em (3.9). A taxa de convergéncia p associada a uma dada regiao invariante Y, = {z :

2 P,(x,0)r < 1} pode ser estimada através do seguinte problema de otimizacao:

max o sujeito a:



40

4. Anélise de Desempenho

|

1.6 —

1.2 - Ty

0.8 —

0.4

0.0 —

-1.2

-1.6

-2.0

0=0.1 o1

-2.0 -1.6 -1.2 -0.8 -0.4 0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0

Figura 4.1: Estimativas do dominio de atragdo do sistema (3.4) com o = 0.1.

z (Py(x,8) —P(x,6))z >0 (4.8)
' P(x,8)z >0 (4.9)
2& P(x,8)x + 2 <73(35, §) + 20P,(x, 5)) r<0 (4.10)

para todo = € B, e (8,0) € Bs.

Observe que no problema de otimizac¢do acima as condigao (4.8), (4.9) e (4.10)

implicam respectivamente nas seguintes relagoes:

i 2'Py(z,0)x > v(x,0) e T, C{x:v(z,d) <1}, Vo € Bs;

ii. v(x,0) =2'P(z,0)x > 0;

ii. 0(x,0) + 202" Py(x,0)x < 0(x,0) + 2pv(x,0) < 0.

A seguir, apresenta-se uma solugdo convexa para o problema acima utilizando a

metodologia apresentada no capitulo 3.

Teorema 4.2 Considere o sistema nao linear (3.1) (com as hipdteses H2.1a-c), a sua

decomposi¢do nao linear (3.2) (com a hipétese H2.2) e a notacio auziliar (3.31). Seja

O(z,d) uma dada matriz afim em (x,0) e considere a defini¢ao das matrizes auziliares
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O(z) e ©(d) em (3.18). Sejam B, e By regives politdpicas conhecidas representando
uma vizinhanga da origem do sistema e os valores admissiveis de (9, (5) respectivamente.
Seja

T, = {x L€ P < 1}

uma dada regido invariante contida em B,.
Suponha que as matrizes P = P', R, L e W e o escalar g sejam wma solu¢do do

sequinte problema de otimizagdo, onde as matrizes sao construidas em V(B,) x V(B;):

max o sujeito a

P+RN+NR >0 (4.11)

P,—P+LN+NL >0 (4.12)
0 P 0 0 E Qzx,0)

He| |0 gP, O |+W | 0 N 0 <0 (4.13)
0 0 0 -F G H

Entio a origem do sistema (3.1) é exponencialmente estdvel e v(x,8) = 2 P(x,0)x €
uma func¢ao de Lyapunov para o sistema em B, x Bs. Além disso, o € um limitante

inferior da taza de convergéncia o associada a regiao T ,.

Prova do teorema 4.2

Utilizando os mesmos argumentos da prova do teorema 3.1, as LMIs (4.11) e (4.13)
implicam que v(z,8) = & P¢ é uma funcdao de Lyapunov. Note que pré- e pés-
multiplicando (4.11) por [ 2/O(z,d)’ ' | e seu transposto, respectivamente, obtém-se
a condicao (4.9).

Considere a LMI (4.12). Pré e pés multiplicando-a por ¢ e & obtém-se:
£ Pg > ¢ Pe (4.14)

De forma similar, a LMI (4.13) implica em (4.10). Observe que pré- e pés-multiplicando

a LMI (4.13) por por [ £ ¢ 7' ] e seu transposto, respectivamente, obtém-se:
26 PE + 20E PE < 26 PE + 206 P)¢ < 0 (4.15)

Entdo, {7 : € P,¢ < 1} C {x: £ P¢ < 1} pelas relagdes (4.14) e (4.15) e {z : € P <

1} C B, por hipétese. Logo, como as condigoes do problema de otimizagao no Teorema



42 4. Anélise de Desempenho

4.2 sao apenas suficientes, conclui-se que g < o.

Exemplo 4.2 Considere o sistema do exemplo 3.4, O(x) = [ 211y 291 ]/ e o politopo
definido em (3.89). Seja Y, = {x : ' Pyx < 1} C B, uma dada regido invariante, onde

7| _o48 137

153 —0.48 ]

A tabela 4.1 mostra estimativas da taza de convergéncia o associada a regiao Y, para

diferentes matrizes de Lyapunov.

funcao de Lyapunov
quadrdtica | polinomial
0 0.1 0.3

limitante da taxa de convergéncia

Tabela 4.1: Estimativas da taxa de convergéncia.

4.2 Energia de Saida

Considere que o sistema (3.1) tenha um sinal de saida dado por z = g(z,0) com

uma condicao inicial z(0) = o, em outras palavras:
&= [(x,9), z=g(x,0), x(0) =z, (4.16)

onde z € R representa o vetor de desempenho do sistema e g(z, ) é uma fun¢ao nao
linear em (x, ).

O problema de interesse nesta se¢ao ¢ determinar um limitante ¢ da norma-2 do
sinal de saida do sistema (4.16), isto é, ||z]|2 < ¢ para todos os valores de (6,0) € Bs
e para qualquer xy € R, onde R, é um conjunto invariante contido em B,. Com esta

finalidade, a energia de saida sera definida da seguinte maneira:

T
E 71im / 2z dt, 19 € R, C B, (4.17)
— 00 0
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Visando uma solucao em termos de LMIs para o problema acima, suponha que o

sistema (4.16) possa ser decomposto da seguinte forma:

T = Ai(z,0)r+ Asx(x,d)m
= Cy(z,0)x + Co(x,0)m (4.18)
= O(z,0)z + Qa(z, )7

onde as matrizes A;(z,0) € R™™, Ay(z,d) € R™™, Cy(x,0) € R™=*" Cy(x,0) €
R™>™ Qq(z,0) e Qa(x, ) sdo fungdes afins em (x, J).

Da mesma forma que na definigdo da decomposigao nao linear em (3.2) considere a
hip6tese H2.2 para o sistema (4.18).

Utilizando o lema 2.1 e o resultado proposto em [6, se¢ao 6.2], um limitante da
energia de saida do sistema (4.18) pode ser obtido através da seguinte modifica¢ao nas

condicoes de estabilidade
ez <v(r,0) <grz e 0(z,d) < -2z (4.19)

para todo z € B, e (0,0) € Bs. Na realidade a condicio acima implica que |z]|3 <
v(x(0),40(0)). Como 6(0) pode assumir qualquer valor em Bs, pode-se concluir que
1213 < v(xo,d) para qualquer § € Bs. Além disso, xy deve pertencer ao conjunto

invariante R. C B,. Para caracterizar o conjunto R, considere a seguinte defini¢ao
Re2{x:v(x,8)<c, Vi€ Bs, 0<c<c} (4.20)
onde o escalar ¢* é dado por:
¢ =max ¢ tal que R.C B, (4.21)

Nota-se que a relagao de inclusao R, C B, em (4.21) juntamente com (4.19) implica
na invariancia de R.. Além disso, o limitante superior de ||z||3 dependerd do tamanho
do conjunto invariante R. a ser considerado. Logo, nesta tese, sera considerado o
problema de estimar-se um limitante superior para o maior conjunto invariante R.
contido em B, isto é, com ¢ o mais proximo possivel de c*.

Lembre-se que a determinacao de ¢* é um problema de dificil solucao visto que
v(x,d) pode depender dos parametros incertos do sistema e também nao é uma fungao
quadrédtica em z. No entanto, considerando que R. = {z : ¢ '2/P(z,d)z < 1} e

utilizando os resultados propostos na secao 3.3 pode-se estimar ¢* através do seguinte
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problema de otimizagcao:
min A : A —2a,z 4 2'P(z,0)x >0, (4.22)

onde a condigdo acima é uma aplicagao direta da condigao (3.27) para uma regiao na
forma {z : \a'P(z, )z < 1}.
Logo, de forma similar ao problema de estabilidade regional, obtém-se a seguinte

versao LMI para o problema de otimizagao definido em (4.22):

min A sujeito a :

oo o]
..

para uma dada funcio de Lyapunov v(x) = ' P(z,8)z como em (3.9), onde as LMIs

=0 VEk (4.23)
(P + RN + N'R,)

devem ser construidas em todos os vértices do meta-politopo B, X Bs. No problema
acima, as matrizes Ry, ..., R,, sdo as varidveis de decisao, N ¢ a mesma matrix definida
em (3.31) e a estimativa de ¢* é dada por ¢ = A7! < ¢*.

Entao, com as consideragoes acima, a fungao de Lyapunov que satisfaz (4.19) pode

ser obtida através do seguinte teorema.

Teorema 4.3 Considere que o sistema (3.2)-(4.18) satisfaca H2.1a-c e H2.2. Seja
O(z,d) uma dada matriz afim em (x,0) e considere a defini¢ao das matrizes auziliares
O(z) e O(0) em (3.18). Sejam B, e Bs regives politdpicas conhecidas representando
uma vizinhanga da origem do sistema e os valores admissiveis de (0, 5) respectivamente.
Considere a notagdo auxiliar (3.51).

Suponha que as matrizes P =P, R e Li; sejam uma solugao do sequinte problema

de otimizagdo, onde as LMIs sao satisfeitas em V(B,) x V(Bs).

min trace (P + RN + N'R')  sujeito
P+RN+NR >0 (4.24)

[ —LisF LuE+ LG+ LigN Ly + LigH
P — Lol Lot E + LosG + LasN  Lo1$dy + Lo H
—L3oF' L1 E+ L3oG + Lss N Lg1§29 + Lo H

0 [ Onzxnl Cl ] CZ -

< 0 (4.25)

:'NOOCD
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Entio v(z,0) = 2 P(x,0)x é uma funcdo de Lyapunov para o sistema e a norma-2 do

sinal de saida satisfaz:
2[5 < v(z0,6) < ¢*, V20 € Rew € (8,0) € By (4.26)

onde R e ¢* sdo definidos em (4.20) e (4.21) respectivamente.

Prova do teorema 4.3

Considere a prova do teorema 3.1. Suponha que as LMIs (4.24) e (4.25) estejam
satisfeitas nos vértices do meta-politopo B, x Bs. Entao, por convexidade, elas também
estao satisfeitas para todo = € B, e (6,0) € B;.

Pelos mesmos argumentos da prova do teorema 3.1 a LMI (4.24) implica que existem

dois escalares €, e € tais que:
arr < v(€) = EPE<exr'x, VaeB, §€Bs (4.27)

Aplicando o complemento de Schur na LMI (4.25) obtém-se:

0 P 0
0 0 0 0 E
, ;| Co | +He | [Ligl, o105 | —F G H <0 (4.28)
0 C,Cy ol =12, N
0 CJ0 O] CyCl

Pré- e pés-multiplicando a LMI (4.28) por [ £ ¢ ' ] e seu transposto respecti-

vamente, obtém-se:
0(x,0) = EPE+EPE< —2 2z YaebB,, (6 (5) € B; (4.29)

Logo, considerando (4.27) e (4.29) o sistema ¢ localmente estavel. Além disso, pela
definigao de R+ e ¢* em (4.20) e (4.21) respectivamente o conjunto R« é positivamente
invariante. Em outras palavras, para todo zp € R a trajetoria x(t) € R Vit > 0e
converge para a origem.

Integrando a inequagao (4.29) de 0 a T, leva a v(z(T),d(T")) — v(x(0),0(0) <
—J, Z2dt, VT > 0 ez € Re«. Com T — o0, esta expressio leva a [|z[|3 =
lim fOT 2 zdt < v(z(0),0) < ¢*, para todo 2o € Re € (8,0) € Bs.

T—o0
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Note que o Teorema 4.3 assegura que a condigao (4.19) esteja satisfeita para todo x €
B, ¢ 0 € Bs. Desta forma, deve-se utilizar o problema de otimizagao definido em (4.23)
para determinar o limitante superior para a norma-2 do sinal de saida considerando a
mesma matrix P obtida no Teorema 4.3. Para ilustrar este procedimento considere o

seguinte exemplo.

Exemplo 4.3 Considere o sistema (3.4) com z = [1 0]z e O(zx) = [ 211 x1 |
Defina o politopo B, como B, = {z : |z;] < 0.8, ¢ = 1,2}. Também, considere a
particao da matriz P definida na observagao 3.3.

Desta forma, neste exemplo sio considerados os sequintes casos: (i) P(x) quadrdtica
em x; (ii) P(x) afim em x e (ii1) P(x) constante.

A tabela 4.2 mostra estimativas da energia de saida obtidas através do teorema 4.3
e (4.23) para os casos acima definidos. Como esperado, a fungdo de Lyapunov do tipo

polinomial atinge o resultado menos conservador (caso (i)).

Matriz de Lyapunov
(¢) | (i) | (id)
c=\"! 1.0 1.5 1.6

estimativas de ||z||3

Tabela 4.2: Estimativas da norma-2 da energia de saida.

4.3 Ganho £,

Considere que o sistema (4.16) estd sujeito a perturbagdes externas da seguinte
forma:

= f(z,9) + b(z,d,w), (0) =0

(4.30)
z=g(z,9) +d(x,6,w)

onde w € R™ é a entrada de perturbacao e b(z, 0, w), d(z,d, w) sdo fungdes nao lineares
em (x,0) e lineares em w com dimensoes apropriadas.

Com relagao ao sistema perturbado (4.30), considere a seguinte hipdtese adicional:

H3.1 As fungées vetoriais b(x,d,w) e d(z,d,w) sio continuas e limitadas para todo
x € B, ed € Bs de interesse.

O problema a ser abordado nesta segao é determinar o desempenho do sistema

(4.30) com relagao ao sinal de perturbacao w(t) através do ganho-Lo do operador
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entrada/saida. Entretanto, para sistema nao lineares ndo globalmente estéveis o sinal
de entrada w(t) pode levar o sistema para fora da regiao de atracao da origem. Desta

forma, considere as seguintes definicoes.

Defini¢ao 4.1 Considere o sistema (4.30) com as hipdteses H2.1 e H3.1, e um dado
congunto W do sinal de perturbagao (isto é: w € W). O sistema serd regionalmente
estdvel (com relagao a W e B,) se x(t) € B, para todo t > 0 e todo w € W. Neste

caso, o conjunto W serd denominado de conjunto admissivel do sinal de perturbagao
w(t).

Definigao 4.2 Considere o sistema (4.30) com as hipdoteses H2.1 e H3.1, e um dado
conjunto admissivel do sinal de perturbagcio WW. O ganho Ly do operador entrada/saida,

representado por G, do sistema (4.30) € dado por:

[EIP!
lwll”

|Gwzlloo = sup z(0) = 0, W admissivel. (4.31)
0AAweW

(6,0) € Bs

Para simplificar a andlise do desempenho do sistema (4.30), a partir deste ponto,
serd suposto que o conjunto W é conhecido. Entretanto, quando o conjunto W nao
for conhecido, pode-se estimé-lo ou até mesmo testar se o sistema nao serd instavel
para uma determinada classe de sinais de perturbacao utilizando um procedimento
semelhante ao apresentado nesta se¢ao, para maiores detalhes veja [57].

Com as definicoes acima, o problema de interesse nesta segao pode ser colocado na

seguinte forma:

Problema 4.3 Dado dois politopos B, e Bs e o conjunto admissivel W, determine um

limitante superior vy do ganho Lo, definido em (4.51), para o sistema (4.30).

Utilizando os resultados propostos em [6], pode-se obter um limitante v do ganho

Lo através do seguinte problema de otimizacao:

min 7 sujeito a:
v(z,0) =2 P(x,8)x >0 (4.32)
o(z,0) 4+ 2 2z —yw'w < 0 (4.33)

para todo = € B, (0, (5) € Bs, w e Wet>0. Observe que as condicoes acima
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implicam que existem escalares positivos g, €, € €. tais que:
e’z <w(x,0) < g’z e v(x,d) < —ea'x,

visto que as condigoes (4.32) e (4.33) s@o estritas, e P(x,d) e as matrizes do sistema
sao limitadas para todo z € B, e § € Bs.
Visando uma formulacao LMI para o problema de otimizacao acima definido, con-

sidere a seguinte hipdtese com relacao aos vetores b(x,d,w) e d(z, 0, w):

H3.2 Os vetores b(z,,w) e d(x,d,w) podem ser decompostos da sequinte maneira:
b(z,6,w) = B(x,0), d(z,d,w) = D(z,0)¢, 0=U(z,0)¢ (4.34)

onde as matrizes B(x,0) € R D(z,d§) € R™=*"™ ¢ U(z,d) € RV™ sdo funcgoes

afins em (x,0), e o vetor b € uma fungdo nao linear em (x,9) e linear em w com a

sequinte estrutura: 1 = € R,

w
¢1 (QZ', 5)

O teorema a seguir apresenta uma solugao convexa em termos de LMIs para o

problema 4.3 utilizando o mesmo procedimento apresentado nas secoes anteriores.

Teorema 4.4 Considere o sistema (4.30) com as hipoteses H2.1a-c, H2.2, H3.1
e H3.2. Seja O(x,0) uma dada matriz afim em (x,0) e considere a defini¢ao das
matrizes auziliares O(z) e ©(5) em (3.18). Sejam B, e Bs regides politdpicas conhecidas
representando uma vizinhanga da origem do sistema e os valores admissiveis de (6, 5)
respectivamente. Seja W um dado conjunto admissivel do sinal de perturbacdo w.

Considere a notagdo auxiliar (3.31) e defina:

| Oniens ] 0 E 0 0

" | B(z,s 0 0 0 Vv
€9) Iy = (4.35)

0 N 0 0

So=| Tnw Onustryonay | -F G H J,

Suponha que as matrizes P = P', R e Lij (i,j = 1,2,3,4) sejam uma solugdo do

sequinte problema de otimiza¢ao, onde as LMIs sdo satisfeitas em V(B,) x V(Bs).

min vy sujeito a

P+RN+NR >0 (4.36)
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0
S(P,7) + Lyl ’
< ’le“' I w) Gi(@,0) 0 (437
wi ooy | | =0 143D
| D(z,0) |
[0 0 Ci@d) Caw.d) Dby | L
onde X(P,v) e Ly, sao dados por:
0 PO 0 Lyy Ly Ly Ly
P 0 0 0 Loy Loy Loy L
S(P.) = A R
0 00 0 Lz L3y L3z Lss
0 0 0 —7S5,5, Ly Lip Lyg Ly

Entio v(z,8) = 2 P(z,8)x ¢ uma funcio de Lyapunov para o sistema ndo forcado,

w =0, e o ganho Ly do operador entrada/saida satisfaz:

2 .
|G-l = sup ||’|Z|||’22 <7, YaxebB, (§0) € Bs, weW. (4.38)
0FweW 2
(6,0) € Bs

Prova do teorema 4.4

Considere a prova do teorema 3.1. Suponha que as LMIs (4.36) e (4.37) estejam
satisfeitas nos vértices do meta-politopo B, x Bs. Entao, por convexidade, elas também

estao satisfeitas para todo z € B, e (6,0) € Bj.

Pelos mesmos argumentos da prova do teorema 3.1 a LMI (4.36) implica que existem

dois escalares €, e €5 tais que:
qra<vl)=E¢PE<erx Vaeb,, §cbs (4.39)

onde ¢ esta definido em (3.10).
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Aplicando o complemento de Schur na LMI (4.37) obtém-se:

[0 P 0 0 |
p Y Y o P R
0 C.C c, . 4 He (LyTy) < 0 (4.40)
0 Cyl0 C] CyCl CyD
0 D[0 C;] D'C,  D'D—~5,8,

’

Pré- e pés-multiplicando a LMI (4.40) por [ £ ¢ =

pectivamente, obtém-se:

/
Y’ ] e seu transposto res-

0(z,0) =EPE+EPE<yww—22 YVaeB, (6,0 ¢cBs, weW (4.41)

Logo, considerando (4.39) e (4.41) o sistema é localmente estavel e v(z,0) = & P&
¢ uma funcao de Lyapunov.

Integrando a inequagao (4.41) de 0 a T" e levando em conta que z(0) = 0, conclui-se
que 0 < v(x(T),6(T)) < fOT (fyw'w — z’z) dt,¥' T > 0. Quando T' — 00, esta expressao

implica em:

2 T 7
|Guw:lI% = sup HZH% = sup lim Z,Z dt <~, ¥V x € B,.
0 ”w”Z T—o0 o Ww
#FweWw 0FweW
(6,0) € Bs (6,0) € Bs
O
Exemplo 4.4 Considere o sequinte sistema nao linear:
. [0 ~1 0
r = T+ w
1 (0.840.20)(z% — 1) 1
) (4.42)
z = 1 0|4+w

Defina ©(x) = [ ay] a9l |, Be = {z : |z) <07, i = 1,2} e Bs = {6 : |§] < 1}.
Considere a particao da matriz P definida na observacao 3.35.
Desta forma, neste exemplo sao considerados os sequintes casos: (i) P(x) quadrdtica

em z; (i) P(x) afim em x e (iii) P(x) constante.
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A tabela 4.3 mostra estimativas do ganho Lo do operador entrada/saida obtidas

através do teorema 4.4 para os trés casos acima definidos.

Matriz de Lyapunov

(1) | (i) | (@)
~ 1078441 84.5

estimativas de |G|,

Tabela 4.3: Estimativas do ganho Lo do operador entrada/saida.






Capitulo 5
Sintese de Controladores

A obtencao de técnicas convexas utilizando fungoes de Lyapunov Polinomiais para o
projeto de controladores no caso de sistemas nao lineares é um problema em aberto na
teoria de Controle. Existem algumas propostas nao convexas, como por exemplo [58,
9, 10, 11] que utilizam NLMIs (inequagdes matriciais nao lineares), [12, 13, 15, 14] que
utilizam matrizes de escalonamento dependente dos estados e [59, 60, 61] que empregam
equacoes de Riccati dependente dos estados. Entretanto, a solucao numérica de tais
propostas exige um grande esforco computacional [8]. Até a presente data, as tnicas
solugoes convexas em termos de LMIs sao aquelas que consideram fungoes de Lyapunov
quadraticas, como por exemplo as referéncias [16] (que utiliza uma representagdo por
fragoes racionais) e [18] (que considera um sistema linear com incertezas nao lineares).

Por outro lado, devido ao grande avango nas técnicas de controle aplicadas a sis-
temas lineares com parametros variantes ou LPV [62, 63, 64, 65], véarios autores es-
tenderam estes resultados para sistemas nao lineares nas representacoes quasi-LPV
[66, 67] e politépica [20, 21]. No entanto, estas metodologias (baseadas em sistemas
lineares) podem levar a resultados conservadores por nao levarem em conta as nao li-
nearidades do sistema além de utilizarem fungées quadraticas [24]. Também, existem
alguns problemas relacionados a representacao quasi-LPV que podem levar a proble-
mas com dimensao infinita (mesmo para um pequeno numero de nao linearidades) ou
a instabilidade do sistema nao linear em malha fechada [68].

Dentro deste panorama, neste capitulo propoe-se uma técnica de controle utilizando
fungdes de Lyapunov quadraticas e uma lei de controle nao linear. Com este objetivo,
utiliza-se uma decomposi¢ao nao linear semelhante a apresentada no capitulo 3 onde as
nao linearidades sao levadas em conta através do lema de Finsler. Posteriormente, para

diminuir o possivel conservadorismo dos resultados devido a utilizacao de uma funcgao
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de Lyapunov quadratica, aplicam-se as técnicas de analise propostas nos capitulos 3 e
4 no sistema nao linear em malha fechada obtendo-se uma melhor estimativa da regiao

de atracao e/ou do indice de desempenho.

5.1 Estabilizacao com Taxa de Convergéncia Ga-

rantida

Considere o seguinte sistema nao linear afim na entrada de controle:
&= A(x,0)x + By(z,0)u (5.1)

onde u € R™ ¢é a entrada de controle, A(x,d) e B,(x,d) sdo fungdes matriciais nao
lineares em (z,d) de dimensoes apropriadas.

Com relagao ao sistema (5.1) considere as hipéteses H2.1a,b, e

H4.1a As fungoes matriciais A(x,0) e By(x,0) sdo continuas e limitadas para todo
x € B, ed € Bs de interesse, onde B, ¢ uma dada regido politopica dos estados

contendo a origem.

Com as hipdteses acima, o problema a ser considerado nesta se¢ao pode ser forma-

lizado da seguinte maneira:

Problema 5.1 Considerando o sistema (5.1) e as hipdteses H2.1a,b e H4.1a, de-
termine uma lei de controle w = K(x,d)z tal que o sistema em malha fechada seja
regionalmente estavel. Além disso, estime uma regiao de atracdo para uma dada taxa

de convergéncia o.

Observagao 5.1 Na sua forma mais geral, a lei de controle u = K(z,0)x pode ser de-
pendente de um conjunto de parametros contidos no vetor 6. Neste caso, 0s parametros
que estao presentes na ler de controle nao sao interpretados como incertezas, mas sim
como parametros da técnica de ganho varidavel que sao disponiveis em tempo real e por-
tanto podem ser incorporados na lei de controle. Para maiores detalhes sobre controla-
dores dependente de parametros veja, por ezemplo, [62, 69]. Entretanto, a metodologia
a ser apresentada nesta se¢cao pode ser facilmente aplicada na determinacdo de uma lei

de controle robusta na forma u = K(x)x.

Para simplificar a solugao a ser apresentada nesta secao, considere a seguinte

hipdtese adicional:
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H4.1b Os parametros 6 € R™ do sistema (5.1) sao disponiveis "on-line” para reali-

mentacao.

Visando uma solucao para o problema 5.1, considere a seguinte fungao de Lyapunov:
v(z) = 2 Py (5.2)

onde Py € R™™ é uma matriz simétrica e positiva definida.
Pela teoria de Lyapunov o sistema (5.1) com v = K (z, )z é regionalmente estavel,
com uma taxa de convergéncia garantida o, se a funcao de Lyapunov definida em (5.2)

satisfaz as seguintes condigoes:

z (A(m, 5) Py + PyA(w,8) + PyBu(x,0)K (x,8)+
VK (2,8) Bu(,0) Py + 2QP0> z <0 (5.3)

T, 2 {x 1 Pyr < 1} C B, (5.4)

para todo x € B, e 0 € Bs. Entao, para qualquer z(0) € Ty a norma da trajetéria x(t)

satisfaz a relacao:

lz(@)] < Z—j lz(O)] ™' (5.5)

onde €; e €5 sao respectivamente o menor e o maior autovalor da matriz F.

Note que a seguinte NLMI é uma condigao suficiente para (5.3):
A(z,8) Py 4+ PyA(z,0) + PyBy(z,0) K (z,0) + K(z,0) By(z,0) Py + 20Py <0 (5.6)

para todo x € B, e § € Bs.
Defina a inversa da matriz Fy como Z, isto é, Z = Po_l. Pré e pés multiplicando

(5.6) por Z e definindo Y (z,§) = K(x,6)Z, obtém-se a seguinte expressao:
ZA(z,8) + A(z,8)Z + By(x,8)Y (2,0) + Y (2,0) Bu(x,8) + 207 <0 (5.7)

Agora, considere a seguinte hipétese com relacao as matrizes do sistema A(x,d) e

B, (x,0):
H4.1c As matrizes A(z,9) e By(x,0) podem ser decompostas da sequinte maneira:

A(z,0) =TI(z,0)' A, By(x,0) =T(z,0) By, (z,8)(2,8) = 0pn,xn (5.8)
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onde A € R™*" B, € R"™*"™ sq0 matrizes constantes, O(x,d) € R™*™ ¢ uma
matriz afim em (x,0) e Il(x,0) € uma fun¢ao matricial nao linear em (x,9) com a

sequinte estrutura:

€ Rmoxn (5.9)

I(z,d) = [ Hl([; )

Visando uma formulagdo LMI para (5.7), defina a matriz Y (x, 0) da seguinte forma:
Y(z,0) = YII(z,9) (5.10)

com Y € R™"™™r gsendo uma matriz constante a ser determinada.

Com a defini¢ao acima e a hipétese H4.1c, a NLMI (5.7) pode ser reescrita na

seguinte maneira:
(z,8) (SLZA"+ AZS, + B, Y + Y'B,, + 205/ ZS,)11(z,6) < 0 (5.11)

para toda matriz II(x,0) tal que O(z, d)II(z,d) =0, onde S, =[ I,, 0] € R»™»,
Aplicando a mesma técnica dos capitulos 3 e 4 a condigao (5.11), obtém-se o seguinte
teorema que propoe uma condi¢ao suficiente para a sintese de controladores com taxa

de convergéncia garantida.

Teorema 5.1 Considere o sistema nao linear (5.1) com as hipdteses H2.1la,b e
H4.1a-c. Sejam B, e Bs regides politopicas e considere a representa¢do (3.25) do
politopo B,. Seja o uma dada taxa de convergéncia.

Suponha que as matrizes Z = Z', Y e L sejam uma solucio do sequinte problema

de otimizagdo, onde as LMIs sdo construidas em V(B,) x V(Bs):

max trace(Z) sujeito a

Z >0 (5.12)
l—a,Zapy >0, k=1,...,n; (5.13)
He (S;ZA 4+ B,Y + 05.ZS, + Lo(a, 5)) <0 (5.14)

Entio o sistema (5.1) com w = YU (z,0)Z 'z é exponencialmente estdvel e v(z) =
t' Z7 'z € uma funcdo de Lyapunov para B, x Bs. Além disso, para todo x(0) € Ty =

{2 :2'Z7 ¢ <1} a norma da trajetdria x(t) satisfaz a relagio (5.5).
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Prova do teorema 5.1

Suponha que exista uma solucao para o teorema 5.1. Entao, por convexidade, as
LMIs (5.12)-(5.14) estao satisfeitas para todo z € B, e § € Bs. Defina Py = Z ' e €1, €9
como o menor e o maijor autovalor de P, respectivamente. Logo, v(z) = ' Pyx satisfaz
0 seguinte:

qrr <z Pyax<era (5.15)

Considere a LMI (5.14). Pré e p6s multiplique-a por II(z, )" e pelo seu transposto,

respectivamente. Desta forma, obtém-se a seguinte expressao:
ZA(x,8) + A(x,0) Z 4+ By(2,0)Y (2,0) + Y (x,8) By(x,8) +20Z <0 (5.16)

visto que I(z,8) A = A(z,0), I(x,6) B, = By(z,9), YII(x,0) = Y (z,6), S;Il(z,d) =
I, e O(x,0)Il(z,d) = 0.

Agora, pré e pés multiplicando a NLMI acima por z' P, e seu transposto, obtém-se:

x' (A(z,0) Py + PyA(z,0) + PyBy(z,8) K (z,8)+
(5.17)
K([E,5)/Bu($,5)/Po + 2QP0) r<0,VreB, decbB;

onde K(z,0) =Y (z,0)F.
Considere o conjunto de inequagdes lineares em (5.13) e o resultado proposto na

segao 5.2 de [6]. Entao, a condigao (5.13) implica que:
Yy = {x 2 Pyr < 1} C B, (5.18)

Portanto, o sistema (5.1) com u = Y (z,9)Pyxz é exponencialmente estavel e v(z) =
z' Pyz é uma funcéo de Lyapunov para B, x Bs. Além disso, T é invariante e a norma
da trajetéria x(t) satisfaz (5.1).

Exemplo 5.1 Considere o sequinte sistema incerto:

{”ﬁ“ - " (5.19)

9 = —x1 + 0.879 + 0.20x9 — 0.873w5 — 0.202%79 + u

onde § € [—1 , 1] é um parametro incerto invariante no tempo. O objetivo deste
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exemplo € determinar uma lei de controle w = Kx que estabilize o sistema com uma
taza de convergéncia o = 0.1.

Considere que o politopo B, seja definido pelos sequintes vértices:

5 5 -5 -5
) ) ) (5.20)
-5 5 5 -5
Observe que o sistema (5.19) pode ser reescrita da sequinte forma:

i =T1(z,0) Az + 11(z,6) Byu, O(z, 6)I(x,5) = 0 (5.21)

onde as matrizes sao dadas por:

0 1 0 1 0
-1 0.8 1 0 1
0 02 0 0 9
A': ,Bu: 7H<x76): )
0 0 0 0 =z
0 —0.8 0 0 a2
0 02 0 | 0 6a? |
0 6 -1 0
0 0 -1 O
e O(z,0)= xl
0O 0 0 =z -1
o 0 0 0 ¢ —1

Visando implementar uma lei de controle linear, define-se a matriz’Y com a sequinte
estrutura:
Y = [ Y O1x4 ] (5.22)

Desta forma, Y (z,9) = YII(z,0) =Y.

Aplicando o teorema 5.1, obtém-se os sequintes resultados:

49857326 —0.8465037
7 - Y = [ _13.567346 —28.564438 ] .
_0.8465037  19.194779

A figura 5.1 mostra trajetérias do sistema em malha fechada com u =Y Z 'x para

uma condigdo inicial vo =2 —2].

O resultado obtido no exemplo 5.1 pode ser conservador devido a utilizagao de
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0 5 10

Figura 5.1: Trajetorias do sistema em malha fechada.

uma funcao de Lyapunov quadratica na determinacao da lei de controle. Visando
diminuir tal conservadorismo, isto é obter uma melhor estimativa do dominio de atragao
com taxa de convergéncia garantida, pode-se aplicar a técnica de analise proposta no
capitulo 4 no sistema (5.19) em malha fechada resultando em uma melhor estimativa
da regiao de atragdo com taxa de convergéncia ¢ = 0.1. A figura 5.2 mostra uma
estimativa menos conservadora desta regiao através da aplicagao do teorema 4.1 no
sistema em malha fechada (regido Y,), e também a regido obtida com a funcao de

Lyapunov quadratica obtida através do Teorema 5.1 (regiao Y,).

5.2 Estabilizacao com Custo Garantido

Considere o seguinte sistema nao linear:
(5.23)

onde z € R", § € R!, 2 € R":, u € R™ e as matrizes A(x,d), By(x,d),C(x,6), Dy(z,0)

sao fungoes nao lineares em (z,0) de dimensoes apropriadas.
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B.0 7 st :
4.8
3.6
2.4 —
1.2

0.0

-2.4 —

-3.6 —

-6.0 T T T I T I T T T I T I T T T I T I T ]

Figura 5.2: Estimativas do dominio de atracao com o = 0.1.

Com relagao ao sistema (5.23) considere as hipoteses H2.1a,b, H4.1a-c, e

H4.2a As fungoes matriciais C(x,0) e D(z,9) sao limitadas para todo x € B, € 6 € By

de interesse.

Levando em consideracao as hipoteses acima, o problema de interesse nesta secao

pode ser enunciado da seguinte forma:

Problema 5.2 Considerando o sistema (5.23) e as hipoteses H2.1a,b, H4.1, e

H4.2a, determine uma lei de controle u = K(x,9) tal que:
e O sistema seja regionalmente estdvel;

e A norma-2 da energia do sinal de saida satisfaca a sequinte relacao para um dado

limitante superior \:
lz(®)]5< A, Yao €Y CB,

onde Y representa uma estimativa do dominio de atracao a ser mazrimizada.

Da mesma forma que na secao anterior, considere como candidata a funcao de

Lyapunov a fungao quadratica definida em (5.2). Pela teoria de Lyapunov, a energia
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de saida do sistema (5.23) com u = K(x,d)x tem um limitante superior A, isto é,
|2]]3 < A para todo oy € Ty, se as seguintes condigoes estdo satisfeitas para todo
x € B, ed e B

b(z) + A2 <0 (5.24)
To={z:2 Pz <1} C B, (5.25)

Considere as definigoes de v(z) e u dadas acima. Entdo, a seguinte NLMI é uma

condi¢ao suficiente para (5.24):

A(x,6) Py 4+ PyA(z,0) + K(x,6) By(z,8) Py + PyBy(z,8) K (x,0)+
(5.26)
A1 (C(x,8) + Dy(x,8) K (x,0)) (C(x,8) + Dy(z,8)K(2,8)) <0

Pré e pés multiplicando (5.26) por Z = P, * e aplicando o complemento de Schur,

obtém-se:

ZA(x,0) + Ax,0) Z+ ZC(x,8) +
Y (2,0) Bu(z,6) + Bu(z,0)Y (x,0) Y (z,0) Dy(z,0)

) <0 (5.27)
( C(x,8)Z+

Y
Dy(,0)Y (2,0)
onde Y (z,0) = K(z,6)Z.

Agora, considere a hipotese H4.2a e a seguinte hipotese adicional:

H4.2b As matrizes C(x, ) e D,(x,6) podem ser decompostas da seguinte maneira:
C(z,6) = ,(z,6)'C, Dy(z,0) =1L (x,6) Dy, O.(z,0)IL(z,0) = 01, xn. (5.28)

onde C € Rl»*"= D, € R»*™ sGo matrizes constantes, O,(x,8) € Rls*% ¢ uma matriz

afim em (x,0) e Il,(z,0) € uma fun¢ao matricial em (x,d) com a sequinte estrutura:

I,
IL.(z,0) = [ : € Rl»xn= (5.29)

[y(x, 6)

Considerando a definigdo de Y'(z,d) em (5.10) e as hipéteses H4.2a,b, pode-se
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reescrever a NLMI (5.27) na seguinte forma:

/ S, ZA + AZS,+ S ZC'+
Y'B, +B,Y YD,

Z ,
CZ5+ _AS'S.
DY

IT 0
0 II,

IT 0

<0 (530
0 IL (5.30)

para todo II(z,0) : O(x,6)II(z,0) = 0 e I,(x,6) : O,(x,0)I,(z,d) = 0, onde S, =
[ I, 0]€R™xb,
Aplicando o mesmo procedimento da se¢ao anterior a (5.30), obtém-se o seguinte

teorema que propoe uma condigao suficiente para a estabilizacao do sistema (5.23) com

custo garantido A.

Teorema 5.2 Considere o sistema nao linear (5.23) com as hipdteses H2.1a,b,
H4.1a-c e H4.2a,b. Sejam B, e B; regioes politopicas dadas, onde B, pode ser repre-
sentado na forma (3.25). Seja A\ um dado limitante superior da energia de saida do

sistema (5.23). Defina a sequinte matriz auziliar:

Suponha que as matrizes 7 = 7, Y e L sejam uma solucio do sequinte problema

de otimizagdo, onde as LMIs sao construidas em V(B,) x V(Bs):

max trace(Z) sujeito a

Z>0 (5.32)

1—aZap >0, k=1,...,n; (5.33)
S, ZA + B, Y 0

He / +LU, | <0 (5.34)
CZS,+D,Y — ASSS :

Entio o sistema (5.1) com w = Y (z,0)Z 'z € exponencialmente estdvel e v(z) =
&' Z7 'z é uma funcdo de Lyapunov para o sistema em By x Bs. Além disso, para todo

2(0) € Yo = {z:2'Z ' <1} a norma do sinal de saida satisfaz:

lz(0)]; < A, ¥ 6 € B
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Prova do teorema 5.2

Suponha que exista uma solugao para o teorema 5.2. Entao, por convexidade, as
LMIs (5.32)-(5.34) estao satisfeitas para todo z € B, e 6 € Bs. Defina Py = Z ' e €, €9
como o menor e o maijor autovalor de P, respectivamente. Logo, v(z) = ' Pyx satisfaz
ez 1 < ' Por < e’ .

M(z,6) 0 ]/
e pelo

0 I1,(z,9)
seu transposto respectivamente, obtém-se a expressao (5.27). Visto que: II(z, 6)'A =
A(z,0), I(z,6) B, = By(,0), YII(z,6) = Y(,6), S,I(z,8) = I,, O(x,5)I(x,6) = 0,
IL(z,6)C = C(z,9), M,(x,0) D, = Dy(z,6) e O.(x,0)I,(x,d) = 0. Entdo, v(x) +
A\ 122 < 0 para todo = € B, e § € Bs.

Considere a LMI (5.34). Pré e pés multiplicando-a por

Pelos mesmos argumentos da prova do teorema 5.1, o conjunto de inequacgoes line-
ares em (5.33) implica que Ty C B,.

Portanto, o sistema (5.23) com u = Y (z, ) Pyx é exponencialmente estavel e v(z) =
&' Pyz é uma funcao de Lyapunov para o sistema em B, x Bs. Além disso, T é invariante

e para todo z(0) € Ty a norma do sinal de saida satisfaz ||z(t)||3 < .

Exemplo 5.2 Considere o sequinte sistema instdavel, nao linear, incerto e invariante

no tempo:
0 1

~1 (0.8+0.20)(1 —22)

(1 0 0
z = x + u

onde § € [—1 , 1] € um parametro incerto invariante no tempo. O objetivo deste

0
1

T+ U

(5.35)

exemplo € determinar uma lei de controle uw = Kx que estabilize o sistema tal que:
|22 < 2. Com este objetivo, considere o politopo B, as matrizes I1(x,0), A , By,

O(z,0) definidos no exemplo 5.1, e

1
C= Ol p,-|"
0 0 1

Para implementar uma lei de controle linear, defina a estrutura de' Y como em (5.22).

) HZ(.I,é) = ]2.
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Aplicando o teorema 5.2, obtém-se os sequintes resultados:

0.1864780 —0.0282081 v — [ 0 —9 }
—0.0282081  0.3669918 |~

A figura 5.3 mostra a resposta no tempo do sistema em malha fechada para uma
condi¢ao inicial xog = 1 —1 ]’, onde —, + +, e 1 1 1 representam respectivamente as

trajetorias x1(t) e xo(t) e o sinal de controle u(t). Utilizando as técnicas de andlise de

Figura 5.3: Resposta no tempo do sistema em malha fechada.

desempenho no sistema em malha fechada obtém-se uma melhor estimativa da regido
de atragdao com custo garantido. Na figura 5.4 tem-se estimativas desta regiao para as

sequintes funcoes:

i. Polinomial (representada pela regiago Y,) com

xoly

O(x) = [ il ] , (5.36)

ii. Quadrdtica (representada pela regido Y,) obtida através do Teorema 5.2.
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Figura 5.4: Estimativas do dominio de atra¢ao com custo garantido.

5.3 Controle H,, Nao Linear

Considere o seguinte sistema nao linear incerto:

t = A(x,0)x + By(z,0)u+ By(x,6)w, z(0) =0

(5.37)
= C(z,0)x + Dy(z,0)u+ Dy(x,0)w

onde w € R™ é a entrada de perturbagdo, e as matrizes A(z,9), B,(z,0), By(z,0),
C(z,9), Dy(z,d) e Dy(x,0) sao fungdes nao lineares em (x, ) de dimensdes apropria-
das.

Com relagao ao sistema (5.37) considere as hipéteses H2.1a,b, H4.1a-c, H4.2a,b

H4.3a As funcgoes matriciais By(x,0) e Dy(x,0) sao continuas e limitadas para todo

r € B, ed e Bs de interesse.

Considerando as hipdteses acima mencionadas, o problema de interesse nesta secao

pode ser enunciado da seguinte maneira:
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Problema 5.3 Considerando o sistema (5.37) e as hipdteses H2.1a,b, H4.1la-c,
H4.2a,b e H4.3a determine uma lei de controle u = K(x,0)x tal que:

e O sistema nao forcado, w = 0, seja localmente estdvel;

e O ganho Ly de w para z do sistema em malha fechada, i.e.

1=(0)

G = sup

1Guslleo = Sup Tw@
(8,0)eBs

seja minimizado para todo w(t) € W, onde W € o conjunto admissivel de per-

turbacoes.

Por simplificacao, supoe-se por hipdtese que o conjunto W seja admissivel, conforme
a definigao (4.1).

Logo, seguindo os mesmos passos das secoes anteriores e considerando a funcao
de Lyapunov quadrética definida em (5.2), tem-se que ||Gy.||%, do sistema (5.37) com
u = K(z,)r tem um limitante superior v para todo w € W, se a seguinte condicao é

satisfeita para todo x € B, e § € Bs:

b(z)+ 22 —yw'w <0 (5.38)

Portanto, a seguinte NLMI é uma condigao suficiente para (5.38):

A(z,8) Py + PyA(z,8) + K(x,8) By(z,6) Py
+PyB,(x,6)K(x,0)

) P()Bw(.f,é)
+

By(z,6) Py —~1,,,
(5.39)

( C(x,8) +

K(x,8) Dy(x,6) > Clz,0)+ Dy(2,6) | <0
Dy (x,8)K (z,0) o

Dw(x,é),
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Aplicando o complemento de Schur a (5.39), obtém-se:

Az, 8) Py + PyA(z, 6 ,
.0/ Py + oz, 0 Clrd) +
+K(x,0) By(z,0) Py PyBy,(z,9) , /

+PyB.(x,6)K(z,9) <0 (5.40)
By (z,68) Py I, Dy(x,0)
| (C(x,0) + Dy(z,6)K(x,6))  Dyl(x,0) —1I,. ]
Z 0
Pré- e pés-multiplicando (5.40) respectivamente por | 0 I,, 0 e seu trans-
0 0 I,
posto, tem-se que:
ZA(z,6) + Alx,0)Z , ]
(x,9) / (x )/ 20(z.6) +
+Y (z,6) By(z,0) By(x,0) ) .
Y(x,6) Du(z,0)
+By(z,0)Y (x,0) <0 (541)
By(x,0) 1, Dy(z,8)
(C(2,0)Z 4 Dy(x,0)Y (2,6)) Dy(x,0) I,

onde Z = Pyt e Y(2,0) = K(z,6)Z.

Na seqiiéncia, considere as hipéteses H4.1, H4.2 e

H4.3b As matrizes By(x,0) € Dy(x,0) podem ser decompostas da sequinte maneira:
By(7,6) = Bylly(2,6), Dy(x,0) = Dylly(2,6), Oy(z,0)IL,(2,0) = 0gyxn, (5.42)

onde B, € R™% D, € R"*% sgo matrizes constantes, O, (z,d) € RW*% ¢ uma
matriz afim em (x,0) e I,(x,0) é uma fungdo matricial em (x,0) com a sequinte

estrutura:

I,
I, (z,5) = v | e Rwpxme (5.43)
13

(,0)

Logo, considerando as hipdteses acima mencionadas, a NLMI (5.41) pode ser rees-
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crita da seguinte maneira:

Im o0 0 S ZA +AZS,+Y B, +B,Y
0 IL, 0 B, S:
0 0 IL CcZS,+D,Y
SB, S.ZC+YD,][1I o0
~7S3 S D/ S, 0 I, 0 | <0, (5.44)
0 0 o(z,6) 0 0 o0 o0
V|0 I, 0 0 Ouw(x,d) 0 0 I, 0 | =0
0 0 IL 0 0 O.(z0) 0 0 I

onde Sy, =[ I,, 0]€R™*%,
Na seqiiéncia, com o auxilio do lema 2.3, apresenta-se uma condigao suficiente em

termos de LMIs para o problema de controle H., nao linear.

Teorema 5.3 Considere o sistema ndao linear (5.37) com as hipdteses H2.1a,b,
H4.1la-c, H4.2a,b ¢ H4.3a,b. Sejam B, e Bs regioes politopicas dadas e VW um
dado conjunto admissivel de perturbagcoes com relacao a B, . Defina a sequinte matriz
auxiliar:

U, = diag{o(x,0),0u(x,0),0.(x,0)} (5.45)

Suponha que as matrizes Z, Y e L sejam uma solugcao do sequinte problema de

otimizagao, onde as LMIs sao construidas em V(B,) x V(B;):

min -y sujeito a

Z>0, Z=2 (5.46)
S ZA +B,Y 0 0
, S!S
He B, 5= ! 5 0 + LU, | <0 (5.47)
CzS,+D,)Y S.D, 5 ;S :

Entao o sistema (5.37) nao for¢cado (w = 0) com u = YI(z,8)Z *x é localmente

estdvel e v(x) = £ Z ' é uma funcio de Lyapunov para B, x Bs. Além disso, para
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todo w € W o ganho Ly de w para z do sistema em malha fechada satisfaz:

|Guell% <, ¥ 0 € Bs (5.48)

Prova do teorema 5.3

Suponha que exista uma solucao para o teorema 5.3. Entao, por convexidade, as
LMIs (5.46) e (5.47) estao satisfeitas para todo = € B, e § € Bs. Defina Py = Z ! e
€1, €2 como 0 menor e o maior autovalor de Py respectivamente. Logo, v(z) = z Pyx
satisfaz 10’z < ' Pyx < ex1' 1.

Considere a LMI (5.47). Pré- e pés-multiplicando (5.47) respectivamente por

(x, 6) 0 0
0 T, (x,9) 0 e pelo seu transposto, obtém-se a NLMI (5.41), que
0 0 IL(z,0)

por sua vez implica que ©(z) 4+ 2’z — yw'w < 0 para todo = € B, e § € B;.
Portanto, o sistema (5.37) nao for¢cado (w = 0) com u = Y (z,d)Pox é localmente
estavel e v(z) = 2’ Pyr é uma funcio de Lyapunov para B, x Bs. Além disso, a partir

da segao 6.3 de [6] o ganho L5 de w para z do sistema em malha fechada satisfaz (5.48).

O

Exemplo 5.3 Considere o sequinte sistema ndo linear incerto e invariante no tempo:

, 0 1 . Lo
T = x u w
| —1 (0.840.20)(1 — x?)
(5.49)
1 0 0 1
z = T+ u+ w, z(0) =0
i 00 1

onde § € [—1 , 1] € um parametro incerto invariante no tempo. O objetivo deste
exemplo € determinar uma lei de controle u = Kz que estabilize localmente o sistema
para w = 0 e que um limitante superior de ||G||?. seja minimizado. Com este objetivo,
considere o politopo By, as matrizes Il(x,6), A , By, O(x,6), C, D, ell.(x,0) definidos

no exemplo 5.2, e
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Para implementar uma lei de controle linear, defina a estrutura de Y como em
(5.22).

Aplicando o teorema 5.3, obtém-se os sequintes resultados:

0.0359293 —0.0049307
Z = Y = | -1532x 107 -1
—0.0049307  0.0640707
A tabela 5.1 mostra estimativas do limitante superior do ganho Lo de w para z do

sistema em malha fechada considerando os teoremas 4.4, fun¢ao de Lyapunov polino-

mial com a matriz ©(z,0) dada por (5.36), e 5.3 (funcao quadrdtica).

‘ ) Teorema
estimativas de ||Guyz||oo 5.3 4.4
NGl 1.7] 0.14

Tabela 5.1: Estimativas de ||Gy.||c para o sistema em malha fechada.

5.4 Sistemas Sujeitos a Saturacgao

Recentemente, IWASAKI et al. em [34, 70, 71] provaram que o critério do circulo
para nao linearidades do tipo setor nao é menos conservador do que considerar-se apenas
a regiao linear da saturacao para problemas de sintese (estabilizac¢ao, custo garantido e
ganho L, garantido) envolvendo sistemas LTI quando o objetivo é maximizar o dominio
do espaco de estados na qual a funcao objetivo é garantida. Este resultado é diretamente
estendido para a classe de sistemas considerada neste capitulo®.

Portanto, nesta tese, considerar-se-& apenas a regiao linear da funcao sat (K;(z, d)z)
nos problemas de sintese (estabilizacao, custo garantido e H, nao linear) com saturagao

na entrada de controle, isto é, as condigoes LMIs terao a seguinte restricao adicional
|Ki(z,0)x| <1, Vze€ {x cx 77 < 1} ,i=1,...,m (5.50)

onde K;(z,d) corresponde a i-ésima linha da matriz K (z, ). Observe que, por hipdtese,

supoem-se que a funcdo saturagao seja a mesma definida em (3.45).

Veja que basta considerar as matrizes A, B, C, D como funcdes nao lineares em (z, §) e resolver as
NLMIs resultantes para todo x € B, e § € B; utilizando desta forma os mesmos resultados propostos
para sistemas LTI.
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O conjunto de condigdes em (5.50) pode ser reescrito da seguinte maneira:
YoC X;,, Vo eB,, d€B; (5.51)

onde Yo={z:2' 72w <1} e X = {a: |Ki(z,0)z| < 1}.
A partir de [34] e dos resultados propostos na se¢ao 3.3, a condic¢ao (5.51) é equi-
valente a:
1— K;(2,0)ZK;(x,0) >0, i=1,...,n, (5.52)

Aplicando o complemento de Schur a (5.52) leva ao seguinte conjunto de NLMIs?:

1 Yi(x,9)

, 0,i=1,...,n, (5.53)
Yi(z,0)  Z

onde Y;(z,0) = K;(z,0)Z.
Considerando que Y;(z,d) = Y,II(z,0), O(x,0)lI(z,d) = 0 e utilizando a mesma

técnica das secoes anteriores, obtém-se o seguinte conjunto de LMIs:

1 Y, _
o ol z0i=1,.. 0, (5.54)
Y, 5.ZS.+ LoD+ 'Ly

onde Z, Y; e Ly sao as variaveis de decisao.
Portanto, pode-se considerar os teoremas 5.1, 5.2 ¢ 5.3 com a restricao LMI adicional
(5.54) para tratar de sistemas com saturagao, lembrando-se que Y; corresponde a i-

ésima linha da matriz Y.

Exemplo 5.4 Considere que o sistema no exemplo 5.1 estd sujeito a saturagado, isto
é, u=sat (Kz).

Aplicando o teorema 5.1 com a restri¢ao adicional

1Y

/

>0 (5.55)
Y Z

obtém-se o sequinte resultado:

,_ | 0063 —0.012
| —0.012 0.219

Y = [ —0.132 —0.369 ] K = [ 2462 —1.826 ]

2Note que K;(28)ZK;(z,0) = K;(x,8)ZZ ' ZK;(x,5)".
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As figuras 5.5 e 5.6 mostram a resposta no tempo do sistema em malha fechada

para uma condigdo inicial xo = [ 0.2 —0.4 |

0.50 —p = 5 ¢t et e e

R T S L B B

Figura 5.5: Trajetorias do sistema em malha fechada, x1(t) (—) e x2(t) (+ + ).

Aplicando a técnica de andlise proposta na se¢ao 3.6, obtém-se uma melhor esti-
matiwa do dominio de atracao do sistema em malha fechada com tara de convergéncia
garantida e uma lei de controle uw = sat (Kx). A figura 5.7 mostra estas estimativas Y,
e T, considerando respectivamente uma fun¢do de Lyapunov quadrdtica (obtida através
do teorema 5.1 com a restrigao (5.55)) e polinomial, obtida através do teorema 3.2 com

a matriz O(z, ) definida em (5.36) para o sistema em malha fechada.
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Figura 5.7: Estimativas do dominio de atrac¢ao do sistema sujeito a saturagao.
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Capitulo 6
Analise de Sistemas Chaveados

Sistemas afins por partes tém sido estudados nos ultimos anos devido a sua grande
aplicabilidade em uma vasta classe de problemas de controle, como, por exemplo, sis-
temas de estrutura variavel, sistemas descritos por modelagem nebulosa e ARMAX, e
sistemas sujeitos a saturacao [31]. Apesar do grande nimero de métodos dedicados a
esta classe de sistemas [72, 73, 74, 75, 76|, a generalizagao para o caso nao linear é um
problema de dificil solug¢ao e recentemente tem despertado a atencao da comunidade
cientifica [77, 78, 79].

Neste capitulo sera apresentada uma metodologia para a andlise de estabilidade
regional de uma classe de sistemas chaveados nao lineares, onde os modelos locais sao
modelados por uma equacao diferencial na forma & = A;(z)x + b;(z), z € X;, com z e
1 representando respectivamente as variaveis continua e discreta do sistema chaveado
e A;(x),b;(x) sendo fungdes afins em x. Para analisar a estabilidade desta classe de
sistemas considera-se uma funcao de Lyapunov polinomial comum, v(z) = z'P(x)z,
para todas as sub-regioes X; do espaco de estados. Para ilustrar esta metodologia,

analisa-se a estabilidade de um sistema bilinear sujeito a saturacao no sinal de controle.

Os resultados neste capitulo sao frutos do trabalho em conjunto com a aluna de
doutorado Sonia Palomino Bean e serao apresentados neste capitulo de forma resumida.
Maiores detalhes sobre esta abordagem podem ser encontrados na tese de doutorado
[80] e no relatério técnico [81]. A notagao utilizada neste capitulo difere um pouco
daquela considerada nos outros capitulos. Por exemplo, [J, representa o conjunto de
n numeros inteiros {1,2,...,n} e J7 é o conjunto dos vetores de dimensdao 7 cujos

elementos sao nimeros inteiros.
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6.1 Introducao

Considere a seguinte classe de sistemas:
&= Ai(x)r+bi(x), xe€B,, 1€ T, t>0 (6.1)

onde x € R" representa a componente continua do espaco de estados com valores nas
sub-regioes X; C R", ¢ € [J, representa uma variavel discrete assumindo valores no
conjunto J, £ {1,...,n}, e Ai(x), bi(z) (parai=1,...,n) sdo funcdes afins em = de
dimensoes apropriadas.

Os campos vetoriais chaveados apresentam uma complexa modelagem matematica
e exigem uma atenc¢ao especial em sua defini¢ao [82]. Por esta razao, considere as

seguintes hipdteses com relacao a classe de sistemas definida por (6.1):
Hb5.1a A origem do sistema, x = 0, € um ponto de equilibrio.

H5.1b A regido de interesse é representada pelo politopo B, do espaco de estados

contendo a origem.

H5.1c As sub-regioes X; satisfazem X = X, UX,U---UX, C B, CR", e a dimensao
da regido na fronteira entre duas regioes (adjacentes) X; N X;, ¥V i # j, € inferior a

dimensao de X; e Xj.

H5.1d As mudancas na varidvel discreta i sdo governadas somente pelos valores as-
sumidos pelos componentes continuos do espaco de estados. Em outras palavras, o

sistema (6.1) pode ser caracterizado como um sistema chaveado auténomo.
H5.1e Ezxiste um numero finito de transicoes em qualquer intervalo de tempo finito.

H5.1f Nos limites entre l; regioes adjacentes de X, j = 1,...,i+l;, nao existem modos
deslizantes, isto €, se x(t7) € X; N X, entdo z(t) ¢ X; N X, onde x(t™) representa o

valor da trajetoria antes do instante de tempo t.

As sub-regices X; do espaco de estados serao nesta tese representadas na seguinte

forma:
Xi={v:y(x) >0, j=1,...,m}, i € J, (6.2)

onde 1;;(x) € R sao funcoes afins em x.

Logo, o problema de interesse neste capitulo pode ser definido na seguinte maneira:



6. Analise de Sistemas Chaveados 77

Problema 6.1 Analisar a estabilidade local do sistema (6.1) com as hipdteses H5.1a-
f e estimar seu dominio de atracao utilizando uma funcao de Lyapunov polinomial, na
forma v(x) = 'P(x)x com P(x) sendo uma fung¢do quadrdtica em x, comum a todas

sub-regioes X; (i € J,) através de um problema de otimizacdo convera em termos de
LMIs.

A seguir, antes de apresentar o resultado principal deste capitulo, faz-se necessario
reescrever o sistema (6.1) e a fungao de Lyapunov com base na notagao a ser considerada

neste capitulo.

6.2 Representacao do Sistema Chaveado

Visando uma formulacao similar aos capitulos anteriores, a varidvel discreta ¢ sera
associada a um conjunto de varidveis légicas {i,...,d,} com 9, € {0,1} na seguinte

forma:

Seja s; a i-éstma coluna da matriz identidade I, e defina o sequinte vetor

0 € J" constituido pelas varidveis logicas d; como

01
§2 | 1 | =5 sex(t”) ex(t) pertencem a X;. (6.3)

A definicao acima estabelece que se o estado discreto assume um dado valor 7 € 7,
a 1-ésima componente logica do vetor ¢ assumira o valor unitario e todas as outras
serao nulas (zero). Para representar o fato de que 0 pode assumir qualquer valor no

conjunto {sy,...,s,}, utiliza-se a notagdo § € A , onde:
Aé{sl,...,sn}CJ” (64)

Para simplificar a representacao do sistema (6.1), observa-se a partir da definigdo

acima que os elementos do vetor ¢ satisfazem ) | §; = 1 e portanto:

op=1-> 4 (6.5)
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Também, sem perda de generalidade, considere a seguinte restricao adicional no sistema
(6.1):

H5.2 A origem é um ponto de equilibrio da dinamica do sistema associada a regido
X,, isto é, by(z) = 0.

Com as consideragoes acima, o sistema chaveado (6.1) pode ser reescrito através da

seguinte representacao:

n—1

&= A, (x)r + Z (Ai(z) — Ay(2)) diz + i b (2)0; (6.6)

=1

para todo x € B, e d € A, onde a componente d,, foi eliminada da representacao acima

pela relagao definida em (6.5).

Considere a defini¢do do seguinte vetor auxiliar 7 € R (n, = (n —1)(n + 1)):

1
T = 5Z$
7T77_1 .
T = , com Vie Ty (6.7)

s

n

. Titn—1 = 0;
Ton—2

Para simplificar a representagao das relagoes envolvendo os elementos do vetor T,

utiliza-se a seguinte notacao (z,7) € D onde o conjunto D é definido como:

Dé{(iﬁ,ﬂ')l[ﬂl Qg}[i]—()} (6.8)

com €y € R"*" e )y € R"*" sendo funcées matriciais afins em (z,dy, ..., ,-1).

Com as defini¢oes acima, o sistema (6.6) pode ser descrito pela seguinte equagao

diferencial:

t=A)(z)x+ Ax)r, z € By, (z,7m) €D (6.9)

onde a matriz A(z) é dada por:

A(%)Z[(Al(x)—fln(ﬂf)) e (Aga() = Ag(@) ba(z) - by ()
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Note, pelas relagoes acima definidas, que as matrizes €2 e €2y sao utilizadas para
definir todas as relagoes entre x e w. Em particular, estas matrizes irao representar o
fato de que § é uma varidvel légica. Com esta finalidade, observa-se a partir de (6.3)

que 6 6 = diag{d;} ou equivalentemente:

Considerando as relagoes acima e (6.7), obtém-se as seguintes restrigoes algébricas:

(0i =16 = (6= Vmiyyr = 0 S
v , (2,7) € Tp— 6.11
560 = b, _ i#J, (i,)) € Ty (6.11)
(51‘(5]' = (51‘7Tj+n,1 =0

De forma similar, as seguintes igualdades também sao verdadeiras:

e . } Vied, (6.12)

Ty — XTMjgn—1 =

Observe que os conjuntos de igualdades em (6.11) e (6.12) sao afins em rela¢do ao
vetor auxiliar [ 2"« ]'. Portanto, pode-se representd-los como linhas das matrizes €2,
e {2y em (6.8).

6.3 Funcao de Lyapunov

Considere que a fungao de Lyapunov seja comum a todas sub-regioes X; e que tenha

a seguinte estrutura:

!

v(z) = 2 Plx)x, Plx) = [ (;n ] P [ é)n ] (6.13)

onde O, € R"*" é uma dada funcao afim em z, e P é uma matriz simétrica e constante

a ser determinada.

Pelo lema 2.1, deve-se determinar a derivada temporal de P(x). Com esta finalidade,
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a estrutura da matriz ©, pode ser definida na seguinte forma:
O, => Tiw; +U (6.14)
i=1

onde z; corresponde a i-ésima componente do vetor x e T; (1 = 1,...,n) e U sao
matrizes constantes com as mesmas dimensoes de ©,.

Portanto, o termo O,z que aparece em z’ P(:E)x satisfaz a relacdo:

O, = Y Tidgr =y Targ = O, (6.15)
=1 =1

/////

6, =Y Tar (6.16)
=1

A seguir, aborda-se o problema da obtencao de condicoes suficientes em termos de
LMIs para analisar a estabilidade do sistema chaveado (6.1) utilizando a mesma técnica

apresentada no capitulo 3.

6.4 Analise de Estabilidade

Pela técnica apresentada nos capitulos anteriores sao associados multiplicadores
(através do lema 2.3) as restrigdes de igualdade relacionadas as condigoes de estabili-
dade do lema 2.1 e a defini¢ao das relagoes entre x e 7 em (6.8). Para tal, considere a

seguinte notacao auxiliar:

(0, +6,) I, 0 0 0
\IJCE _ — VYV ne , Qx — 0 [ \I/m 0 :| ,
M, O
0 [0l
eSp=[1 0]¢cROn)x(tnetns) onde M, é a mesma matriz definida em (2.21).

Entretanto, além das restricoes de igualdade associadas a definicao da funcgao de

Lyapunov e ao vetor auxiliar 7, também existem as inequacoes relacionadas as de-
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finigoes das sub-regides X; em (6.2). Portanto, emprega-se o lema 2.4 (S-procedure)
para obter-se uma tunica desigualdade matricial. Desta forma, considere a seguinte

notagao auxiliar associada as desigualdades definidas em (6.2):

2n—1 2n—2

¢, = Z E;¢:E; + Z (E;nﬂriEi + E;F;Ezn—l) (6.18)
i=1 i=1

onde as matrizes I'; (i € Jo,-2) s@o varidveis livres de dimensoes apropriadas e os

escalares ¢; sao funcoes afins em x dadas por:

¢ = ZRijwija Ry e R i€ Ty

Jj=1

Gign-1 = ZR(anl)j%]’, Riyn-1); €R, 1€ Ty (6.19)
=1

My
Pam—1 = ZR(%fl)jwnja Ray-2); € R

j=1
com F; representando matrizes constantes com estrutura definida na seqiiéncia e
R;; > 0 sendo varidveis de escalonamento a serem determinadas.

As matrizes E; sao definidas da seguinte maneira. Sejam FE; e Ey, ; matrizes

. ~ . ~ 1
constantes tais que Eym = m; (i € Jop1) € Egyoym = Y, m. Desta forma, as

matrizes F; sao dadas por:

B = [ 00 Oueny B ] i€ 0
Ei-l—n—l - O1><n 01><n9 Ei+n—1 :| 5 (S jr]—l
E2n71 = ]n Onxng _E2n—1 :| :

Com as defini¢oes acima, o teorema abaixo propoe uma condicao suficiente para a

andalise regional do sistema chaveado (6.1).

Teorema 6.1 Considere o sistema chaveado (6.1) com as hipdteses H5.1a-f ¢ H5.2.
Seja ©, € R™*" uma dada matriz afim em z. Considere a defini¢io da matriz ©, em
(6.15).

Suponha que as matrizes P, Ly, Ly, R;; e Iy (para i € Jop-1,5 = 1,...,m; e

l € Joy—2) sejam uma solugao do seguinte problema de otimizagdo, onde as LMIs sdo
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construidas em V(B;) x A:

min trace (P + LV, + ¥ L)) sujeito a

P+ LW, 4+V,L, >0, P=P (6.20)
1 [ a, 0 }
a 20 k=1, n (6.21)
ok (P+ L1V, + V. L))
0 PS ;o
, "+ L, + QL <0 (6.22)
S,P @,

Entdo o sistema (6.1) ¢ assintoticamente estdvel e v(z) = ' P(x)x € uma fungdo
de Lyapunov para B,. Além disso, T = {x : v(zx) < 1} € uma regido invariante, isto €,
para todo x(0) € T a trajetoria x(t) do sistema chaveado permanece em Y e converge

a origem ao t — oo.

Prova do teorema 6.1

Considere o sistema (6.6) e o vetor auxiliar 7 em (6.7). Defina os seguintes vetores

S
C‘[@

Também, defina duas matrizes D e Dy tais que D1(; = x e Dy [ il ] = x, por

auxiliares:

c Rn—‘rne—&-nw, Cl _ c ]RTH-”G’ <2 — 71 € R (623)

x
O.,x

exemplo:

Dl == |: [n Onxng ] e DQ - |: OnX(n+n9) Dl Oanﬂ_ i| . (624)

Suponha que as condigoes do teorema 6.1 estao satisfeitas em todos os vértices de

B, x Co(A). Entao, por convexidade, o teorema 6.1 também estd satisfeito para todo
(z,9) € B, x A.

Como as LMIs (6.20) e (6.22) sao estritas, existem escalares positivos g, e £, su-
ficientemente pequenos tais que seja possivel somar-se os termos —5aD/1D1 e 5CD/2D2

respectivamente em (6.20) e (6.22), isto é, as seguintes LMIs estao satisfeitas para todo
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(x,0) € By x A:
P+ LW, +V L —e,D,D; >0 (6.25)
0 PS / ’ /
, O | 4 LoQ + QUL +2.D4Dy < 0 (6.26)
SeP @,

Pré- e pés-multiplicando (6.25) por (; e (; respectivamente, obtém-se:
v(z) =2 P(a)r = (PG > ea's, Vo€ B, (6.27)

Observe que por construcao ¥,(; = 0. Em outras palavras:

) -0, x+0,z=0
= (0, pois
Mox =0

_@az ]’I’Lg
M, 0

xZ

O,z

Como x € B,, os elementos da matriz ©, sao limitados. Entao, existe um escalar

ep suficientemente grande tal que:
(i = ena (I, + ©,0,)z > (PG = v(x)

. . I
Da mesma forma, existe um escalar gy, suficientemente grande tal que e/, > ©,0,.

Portanto:
v() = GPG <en(l+ep)rr=grx (6.28)

Agora, pré- e pés-multiplique (6.26) respectivamente por | Ci ¢’ ] e seu transposto.

Esta multiplicacao leva a seguinte inequagcao:

GPG+ QPG+ (0 < —ea'n, Yo eB,, 0By (6.29)

Observe que por construgao €2,

. =0, isto é:
¢

. . | .G =0,
v ’ Gi Oz + Qom =0,
0 {@fo] G| =00POIS ¢y A (2) + A(a),
0 ool AO:7) _ g o5
\ dt * *
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Analisando o termo ¢ ®,¢, obtém-se a seguinte relacio:
n—1

n—1

C/CDIC = Z (27’@51.%522 + ¢(i+77*1)5i2) + $/¢n$6727 + Z 2.CE, (Fﬂ?é}ﬂ% + F(Hn,l)énéi)
i=1 =1
A partir de (6.2), (6.7) e (6.18), conclui-se que z'¢;x > 0 sempre que x € X;. Além
disso, 0,0; = 0 for all ¢ # n. Visto que B, C |JX;, tem-se que ¢'®,¢ > 0 para todo

xr € B, e d € A. Entao, considerando (6.29) obtém-se:
o(z) = (PG +GPG < —ed’n, Vo €B,, §€A

(6.30)
Considerando (6.27), (6.28) e (6.30), conclui-se que v(x) = 2 P(x)x = ¢, P{ é uma
fungao de Lyapunov para B, e o sistema (6.1) é assintoticamente estavel.

Finalizando, o conjunto de inequagdes em (6.21) implica que T = {z : v(z) < 1} C

B, pelos mesmos argumentos da prova do teorema 3.1 (veja a se¢ao 3.3 para maiores
detalhes). Logo, T é um conjunto positivamente invariante.

Na seqiiéncia, apresenta-se um exemplo numérico baseado no exemplo 7.2 proposto
em [83] ilustrando desta forma a metodologia aqui proposta

6.5 Exemplo Numérico

Considere o seguinte sistema bilinear com saturacao:

sat(Kz), © = [ n ] (6.31)

onde sat(-) corresponde ao operador satura¢ao unitaria e K = [ 0.3133 —3.5561 ].

2+

O objetivo neste exemplo é determinar uma estimativa da regiao de atracao do

sistema (6.31) em malha fechada. Com esta finalidade, observe que este sistema pode
ser representado na forma de um sistema chaveado, isto é:

Tt =Aj(x)r+bi(x), i € T3 (6.32)
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onde as matrizes e os vetores dos sub-sistemas sao dados por:

5
12

A1:A2:

_5 8
3

5
12

0
_|_
] [H%

] [0.3133 _3.5561 ]

2+2

Pela definicao acima, as sub-regioes X;, X5 e X3 representam respectivamente a

saturagao negativa, positiva e nao saturacao. Desta forma, elas podem ser definidas a

partir de (6.2) pelas seguintes fungoes afins em x:

¢31(37)

Defina a candidata a funcao

—(1+ Kx);
-1+ Kua;
1+ Kz, ¢3(x) = 1 — Kuz.

(6.33)

de Lyapunov na forma (6.13) pela seguinte matriz

O, =] 2Ly w215 }/. Conseqiientemente, a matriz (:)aj ¢ dada por:

o |

z 0
0 x

Considere que o politopo B, e o conjunto de vértices A sejam definidos por:

[ _0.15

—0.15 —0.02 0.15 0.15 0.02
Bw — CO I 9 i ’ ?
0.20 | | —0.40 —0.90 —0.20 0.40 0.90
1 0 [0
A = o, 1].,]0
0 0 1

A figura 6.1 mostra a estimativa T obtida através do teorema 6.1 e o dominio real

de atracao obtido pela trajetoria do seu ciclo limite.
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1.20 o1 - - - s e e e e e e e e e e e e e e e e
1 9 . .. '
| Ciclo limite
0.00 -
] X1
-1.20 T T T e T T T S SR PRI
-0.20 0.00 0.20

Figura 6.1: Estimativa do dominio de atragao e ciclo limite do sistema (6.31).



Capitulo 7
Conclusoes e Perspectivas Futuras

Nesta tese apresentou-se uma metodologia através da abordagem LMI para a analise
e controle de sistemas nao lineares incertos utilizando fung¢des de Lyapunov na forma
v(x,0) = 2 P(x,8)x onde a matrix P(z,§) é uma funcio quadratica dos estados e dos
parametros incertos do sistema.

Para uma melhor compreensao da técnica proposta, os dois capitulos iniciais apre-
sentaram um referencial tedrico introduzindo o leitor aos problemas de interesse neste
trabalho. A partir do terceiro capitulo varios resultados foram apresentados para
analise de estabilidade e desempenho, e sintese de controle para a classe de sistemas
nao lineares apresentada no capitulo 3. Por hipdtese, as matrizes que definem o sis-
tema nao linear sao limitadas a um conjunto politépico dado contendo a origem e as
condicoes de estabilidade sao regionais. Ressalta-se que todos os resultados propos-
tos foram ilustrados através de varios exemplos obtidos da literatura de sistemas nao
lineares.

A seguir, apresenta-se um resumo dos resultados propostos nesta tese.

7.1 Resumo dos Resultados Obtidos

O capitulo 3 além de introduzir o leitor a técnica proposta apresentou varios re-
sultados relacionados a andlise de estabilidade de sistemas nao lineares tanto na forma
diferencial [43, 54] como os representados por equagoes algébrico-diferenciais [44] sem-
pre levando em conta o conceito de estabilidade regional, isto ¢, anélise de estabilidade
local com a determinacao de uma estimativa do dominio de atragao. Finalizando este
capitulo, analisou-se a estabilidade de sistemas nao lineares com saturacao na entrada

de controle utilizando a combinacao do critério do circulo com fungoes de Lyapunov
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polinomiais [52].

Na seqiiéncia, no capitulo 4 analisa-se o desempenho da classe de sistemas nao linea-
res apresentada no capitulo 2. Para tal, consideram-se varias formas de determinar este
desempenho, tendo sido considerado a taxa de convergéncia dos estados [54], energia

do sinal de saida [55] e ganho £, do operador entrada/saida [56].

Complementando os resultados anteriores, no capitulo 5 apresenta-se uma técnica de
controle baseada em fungoes quadraticas com uma posterior etapa de analise do sistema
em malha fechada empregando as fungoes de Lyapunov polinomiais para a obtencgao
de uma melhor estimativa do dominio de atragao e/ou do indice de desempenho. Os
problemas considerados s@o o de estabilizagao, custo garantido [84], e H, nao linear
[57]. Levando em conta os recentes resultados apresentados em [34, 71], propoe-se a
extensao destes resultados para sistemas sujeitos a saturagao através de uma restrigao

adicional na lei de controle.

Como resultado do trabalho em conjunto com a aluna de doutorado Sonia Palomino
Bean, foi proposto no capitulo 6 uma técnica de andlise de estabilidade regional de siste-
mas chaveados auténomos [76] com uma aplica¢ao em sistemas saturados considerando

uma classe de fungoes de Lyapunov polinomiais [85].

Além dos resultados acima citados, durante a realizacao do doutorado sanduiche
na Universidade de Newcastle (Australia), também estudou-se o problema de controle
otimo de sistemas lineares sujeitos a saturagao do sinal de controle em conjunto com o
professor Minyue Fu [86, 50]. Apesar destes resultados utilizarem a formulagao LMI,
eles apresentam uma formulacao diferente da estrutura principal desta tese. Desta
forma, tais resultados foram apresentados de forma resumida no apéndice A ao final

desta tese.

7.2 Perspectivas Futuras

Certamente, condigoes convexas para o controle de sistemas nao lineares utilizando
funcoes de Lyapunov polinomiais é ainda um problema em aberto tanto para reali-
mentagao de estados quando de saida. A grande dificuldade neste problema encontra-se
na existéencia do termo P(x, d) que aparece na determinagao da derivada temporal da
funcao de Lyapunov. Tal fato, nao possibilita a utilizacao de uma formulagao dual em

fungao de P(x,d)~! sem o aparecimento do termo # nas LMIs. A simples inclusao de @
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no politopo! (nas quais as LMIs sao testadas) pode ser uma fonte de conservadorismo,
visto que nao se levaria em consideragao a relagao entre = e = (dada pela equacao
diferencial que descreve o sistema nao linear). Uma possivel solugao seria a inclusao
de uma restricao de igualdade que descreve esta relagao possibilitando a inclusao de
um multiplicador associado a esta restri¢do (diminuindo com isso o conservadorismo
potencial dos resultados). Portanto, o préximo passo apés a conclusao do doutorado
sera o aprofundamento destas questoes visando a obtencao de uma condicao convexa
para o problema de sintese com funcoes nao quadraticas, em especial para o caso mais

real da realimentacgao de saida.

Uma extensao natural desta tese seria para o caso discreto, isto é: a andlise de
estabilidade e desempenho, e controle de sistemas nao lineares discretos utilizando
LMIs e fungoes de Lyapunov polinomiais. Uma dificuldade que aparece neste caso é
a nao possibilidade da fatoracdo do termo ©(z(k + 1),d(k + 1))z(k + 1) em termos
de outras matrizes afins, como no caso continuo na qual Oz = O + ©4. De fato, ja
existe um estudo preliminar para abordar este problema [87] utilizando uma versao nao
linear para o teste de estabilidade proposto em [88] para sistemas lineares discretos e
incertos. Entretanto, tal formulacao necessita de um maior aprofundamento devido a
explosao dimensional que aparece no caso nao linear pois as condi¢oes de estabilidade

envolvem LMIs de maior dimensao.

Outro ponto a ser abordado é a aplicacao dos resultados propostos em problemas
nao académicos envolvendo o controle de sistemas nao lineares reais®>. A aplicacdo
direta desta teoria em problemas nao académicos pode nao ser possivel devido a maior
complexidade do comportamento dos sistemas fisicos reais, como por exemplo, pontos
de equilibrio fora da origem (e possivelmente incertos), limitagoes fisicas do sistema,
regioes de operacao segura, estados do sistema nao disponiveis para realimentacao, etc.
No entanto, esta tese fornece varias ferramentas matematicas que podem ser adaptadas
em situacoes particulares para o projeto de controladores para sistemas nas areas de

eletronica de poténcia, sistemas de poténcia, e robdtica, entre outras.

LQutro problema que vale ser citado é a determinacdo do politopo que limite sem conservadorismo
o vetor &, um problema que aparece nos trabalhos que utilizam a representagao na forma quasi-LPV
[41].

2Apesar de um esforco por parte do autor desta tese na procura de alguns exemplos que descre-
vessem situagoes no mundo real, este documento pode ser considerado uma colegao de resultados
tedricos.
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7.3 Consideracoes Finais

Esta tese procurou de forma coerente apresentar os resultados obtidos dentro dos
estudos de doutoramento, e em geral a sua estrutura nao correspondeu a ordem cro-
nologica dos eventos. Grande parte dos resultados foram obtidos de forma paralela
entre os segundos semestres de 2000 e 2001, como se percebe nas referéncias citadas
nas segoes anteriores. Praticamente, todos os resultados de alguma forma ou outra
geraram (ou gerarao) publicagoes a nivel nacional e internacional.

Outro fato a destacar foi o trabalho realizado em conjunto com outros pesquisadores
(além dos orientadores) o que facilitou em muito o desenvolvimento desta tese, fato
essencial numa area de pesquisa com grande diversificagao de conhecimentos tanto no
aspecto matematico como no volume de diferentes abordagens existentes na literatura
de controle.

Finalizando, a participacao dos professores Alexandre Trofino e Minyue Fu foi es-
sencial na realizacao deste trabalho através de discussoes com relagao aos mais variados
aspectos envolvidos nesta tese, assim como na correta orientagao quando perceberam

alguma dispersao do foco principal deste trabalho.



Apeéendice A

Controle Otimo de Sistemas

Lineares Sujeitos a Saturacao

No periodo de realizagao do doutoramento na Universidade de Newcastle, Australia,
sob supervisao do prof. Minyue Fu, foi desenvolvida uma técnica de controle 6timo para
sistemas lineares sujeitos a saturacao no sinal de controle, onde a nao linearidade é mo-
delada por uma restrigao integral quadratica (IQC). Apesar deste método propor uma
solugao em termos de LMIs, a abordagem a ser utilizada difere do conteiido principal
desta tese. Desta forma, os resultados obtidos serao resumidamente apresentados neste
apéndice, veja para maiores detalhes sobre esta metodologia [50, 86]. Deve-se ressaltar
que varios dos conceitos utilizados nesta técnica foram de alguma forma empregados
nos resultados envolvendo sistemas nao lineares sujeitos a saturagao (apresentados nos

capitulos 3 e 5).

A.1 Introducao

O controle 6timo de sistemas lineares é uma area de pesquisa bem estabelecida
e os livros [89], [90], [91] e [92] sdo bons exemplos desta afirmacdo. Entretanto, nos
problemas praticos de controle o sistema em malha-fechada esta sujeito a restricoes
no sinal de controle. A negligéncia desta nao linearidade no projeto do controlador
pode levar a perda de desempenho ou até mesmo a instabilidade do sistema em malha
fechada.

Na tultima década surgiram varios trabalhos dedicados ao controle 6timo de sistemas
lineares sujeitos a saturacao utilizando as mais variadas técnicas de controle, como por

exemplo [93, 94, 95, 96]. Basicamente, existem duas abordagens para o projeto de con-
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troladores 6timos para sistemas saturados [96]: os métodos baseados na otimizagao de
um critério de desempenho, e os métodos " Ad-hoc”, como a técnica ”anti-windup”, na
qual o objetivo é preservar a estabilidade do sistema em malha-fechada em detrimento

do seu desempenho.

Com relacao a estabilidade regional de sistemas lineares sujeitos a saturagao, varios
métodos foram propostos utilizando a abordagem LMI e os critérios do circulo e de
Popov (97, 48, 27, 34]. Neste caso, observa-se que a abordagem LMI é mais apropriada
do que as técnicas baseadas na equacao de Riccati visto que ela possibilita o uso de
funcoes nao-quadraticas e multiplicadores associados a modelagem da nao linearidade
levando a resultados menos conservadores. Recentemente, os trabalhos de IWASAKI et
al. em [34] e [71] demonstraram que os controladores (estabilizacdo e custo garantido)
baseados no critério do circulo (onde é permitida um certo nivel de saturacao da lei
de controle) e os que utilizam somente a regido linear de operagdo (saturagao nao
permitida) obtém o mesmo dominio de atragao quando o objetivo é maximiza-lo. Em
outras palavras, o critério do circulo e provavelmente o de Popov sao potencialmente

conservadores para a sintese de controladores.

Neste apéndice propoe-se uma nova técnica para o controle 6timo de sistemas li-
neares saturados utilizando a teoria de estabilidade absoluta e multiplicadores que
caracterizam o operador saturagao com o objetivo de obter resultados menos conserva-
dores do que os critérios do circulo e de Popov. Com esta finalidade, a nao linearidade
serd modelada em termos de IQCs [98] e esta informagao sera utilizada para melhorar
o desempenho do sistema em malha fechada. Uma das caracteristicas mais importan-
tes do "framework” IQC é a facilidade na combinagao de diferentes multiplicadores
associados a saturagao propiciando uma descri¢ao mais apurada desta nao linearidade
[26]. Desta forma, também propoe-se uma IQC para descrever a saturagao que com-
bina o multiplicador proposto por ZAMES e FALB [99] com o critério do circulo. Para
sintonizar alguns dos parametros associados a IQC, implementa-se um algoritmo itera-
tivo para melhorar o desempenho do sistema em malha fechada. Exemplos numéricos
demonstram que a técnica proposta obtém um melhor desempenho do que os critérios

do circulo e de Popov.
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A.2 Conceitos Preliminares

Considere o seguinte sistema nao linear:
T = Az + bg(u), z(0) = xg (A.1)

onde x € R™ é o estado, u € R é a entrada de controle, A € R"™"™ e b € R" sao

constantes, e g(-) é um operador nao linear.

A idéia béasica neste apéndice é a de modelar a fungao g(-) em termos de uma
fungao linear e uma nao linear (representando a diferenga entre a fungao real e a sua
aproximacao linear) a ser descrita por uma restrigdo integral quadratica. Desta forma,
assuma por hipétese que o par (A,b) é controlavel e o operador nao linear g(-) tem

ganho limitado sendo descrito da seguinte forma:
g(u) = puu+ o(u) (A.2)

para um dado escalar positivo p, e um operador o(-:) € R que satisfaz a seguinte IQC:

/000 fly,u,0)dt >0 (A.3)

onde f(-) é uma forma quadratica, e y é definido pela seguinte equagao diferencial:
§ = Ayy + byut + byeo, y(0) =0 (A.4)

comy € R™ e A, € R™*"™ sendo uma matriz Hurwitz. Por simplicidade, assume-se
inicialmente que as matrizes associadas a equacao diferencial (A.4) sdo dadas. Poste-
riormente, na secao A.4 serd apresentado um algoritmo iterativo para a determinacao

destas matrizes.

A IQC acima tem a seguinte forma equivalente no dominio da freqiiéncia [98]:

= [age) | [ a0 | A
/w[a@w)]ﬂ”la(jm]d >0 (A.5)

em termos de um multiplicador Y (jw).

Note que o sistema nao linear (A.1) e a IQC (A.3) podem ser representados num
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espaco de estados aumentado, isto é:

Tq = Aqq + Bayu + Byyo, ¥V 0 : / fly,u,o)dt >0 (A.6)
0
onde:
A w0 b
Lg = v ) Aa: 0 5 Bau: P € BaU: .
Y 0 A, byu bys

Como fungao de Lyapunov, considere a seguinte funcao quadratica no espago au-
mentado:

T

Y

P (A7)

v(xe) = v(z,y) = q:lana = [ .
Yy

onde P = P’ € R(m)x("+m) & yma matriz constante a ser determinada tal que as
condicoes do lema 2.1 sejam satisfeitas.

Também, considere a seguinte funcao custo:
J(xo,u) = / (x/Qx + Tg(u)2> dt (A.8)
0

. !
para uma dada matriz Q = C"C' (C € R™*") e um escalar r > 0.
Com as consideracoes acima, o problema de interesse neste apéndice pode ser for-

mulado na seguinte maneira:

Problema A.1 Para uma dada IQC, determine para o sistema aumentado (A.6) uma

lei de controle dinamica na forma:
x /
u:K[ ] , K e R" (A.9)
Y

onde K é um vetor constante a ser determinado tal que:
e a funcgao custo definida em (A.8) seja minimizada;

e 0 sistema em malha fechada seja regionalmente estavel com um dominio T, isto

é, para qualquer x(0) € Y, a trajetoria x(t) converge para a origem.

Neste apéndice serd estimado o dominio de atracao do sistema aumentado (A.6)

através da regido limitada pela maxima curva de nivel de v(x,y), representada por



A. Controle Otimo de Sistemas Lineares Sujeitos a Saturacdo 95

T,, pertencendo a uma regiao poliédrica B, na qual as condigoes de estabilidade sao
validas'. Para o sistema original (A.1) sera considera como estimativa do dominio de

atragao a interseccao da regiao T, com o sub-espago (x,0) a ser representada por Y.

A.3 Sintese da Lei de Controle

Nesta segao sera proposta uma lei de controle para o problema A.1. Com esta
finalidade, considere a seguinte funcao custo para relaxar o problema de horizonte
infinito em (A.8):

J(zo,u,T) = /OT <x/Qx + rg(u)2> dt, T — oo (A.10)

Considerando (A.6) e (A.7) e lembrando que y(0) = 0, note que a fungao custo em

(A.10) pode ser reescrita na seguinte forma:
J('r0>u7T) T: 'U(SL’O’O) —’U(SL’(T),;UG(T))

+ /OT (i) + o' Qu + rg(u)?) dt (A.11)
< w(z0,0) + /O N (i}(ma) +x’Qx+7~g(u)2) dt
Suponha que:
/0 h (o(xa) 2 Qu o+ rg(u)2) dt <0,V 1, (A6) (A.12)

Entao, a fungao custo (A.8) terd o seguinte limitante superior:

J(xg,u) < v(xp,0) = [ 96(’]0 ] P [ o ] (A.13)

Com as consideragoes acima, o problema de interesse neste apéndice serd reformu-

lado da seguinte maneira:

Problema A.1’ Para uma dada [QC, determine uma fungao de Lyapunov no

INa realidade, o poliedro B, representa a regido de validade da IQC (A.3). A defini¢ao desta regido
ficard mais clara no decorrer deste apéndice.
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espago aumentado e projete uma lei de controle u dada por (A.9) tal que:
i. minimize v(zo,0) sujeito a (A.12);

1. o sistema em malha fechada seja regionalmente estdvel para todo xg € T,.

Visando uma solucao para o problema acima, considere a seguinte restri¢ao:
/ (@(gga) +2'Qr + r(pau+ J(u))2> dt <0,V o: / F(y,u,0)dt >0
0 0

Aplicando o lema 2.4 (S-procedure) a expressdo acima, obtém-se a seguinte ex-

pressao equivalente:

/OOO (o(x, y) + 2 Qr + r(pyu+ o(u)® + m1.f (y, u, a)) dt <0 (A.14)

para um dado escalar 7 > 0.

Por defini¢ao f(y,u, o) é uma forma quadrética. Desta forma, considere a seguinte

estrutura para f(y,u,o):

Y Fi Fip I3 Yy
f(y7 Uu, O) = U F1/2 F22 F23 Uu (A15)
o Fl, Fy I3 o

onde Fi; = Fj; € Rw*™, [, € R™, F13 € R™, Fyy € R, Fps € Re Fy3 € R.

Para simplificar a apresentacao do resultado a seguir, considere a seguinte notacao

auxiliar:
r _
T = _F_’ Oé:rpi—i_TlFQQ’ ﬁzrpu"i_TlFQ?nCa - C Omcxny ] 9
33 L
(A.16)
O i 0 ] o
Ffy = Yy Fy = , e k=

T1F1 T1F12 i T1F13

Teorema A.1 Considere o sistema aumentado (A.6), a IQC (A.83) com (A.15) valida
em uma regido poliédrica B, do espago aumentado, a fun¢do custo (A.8) e a notagdo

auziliar (A.16). Seja xo uma dada condi¢do inicial para o sistema (A.1). Suponha que
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NeZ =27 sejam uma solu¢io para o sequinte problema de otimizag@o:
min A sugeito a :
A [ zy 0 }
To P >0 (A.17)
10
[ ZF4FS' 7 + ZFLFS 7 ,
NZ)+ ZFy 7 — =12 13 ; 13- 12 ZC, ZF%
C.Z —I, 0 < 0(A.18)
, 3
ez 0 ——
i 13 o
onde N(Z) € dado por:
, BB,y + ZF4 By, + BauBly + BauF% Z
A(Z) — ZAa+AaZ— au+ 13 au—; acr+ 13 +
’ ’ / / / Alg
a(Bao By + BaoFis Z + ZF13B,,)  ZF{yBy, + BagF1y Z (A.19)
p? 6
Defina as sequintes regioes:
Y, 2 {x, €By: 0, 7wy <y} e T, 2 {x : [ g € Ta} (A.20)
para algum p > 0.
Entao, a funcao custo (A.8) satisfaz J(xg,u) < X para uma lei de controle:
B, 7'+ Fy
u=— ( ao ﬁ+ 13 ) Lo (A.21)

Além disso, para todo x(0) € Y, a trajetoria x(t) do sistema em malha fechada converge

para a origem.

Prova do teorema A.1

A derivada temporal da func¢do de Lyapunov definida em (A.7) é dada por:

oz, =z, (A;P + PAa> To+ 2 (uB:wP + O'B;UP> Tq
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Portanto, a expressao (A.14) pode ser reescrita como:

/ (0((AP + PAL) o +2 (wBl P+ 0By, P) o+ 17 (puu + o) +
0
+2 <uFf‘2' + ang’) To + 71 (Faou? + 2Fp3u0 + Fg,ga?)) dt<0 (A.22)

ou, equivalentemente, na forma compacta fooo fi(zg,u,0)dt <O0.

Por hipétese, assuma que r + 71 F33 < 0. Neste caso, fi(x,,u,0) é uma funcao
concava com relagao a o. Portanto, fi(z,,u, o) deve ser maximizada com relagao a o.

Esta otimizagao leva ao seguinte valor:

o (ﬁu + (Boy P + Fiy )g;a> (A.23)

r—+ 7'1F33

O minimo valor de 7 que satisfaz r + 7 F33 < 0, e portanto maximiza o, é dado

por:
r

— A24
iy (A.24)

=
Aplicando (A.23) e (A.24) em (A.22) obtém-se:
/ (x;(A;P + PAy+ CoCy + F&) g + 2u(B,, P + F3 ), + 52 (r + 71F33)> dt <0
0

ou, equivalentemente, [ fa(aq, u)dt < 0.

Minimizando fy(z,,u) com relacdo a u leva ao valor 6timo @ dado por (A.21).

Levando em conta os valores de 7 e @, a expressao (A.22) pode ser reescrita como:
/ (#(ALP + PAs+ CuCl 4 P )+ 20( By, P+ Fy )+ aii?) di < 0
0

ou, equivalentemente, fooo f3(zq) <0.

Defina Z = P~!. Entao, f3(x,) <0 é dado por:

ZF4FS' 7 + ZFSFS 7
B

c.Z
FY' Z

I,
0

C.Z

Tl <o

NZ)+ ZF4 7 —

e O

Aplicando o complemento de Schur na inequagao acima, obtém-se a inequacao
matricial (A.18).
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Agora considere a LMI (A.17). Pelo complemento de Schur, conclui-se que:

: A — [ Yol g o ] >0
nin A 0 0
Z >0 e (A.18).

Em outras palavras: min v(zo,0): Z > 0 e (A.18).

Pela andlise acima, conclui-se que v(z,) é uma fung¢ao de Lyapunov para B, com u =
u. Por definigao a regiao Y, pertence a B, e, portanto, T, é um conjunto positivamente
invariante para o espa¢o aumentado. Em particular, para todo z(0) € T, C Y, a

trajetoria x(t) converge para a origem.
(I

Observe que o problema de otimizacao no teorema A.l nao é convexo em Z. En-
tretanto, este problema pode ser convertido em uma condi¢cao convexa dependendo
da caracterizagdo da IQC que descreverd a nao linearidade o(-). Para ilustrar tal
afirmacao, a seguir propoe-se uma solug¢ao convexa para o caso de sistemas lineares

com saturagao do sinal de controle.

A.4 Saturacao: uma caracterizacao por I1QCs

Considere no sistema (A.1) que a nao linearidade g(-) é a funcao saturagao unitdria
definida em (3.45). Por hipdtese, o operador g(Kz) = sat(Kx) pode ser decomposto
em uma parte linear e outra nao linear limitada. Logo, o primeiro problema de interesse
neste apéndice é como limitar por um setor a parte nao linear da saturacao.

Com esta finalidade, define-se o nivel de sobre-satura¢ao como h(u) = max{0, |u| —
1} para um dado controle u onde supde-se que a lei de controle é tal que h(u) < p e

lo(u)| < polu| para p, p, > 0. Com estas definigdes, considere o seguinte problema:

Problema A.2 Qual é o setor otimo que limita a nao linearidade provocada pela sa-

turacao? Em outras palavras: como determinar
min p, tal que o(u) =sat(u) — pyu, |o(u)| < polul, V |u] <1+ p.

Recentemente, em [53] foi proposta uma solugdo para o problema acima que é

resumida a seguir:
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Lema A.1 O setor ¢timo para o problema A.2 € obtido com os sequintes valores de p,

€ Po
2+p P
P+ © T 2001 p) (A.25)

Agora, deve-se procurar uma descricao adequada em termos de uma IQC para a
nao linearidade saturacao levando em conta o setor 6timo definido pelo lema A.1. Para

tal, considera-se o seguinte resultado proposto em [99] para a saturac¢do unitaria:

IR *
— | B(jw)
onde 7 > 0 é um escalar a ser determinado e a funcao de transferéncia H(jw) ¢é tal
que Re{H (jw)} < 7.

dw >0

0 72+ H(jw) ][mw&

T+ H(—jw) —2(r2+Re{H(jw)}) | | 8(jw)

A partir da IQC acima definida, a seguinte expressao é satisfeita:

/WRe { a(jw)] [o 7+ H(jw) ”gm” o> 0 (A.26)

gljw) 0 —(+H(jw)) | | 8liw)
Defina um sinal c¢(jw) = (72 + H(jw))g(jw) e considere a seguinte realizacao da

funcao de transferéncia m + H(s):
T+ H(s) =Cy(sI — A,) "B, + D, + 7
Entao, o sinal ¢(t) no dominio tempo é dado pela seguinte equagao de estados:

y=Ayy+ Byg(u), c(t) = Cyy+ (Dy + m2)g(u) (A.27)

onde y € R™ e g(u) = sat(u). Observe a partir de (A.4) que by, = p,By € bye = By,.

Considerando a defini¢ao do sinal ¢(t), a IQC no dominio tempo correspondente a
condigao (A.26) é dada por:

/000 { (u/ — sat(u)l) c+c (u— sat(u))} dt >0 (A.28)

Levando em consideragao que sat(u) = p,u + o(u) para todo o(u) : |o(u)| < py|ul
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e (A.28), obtém-se a seguinte IQC que descreve o operador saturagao:

!

o | Y 0 Rz hig Y
/ u ]’L,12 h22 h23 u dt Z 0 (A29)
0

’ ’

onde os elementos h;; (1 =1,2,3; j =2,3; j > i) sdo dados por

hia = (1= pu)Cy, has = —C,, hay = 2p,(1 — pu)(Dy + 1) + 132,
h23 = (1 — 2pu)(Dy + 7'2) € h33 = —Q(Dy —+ T2 -+ 0.57'3),

com 73 > 0 sendo um parametro livre a ser determinado.

Observacao A.1 A IQC definida em (A.29) engloba os critérios do circulo, Popov

e Zames & Falb. Para ilustrar este ponto, considere a sequinte restri¢ao integral

4] p: 0 u
ARG i

obtida a partir de (A.29) com 75 =0, 73 = 1 ¢ H(s) = 0. Note que os controladores

quadrdtica:

obtidos com a IQC (A.30) correspondem aqueles projetados com a técnica proposta em
[53] que considera o critério do circulo. De maneira similar, os critérios de Popov, por
exemplo [27], e o de Zames & Falb, por exemplo [98], podem ser obtidos respectivamente

com: (’Z)ngl, 73 =1 eH(S):S;e(’[;’[;)TZ:l eT13 =0.

Observacao A.2 Note pelas consideragoes feitas com relagao a fungao o(u) que a IQC
utilizada para descreve-la serd valida na sequinte regiao poliédrica do espaco aumentado
B, =A{xq: |Kz,| <14 p}. Em outras palavras, para todo x, € B, a condi¢ao de setor

imposta em o(u) € valida.

Com a IQC definida em (A.29) é possivel tornar as condigdes do teorema A.1 con-

vexas em termos de LMIs pois Ff}y = 0 e F{y = —(1 — p,) Fyy. Desta forma, definindo
F,=[0 C, ] pode-se reescrever o termo FfQFl‘l3/ = —(1—pu)FaF; levando ao seguinte
teorema.

Teorema A.2 Considere as mesmas condi¢oes do teorema A.1, a IQC (A.29) e a

notacdao acima. Suponha que P,, Py, P. e Z sejam uma solu¢cao do sequinte problema
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de otimizacao:

min trace P, sujeito a:

Z>0,Z2=2 (A.31)
Py, >0, P,=P, (A.32)
[ Py L
S I (A.33)
Litn, Z
[ AN(Z) ZF, ZC., ZF4 ]
FZ - b 0
1= pu <0 (A.34)
CZ 0 I, O
x B
| Fiy Z 0 0 —= |

onde AN(Z) € dada por (A.19) e Py tem a sequinte estrutura:

P, B

P, P,

)\ = , P, e RV" P, e R ™,

Defina o sequinte conjunto Y,:

/

T,=<x: . z! .
0 0

Entao, para uma lei de controle dada por (A.21) e qualquer x(0) € Y, as sequintes

_ F(1+p)?
B B:wZ_chw + Tl(byUFB + F1l3by0) + 7_12F1a3/ZFla:’>

condicoes sao satisfeitas:
i. J(xo,u) € minimizado;
ii. z(t) =0 a0t — o0; e

iii. Ju(t)] < (1+ p).

Prova do teorema A.2

A prova da afirmagao (i) é obtida diretamente da prova do teorema A.l com a
aplicacao do complemento de Schur em (A.34) e considerando que Py, > Z~! pela

condigao (A.32). Observe que o problema de otimiza¢ao no teorema A.2 implica na
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minimizacao de:

para qualquer zg € Y.
Defina B, = {z, : |Kz,| <1+ p}, onde

_ B, P+ F

P=7"
B

K

Considere que Y, seja uma regiao delimitada por uma curva de nivel da fungao

v(1,) = 2, Pz, para um dado p?, isto é:
T, = {xa : x;P:ca < /f}

Pelo lema 2.1, o conjunto acima serd invariante se a relacao Y, C B, for satisfeita.
A partir dos resultados propostos em [100] e [96, lema 3.6.1], 0 minimo valor de v(z,)

que satisfaz esta condigao é dado por:

o (L+p)? _ F(1+p)°
K'ZK B, PB,+ b, Fisby, + F{y ZF4

Portanto, para qualquer z(0) € T, a trajetéria z(t) converge a origem ao t — o0
(lembrando que y(0) = 0 por hipdtese). Além disso, a restricio de sobre-saturagao

x9 € B, também esta satisfeita visto que T, C B,.
O

O ponto chave para a aplicacao do teorema A.2 na sintese de controladores 6timos
é a escolha do multiplicador H(s). Entretanto, até o presente nao existe uma maneira
sistematica para determina-lo. A seguir, propoe-se um algoritmo iterativo para auxiliar
na sintonia dos parametros associados ao multiplicador H(s) (em outras palavras, as
matrizes A,, By, Cy e D,).

Algoritmo A.1 Considere o teorema A.2, a IQC (A.29) e defina a sequinte estrutura

para a matriz 4 :

Lo Zp

Z, Z,

, Lo € RV Z, € R,
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Passo 1 FEscolha uma func¢ao H(s) com a sequinte estrutura:

Cro1S" V4. 4o
S"+ 1"+ +ag

H(s) =

e a sequinte representacao no espaco de estados:

0 Co
0 C1
Ay - ' ) By = ) Cg; = )
0 0 o - 0 0 Cn_2
i —Qp —ap —Q2 -+ —Qp—1 i i -1 | | Cn—1 |
e D, = 0. Inicie com os elementos a; e ¢; (i =0,...,n—1) arbitrdrios, mas com

A, sendo uma matriz Hurwitz.
Passo 2 FEscolha 5 tal que 7 > Re{H (jw)}.
Passo 3 Determine 13 e Z através do teorema A.2 minimizando o traco de P,.

Passo 4 Para Z, e Z. fixos, determine a; e ¢; tal que o traco de P, seja minimizado,

onde
Za Zb

Z=|""
Z, Z.

Passo 5 Repita os passos de 2 até 4.

Para cada iteracao i, observe que no algoritmo acima o sistema em malha fechada é
estavel e que \; < \;_; onde X corresponde ao traco de P,. Desta forma, a convergéncia

do algoritmo para um o6timo local é garantida.

A.5 Resultados Numéricos

Para demonstrar a aplicagao dos resultados propostos serao considerados dois exem-
plos permitindo a comparagao dos resultados com os critérios do circulo [53, segao 5| e

de Popov [27, secao 6].
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Exemplo A.1 [53, secio 5] Considere o sequinte sistema linear (instdvel em malha

aberta) sujeito a saturagdo:

. 0 1
Tr =
—-1.25 1

e defina a fungao custo J(xog,u) comr=1eC=[1 0].

T +

sat(u), © = [3:1 ] (A.35)

Visando um estudo comparativo, considere que a saturacao seja descrita pelas IQ)C's
(A.30) (critério do circulo) e (A.29) (método proposto).

Também, considere as sequintes condigcoes iniciais para o algoritmo A.1:

0 1
-1 -1

A_

y =

[ c-[io]nmt.cnmn

Apds cinco iteragoes, obtém-se os sequintes parametros:

0.5s+1

H(s)= —
(5) s24+0.55+ 5.1’

=13 e 73=10.

A tabela A.1 e a figura A.1 apresentam os resultados obtidos (fun¢do custo e a respectiva
regido de atra¢ao) para uma condi¢do inicial xo = 0.5 0.5 ]/ e considerando as I1QCs

referentes ao critério do circulo (A.30) e a proposta em (A.29). Os resultados mostram

Nivel de 1QC

sobre - saturagdo | (A.30) (A.29)
p= 0 158 T, | 1.05| 1,
o= 1 173 | T, | 1.18 | Ty
» =10 718 | T, | 243 T

Tabela A.1: Fungao custo e respectivas regioes de atracao.

claramente que a técnica proposta com a IQC definida em (A.29) melhora o desempenho
do sistema sem a degradacao do dominio de atracao quando comparado ao critério do

circulo.
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1.0
0.8 H
0.6 —-
041
021
0.0 H
02
04

-0.6 —

Figura A.1: Regioes de atracao para diferentes niveis de sobre-saturac¢ao.

Exemplo A.2 [27, secio 6] Considere o sequinte sistema com saturagdo:

—0.2 1 0 0.00 T
T = 0 —0.2 1 |x—|0.00 |sat(u), z=| xy (A.36)
0 0 0.1 0.35 T3

com uma func¢ao custo definida por QQ = I3 e r = 1.

O problema de interesse neste exemplo € determinar uma lei de controle que mini-
miza a funcao custo para um nivel de sobre-saturacdo p = 0.25 e uma condi¢do inicial
zo=[2 —4.5 1.3]. Aplicando o algoritmo A.1, obtém-se um custo de 47.63. Para
ilustrar o potencial da metodologia proposta, o controlador proposto em [27] (utilizando

o critério de Popov) obteve um custo de 652 para as mesmas condicoes.
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