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Resumo

Os quons sdo particulas que obedecem a estatisticas intermedidrias entre as estatisticas de
Bose e de Fermi. O que fazemos neste trabalho € apresentar um método para se construir de
maneira sistemdtica uma base de muitos corpos qudnica restrita ao subespago anti-simétrico
do espago quonico total. Feito isto, consideramos o hamiltoniano de Lipkin para N quons,
onde discutimos o efeito do pardmetro de deformagdo g na energia do estado fundamental,
obtida pelo método de Hartree-Fock e na energia de excitagdo, obtida pelos métodos de R.P.A.

¢ Tamm-Dancoff. O efeito do pardmetro g € tornar as particulas do sistema menos ligadas.
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Abstract

Quons are particles that obey intermediate statistics between Bose and Fermi statistics. In
this work we present a method to build in a systematic way a quonic basis restricted to the
antisymmetric subspace of the whole quonic space. Then, we consider the Lipkin model ha-
miltonian for N quons, where we investigate the effect of the deformation parameter g in the
ground state energy obtained by the Hartree-Fock method and in the excitation energy obtained
by R.P.A. and Tamm-Dancoff methods. The q parameter tends to decrease the bound energy of

the system.
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Introducao

A generalizac¢do das dlgebras de Lie usuais d4 origem as dlgebras qudnticas, que consti-
tuem uma poderosa ferramenta matemadtica para a descri¢do de sistemas fisicos. Os primei-
ros exemplos destas dlgebras apareceram com os seguintes autores [1]: Kulish ¢ Reshetichin
(1981) e Skliagin (1982). As dlgebras quainticas também foram desenvolvidas posteriormente
por Drinfeld (1985), Jimbo (1986) e Reshetichin ef al (1989). A primeira aplicacdo destas
dlgebras a sisteras quanticos foi feita por Biedenharn (1989), onde um g-andlogo do oscilador
harmdnico foi construido. A utilizag@o destas dlgebras nos permite explorar simetrias além da-
quelas apresentadas pelas dlgebras de Lie usuais. As simetrias nas quais estamos interessados
sdo aquelas que descrevem particulas com estatisticas intermedidrias entre as estatisticas usuais
de Bose-Einstein ¢ Fermi-Dirac. A primeira tentativa de ir além das estatisticas usuais parece
ter sido iniciada por G. Gentile [2]. No entanto, a estatistica de Gentile ndo era uma estatistica
quéntica propriamente [3]. Mais tarde, outros pesquisadores comegaram a investigar tal possi-
bilidade, como por exemplo Green [4], que em 1953 investigou a generalizag¢do dos métodos de
quantizag¢do de campos, tornando as estatisticas de Bose e de Fermi casos particulares destes.

Em particular, estudaremos as particulas cuja estatistica tem pequeno desvio em relagio as
estatisticas de Bose-Einstein ¢ Fermi-Dirac. Estas particulas sdo chamadas de quons® e sdo
descritas através da dlgebra de quons [3, 5]. Esta dlgebra € caracterizada por um parimetro g,
cujo intervalo pode variar entre -1 e 1, sendo que nos seus extremos recuperamos as estatisticas
usuais de Fermi e de Bose, respectivamente.

Neste trabalho ndo estamos interessados em investigar a existéncia ou ndo destas particulas,
queremos simplesmente usufruir do grau de liberdade a mais introduzido pelo pardmetro ¢ na
dlgebra de quons para a descrigdo dos sistemas fisicos, onde daremos continuidade ao trabalho
desenvolvido na Ref. [6], na qual foram exploradas as propriedades do subespago permutacional
simétrico do espago qudnico total.

A continuidade do trabalho anteriormente citado, serd explorar o subespago permutacional

*O nome quons foi dado em analogia a muons.
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anti-simétrico do espago qudnico total, ou seja, construiremos uma teoria de muitos corpos para
quons cuja dindmica esteja restrita ao subespago anti-simétrico. Para isto, apresentaremos no
capitulo 1 as propriedades gerais da dlgebra de quons e o fato de o espago qudnico total poder
ser divido em subespagos que englobam todas as simetrias permutacionais possiveis.

No capitulo 2, levando em conta a separabilidade do espago qudnico, apresentaremos uma
maneira sistemdtica de construir estados totalmente anti-simétricos. Serdo ainda mostradas
algumas propriedades relacionadas a estes estados, tais como: ortonormalidade, a relagdo en-
tre dois operadores de criagdo ou aniquilagdo que atuam sucessivamente em um estado anti-
simétrico e o cdlculo do valor esperado de operadores de um e dois corpos. Mostraremos ainda,
que é possivel construir operadores de quasi-spin pelo método de Schwinger a partir de opera-
dores de quons que satisfazem a dlgebra su(2).

Como aplicagdo do formalismo desenvolvido, no capitulo 3 consideraremos o hamiltoniano
de Lipkin [7] com as particulas constituintes sendo quons e ndo mais férmions. A escolha do
modelo de Lipkin € justificada por este ser um modelo que serve como laboratdrio para testar
os métodos aproximativos em sistemas de muitos corpos. A dindmica deste modelo para quons
serd restringida para valores de ¢ proximos de —1, descrevendo particulas que chamaremos de
quasi-férmions. Encontraremos a solucdo para a energia do estado fundamental deste sistema
pelo método de Hartree-Fock, investigando o efeito do pardmetro de deformagdo nesta solugdo

e suas possiveis interpretagdes fisicas.

No capitulo 4, faremos o estudo da energia de excitagdo do primeiro estado excitado no
modelo de Lipkin. Construiremos uma versdo deformada do método de RPA (Random Phase
Approximation) [8] usual, o qual chamaremos de RPAg, para encontrar uma solu¢do para a
energia de excitagdo dos quasi-férmions. Também serd construida uma versdo deformada do
método de Tamm-Dancoff [8], o qual serd chamado de método de Tamm-Dancoff deformado.
Novamente, temos como objetivo entender qual o efeito do pardmetro g na solugdo aproximada
e obter uma interpretagdo fisica para este. Na ultima se¢do deste capitulo, tentamos entender
como deve variar ¢ para que a solugdo obtida pelo método de RPAq seja igual a solugdo exata.

Finalmente, apresentamos as conclusdes e as perspectivas futuras deste trabalho.




Capitulo 1

A algebra de quons

1.1 Propriedades gerais da algebra

A dlgebra de quons € caracterizada pela relagdo de g-mutagdo [3, 5, 9], dada por

[a,-, a;]q = a.-a; - qa;-ai = 6,']', (1.1)

onde -1 < g < 1. E fécil perceber na Eq.(1.1) que quando ¢ = 1 recuperamos a estatistica
bosdnica e que quando ¢ = —1 recuperamos a estatistica fermidnica. Para garantir que a norma

dos estados seja positiva [10, 11], o pardmetro ¢ s6 pode variar no intervalo acima citado.

A construgdo do espago de Fock ¢ feita através da combinag@o linear dos mondmios
|G)my =al, ...al 10); x=1,2,... m=1,2,..., (1.2)

onde o vécuo € definido por
ax|0) = 0, para todo k. (1.3)

Os duais dos estados |(j)m) sdo

<(.7)ml = (0|ajm - oe Gy (1.4)

E importante salientar que na dlgebra de quons ndo € possivel obter nenhuma relagio de
comutagdo [5] entre dois operadores de criagdo ou entre dois operadores de aniquilagdo. Nos

11




CAPITULO 1. A ALGEBRA DE QUONS 12

casos bosonico e fermidnico estas relagdes sdo bem definidas. Para entendermos isto melhor,
supomos a existéncia do seguinte estado

|s) = (ala} — calal)|0) =0, (1.5)

para alguma constante . Aplicando a Eq.(1.1) em a,|s) = 0 e az|s) = 0, obtemos ¢ =
+1. Portanto, ndo podemos estabelecer nenhuma relagdo linear entre os mondmios [10, 11].
Lembramos que para o cédlculo dos elementos de matriz ndo € necessdrio o0 conhecimento das
relagdes de comutagdo entre tais operadores, basta através da Eq.(1.1) levar os operadores de
aniquilagdo para a direita e/ou os operadores de criagdo para a esquerda.

Uma vantagem do ponto de vista técnico na utilizagdo da dlgebra de quons com relagdo as
dlgebras q-deformadas [12], por exemplo, € que € possivel construir operadores de quons que s¢
comportam como operadores tensoriais irredutiveis da dlgebra su(2) [13]. Como conseqiiéncia
disto, as regras de acoplamento de momento angular para quons sdo as mesmas obedecidas por

bdsons e férmions.

Um operador de grande importéncia na teoria de muitos corpos € o operador nimero, pois
a partir deste podemos construir operadores para a energia, momento angular, etc. Nos casos
bosonico e fermidnico este é um operador simples, um operador de um corpo, mas para quons,
como veremos, este ¢ um operador de infinitos corpos. Definamos primeiramente o operador
de transigdo nqg [3, 51, que deve obedecer as relagdes de comutagdo usuais,

[Mag, af,] = 8p,al, (1.6)

[naB) a"7] = —‘sﬂ'yaay (1.7)

sendo que este operador aniquila uma particula no nivel 3 e cria uma particula no nivel c.
Pode-se mostrar que a sua forma geral [14] € uma série infinitaem a € a', dada por

oo
naﬂ = ataaﬂ + Z Z Z c‘ﬂ'(i]),"',ﬁ'(iﬂ),i] R 2 (Yoﬂ(ig),"',ﬂ'(in))t)/ﬂil,"',i"7 (1'8)

n=1 (il yoain) T

onde a soma sobre 7 significa que devemos considerar todas as permutag¢des dos indices 2, 22, 23,
... ,in, inclusive as suas repeti¢des. 7(i1),m(32),...,7(in) correspondem a cada uma destas
permutagdes € YT € o adjunto de Y. Os operadores Y;, ...i, sd0 obtidos através das relagdes de
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recorréncia [14, 15]

Yﬁi17".;iﬁ+l = }’ﬂil,"',in a;,m el q"’“a,-,‘“ Y:?il,-",in y (19)

com

Yﬂ,- = aga; — qa;ag. (1.10)

Os coeficientes Cr(iy),x(in) i1, in 530 fungdes somente do pardmetro de deformagio q [14, 15].
Os primeiros termos da série (1.8) [16, 17] sdo

Nog = atag + (1 — ¢! Z(aInaL — galal )(agam — gamag) + . . .. (1.11)
m
O operador nimero € um caso particular em que a = 3 [5], ou seja,

Mo = afga+ (1 — )7 ) _(ahal, — galal)(am — gamas) +....  (1.12)
m

Como exemplos de aplicagdes do operador niimero, obtemos a energia total de um sistema
de N quons livres,

N
E=)en;, (1.13)
i=1

onde ¢; ¢ a energia do estado i. Ainda, na Ref. [13], o operador nimero acima definido, ¢
utilizado na construgdo de operadores de momento angular que obedecem a dlgebra su(2).

1.2 O espag¢o quonico

O espago quonico total ¢ um espago muito rico, no sentido de que este engloba os espagos
usuais, fermidnico e bosonico. Isto se deve ao fato de q poder variar entre —1 e 1 na relagdo
de g-mutacdo. O espago de N quons idénticos contém todo tipo de simetria permutacional
de acordo com a permutag@o dos rétulos das particulas. Portanto, podemos separar 0 espago
quénico total em subespagos pemutacionais: simétrico, anti-simétrico e de simetria mista.

Uma maneira de se construir uma base de estados pertencente a cada um destes subespagos
¢ através dos diagramas de Young ou Young Tableaux [18] ou através da diagonalizagdo da
matriz de overlap [6].

by 2=
5658 774

(-




CAPITULO 1. A ALGEBRA DE QUONS 14

Os diagramas de Young constituem uma ferramenta para construir os estados de base de
um dado espago, levando em conta todas as simetrias permutacionais possiveis pela troca dos
ré6tulos das particulas. Estes sdo descritos por caixas, onde uma caixa representa uma particula.
Cada configuragdo destas caixas descreve um subespago permutacional acessivel. A maneira
em que estas caixas sdo arranjadas € tal que o nimero de caixas em uma linha ¢ sempre me-
nor ou igual ao nimero de caixas da linha superior. Os diagramas devem ser preenchidos com
nimeros inteiros positivos obedecendo a regra de que em cada linha os niimeros ndo decrescem
da esquerda para a direita e em uma coluna os nimeros crescem de cima para baixo. Diagramas
com caixas na horizontal descrevem estados simétricos, na vertical estados anti-simétricos ¢
com caixas misturadas descrevem estados com simetrias mistas. Os procedimentos e regras de
construgao dos estados utilizando os diagramas de Young, utilizados aqui, podem ser encontra-
dos na Ref. [18]. Usaremos este método de constru¢do de estados para mostrar que 0 espago
qudnico total pode ser separado em subespagos. Como exemplo, construiremos os estados para
2 e 3 quons através dos diagramas de Young. Abaixo representamos os diagramas de Young
para N = 2 particulas,

Ty = (1.14)

Uy= {1.15)

onde g representa os estados simétricos ndo normalizados, construidos por ¥g = S, (1,2),
Vg = ¥(1,1) e ¥g = ¥(2,2), sendo que Sia = I + Py, é o operador de simetrizagdo para
duas particulas, I é a identidade e Py, significa a permutacio da particula 1 com a particula 2.
W 4 representa o estado anti-simétrico, dado por ¥4 = Ap¥(1,2),onde Ajy =T — Py éo
operador de anti-simetrizagdo para duas particulas. Entdo, os estados normalizados para dois
quons podem ser escritos como,

(el + alaDl0

1¥s) = —=(a])?0) (1.16)
75 (a3)?(0)
© 1
[V4) = —==——==(ala} — aa})|0). (1.17)

2(1—q)
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Os diagramas de Young para N = 3 particulas sdo

Vg = (1.18)
W= (1.19)
—
L
- (1.20)

onde W, representa os estados de simetria mista.

Seguindo o procedimento andlogo para N = 2 quons, onde utilizaremos a seguinte notago,

alalal|0) = |123), obtemos os seguintes estados normalizados:

@s)
@ 4)
W)
¥n,)
W us)

I‘I’M4>

Jo 2q1+ 57 1) (1123) + [213) + |132) + [231) + [321) + [312)),
Vo - 2q1+ S =g (123) — [213) — [152) + 231) — [321) + [312)),
V120 + ql— 7= - |213) + 2|132) + [231) — [321) - 2|312)),
Jal T ql_ =) (—123) — |213) + |231) + |321)),
Nz ql_ o (|1123) — |213) — 231) + [321)),

1

(]123) + |213) — 2|132) + |231) + |321) — 2|312)),

VI20—-qg- @+ &)
(1.21)

onde [¥ar,)s [Uar,), [¥as,) € [ ¥ar,) sd0 0s estados de simetria mista e onde omitimos neste caso
as repeti¢des dos indices, as quais podem ser obtidas como casos particulares.

Podemos obter os mesmos estados gerados através dos diagramas de Young usando a diago-

nalizagio da matriz de overlap. Esta matriz é formada por todas as combinagdes dos produtos
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dos mondmios de um espago. Como exemplo, escrevemos a matriz de overlap para dois quons

[ (Olmaralal0) Olmamalablo) (Olaiaialalj0) (Olaasalalio) )
4_ | (©laaalall0) (Olazazalaz|0) (Olazazala}i0) (Olasazaiall0) 2
Olaiazalal]0) (Olayazalall0) (Olayazalali0) (Olayazalal]0)

\ (Olazaalal|0) (Olazara}alj0) (Olazarala}j0) (Olasaralal0) )

Calculando os elementos de matriz de A, obtemos

(1+q 0 O 0\
0 1+q 0 O
A= . (1.23)
0 0 gq 1

\ 0 0 1g¢)

Notemos que a matriz A pode ser diagonalizada em blocos, onde neste caso ¢ necessdrio di-
agonalizar somente o bloco inferior, referente ao produto dos mondmios alal|0) e alal|0).

Diagonalizando esta matriz obtemos 0os mesmos estados dados em (1.16) e (1.17).

Seguindo o raciocinio empregado na diagonalizac¢@o da matriz A, a constru¢do da matriz de
overlap para N = 3 pode ser feita através da sub-matriz,

(123123 (123]132) (123)213) (123231) (123[312) (123[321) )
(132]123) (132]132) (132(213) (132(231) (132(312) (132[321)
oo | 1329 e @) @uEmy @em @) |
(231]123) (231]132) (231]213) (231[231) (231]312) (231[321)
(312[123) (312(132) (312(213) (312[231) (312]312) (312[321)

\ (321]123) (321[132) (321|213) (321]231) (321[312) (321)321) |
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Calculando os elementos de matriz de B, obtemos

\

| (quqztfq’
| g 1 ¢ ¢ q ¢
g ¢ 1 q ¢ ¢
¢ g 1 ¢ ¢
¢ q ¢ ¢ 1 g
¢ 1

@ q ¢

\ \ /

17

(1.25)

Como resultado da diagonalizag¢do da matriz acima obtemos uma base para N = 3 quons. Esta
base nio é necessariamente a mesma obtida utilizando os diagramas de Young, como mostrado
na Ref. [6]. Os casos onde hd repeti¢@o dos indices sdo casos particulares da combinagdo destes
mondmios, a menos de fatores de normalizacdo independentes de ¢. Naturalmente, 0 processo

exemplificado acima, pode ser extendido para um nimero qualquer de particulas.




Capitulo 2

O subespaco totalmente anti-simétrico

2.1 Obtencao da base de estados

Como ja mencionado, neste trabalho estamos interessados em desenvolver uma teoria de
muitos COrpos para quons restritos ao subespago anti-simétrico, dando continuidade ao trabalho
desenvolvido na Ref. [6], onde foi construida uma teoria de muitos corpos para quons restritos
ao subespago simétrico. Como pré-requisito para o desenvolvimento da nossa teoria, devemos
saber como sdo os estados de muitos quons no subespago anti-simétrico. Poderfamos utilizar os
diagramas de Young ou a diagonalizagio da matriz de overlap para a construgio de tais estados.
Porém, o uso destes dois métodos para um nimero grande de particulas torna-se excessivamente
dispendioso. O que procuramos fazer, foi desenvolver uma maneira sistemdtica para construir
uma base de estados para N quons restritos ao subespago anti-simétrico do espago qudnico
total. Como exemplo, construiremos inicialmente os estados totalmente anti-simétricos com
representagdo no espago de Fock para N = 2 ¢ N = 3 quons. Novamente, devido ao fato
de ndo haver nenhum tipo de relagdo de comutagdo entre dois operadores de criagdo devemos
levar em conta todas as combinagdes possiveis dos rotulos das particulas. Assim, um estado
anti-simétrico de 2 quons pode ser escrito como

12; A)g = Na(alah — alal)|0), @.1)

onde N, é a norma deste estado, o nimero 2 do lado esquerdo da equagdo ¢ o mimero de quons

¢ A representa que o estado é totalmente anti-simétrico. Encontramos N> usando a condigdo de

18
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normalizagdo
o(2 Al2; A)g = [Na[*(0|(a2a1 — ar05)(alal — alal)|0) = 1. 22)

Usando a Egs.(1.1) e (1.3), chegamos ao seguinte resultado

1

A = e, (2.3)
V2(1—g)
Portanto, .
2 A)y = ———(al } — alal)|0). 2.4)
12; A)g 20 _q)( 185 — asay)|0) (
Seguindo o mesmo procedimento para 3 quons, fagamos
13; A), = Na(alafa] — alala} — alala} + alalal + afala} - ajala))i0). 2.5
Normalizando este estado, obtemos
1
5:A)y = oo ar—gyteiolah ool — aola] + el + oale} — clela) 0
(2.6)

Os estados em (2.4) ¢ (2.6) conferem com os estados obtidos através dos diagramas de
Young ou diagonalizando a matriz de overlap, dados nas Eqgs.(1.17) e (1.21).

Extendendo o procedimento anterior para a construgio de um estado genérico anti-simétrico
de N quons, definimos o operador de anti-simetriza¢do* como sendo

Ay = Y e Pos 2.7)
[

onde a soma é feita sobre todas as N'! permutagdes dos primeiros N termos, P, ¢ uma permutagdo

qualquer e &, ¢ definido da seguinte maneira:

+1, se P, ¢ uma permutagdo par,
Ea = (2.8)

—1, se P, é uma permutagdo impar.

*Na Ref. [19] o operador de anti-simetrizac¢go € definido como An = Klﬁ Y o EaPa.
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Entdo, um estado anti-simétrico para /N quons, ndo normalizado, pode ser escrito como
Anx(alalal...al))|0). (2.9)

Para encontrarmos a norma deste estado precisamos saber como € a atuagdo de um operador
de aniquilagdo no mesmo. Para isto, basta notar que o operador de anti-simetrizagdo de NV
particulas pode ser expandido como uma soma de operadores de anti-simetrizagdo de N — 1
particulas, como segue abaixo:
ar Ay (alalal ... al,)[0) = ai[An_,(alaldl ... al,)|0) — Ax_,(alalal ... al,)|0)+
+Ay_1(atalal ... al)|0) + - + (=)V " An_i(alal . . . alyal)|0)], (2.10)

onde o simbolo”(chapéu) indica que o operador ndo € permutado. Usando as Eqgs.(1.1) e (1.3),

obtemos:
a1 An(alalal .. .a})|0) = Av (a£a3 .a})[0) — gAn_1(alal...a})(0)+
+@ An i ( a2a3 aN)lO) v (=g} IAN—I(%%---“NNO)
- (1 ~qg+4° +~--+(-q)N 1) ./iN_l(a;a;...a;,HO)
- ( 1_—1(5311 )AN_I(a;a;...a},)m). (2.11)
Chamaremos 1 )N
—{—q
N} =_—__\ %/ 2.12
WY=—" (2.12)

de anti-caixote do nimero N. O nome foi dado em analogia ao caixote de N, [N]| = -

l—q°’
comumente utilizado nas dlgebras deformadas [12]. A defini¢do caixote também foi usada na
descrigdo das propriedades ligadas ao subespago simétrico qudnico [6, 21], sendo que esta muda

para o anti-caixote de N trocando-se q por —q. Portanto,

aAn(alal...al...al)|0) = (=) {N}An-1(ala)...al_jal,,...a})0).  (@13)

A fase que aparece no lado direito da equagdo acima surge do nimero de permutagdes do
operador a; até encontrar o seu adjunto, considerando a ordem ndo permutada dos operadores.
A norma de um estado de N quons totalmente anti-simétrico, representado por | N; A),, € obtida
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fazendo-se
o« N; AIN; Ay =1 = [Nx[?(0|(an - - -ap0,) Al Ax(alal . .. al)|0). (2.19)
Juntamente com as propriedades do operador de anti-simetrizagdo,
Al = Ay e A% = AyN!, (2.15)
obtemos
INv|2N!(Olay - - -azar An(alad . .. al)|0) = 1. (2.16)

Utilizando a Eq.(2.13) sucessivamente e a condi¢do (0|0) = 1, encontramos a norma do estado

Wyl = S 2.17)
" VINENY .
onde {N}! = {N}{N — 1}{N —2}---{1}{0}!, tal que {0}! = 1.
Logo, o estado |N; A), serd dado por

[N A)g = —m——-An(ala} ...a})0). @18

JINTINV!

Podemos verificar que os resultados (2.4) e (2.6) sdo casos particulares do resultado geral dado

acima. Assim, a atuag¢do do operador de aniquila¢@o no estado anti-simétrico de N quons nor-

malizado €
alN;A)y, = - (NpAyGaldd ol yal, - al)(0)
i|4Vy g \/{T}'—]\ﬁ i—1%i+
(=) '{N} dorz t+ ot t - 5
JININ \/{N_l}!(N_l)!(alaz...a‘-~1a,-+1...aN)\O) . (2.19)
Ou seja,

alN; ) = (O Y 1 ), (220
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2.2 Propriedades dos estados anti-simétricos

2.2.1 Ortonormalidade

Dados dois estados de N quons restritos ao subespago anti-simétrico, |N;.A), e [N'; A),,
queremos mostrar que estes dois estados sdo ortonormais. Entdo, escrevemos:

N AN A)g = O] (an - ..ay ...ap) AL Ax (a{ ...al... aL) 0).  (2.21)

1
{(NTIN

Usando que .AIV,AN = N!Ay, pois os indices ’(linha) servem apenas para enfatizar que os
operadores aL ndo sdo necessariamente 0s mesmos operadores al, mas ambos estados t€m o

mesmo nimero de particulas, N. Portanto,

e

G(N,;AIN; A)Q = {N}'

| (ans . ..ap...av) Ay (aJ{ ...al.. .a},) |0). (2.22)
Fazendo uso da Eq.(2.13) sucessivamente, demonstramos a relagdo de ortonormalidade,

q(N,;AlN; A>q = 51115-212. ..(5,'!,‘. --‘SN'N- (223)

2.2.2 Atuacio sucessiva de operadores de quons no subespaco anti-simétrico

Demonstraremos uma propriedade muito importante para o cdlculo de elementos de ma-
triz de operadores de mais de um corpo, que estd relacionada com a ordem de atuagdo dos
operadores de aniquilagio e criagdo em um estado dado pela Eq.(2.18). Utilizemos a seguinte
notagao

NG e = 11,2, e B By s 5 NG A g (2.24)

onde cada fndice representa um operador de criagdo na ordem dada. Atuando com os operadores
a;a; em (2.24), obtemos:

a,-a,-ll,2,...,i,...,j,...,N;.A)q
N}

=(-—)j—1 —Jv—-aill,Q,...,i,...,j—1,j+1...,N;A)q

{NHN -1}

= (=" NN —1)

11,2,...,i—=1,i+1,...,5—1,j+1,...,N;.A),. (225
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Trocando a ordem de atuagdo dos operadores para a;a;, chegamos a seguinte relagdo

a;a|1,2,...,%,...,3,...,N; A)q

=(—)'—1 '{T}ajllazw"’i_17i+17"'1j"'7N;A)q

[NV -1
= (=) WVHN =1} o i 41, im1,j+1,..., N; A)2.26)

NN —1)
Entdo, mostramos que

aia]-|N; A)q = —aja,-|N; .A)q (227)
O seu dual é

o«(N; Alalal = —¢(N; Alalal. (2.28)

O resultado acima equivale a dizer que, dentro do subespago anti-simétrico, dois operadores de
aniquilagdo (criag@o) de quons anti-comutam.

2.3 Operadores de um e dois corpos

Nesta se¢do fazemos o célculo de elementos de matriz de operadores de um e dois corpos,
cuja finalidade serd a aplicagdo nas préximas seg¢des.

Definimos o operador de um corpo [8] como
N
T=3 Tialos. (2.29)
v/

Calculando o valor esperado de T na base de estados pertencentes ao subespago anti-simétrico
de N quons, obtemos:

N
«; A|T|N'; A)g = Z Tovo(N; Ala}ay|N'; A),. (2.30)
v
Usando a Eq.(2.20) e a relagdo de ortonormalidade (2.23), a equag¢do acima se reduz a

N
Q(N; AITIN', -A)q = Z Tvv"{:—jj\\},-—}(_)y+yl6vu’- (231)
1774
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Definimos o operador de dois corpos como sendo
/= Z Vi aLaI,a,,:a,,/. (2.32)
pvp'v!
Fagamos o procedimento andlogo ao feito com o termo de um corpo. Assim,
«N; AVIN'; A)g = Z Viwwo(N; Alalalaya,|N'; A),. (2.33)
pop'v!

Aplicando a Eq.(2.20) duas vezes e usando a relagdo de ortonormalidade, obtemos o resultado:

lI<N 'A‘VIN' ‘A)q Z VI»WI“' {_N}(_{']V_l)l(—)“+“l(_)y+l/5uu’5uv’) (2.34)

pvp' v

onde a soma em u ¢ em v € feita em um indice até N e a outra at€ NV — 1.

A diferenga principal entre os valores esperados dos operadores de um ¢ dois corpos para

quons dentro do subespago anti-simétrico em relagdo aos férmions, € que aparecem os fatores

%}- e i%}(—Nw_‘T)ll para quons. Analisando tais fatores através da Eq.(2.12), percebemos que estes

sdo sempre menores que 1 e serdo iguais a 1 para ¢ = —1, ou seja, o caso fermidnico.

2.4 A algebra su(2) para quons no subespaco anti-simétrico

No final da se¢do (1.1) foi mencionado que ¢ possivel construir a partir da dlgebra de quons,
operadores de momento angular que satisfazem a dlgebra su(2). Tais operadores possuem
no entanto uma forma funcional complicada, escrita em termos de operadores de criagdo e
aniquilagfio de quons. Por outro lado, na Ref. [21], foi mostrado que ¢ possivel, restrito ao
subespago simétrico, definir operadores de momento angular seguindo a conhecida prescrigdo
de Schwinger. Mostraremos a seguir que 0 mesmo € vélido dentro do subespago anti-simétrico.
Definimos entdo os seguintes operadores de quasi-spin:

n

Ko = = Z(cimcﬂn - ct_mc_m); K.,. = chmc_m e K_= Z cT_mc+m. (2.35)
=1

m=1 m=1
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A motivagdo para definirmos os operadores desta maneira € que estes serdo utilizados posteri-
ormente no modelo de Lipkin.

Os estados que servirdo como base para os nossos cédlculos sdo estados do tipo descrito na
Eq.(2.18), que podem ser escritos como

Al e e A (c{ ... .ct,) 0y, (2.36)

V{n}n!

onde as n particulas estdo distribuidas em dois niveis, + € -.

Para demonstrar a seguinte relagdo, 4(n, A|[K, K_]|n/; A)q = ¢(n, A[2Kj|n'; A),, fagamos:

n; A|[K4, K_||n'; A)q = o{n, A|[K,K_|n; A)g —4 (n, A|K_K|n); A),

= 4{n; Al Z cg_m,c_mrc[mc+m|n';A)q —q (n; Al Z e Com CmCom|n'; A

m,m'=1 m,m'=1
Usando a Eq.(1.1), obtemos

o AlK L, K_)In'; A)g = o(n, A] D el neimln’; A+

m=1

+q (q(n; Al Z Cimeth-m'C+m|n';A)q) — o(n; A| Z c‘:mc_mln’; A)g—

m,m’=1 m=1

—q (q(n; Al E ctm,c:_mc_,.m:c_mm'; A),,).

m,m’/=1

Os elementos de matriz que estdo multiplicados por g se cancelardo, devido as propriedades
dadas pelas Eqs.(2.27) e (2.28). Portanto,

o Al[Ky, K JIn"; A)g = ¢(n; A Z cl\an+m - ct_mc_m(n’;.A)q
m=1

= (n; Al2K,|n’; A),. (237

A préxima relagdo, o(n; A|[Ko, K4]|n'; A)g = o(n; A| K |n'; A),, pode ser demonstrada da
seguinte forma

o(n; Al[Ko, Ki]|n'; A)g = o(n; A|KoK |0 A)q — o(n; A|K L Ko|n'; A),. (2.38)




CAPITULO 2. O SUBESPACO TOTALMENTE ANTI-SIMETRICO 26

Continuando,
1 n
o(n; A|[ Ko, K ]|n'; A)g = 5 Z [o(m; Alclm’c+m’cimc—mln’;A)q—
m,m'=1
—o(n; Alc!eomichme_m|n’s A)q — o(n; Alct e m chmCim|n; A) g+
+o(n; Aleh e mct meomln'; A)l. (2.39)

Utilizando a Eq.(1.1), obtemos:

4 1 " (4
o7 Al[Ko, K.]n'; A)g = 5[2 Z o{m; Alclmc—mm ;A)q+

m=1

n
+q Z (g(n; Aleh chmCamsC—m|n'; A)g — o{m; Alct el et e mln'; A)g —

m,m/=1

—o(n; Alch e me—mcim|n’; A)g + o(n; Aleh et me_me_mn'; A))). (2.40)

Os operadores de dois corpos se cancelardo novamente. Portanto,

ol Al[Ko, Killn's A)g = o(ni A D chmemin'; A)g
m=1

= o(n; A|K |n; A)g. (2.41)

Finalmente, resta-nos mostrar a relagio, 4(n; A|[Ko, K_]|n'; A)q =, (n; A| — K_|n"; A),,
a qual pode ser facilmente mostrada tomando-se o hermiteano conjugado da Eq.(2.41).

Como resultado geral, mostramos que os operadores de quasi-spin acima descritos satisfa-
zem a dlgebra su(2) no subespago anti-simétrico, ou seja,

o(n, A|[K+, K_]|n'; A)q = ¢(n, A|2K,y|n'; A), 2.42)

o{n; A|[Ko, Ki]|n'; A)g = o(n; A| £ K4 |n'; A),. (2.43)




Capitulo 3

Solucao de Hartree-Fock para quons no

modelo de Lipkin

Com o intuito de estudar os nicleos atdmicos a partir de seus constituintes, os nicleons, sur-
giram as teorias microscépicas em fisica nuclear. A ndo existéncia de uma teoria que descreva
exatamente o problema de muitos corpos € suprida em parte pelas teorias de campo médio. Usa-
remos o método de Hartree-Fock, que € uma teoria de campo médio, para encontrar a energia
do estado fundamental do nosso sistema de estudo, o modelo de Lipkin.

Consideraremos o modelo de Lipkin como sendo formado por quons ¢ ndo mais férmions.
O fato de considerarmos os quons como as particulas que constituem este sistema introduz um
novo grau de liberdade, o pardmetro q. Estamos interessados em saber quais as modificagoes
que surgirdo na solugdo de Hartree-Fock com a introdugdo deste pardmetro.

3.1 O método de Hartree-Fock

No campo da teoria atdmica, Douglas Hartree e alguns colaboradores propuseram em 1928
uma teoria que simulasse efetivamente o potencial sentido por um elétron devido ao nicleo e a
todos os outros elétrons de um dtomo. Nesta teoria supunha-se uma base de estados de particula
independente que obedecia o principio de exclusdo de Pauli na forma fraca. Esta base de estados
era auto-estado do hamiltoniano de um corpo, 0 qual continha o potencial efetivo do sistema.
Este potencial dependia da densidade de carga eletrdnica, que por sua vez dependia das fungdes
de onda dos elétrons. Portanto, constituia um método auto-consistente.

27




CAPITULO 3. SOLUCAO DE HARTREE-FOCK PARA QUONS NO MODELO DE LIPKIN28

Mais tarde, Fock considerou como auto-fungdes do hamiltoniano de um corpo, fungdes de
onda que obedeciam o princfpio de exclusdo de Pauli na forma forte, dando origem ao termo de
troca. Este método ficou conhecido como método de Hartree-Fock (HF).

Para deduzirmos as equagdes de HF [20] tentamos encontrar um potencial de um corpo tal
que o hamiltoniano seja dado por,

A
HAF =" h(3), 3.1
=1

onde o seu auto-estado com menor autovalor EFF, é uma aproximagdo ao estado fundamental
exato ¢ A é o nimero de particulas®. Este auto-estado ¢ um determinante de Slater, que pode

ser escrito como

A
|HF) = |®) = [ oll-), 3.2)
i=1

onde al]-—) corresponde ao estado de uma particula (férmion) no estado k. Os auto-estados do
hamiltoniano k(3) sdo tais que,

h(3)|r(i)) = exlon(@)); i = {F si,ti}s (3.3)

onde 7}, 8; € t; indicam posi¢d@o, spin e isospin da i-ésima particula, respectivamente.

Geralmente, trabalhamos com uma base completa e ortogonal de estados de particula inde-
pendente. O estado |¢g) pode ser expandido nesta base,

lox) =D Diklxa), (3.4)
1

sendo que para cada fung@o |;) correspondem operadores de cria¢do e aniquilagdo de férmions,

c;‘ e ¢; € D é uma transformag#o unitéria.

Representaremos o determinante de Slater |®) por sua matriz densidade de particula inde-
pendente,
pw = (®|clc;|®). (3.5)

*Estamos usando a notag¢io onde os indices %, j referem-se a estados de buraco, os indices m, n referem-se a
estados de partfcula e os indices k, ! ndo fazem nenhuma disting#o.
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Da transformagio (3.4), temos

N
P = %: leDl"k’ (Qla;,aqu)) = E DliD;'i' (36)
Y ! =1

Como p € diagonal na base a{, a, com autovalores 0 ou 1, o trago de p € igual ao nimero de
particulas do sistema, obedecendo a propriedade p* = p.

O hamiltoniano de muitos corpos tem a forma:

A 1 _ .
H = Zt(,hCLCz, + Z Z vlllzlshc{l CLCQC{a, (3.7

1,2 l1,l2,03,04

onde U, i, 151, = Vhlalsls — Vlikalals- Para calcular a energia de HF, fagamos
E"T = (9]H|®),
a qual pode ser escrita em termos da densidade de particula independente, ou s¢ja,

1 _
EHF[p] = Ztlllz(é‘c;rlqzl@)'*'z z Uhlzlsh(<D|cyxcltzcl4cls|®>

l,l2 Uy,l2,l3,la

1 _
= Ztlxlzplzll+'2‘ Z Plaly Vlglalals Plals - (38)

1,2 l1,l2 7‘3714

Podemos usar a equagdo acima para fornecer uma expressdo para a energia de HF na base
{|x)} em que p € diagonal, com autovalores O e 1,

A A
1
EHF — E t.~,-+-2- E Vijij- (3.9

Para determinar a base de HF nés devemos minimizar a energia (3.8) para todas as densidades
p com a propriedade p?> = p. Assim, a variagio da Eq.(3.8) é dada por

SE = E[p+dp] — Elp] = ) huwSpws, (3.10)
kk’
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onde a matriz hermiteana h € definida como

OE"F p|
by = ek (3.11)
Da Eq.(3.8) obtemos
h=t+T, (3.12)
onde definimos 0 campo auto-consistente
Crir = Z Tk k1w - (3.13)

w

Devido ao fato de p ser diagonal na base de HF, os termos de particula-particula ¢ buraco-
buraco dos elementos de dp sdo nulos. Como dp;, pode assumir qualquer valor na Eq.(3.10),
da condigdo que 6 F = 0, temos

A
h'mi = tmi - Z’Umjij = 0, (’L S A, m > .4) (314)
Jj=1

Nesta base onde p é diagonal, h ndo mistura estados de buraco e estados de particula, sendo
que esta base fica determinada a menos de transformagdes unitdrias entre os niveis ocupados
ou entre os niveis vazios. Podemos usar este grau de liberdade e exigir que A seja diagonal, ou
seja,

A
hig = tiw + Y Vkiwi = ExOpi- (3.15)

§=1

Considerando a transformag@o (3.4), obtemos as equagdes de HF

A
Z hy Dyy, = Z (tw + Z ZﬁzplepriD;;) Dy, = ex Dy (3.16)
l'

v i=1 p,p

Notemos que a equagdo acima depende dos D’s, que fazem parte da solugdo do problema. Ou
seja, sdo eles que determinam os estados |@g).

Para perceber melhor o surgimento do potencial efetivo, ou seja, a média das interagdes de
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dois corpos, escrevemos a Eq.(3.16) na representagdo de coordenadas espaciaist, como segue,

v? [ dom vt losP =
o)+ [#EAE [P - e o] = e, 610

onde o primeiro termo do colchete define o potencial local de Hartree,

A
Ca(®) = [ aro(r, 7 )l = [ a0, (319

e o segundo termo do colchete define o potencial ndo-local ou potencial de troca,

-
/

Tee (7, 7) = —0(F, 7) }:% (M) (7F) = —v (7, 7)p(F, 7). (3.19)

3.2 O modelo de Lipkin

O modelo proposto em 1964 por H. J. Lipkin, N. Meshkov e A. J. Glick [7], simplesmente
conhecido como modelo de Lipkin, foi criado com a finalidade de testar os métodos aproxima-
tivos em sistemas de muitos corpos. Assim, construiu-se um modelo exatamente solivel, mas
ndo trivial. Este modelo permite comparar as solugdes aproximadas com as solugdes exatas,
para entdo comparar a regido de validade da solugdo para cada método e talvez encontrar quais

as modificagdes que deverido ser feitas para se ter uma ampla regido de validade do mesmo.

O modelo de Lipkin consiste de N férmions distribuidos em dois niveis NV vezes degenera-
dos e separados por uma energia €, como mostra a figura abaixo [20],

&2 e w—— N veZeS

Figura 3.1: Representagdo esquemadtica do modelo de Lipkin.

t Assumimos que o potencial ndo depende do spin ou do isospin
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O hamiltoniano para este sistema €

" £ |4
H=3 D ochcop— ) pIC . T (3.20)
a.p a.p,p'
onde o = —, + representam os niveis abaixo e acima do nivel de Fermi, respectivamente, que

estdo separados por uma energia €. Os indices p e p’ descrevem o estado de uma particula
no nivel o e o potencial de interagdo entre as particulas é dado por V, sendo que cL e ey
representam operadores de criagdo e aniquilagdo de férmions, respectivamente [20].

Definindo os operadores Ko, K_e K+ da mesma maneira que em (2.35), o hamiltoniano,

Eq.(3.20), pode ser escrito como:
y 2 V = 2 -2
’H:sKo--é—(K++K_). (3.21)

E possivel verificar que estes operadores satisfazem as relagdes de comutagio da dlgebra
su(2). Lembremos que agora estamos tratando de férmions.

Como autoestado do hamiltoniano admitimos um determinante de Slater da forma mais
geral possivel, o qual € caracterizado pelo nimero complexo z [20],

|®) = Nezp(zK,)|®0), (322)
com
N
180) = [ ] c"l0), (3.23)
m=1

onde N € a norma do estado e |0) representa o vicuo.

Através da transformagdo unitdria,

agm = D—OCT-m + D+Oc‘-t+-m

a.{m = D—lctm + D+1cTi—m3 (324)

onde os D’s sdo pardmetros variacionais € 0 e 1 indicam os novos niveis abaixo e acima do nivel
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de Fermi, respectivamente, podemos escrever o estado (3.22) como [20],

N
@) = [ ] abml0)- (3.25)

m=1

Reescrevendo o hamiltoniano em termos dos novos operadores e minimizando a expressdo,
(®|H|®) juntamente com a condigdo de normalizagdo para os estados de particula indepen-
dente, com respeito a D* ; e D%, obtemos as equagdes de HF na forma matricial para o modelo
de Lipkin,

5 —@ D_q eo | D-o

- , (3.26)
-@* 3 Do ® \ Dio
onde
Q = xD4o D2, 3.27)
¢ V(N -1
X = ———El—) (3.28)

O parimetro x é chamado de pardmetro de interagdo e QQ de potencial de deformagao. Resol-
vendo a Eq.(3.26), encontramos a energia de particula independente,

1
€om = :i:s\/z +1Ql2. (3.29)

Fazendo a mudancga de varidveis,

D_g = cosq,

D,y = sinaexp (—ip), (3.30)

a energia do estado fundamental assume a forma
ERF = ? [cos(2a) - %sin2 (2a) cos (2cp)] : (3.31)
Minimizando a energia com relagio aos pardmetros a e ¢, EFF serd um minimo para y < 1

quando

a=agr =0 para Vo. (3.32)
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Resultando em -
—€
T = : (3.33)
2
Esta solugdo é chamada de solugdo esférica. Para x > 1, a solugdo €
1
cos (2agr) = = para ¢ = pgr =0. (3.39)
Resultando em N 1
—€
EHF = —— (x - —) : (3.35)
4 X
Esta solugdo é chamada de solugdo deformada.
Para o valor, o
-1
Xe = =1 - ) _ 1, (3.36)

chamado de valor crttico, a solugdo em o = 0 e ¢ = 0 torna-se instdvel. Isto caracteriza uma
transi¢do de fase entre as solugdes esférica e deformada. Na Fig.(3.2) mostramos a energia do
estado fundamental para ¥ S 1 no plano ¢ = 0 com /N = 10. A solugdo exata ndo exibe esta
transi¢do de fase. Notemos que a solu¢@o deformada exibe uma degenerescéncia na energia do
estado fundamental.

3.3 O modelo de Lipkin para quons

O fato de o modelo de Lipkin ser relativamente simples foi 0 que nos motivou a usd-lo como
sistema de estudo para aplicar a teoria de muitos corpos para quons restritos ao subespago anti-
simétrico. A modificagdo que faremos neste modelo € simplesmente considerar as particulas
constituintes deste como sendo quons € ndo mais férmions. Nesta parte, queremos saber quais
os efeitos desta modifica¢do na solugdo de HF para a energia do estado fundamental.

Admitiremos como auto-estado do hamiltoniano de HF na base dos a’s um estado do tipo
dado pela Eq.(2.18), ou seja,

|HF; N), = \/{—N—WAN (H ao,,,) |0). (3.37)

Este estado se reduz ao estado da Eq.(3.25) quando ¢ = —1.
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Figura 3.2: E'F como fung¢do de o para x S 1 no plano ¢ = 0 com N = 10.

3.3.1 Energia do estado fundamental

Para calcularmos o valor esperado do hamiltoniano precisamos calcular o valor esperado
dos operadores Ko, K2 e K2. Isto pode ser feito escrevendo os ¢’s em fungiio dos a’s através
da transformacdo (3.24), a qual preserva a dlgebra de quons, e atuando no estado (3.37).
Portanto, o valor esperado de K é dado por:

N
i 1
(HF;NIEHF;N)y = 5 3 {(1Dsof* = [D—ol)q(HF; Nlalaom| HF; N, +
m=1

+ (1Ds1]* = |D-1){HF; Nlal parm| HF; N)q +
+ (D%oD41— D2gD_1)o{HF; N|afnaim|HF; N)q +
+ (D31Dso— D%, D_o)o(HF; N|alaom|HF; N)g}.  (3.38)

Utilizando o fato que a;,|HF; N), = 0 e aplicando o resultado geral dado pela Eq.(2.31),

obtemos:

A N
(HF; N Ko HF;N)y = (D o~ D). (3:39)




CAPITULO 3. SOLUCAO DE HARTREE-FOCK PARA QUONS NO MODELO DE LIPKIN36

Para calcular o valor esperado do operador K’i seguimos 0 mesmo procedimento feito
acima, resultando em

N
q Z {o(HF; N|(Dqab + D310l ,) (Dlgal + Dal,y) X

m,m’'=1

X (D-oaom + D_1a1m)(D-080m' + D-101m)|HF; N)}

HF;N|K2|HF;N),

Il

= q Z D%y’ D_o2(HF; N|a},0} s Gomoms |[HF; N)q.  (3.40)

m,m’'=1

Aplicando as propriedades dadas por (2.27) ou (2.28) e (2.34), obtemos
H{HF;N|K2|HF;N)y = —qD%*D_o*{ N}{N —1}. (3.41)
Como (K, )t = K_, podemos encontrar o valor esperado de K? da seguinte maneira,
HF;N|K2|HF;N), = ((HF; N|K%|HF;N); = —qD.*D**{ N}{N —1}. (342

Portanto, o valor esperado do hamiltoniano €

- e{N Vv
AEF; NAHF;N)y = (Do~ |D_of?) + 2 (N}(N - 1}(D34?D_s? + Dss? D%,

(3.43)
Para obtermos as equagdes de HF fagamos
)
5o \(HE N|H|HF;N)q - Ze0m<0|a0ma0m|0> (3.44)
m=1
onde e}, ¢ a energia de particula independente.
Avaliamos o tltimo termo da Eq.(3.44) usando a transformagio (3.24),
N n
3 (0laomalm|0) = D~ (O0/(D2ge-m + DioCim)(D-oct s + Diack ) [0). (3.45)
m=1 m=1

O elemento de matriz acima resulta em:

N
> (0laoma}m|0) = N(|ID-of* + | D1o[?). (3.46)
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Substituindo (3.46) em (3.44), encontramos

e{N V * .
Y (1D,o = Do) + LNV - 1}(D34?D-s? + Di®Dty) -
JD,,O 2 2
— eoN(|D_o|*> + |D4o?)} = 0. (3.47)
Logo, as equagdes de HF sdo
D " eo N
2+° {N —1}D%,D?, = -V ——D,o, (3.48)
D_, e N
i SOW LA SR, 3 S I B
2 41 { }DZoD%g = 2y - (3.49)

Em analogia ao caso fermidnico, chamaremos
—qV
Xg = —Z {N -1}, (3.50)

de g-pardmetro de interagdo €
Qq = XqD+0D:0, (35 1)

de g-potencial de deformagdo. Assim, as equagdes de HF podem ser escritas na forma matricial

da seguinte maneira:

= -Q D_, N D
2 ! = ‘;_"m ° (3.52)
-Q; 3 D,y Dy,
Resolvendo a equagdo acima, encontramos a energia de particula independente
{v} /1

Fazendo a mudanga de varidveis, ver Eq.(3.30), a energia do estado fundamental do sistema

pode ser escrita como

EFF = 1{2N—} [cos(za) + X4 gin? (2q) cos (2<p)] (3.54)

Para minimizar a energia E[’" em relagdo aos seus pardmetros, efetuamos as derivadas primei-
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ras da equagdo acima em relagdo aos mesmos,

OEF

30— g{N}sin (2a) [1 — x4 cos (2a) cos (2¢)] =0 (3.55)

BE;IF _ e{N}xq
dp 2

A solugio o = 0 sempre satisfard as equagdes acima, mas analisemos 0s casos em que x, 2 1.

sin? (2) sin (2¢) = 0. (3.56)

Para 0 < x, < 1 temos somente uma solugdot:

a=0 para VYo (3.57

Para x, > 1 temos duas solugdes:

a=0 para Vo,

1 = xqcos (2a) para ¢ =0.

Devemos verificar se os pontos de extremos encontrados acima sdo pontos de minimo. Para

isto, analisemos a derivada segunda da energia.

A derivada segunda em relacdo a a €,

PEFF 5
T 2e{N} [cos (2cr) — Xq(2c0s” (22) — 1) cos (2¢)] , (3.59)

e a derivada segunda em relagdo a @ €,

PEAF

50 = e{N}x,sin? (2a)cos(2¢p). (3.60)

Para x, < 1 tal que o = 0 a solug@o € um minimo para V.

Para x, > 1 tal que o = 0 e ¢ = 0, podemos ver pela Eq.(3.59) que esta solugdo ¢ um
méximo. Ainda, para x, > 1 tal que cos (2a) = qu e ¢ = 0, a solugdo ¢ um minimo.

tExcluimos aqui a possibilidade de g ser positivo, uma vez que estamos interessados nos valores de g proximos
de —1.
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Portanto, as solu¢gdes que minimizam a energia do sistema sdo:

Xq <1, agr = (0 para v,
! 4 (3.61)

Xq > 1, cos (2agr) = 5(1: para @gr = 0.
Na Fig.(3.3) mostramos o comportamento das solu¢des de HF com valores de ¢ = —0,99 ¢
g = —1 para N = 10 particulas. Com a introdug¢io da deformagdo, os valores de x = 0,54 ¢
x = 1, 8 sdo mapeados no valores de x, = 0,51 € x4 = 1,7, respectivamente.

Figura 3.3: Grifico de EI'F em fungdo de o no plano ¢ = 0 para x; 2 1. As curvas sio
descritas para os valores de ¢ = —1 (linha cheia) e ¢ = —0, 99 (linha pontilhada) com N = 10.

3.3.2 Anadlise das solucoes

As solugdes em que X, S 1, como mostrado na Fig.(3.3), se comportam como nos casos em
que x S 1. Por este motivo manteremos as nomenclaturas relacionadas as solugdes esféricas e

deformadas.
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A primeira solugdo, para x4 < 1, € dada por

e{N
Elf =— N}, Xq < 1. (3.62)

2 )
A diferenga desta solugdo para o caso fermidnico estd na substitui¢do de { N} por N. Como
{N} < N, asolugio no caso quonico serd sempre menor ou igual em médulo ao caso fermidnico,
a qual ¢ obtida no limite de ¢ — —1. Vemos que o efeito da deformagdo da dlgebra € tornar as
particulas menos ligadas. Podemos notar isto escrevendo a Eq.(3.62) da seguinte maneira

eN [({N}
B =——- (T) : X<l (3.63)

Ou seja, temos a solucdo do caso fermidnico multiplicada por um fator menor que 1, L%l

A energia de particula independente neste caso €
N
e = eo{—Nl; Xy < 1y (3.64)

onde ¢y = =+ € a energia de particula independente para férmions, com x < 1. Portanto, a
energia de cada quasi-férmion tem seu valor absoluto diminuido quando comparado com o caso
fermidnico.

E importante notar que a energia de particula independente el depende do nimero de
particulas do sistema, mesmo que esta solugdo ndo tenha nenhuma depend@ncia explicita no
potencial de interagdo V. Isto mostra que existe um outro tipo de correlagdo além daquela dada
por V, a correlagdo introduzida pelo parimetro ¢, o qual serd, em nosso caso, tratado como um

parametro livre da teoria.
A segunda solugdo, para x, > 1, € dada por

e{N 1
E;IF - _{_4.}. (xq -+ —)Z-) x Xq > 1. (3.65)
q

A andlise desta solu¢do torna-se razoavelmente mais complicada que o primeiro caso. Isto
se deve 2 dependéncia no potencial de interagdo entre as particulas, V/, nesta solugdo. Agora ndo
podemos mais escrever a Eq.(3.65) como o produto do mimero de quasi-férmions do sistema




CAPITULO 3. SOLUCAO DE HARTREE-FOCK PARA QUONS NO MODELO DE LIPKIN41
vezes a energia de cada particula, a qual € dada por

e {N}

ey = ig—ﬁ—lqu; Xq > L. (3.66)

A relagdo entre a Eq.(3.65) e a Eq.(3.66) ¢ mais complicada. O que podemos manter ¢
a interpretagdo fisica do pardmetro q. Para perceber isto melhor reescrevemos a Eq.(3.66) da
seguinte maneira

{N}{N -1} )
g — .
eO - eo [ q N (N _ 1) ) xq > 17 (3.67)
onde V(N -1
e = i—(s—"—)-, (3.68)

¢ a energia de particula independente no caso fermidnico. Ou seja, a energia de cada particula
diminuiu em médulo. Comparando (3.64) com (3.67), vemos que o efeito de deformagio da
dlgebra também é enfraquecer o potencial de interagdo entre as particulas. Percebemos isto
melhor comparando as Fig.(3.3) e (3.4).

1,70.29

x =0,96 x=0,54
o / e

84—

45

Figura 3.4: Grifico de EfF em fungdo de o no plano ¢ = 0 para x; 2 1. As curvas sio
descritas para os valores de ¢ = —1 (linha cheia) e ¢ = —0, 87 (linha pontithada) com /V = 10.
A relagdo entre x € x4 ¢ dada pelas Eqs.(3.28) € (3.50).
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Na Fig.(3.3) notamos o aumento da energia do estado fundamental das duas solugdes para os
quasi-férmions. Mas ¢ importante notar que na solugdo para x, > 1 houve um maior aumento
no valor da energia nos pontos de minimo se comparado com o aumento sofrido no valor da
energia no ponto de minimo para x, < 1. Isto se deve ao enfraquecimento do efeito do potencial
V.

Na Fig.(3.5) mostramos a dependéncia no niimero de particulas do sistema no valor da ener-
gia do estado fundamental obtida pelo método de HF. Com o aumento do nimero de particulas
estas ficam mais fortemente correlacionadas e o efeito do parimetro ¢ torna-se mais significa-
tivo, provocando um maior aumento da energia do estado fundamental. Isto ¢ bem acentuado

na solugdo em que x4 > 1.

Figura 3.5: Gréfico de E;IF em fungio de a no plano ¢ = 0 para x, 2 1. As curvas sio
descritas para os valores de ¢ = —1 (linha cheia) e ¢ = —0, 99 (linha pontilhada) com N = 50.
A relagdo entre x e x, ¢ dada pelas Eqs.(3.28) e (3.50).

O g-parimetro de interagdo, x,, estd relacionado com o pardmetro de interagdo, x, através

—g{N -1
Xg =X (_qf{v——1—}") : (3.69)

da relagdo:

Esta relagdo nos mostra que X, serd sempre menor ou igual em médulo a x. A relagdo de
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igualdade entre estes dois pardmetros € controlada pelo pardmetro g, portanto, poderemos es-
tudar como serd modificada a transi¢do de fase no caso qudnico quando comparada ao caso

fermidnico.

Analogamentc ao caso fermidnico, a solugdo cm que

X5 = —VIN-1} (3.70)
€
torna-se instdvel nos pontos @ = 0 ¢ ¢ = 0. Ocorrerd portanto uma transi¢do dc fasc, como
mostrado nas Fig.(3.3) e (3.5). Jd na Fig.(3.4) foi possivel remover a transi¢do de fase. Isto se
obtém variando ¢ de tal forma que este se afaste de —1, o que significa que x, pode assumir
valores menores que 1 mesmo que x > 1, como mostra a Eq.(3.6). Nesta figura representamos
como ¢ modificado o pardmetro de interagdo em fungdo de ¢ para N = 10 particulas, onde
0s pontos sobre a curva descrevem xg. Percebemos que ao afastarmos ¢ de —1, o valor de x.

aumenta.

Solugdo deformada

Solugdo esférica

-1,0 0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,0

Figura 3.6: Gréifico de x. em fungdo de g para N = 10, onde a curva representa y, = 1.




Capitulo 4

Energia de excitacao

O estudo da energia de excitagdo de sistemas de muitos corpos geralmente ¢€ feito atraves
de métodos aproximativos, pois é muito dificil resolver tal problema exatamente. Muitos destes
métodos utilizados em fisica nuclear foram importados da teoria do estado sélido. Os métodos
nos quais estamos interessados sdo: Tamm-Dancoff (T-D) ¢ RPA (Random Phase Approxiam-

tion).

A diferencga entre estes dois métodos estd na consideragdo do estado fundamental. Na
aproximagdo de T-D o estado fundamental do sistema € aproximado pelo estado de HF, ou
seja, um estado de particula independente. J4 na aproximagdo de RPA, o estado fundamental
leva em conta misturas de particula-buraco. Assim, os estados excitados ndo sdo mais criados
somente através da atuagio de operadores do tipo af,a;, como no método de T-D, mas também
admite a atuagdo de operadores do tipo a:-ram no estado fundamental do sistema* [27].

Neste capitulo desenvolveremos versdes deformadas dos dois métodos acima citados, os

quais serdo chamados de método de Tamm-Dancoff deformado (T-Dq) € RPA deformado (RPAq).

A construgdo destas versdes € feita considerando as particulas do sistema como sendo quons
com a dinimica restrita ao subespago anti-simétrico. Consideraremos pequenos desvios da

dlgebra fermidnica, ou seja, trabalharemos com valores de g proximos de —1.

Como aplicagdo utilizaremos os métodos de T-Dq e RPAq para encontrar a energia de
excitagdo no modelo de Lipkin. Devido ao fato de o0 modelo de Lipkin ser exatamente solivel,
através da comparagdo com o resultado obtido pelo método RPAq, poderemos tentar obter uma
conexdo entre o pardmetro de deformagdo g e a interagdo V entre as particulas do sistema.

*Manteremos a notagdo utilizada na segio 3.1
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4.1 O método de RPA

O desenvolvimento da teoria de RPA comegou com Bohm e Pines em 1953 [22] através
da teoria para oscilagdes de um plasma de gés de elétrons. A primeira aplicagdo do método de
RPA em fisica nuclear foi feita por Ferrell (1957) [23], no campo da Teoria de Hartree-Fock
Dependente do Tempo para as vibragdes de monopolo do O'®. Virios outros autores também
contribuiram para o desenvolvimento do método de RPA com aplicagdo em fisica nuclear [24,
25, 26}

Uma maneira de deduzirmos as equagdes de RPA [8] consiste em supor a existéncia de
um operador, Q?, tal que quando este atuar no estado fundamental, |G), leva-lo-d a um estado
excitado |v). Sendo |G) e |v) solugdes da equagdo de Schroedinger estaciondria, temos

H|G) = Eg|G), 4.1)
Hlv) = Ev), (4.2)
onde
QLG) = [v), (4.3)
com a seguinte condi¢do
Q.|G) =0. (4.4)

Atuando com o operador Q,T, na Eq.(4.1) e subtraindo da Eq.(4.2) chegamos i seguinte equagio:
[, QLIIG) = (B, — Ec)Q}|G). (4.5)
Efetuando uma variag@o no estado |v), tal que
8lv) = 6Qt|G), (4.6)
e multiplicando a Eq.(4.5) por (|4, obtemos:

(G[6Qu, [H, QL)I|G) = hw, (G|[6Q., Q) |G), 4.7)
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A aproximagdo de RPA consiste em definirmos o estado fundamental como,
|G) ~ | 2P ), 4.8)

tal que,
Q=" (Xhiahai - Yialan) . (4.9)

i,m

Substituindo (4.8) ¢ (4.9) em (4.7) e efetuando as variagdes em relagdo a X ¢ Y, obtemos:

(RPH [alam, [H, Q)| RP ) = hw,(RPH |[alam, Q1| RP ), (4.10)
(R P \[al0i, (7, QY| R P o) = ho(RP H |[a}04, QL) | R P ). (4.11)

A préxima aproximagdo, também conhecida como aproximacgdo de quasi-béson [27], nos
permite escrever,

(R P |alam, ala;||RPA) ~ 6;i0mn
= (HF|alam,ala;]|HF), (4.12)
ou seja, admitimos que o nimero de particulas acima do nivel de Fermi e o niimero de buracos

no estado fundamental de RPA s@o pequenos. Isto equivale a substituir o estado de RPA pelo
estado de Hartree-Fock em (4.10) e (4.11), obtendo as equagdes de RPA:

3 {5 lolom, [, alaslIl L F) = Yo HF ol (7, alenl] HF)

= fw, X",
4.13)
2{ X2 HF|(alam, [, alan\ HF)" + Y3 (HF |[afam, (R, c}a]] HF)'} = —hw, Y.
4.14)

Chamando de
Amini = (HF|[alam, [H, a}a;]]|HF) (4.15)

Brmini = —(HF|[alam, [H, a an]]lHF), (4.16)
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podemos escrever as equagdes (4.13) e (4.14) da seguinte maneira

2 (X2 Aminj + Yo;Bming) = huwn X 4.17)
Z (X::JB:M nj + Yv Arm n]) . MVY:“‘- (418)
n,j

Ou na forma matricial, como segue,

A B X" 1 0 X
= hw, . (4.19)
B* A* ¥* 0 -1 Yyv

4.1.1 Aplicando RPA no modelo de Lipkin

Como aplicagdo da teoria de RPA encontraremos a energia de excitagdo no modelo de
Lipkin. Neste modelo esquemdtico temos somente dois niveis, portanto os operadores Ql ¢
6@,, assumem a forma:

I
>
>
|
b.<
P

Q”r

(4.20)
0xQ = K_, (4.21)
v-Q = —K,. (4.22)

Utilizando a aproximagdo de quasi-bdson, Eq.(4.12), as equ¢des de RPA assumem a forma:

(HF|[K_,[H,XK, - YK_]||HF) = hw(HF|[K_,XK, - YK_]|HF), (4.23)
(HF|[K,,[H,XK, - YK_|||HF) = w(HF|K,, XK, - YK_||HF),  (4.29)

onde H é dado pela Eq.(3.21). Usando o fato de que os operadores f(o, K + € K _ satisfazem as
relagdes de comutagdo da dlgebra su(2) e calculando o valor esperado de combinagdes destes
operadores na base de HF, chegamos ao sistema de equagdes abaixo

Xe—-YV(N -1) = hwX, (4.25)
XV(N —1) —€Y = fwY. (4.26)
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Resolvendo o sistema de equagdes acima, encontramos a freqiiénca de RPA,

ﬁprA =€/ 1-— xz, (427)

onde x é o pardmetro de interagdo definido na Eq.(3.28).

4.2 O método de Tamm-Dancoff

Para deduzirmos as equagGes de T-D faremos um processo semelhante ao utilizado para
obter as equagdes de RPA. Como dito anteriormente, o estado fundamental no método de T-D ¢
aproximado por um estado de HF. Isto nos diz que o segundo termo da Eq.(4.9) ndo contribuird,
ou seja, Y,». = 0. Assim, as equagdes de T-D sdo:

Z v AHF|(a}am, [H,ala;]||HF) = hw, X%;. (4.28)

4.2.1 Aplicando Tamm-Dancoff no modelo de Lipkin

Para obtermos a energia de excitagdo no modelo de Lipkin via método de T-D, basta fazer
Y = 0 na Eq.(4.25), que nos fornece o seguinte resultado

hwrp = €. (4.29)

A solugdo obtida por este método estd de acordo com o esperado, pois considera o estado
fundamental do sistema como sendo formado por V estados degenerados de particula indepen-
dente com energia —&/2 e tem como tnica possibilidade excitar uma particula para um estado
com energia £/2, gerando uma diferenga de energia hw = €.

O estado de T-D, representado por |T'D), no modelo de Lipkin é dado por

|TD) = XK, |HF), (4.30)

ou ainda,

|TD) = XZ _ym-t (c+m .c*_(m_l)cf_(m“)...cf_,v) 10). @.31)
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Da condigdo de normalizagdo (T'D|T' D) = 1, obtemos

N
1 "
|TD) = Wi E :(_)m 1 (cﬁ_mc)‘_1 ... c'_r_(m_l)cf_(mﬂ) et ct_N) |0). (4.32)
m=1

4.3 O método de RPA para quons
A dedugio das equagdes de RPAq serd feita de modo andlogo ao caso fermionico. Mas €

importante lembrar que devido ao fato de estarmos nos restringindo ao subespago anti-simétrico

do espago qudnico total, temos que garantir que o estado fundamental e o estado excitado sejam
anti-simétricos perante a permutagio dos rétulos das particulas.

Comegaremos definindo o estado excitado |v),, 0 qual € construido com a atuagdo do ope-
rador coletivo, QL no estado fundamental |G),, como sendo

AnQLIG), = Vg, (4.33)

onde Ay é 0 operador de anti-simetrizag¢do definido em (2.7).
Uma condigdo sobre o adjunto do operador Qf é

AnQ.|G), = 0. (4.34)
Assumimos que |v), € |G),4 sdo solugdes da equagdo de Schroedinger,

H|G)y = Eg|G), (4.35)
Hv)y = E,|v),. (4.36)

Multiplicando a Eq.(4.35) a esquerda pelo operador .AANQL e reescrevendo a Eq.(4.36), temos:

AvQIH|G), = EcANQl|G),, (4.37)
HANQL|G), E,AxQ}|G),. (4.38)

Subtraindo a Eq.(4.37) da Eq.(4.38), chegamos a

[H, ANQ}1|G)q = AwlANQ}|G)q, (4.39)
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onde fw? = E, — Eg.
Uma outra equagdo pode ser deduzida a partir da condigdo (4.34), sendo dada por

[7'27 -"{NQAV]'G)q = —hngNQu|G)q- (4.40)

Efetuando uma variagdo sobre o estado |v),, como em (4.6), e multiplicando a Eq.(4.39) a
esquerda por q(GléQ,,.AT , obtemos:

(GIIQUAL A, ANQLIIG), = ht ((CI6QALANQLIG),) (441
Multipicando a Eq.(4.40) a esquerda por q(G|6QL¢iL e conjugando-a, chegamos a:

(Gl QL AN AN6Q, |G, = Mot (o(CIQLALANGQ.IC),) - (4.42)
Subtraindo a Eq.(4.42) da Eq.(4.41), encontramos a seguinte equagdo:

AGI6QLALH, AnDY]IG)q — o(GIH, O AN)ANGQ.|G)q
= 1w ((G18QLALANQLIG), — o(GIQLALANSQ.IG), ) (4.43)

A equagdo acima € a equagd@o que descreve a dindmica do sistema, levando em conta o fato

de estarmos nos restringindo ao subespago anti-simétrico. A aproximagdo de RPAq corresponde
agora a fazermos

Gy = | 2P L), (4.44)
juntamente com
Q=Y (Xmaha: - Yalon) (4.45)
i,m

4.3.1 Energia de excitacao no modelo de Lipkin para quons

Para resolvermos a Eq.(4.43), usando as aproximagdes (4.44) e (4.45), onde consideramos
a hamiltoniana do modelo de Lipkin para quons, supomos que os operadores Q}‘, 0x-Q e dy-Q
sejam da mesma forma que aqueles dados pelas equagdes (4.20), (4.21) e (4.22), respectiva-
mente. Porém, € importante lembrar que agora estamos tratando de quons.

Na solugd@o do nosso problema, adotaremos novamente a aproximag@o em que substituimos
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o estado | # P o), pelo estado |HF'), no célculo dos elementos de matriz em (4.43). Usando
entdo o estado definido em (3.37), chegamos as seguintes equagoes:

X (HF\K_An[H, AyK || HF), — Y (HF|K_An[H, AyK_]|HF),
= Xhw((HF|K_AyAyK,|HF),) (4.46)

X {HF|[H, K, ANJAvK |HF), — Y (HF|[H, K_An|AvK,|HF),
= —Yhw((HF|K_ANAnK,|HF),). (4.47)

O cilculo dos elementos de matriz das equagdes acima estd feito no Apéndice. Portanto, das
equagdes (4.46) e (4.47), obtemos

E L

q
X%—}xq - Y{—]]:;i = ﬁ“’TY. (4.49)

A freqiiéncia de RPAq, w9, € obtida resolvendo o sistema de equagdes acima, ou seja,

s 5\/(%)2 _ (%_}Xq)z, (4.50)

Notemos que a Eq.(4.50) se reduz a Eq.(4.27) quando ¢ — —1.

Na Fig.(4.1) representamos a energia de excitagdo no modelo de Lipkin para N = 40 quasi-
férmions obtida pelo método RPAq para vdrios valores de ¢, juntamente com a solugdo exata
para férmions. Notemos que quanto mais g afasta-se de —1, o sistema fica menos ligado. Isto
estd de acordo com a nossa interpretagdo do pardmetro q. O resultado para a freqiiencia de
RPA(q, apesar de ter um pardmetro a mais, ¢, ndo faz com que a solugio aproximada vd na
dire¢do da solugdo exata para férmions, tendo ainda o melhor resultado quando ¢ = —1.
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N=40

1,0 -

Solugdo exata
para férmions

Figura 4.1: Grifico da energia de excitagdo para quons versus V N/e para virios valores de ¢
com N = 40, juntamente com a energia de excitagdo exata para férmions.

4.4 O método de Tamm-Dancoff para quons

Analogamente ao caso fermidnico, a obtengdo das equagdes de T-Dq faz-se considerando
0 vécuo desta aproximag¢do como sendo um determinante de Slater. Mas uma diferenga im-
portante entre o estado fundamental fermidnico e o quodnico, € que neste ltimo as particulas
estdo correlacionadas pelo pardmetro g. O tipo de correlag@o que existe € devido a introdugdo
do pardmetro ¢ na norma do estado, sendo esta incapaz de misturar estados de particula com

estados de buraco. Assim, para obtermos a energia de excitagdo pelo método de T-Dq, basta

fazermos Y = 0 na Eq.(4.48),
{N}

hwf}D =€—]V—. 4.5

Esta solu¢do, quando comparada ao caso fermidnico tem a energia de excitagdo por particula
diminuida por um fator L%l

O estado de T-Dq para N quons no modelo de Lipkin € obtido através de

|TD; NYy = XAnK,|HF),, (4.52)
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onde a norma deste estado estd calculada no Apéndice. Portanto, o estado de T-Dq para N
quons no modelo de Lipkin é:

A

|TD§ N)q

Z _ym-t \/{TVW(t athgee i nf en ] 10). 45D

4.5 Em busca de uma expressao para g

A aplicagdo das dlgebras quinticas na descri¢do de sistemas fisicos, como por exemplo as
dlgebras g-deformadas [12], dlgebra de quons [21] e outras dlgebras, t8m como um dos seus
objetivos obter uma interpretagdo fisica do pardmetro de deformagdo quando aplicada em sis-
temas fisicos particulares, além de obter uma melhor descri¢do destes sistemas. Para o modelo
de Lipkin, onde consideramos que suas particulas constituintes sdo quons com dindmica restrita
ao subespago anti-simétrico qudnico, obtivemos uma interpretagdo possivel para ¢ como sendo
um potencial efetivo do sistema que torna os quasi-férmions menos ligados.

No entanto, vimos através da Fig.(4.1), que o efeito da deformag¢do usando a dlgebra de
quons ndo nos permite aproximar os resultados de RPAq da solugdo exata para férmions. Para
V = 0, isto se deve essencialmente ao aparecimento do fator i]%l Podemos também interpretar
tal fator da seguinte forma: temos um sistema de N quons livres, os quais podem ocupar ape-

nas os estados anti-simétricos acessiveis; isto € equivalente a termos {N} férmions livres no
sistema.

Assim, se queremos usar nossos resultados até aqui obtidos para tentar aproximar a solugdo
de RPAq da solu¢do exata, temos que antes de mais nada “corrigir” a energia de excitagdo pelo
fator Lﬁl Em outras palavras, dividindo a freqii€éncia de RPAq por este fator, garantimos que
para V = 0 a solugdo exata € obtida e deixamos toda a dependéncia da deformagdo no termo
que depende da interagdo entre as particulas. A partir de (4.50) obtemos entdio a nova expressdo:

g =eyf1- (B @59

A representagdo grdfica da nova solugdo estd na Fig.(4.2). Através desta figura percebemos
que vdrios pontos da curva que descreve a solug@o exata para férmions sdo interceptados pelas
solugdes w§, para diferentes valores de ¢g. Portanto, podemos procurar uma expressdo para o
parametro de deformagdo g dentro do intervalo —1 ¢ 1 em fungdo de V ¢ N. O procedimento

que utilizaremos, consiste em igualar a solugdo exata da energia de excitagdo do modelo de
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N=40
1,0 4 Solugdo exata
para férmions |
—q=1 |
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Figura 4.2: Gréfico da energia de excita¢do para quons versus V N /e para vdrios valores de ¢
com N = 40, juntamente com a energia de excita¢io exata para férmions.

Lipkin com a frequéncia de RPA deformada, w},. Fazendo isto, obtemos a seguinte expressio:

(qz_q){z\{f;}l}z k] \/ _( Eg’(‘é) | 55
EXA.

onde Egx¢: € a energia de excitagdo exata para férmions no modelo de Lipkin. Representamos

graficamente a solu¢do da Eq.(4.55) na Fig(4.3) para os valores N = 10, N =30e N = 50 de
quasi-férmions.

Na Fig.(4.3) apresentamos o grafico dos valores de g que ajustam a freqiiéncia de RPAq
a energia de excitagdo exata, como fungio do produto V' N/e, onde fazemos ¢ = 1. Vemos
claramente que a dependéncia em N desaparece a2 medida que este aumenta. Isto também pode
ser obtido, notando que para NV grande, i%v;}ll tende a 1 e assim, a solugdo da Eq.(4.55) torna-se
trivial. Para valores de V' pequenos, notamos que ¢ s6 dependo de N.
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VN/e

Figura 4.3: Gréfico de q versus VN/e para N = 10, N = 30e N = 50.
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Conclusao

O fato de o espago qudnico total conter todas as simetrias permutacionais possiveis, aliada
a ndo intersecgdo dos subespagos associados a cada simetria, nos permitiu fazer o estudo do
subespago totalmente anti-simétrico separadamente, como mostrado através dos diagramas de
Young e através da diagonalizagdo da matriz de overlap. Com isso, pudemos construir uma base
de muitos corpos qudnica restrita ao subespago anti-simétrico do espago qudnico total. Mostra-
mos ainda, que esta base tem propriedades semelhantes a uma base de fermions independentes,
a menos do nimero de ocupagdo, o qual é reduzido pelo fator { N}/N.

Utilizando esta mesma base qudnica, mostramos que € possivel construir operadores de
quasi-spin a partir de operadores de quons, seguindo a prescri¢do de Schwinger, que obedegam
a dlgebra su(2).

Da aplicagdo do formalismo qudnico no modelo de Lipkin para quons, obtivemos uma
interpretag@o possivel para o pardmetro ¢ como sendo responsdvel por correlagdes no sistema,
cujo efeito € tornar o sistema menos ligado, conforme ¢ afasta-se de —1. O efeito destas
correlagdes € tal que € possivel remover a transi¢do de fase existente entre as solugdes esférica
¢ deformada na aproximag¢do de HF para um dado valor de V. Conclusdo semelhante também
foi obtida utilizando-se a dlgebra sug(2) [28]. Através do estudo da energia necessdria para
excitar os quasi-férmions, obtida pelos métodos de RPAq e T-Dq, percebemos que esta ¢ sem-
pre diminuida em fun¢do das correlagdes introduzidas pelo pardmetro ¢ sobre as particulas do
sistema, como citado acima.

Além disto, notamos que a utilizagdo do resultado obtido para a frequéncia de RPAq pode
ser ajustado para reproduzir a solugdo exata do modelo de Lipkin para férmions. Para isto, foi
necessdrio corrigir a frequéncia por um fator que garantisse que o nimero de quasi-férmions
fosse igual ao nimero de férmions do sistema. Tal procedimento, introduziu naturalmente uma
dependéncia do parimetro de deformagido com o potencial de interagdo entre as particulas, cuja
forma funcional torna-se extremamente simples para um nimero grande de particulas.

Finalmente, um ponto ndo explorado neste trabalho, € a utilizagdo do nosso formalismo

56
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na descri¢do de particulas compostas de spin semi-inteiro. Recentemente, foi mostrado que a
dlgebra de quons, restrita ao subespago simétrico, € capaz de descrever pequenos desvios do
comportamento bosdnico de particulas compostas de spin inteiro (particulas formadas por um
nimero par de férmions) [29]. De forma semelhante, o formalismo aqui desenvolvido pode
servir como ponto de partida para a descrigdo de sistemas de particulas compostas de spin
semi-inteiro, para os quais a estrutura interna destas particulas ndo seja desprezivel em relagdo
as dimensdes do sistema.




Apéndice A

Calculo dos elementos de matriz para as

equacoes de RPAq

Neste apéndice calcularemos os elementos de matriz das equagdes (4.46) e (4.47). Sejam as
equagoes:

X (HF|\K_An[H, ANK,||HF), - Y (HF|K_An[H, AvK_]|HF),
= Xhwi((HF|K_AyAnyK, |HF),) (A.1)

X{HF|[H, K, ANJANK | HF), - Y (HF|[H, K_AN)JAN K, |HF),
= —Yhu!((HF|K_AyAnK.|HF)). (A.2)

Podemos escrever o primeiro termo do lado esquerdo da Eq.(A.1) como:

(HF|K_AN[H, AvK,|HF), = (HF|K_AvHANK,|HF),
T
— HF|K_AvANK H|HF),. (A3)
;r
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Para calcularmos I devemos conhecer como € a atuagdo dos operadores de criagdo e aniquilagdo
no estado AyK |HF),. O estado Ay K | HF), pode ser escrito como:

FPARYS SUN Y | | A

Usando a Eq.(2.13), temos que

AyK, |HF), =
{N} i—1 t A t
VINHNY < Z -) As S —]I;[;ezc 1c 2-eeCl —(-1)C=(i+1) - N 0).
(A.S5)
A seguir, fazemos uso do resultado:
An [C+:AN 1( 1CT2 g i-1)C T—(H-L )] |0>
AN—L [AN_]_ (é:_ic'r_lct2 “ . C—(i—-l) (’+1) )] ]0)

—An- l[AN 1( L P (i—l)c-—(i-i-l)"'c—N):l 0) +
et ()N AN [-AN 1 ( DV Y- PR ] NC+:)] 0).  (A6)

Utilizando a Eq.(2.15), obtemos:

~

An [Cli"iN—l (Cf—lct—'a" el - )] 0) =

(N —1)! [AN_l {hictatlses ot g el oy cty)] 10) -

~(N = 1)t [Awoy (chidlict, c_(i__l)c_(i+l)...c_N)] 10 +

oo (VI = 1) [Avn (ehiety el ety - ehyla) | 10) =

(N — 1)l Ay [cﬁr,. H c‘_j)} 0). (A7)

j=1,j#1
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Portanto,
AxK, |HF), =

{N}N - 1)'2( - WAN (cﬁ_,-c“_lcf_z...cf_(‘._l)ct_(‘.ﬂ) . ..CT_N) |OXA.8)

O estado acima pode ser normalizado, o que corresponde a encontrar o estado de Tamm-
Dancoff deformado dado por (4.53).

Definindo entio, = NAyK.|HF),,
(TD; N|ITD; N), =
IV]? {N}{N}'N' Z( (0| (c <« C_(j+1)C(j—1) - - - C=2C—1Cj) Al x
iy=1
x AN (cﬁric“_lc“_2 .. .c‘:(i_l)cf_(i+1) .. .c_N) |0). (A.9)

Utilizando a relagdo Eq.(2.15) e a Eq.(2.13) sucessivamente, obtemos

(NP -

O s NYN}N =1. (A.10)

«TD; N|ITD; N), = [N

Assim, o estado de T-Dq normalizado para N quons é:
|TD; N )q =

A bt t { f '
Z {N}IN! AN (C_HC_IC_2 oe® c—(i—l)c’(i+1) v C_N) |O>. (A.l 1)

r-l
O estado dado pela Eq.(A.4) e o estado acima estdo relacionados por,

VN{N}(N — ) |TD;N), = AyK,|HF),. (A.12)

Os operadores que atuardo em um estado do tipo T-Dq sdo os operadores Ky, K_ e K.
Portanto, analisemos como os operadores de cria¢do e aniquilagio atuam no estado dado pela
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Eq.(A.11). Fagamos:

N
Z c45|TD; N)g =

j=1
Z( ).— {N}'N'AN (61;01101\_2---CT_(.-_I)CE(,-H) . ..cf_N) |0) =
l,J 1

1 [V} e~y 1 IS
N/ —TV—Z(_) laij\/{—NWAN_l (c_lc_z...c_(i_l)c_(‘.ﬂ)...cf_N) 10) =

VINY <=, ot 1
et 3 )

A et t t t
e \/{N — 1}!(N — 1)! AN—I (c_lc_-z sy c—(j—l)c—(j+l) vew C_N) lO)
Jj=

(A.13)

Notemos que o termo Ay_, (cjf_lcf_2 .. .cf_(i_l)cf (1) .cT_N) |0) é, a menos da norma,

um estado de HFq de N — 1 quons, sendo que a particula com indice j ndo participa do estado.
Denotaremos este estado normalizado por | HF; j; N—1),, onde o indice j indica que a particula
j foi aniquilada e o fndice estd sendo somado. Reescrevendo a expressdo (A.13), temos:

N
Zc+,|TD Ny, = Z ~Y~YHF;}; N —1),. (A.14)

Jj=1

Estudemos agora a atua¢@o do operador c_;:

N
Z ¢_;|TD; N), =
i=

!

7—‘“2; (=) e —{J_V\/_?—JWAN(LJ eharel el oy - N) 10) =
V Z ( )s+J 1

X
i Tt VN -1}V - 1)!
xAn_1 (c“ f1c12...ct_(’._l)cf_(i_u)...cf_o._l)cf_(jH) ...cT_N) |0). (A.15)

Como c_; contribuird somente para as particulas abaixo do nivel de Fermi, e sendo que hd
(N —1) termos deste, a soma em j contribuird com (N — 1) termos. Portanto, a Eq.(A.15) pode
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ser escrita como:

N
Zc—leD§ N)g =
=1

{N}(N_l) S J -1 j—1 1
N Z( {\/_“ Z( ) ﬂN—l}!(N—l)!x

j=1 i=1;3#7

XAN-1 (cﬂﬂ.c“_lct_2 ~ro ct_(i_l)cf_(iﬂ) - c_(j_l)ct_(jH) . cT_N) 10)}. (A.16)

Ou ainda,

(A.17)

> eslTD N =¥ T =L Sy N - 1y,

N

=1

Retornando ao cdlculo do elemento I, percebemos facilmente que contribuird somente o
termo em £ K do hamiltoniano. Usando a Eq.(A.12) temos:

I =e,(HF|K_AyKoAnK |HF), = eN{N}?[(N — 1)!(T D; N||K,|TD; N), =

N N
ENINYIN = DP(TD;N| Y chmesmlTD5 Nyg = oTD; N| Y el memlTD; N }

m=1 m=1
(A.18)
Usando as Egs.(A.14) e (A.17), obtemos:
= gN{N}2[( )']2{{N} Z (HF;m; N — 1|HF iy N — 1) —
_1
MV -1) &
e > TD;m; N — LT D; 7 N — 1)} (A.19)
m=1 ;T
Portanto,
I= —;—{N}‘*[(N —1)}@2 - N). (A.20)

Para o cédlculo do elemento II da Eq.(A.3), novamente usamos as Egs.(A.12) e (2.15). Como
resultado temos:
IT = VN{N}(N - 1)!N'(TD; N|K,H|HF),. (A21)
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O dnico termo do hamiltoniano que contribuird € eK,. Ou seja,

II = eVN{N}(N —1)IN'((TD; N|K,Ko|HF),.

N
£
= 5\/N{N}(N —)INI(TD; N| D e (chmim — cle_m) [HF),.

m,m'=1
(A.22)
Como ¢4 HF)4 = 0 e fazendo uso da Eq.(1.1), chegamos a:
I = —%W{N}(N — 1)IN1x
N N
X |ATD; NI Y chmemlHFYg + a(((TD;N| Y~ chyelmememlHF))|.
m=1 m,m'=1;mz#m’
(A.23)
Das equagdes (A.14) e (A.17), obtemos:
VAN
I = —-SV/N{N}({N - 1)IN! AV} (N
2 N N
N
[ (HF;m; N — 1|HF;; N — 1) +
m=1‘ ;rl —
) N
+q((HF;m!; N — 1| Z (=)™ el e |HF; 5 N — 1),)]. (A.29)
m,m'=1
Aplicando a Eq.(2.20) no segundo termo da expressdo acima, obtemos:
I = -—%{N}2(N —1)INY(1 - ¢{N — 1}). (A.25)
Usando agora a propriedade (1 — g{ N — 1}) = { N}, temos
I = —g{N}:”(N ~1)IN. (A26)

Calculados os termos I e I, avaliamos o seguinte elemento de matriz:

HF|K_An[H, AvK,||HF)q = e{NY[(N - 1)1]*. (A27)
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Seja agora o segundo termo do lado esquerdo da Eq.(A.1):

2(ﬁrlrlff_fi,\,[‘fz,A,\,fc_]u:m)@ = (HF|K_AyHANK_|HF),—

Irr =0
— (HF|K_AyAyK_H|HF),. (A.28)

Usando as Egs.(2.15) e (A.12), chegamos ao seguinte resultado:
III = —/N{N}(N — 1)!N'(TD; N|K_H|HF), (A.29)

E ficil perceber que somente o termo 5-K?2 do hamiltoniano contribuird para o cdlculo da
expressdo acima. Assim,

174 A A
11 = ZVN{N}(N - )IN! (T D; N|K_K}|HF), (A.30)
v
Avaliando I'V:
N
IV = (TD;N| z ctm,c+m:c1mc_mcinc_n|HF)q. (A.31)
n,m,m’=1

Usando a Eq.(1.1) obtemos os seguintes elementos de matriz:

N
v = q(,,(TD;N[ Z cf_mc‘;m,c_mc_m,}HF)q)-k

m,m/=1
~ /
—~—

|4

N
+q° (,,(TD;N| Z ct_m,cimc_mc_deF)q) 2

m,m’'=1
\ o
R, il

VI

N
+¢° (G<TD;N > 03m161m61n6+m'c-mc_nIHF>q) . (A32)

n,m,m'=1

onde o dltimo termo da equagdo acima ndo contribui, pois ¢ ny|HF), = 0. Para o cdlculo de
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V necessitamos das Eqs. (A.14) e (A.17), ou seja,

N
- \/{N}(N—l) IV} DN -1 Z (=)™m el e | HF;m; N — 1),

N q
{N}\/N'l‘/{N_)l} {x_l} Z fHF;m,m/; N — 2|HF;m,m'; N — 2),
_ {_J\i{\/_f‘]’v;}i (A.33)

Notemos que o elemento VI € igual ao elemento V a menos de uma fase. Portanto, o
elemento IV da Eq.(A.30) assume a forma:

A34)
VN VN :
Através de IV obtemos o elemento de matriz [II da Eq.(A.28), o qual € dado por:
o s Vv ‘
o(HF|R_An[H, AvK )|HF) = S{NP{N - }IN[(N - D@ —q).  (A39)

No cdlculo do lado direito da Eq.(A.1) usamos a Eq.(A.12), obtendo o seguinte resultado:

HHF|K_AyANK,|HF), = N{N}*[(N - 1)1]%. (A.36)

Finalmente temos todos os termos da Eq.(A.1) calculados. E facil notar que O primeiro ¢
o segundo termos da Eq.(A.2) sdo o conjugado negativo do segundo ¢ do primeiro termos da
Eq.(A.1), respectivamente. Portanto, as equagdes de R.P.A. para quons assumem a seguinte
forma:

(N} {2} _ At
X N Y 5 Xe= X, (A.37)

X%ix., _yiN Rty

N = (A.38)
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