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RESUMO

A utilizacdo de lajes planas data do inicio do século, sendo que, no principio tais
lajes eram executadas empiricamente e, posteriormente, submetidas a ensaios de carga.
Com o desenvolvimento da computacdo, a modelagem dessas estruturas tornou-se mais
acessivel aos projetistas e as vantagens inerentes ao sistema tornaram-se visiveis. Mas,
ao mesmo tempo em que os computadores facilitaram o calculo das lajes planas,
comegaram a surgir questionamentos sobre determinados resultados e problemas a

serem solucionados.

Um deles ¢ o fato que, teoricamente, quando uma carga concentrada ¢ aplicada
em uma laje, essa provoca momentos fletores que tendem ao infinito no seu ponto de
aplicacdo. Por analogia, quando através de algum método numérico, os pilares de uma
laje plana s3o modelados como pontos isolados para o apoio da laje, esses se
comportam como cargas concentradas contrarias ao carregamento aplicado, tendendo
também a gerar momentos negativos muito elevados nas suas proximidades. Da mesma
forma, sabe-se que a malha adotada para discretizar a laje influencia nos esforgos e

deslocamentos dessa.

Nesse trabalho serdo estudados processos tedricos € numéricos para o calculo de
lajes planas, bem como os principais fatores a serem considerados na sua modelagem.
Sera definida uma laje de referéncia, na qual serdo modelados exemplos através da
Teoria das Placas, do método dos Elementos Finitos e da Analogia de Grelha. Também
serdo descritos métodos aproximados utilizados na pratica da engenharia. A comparagao

entre os procedimentos tedricos € numeéricos ¢ apresentada no final do trabalho.

A modelagem do pilar e da malha da laje nas suas proximidades mereceu
atencdo especial, inclusive as dimensdes do pilar e a sua influéncia nos resultados.
Concluindo, sdo feitas recomendacdes para modelagens de lajes planas por Analogia de
Grelha e Elementos Finitos, quais os principais parametros que devem ser observados e

as vantagens e desvantagens de cada processo.
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ABSTRACT

The use of flat slabs date of the beginning of century, and, at initially such slabs
were executed empirically and, afterwards, submitted to load tests. With the
development of computers and softwares, modeling of such structures became more
accessible to designers and their inherent advantages became visible. However, at the
same time in that computers facilitated the analysis of flat slabs, some casues about

determined results and new problems to be solved.

One of these problems is the fact that, theoretically, when a concentrated load is
applied on a flat slab, the bending moments tend to infinite at the application point. For
analogy, when through some numeric method, the column of a flat slab are modelled as
points isolated for the support from the slab, these behave as contrary concentrates loads
to the applied loading, also tending to generate negative bending moments very elevated
in their proximities. In the same way, it is known that the mesh (or grid) adopted for

divide the slab influences in the member forces and deflections.

In this work will be studied theoretical and numeric processes for the flat slabs
calculation, as well the main factors to are considered in your modeling. It will be
defined a reference slab, in which will be modelled examples through the Theory of the
Plates, of the Method of the Finite Elements and of the Gridwork Analogy. They also
will be described approximate methods used in the practice of the engineering. The
comparison between theoretical and numeric procedures is presented at the end of the

work.

The modeling of the column and of the mesh (or grid) of the slab in her
proximities deserved special attention, inclusive the dimensions of the column and your
influence in the results. Concluding, recommendations for flat slabs modelings are done
for Gridwork Analogy and Finite Elements, which are the main parameters that should

be observed and the advantages and disadvantages of each process.
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1 INTRODUCAO

1.1 LAJES PLANAS

E do conhecimento de todos os profissionais e universitarios da area da
engenharia civil, as facilidades trazidas pelo avango tecnologico, em especial o da
computagdo, para o campo da engenharia de estruturas. No entanto, um dos grandes
desafios da engenharia moderna é encontrar solugdes para problemas que tém surgido
com o advento do uso de programas computacionais € com as necessidades das

construgdes modernas.

Dos exemplos de estrutura em que o uso da computacdo tornou-se fundamental
podemos citar as lajes planas, ou seja, aquelas que apresentam teto liso. Anteriormente,
o célculo dessas lajes era feito através de métodos aproximados ou em programas
computacionais que exigiam enorme quantidade de tempo e grandes computadores para
o processamento dos dados. Entretanto, com o aprimoramento dos programas de calculo
e andlise, e dos proprios computadores, o projeto das lajes planas tornou-se mais
comum no ambiente dos calculistas, o que acentuou o uso dessas solugdes estruturais e
proporcionou a discussdo de diversos assuntos sobre o seu uso. Um deles sdo os
momentos negativos da laje sobre o pilar e nas suas proximidades, visto que, para
diferentes métodos e consideracdes, os resultados obtidos mostram-se bastante

diferentes entre si.

As lajes planas podem ser descritas como placas, as quais podem ser apoiadas
sobre vigas (lajes planas com vigas), sendo que tais vigas apresentam altura igual a

espessura da laje, ou diretamente sobre pilares (lajes planas sem vigas).

No caso de lajes sem vigas, os pilares podem ou nao ter engrossamento de sua
secdo transversal nas proximidades da ligacdo com a laje. Esse engrossamento ¢
definido como capitel (Figura 1.1b), cuja finalidade principal ¢ reduzir as tensdes de
cisalhamento, evitando o puncionamento da laje. As lajes também podem apresentar um

aumento de espessura proximo ao pilar, conhecido nos Estados Unidos como “drop
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panel” (Figura 1.1c). Em outros casos, como a Figura 1.1a ¢ adotada uma solugao com
os dois elementos. Deve-se procurar evitar os capitéis e “drop panels”, de modo que se

tenha um teto liso e simplifica¢do na execucao das formas.

T S S S S

‘ ‘ "DROP PANEL" ‘ ‘ ‘ CAPITEL ‘ ‘ ‘ "DROP PANEL" ‘ ‘
CAPITEL

PILAR PILAR PILAR

1 1 1
V ¥ V

a) CAPITEL E "DROP PANEL" b) CAPITEL c) DROP PANEL

Figura 1.1 Pilares com capitel e painel de transicdo (drop panel).

Os sistemas com capitéis ou painéis de transi¢do sdo conhecidas como “/ajes
planas” (Figura 1.2), e os sem capitéis e sem painéis de transicdo como “placas
planas” (Figura 1.3). Os sistemas convencionais de “lajes armadas nas duas dire¢oes”
sdo apresentados na Figura 1.4. No Brasil convencionou-se chamar de /aje-cogumelo
qualquer sistema de laje sem vigas e de lajes planas com vigas aquelas lajes onde as

vigas ficam embutidas.

As lajes planas podem ser macicas ou nervuradas, podendo ainda a armadura ser
passiva, protendida ou uma combinagdo das duas. Os capitéis e painéis de transi¢ao sdo
mais comuns em lajes macicas, as quais apresentam, em geral, pequenas espessuras para
resistir aos esfor¢os de pun¢ao nas proximidades dos pilares. As lajes planas nervuradas
apresentam trechos macicos junto aos pilares para combater a pungdo € 0os momentos

negativos.
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Figura 1.2 Sistema estrutural com laje plana (“flat slab”) e painel de transi¢do (“drop-panel”).

Figura 1.3 Sistema estrutural com laje plana (“flat plate”).
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Figura 1.4 Sistema estrutural convencional laje armada em duas diregées (“two-way slab”).

As lajes planas podem apresentar ou nao vigas. No caso de lajes planas com
vigas, elas se apoiam diretamente nas vigas € essas, por sua vez, se ligam aos pilares.
Essa solucao ¢ muito empregada no caso de lajes nervuradas — lajes que sdo formadas
por vigas (nervuras) transversais, com elemento de enchimento inerte entre nervuras de
modo a reduzir o peso-proprio ¢ consumo de concreto. A Figura 1.5 ilustra um
pavimento de edificio com laje plana nervurada apoiada sobre vigas “chatas”, as quais
ficam “embutidas” nas lajes. No caso de lajes apoiadas sobre vigas ‘“chatas”, essas
ultimas apresentam em geral armagdes de ago bastante “carregadas”, tanto no que se
refere a estribos como armaduras longitudinais. Deve-se tomar cuidado especial no que
se refere as deformagdes dessas vigas, as quais apresentam inércia reduzida em fungao
da pouca altura. No entanto, tais lajes conferem, em geral, maior rigidez no plano aos
pavimentos da edificacdo, melhor travamento dos pilares e, conseqiientemente, maior

estabilidade global da edificacdo, se comparadas as lajes sem vigas.
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Figura 1.5 Laje plana com vigas “chatas” (Projeto: Eng. Jano D Araujo Coelho, Msc.).

As lajes planas sem vigas apdiam-se diretamente sobre os pilares e sdo
rigidamente ligadas a eles. Apresentam, em alguns casos, somente vigas de bordo, ou
vigas de contorno. A Figura 1.6 ilustra um pavimento de edificio em que se adotou a
solugdo de laje sem vigas, apresentando-se nesse caso aliviada com elementos de
enchimento, sendo, portanto, uma laje nervurada. A regido proxima dos apoios
apresenta-se macica, configuracdo comumente adotada para resistir aos esfor¢cos de
puncdo e melhorar o desempenho da laje no que se refere a momentos negativos. No
caso de lajes apoiadas diretamente sobre pilares, deve-se tomar cuidado especial na
verificagdo da puncgdo, das deformagdes no meio do vao, e na determinagdo dos
momentos negativos das lajes sobre os pilares. Esses momentos, quando as lajes sdo
modeladas inadequadamente, podem apresentar valores muito diferentes dos que atuam
em servico. Portanto, o dimensionamento de tais momentos pode ser equivocado,

podendo agredir tanto a economia como a seguranc¢a da obra.
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Figura 1.6 Laje sem vigas (Projeto: Eng. Giovanni Brisot, Msc. -RCA Engenharia de Estruturas).

No presente trabalho serdo abordadas exclusivamente lajes de concreto armado
macicas, com armadura passiva (ndo protendida), comportamento linear € no regime
elastico. Nao serdo adotados capitéis nem painéis de transi¢do (“drop panels”), pois
serdo estudados exclusivamente esforcos da laje em servico, € ndo a necessidade de
refor¢os nessa para o dimensionamento. As cargas aplicadas na laje serdo sempre
normais ao seu plano médio, portanto cargas provenientes de esfor¢os horizontais, como
o vento, ou mesmo deslocamento da estrutura, ndo serdo consideradas. O estudo se
concentrara na modelagem da laje e na obtengdo de resultados, especialmente
momentos fletores e deslocamentos. A ligacdo laje-pilar ndo tera énfase no trabalho,

podendo essa ser objeto de estudos futuros.
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1.2 VANTAGENS E DESVANTAGENS DAS LAJES PLANAS

1.2.1 VANTAGENS DAS LAJES PLANAS

A solucdo de lajes planas tem sido cada vez mais utilizada nos pavimentos de
edificios, principalmente em virtude de diversas vantagens que o sistema apresenta se
comparado aos sistemas estruturais convencionais compostos de lajes, vigas altas e
pilares. As principais vantagens que podem ser citadas, conforme Moretto e, também

Figueiredo (1989) sdo:

a) Adaptabilidade de diversas formas ambientais: grandes possibilidades de
reformas e modificacOes futuras, racionalizacdo de vedacdes e aberturas, execugdo de

fachadas com grande liberdade;

b) Simplificagao das formas: menor consumo de materiais, as formas
apresentam um plano continuo sem obstaculos, as espessuras das lajes podem ser
uniformizadas, as formas sdo montadas e desmontadas com maior facilidade, menor

incidéncia de mao-de-obra, racionalizacdo e padronizag¢do dos cimbramentos;

c) Simplificagdo e racionaliza¢do das armaduras: auséncia de vigas,

operacdes de corte, dobra e montagem facilitadas, facilidade de inspecao e conferéncia;

d) Simplificagdo da concretagem: poucos recortes nas lajes, facilitando o

acesso de vibradores, reduzindo a possibilidade de falhas e melhorando o acabamento;

e) Diminuicdo de revestimentos: estruturas com Otimo acabamento,
dispensando revestimento, redugdo da superficie a ser revestida, reducdo da mao-de-

obra e consumo de materiais;

f) Redugdo da quantidade de cimento: na concretagem de sistemas
convencionais onde héa grande incidéncia de vigas pode ser necessario um concreto mais

fluido;
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g) Reducdo da altura total do edificio: se houver, por imposi¢do do cddigo de

obras a limita¢do da altura de um edificio;

h) Simplificagdo das instalagées: menor quantidade de condutos e fios
necessarios, menor incidéncia de cortes e emendas, melhor qualidade do produto final,
redu¢do de mao-de-obra, modificagdes futuras sdo facilitadas, racionalizacdo das

tarefas, possibilidade de perfuragdo da laje para passagem de tubulacao;

1)  Melhoria das condigoes de habitabilidade: a auséncia de vigas facilita a
insolacao e ventilagdo dos ambientes, diminuindo a umidade, redu¢cdo do acumulo de

sujeira e insetos;

1) Redugdo do tempo de execugdo: em funcdo da simplificacdo nas formas,

armaduras, concretagem e instalagoes.

1.2.2 DESVANTAGENS DAS LAJES PLANAS

Mesmo apresentando muitas vantagens, existem algumas desvantagens que
devem ser observadas, podendo inclusive ser decisivas para a ado¢ao ou nao do sistema

estrutural com lajes planas, tais como:

a) Puncgdo das lajes: é um dos principais problemas de tais lajes, podendo ser
solucionado adotando-se uma espessura de laje adequada ou adotando uma armadura de

puncdo, ou ambos;

b) Deslocamentos transversais das lajes: o deslocamento de lajes sem vigas,

para uma mesma rigidez e um mesmo vao, € maior do que aqueles nas lajes sobre vigas;

c) Estabilidade global do edificio: no caso de edificios altos, a auséncia de
vigas diminui a estabilidade global devido as acdes horizontais, nesse caso deve-se

vincular as lajes em paredes estruturais ou em nucleos rigidos.
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1.3 HISTORICO

Com o desenvolvimento e as exigéncias das edificagdes de concreto armado, as
lajes sem vigas passaram a ser uma solucdo interessante. Embora hoje seja um sistema
amplamente utilizado, as lajes sem vigas foram, desde o inicio, objeto de

questionamento tanto pelo meio técnico, como pelo meio executivo.

Por muitos séculos as construgdes foram executadas com madeira e pedra. Os
assoalhos de madeira absorviam as cargas, as quais eram transferidas as vigas
transversais em madeira, que entdo eram ligadas as vigas principais (vigas mestras)
também de madeira ou a paredes ou pilares de pedras. Mesmo com o surgimento do ago
como material de construcdo, os pisos de edificios foram, no principio, imitagdes dos
antigos pisos construidos em madeira e pedra. Os perfis metdlicos inicialmente
passaram a substituir as vigas mestras ou principais. Com o surgimento do concreto
armado, as estruturas também seguiram o mesmo sistema que era adotado em madeira e
pedra. Entretanto, para as lajes planas, ndo ocorreu o mesmo, visto que a sua concepcao

era totalmente diferente dos sistemas até entdo adotados. (COELHO, 2000).

O primeiro edificio em lajes sem vigas foi o C.A. Bovey Building, construido
por C.A.P. Turner, em 1906, Minneapolis, Minnesota. A obra foi executada em virtude
da necessidade de se obter um teto totalmente liso. Nao havendo método de calculo
disponivel na época, a construcao foi executada e submetida a testes de carga, antes de

sua utilizagdo, tendo se apresentado eficiente. (FILHO, 1989).

Entretanto, embora a estrutura tenha sido aprovada pelo teste de carga e a
iniciativa de Turner aplaudida por muitos no meio técnico, ndo lhe faltaram criticas,
principalmente apo6s a publicacdo dos resultados de McMillan e Brayton (1910), os
quais mostraram, para a mesma laje e carregamento, variacdes de até 400% na

quantidade de armadura requerida por varios métodos de célculo.

Em 1908, na Unido Soviética, o engenheiro A. F. Loleyt projetou e construiu um

edificio de quatro pavimentos para depdsito em Moscou. Maillart também executou um
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edificio sem vigas em Zurique. E apesar das criticas, até 1913 mais de 1000 edificagdes
sem vigas foram executadas em todo o mundo, utilizando o mesmo procedimento

empirico. (FILHO, 1989).

O comportamento das lajes sem vigas pode ser mais bem entendido quando Lord
(1910), fez medidas de deformacdes em um piso de edificio sem vigas. Os primeiros
ensaios em laboratorio de lajes sem vigas foram realizados por Bach e Graf, entre 1911
e 1914. Em 1914, o engenheiro Nichols apresentou um trabalho, partindo das condigdes
de equilibrio, criticando o método de Turner e mostrando valores de momento
superiores aos obtidos por ele. Turner rebateu dizendo que os resultados de Nichols
eram um absurdo, e os resultados estavam a seu favor, ja que seus edificios estavam em

funcionamento e todos se comportaram bem ao teste de carga. (FILHO, 1989).

A formula de Nichols foi adotada pelo “First Joint Comitee”, em 1917. O
Codigo da ACI de 1920 foi o que primeiro fez recomendagdes praticas sobre as lajes
planas, muito embora o conhecimento do comportamento da estrutura e métodos para

sua analise fosse uma incognita para os engenheiros. (FILHO, 1989).

Em 1921, Westergaard e Slater publicaram um trabalho sobre andlise e projeto
de lajes, incluindo a teoria elastica das placas. O Cédigo de 1956 da ACI ainda utilizava
uma equagdo baseada na de Nichols, e chamou de método empirico. No Codigo de 1971
da ACI, o método empirico passou a se chamar método direto. No ACI 83 o método foi
simplificado, e a transformagdo do momento total em positivos € negativos passou a ser
executada em fun¢do das condig¢des de apoio e existéncia ou ndo de vigas. No Cddigo
de 1971 a analise elastica das lajes sem vigas passou a se chamar de Método dos
Porticos Equivalentes, e abrangia o calculo de todos os tipos de lajes armadas em duas

diregdes, com ou sem vigas entre 0s apoios.

O CEB 78 ¢ a principal alternativa para o Codigo do ACI. O cédigo europeu
permite o uso da Teoria das Linhas de Ruptura, ou Teoria das Charneiras Plasticas. No
caso de lajes ndo retangulares e para as lajes sem vigas com malha irregular de pilares, a

Teoria das Linhas de Ruptura fornece uma boa alternativa. Essa teoria foi desenvolvida
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por Ingerslev (1921) e, posteriormente por Johansen (1962). O Método das Faixas,
proposto por Hillerborg (1975), forneceu uma alternativa plastica para a andlise das

lajes.

A NBR6118 de 1978, recomenda o calculo das lajes sem vigas pela Teoria das
Charneiras Plasticas, e quando os pilares estiverem em malha ortogonal e a espessura da
laje obedecer aos limites especificados em norma, ¢ permitido que se calcule a laje pelo

Método dos Porticos Multiplos.

Atualmente, os métodos numéricos de andlise e projeto de lajes tém sido muito
difundidos no meio técnico, destacando-se o Método das Diferencas Finitas, o Método
dos Elementos Finitos ¢ o0 Método de Analogia de Grelha. O Método das Diferengas
Finitas foi desenvolvido por Stiisse ¢ Collatz, sendo que esse método foi, juntamente
com o de Marcus (1929), amplamente utilizado para a elaboragdo de tabelas de
dimensionamento de lajes. A deficiéncia desse método estd no fato de o mesmo
considerar as vigas como apoios indeslocaveis, sendo que, durante muito tempo, as
estruturas eram executadas dessa maneira: com vigas de elevada rigidez ou alvenarias
robustas de apoio. O Método dos Elementos Finitos, desenvolvido por Turner, Clough,
Martin e Topp, em 1956, e o Método de Analogia de Grelha (Framework Method),
desenvolvido inicialmente por Hrennikoff em 1941, ndo tiveram um desenvolvimento
muito amplo em sua época devido a deficiéncia de recursos computacionais.
Atualmente, com o avango tecnologico e o desenvolvimento de computadores potentes,
os dois métodos sdo amplamente utilizados em programas comerciais de analise e de

calculo estrutural.

Apesar das criticas sobre os edificios de Turner, o sistema de lajes sem vigas se
desenvolveu e, hoje em dia, ¢ sabido que o sistema € seguro e eficiente, contudo busca-
se solucionar e melhorar o modelamento e conseqiiente dimensionamento das lajes

planas sem vigas ou lajes cogumelo.
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1.4 MOTIVACAO

A crescente aplicagdo de lajes planas em estruturas de edificios se deve

basicamente a dois motivos:

a) Exigéncia de estruturas com melhor desempenho executivo, ou seja, de
execucdo mais simples e rapida e com redugdo de custos; e melhor desempenho

funcional, permitindo que se tenham ambientes mais confortdveis e personalizados;

b) Maior facilidade na elaboracdo de projetos com lajes planas, em virtude do
desenvolvimento de programas avancados de calculo estrutural, que utilizam analise por

Elementos Finitos e Analogia de Grelha.

Atualmente, edificios residenciais, comerciais ¢ industriais, ¢ até mesmo
residéncias, tém utilizado as lajes planas como sistema estrutural para os seus pisos. A
motivagdo desse trabalho baseia-se no fato de poder contribuir com informacdes e
conclusdes que possam ser adotadas como parametros de projeto, ou possam direcionar
projetistas para o uso adequado das lajes planas. Ainda, pretende-se colocar em
discussdo assuntos importantes a respeito desse sistema estrutural, de modo que esses

sejam objeto de estudos e trabalhos futuros.

1.5 OBJETIVOS

Embora as lajes planas sejam utilizadas na pratica ha muito tempo, os estudos
acerca de seu comportamento em servigo nao sao muitos. O Método dos Elementos
Finitos apresenta resultados pouco satisfatorios nas proximidades do pilar para
momentos fletores quando o pilar ¢ modelado como um ponto e/ou a malha da laje ndo
¢ corretamente modelada. Por outro lado, a utilizacdo do método de Analogia de Grelha
aplicado a esse sistema estrutural nao apresenta muitas publicacdes, € os seus resultados
também podem ser equivocados, quando a laje ¢ inadequadamente modelada e/ou

analisada.
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O objetivo principal do trabalho ¢ comparar os resultados tedricos estudados
pela Teoria das Placas, com o Método dos Elementos Finitos e a Analogia de Grelha,
obtendo-se solugdes satisfatorias para deslocamentos, momentos positivos € momentos
negativos de lajes planas, esses tltimos especialmente, na regido sobre os pilares. Com
isso, pretende-se definir uma modelagem adequada de grelha ou malha, para representar
os esfor¢cos e deslocamentos reais, levando-se em conta as dimensdes do pilar. Sera
também estudada na modelagem as dimensdes do pilar e sua influéncia nos resultados,

procurando-se definir o melhor modelo para o conjunto laje-pilar.
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2 CALCULO DE LAJES PLANAS

2.1 TEORIA DAS PLACAS EM REGIME ELASTICO
2.1.1 INTRODUCAO

As placas se encontram submetidas, fundamentalmente, a esforcos de flexao,
distinguindo-se das chapas, estruturas também planas, mas submetidas a cargas contidas
no seu plano médio. O trabalho de flexao das placas exige que estas sejam delgadas; se
a relacdo entre o lado menor e a espessura for inferior a 5, a placa pode ser considerada

grossa, surgindo um estado triaxial de tensodes de dificil estudo.

As placas podem diferenciar-se pela sua forma (de contorno poligonal ou
circular, maci¢as ou com espagos vazios); pela disposi¢do de seus apoios (placas
apoiadas no seu contorno, placas em balango, placas continuas em uma ou duas
diregdes); pela forma do apoio (pontual ou lineares); pelo tipo de apoio (apoio simples
ou engastamento). Cada placa pode, além disso, estar submetida a diferentes tipos de

carga, como por exemplo, carga pontual, uniforme, triangular, etc.

Para o céalculo dos esfor¢os nas placas existem dois grupos de métodos. Os
métodos classicos, fundamentados na teoria da elasticidade, supondo que o material ¢
homogéneo e isotropo e se comporta elasticamente, da mesma forma que se faz, para o
calculo de esforcos em outros tipos de elementos estruturais. J& métodos de ruptura,
fundamentados na teoria da plasticidade, supdem, ao contrario, que o material

comporta-se como um corpo rigido - perfeitamente plastico.

Através dos métodos classicos obtém-se, com boa aproximag¢ado, os esforgos na
situacdo de servigo, a partir dos quais pode-se definir a distribuicdo das armaduras na
placa, de modo que a mesma apresente um bom comportamento em servigo. Os
métodos de ruptura ndo proporcionam informagao de qual a distribui¢do de armaduras

adequada, mas permitem a obtencdo mais racional da carga Ultima na situagdo de
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esgotamento da placa. Ambos os sistemas sdo, portanto, de grande interesse, devendo-se

escolher, em cada caso, o mais adequado para o objetivo que se pretende atingir.

2.1.2 HIPOTESES FUNDAMENTAIS

O estudo das placas pode ser feito através de uma teoria simplificada, a Teoria
das Placas Delgadas, que considera certas hipoteses fundamentais de calculo,
semelhantes as aplicadas as estruturas reticuladas, quando do estudo da Resisténcia dos

Materiais. Tais hipodteses sao conhecidas como hipdteses de Kirchoff-Love. Sao elas:
a) O material da placa ¢ homogéneo, isétropo e obedece a Lei de Hooke;
b) A placa indeformada ¢ plana;

c) A espessura i é pequena em relagdo as dimensdes da placa, da ordem de

1/10;

d) As tensdes normais a superficie média sdo despreziveis em relagdo as

demais tensoes;

e) Os pontos pertencentes antes da deformagdo a retas normais a superficie
média encontram-se, apos a deformagao, sobre retas perpendiculares a superficie média

deformada,;

f) Os deslocamentos verticais sd3o muito pequenos em relagdo a espessura 4,
sendo possivel desprezar a influéncia dos mesmos no estudo das condigdes de

equilibrio;

g) As deformagoes devidas ao cisalhamento sdao desprezadas.
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2.1.3 EQUACAO DE LAGRANGE

A relacdo fundamental da teoria das placas elasticas delgadas ¢ a Equagdo de
Lagrange (eq. 2.1), valida para materiais em regime elastico linear.
o Mo o p

+2 + = (2.1)
a? 8x28y2 ay4 D

Para a defini¢do da Equagdo de Lagrange sera estudado um elemento de placa,

com dimensodes dx e dy, submetido a uma carga distribuida g. Os esfor¢os internos

atuantes sdo: momentos fletores My e M,; momentos torsores My, ¢ M, e esforgos

cortantes Oy e Q).

O equilibrio do elemento ¢ ilustrado nas figuras 2.1 e 2.2.

pdxdy
Qydx

Oxdy T T ,
% i

d >
) / d0yx

J +
Y (Qy +a£yy dy }dx (Qx .

v

dx )dy
V4
Figura 2.1 Equilibrio de um elemento de placa para as forcas cortantes.

A carga total resultante da carga distribuida p aplicada em todo o elemento ¢

dada por:
0O = pdxdy (2.2)

Fazendo o equilibrio das forgas verticais:
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d
Qx"'an dx Hy+| 0 +&dy X —Q0xdy—0ydx+ pdxdy =0 (2.3)
ox Yoy d

que simplificando resulta em:

d
Ox By (2.4)

ox oy

Figura 2.2 Equilibrio de um elemento de placa para momentos fletores e torsores.

Fazendo o equilibrio de momentos na dire¢do X:

29

o )
[mxy + r;zxy dx}y — Myydy —[my + alyydy]dx —mydx = Qydxdy =0 (2.5)

oy dmy, (2.6)

dy ox Y

Fazendo o equilibrio de momentos na dire¢do Y:

om
[myx + a;}x dy]dx—myxdx+[mx + ag;x dx}y—mxdy—Qxdydx:O (2.7)

que simplificando resulta em:
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3
e S g, 28)
X dy

Como my,, = - my,y, pode-se obter:

dmy amxy -

ox dy

Ox (2.9)

Substituindo-se (2.6) e (2.9) em (2.4), obtém-se:

) ) %)
OfImy MMy | oMy My | (2.10)
ox| ox dy dy| dy ox

2 2 2
azmx_am Xy Bm y_am xy —p (2]1)

R oxdy 8y2 0xox

2 Py 2 2 2
OTmy My My, 2.12)
o2 ay2 oxox

A equacao 2.12 ¢ a Equagdao Geral de Equilibrio das Placas, véalida para
qualquer regime (plastico ou elastico), independente do coeficiente de Poisson, e

independente se a placa ¢ isotropica ou ortotropica.

Introduzindo-se a equacdo da linha elastica, ou seja, a curva do eixo da placa,

imagina-se um elemento de uma placa com espessura 4, a qual estd submetida a um

momento fletor m,, o qual provoca uma curvatura / / p (Figura 2.3).

A relacdo deformagdo-curvatura pode ser escrita como:

1 _&x (2.13)
p z
onde
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& ¢ a deformacdo especifica de uma fibra localizada a uma distancia z da

superficie média da placa e p € o raio de curvatura.

. §%__ o

Figura 2.3 Curvatura de um elemento de placa submetido a um momento mx.

Pode-se também escrever:

1__ Yo (2.14)
p ax?
onde
o ¢ o deslocamento da placa na diregao z.
Substituindo (2.13) em (2.14), obtém-se:
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(2.15)

(2.16)

Para uma dimensao, a Lei de Hooke para material elastico linear ¢ dada por:
0=E-¢ (2.17)

Ampliando o conceito para duas dimensdes, obtém-se as seguintes relagdes:

Oy :%(‘sx +vey) (2.18)
oy =y +vey) (2.19)
Ty =7y ﬁ (2.20)
o) __Zz—b;z (2.21)

2 2
oy =Lt (070, 0, (2.22)
1-v? | ax? ay2

Observando-se a Figura 2.3, pode-se obter o momento mx por unidade de

comprimento:
h/2

my = jczzdz (2.23)
—h/2
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hj2 2 2
me= [ 2L |L2,,070 (2.24)
—h/2 1-v2 | ax? ay2
logo,
3 2 2
P/ A K CRRVCRLC) (2.25)
IZ(I—VZJ a? 8y2

Da mesma forma, para a dire¢do Y, pode-se obter:

30 (42 2
my =P 02, S0 (2.26)
12(1—\/2) dy o

Definindo-se D como sendo a rigidez da placa:

3
p=_ E" (2.27)
12(1—\/2 )
onde
E = mddulo de deformagao longitudinal do material da placa
h = espessura total da placa
v = coeficiente de Poisson do material da placa
chega-se a:
2 2
my =—p| 224, 97 (2.28)
a2 ayz
2 2
my =—D| & L4y 0 (2.29)
ay2 a2
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As tensdes de cisalhamento geram um momento de tor¢cdo, o qual pode ser

calculado por:
B2

Mmyy = Irxyzdz (2.30)
—h/2

Analogamente, pode ser obtido:

9w
oxdy

myy =-D(I-v) (2.31)

Substituindo-se as equagdes (2.28), (2.29) e (2.31) na Equagdo Geral de
Equilibrio das Placas (equagdo 2.12), obtém-se:

o o o p
2. 2"-747"Dp
a? 0x“dy 8y4 D

(2.32)

Que ¢ a Equagao de Lagrange, que define a relagdo fundamental da teoria das

placas delgadas, valida para materiais em regime elastico-linear.

A equacdo pode ser escrita também na forma Laplaciana:

2 2
vip=2 onde V2= a—+a— (2.33)
D ol a2

2.1.4 SOLUCAO EXATA DO PROBLEMA

O problema descrito pela Equacdo de Lagrange apresenta poucas solugdes
exatas, se restringindo somente a casos comuns de geometria da placa e do
carregamento. Alguns exemplos em que se tém as solucdes exatas sdo lajes circulares e
retangulares simplesmente apoiadas com carregamento uniformemente distribuido. A
solucdo exata da Equacdo de Lagrange foi proposta por Timoshenko e Woinowsky-

Krieger (1959). Para uma placa retangular simplesmente apoiada, de dimensdes a e b
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(Figura 2.4), submetida a um carregamento bisenoidal distribuido sobre toda a sua

superficie, dado por:

p=pg sen=sen™ (2.34)
a b
onde
Po € o valor da carga distribuida no ponto central da placa.
Da Equagao de Lagrange, se obtém:
o , Yo do_po w0 w (2.35)

Y

Figura 2.4 Placa retangular simplesmente apoiada com carregamento bisenoidal.

As condi¢des de contorno dessa equacdo diferencial vém impostas pelas

condicdes existentes nos apoios da placa.

Parax=0ex=a  seobtém My=0ew=0

E, analogamente:
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Paray=0ey=5b  seobtém My=0ew=10

Deve-se encontrar @(x,y) tal que respeite a Equacdo de Lagrange, e as condigdes

de contorno acima. Verifica-se a equagao:
o(x,y)= Csenﬂsen% (2.36)
a

onde

C ¢ uma constante que deve satisfazer a equagdo (2.34), a qual respeita
imediatamente as condi¢des de contorno de @ = O parax =0ex =aeparay=0ey =

b. Substituindo-se (2.36) na equacao (2.35) resulta:

2
Po _ 4. 1 I
o= C[a2 +b2 J (2.37)
Assim,
C= Po (2.38)

1 12

4p L L1

nD{2+2J
a b

Substituindo-se a equagdo (2.38) em (2.36) tem-se:

o(x,y)= Po 3 sen™ sen™. (2.39)
a
a’ b2
que representa o campo de deslocamentos para a placa.

Utilizando as equagdes (2.28), (2.29) e (2.31), as quais definem os momentos,

sao obtidos os campos de momentos fletores e torsores para a placa:
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my = Po v L |sen™ sen™ (2.40)
2L
a’ b2
my=—Po N L ™ e (2.41)
Y 2|2 2 a b
2 1 1 a
o
a’ b?
Myy = Po (]_v)senﬂsenﬂ (2.42)

2.1.5 SOLUCAO POR SERIES DE FOURIER

Na analise de uma placa, uma carga p(x,y) qualquer pode ser desenvolvida

através de uma Série de Fourier infinita, em termos de senos, como a seguinte

expressao:
P y)=> > pmn sen 7 sen 1 (2.43)
m=I1m=1 “ b
onde
4 ba mix nmy
Pmn = E ij(x,y)sen7sen7dxdy (2.44)
00

Para a solug¢do da equagdo diferencial das placas, Navier utilizou séries duplas
trigonométricas para lajes retangulares simplesmente apoiadas. O campo de

deslocamentos na placa ¢ dado por:

olx, y)=

T M3
T M3

Winn senﬂsen% (2.45)
a

Im=1
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a qual satisfaz as condi¢des de contorno para uma placa simplesmente apoiada.
Wy=0, x=q = 0 Wy=(, y=p = 0

Mxx=0, x=q = 0 myy=0, y=a = 0

O carregamento p(x,y) ¢ expandido também em séries duplas trigonométricas:

P y)=Y > ppp sen M sen™™ (2.46)
m=Im=1 4 b
Aplicando-se as equacdes (2.45) e (2.46) na Equacdo de Lagrange, pode-se
obter
_ Pmn
Wn = (2.47)
) AL
a2 b2
Introduzindo-se (2.47) em (2.45), obtém-se:
olxy)=Y Y Pmn sen 2 sen MY (2.48)
P 2 a b
m=1m=1 2 2
4 | m n
i D ——+
Substituindo-se a equagdo (2.48) em (2.25), (2.26) e (2.31), tem-se:
o Pmn 7+Vb7
a
me(xy)=Y Y 3 senm:xsen% (2.49)
m=Im=1 2 m2 n2
Al
aZ b2
Aluno: Carlos Alexandre Hennrichs 48

Orientador: Daniel Domingues Loriggio, Dr.



ESTUDOS SOBRE A MODELAGEM DE LAJES PLANAS

2 2
n m
Pmn|— TV —
o oo P
my(x =3 3 5 sen sen—— (2.50)
m=1m=1 2 2 a b
2l m* n
7 [
a’ b2
P
[ee} [ee} mn — ,
mxy(x,y)z—(l—v)z D ab sen % sen 1 (2.51)
~ 5 5 2 a b
m=1m=1 o[ m n
P .
a’ b’

A resolucdo dessas equagdes para aplicacdo aos problemas da engenharia de
estruturas € um tanto complexa e pouco pratica, além do que, para condi¢des de
contorno, geometria e carregamento diferentes dos usuais, a utilizagdo desse

procedimento torna-se quase impossivel.

As tabelas apresentam em geral solugdes para os casos mais comuns de
carregamento ¢ geometria de placa, como por exemplo, lajes retangulares com
carregamento uniformemente distribuido, embora existam tabelas para outras situagdes.
Entretanto, existem bibliografias de tabelas que fornecem resultados para casos mais

complexos, como por exemplo, as formuladas por Bares (1970).

Portanto, o calculo de placas, em termos de projetos de engenharia, ¢ feito
através de métodos numéricos - geralmente com programas computacionais, métodos
aproximados — descritos em normas e cédigos e baseados na experiéncia € em

resultados praticos, ou através de tabelas.

Os métodos aproximados também apresentam limita¢des, visto que, para a sua
aplicacdo diversas condi¢des de geometria e carregamento devem ser respeitadas, caso
contrario os resultados obtidos podem ndo condizer com a realidade. A desvantagem
das tabelas e métodos aproximados ¢ que nao é considerada a interagdo entre as lajes e

os demais elementos da estrutura — vigas e pilares, no que se refere as dimensdes e
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rigidez dos mesmos, bem como a influéncia da laje no comportamento global da

edificagdo.

No caso de lajes com geometrias, condicdes de contorno e carregamentos
complexos, comum em lajes planas ou lajes cogumelo, a solu¢do mais répida e precisa
do problema ¢ obtida através de métodos numéricos. No entanto, quando sdo utilizados,
deve-se ter o cuidado com determinados parametros de modelagem, os quais podem
gerar resultados incorretos. Um exemplo ¢ o caso de cargas concentradas aplicadas
sobre lajes, ou analogamente, lajes planas apoiadas diretamente sobre pilares, onde os

momentos negativos tendem ao infinito, se as dimensdes do pilar tenderem a zero.
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2.2 CARGAS CONCENTRADAS EM PLACAS: INTRODUCAO DO CONCEITO DE

MOMENTO INFINITO

Para o estudo do problema da regido proxima aos pilares nas lajes planas ¢
necessario definir os conceitos e comportamento das placas quando submetidas a cargas
concentradas. Embora seja uma descri¢do essencialmente numérica, ¢ fundamental para
que se possa introduzir o conceito de momento infinito em placas submetidas a uma

carga concentrada.

2.2.1 CARGA CONCENTRADA EM UMA PLACA RETANGULAR SIMPLESMENTE APOIADA

Segundo Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959), usando o método de Navier
em uma expressao na forma de séries duplas obtém-se a deflexdo de uma placa
carregada com uma carga concentrada P aplicada no ponto x = &, y = 1 (Figura 2.5).

0

2> X
n P
g
4—Ppo
A b
v
< a >
v
Y

Figura 2.5 Carga concentrada em uma placa retangular simplesmente apoiada.

Para se obter uma solucdo equivalente na forma de séries simples, inicia-se

representando a solucao de Navier da seguinte maneira:
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3 oo
4Pb Y, Sy sen ésen M (2.52)
wta ey a a

Onde o coeficiente S, ¢ dado por

nan . nzy
co Sen b sen b
Sm=Y b (2.53)
+n
a2

Introduz-se a notacao:

Lo m) oy o)y
b b e S m=Y b : (2.54)

Pode-se também representar a expressao (2.53) na forma:

1 ’ rr
Para avaliar as somas (2.54), pode-se usar as séries conhecidas:
2 cosnz__ _ 1 L cosho(r - z) (2.56)
n=1l al +n? 202 200 senhma

As quais valem para ( <z < 27 e considera-se, primeiramente, como uma fungao

S() de . A segunda derivada da equagdo 2.56 com relagdo a ¢ resulta:

2 oo
0 S(o) -0y cos nz (2.57)
9o’ n:](aZ o2 )2

Depois de derivar também o lado direito da equagdo e se substituir o resultado

na equacao 2.57, obtém-se:
52
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- cos nz __LBS(OC)__ 1 T coshoc(n—z)_ir(n—z)

2 200 do 4 3 senhmo 2
":](a2+n2) 2007 4o 4o

(2.58)

2

_senha(ﬂ—z)+ /4 cosha(ﬂ:—z)coshﬂa

senhmot 402 senh? ma

Para obter os valores das somas (2.54) aplica-se, na equagao (2.58), primeiro z =
(t/b).(y-n),eentdoz = (n/b).(v + n) e, em adi¢do, @ = m.b / a. Usando esses valores
nas equagoes (2.55) e (2.52), chega-se, finalmente, as expressdes que seguem, para a

deflexao na placa:

2 = Bmy Bmy
w:Pa N, | 1+ By coth By — M1 o1 —ancoth P
7'C3D m=1 b b
By (2.59)
senh Bmn senh m1 sen mag sen mm
b a a
3
m> senh By,
Na qual:
mh
Bm = yi=b-y yizn (2.60)

a
No caso de y <1, y; deve ser substituido por y e npor n; =b - n.

Considerando-se mais atentamente o caso de uma carga concentrada P aplicada
no ponto 4 no eixo de simetria da placa, o qual pode ser considerado como o eixo X

(Figura 2.6), para 1 = b/ 2 e a notacao:

M _Pm 2.61
m="-=" (2.61)
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A
b/2 :
PERSI
A
X o . » X
b/2
v
v
Y

Figura 2.6 Carga concentrada ao longo do eixo x de uma placa retangular simplesmente apoiada.

a expressdo geral para a deflexdo na placa transforma-se em:

2w |(+ay, tanhay, )SenhaTm(b—Zy) sen mro sen ™™

Pa
v=T 3| ) a4 (2.62)
2D ;=] —Tm(b—2y)cosh7m(b—2y) m= coshoty,

A qual ¢ vélida para y > 0, ou seja, abaixo do eixo X. Colocando, em particular, y

= (), obtém-se a deflexdo da placa ao longo do eixo X na forma:

mrE  mmx
pal = o 1sen sen
(w)y=0 = Y, | tanhar,, - n 4 3 4 (2.63)
2D =1 cosh O‘mJ m

Essa série converge rapidamente e os primeiros termos fornecem as deflexdes
com suficiente precisdo. No caso de uma carga P aplicada no centro da placa, a deflexao

maxima € obtida substituindo-se x = & = a / 2 na expressdo (2.63), chegando-se a

expressao:
2 o 2
o
Omax = Pa3 D % tanh oy, — L —af? (2.64)
2n° D =] m cosh” oy, D
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Valores do fator numérico ¢ para diversos valores de relagdo b / a sdo dados na

Tabela 2.1.

Tabela 2.1 Fator o para deflexoes em uma placa retangular carregada no centro.

0.01160 | 0.01265 | 0.01353 | 0.01484 | 0.01570 | 0.01620 | 0.01651 | 0.01690 | 0.01695

E visto que, com o aumento no comprimento da placa, a deflexdo méaxima se
aproxima rapidamente daquela de uma placa alongada de comprimento infinito. A
compara¢do da deflexdo maxima de uma placa quadrada com a de uma placa circular
carregada no centro indica que a deflexdo da placa circular ¢ maior do que a da
correspondente placa quadrada. Esse resultado pode ser atribuido a agdo das forcas
concentradas reativas junto aos cantos da placa quadrada, a qual tem a tendéncia de

produzir uma deflexdo na placa convexa para cima.

2.2.2 MOMENTOS FLETORES EM UMA PLACA RETANGULAR SIMPLESMENTE APOIADA

COM UMA CARGA CONCENTRADA

Para determinar os momentos fletores ao longo do eixo central y = () de uma
placa carregada, de acordo com a Figura 2.6, calcula-se a segunda derivada da

expressao (2.62), a qual transforma-se em:

mmé mmx

2 oo sen sen——
J g’ LS lianha, - “;" I a (2.65)
ox =0 2bm =, cosh” oy, J m
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mm& mmx

2 oo sen sen ——
a—j’ LS luanha, ——%m I a (2.66)
ay =0 2Dr =, cosh” oy, J m
Substituindo essas derivadas para os momentos fletores, obtém-se:
p = (1-v ) \sen mr sen"H
(MX)y=0 =— Y |(1+Vv)tanhay, - L 4 a (2.67)
2% =1 cosh? O J m
p (I-v)-a ‘sen mas sen M
(v)) p=an I | ev)anha, =2 a a (2.68)
Y T m=1 cosh” oy, J n
uando b ¢ muito grande em comparagao com a, pode-se fazer:
g p p
Om
tanhoy, = 1 — =1 (2.69)
cosh” oy,
Entdo:
3 (+v)P &1 mrE mmx
(MX)y:() _(My)y=0 =, mz‘:‘I;sen = sen—— (2.70)

Essas séries ndo convergem rapidamente para resultados satisfatorios dos
momentos nas proximidades do ponto de aplicacdo da carga P, portanto ¢ necessario
derivar outra forma de representacdo dos momentos proximos aquele ponto. Para a
discussdo dos esfor¢cos de uma placa circular com uma carga aplicada no centro, sabe-se

que os momentos fletores tornam-se infinitos no ponto de aplica¢ao da carga.

A distribuicdo de tensdes no interior de um circulo de pequeno raio e nas
proximidades do centro de uma placa circular ¢ a mesma, quando ambos sdo submetidos
a uma carga concentrada P central. Os momentos fletores no interior do circulo podem
ser considerados como consistindo de duas partes: uma ¢ a mesma que o caso de uma

placa circular de raio a carregada no centro, e outra representa a diferenca entre as
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tensdes em uma placa circular e uma retangular. Como a distancia » entre o ponto de
aplicacdo da carga e o ponto de consideracdo torna-se muito pequena, a primeira parte
das tensdes varia como log (a / r) e torna-se infinito no centro, enquanto a segunda
parte, representando o efeito da diferenca nas condi¢des de contorno das duas placas,

permanece continua.

Para obter as expressdes para momentos fletores nas proximidades do ponto de
aplicacdo da carga inicia-se com o caso mais simples de uma placa longa infinita

(Figura 2.7). A deflexdo de tal placa pode ser definida se derivada da expressdo (2.62),
por aumento do comprimento b e, conseqiientemente do valor de o, = mnb / 2a,

indefinidamente, ou seja, colocando:

1
tanhoy, =1 cosh oy, =3¢

senhaTm(b—Zy)z coshaTm(b—Zy)z ée(am /b)(b—Zy) (2.71)

\’/

v
Y

Figura 2.7 Carga concentrada ao longo do eixo x de uma placa retangular alongada.
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Substituindo esses valores na equacdo (2.62) a deflexdo na placa simplesmente

apoiada com uma carga concentrada P situada em x = £ e y = () transforma-se em:

2 e
w=1L2 > L sen m sen 2 [1+ ny }—mny/a (2.72)
223D m=1 m3 a a a

A qual vale para y >0, ou seja, abaixo do eixo X.

As expressdes correspondentes para os momentos fletores € momentos torsores

sdo:
My - D iSenm—ﬂ-ésenﬂ(1+v+(1—v)M —mmy/a (2.73)
2r m a a a
m=1
M, _r Lsen mr sen mm(H_v_(]_v)ﬂ}—mny/a (2.74)
2r —_m a a a
My =—£y(]—v) Y sen mre son M ,=mmy/a (2.75)
2a a a
m=]
Outra vez, utilizando a expressdo M = (M, + M,) /(1 + v), tem-se:
2 2 oo
M =-D J a)+a_a) _P D isen mro son X p—mmy/a (2.76)
a2 ay2 To=1m a a
Os momentos podem ser expressos agora em termos da fun¢do M, da maneira
que segue:
My =L v —(1=v 2L 2.77)
21 |
My =L v+ (1-v)y 2L (2.78)
20 |
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1 oM
Mxy =—5(1—V)y¥ (279)

Desenvolvendo as séries, obtém-se a expressao:

cosh v_ cos M

M =—Iog a n'(xa—é) (2.80)

a

cosh v_ cos
a

Usando as equagdes (2.77), (2.78) e (2.79), pode-se representar os momentos de
uma placa longa infinita. Observando, além do mais, que AA® = 0 em qualquer lugar,
exceto junto ao ponto (x = & y = 0) de aplicagdo da carga, conclui-se que a fungio M =
-D.Aw satisfaz (exceto junto ao ponto anteriormente mencionado) a equacao AM = 0. A
condi¢do de contorno M = () ao longo da linha x = 0 e x = a ¢ também satisfeita pela

funcao M.

Para os pontos ao longo do eixo X as equagoes (2.77) e (2.78) fornecem M, =

My € entdo:

(), _p Y (2.81)

(My),zp = (M) v=0"%"

y=0"

Usando a equacdo (2.80) no caso particular de carga aplicada junto ao centro do

eixo da placa, & = a /2, obtém-se:

(Mx)yzo =(My) PU+v)

- a
=081 log p~ (2.82)

Esse resultado também pode ser obtido pela soma das séries (2.53).

Retornando-se ao célculo dos momentos fletores para pontos bem proximos ao
ponto de aplica¢do da carga, mas ndo necessariamente no eixo X., tem-se que os valores

(x - &) e y sdo muito pequenos e, usando a expressio (2.53), pode-se escrever:
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rc-8)_, mP=ef . m mty (2.83)

CcoS
a 24° 247

Assim, tem-se como resultado:

2
P 1—cos 27 P 2a sen % P 2a sen m
M =—1/Iog a =—Ilogl ——4 | =—log| ———% (2.84)
4r 72y ml(x-EY 4m r o r
1+ 5 -1+ 5
2a 2a
Na qual:
r=y (=€) +3?2 (2.85)

Onde r representa a distancia do ponto de consideragdo até o ponto de aplicagao
da carga P. Agora, usando a expressao (2.84) como substituicdo nas equagdes (2.77),
(2.78) e (2.79), obtém-se as expressOes que seguem, validas para pontos nas

proximidades da carga concentrada:

g
2a sen —= 2
Mo =L (1+v) L tog a,U=v)Py (2.86)
2 on o 2
] 2a sen (]—V)P 2
My ==\ (1+v)-—log a Y (2.87)
2 27rr2

Isso ¢ interessante para a comparagdo desse resultado com aquele para uma
carga aplicada no centro, em uma placa circular simplesmente apoiada. Tomando um

raio » sob um angulo o para o eixo X, encontra-se para uma placa circular:

2 2 P a Py2
My =M, cos* a+M; sen” oo =—(1+v)log=+(1-v) (2.88)
i r 4mr?
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2
2

2 Px

My, =M, sen2a+Mt cos oc:%(]+v)log%+(]—v)

(2.89)

4nr

Os primeiros termos das expressoes (2.86), (2.87), (2.88) e (2.89) coincidirdo ao

se tomar o raio externo de uma placa circular igual a:

22 e (2.90)

T a

Subordinados a essas condig¢des, os momentos M, sd0 0s mesmo para ambos 0s
casos. O momento M, para uma placa retangular alongada ¢ obtido de uma placa
circular por subtracdo do valor (1 - V)P / 4r. A partir disso pode-ser concluir que em
uma placa retangular alongada a distribuicao de tensdes em torno do ponto de aplicacdo
da carga ¢ obtida por suposicao das tensdes de uma placa circular carregada no centro
com raio (2a / m) sen (n& / a) com um simples esforgo produzido pelo momento M, = -

(1-Vv)P/4rm.

Pode-se admitir que a mesma relacdo entre os momentos da placa circular e da
placa retangular alongada também ¢ valida no caso de carga P uniformemente
distribuida dentro de uma area circular de pequeno raio c¢. Nesse caso, para o centro de

uma placa circular obtém-se:

c

My = %[(]—i-v)logg%-]] (2.91)

Em conseqiiéncia, junto ao centro de uma érea circular carregada de uma placa

retangular alongada, pode-se escrever:

P 2a sen E

My=—/|(1+v)log——4+1 (2.92)
ir Tc
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T
2a sen—

My =L 4v)iog ——a | L=VP (2.93)
ir e ir

Da comparagdo de uma placa retangular alongada com uma placa circular, pode
ser concluido que toda informagdo a respeito das tensdes locais junto ao ponto de
aplicacdo da carga P, derivado de uma placa circular, podem também ser aplicadas ao

caso de uma placa retangular alongada.

Quando a placa nao ¢ muito longa, a equacdo (2.52) deve ser usada em lugar da
equacdo (2.53) no célculo dos momentos M, e M, ao longo do eixo X. Desde que
tanhoy, se aproxime rapidamente de / e cosh o, torne-se um numero grande quando m
¢ incrementado, as diferengas entre a soma da série (2.52) ¢ a soma da série (2.53) pode
facilmente ser calculada. Assim, os momentos M, e M, ao longo do eixo X e proximo ao

ponto de aplicagdo da carga podem ser representados da seguinte forma:

TT
oo 2a sen—
x:(]+v)P Y isenm—ﬂésen@+y1i:P(“_V)log a +7/1i (2.94)
2n —m a a ir ir nr ir
(+v)p & 1 maE  mmx P P@i+v) 2‘”6”% P
My = Y —sen sen——+yy —= log +y72 — (2.95)
2 =] ™ a a i 4 r 4

No qual y; e 7> sdo fatores numéricos cuja magnitude depende da relacdo b /a e
a posicao da carga no eixo X. Alguns valores desses fatores para aplicacdo central da

carga sdo dados na Tabela 2.2.
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Tabela 2.2 Fatores vl e 72.

Além disso, a distribuicdo de tensdes proxima ao ponto de aplicacdo da carga ¢
substancialmente a mesma que a de uma carga circular carregada no centro, com raio

(2a/ m) sen (n& / a). Para alcangar os momentos fletores proximos a carga, é necessario
somente superpor os momentos da placa circular pelos momentos M = y; P/4ne M’ =
-(l -v-1v) P/4r Admitindo que essa conclusdo também vale quando a carga P ¢

uniformemente distribuida dentro de um circulo de pequeno raio ¢, obtém-se para o

centro do circulo:

S
p 2a sen—- P
My=—/|(1+v)log——% |+y;— (2.96)
4r c 4r
p 2asenﬁ P
My =— (1+v)log—— |- (I-v -y7)— (2.97)
4qr e 4qr

Somente no caso de carga distribuida, as forcas reativas sdo produzidas por
cargas concentradas junto aos cantos das placas retangulares. As reagdes nos cantos sao

dadas por:
R=nP (2.98)

Essas reagdes sdo causadas pela carga central P e os valores de n sdo dados na

Tabela 2.3.
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Tabela 2.3 Fator numérico n para forgas reativas R junto aos cantos de placas retangulares sob carga

central. v=0,3.

A distribui¢ao de momentos fletores e cortantes no caso particular de uma placa
quadrada com uma carga central sdo mostradas na Figura 2.8. A porcao tracejada das

curvas ¢ obtida para uma distribuicdo uniforme da carga P dentro da area circular com

raio ¢ = 0,05a.

Vy
A
Ml al/2
Mx { ‘MV
A 4
|
%, —
<>
0.10 a A/MZ
al/2
N
v
< a/2 > a/2 >
Yy

Figura 2.8 Distribuicdo de momentos fletores e cortantes em uma placa quadrada com carga

concentrada aplicada no centro.
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Pode-se facilmente concluir que o exemplo acima estudado por Timoshenko e
Woinowsky-Krieger (1959), pode ser tranqiiilamente aplicado para o caso de lajes
planas ou lajes sem vigas. A tUnica diferenca se apresenta no sentido da carga
concentrada, que no caso das lajes planas representa a reacao dos pilares. Portanto, para
o caso de lajes apoiadas diretamente sobre pilares, os momentos negativos tedricos
também sdo infinitos no centro dos pilares, sendo necessario utilizar outros métodos
para encontrar valores para o dimensionamento das lajes. O procedimento de tomar o
momento na face do pilar (figura 2.8) e fazer uma corregdo até o centro ¢ indicado por

outros autores.
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2.3 SOLUCOES NUMERICAS

2.3.1 METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

O principal inconveniente da resolucdo de lajes planas através da Equagdo
Diferencial das Placas ¢ a necessidade de solucionar séries complexas, o que ndo ¢
interessante para aplicacdes em projeto. Da mesma forma, as solucdes exatas sdo
poucas, limitando-se a determinados casos de geometria, carregamento e condigdes de

contorno.

Com o advento do computador, surgiu a integracdo numérica pelo Método das
Diferengas Finitas (M.D.F.). O método consiste em dividir a placa em uma malha que se
adapte ao seu contorno. A equagdo de Lagrange ¢ substituida por uma série de equagdes
algébricas lineares, a partir das quais sdo definidos os deslocamentos @ nos nés da
malha. Em fungdo desses deslocamentos podem ser expressas as suas derivadas,
resultando em momentos fletores e esforgos cortantes. Para os pontos proximos as

bordas ¢ necessario adotar deslocamentos em pontos ficticios situados fora da placa.

Os métodos classicos se aplicam preferencialmente a elaboracdo de tabelas de
esforcos em placas. Com a ajuda dessas tabelas se obtém facilmente os esforgcos nas

placas em condic¢des de apoio mais usuais.

A Figura 2.9 ilustra uma malha adotada para o calculo de uma placa através do
Método das Diferencas Finitas, no qual, cada né recebeu uma nomenclatura propria.
Para o caso de placas de formas mais complexas e condi¢des de apoio variadas, tais
métodos ndo sdo de aplicacdo pratica. Nesses casos pode-se recorrer ao Método dos

Elementos Finitos.
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Figura 2.9 Laje plana discretizada para aplicacio do método das diferencas finitas.

2.3.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Embora o Método das Diferencas Finitas facilite o calculo das placas, outros
métodos numéricos, como Elementos Finitos e Analogia de Grelha, sdo mais utilizados

para a formulagdo de programas de analise e projeto estrutural.

O Método dos Elementos Finitos (M.E.F.) consiste em dividir o dominio de
integracdo do problema continuo em um namero discreto de regides pequenas de
dimensdes finitas denominadas elementos finitos (LA ROVERE, 2001). Ao conjunto de

regioes se da o nome de malha de elementos finitos.

No método a placa ¢ substituida por uma série de elementos de forma
quadrilatera ou triangular, podendo variar as dimensdes e caracteristicas eldsticas de um
elemento para outro. S3o tomadas como incognitas os deslocamentos w e os esforgos m,
e suas derivadas nos vértices dos elementos. Supde-se que os deslocamentos @ dentro
de cada elemento sdo dados por uma fungdo simples (um polindmio, por exemplo),
cujos coeficientes numéricos sao fixados, uma vez conhecidos os valores da fungao w e

de suas derivadas nos vértices dos elementos. Dessa forma, sendo distintas as fun¢des @
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e m e suas derivadas de um elemento para outro, se garante a compatibilidade de

deformacdes entre elementos continuos ao se igualar seus valores nos vértices.

As condigdes de equilibrio de forgas da estrutura (ou o que ¢ equivalente, a
condi¢do de minimo da energia potencial total, funcdo das incognitas escolhidas)
proporcionam um sistema de equagdes lineares, que uma vez resolvido, fornece
deslocamentos e permite o calculo imediato dos esforgos na placa. A figura 2.10 ilustra

uma laje plana modelada em elementos finitos.

AN S

[ i V. \.
nos elemento finito

Figura 2.10 Laje plana discretizada em elementos finitos.

Por se tratar de um método numérico, geralmente processado por computadores,
¢ de fundamental importancia que o projetista que aplique o método tenha pleno
conhecimento dos elementos, configuracdes e condi¢cdes a serem aplicadas, caso
contrario os resultados fornecidos podem onerar o custo da estrutura, e ainda pior,
colocar em risco a seguranc¢a de seus usuarios. “Embora o método dos elementos finitos
possa tornar um bom engenheiro ainda melhor, ele pode tornar um mau engenheiro

muito perigoso” (COOK,1989).
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2.3.3 ANALOGIA DE GRELHA
2.3.3.1 INTRODUCAO

O método de resolugcdo numérica por Analogia de Grelha consiste em substituir
a placa por uma malha, formando uma grelha, a qual ¢ composta por vigas ortogonais
entre si, sendo essas barras paralelas e transversais aos eixos principais da placa (Figura
3.1). Todas as barras e nos da grelha situam-se no mesmo plano, o que facilita a analise

e processamento do método. A cada viga se atribui uma inércia a flexdo e uma inércia a

torcao.
1
D ® ® LI ¢ ® D
¢ / . 4 @ ® @ @ 9
barras da grelha __'I — r
@ @ @ @ L @ ®
[ 1

[J—e . [ . ¢ M
no’sV

Figura 2.11 Laje plana discretizada em uma grelha — malha de vigas ortogonais entre si.

A resolugdo do problema ¢ feita através de analise matricial, sendo, portanto, um
método de facil elaboragdo e resolugdo rapida, principalmente quando auxiliado por
computador. Os efeitos de flex3o sdo os mais importantes para a analise da grelha,

entretanto, os efeitos de tor¢ao também devam ser considerados.

O método consiste em definir a matriz de rigidez da grelha, em fun¢do das
propriedades das barras, aplicar as cargas nos nds ou transformar os carregamentos nos

elementos em cargas nodais equivalentes, e entdo por analise matricial sdo obtidos os
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deslocamentos da grelha. Em funcao dos deslocamentos obtidos sdo calculados, também
matricialmente, os esforcos — momentos fletores, momentos torsores e esforcos

cortantes, nas extremidades das barras da grelha.

Nesse trabalho foi dada énfase a parte tedrica de Analogia de Grelha por dois

motivos:

J4

a) Primeiramente, ¢ um método numérico de aplicagdo mais recente, o qual
apresenta pouca bibliografia a respeito, além do que, os resultados acerca do método

ndo foram ainda tdo estudados como € o caso do Método dos Elementos Finitos;

b) Embora programas de projeto estrutural como o CYPECAD e o TQS tenham
formulagdo em Elementos Finitos e sejam conhecidos nacionalmente, o programa mais
difundido no Estado de Santa Catarina e que vém se expandindo no ambiente dos
projetistas em todo o pais ¢ o AltoQI Eberick, cuja formulagdo das lajes é feita por
Analogia de Grelha. No entanto, as versdes disponiveis at¢ o momento ndo efetuam o
calculo diretamente de lajes sem vigas, sendo, portanto necessario fazer determinadas

consideracdes e aproximacdes para a utilizagdo do programa para esse fim.

O estudo da grelha ¢ feito através da analise matricial, aplicando-se o método
dos deslocamentos ou da rigidez. Aqui sdo introduzidos os conceitos de matriz de

rigidez, esfor¢os e deslocamentos e suas relacoes.

Posteriormente sera descrito como ¢ feita a modelagem da grelha, em fungdo das
propriedades fisicas e geométricas das barras e as condigdes de contorno do problema,
bem como a forma de aplicacio do carregamento e obten¢do de esfor¢cos nas

extremidades das barras.

2.3.3.2 ANALISE MATRICIAL DE ESTRUTURAS

A andlise matricial de estruturas ¢ de grande aplicacdo na engenharia, visto que,

a maioria dos casos praticos ¢ composta por estruturas hiperestaticas e/ou estruturas em
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que a analise individual de cada elemento ndo ¢ suficiente e torna-se indispensavel o
conhecimento de seu comportamento global. Um dos métodos que se utiliza a anélise

matricial é o método dos deslocamentos, ou método da rigidez.

O método dos deslocamentos consiste em obter os deslocamentos da estrutura,
através da resolugdo de equagdes de compatibilidade, e a partir de tais deslocamentos
obter os esforcos na estrutura. Primeiramente, fixam-se todos os graus de liberdade da

estrutura, obtendo-se o sistema principal.

No caso de elementos de grelha, em cada n6 da barra os coeficientes de rigidez
sao obtidos introduzindo-se um deslocamento unitario - rotagdo ou translacdo - na
dire¢do dos graus de liberdade, impedindo-se os deslocamentos nas demais direcdes. No
caso da grelha, cada n6 apresenta apenas trés graus de liberdade, ou seja, duas rotagdes -
Ox e 6y, e uma translacdo - &z e, consequentemente, cada barra apresenta quatro rotagdes
e duas translagcdes. Para os nos no interior da grelha, pode-se liberar tanto rotagdes como
deformacdes. A figura 2.12 mostra os graus de liberdade em um né de encontro de duas

barras de uma grelha.

V/

Figura 2.12 Graus de liberdade em um né de grelha. &; representa a translagio, 01 e 02 representam

as rotacoes em torno dos eixos X e Y.
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Por definicdo, as for¢as produzidas por esses deslocamentos sdo os coeficientes

de rigidez das barras (figuras 2.13, 2.14 e 2.15).

ileJ /L’

-6E1/L2g A
H

-I2EI/ L / _6EI/L°

< - >

Figura 3.13 Momentos fletores e reacées em uma barra devidas ao deslocamento vertical em uma das

extremidades.
GJ,0/L yA By 9 GJ,¢/L
<« o >p
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Figura 2.14 Momentos torsores em uma barra devidos a rotagcdo em uma das extremidades.
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Figura 2.15 Momentos fletores e reacoes em uma barra devidas a rotacdo em uma das extremidades.

Em seguida montam-se as equacdes de equilibrio de for¢as em torno dos nds,
tendo-se como incognitas os deslocamentos e compondo-se a matriz de rigidez de cada
barra. Para a grelha, o deslocamento axial das barras pode ser desprezado, sendo assim,

algumas linhas e colunas da matriz podem ser canceladas.
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Para obter-se a matriz de rigidez do sistema € necessario sobrepor os coeficientes
dos elementos que compartilham do mesmo nd. A solucdo das grelha requer a solugdo

dos deslocamentos nos nos, dados por:

{F1-{Fp }=[k]-{s} (2.99)
B)=kI (F}-{F)) (2.100)
onde

{ 0 } sdo os deslocamentos
[ K ] € a matriz de rigidez da estrutura

{ F } sdo os esfor¢os nodais

{ Fyp } sdao os esforcos de mobilizagdo dos nos, devidos aos carregamentos

aplicados nas barras.

//

A pj=14A

e

Figura 2.16 Exemplo de grelha aplicada para uma placa, indicando deslocamentos nas duas direcéoes

para forcas nodais unitdrias.
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Os esforcos internos nas extremidades dos nos sdo obtidos pela solucdo da

equagdo (2.101).
{s}-{so }=lr]-{a} (2.101)
onde

[ r ] € amatriz de rigidez do elemento de barra

{ d } € o vetor de deslocamentos na extremidade da barra

{ § } sdo os esforgos nas extremidades da barra

{ Sy } sdo os esforgos de mobilizagao dos nos nas extremidades das barras

2.3.3.3 MODELAGEM POR ANALOGIA DE GRELHA

Defini¢ao da Malha

Para a modelagem da grelha e posterior obten¢do dos resultados, torna-se
conveniente a adogdo de um sistema de coordenadas, sendo a grelha modelada no plano
XY por exemplo, e os esfor¢os externos atuantes na dire¢io Z. E interessante também
que cada barra tenha um eixo de coordenadas locais, visto que cada elemento de uma
grelha pode estar orientado em qualquer direcdo no plano XY. Cada nd ira apresentar
suas correspondentes coordenadas. A Figura 2.17 ilustra uma grelha adotada para laje

plana, com sistema de coordenadas no plano X7Y.
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Figura 2.17 Laje plana modelada como grelha no plano XY.

Para a defini¢do da malha da grelha devem ser seguidas certas regras basicas,

citadas por Hambly (1976), Takeya (1985) e Figueiredo e Woinowsky-Krieger (1989):

a) Colocar vigas do reticulado em posi¢des pré-determinadas pelo projeto, tais
como em linhas de apoio, ao longo de vigas de borda ou de outras que existirem, que

contenham uma ag¢ao especifica, etc;

b) Para placas isotropas, cada barra deve ter uma largura no méaximo 1/4 do

vao transversal ao seu eixo;

c) Para placas ortétropas, na direcdo da menor inércia, deve-se considerar a

largura das barras no méaximo 40% do vao transversal ao seu eixo;

d) Quanto menores forem as larguras das barras e, portanto mais densa a
malha, melhores serdo os resultados; entretanto, essa melhora cessa quando a largura

das barras for menor que 2 ou 3 vezes a espessura da placa;
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e) Para as por¢des em balanco das lajes ¢ necessario se colocar pelo menos

duas barras transversais ao seu vao;

f) Deve-se colocar sempre uma barra com contorno livre da placa, cuja largura
para o calculo do momento de inércia a tor¢do deve ser diminuida de 0,3h, pois € nessa
distancia, a partir da borda que, aproximadamente, a for¢a cortante vertical, resultante
das tensdes verticais de cisalhamento devidas a tor¢ao, atua (h ¢ a altura da placa nessa

regiao);

g) Junto as regides de grande concentra¢do de esforgos, tais como apoios ou
cargas concentradas, ¢ recomendével que a largura das barras ndo seja superior a 3 ou 4

vezes a espessura da placa;

h) Orificios na laje cuja maior dimensdo ndo exceda a 3h ndo precisam ser

considerados, a ndo ser que estejam muito proximos dos pilares;

1) Aberturas de grande tamanho na laje devem ser tratadas como bordo livre,

valendo as recomendagdes anteriores;

j)  Os espagamentos das barras em cada uma das dire¢cdes ndo devem ser muito

diferentes, para permitir uma distribuicao uniforme de cargas.

E importante salientar que essas regras devem ser adaptadas a cada situacao de
laje plana, em fun¢do da grande variagdo nas formas, dimensdes e condigdes de

contorno existentes.

Graus de Liberdade

Em seguida torna-se necessario definir os graus de liberdade nos nds, os quais
representam em cada encontro de barras, os deslocamentos possiveis naquele no. Para
uma estrutura tridimensional t€ém-se seis graus de liberdade em cada n6 — trés rotagdes e

trés translacoes.
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Na modelagem da grelha, para os pilares pode-se restringir apenas deformacao
vertical, no caso de placas simplesmente apoiadas, mas deve-se ter em mente que as
lajes planas certamente introduzem momentos nos pilares, principalmente os pilares de
bordo ou nos casos em que se trata de lajes com assimetria de dimensdes e/ou
carregamento. Tais momentos devem ser, essencialmente, considerados no

dimensionamento dos pilares.

No caso de lajes apoiadas em vigas no contorno, pode-se também restringir
unicamente a deformacdo vertical, no entanto deve-se estar ciente que as vigas
apresentam uma rigidez a torgdo, e que as lajes irdo apresentar um valor de momento na
ligacdo entre os dois elementos — laje-viga. Para o dimensionamento das vigas, a tor¢ao

gerada pela laje deve ser considerada.

Como a Teoria das Placas apresenta fundamentalmente placas apoiadas no
contorno, e visando adotar o mesmo modelo para o calculo através de métodos
numéricos, as hipoteses citadas acima serdo adotadas — pilar com restri¢do apenas de
deslocamento vertical, e vigas de contorno com rigidez a tor¢cdo desprezada — de modo
que se tenha a possibilidade de comparacdo entre os resultados para modelos

semelhantes.

Propriedades Fisicas e Geométricas das Barras

As propriedades das barras influenciam diretamente nos resultados. Cada barra
da grelha ird representar uma certa "faixa" da placa, apresentando a espessura da laje e a
largura, a qual ¢ dependente da malha da grelha. Portanto, as barras devem apresentar
propriedades que representem geométrica e fisicamente a placa em estudo. A figura

2.18 mostra uma barra de grelha, que representa uma “faixa” da placa, com espessura /

e largura byg.
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Figura 2.18 Barra representando uma "'faixa' de laje.

As propriedades fisicas das barras dependem do material da placa. No presente
estudo serdo analisadas placas de concreto armado, sendo necessario definir o mdédulo
de deformagdo longitudinal £, e 0 modulo de deformagao ao cisalhamento G. O valor de
G ¢ obtido diretamente, através de relagdo definida pela Resisténcia dos Materiais,

dependendo unicamente do valor do coeficiente de Poisson.

O Modulo de deformacgao longitudinal a ser adotado para o concreto armado € o

modulo secante do concreto £, definido no item 4.2.3.1 da NBR6118 como sendo igual

a 0,9 do médulo na origem - E,, dado no item 8.2.5 da NBR 6118 (equagdo 2.102).

E.=09-Egp

Eg = 6600 fek+3,5

(2.102)

A relagdao que define o valor do mddulo de deformagdo ao cisalhamento G, de

acordo com o valor de v adotado, ¢ dada por,

(2.103)

De acordo com Hambly (1976) e Takeya (1985), no calculo da grelha devem ser

definidas as seguintes propriedades geométricas para as barras:
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a) O momento de inércia a flexdo dos elementos longitudinais e transversais ¢
calculado considerando que cada um representa uma largura b, de laje igual a distancia

entre os vaos adjacentes, assim,

=5 (2.104)

b) O momento de inércia a tor¢do, por unidade de largura de uma placa

1sétropa ¢ dado por:

h3
=" (2.105)

E para uma viga do reticulado que representa uma largura b de laje,

Jy=-t (2.106)

Pode-se concluir que:
Jy=21 (2.107)

Ou seja, segundo o autor, o momento de inércia a tor¢ao pode ser tomado como

sendo duas vezes o momento de inércia a flexdo.

Carregamento das Barras

O carregamento na laje, proveniente do peso-proprio, revestimento, paredes e
cargas acidentais, bem como outras cargas, pode ser representado de diversas maneiras:

através de cargas uniformemente distribuidas ou através de cargas concentradas.

No caso de cargas uniformemente distribuidas, essas sdo aplicadas ao longo das

barras. Para as cargas concentradas, as mesmas podem ser aplicadas nos nds ou nas
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barras. Para cada um dos casos a carga a ser considerada e aplicada deve ser analisada

de acordo com a area de influéncia da carga — barra ou n6 (Figura 2.19).

Figura 2.19 Carregamento uniformemente distribuido nas barras — carga p, e carga concentrada nos

nds - carga nodal P1 — ou nas barras — P2.

Esforgos nas Barras

O carregamento atuante nas barras provoca rotagdes e deslocamentos

horizontais, bem como esfor¢os nodais. Os esfor¢os nodais que surgem nas barras sao

trés:
a) Momentos fletores, no sentido do eixo da barra — m;
b) Esforcos cortantes, no sentido do eixo z — v;
c) Momentos torsores, no sentido transversal ao eixo das barras — z.
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mj
'\ /tg
V2

barra de grelha
. / \ml

Figura 2.20 Esforc¢os atuantes nas extremidades de uma barra de grelha.

Vi

Cuidado especial deve ser tomado na obtencdo dos esforgos para o
dimensionamento da laje, devendo ser considerada a largura b da barra para a conversao
dos esforgos obtidos nas barras da grelha em esfor¢os de dimensionamento. O esforgo
de dimensionamento ¢ obtido diretamente dividindo-se o encontrado na grelha pela

largura da “faixa” considerada — b (equagdo 2.108).

Shar
bg

Sgim = (2.108)

onde
Sgim € o esfor¢o de dimensionamento por unidade de comprimento
Spar € 0 esfor¢o obtido na extremidade da barra da grelha

bg € 0 espagamento entre as barras da grelha.

Aplicagoes em lajes planas

Como visto, ap6s a defini¢do das condigdes de apoio da laje, da sua geometria e

carregamento, a aplicagdo do método ¢ simples (Figura 2.21). Comparado aos métodos
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tedricos baseados na Equacao de Lagrange, esse método mostra-se muito mais pratico
para problemas reais de engenharia, para os quais a solu¢do através de séries
trigonométricas (método tedrico) torna-se mais complexa e demorada. Os métodos
aproximados, que serdo definidos posteriormente, necessitam também que a laje
respeite determinadas condig¢des. Ja se comparado aos demais métodos numéricos, a

Analogia de Grelha ¢ mais simples, principalmente quando aplicada a programacao.

Figura 2.21 Laje plana mostrando a grelha para aplicagdo do método.

A obtenc¢do dos resultados, como todos métodos numéricos, depende da correta
modelagem da laje, das suas propriedades e condi¢des de contorno. Da mesma forma, a
analise dos resultados deve ser criteriosa e critica. Quando necessario, a laje deve ser
remodelada ou modificada em determinados trechos criticos, para que os resultados

apresentem a precisao desejada.
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3 APLICACAO DOS MODELOS TEORICOS: EQUACAO

DIFERENCIAL DAS PLACAS EM REGIME ELASTICO

3.1 INTRODUCAO

A Equacdo de Lagrange pode ser resolvida para outros casos de carregamento e
condi¢des de contorno, que ndo sejam lajes retangulares com cargas uniformemente
distribuidas. Para que seja feita uma analogia ao problema em estudo, onde se tem uma
laje plana com um apoio pontual, optou-se pela adogao do principio da superposicao de
efeitos, ja que nao sdo encontradas na bibliografia equagdes com séries de Fourier para
a resolucdo de placas com apoio interno pontual e seria fundamental ter-se resultados

tedricos para se comparar aos obtidos por métodos numéricos.

Nesse capitulo serdo descritas algumas equagdes de deslocamentos € momentos,
desenvolvidas em séries de Fourier a partir da Equagdo Geral de Lagrange, para os
casos de carregamento necessarios para a solugdo do problema de laje plana apoiada

diretamente sobre pilares.

A solucao geral da Equacao Geral de Lagrange, desenvolvida em séries de

Fourier para um carregamento qualquer, ¢ dada por:

o(xy)=%3 Pmn > sen ’”;“ Sen% (Timoshenko, 1959) (2.47)
mn -
D S
a2 b2

Posteriormente essa equacdo serd desenvolvida para os casos estudados. Todos

os casos tratam de lajes retangulares simplesmente apoiadas em todo o contorno.
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3.2 LAJE DE REFERENCIA

Para o presente trabalho, serd adotada uma “laje de referéncia” para o estudo
dos esforcos e deslocamentos. Posteriormente serdo feitas aplicagdes em outras lajes. A
adogdo de uma laje de referéncia teve como objetivo aplicar diversos métodos a um
mesmo caso, com as mesmas condi¢des de contorno, carregamento e propriedades, de

modo que os resultados obtidos pudessem ser comparados entre si.

E importante citar que, apesar de em alguns modelos o pilar ser modelado como
um apoio pontual, na pratica o pilar apresenta dimensdes e essa situagdo ndo ocorre. A
adocdo dessa hipdtese visou o estudo tedrico do problema que ocorre durante a

modelagem quando se adota o pilar como um apoio pontual.

3.2.1 CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DA LAJE E CONDICOES DE CONTORNO

Foi adotada inicialmente uma laje plana de concreto armado com 20 cm de
espessura, sem vigas internas, com dimensdes de 10x10 metros ¢ um pilar central,
apresentando no contorno vigas rigidas, com se¢do 15x50 cm. Aqui foi utilizado o
termo rigido por se tratar de vigas que apresentem pouca deforma¢do — da ordem de L /
2000. Esta deformacao serd desprezada e as apdias serdo entdo indeslocaveis. Ensaios
com alturas de vigas superiores a essa nao mostraram diferengas significativas nos
esforcos das lajes. A planta de formas da laje estudada apresenta-se ilustrada na Figura

3.1.

Para o calculo da placa através da Teoria das Placas no Regime Elastico, ¢
necessario conhecer o valor da rigidez da placa D, definida em fun¢do do médulo de
deformacdo transversal E, da espessura da placa % e do coeficiente de Poisson v

(equacado 2.27).
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3
p-—Eh" (2.27)
12[1 —v? )
—a— | s |
] e
5,0 m
v % = %
5,0 m
] B
v | s |
5.0 m > | < 5,0 m q
Figura 3.1 Planta de formas da laje de referéncia.
3.2.2 ACOES

Foi adotado unicamente carregamento vertical, sendo portanto desconsideradas
quaisquer cargas horizontais. A carga total atuante sobre a laje foi definida como sendo
10 kN/m?, compreendendo todas as cargas — permanente de revestimento € peso-proprio

e cargas acidentais.

Nao foi feita distingdo do carregamento em parcelas de carga permanente e

acidental, o que ¢ essencial para uma analise de deformagdes a longo prazo da laje, pois
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procura-se unicamente esfor¢os e deslocamentos imediatos. Vale citar que as
deformacdes obtidas mesmo a longo prazo, para a laje configurada, permitem que a

mesma se enquadre nas hipdteses de Kirchoff-Love.

3.2.3 CARACTERISTICAS MECANICAS DO CONCRETO

As propriedades mecanicas do concreto de interesse para o presente estudo sdo:
resisténcia caracteristica a compressao — f.r, 0 médulo de deformacgao longitudinal E, o

moddulo de deformacgdo ao cisalhamento G, o coeficiente de Poisson v. Tais parametros

estdo definidos na Tabela 3.1, incluindo inclusive a rigidez da placa D.

Tabela 3.1 Propriedades mecdnicas do concreto e rigidez D da placa.

Parametro Valor

fck 20 Mpa

E.=09-6600-+ fck+3,5=0,9-6600-20+3,5 =28795MPa

0,2

E 28795

G= = = 11998 MP.
21+v) 2-(1+0,2) ¢

ERS 28795-107 -0,203

12(1—v2) 12-(1—0,22)

D=

=19.996,68kN.m
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3.3 MODELOS DE CARREGAMENTO EM PLACAS

3.3.1 PrACA COM CARREGAMENTO UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDO

As equagdes desenvolvidas em séries de Fourier e aplicadas nesse
capitulo sdo citadas por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959). A Figura 3.2 ilustra
o caso de placa retangular simplesmente apoiada com carregamento uniformemente

distribuido. Primeiramente, ¢ necessario definir o valor da carga p,,,,.

A :

AT

a
< >

Vv x

Figura 3.2 Placa retangular simplesmente apoiada com carregamento uniformemente distribuido.

Sabe-se que:
Pmn =—.”p(x y)sen—sen—nydxdy (2.44)
a b

Como p(x,y) é constante, assume que p(x,y) = p, logo:

ba
Pmn =4—pj.jsenﬂsenmdxdy (3.1)
ab a b
00
Pmn = pJ.sen dxjsen—ﬂy dx (3.2)
ab a b
0 0
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4p

Pmn = 3 (~cos mm +1)—cosnm +1) (3.3)

mnm

Se m e n forem pares, entao:

Pn = 4”2 (~1+1)=1+1)=0 (3.4)
mniw

Se m e n forem impares, entdo:

4p 16p

(1+1)1+1)=
mnﬂ2 mnm

(3.5)

Pmn =

Portanto, para o caso de placa retangular com carregamento uniformemente
distribuido p, os deslocamentos @, nas coordenadas (x,y) de uma placa com dimensdes

(a,b), sao obtidos da equagdo (3.6), e os momentos fletores das equagdes (3.7) e (3.8).

I6p 1 mx n
o(x,y)= 5 3 7 Sen— senTny (3.6)
mn| ——+——
02 b2
mzwnz]
2 2
16p a b o on
my (x,y) y 3 5 Sen— senTny (3.8)
T m n 2 }12
eyt
b

sen % sen% (3.9)

O desenvolvimento dos momentos fletores m, ao longo de toda a superficie da

laje de referéncia para o presente caso de carregamento estao ilustrados nas figuras 3.3 e

3.4. Foram utilizados m = n = 19 termos.
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MOMENTOS my
CARGA UNIFORME 0 40-50 [ 30-40

WO0-10 @-10-0

my (kN.m/m)

Figura 3.3 Momentos my na laje para o caso de carga uniformemente distribuida (perspectiva).

MOMENTOS my
CARGA UNIFORME

WO0-10 @-10-0

Y (m)

my (kN.m/m)

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X (m)

Figura 3.4 Momentos my na laje para o caso de carga uniformemente distribuida (vista superior).
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3.3.2 PrLACA COM CARGA UNIFORME EM UM RETANGULO PARCIAL

A Figura 3.5 ilustra o caso de placa retangular com carregamento

uniformemente distribuido. De maneira analoga ao caso de carga uniforme distribuida

em toda a placa, ¢ efetuada a integracao de p,,;, de modo a se obter o seu valor.

P
Y
P=u.v
b Yiviy
\%
e YVYy
< L
i
X
0 - >
< >

Figura 3.5 Placa retangular simplesmente apoiada com carga uniforme em um retdngulo parcial.

4P E+u/2n+v/2

Pmn = sen msen%dxdy (3.9)
abuv ¢ 1oy a

Pmn = L6 on ™ (on M o TV oy 1TV (3.10)
Y — a b 2a 2b

Portanto, para o caso de placa retangular com carga uniforme p aplicada em um
retangulo parcial com dimensdes (u,v) simétrico em relacdo ao centro, ou seja, (€ =
a/2,m = b/2), os deslocamentos @, nas coordenadas (x,y) de uma placa com dimensdes
(a,b), sao obtidos da equacao (3.1/), e os momentos fletores das equagdes (3.12) e

(3.13).
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]6P sen sen sen sen —— o n
o(x,y)= DI I— b 2‘; 2b_ son ™7 son 1 (3.11)
- Duv gy n 2 2 a b
mn| —+——
a2 b2
m2 }’lz mime nTCT] mimu n
72+V7 sen P sen b sen 2a sen ——
b
my (e y)=2L 5 g L 5 sen ™™ sen ™. (3.12)
T U mn m2 n2 a b
mn| —+——
a2 b2
nZ 2 m7 nnn mmu
7+V7 sen sen b sen 2a sen ——
b a
my(ey)="-3 3 a > sen™™ sen™(3.13)
T U mn m2 l’l2 a b
mn| ——+——
a2 b2

O desenvolvimento dos momentos fletores m, ao longo de toda a superficie da
laje de referéncia, com uma carga aplicada num retdngulo de 20x20 cm, estdo ilustrados

nas figuras 3.6 e 3.7. Foram utilizados m = n = 19 termos.
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MOMENTOS my
CARGA UNIFORME PARCIAL

H-10-0
do-10
010-20
[l 20-30
Il 30-40
[ 40-50
l 50-60
d60-70
W 70-80
080-90
090-100
W 100-110
O110-120

my (kN.m/m)

Figura 3.6 Momentos my na laje para carga uniforme em retdngulo parcial (perspectiva).

MOMENTOS my W-10-0
CARGA UNIFORME PARCIAL Oo-10
0O10-20
10 [ 20-30
Il 30-40
9 [040-50
8 H 50-60
0d40-70
7 W 70-80
[080-90
6 090-100
5 W 100-110
O110-120
4
, Y(m)
2
1
my (kN.m/m) 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X (m)

Figura 3.7 Momentos my na laje para carga uniforme em retidngulo parcial (vista superior).
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3.3.3 PLACA COM CARGA CONCENTRADA

A Figura 3.8 ilustra o caso de placa retangular com carregamento

uniformemente distribuido. O caso de carga concentrada ¢ um caso particular do

/o

b/ Sfae—»

anterior, onde (u,v) — 0.

< >

Figura 3.8 Placa com carga concentrada.

4P mne nun (3 14)

Pmn =——sen——sen
ab a

Portanto, para o caso de placa retangular com carga concentrada P aplicada na
posicdo (g 1), os deslocamentos w, nas coordenadas (x,y) de uma placa com dimensdes

(a,b), sdo obtidos da equagdo (3.15), e os momentos fletores das equagdes (3.16) ¢

(3.17).
mme  nmn
4P sen sen— . ny
o(x,y)= y a o sen - sen —— (3.15)
n*abD mon (2 2 a
7+7
a’ b2
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m? 0l e nmm
7+V7 sen P se 7
b
my(x,y)= z;P 3 a4 5 senmmsen% (3.16)
a
T<ab m n ﬁ I’l2
a’ b2
n?  m? mE  nmn
7+V7 sen P se. b
b
my(x,y)— il D ? 3 senmnxsen% (3.17)
T abm n m2 }’l2 a
7+7
a’ b’

O desenvolvimento dos momentos fletores m, ao longo de toda a superficie da

laje de referéncia para o presente caso de carregamento, estdo ilustrados nas figuras 3.9

e 3.10. Foram utilizados m = n = 19 termos.

MOMENTOS my B-100
CARGA CONCENTRADA 0o-10
010-20
@ 20-30
10+ W 30-40
04 40-50
. B 50-60
07 0 60-70
20+ W 70-80
30+ [180-90
40- 090-100
50- 100-110
my (kN.m/m) 4 EHO—]QO
70-
80-
90-
100-
1101
120 S
Y (m)
X (m) 8 g @

Figura 3.9 Momentos my na laje para carga concentrada (perspectiva).
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MOMENTOS my H-10-0

CARGA CONCENTRADA mo-10

| 01020
| 20-30

o | M30-40

0 40-50

s | E50-60

@ 60-70

7| W7080

[0180-90

0090-100

s | E100-110

m110-120

, Y(m)

my (kN.m/m) 0
0

X (m)

Figura 3.10 Momentos my na laje para carga concentrada (vista superior).

Vale citar que, para esse caso, 0 momento nao tende ao infinito no centro da
placa, pois esse procedimento ¢ um desenvolvimento do processo da carga
uniformemente distribuida em um retdngulo parcial, fazendo-se (,v) — 0, mesmo
porque ¢ tomado um numero finito de termos da série. O resultado teodrico real,
desenvolvendo a Equacdo de Lagrange para esse caso particular, realmente tende a ser

infinito.

Os resultados aqui ilustrados para carga uniformemente distribuida em um
retangulo parcial e carga concentrada sdo bastante proximos em conseqiiéncia de que,
para o primeiro caso, a carga foi aplicada em um retdngulo de 20x20 cm, que por se
tratar de um retdngulo pequeno, tende a apresentar resultados muito semelhantes aos de

carga concentrada.
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3.3.4 PLACA COM PILAR CENTRAL (PRINCiPIO DA SUPERPOSICAO DE EFEITOS)

Para utilizar a Teoria das Placas no céalculo do problema, adota-se o principio da
superposi¢do de efeitos, combinando-se uma placa com carregamento uniformemente
distribuido, primeiramente submetido a uma carga concentrada e em seguida submetida

a uma carga distribuida em um retangulo parcial, procurando simular o pilar central.

Inicialmente admite-se uma laje retangular com um carregamento
uniformemente distribuido, obtendo-se entdo o deslocamento maximo @; no meio do

vao da placa, conforme a Figura 3.11.

HHHLH Yvevvveyy

W

Figura 3.11 Deslocamento em placa submetida a carregamento uniformemente distribuido.

Escreve-se também a equacdo para a mesma placa, mas agora com uma carga
concentrada no meio do vao, aplicada exatamente no ponto onde foi definido o
deslocamento, mas no sentido contrario (na posi¢do do pilar central a simular),

conforme a Figura 3.12.

Figura 3.12 Carga concentrada aplicada no centro da placa.
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Conhecido o deslocamento w; para a carga uniformemente distribuida, aplica-se
entdo a superposi¢ao de efeitos, igualando-se ambas as equagdes de deslocamentos w; =

W (3.18), ou seja, define-se o valor da carga concentrada P, para a qual o deslocamento
central fosse nulo (posicdo do pilar). Essa carga P corresponde a reagdo de apoio no

pilar, conforme mostra a Figura 3.13.

HHHH¢ HH¢HH

Figura 3.13 Principio da superposicdo de efeitos.

4P sen sen
10 y)=02(x,y) 4 b sen™™ sen ™™ (3.18)
wtabDmw (2 2V a b
+7

A equagdo (3.19) descreve a reacdo de apoio (ou carga concentrada P), em

funcao do deslocamento ;.

4
D
p= ooy ab (3.19)
nmn
sen sen - y
422 a sen sen——
5 P 2 a b
m n m n
a2 b2

Para o caso de carga uniformemente distribuida em um retangulo parcial, o

raciocinio ¢ andlogo, como mostra a equacao (3.20).
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mme nun mmu nmv
16 sen sen b sen p senj i nmy
P= 5 4 a2 sen senT (3.20)
@7 (x, y)r®uvD m p m2 2 a
mnuy| —+—2
a’ b

Com o valor da reacdo de apoio determinado pode-se obter os valores dos

momentos fletores e deslocamentos em quaisquer pontos da placa, adotando-se também
a superposi¢do dos efeitos. A figura 3.14 mostra a configuragdo de momentos m, ao

longo da linha média da laje.

AQLL

Figura 3.14 Configuracio dos momentos fletores my ao longo da linha média da laje (y = b/2).

3.4 RESULTADOS

Abaixo sdo descritos os resultados obtidos para a laje de referéncia. Utilizando-

se a equagdo para placa com carregamento uniformemente distribuido, obteve-se um
deslocamento no meio do vao @w; = 2,032 cm. Adotando-se o principio da superposi¢ao
de efeitos, calculou-se o valor da carga concentrada P, de modo que o deslocamento
provocado no centro da laje fosse igual a @;. Dessa forma a carga P corresponde a

reacdo de apoio no pilar, visto que se combinando ambos os casos o deslocamento

resultante é nulo.

_ 0,0232~7t4 -10-10-19.996,68
4-2821,625

P = 350,67kN (3.21)
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Para o calculo dos momentos fletores da laje junto ao pilar central - m’, adotou-

se também o principio da superposicao de efeitos dos momentos gerados pela carga

uniformemente distribuida m; e dos momentos gerados pela carga concentrada m;.

m’(x,y)zml(x)y)—mg(x’y) (3.22)

Com as equagdes foi possivel definir o valor do momento negativo no ponto
central do pilar, cujo valor encontrado foi de mx = my =-73,61 kN.m / m. A figura 3.15
mostra a variagdo do momento my ao longo da laje. J& a figura 3.16 mostra os mesmos

momentos, agora plotados no plano. Foram utilizados m = n = 19 termos.

MOMENTOS my [l -80--70

CARGA CONCENTRADA W -70--60
0-60--50

.80 W -50--40

-70- Il 0-40--30

W -30--20
0-20--10

-50
0a-10-0
-40
'n mO0-10
my (kN.m/m) -30- 01020

Figura 3.15 Momentos my na laje para o caso de carga concentrada (perspectiva).

A figura 3.17 ilustra a variagdo dos momentos m, € m, de x = 0 ax = 10 m, para
y = 5 m, ou seja, os momentos nas duas dire¢des na linha central da laje, no caso

adotado de carga concentrada aplicada no centro da laje para simular o pilar central.
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MOMENTOS my [l -80--70
CARGA CONCENTRADA 0 W -70--60
0-60-50
W -50--40
0-40--30
l-30--20
0-20--10
0a-10-0
Y(m) | HO10
b 10-20

my (kN.m/m)
0

X (m)

Figura 3.16 Momentos my na laje para o caso de carga concentrada (vista superior).

MOMENTOS FLETORES
CARGA CONCENTRADA
-80
70 -73,61
60 | —‘—mx
== my
T -40
s \\
£ -30
z 2 \k-24,27
> X
0 \ (m)
5,37 9 1
0 2,03 00
10 9 14,20
20 ,
30

Figura 3.17 Momentos ao longo da linha média da laje (y = 5m) para o caso de carga concentrada

aplicada no centro da laje para simular o pilar central.
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Os deslocamentos ao longo da laje foram obtidos igualmente aplicando-se o
principio da superposicdo de efeitos. A Figura 3.18 representa os deslocamentos ao
longo da linha média (y = 5m) combinando-se o carregamento uniformemente

distribuido com a carga concentrada central simulando o pilar.

DESLOCAMENTOS
CARGA CONCENTRADA
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,000 -0-000 0,000 0,000
X (m)

0,050
_ 0,100 0,093 0,093
£
L 0,142
s 0,142 ,

0,150

0,200 0,195 0,195

’ w \‘o,zu
0,250

Figura 3.18 Deslocamentos ao longo da linha média da laje (y = 5m) para o caso de carga concentrada

aplicada no centro da laje para simular o pilar central.

Foi também executado o calculo para o caso de carga uniforme em um retangulo
parcial (u,v), cujas dimensdes representam o tamanho do pilar central. Inicialmente
adotou-se um pilar com dimensdes 25x25 cm, sendo que a carga obtida para P foi de
351,17 kN, valor muito préoximo ao encontrado para o caso de carga concentrada, o que
ja era de se esperar, visto que o caso anterior ¢ uma derivacdo desse. O valor do
momento negativo obtido no centro do pilar foi m, = m, = —71,63 kN.m / m, valor esse

também muito proximo ao encontrado no caso anterior. Reduzindo-se as dimensdes do
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pilar o valor encontrado aproximou-se do caso de carga concentrada. Os resultados

encontrados para as diferentes se¢des apresentam-se descritos na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 Valores da carga P, momentos fletores e deslocamentos para diferentes se¢oes de pilares (u

/v), onde a se¢do zero (0) representa os resultados para carga concentrada.

Carga no | Momento | Momento | Momento | Flecha
pilar positivo negativo [negativono| max.

maximo centro bordo

(kN) (kN.m/m) | (kN.m/m) | (KN.m/m) (cm)

0 350,67 19,40 -73,61 -73,61 0,240

10x10 350,81 19,39 -73,30 -72,94 0,239

25x25 351,17 19,37 -71,63 -69,51 0,238

50x50 352,44 19,29 -66,21 -59,73 0,236

75x75 354,50 19,14 -58,74 -49,12 0,232

100x100 357,24 18,93 -50,81 -40,40 0,227

50x10 351,64 19,35 -70,73 -63,48 0,237

100x10 354,12 19,24 -64,12 -48,89 0,233

100x50 354,89 19,17 -60,34 -46,51 0,231

10x100 354,07 19,08 -56,53 -56,30 0,233

10x50 351,62 19,33 -68,49 -68,17 0,237

Os valores apresentados na tabela acima sdo ilustrados nas figuras que seguem
abaixo. Os valores de carga P para o pilar em fun¢ao das suas dimensdes sao ilustrados
na Figura 3.19. A Figura 3.20 mostra os momentos negativos da laje sobre o pilar,

tanto no centro da laje como no bordo do pilar, para as diferentes secdes.
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(CARGA NO PILAR
360,0
357,5 &, .24
354,89
355,0 A :
35050 N O ——a351.07
354,12
23525 352,44 \’3?1 64 N
& A7 ’
< —" 351,62
o 350,0 350,81
<
O 347,5
345,0
|
3425 15 T O = | I
340,0
= § g g 8 = = g 8 g
g & 2 @ 3 2 g g 3 g
=] - - -
SECAO DO PILAR (cm)
Figura 3.19 Valores de carga P no pilar para as diferentes secoes.
IMOMENTOS NEGATIVOS
-80
-75 73,3
k -71,63
.70 72.9 Ng 51
-65

my (kN.m/m)
&

===y centro
-45 | === my borda

10x10
25x25
50x50
75x75
00x100
50x10
100x10
100x50
10x100
10x50

SECAO DO PILAR (cm)

Figura 3.20 Momentos negativos my na laje sobre o pilar para as diferentes se¢oes.
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Os momentos positivos m, na posi¢do citada anteriormente, sdo ilustrados na

Figura 3.21, verificados para diferentes seg¢oes de pilares.

MOMENTOS POSITIVOS

2]

20
t 19.85 19,33
= .--.&3-‘7 iy 19,24 A
E 19,39 2 4 /' B SCAL
§,19 *’&%73 —r 708
>
£

18

A N
17

10x10
25x25
50x50
75x75
00x100
50x10
100x10
100x50
10x100
10x50

SECAO DO PILAR (cm)

Figura 3.21 Momentos positivos mdximos para diferentes segoes de pilares.

Os deslocamentos maximos na laje, para as diferentes secdes de pilares e para

carga concentrada, mostraram-se muito proximos e, portanto, nao estao ilustrados.

O desenvolvimento dos momentos na regido proxima aos pilares para o caso de
carga concentrada e carga uniformemente distribuida em um retdngulo parcial (50x50

cm) ¢ ilustrado nas Figuras 3.22 e 3.23, respectivamente.
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MOMENTOS my
CARGA CONCENTRADA

my (kN.m/m)

m-80--70
H-70--60
0-60--50
W -50--40
0-40--30
l-30--20
0-20--10
0-10-0
mO0-10

b 10-20

Figura 3.22 Momentos na regido proxima ao apoio para carga concentrada.

MOMENTOS my
CARGA CONCENTRADA

my (kN.m/m)

m-80--70
W-70-60
0-60--50
W -50--40
0-40--30
H-30-20
0-20--10
0-10-0
mO0-10

b 10-20

Figura 3.23 Momentos na regido proxima ao apoio para carga uniformemente distribuida, pilar 50x50

cm.
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Também foram estudadas lajes de 5x5 m, 15x15 m e 20x20 m, de modo a
analisar-se a relagdo entre as dimensdes da laje e dos pilares nos valores da carga no
pilar, dos momentos fletores positivos e negativos e deslocamentos. Os resultados sdo
comparados ao caso de carregamento simulado por carga concentrada, visto que, na

maioria dos processos numéricos o pilar ¢ modelado como um ponto.

A Figura 3.24 ilustra a diferenga relativa percentual dos valores de carga P no
pilar, se comparados aos resultados obtidos para carga concentrada. Por exemplo, a
carga P obtida para um pilar de secdo 100x100 cm, em uma laje de 5x5 m, se
comparada com a mesma laje, mas com carga concentrada, ¢ de aproximadamente

6,7%.

DIFERENCA DO VALOR DA CARGA P COMPARADO AO RESULTADO DE

CARGA CONCENTRADA

o

=] ) o o
=) 0 o w0 - o - ] =] o
= ] ) NS X = x X = ;]
X X X X S x o o x X
S o o © =] o =] =] S S
- ~ o ~ - ] - - - -

10%

9% o o O [

8%

L] =

< SECAO DO PILAR (cm)
E 7% i e | AJE 5x5m
4 el AJE 10x10m
w
O 6% - ey A JE 15x15m
E el A JE 20x20mM A
a- 5%
<
g /MWAV
o
£ > \ / N\
o

2% /

1%

0% +— ==

Figura 3.24 Diferenca percentual do valor da carga P no pilar, comparada aos valores obtidos para

carga concentrada.
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A Figura 3.25 ilustra a diferenca relativa percentual do valor dos momentos

negativos m, o pilar (para o centro e a borda), se comparados aos resultados obtidos

para carga concentrada.

DIFERENCA DO VALOR DO MOMENTO my NO CENTRO DO PILAR (MC) E NO
BORDO (MB) COMPARADO AO RESULTADO DE CARGA CONCENTRADA

10x10
25x25
50x50
75x75

100x100

50x10

100x10

100x50

10x50

90%

70%| e=—fl=—|AJE 5x5m MC
el | AJE 10x10m MC
607 | A JE 15x15m MC

LAJE 10x10m MB

LAJE 15x15m MB

LAJE 20x20m MB m
=

40%

80% 74D—D—D7ﬂ7

30%
20%

DIFERENCA PERCENTUAL

10% -

’
il AJE 20x20m MC
50% LAJE 5x5m MB /
’
-

o
£

PILAR (¢

0% -

m)

Figura 3.25 Diferenca percentual do valor do momento negativo my no centro do pilar (MC) e no

bordo (MB).
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DIFERENCA DO VALOR DO MOMENTO POSITIVO COMPARADO AO
RESULTADO DE CARGA CONCENTRADA
8 o (=3 =3
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Figura 3.26 Diferenca percentual do valor do momento positivo mdximo my.

A diferenga percentual dos momentos positivos maximos n1, encontrados para as

diversas lajes, comparadas aos resultados obtidos para carga concentrada, sdo ilustrados

na figura 3.26.

Os deslocamentos e os momentos fletores determinados através das equagdes
desenvolvidas em séries de Fourier foram calculados utilizando-se planilhas eletronicas
tipo Excel, como o exemplo da Figura 3.27, para carga uniformemente distribuida em

um retangulo parcial. Foi desenvolvida uma planilha também para carga concentrada.

Inicialmente sdo fornecidos os dados da laje, entdo a planilha determina os
valores para carga uniformemente distribuida e, pela superposicdo de efeitos, determina
o valor da carga P (reacdo do pilar central). Por fim, sdo definidos os momentos fletores

no ponto desejado da laje.
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| 10a0
| 1000
ECN
| sm
| se
| s
N
N
| ®
N

Figura 3.27 Planilha de cdlculo Excel, utilizada para a determinagdo através da Teoria das Placas.

Nesta planilha sdo introduzidos os seguintes valores:

a e b: dimensdes da laje;
e x e y. ponto de interesse para o conhecimento dos momentos fletores;

e ¢cen: centro de aplicagdo da carga;

p: valor da carga uniformemente distribuida sobre a laje;

fck: resisténcia caracteristica & compressao do concreto;
e /i espessura da laje;
e v: coeficiente de Poisson.

e y e v: dimensdes do pilar.
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3.5 ANALISE DOS RESULTADOS

Analisando-se a Figura 3.19, pode-se perceber que o valor da carga P (reacao no
pilar), apresenta pouca variacao, independente da se¢@o de pilar (carga uniforme em um
retangulo parcial) adotada. Entretanto, pode-se concluir que a medida que a area da
secdo transversal cresce, o valor da reacdo P do pilar ¢ maior. A diferenca entre os

valores, para a laje 10x10 metros, fica no maximo da ordem de 2%.

Analisando agora a Figura 3.20, que indica os valores de momentos negativos,
observa-se que os momentos no centro do pilar sdo maiores que na borda, o que ja era
de se esperar. Conclui-se também que a diferenga ¢ maior & medida que as dimensdes
dos pilares aumentam, excepcionalmente na direcdo em estudo. Outrossim, o0s
momentos negativos tendem a ser maiores em lajes onde o pilar central apresenta se¢ao
transversal menor, sendo que, para essas se¢des os momentos na face e no centro do
pilar s3o muito proximos. Essa tendéncia dos momentos negativos crescerem com a
reducdo da secdo, afirma o fato de que, no modelo teodrico real os momentos para cargas
concentradas tendem ao infinito. Portanto, o modelamento de pilares como pontos
unicos pode ser equivocado, sendo necessario avaliar as suas dimensdes e influéncia nos

momentos negativos.

Quanto aos momentos positivos, ilustrados na Figura 3.21, conclui-se que esses
apresentam pouca variacdo em funcdo das dimensdes do pilar, entretanto tendem a

diminuir com o aumento da area da secao.

Analisando-se as Figuras 3.22 e 3.23 pode-se perceber que, quando a carga
concentrada ¢ aplicada tem-se um “pico” maior dos momentos negativos da laje sobre o
pilar, quando comparada a0 mesmo caso com carga uniformemente distribuida em um
retangulo parcial. Os deslocamentos méaximos para as lajes permaneceram praticamente

constantes, independendo das dimensdes do pilar.

Analisando a influéncia das dimensodes da laje nos esforcos, concluiu-se que,

para pilares com dimensao menor que L / 10 (onde L ¢ a distancia entre pilares, ou do
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pilar a borda), podem ser modelados como um ponto (carga concentrada), apresentando
reacdes P muito proximas do que se modelados como uma carga uniformemente

distribuida em um retangulo parcial (figura 3.24).

Os momentos negativos, por outro lado, dependem além das dimensdes do pilar,
das dimensdes da placa. Pode-se visualizar isso na figura 3.25, onde em uma laje de 5x5
m, o momento na borda (MB) de um pilar de 100x100 cm chega a diferir mais de 70%

do momento encontrado para a mesma laje, mas aplicando-se uma carga concentrada.

Para os momentos positivos, cuidado especial deve ser tomado somente para
lajes de pequenas dimensdes com pilares de grandes dimensdes, para as quais oS
momentos positivos tendem a ser menores do que o caso onde ¢ aplicado carga
concentrada. Para os demais casos os momentos positivos permanecem praticamente

constantes (figura 3.26).
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4 APLICACOES - MODELOS EM ELEMENTOS FINITOS

4.1 INTRODUCAO

Para o trabalho, os modelos em elementos finitos foram definidos e processados
no programa SAP2000. Quanto ao pilar, para o estudo da laje de referéncia foram
inicialmente estudados exemplos com o pilar modelado como um ponto e em seguida
utilizando elementos sélidos para simular o apoio. No primeiro caso o modelamento do
problema ¢ feito de forma gréfica, j4 no segundo através de arquivos de texto. A laje foi
modelada utilizando-se elementos de casca (Shell), os quais foram carregados

utilizando-se uma pressao (carga uniformemente distribuida).

Posteriormente serdo feitos comparativos entre os resultados obtidos para esse

método com a Analogia de Grelha e os resultados teoricos anteriores.

4.2 MODELAMENTO

4.2.1 DEFINICAO DA MALHA DE ELEMENTOS FINITOS

Para a aplicacdo do método € necessario, primeiramente, escolher uma malha de
elementos finitos. A malha, para o estudo de placas ou lajes planas, pode ser situada,
por exemplo, no plano X7V, portanto ndo apresenta dimensao de profundidade. A malha
adotada define o espaco de abrangéncia de cada elemento “shell”, os quais representam

a laje.

Para uma laje de 10x10 metros, por exemplo, pode ser introduzida uma malha
menos refinada e, posteriormente, serem feitos os refinamentos necessarios de modo a
se obter resultados mais satisfatorios em determinados pontos. Outrossim, pode ser feito
um modelamento utilizando uma malha de 1x1 m e, da mesma forma, serdo feitos os
refinamentos necessarios. A malha ¢ considerada adequada quando ndo apresentar

descontinuidade significativa de tensdes entre elementos.
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Nos modelos apresentados, iniciou-se o estudo com malhas “grosseiras”,
dividindo-se a laje a cada 2,5 metros. Procurou-se refinar na proximidade dos pilares
para tais modelos. Em seguida foram sendo modeladas malhas com elementos cada vez

menores, e procedendo-se da mesma forma o refinamento.

4.2.2 PROPRIEDADES DAS BARRAS E ELEMENTOS “SHELL”

Definida a malha, ¢ preciso estabelecer as propriedades dos elementos que vao
compor e representar a laje. Para o problema em questdo, foram adotadas vigas rigidas a
flexdo no contorno. As propriedades das vigas sdo definidas em “frame sections”.
Adotaram-se vigas de concreto com secdo transversal 15x50cm. A laje foi construida
com elementos “shell”, cujas propriedades sdo definidas como “shell sections”. Para a
laje de 10x10 metros foram adotados elementos “shell” com espessura de 0,20 metros

(20 cm), escolhendo-se o tipo “placa delgada” (sem deformagdo por cisalhamento).

4.2.3 CONDICOES DE CONTORNO

As restricdes nodais sdo informadas em “joint restraints”, onde se definem
quais os nos sao apoiados e quais os graus de liberdade daquele n6. Podem ser

restringidas translacdes e rotagdes nas trés diregdes.

Para a laje em estudo o n6 central, que representa o pilar, bem como os demais
apoios (nos cantos e intermedidrios) foram restringidos somente as translagdes. Foram
adotadas em todo o contorno da laje vigas de secdo transversal de 15x50 cm, as quais
apresentaram pequena deformagdo, podendo assim os valores ser comparados aos

resultados obtidos para a Teoria das Placas, a qual considera os apoios indeslocéveis.

Mesmo para o caso de estudo de pilares representados por elementos solidos

(solid), esses apresentam apoios somente restringidos a translagao.
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4.2.4 CARREGAMENTO

O carregamento adotado para a laje, como carga uniformemente distribuida,
pode ser considerado como a soma do peso-proprio mais uma carga na forma de

pressao, a qual ¢ definida como “shell uniform load” .

4.2.5 REFINAMENTO

O programa dispde de modelo proprio para célculo de lajes planas, onde o
refinamento nas proximidades do pilar j& estd definido. O SAP2000 define esse tipo de
estrutura, composta unicamente por pilares e lajes apoiadas diretamente sobre eles de
“floor”. A Figura 4.1 ilustra um modelo padrio do programa, diferente da laje de
referéncia estudada, no qual € facil visualizar um maior refinamento da malha de
elementos finitos nas proximidades dos apoios (pilares). E importante citar que, no caso
da estrutura “floor” do SAP2000, ndo ha viga no contorno da laje, diferindo, portanto

dos modelos estudados anteriormente e nao servindo como parametro de comparagao.

Figura 4.1 Modelo de estrutura “floor” do SAP2000, utilizado para o cdlculo de lajes planas.
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E importante observar que, nos exemplos analisados para a laje em estudo, para
o refinamento nas proximidades do pilar ¢ necessario adotar elementos “shell”
triangulares, de modo a fazer a transi¢ao entre elementos maiores e elementos menores,
trabalhando-se em cima de uma malha pré-definida inicialmente. A ndo adogdo desse
procedimento torna o modelo inadequado, fazendo surgirem esforcos “confusos” nessa
transi¢do, prejudicando a andlise dos valores nas suas proximidades (Figura 4.2). Em
ambos 0s casos ndo se tomaram a média das tensdes para visualizagdo da distribui¢ao.
Vale citar que, no programa SAP2000, ndo se dispdem de elementos de placa de 5 a 9

noés, apenas elementos triangulares (3 nos) e quadrilateros (4 nos).

72 s 35 g

Figura 4.2 Momentos fletores nas proximidades do pilar para uma malha sem (E) e com transigdo de

elementos proximos ao refinamento (D).

4.3 RESULTADOS

4.3.1 PILAR MODELADO COMO UM APOIO PONTUAL

Inicialmente o pilar central e os de apoio das vigas de contorno forma modelados
como um Unico ponto, ou seja, um dos noés da malha de elementos finitos (n6 central),

apresenta restri¢ao quanto as trés translagdoes.
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A seguir sdo ilustrados os modelos que foram analisados no programa SAP2000.
E mostrada a malha de elementos finitos e indicado se foi ou ndo feito refinamento nas

proximidades do pilar central.

Figura 4.4 Malha de elementos finitos 250x250cm com refinamento 62,5x62,5 (E) e 31,25x31,25 (D).
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refinamento 50x50 (D).

finitos 100x100cm sem refinamento (E) e com

Figura 4.5 Malha de elementos

finitos 100x100cm com refinamento25x25 (E) e 12,5x12,5 (D).

Figura 4.6 Malha de elementos

finitos 50x50cm sem refinamento (E) e com refinamento 25x25 (D).

Figura 4.7 Malha de elementos
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6,25x6,25 (D).

2,5x12,5(E) e

Figura 4.8 Malha de elementos finitos 50x50cm com refinamento 1

5625

’

5625x1

’

3,125x3,125(E) e 1

finitos 50x50cm com refinamento

Figura 4.9 Malha de elementos

(D).

Figura 4.10 Malha de elementos finitos 25x25cm (E) e 12,5x12,5 (D), ambas sem refinamento.
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Os resultados obtidos para os modelos acima estdo descritos na tabela 4.1. Na

tabela estdo definidos a malha e o refinamento, quando esse foi adotado. Estao definidos
os valores da reagdo no pilar central, 0 momento positivo maximo m,, os momentos

negativos m, no centro do pilar € a uma distancia de 25 cm do centro € o deslocamento
maximo. O valor do momento a 25 cm do centro foi obtido de modo a verificar-se como
era o comportamento dos momentos negativos nas proximidades do pilar. E também

descrito o tempo gasto em cada um dos processamentos.

A variacdo da carga sobre o pilar, dos momentos positivo e negativo e dos
deslocamentos na laje, de acordo com a malha e refinamento adotado, serd ilustrada nas

figuras 4.11,4.12, 4.13 ¢ 4.14, respectivamente.
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Tabela 4.1 Resultados para modelos no SAP2000, onde o pilar foi modelado como ponto unico, para a

laje de referéncia.

Momento Momento
Tempo de Momento Flecha
Malha x Carga pilar negativo negativo
process. positivo maxima
refinamento (kN) centro 0,25cm
(s) (kN.m/m) (cm)
(kN.m/m) (kN.m/m)

250 329,80 30,90 -46,50 -39,30 0,241

250x125 359,60 21,00 -77,20 -57,30 0,255

250 x 62,5 364,80 21,80 -102,90 -64,50 0,251

250x 31,25 365,80 21,90 -125,90 -49,30 0,249

100 356,60 21,30 -86,20 -62,30 0,275

100 x 50 359,70 21,20 -110,60 -60,90 0,270

100 x 25 360,30 21,30 -134,00 -39,40 0,268

100 x 12,5 360,40 21,20 -156,80 -49,00 0,268

50 361,60 20,90 -111,50 -64,20 0,285

50x 25 362,20 20,90 -135,80 -40,60 0,281

50x 12,5 362,40 20,90 -159,20 -50,30 0,283

50 x 6,25 362,40 20,90 -182,60 -47,80 0,283

50x 3,125 362,40 20,90 -206,00 -47,70 0,283

50 x 1,5625 362,40 20,90 -229,00 -47,70 0,283

25 362,80 20,80 -136,70 -41,70 0,285

363,60 20,70 -160,30 -50,40 0,285
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CARGA NO PILAR
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Figura 4.11 Carga no pilar para diferentes malhas, pilar modelado como apoio pontual.
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Figura 4.12 Momento positivo mdximo para diferentes malhas, pilar modelado como apoio pontual.
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MOMENTOS NEGATIVOS
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Figura 4.13 Momentos negativos no centro e a 25 cm do centro para diferentes malhas.
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Figura 4.14 Deslocamentos maximos para diferentes malhas, pilar modelado como ponto.
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4.3.2 PILAR MODELADO COMO ELEMENTO SOLIDO

O modelamento do pilar como elemento s6lido ¢ uma aproximagao melhor da
realidade do problema, e isso pode ser comprovado através dos resultados mostrados a
seguir. Por outro lado, o0 modelamento como elemento s6lido ¢ feito através de arquivo

de texto, necessitando, portanto, de maior tempo para a montagem do modelo.

Para os modelos em que o pilar foi simulado como elemento s6lido, adotou-se
como padrido a laje com malha de 50x50 cm, a qual, para os exemplos de pilar
modelado como um ponto, apresentou bons resultados com um pequeno tempo de
processamento. Foi também feito um modelo com malha 12,5x12,5cm, para verificar se
¢ interessante reduzir a malha para melhorar os resultados, o que nao foi comprovado

para os casos ja estudados. A Figura 4.15 ilustra um dos modelos estudados.

Figura 4.15 Modelo com pilar definido como elemento solido 25x100 cm, malha geral 50x50 cm,

refinamento de 12,5 cm nas proximidades do pilar.

Para a mesma malha, foram estudadas diversas se¢des de pilares - quadradas e
retangulares, de modo a verificar-se os resultados encontrados e avaliar a influéncia das
dimensdes ¢ da forma do pilar nos esfor¢os e deslocamentos obtidos. A Tabela 4.2

mostra os valores obtidos para pilar modelado como elemento so6lido.
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Tabela 4.2 Resultados para modelos no SAP2000, onde o pilar foi modelado como elemento solido,

para a laje de referéncia.

Secao do Tempo de
Malha x pilar process.
refinamento (kN)

(cm) (s)
50x12,5 25x25 10 363,40 20,80 -82.30 0,283

Carga pilar | Momento | Momento Flecha
positivo negativo
(kN.m/m) (kN.m/m) (cm)

50x12,5 25x50 10 367,90 20,70 -69,10 0,276

50x12,5 50x25 10 367,90 20,60 -75,20 0,276

50x12,5 50x50 10 373,70 20,40 -63,70 0,268

50x12,5 25x100 10 379,80 20,30 -67,60 0,259

50x12,5 100x25 10 379,80 19,70 -72,80 0,259

50x12,5 75x75 12 379,60 19,60 -57,60 0,250

50x12,5 100x100 13 408,80 18,70 -49,80 0,230

12,5 25X25 364,80 20,70 -84,20 0,285

Nota-se que, para a tabela acima ndo estdo descritos os momentos no centro do
pilar, visto que, os momentos maximos surgiram nas faces dos pilares, onde hd uma
concentragdo de tensdes. A figura 4.16 ilustra o desenvolvimento dos momentos m, ao
longo da linha média (y = 5 m) de uma laje cujo pilar foi modelado como um ponto
(malha 50x50 cm) e com elemento sélido de 100x25 cm (malha 50x50 cm). Pela figura
percebe-se, no entanto que, o comportamento quanto a momentos positivos ¢ muito
proximo, nas proximidades do pilar, enquanto o modelo de pilar como apoio pontual
apresenta um pico de esfor¢o no centro, o modelo como sdlido apresenta o maior
esforco na face do pilar. Ja a figura 4.17 ilustra a distribui¢do desses momentos em
planta, nas proximidades do pilar. Pode-se verificar claramente que, no primeiro caso os
momentos crescem continuamente, € no segundo, quando o pilar ¢ modelado como
elemento so6lido, os momentos atingem um pico na face do pilar e, posteriormente,

sofrem um decréscimo.
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MOMENTOS NEGATIVOS AO LONGO DA LINHA MEDIA
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Figura 4.16 Momentos em laje para pilar modelado como ponto e como elemento sélido.
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Figura 4.17 Momentos em planta para laje com pilar modelado como ponto (E) e como elemento

solido (D).

As Figuras 4.18, 4.19, 4.20 e 4.21 ilustram os resultados mostrados na tabela
4.2, mostrando a carga no pilar, momentos positivos e negativos maximos e

deslocamentos para a laje, quando o pilar ¢ modelado como elemento s6lido.
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CARGA NO PILAR
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Figura 4.18 Carga no pilar para diferentes se¢ées, pilar modelado como elemento solido.
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Figura 4.19 Momentos positivos para diferentes secoes de pilar, modelado como elemento solido.
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‘MOMENTOS NEGATIVOS
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Figura 4.20 Momentos negativos para diferentes secoes de pilar, modelado como elemento sélido.
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Figura 4.21 Deslocamentos na laje para diferentes se¢ées de pilar, modelado como elemento solido.
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4.4 ANALISE DOS RESULTADOS

Para o caso de pilar modelado como ponto Unico, a carga sobre o pilar ¢
praticamente constante para todas as malhas adotadas, independendo do refinamento
nas proximidades do pilar (figura 4.11). A diferenca na carga sobre o pilar de uma
malha de 100x100 cm, para uma malha sem refinamento para uma malha de 12,5x12,5

cm, sdo da ordem de 2%.

Outrossim, os momentos positivos, bem como os deslocamentos maximos, ainda
para o caso de pilar modelado como um ponto, apresentam também valores muito
préximos, mesmo com o refinamento das malhas gerais e das proximidades do pilar. A
diferenca no momento positivo de uma malha de 100x100 cm sem refinamento para
uma malha de 12,5x12,5 cm, sdo da ordem de 3% (figura 4.12). J& para os

deslocamentos a diferenga ficou em torno de 4% (figura 4.14).

Entretanto, para os momentos negativos sobre o pilar (simulado como um apoio
pontual), as diferengas chegaram até a 86% comparando-se as malhas 100x100 cm com
12,5x12,5 cm, citadas anteriormente para os demais resultados. Observando-se a figura
4.13, conclui-se facilmente que, a medida que a malha ¢ mais refinada, os momentos no
centro do pilar aumentam. De maneira andloga, quanto maior o refinamento nas
proximidades ao pilar, os momentos também crescem. Para a malha de 50x50 cm, a
diferenga no momento dessa sem refinamento, para o caso de refinamento de 1,5625 cm

nas proximidades ao pilar ¢ de aproximadamente 105%.

Observando-se os momentos a 25 ¢m do centro (m, 0,25), percebe-se que o
comportamento ndo difere tanto como para o centro. Isso reforga a afirmagao teorica de
que os momentos tendem ao infinito no centro e que, crescem rapidamente no ponto de

aplicacdo da carga (reagdo do pilar).

Quanto ao tempo para processamento, pode-se concluir que, adotar uma malha
muito refinada ndo melhora significativamente os resultados e, por outro lado, aumenta

muito o tempo para o processamento do modelo. Modelos com refinamento somente em
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determinadas regidoes onde se espera concentragdes de tensdes, sdo mais interessantes.
Por exemplo, o modelo com malha 12,5x12,5 cm levou um tempo para processamento
quase quatro vezes maior que o tempo de processamento de todos os outros modelos,

nao apresentando, entretanto, valores mais significativos.

Para os modelos em que o pilar foi simulado como elemento so6lido, os
resultados apresentam bastante semelhanca com os obtidos para a Teoria das Placas. No
caso da carga no pilar (Figura 4.18), a tendéncia foi a mesma da obtida pela teoria, ou
seja, os valores foram bastante proximos e, aumentaram de acordo com o crescimento

da se¢do do pilar.

Analogamente, os momentos positivos (Figura 4.19) e os deslocamentos
maximos (Figura 4.21), também apresentaram pequena variagcao, mas percebe-se que os
mesmos diminuem de acordo com o aumento da se¢ao do pilar, o que também era de se

esperar, pois ja havia sido obtido resultado similar pelas Séries de Fourier.

Os resultados mais interessantes, ainda para pilar simulado como elemento
solido, foram obtidos para os momentos negativos (figura 4.20). Como ja citado esses
esforgos apresentaram picos de valores nas bordas dos pilares. Tais picos sdo maiores
ainda para os momentos em pilares alongados, por exemplo, secao 100x25 cm (figura
4.22). Na figura percebe-se 0s picos maiores para momentos maximos negativos no
pilar alongado — na sua menor secdo (25 cm). Para o pilar com se¢do quadrada ocorrem
picos nos cantos, embora menores. No entanto, os valores obtidos para o modelo sélido
ndo se apresentaram tao elevados como para os casos anteriormente estudados, onde o
pilar foi modelado como um apoio pontual. Pode-se visualizar também que, com o
aumento da secdo dos pilares, os momentos negativos também reduzem, conclusdo que

também havia sido obtida pela analise tedrica.

Para esse caso de modelamento de pilar, concluiu-se novamente que, o
refinamento excessivo de toda a malha somente resulta em alto custo de processamento,
visto que para a malha de 12,5x12,5 cm os resultados foram muito semelhantes aos da

malha de 50x50 cm, com refinamento apenas na regido central (ver Tabela 4.2).
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Figura 4.22 Momentos fletores mdximos nas proximidades de pilares com sec¢oes 25x100 cm (E) e

50x50 cm (D).

Comparando-se os dois modelos de elementos finitos para o pilar, conclui-se que
o modelamento do pilar como um apoio pontual fornece resultados satisfatorios em
termos de carga no pilar, momentos positivos e deslocamentos, mas resultados
desfavoraveis em termos de momentos negativos. J& o modelamento do pilar como
solido, embora seja um processo um pouco mais demorado, fornece valores muito
melhores e proximos da realidade, principalmente no que se refere a momentos

negativos nas proximidades do pilar.
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5 OUTROS METODOS

5.1 METODO DIRETO

O método direto para a determinagdo de momentos em lajes cogumelo foi
preconizado pelo codigo ACI, sendo que os esforcos em cada pano de laje sdo obtidos
de maneira simples e rapida, sem considerar as dimensdes e carregamentos dos panos
restantes da laje. O método apresentado aqui € baseado no codigo ACI 318-83, e nos

seus comentarios — ACI 318R — 83, e também em Montoya et al (1976).

Os momentos sdo determinados a partir de um momento total de referéncia,
calculado para cada painel nas duas diregdes. Esse momento total de referéncia ¢
transformado, por meio de coeficientes, em um momento de referéncia positivo e dois
negativos nas se¢oes central e dos apoios respectivamente; em seguida os momentos nas

se¢oes sao divididos entre as faixas dos pilares e as centrais de cada painel.

Esse método se aplica a sistemas de lajes armadas em duas dire¢des, tanto para
aqueles com vigas entre todos os apoios como para os sem vigas. A utilizacdo do

método envolve trés passos fundamentais:
a) Determinag¢ao de um momento total de referéncia M,

b) Transformag¢do de momento M, em momentos de referéncia negativos nas

secoes A e C na face dos apoios, e positivo na se¢do B no meio do vao (figura 5.1);

¢) Distribuigdo dos momentos positivo e negativo de referéncia para as faixas

de laje que contém os pilares, para as centrais e para as vigas, se houver (figura 5.1).
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Figura 5.1 Divisdo de painéis para uso do método direto (ACI 318R — 83).

Por ser este um método aproximado, para que se possa aplica-lo impdoem-se

algumas restri¢gdes aos pavimentos:

d) Deve haver um minimo de trés vaos em cada direcdo, a razdo para essa
limitacdo ¢ o maior valor dos momentos negativos em apoios internos de estruturas com

apenas dois vaos continuos;

e) A relacdo entre as dimensdes do maior e do menor vao, medidos de centro a
centro de pilar, ndo deve ser maior que 2, caso contrario a laje trabalha

predominantemente em uma dire¢ao;
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f)  Os comprimentos dos vaos sucessivos em cada direcdo, medidos de centro a
centro de pilar, ndo podem diferir em mais que 1/3 do maior vao; essa limitacdo garante
que ndo se tenham momentos negativos em regides sem armaduras destinadas para esse

fim;
g) A sobrecarga nao pode ter valor superior ao triplo da carga permanente;

h) As agdes devem ser unicamente gravitacionais, e uniformemente

distribuidas sobre o painel, sendo que as agdes laterais requerem analise de portico;

1) Se existirem vigas, a rigidez relativa das mesmas nas duas dire¢des

perpendiculares ¢ dada por:

2
% 4 (5.1)

oy b2

a qual nao deve ser menor que 0,2 nem maior que 5,0, onde:

a € o vao do painel na direcdo em que os momentos estdo sendo calculados,

medido de centro a centro dos pilares;

b € o vao do painel na direcao perpendicular a @, medido de centro a centro dos

pilares;

« ¢ a relagdo entre a rigidez a flex@o da viga e a rigidez a flexdo de uma largura

da laje (sem as vigas) delimitada pelas linhas centrais dos painéis adjacentes a cada lado

da viga;
E-T),:
o \E-Dhigq (5.2)
(E ) I)placa

O momento total de referéncia M para um vao (a.) deve ser determinado para o
carregamento total em uma faixa de largura b, delimitada de cada lado da linha de

centro dos pilares pela linha central dos painéis adjacentes.
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A soma dos valores absolutos do momento positivo de referéncia (MB na Figura

5.1) com a média dos momentos negativos de referéncia (MA e MC na Figura 5.1) ndo

deve ser menor que o momento total de referéncia M, dado por

b-aez

8

My =(g+q)-

(5.3)

onde
(g + g) € a carga total (permanente + acidental) por unidade de area;

b ¢ a largura da faixa (4rea de contribui¢cdo da carga);

a, ¢ o vao livre na direcdo em que os momentos estdo sendo considerados,

medidos de face a face dos pilares.

Se o vao ¢ considerado uma borda livre, o valor de b deve ser substituido pela
distancia d aborda a linha de centro do painel. O valor de a, na equagdo (5.3) ndo deve

ser menor que 0,65a, e pilares circulares ou poligonais devem ser tratados como sendo

quadrados de mesma area, como mostra a Figura 5.2.

0,89 h 0,93 h

I
|
|
|
|
f

Figura 5.2 Secoes quadradas equivalentes para pilares (ACI 318R — 83).

Os momentos de referéncia negativos, considerados na face de pilares

retangulares (se¢des A e C, Figura 5.1) ou equivalentes, ¢ o positivo no meio do vao
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(secdo B, Figura 5.1), para vaos internos € vaos extremos, sdo obtidos a partir do

momento de referéncia M.

a) Vao internos: em um vao interno o momento total A, deve ser substituido da

seguinte forma:
Momento negativo (segdes A e C) My=Mc =065M, (5.4)
Momento positivo (seciao B) Mp=035M, (5.5)

b) Vaos extremos: em um vao extremo o momento total Mo deve ser

substituido como se segue:

Momento negativo externo (se¢do A) My = 0—65] 0 (5.6)
1+
(Xpe
.. o 0,28
Momento positivo (secdo B) Mp= 0,63——] 0 (5.7)
1+
O pe
. . ~ 0,10
Momento negativo interior (secdo C) M =|075 ——— Mo (5.8)
1+
(Xpe

onde

0y € a rigidez relativa entre o pilar externo equivalente e a laje (e viga, se

houver).

A figura 5.3 ilustra a distribuicdo de momentos M, definida nos itens a e b,

acima.
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0,65

My=Mc =065-M,

I+—

- I\

Mp=035-M,
0,10
2 = - .
Mg =|063- 0,21% M, Mc =075 o M,
1+a— %pe
pe

Figura 5.3 Momentos de referéncias nas segcoes (ACI 318R — 83).

Os efeitos e momentos introduzidos no pilar devido a essa ligagdo, bem como a
ligacdo entre pilar e laje ndo serdo estudados no presente trabalho. Maiores detalhes

estdo contidos no ACI 318R (1983) e Figueiredo (1989).

Uma versdo simplificada do método direto foi apresentada pelo ACI 318-83,
onde a principal mudanca introduzida ¢ na determinagdo dos momentos de referéncia

positivos e negativos em um vao extremo, com grande simplificagdo nos célculos.

As expressoes dadas nos codigos anteriores para a distribui¢do do momento total
de referéncia em um vao extremo, que eram fun¢do das rigidezes dos elementos, foram
substituidas pelos coeficientes da Tabela 5.1, o que elimina todos os célculos para a

determinagdo da rigidez do pilar equivalente.
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Os coeficientes das colunas 1 e 5 (tabela 5.1) para bordas exteriores

simplesmente apoiadas e totalmente engastadas, sdo baseados nas expressdes originais

de oy, igual a zero e infinito, respectivamente.

Os coeficientes dos momentos para as outras situagdes foram estabelecidos pela
analise de diversos sistemas de lajes, com diferentes geometrias e condi¢des de apoio,
usando o método dos podrticos equivalentes, que transforma o sistema tridimensional em

uma série de porticos bidimensionais.

Finalmente todos os coeficientes foram ajustados de modo que a soma dos

valores absolutos do momento positivo com a média dos negativos fosse igual a M.

A distribuicdo do momento total de referéncia em momentos negativos e
positivos em um vao extremo e um interno, com e sem vigas de borda, ¢ ilustrada nas
figuras 5.4 e 5.5. O vao extremo ¢ referente ao caso de laje sem vigas entre pilares

interiores.

Tabela 5.1 Coeficientes para distribuicdo de momentos (ACI 318-83).

Lajes sem vigas entre os pilares

Borda exterior | Laje com vigas
simplesmente entre os
apoiada pilares

Borda exterior

Sem vigade | Com viga de engastada
borda borda

Momento
interior 0,75 0,70 0,70 0,70
negativo

Momento

I 0,63 0,57 0,52 0,50
positivo

Momento
exterior 0,16 0,26 0,30
negativo
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! L L
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| Do 0.65 Mo .
:I\ 0,70 Mo Do ’ b
0,26 Mo \>—/ \—{
0,52 Mo 0,35 Mo

Figura 5.4 Distribuicdo do momento total de referéncia em laje sem viga de bordo (ACI 318R — 83).

I — I—ll
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| Lo 0.65 Mo v
:I\ 0,70 Mo o ’ b

0’30 / >_/ \{
0,50 Mo 0,35 Mo

Figura 5.5 Distribuicdo do momento total de referéncia em laje com viga de bordo (ACI 318R — 83).
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5.2 METODO DO EQUILIBRIO

Segundo Moretto, para determinar a forma de calculo ¢ indispensavel visualizar
o comportamento da estrutura. A maneira mais simples de fazé-lo consiste em imaginar
as lajes solicitadas por uma carga uniformemente distribuida aplicada sobre todos os
panos. Sob a acao dessas cargas, a laje flexiona e adquire uma forma concava para cima
no centro do pano e convexa sobre as colunas e nas linhas imaginarias que ligam as
mesmas. Na unido com as colunas, a laje ¢ solicitada também a uma agdo de
puncionamento, fenomeno esse que nao ¢ abordado no presente trabalho. A Figura 5.6
ilustra em planta e em corte um exemplo de edificagcdo composta por colunas e lajes

planas sem vigas.

Figura 5.6 Estrutura tipica de edificios com lajes planas.
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A maneira com que a placa flexiona indica a forma de distribuicdo dos
momentos. A magnitude desses ¢ deduzida das equacdes de equilibrio estatico.
Considerando-se um pano quadrado, situado simetricamente no centro de uma laje
formado por um grande nimero de panos, solicitado por uma carga uniforme p = g + ¢
aplicada sobre toda a laje, o momento total ¢ deduzindo analisando o equilibrio do pano

médio de altura / e largura //2, isolado do restante da estrutura como indica a figura 5.7.

My/2
=
D D D A

Figura 5.7 Equilibrio do pano médio de uma laje e coluna média separados da parte central.
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Por razdes de simetria, ndo existem esforcos cortantes ao longo das segdes
retilineas que separam o pano médio do restante do piso. Tais se¢des se encontram,
portanto, solicitadas somente pela agdo de momentos fletores m, na diregdo X, e m,, /2
na dire¢ao Y. Supondo para os esforcos cortantes citados uma reparti¢ao uniforme linear
em forma circular, desenvolvida ao longo do contato entre o bordo externo do capitel ou

da coluna e a placa, o equilibrio na dire¢do X conduz a expressao:

2 2
“(1l ¢ c c 2c¢
M.+ M =M, =p—| ——— |—— —_——— 59
xl xl o p2(4 ﬂ:) 8 p[ﬂ: 377:) ( )
13 c c3
My=q—|1-127—40,33— (5.10)
8 [ 13
o o

C
Mo ="\ 1-127 7 +0.33 (5.11)

/

que representa 0 momento estatico total que atua em um pano de dimensao / x /

no qual Q = ¢g/>. A formula pode ser substituida com suficiente aproximagdo pela

seguinte:
ol 2¢¥

Essa expressdo se utiliza para determinar 0 momento estatico total que solicita

um pano qualquer. Quando o pano ndo € simétrico, se substitui Q por gl./,,.
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5.3 METODO DOS PORTICOS EQUIVALENTES

O método empirico para o célculo de lajes era o Unico permitido nos primeiros
codigos do ACI, sendo aplicavel somente para lajes com dimensdes similares aquelas
que tinham sido construidas no inicio do século. Para a analise de lajes com diferentes
dimensdes, formas e carregamentos daquelas para as quais o método empirico era

aplicavel, langou-se o método dos pdrticos equivalentes.

Esse método consiste em representar a estrutura através de uma série de porticos
multiplos — porticos equivalentes. Os porticos correspondentes as duas diregdes
ortogonais recebem a totalidade da carga nas lajes, e entdo sdo calculados para as agdes
verticais aplicadas em suas areas de influéncia, agindo no seu plano. Os porticos sao
centrados nas linhas que unem os centros dos pilares e tém largura delimitada pelas

linhas centrais dos painéis adjacentes.

A Figura 5.8 ilustra uma laje cogumelo onde estd destacada uma faixa de

influéncia de um portico, formando o portico equivalente.

Para a andlise das cargas verticais, pode-se admitir cada pdrtico como apenas em
um piso, com as extremidades dos pilares engastadas nos pavimento superior ¢ inferior.

Cada portico equivalente ¢ composto por trés partes:

a) A faixa de laje horizontal, incluindo vigas, se existirem, na dire¢do em que

os momentos estdo sendo calculados;
b) Os pilares ou outros apoios verticais, acima e abaixo da laje;

¢) Elementos da estrutura que possibilitem a transferéncia de momentos entre

as partes horizontal e vertical.
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laje

[ | J\ pilares/t

PORTICO EQUIVALENTE

meia faixa central

Figura 5.8 Portico equivalente em uma laje cogumelo.

Segundo Figueiredo (1989), se os elementos verticais forem paredes que
abrangem toda a largura da faixa da laje, a ligagdo ¢ total na transferéncia dos momentos
entre a laje e a parede, e o portico equivalente deve ser tratado como um portico plano
convencional. Por outro lado, se o apoio for um pilar ligado a laje apenas na sua

dimensao, a capacidade em transferir os momentos ¢ bastante pequena.

Para os casos intermediarios, a eficacia na transmissao dos momentos € parcial, e

sua flexibilidade deve ser considerada na andlise do portico equivalente para agdes
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verticais ou gravitacionais. Esse procedimento ¢ realizado admitindo-se os pilares
vinculados a laje através de elementos de torcdo, transversais a direcdo em que o0s
momentos estdo sendo calculados; a rigidez da ligagdo ¢ determinada considerando a
rigidez desses elementos mais a dos pilares superior e inferior - rigidez do pilar

equivalente.

Se o painel contiver uma viga na dire¢do em que os momentos estdo sendo
calculados, o valor da rigidez do elemento de tor¢ao K;, que ¢ utilizado na determinagao
da rigidez do pilar equivalente, deve ser aumentado, devido a presenga da viga, para Ky,
dada por:

1
Km:KtILtV (5.13)

onde

I; ¢ o momento de inércia da por¢ao da laje de largura b sem considerar a viga;

I, € o momento de inércia da se¢do composta pela laje, de largura b, mais a viga.

Os momentos de inércia das lajes, vigas e pilares devem ser determinados para a
area total da secdo transversal, e variagdoes de se¢des ao longo das pecas precisam ser
consideradas. No caso de pilares com capitéis considera-se que o momento de inércia

varie linearmente desde a base do capitel até a face interior da laje.

O codigo ACI admite que a sobrecarga acidental ndo deve superar % da carga
permanente, e que se considere como unica hipdtese de célculo a carga total em todos os
vaos. Nos casos em que ndo se cumpra essa condi¢cdo, deve-se estudar, além da hipotese

de carga total, as seguintes:

a) Carga permanente em todos os vaos e ¥ da sobrecarga em vaos alternados,

para a determinagdo dos momentos positivos de referéncia;
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b) Carga permanente em todos os vaos e ¥ da sobrecarga nos vaos adjacentes,

para a determina¢do dos momentos negativos de referéncia;

A razdo pela qual ndo ¢ necessario aplicar o total da sobrecarga as hipoteses
mais desfavoraveis de céalculo é que, ndo se apresentando todas as sobrecargas
simultaneamente, sempre ¢ possivel uma certa redistribuicdo entre os momentos

positivos e negativos.

Obtidos os momentos de referéncia positivos e negativos, pelo método direto ou
dos porticos equivalentes, € necessario reparti-los entre as faixas dos pilares e as faixas

centrais.

Se a relagdo entre o comprimento @ na diregdo em que se calculam os momentos,
e a largura b normal & mesma, ¢ menor ou igual a 4/3 no pano considerado, os

momentos se distribuem nas proporc¢des indicadas na Tabela 5.2.

Por outro lado, quando a relagdo entre o comprimento @ de um pano e a largura b

do mesmo for superior a 4/3, devem distinguir-se os seguintes casos:

a) Se for calculado na direcdo do lado maior, os momentos de referéncia se

distribuirdo entre as faixas distintas do vao, de acordo com a Tabela 5.2,

b) Se for calculado na direcao do lado menor, com a / b > 4/3, os momentos de

referéncia se distribuem entre as faixas distintas, nas propor¢des indicadas na Tabela

5.3.

Quando a faixa de suporte apresenta viga, o momento da mesma deve-se repartir

entre a placa e a viga, correspondendo a esta:

b
Mp =085M fuixa - Oa o 2 0.85M fyixa (5.14)
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Tabela 5.2 Porcentagem de reparti¢io dos momentos de referéncia entre as faixas distintas.

Paraa/b<4/3 ese
calcula na dire¢do
de a

Para a/b > 4/3 ¢ se
calcula na direcdo
deb

Faixas internas

Faixas externas (Momento negativo
sobre o ultimo apoio)

Momento negativo

Momento positivo

Faixa dos pilares

Faixa central

Faixa exterior (A)

Faixa exterior (B)

Caso A: Placa sem viga de bordo.

Caso B: Placa com parede no bordo, ou sobre apoios com vigas com altura maior ou igual a trés vezes a

espessura da placa.

Tabela 5.3 Porcentagem de reparticio dos momentos de referéncia entre as faixas distintas.

Para a/b > 4/3 e se
calcula na dire¢ao
dea

Faixas internas

Faixas externas (Momento negativo
sobre o ultimo apoio)

Momento negativo

Momento positivo

Caso A

Caso B

Faixa dos pilares

66

50

73

50

Faixa central

34

50

27

50

Faixa exterior (A)

33

25

36

25

Faixa exterior (B)

16

Caso A: Placa sem viga de bordo.

12

18

12

Caso B: Placa com parede no bordo, ou sobre apoios com vigas com altura maior ou igual a trés vezes a

espessura da placa.
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Se o calculo dos esforcos se faz pelo método direto, os esforcos axiais nos
pilares se determinam por areas de influéncia, incrementando em 15% a carga do vao
extremo, para levar em conta o efeito hiperestatico. O momento fletor em um apoio
extremo ¢ igual ao momento negativo de referéncia MA. Nos apoios internos pode

tomar-se o momento fletor:

0,08 bl+b2
M= (g 405 qker - g-aer” | (5.15)
1+

& pe
onde

Oy € arigidez relativa do pilar equivalente;

g € ¢ sdo a carga permanente e a sobrecarga, respectivamente;

a7 € o vao livre do maior dos vao adjacentes;
a7 € 0 vao livre do menor dos vaos adjacentes;

b; e b, sdo os vaos dos panos adjacentes a diregdo transversal.

Se o célculo dos esforcos ¢ feito pelo método dos podrticos equivalentes, os
esfor¢os axiais e momentos fletores sao obtidos diretamente, devendo-se tomar o
cuidado especial com a carga axial nos pilares, pois a carga do pavimento ¢ considerada
duas vezes na analise dos porticos (uma vez em cada dire¢cdo); recomenda-se que seja
tomada a média das forgas obtidas em um pilar pertencente a dois porticos, seja dividida
por dois (CORLEY, 1983). Mesmo que um calculo rigoroso exija dimensionar, a priore,
todos os pilares a flexdo obliqua, ¢ pratica habitual dimensionar os interiores a
compressdo simples, sendo admissivel para os casos de cargas verticais e vaos
comportados. Nos pilares extremos ¢ necessario dimensionar a flexdo composta e, nos

pilares dos cantos, a flexao obliqua.
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5.4 RECOMENDACOES DA NBR 6118

As lajes apoiadas diretamente sobre os pilares serdo calculadas em regime

elastico ou rigido-plastico de acordo com os itens 3.3.2.1 € 3.3.2.2.

Quando os pilares estiverem dispostos em filas ortogonais e a espessura da laje
respeitar o minimo do item 6.1.1.1, serd permitido calcular em regime elastico o
conjunto laje-pilares como porticos multiplos, admitindo-se a laje dividida em duas
séries ortogonais de vigas e considerando-se no célculo de cada série o total das cargas.
A distribuicdo dos momentos, ao se dividirem os painéis das lajes, com os cantos

correspondendo aos pilares, em quatro faixas iguais, sera feita do seguinte modo:

45% dos momentos positivos para as duas faixas internas

e 27,5% dos momentos positivos para cada uma das faixas externas

25% dos momentos negativos para as duas faixas internas

e 37,5% dos momentos negativos para cada uma das faixas externas

i

FAIXA EXTERNA 0,25

A
FAIXA INTERNA 0,25(

[ Y
FAIXA INTERNA 0,25(

\

A
FAIXA EXTERNA 0,25

v v

Figura 5.9 Divisdo de um painel de laje cogumelo de acordo com a NBR6118.
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5.5 SOLUCAO PROPOSTA POR SZILARD

Outra alternativa para a solucdo do problema ¢é proposta por Szilard. O
comportamento estrutural das lajes planas e placas pode ser idealizado admitindo-se que
essas atuam como placas continuas, apoiadas sobre linhas de colunas de rigidez a flexao
desprezada. Além do mais, pode-se admitir que as reagdes na coluna sao uniformemente
distribuidas sobre uma pequena area. Se as dimensdes da placa forem grandes em
relagdo ao espacamento entre as colunas (Figura 5.10), a simetria da configuracdo
estrutural e carregamento reduz o problema da placa para andlise no interior de um

painel.

o °® / ® ®

- .lyb %/v% B X. —~
e V. %D o<
® ® A o o

Figura 5.10 Laje plana apoiada sobre pilares (Szilard).

Além disso, a solugdo geral ¢ obtida pela soma de uma solugdo particular @,

com @y, a qual representa a solucdo da equacao da placa homogénea (equagdo das

placas); assim:
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o(x,y)=opt+oy (5.16)

A equacdo (5.16) deve satisfazer as condi¢des de contorno no interior do painel.

Essas condi¢des de contorno na direcdo X sdo:

om p) D)
{a_x)xzia/z -0 © (qX)X:ia/z =(—Da—XV wl{ziaﬂ =0 (5.17)

As reagdes sdo zero para todos pontos ao longo da extremidade do painel, exceto
para as proximidades do ponto de suporte. Equagdes similares podem ser escritas para

os outros contornos do painel.

Para uma solugdo particular, a deflexdo de uma placa uniformemente carregada,
pode ser usada como:

2V

4
Pob 4y

op = I—— 5.18

UERETY)>) R (3.18)

Enquanto a solugdo da equagdo da placa homogénea (V@) pode ser escrita

COmo.:

o =A4o+ Y, | Ay cos idicd + By, M senh ™2 cos ™ (5.19)
n=24,6 ¢ “ ¢ “

Para a condi¢do de contorno, dw / ox = 0 ao longo da extremidade AC e BD

(Figura 5.10), obtém-se as constantes B,,. As condi¢cdes de contorno para as reagdes, as

quais sao:
4y =0 para 0 < x < [%—0) (5.20)
a/2
[ ayav=-Lo ‘j,ab (5.21)
a/2—c
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Fornecem entdo as constantes A4,,. Por isso, a equacdo (5./6) pode ser escrita na

forma explicita, como se segue:

4 2 3 oo (_])m/2 cos "%
( y)_ Pob 1_4L 44 4 Pod b a
y)= 0
384D b2 287D m=246.. m3 senh oty tanh oy, (5.22)
~|:tanh Om M senh "7 — (ot +tanhay, )cos ﬂ:|
a a a

Para a condigdo a qual a deflexdo ¢ zero para os pontos 4, B, C e D, tem-se:

3 oo
b +tanh
4, =—Lo% 0 | oy - (5.23)
223D m=2,4,6...m3 tanh= oy
onde
oy = (5.24)
2a

Se admitir-se que as reagdes sao uniformemente distribuidas sobre uma area

circular, entdo os momentos negativos sobre as colunas podem ser calculados por:

T i

(Mx)ma ) 2:pmb /2 =_sz : (1+v)lnca—*—(a+ﬁv) (5.25)
. :

(my)xza/2;y:b/2 == )i (B o) (5.26)

Onde c* denota o raio de um circulo para uma se¢ao transversal circular de area
equivalente a da coluna. Na Tabela 5.4 sdo dados os valores de o e 3, coeficientes para

o célculo dos momentos no centro e as deflexdes no centro para varias relagdes b / a.
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Tabela 5.4 Coeficientes para deflexdo e momentos para o interior de pilares de lajes planas (Szilard).

(@)x=0,y=0 (my)x=0,y=0 o B

1,0 0,0670 0,0331 0,811 0,811

1,1 0,0561 0,0316 0,822 0,698

1,2 0,0494 0,0303 0,829 0,588

1,3 0,0445 0,0296 0,833 0,481

1,4 0,0412 0,0292 0,835 0,374

1,4 0,0388 0,0294 0,836 0,268

2,0 0,0336 0,0368 0,838 -0,256

Fator pob*/ B Pod? Coeficientes das equagdes 6.1 e
0 (0]
multiplicador 6.2

As reagdes maximas nas colunas podem ser estimadas dividindo-se a carga total
sobre a coluna pelo seu perimetro. O valor de pico do momento sobre o apoio, calculado
pelas equagdes (5.25) e (5.26), pode ser reduzido se considerando a largura do capitel da

coluna, como ilustrado na Figura 5.11.

1\
I A ,
o\ | AM
| AM=Rc/4

\

R

Figura 5.11 Correcio no momento negativo no centro do pilar em funcio do momento na face, da

reacdo de apoio e da dimensao do pilar (Szilard).
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Pode-se concluir que, cargas uniformemente distribuidas sobre os panos
produzem momentos negativos elevados sobre as colunas. Para esse carregamento, as
extremidades da placa podem ser, além disso, consideradas como simplesmente

apoiadas. Conseqiientemente, a Solucao de Navier ¢ aplicavel.

Utilizando a equacgdes (5.25) e (5.26) e com o auxilio de planilha eletronica,
foram determinados os valores de momentos negativos da laje sobre o pilar, para
diferentes se¢des quadradas de pilares. No estudo foram adotadas lajes de 5x5 m, 10x10
m, 15x15 m e 20x20 m. Os momentos obtidos através das equagdes para o centro do
pilar sdo corrigidos (momentos corrigidos) em funcdo da carga sobre o pilar e da sua

se¢do transversal. Tais momentos estao ilustrados na Figura 5.12.

MOMENTOS NO CENTRO DO PILAR

-636,85

600 - == |aje 5x5m
== |aje 10x10
-500 | 483,16 =t |aje 15x15
— —@—|aje 20x20
£ -416,97
I3 -400
Z
=
>
£
' - —g) 197,09
s \ﬂ(ﬂ 110.86
104,24 -110,
-100 - 87,7 & -95,41
31,53 22 ;a0 -39,59
1,92 -17,79 12,32 + -32,73
0 ‘ 7 — J—iris — 404
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

SEGAO DO PILAR (cm)

Figura 5.12 Valores de momentos sobre o pilar para diferentes dimensées de secio quadrada, aplicado

em lajes de 5x5m até 20x20m.
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A figura acima ilustra claramente o fato de que, conforme a secdo do pilar
diminui, os valores dos momentos negativos aumentam. Isso ja4 havia sido concluido
para a Teoria das Placas e nos modelos estudados em Elementos Finitos. Percebe-se
também que, para as lajes com maior dimensdo, onde os momentos sdo maiores, a

tendéncia do momento de apresentar um valor infinito ¢ maior.

As diferencas relativas percentuais nos valores encontrados para os momentos,
comparados aos valores encontrados para o caso de carga concentrada utilizando a

Teoria da Placas (Séries de Fourier), apresentam-se ilustrados na Figura 5.13.

DIFERENGAS NOS MOMENTOS NO CENTRO DO PILAR
COMPARADO AO RESULTADO COM CARGA
00% - CONCENTRADA

50% //

== |aje 5x5m
= |aje 10x10
=k |aje 15x15
—®—|aje 20x20

DIFERENCA

50%

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
SEGAO DO PILAR (cm)

Figura 5.13 Diferenca relativa percentual do valor do momento negativo no centro do pilar através da

solucdo de Szilard, comparado ao obtido para carga concentrada através da Teoria das Placas.
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6 APLICACOES - ANALOGIA DE GRELHA

6.1 INTRODUCAO

Para o modelamento das lajes e calculo com analogia de grelha utilizou-se os

softwares MIX e AltoQI Eberick.

Ambos programas fornecem os esforcos nas extremidades de cada barra da
grelha. No MIX pode-se visualizar esforgos através de saida grafica ou de uma lista
apresentada no video. No AltoQI Eberick os esforgos obtidos em cada barra sdo
visualizados através da saida grafica, a qual, por tratar-se de um programa de
dimensionamento, apresenta melhor qualidade se comparada ao software anterior,

mesmo porque o primeiro trabalha em ambiente DOS e o Gltimo em WINDOWS.

6.2 MODELOS ANALISADOS COM O PROGRAMA MIX

6.2.1 APLICACAO DO PROGRAMA

Para a entrada de dados no programa MIX, deve-se escolher a opcdo GRELHA.
Em seguida precisam ser definidas as posi¢des dos nos e barras da grelha, as
propriedades das barras, os graus de liberdade dos nés e o carregamento atuante na

grelha. Posteriormente faz-se o processamento para a obtengdo dos resultados.

Coordenadas: Para a entrada de dados primeiramente define-se os nds da grelha,
os quais devem ser numerados e atribuidas coordenadas. As grelhas foram modeladas

no plano xy, portanto a coordenada z de todos os nos € zero.

Incidéncias: Em seguida definem-se as incidéncias, ou barras, que sdo definidas

de acordo com os nds aos quais estdo vinculadas.

Propriedades: Sao definidas as propriedades do material das barras e as

propriedades geométricas das mesmas. As propriedades do material a serem definidas
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sao o modulo de deformacao longitudinal £, e mdodulo de deformacao ao cisalhamento
G. As propriedades do material a serem atribuidas sdo a inércia a flexao /, a inércia a
torcdo Jt ¢ a area da secgdo transversal A, sendo necessario atribuir valor a essa ultima
propriedade, somente no caso de interesse de consideracao de deformagdo devido ao
cisalhamento. E importante salientar que cada barra deve representar uma “faixa” da

placa devendo ter propriedades definidas de acordo com a malha.

Condigoes de apoio: O proximo passo ¢ definir os graus de liberdade da
estrutura nos apoios. Para o presente caso, considerou-se nos apoios a impossibilidade
de deslocamento vertical, inclusive para o apoio central. Como citado anteriormente, a
consideracdo do apoio central permitindo rotacdo livre da grelha é uma simplificagao,
valida para o caso simplificado de laje aqui estudado — com simetria de carregamento e
geometria. Na realidade, em situacdes normais de projeto, onde hd assimetria de
carregamento e geometria das lajes, bem como nos pilares de bordo de edificios, as lajes
geram momentos fletores nos pilares, os quais devem ser fundamentalmente

considerados.

Carregamento: O carregamento foi definido como uniformemente distribuido ao
longo das barras da grelha, para o qual foi apresentada a solu¢do que forneceu melhores
resultados, principalmente se comparada a aplicagdo de carga concentrada nos nés. Para
o caso de malha com espacamento entre barras ndo uniforme, o carregamento deve ser

considerado de acordo com a 4rea representativa de cada barra.

Processamento: Terminada a entrada de dados faz-se o processamento, sendo

que nessa etapa o programa faz a verificacdo de possiveis erros de concep¢ao da grelha.

Impressdo de resultados: a visualizacdo dos resultados pode ser feita
diretamente no video, disponibilizando os deslocamentos nos nos, os esfor¢os nas

extremidades das barras ¢ as reagdes de apoio.
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6.2.2 RESULTADOS

As propriedades do material das barras para a modelagem da grelha sdo as

mesmas citadas na Tabela 3.1 (laje de referéncia).

O momento de inércia a flexdo depende da malha da grelha, ficando esse

definido em fungédo do espagamento by da malha (7.1).

1=-% %207 povsss7b (7.1)
- 27 g '

O momento de inércia a tor¢ao foi inicialmente adotado como sendo duas vezes

o momento de inércia a flexdo, de acordo com Montoya (1987).

Jt =21=2-0,0006667bg =0,001333bg (7.2)

As Figuras 6.1, 6.2 e 6.3 ilustram as malhas das grelhas utilizadas para o estudo.
Nao foram modeladas vigas no contorno, de modo que, a rigidez a tor¢do das mesmas
ndo influenciasse nos esforcos e deslocamentos da laje, visto que, para os modelos

anteriores, as lajes foram sempre modeladas como simplesmente apoiadas.

Figura 6.1 Malha 250x250cm sem refinamento (E) e com refinamento de 125x125cm (250ref125) nas

faixas proximas ao pilar (D).
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Figura 6.2 Malha 250x250cm (250pil125) com refinamento 125x125c¢m nas proximidades do pilar (E)

e malha 125x125cm sem refinamento (D).

Figura 6.3 Malha 50x50cm (E) e malha 25x25cm (D), ambas sem refinamento.

Os esforcos e deslocamentos obtidos para as malhas acima, modeladas no MIX,
estdo descritos na Tabela 6.1. Os valores da tabela estdo ilustrados nas Figuras 6.4, 6.5,
6.6 ¢ 6.7. Para as Figuras, a malha 250ref125 ¢ a malha 250x250 cm com refinamento
nas faixas internas e a malha 250pill/25 ¢ a malha 250x250 cm com refinamento nas

proximidades do pilar.
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Tabela 6.1 Esforgos e deslocamentos obtidos para diferentes malhas estudadas por Analogia de Grelha

no software MIX.

Malha Refinamento | Carga no pilar Momento Momento
positivo negativo
(cm) (cm) (kN) (kN.m/m) (KN.m/m)

250 x 250 412,50 38,20 -49,30

250 x 250 125 408,90 31,60 -74,40

250 x 250 125 (pilar) 427,00 43,50 -78,50

125 x 125 384,40 28,20 -69,00

50 x 50 358,50 22,00 -91,40

25x25 358,20 22,00 -112,80

O desenvolvimento dos momentos fletores m,, ao longo da linha média da laje (y

=5 m), para as malhas estudadas, pode ser visto na Figura 6.8.

\CARGA NO PILAR

450

427.0
425 N

&0_‘{8,9 b \\

400
N
375

z
i‘a N
o 358,50
S22 @ 358,20
350
325
300

250
125
50
25

250 ref125
250 pil125

malha

Figura 6.4 Carga no pilar central para diferentes malhas modeladas no MIX por Analogia de Grelha.
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‘MOMENTOS POSITIVOS
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Figura 6.5 Momento positivo maximo para diferentes malhas modeladas no MIX por Analogia de

Grelha.

MOMENTOS NEGATIVOS
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Figura 6.6 Momento negativo maximo para diferentes malhas modeladas no MIX por Analogia de

Grelha.

Aluno: Carlos Alexandre Hennrichs

Orientador: Daniel Domingues Loriggio, Dr.

160



ESTUDOS SOBRE A MODELAGEM DE LAJES PLANAS

DESLOCAMENTOSI
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Figura 6.7 Deslocamento mdximo para diferentes malhas modeladas no MIX por Analogia de Grelha.

MOMENTOS FLETORES
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Figura 6.8 Momentos my ao longo da linha média da laje até o centro, para malhas de 250x250 cm

sem e com refinamento.
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MOMENTOS FLETORES
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Figura 6.9 Momentos my ao longo da linha média da laje até o centro, para malhas de 125x125 cm,

50x50 cm e 25x25 cm sem refinamento.

6.2.3 ANALISE DOS RESULTADOS

Os resultados obtidos para o processo de Analogia de Grelha apresentaram-se
semelhantes aos obtidos para os estudos anteriores. Da mesma forma, os momentos
negativos sdo os resultados menos confiaveis de serem obtidos diretamente, uma vez
que ndo ¢ considerada a dimensdo da segdo transversal do pilar, visto que nesse

programa — o MIX, o pilar ¢ modelado como um apoio pontual.

No caso da carga sobre o pilar, os valores obtidos sdo maiores para as malhas
mais grosseiras, apresentando resultados inadequados para esses casos. Para malhas de
50x50 cm e 25x25 cm os resultados sdo muito proximos aos obtidos para outros
métodos (Figura 6.4). Também se observa que, para as malhas citadas acima, os valores

da carga sobre o pilar tendem a um valor constante.

De maneira andloga, os momentos positivos, conforme ilustra a Figura 6.5,

apresentam resultados satisfatorios, comparando com a Teoria das Placas, para as
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malhas 50x50 cm e 25x25 cm. Para as demais malhas os valores sao maiores. J& para os
deslocamentos, malhas de 125x125 cm ou menores apresentaram os melhores
resultados, sendo que, para as malhas mais espagadas os deslocamentos obtidos sdo

maiores (Figura 6.7).

Para os momentos negativos, o refinamento da malha mostra um crescimento no
valor do momento maximo, tendéncia também confirmada para refinamento nas
proximidades do pilar, conforme ilustra a Figura 6.6. Nas Figuras 6.8 ¢ 6.9, as quais
mostram a evolugdo dos momentos fletores m, ao longo da linha média da laje, pode-se
facilmente observar que os momentos negativos crescem a medida que se vai refinando
a malha da grelha. Tais resultados ja haviam sido observados pela andlise por
Elementos Finitos, e ambos afirmam a tendéncia dos momentos de apresentarem valor
infinito no centro do pilar, especialmente quando esse ¢ modelado como um apoio

pontual.

O refinamento somente nas proximidades do pilar ndo apresentou resultados
satisfatorios, o que também ocorrera anteriormente naqueles modelos em Elementos
Finitos em que ndo foi feita uma transicdo da malha, portanto, se tratando de um

modelo inadequado (ver Figura 4.2).
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6.3 MODELOS ANALISADOS COM O PROGRAMA ALTOQI EBERICK

6.3.1 APLICACAO DO PROGRAMA

O ALTOQI Eberick ¢ um programa para calculo de estruturas de concreto
armado, o qual permite que a estrutura seja calculada por pavimentos isolados ou como

portico espacial.

Para o calculo das lajes, os métodos disponiveis sdo o Método de Marcus, o
Método de Ruptura ou o Método de Grelha. Para o calculo das lajes como grelha, sdo
fornecidos os momentos maximos — fletores e torsores, para os panos de lajes, sendo
também possivel visualizar os esforcos nodais nas barras da grelha, através de

visualizacdo grafica.

Como o programa nao realiza, na versao disponivel até o momento, o célculo de
lajes planas sem vigas, foram executadas diversas simula¢des para verificar a que

melhor representa o modelo de uma laje plana sem vigas.

6.3.2 RESULTADOS
6.3.2.1 LAJE COM VIGAS DE RIGIDEZ EQUIVALENTE

O grande desafio em adotar vigas de rigidez equivalente foi determinar o
langcamento correto de toda a estrutura — laje, vigas e pilares, de modo que esse modelo
representasse da melhor forma possivel a situacdo de lajes planas sem vigas. Tal
lancamento nao inclui somente a definicdo da secdo dos elementos, mas também as

vinculagdes dos mesmos, divisdo das vigas em tramos, continuidades entre lajes, etc.

Foram modeladas lajes com vigas “chatas”, com altura igual a espessura da laje
—no caso 20 c¢m, e a largura em fun¢do da malha da grelha para cada simulagdo — por
exemplo, malha 50x50 cm, viga de 50x20 cm, unindo os pilares de contorno ao pilar

central. Tais vigas foram modeladas como continuas sobre o pilar central e rotuladas
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junto as extremidades. Os quatro panos de lajes foram considerados continuos entre si

(Figura 6.10).

As propriedades das vigas de contorno, das lajes e do material — o concreto
armado — foram as mesmas consideradas para os modelos estudados anteriormente (laje
de referéncia). Para as vigas foi considerado carregamento negativo igual ao peso-
proprio das mesmas, de modo que, a carga da laje naquela faixa nao fosse considerada

duas vezes.

P1 P2 P3

25x25 Vi1 15x50 25x25 vi 26x25

v4

@

P4 V2 50x20 R5 v2 P6
525 75 1 | 25025

V4 15x50

V5 50x20
V6 15x50

P7
L | 25x25 V3 15x50
[

P9
x25 v3 25x25

N
®

Figura 6.10 Planta de formas do modelo rodado no AltoQI Eberick para simular laje plana.

Para as vigas “chatas”, foi necessdrio dividi-las em trechos, de modo que o
carregamento aplicado pela laje sobre as mesmas tivesse uma melhor distribui¢do. A
quantidade de trechos das vigas foi definida em fun¢do da malha em estudo. Por

exemplo, para malha de 50x50 cm, os trechos das vigas apresentam tamanho de 50 cm,
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ou seja, cada um dos 5,0 m da viga foi dividido em 10 partes. Para as malhas mais

refinadas trechos menores, e para as menos refinadas, trechos maiores.

Os valores da carga no pilar central — P5, maximo momento positivo, maximo
momento negativo e deformag¢do méaxima imediata, estdo descritos na Tabela 6.2 e sdo

ilustrados nas Figuras 6.12, 6.13,6.14 ¢ 6.15.

Tabela 6.2 Valores da carga P no pilar, momentos fletores e deslocamento maximo para diversas

malhas na laje e momentos mdximos nas vigas chatas.

Carga no
pilar

Malha

(cm) (kN)

Momento
positivo
laje
(kN.m/m)

Momento
negativo
laje
(kN.m/m)

Momento
positivo
viga
(kN.m/m)

Momento
negativo
viga
(kN.m/m)

100x100 348,90 20,50 -18,90 23,00 -59,90

75x75 346,50 22,00 -19,00 38,50 -97,30

50x50 340,80 23,80 -25,50 29,82 -94,20

25x25 344,50 24,60 -37,20 34,10 -134,30

10x10

352,50 24,60 -61,50 38,70 -198,40

Pelos resultados obtidos acima, e comparando-os aos modelos ja estudados,
conclui-se que, adotando-se vigas chatas para se modelar uma laje plana, os resultados
em termos de esfor¢os devem ser analisados considerando-se as lajes e vigas. Para os
momentos positivos, os resultados de momentos obtidos para a laje sdo satisfatorios e se
aproximam tanto da analise tedrica como dos modelos em Elementos Finitos. J4 para os
momentos negativos, pode-se observar que os resultados para momentos nas lajes ndo
sdo bons, uma vez que a malha da laje ¢ dividida em funcdo da posicdo das vigas.
Considerando-se a grelha formada por lajes e vigas, percebe-se facilmente que o

momento negativo maximo da laje sobre o pilar, para o modelo em estudo, ¢ 0 momento
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negativo da viga e nao da laje (Figura 6.11). Nessa figura pode-se observar que a

adocdo de vigas chatas provoca um enrijecimento na sua posi¢ao.
Resumindo, os resultados obtidos do programa, e validos para a laje sdo:
e Momento positivo = momento positivo maximo da laje;

e Momento negativo = momento negativo maximo da viga;

e Deslocamento = deslocamento méaximo da laje.

Figura 6.11 Configuracio deformada da laje e momentos fletores nas barras da grelha com malha de

50x50 cm.
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CARGA NO PILAR
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Figura 6.12 Carga no pilar para diferentes malhas de grelha modeladas no Eberick.
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Figura 6.13 Momentos positivos para diferentes malhas de grelha modeladas no Eberick.
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MOMENTOS NEGATIVOS
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Figura 6.14 Momentos negativos para diferentes malhas de grelha modeladas no Eberick.
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Figura 6.15 Deslocamentos para diferentes malhas de grelha modeladas no Eberick.

Aluno: Carlos Alexandre Hennrichs 169
Orientador: Daniel Domingues Loriggio, Dr.



ESTUDOS SOBRE A MODELAGEM DE LAJES PLANAS

6.3.2.2 LAJE COM CARGA SIMULANDO O PILAR

Outro modelo feito no programa foi aplicado aproveitando a possibilidade de se
langar carga de parede diretamente sobre as lajes. A partir do valor da reagdo do pilar
central P, obtida através da superposicao de efeitos utilizando a Teoria da Elasticidade,

foi feita uma analogia ao problema.

A carga P foi aplicada como carga de parede no centro da laje, ao longo do
perimetro de um quadrado, de modo a simular o pilar. O carregamento da laje foi
admitido como sendo negativo, logo os esforcos e deslocamentos fornecidos teriam na
verdade sinal contrdrio. A carga na laje foi adotada como sendo —15,00 kN/m? (10,00
kN/m? de carga, mais 5,00 kN/m? para anular o peso-proprio da laje), a qual apresenta-

se, portanto aplicada no sentido contrario a carga do pilar (Figura 6.16).

-p-peso-proprio

Figura 6.16 Carga de parede simulando o pilar, com carga negativa uniformemente distribuida na

placa.

A diferenca desse modelo para o anterior ¢ que, nesse caso ¢ preciso saber-se a

reacdo do pilar. Por outro lado, com esse tipo de simulagdo foi possivel se utilizar o
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processo de Analogia de Grelha considerando-se, ainda que de maneira aproximada, as

dimensdes do pilar.

Como verificacdo desse modelo simulado, o deslocamento central na laje, no
ponto de aplicacdo da carga simulando o pilar, deve ser nulo. Nesse modelamento,
quando for definida a carga de parede, deve ser adotada aquela correspondente a
dimensao de pilar equivalente, definida pela teoria da elasticidade. Ou seja, pilares de
se¢do maior apresentam maior reagao de apoio. Vale citar que, nesse modelamento, a
carga de parede atua unicamente no perimetro do pilar, o que também ¢ uma
aproximacdo. A configuragdo da deformada da laje, para o modelamento feito, ¢
ilustrada na Figura 6.17, onde também sdo definidos por cores os esfor¢os nas barras da

grelha.

Os esfor¢os para o modelo descrito acima, para diferentes malhas de grelha e
dimensdes de carga (se¢do do pilar), estdo descritos na Tabela 6.3 e ilustrados nas

Figuras 6.18, 6.19, 6.20.
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Tabela 6.3 Esforgos e deslocamentos em laje modelada como grelha com carga simulando o pilar, para

diferentes malhas e secdes de pilar.

Malha Momento Momento Flecha
positivo negativo
(cm) (KN.m/m) (KN.m/m) (cm)

100 x 100 27,65 -40,01 0,46

75x 75 25,02 -77,09 0,39

50 x 50 25,15 62,40 0,38

25x25 24,03 -84,18 0,30

12,5x 12,5 23,53 -105,76 0,33

100 x 100 26,69 -45,60 0,38

75x 75 24,48 -81,43 0,29

50 x 50 24,77 -65,77 0,32

25x25 23,58 -88,26 0,30

12,5x 12,5 23,06 -84,38 0,28

100 x 100 27,62 -40,26 0,46

75x 75 24,98 -77,44 0,34

50x 50 25,12 -62,71 0,37

25x25 23,87 -57,58 0,34

12,5x 12,5 23,36 -54,56 0,33

100 x 100 27,43 -41,70 0,43

75x 75 23,57 -27,64 0,35

100x100 50 x 50 22,81 -22,36 0,34

25x 25 22,50 25,71 0,32

12,5x 12,5 22,34 -28,20 0,31
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Figura 6.17 Configuracio deformada da laje e momentos fletores nas barras da grelha com malha de

50x50cm, com pilar simulado como carga de parede.

‘MOMENTOS POSITIVOS

28

\ === pilar 01x01
27 == pilar 25x25
== ilar 50x50
\ == pilar 100x100
26

) T

100 x 100 75x75 50 x 50 25 x 25 12,5x12,5
malha da grelha

my (kN.m/m)

22

Figura 6.18 Momentos positivos para diferentes malhas e dimensées de pilar para modelos em grelha

com pilar modelado como carga.
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MOMENTOS NEGATIVOS
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== pilar 25x25
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100 x 100

75x75

50 x 50

25x 25 12,5x12,5

malha da grelha

Figura 6.19 Momentos negativos para diferentes malhas e dimensées de pilar para modelos em grelha

com pilar modelado como carga.

DDESLOCAMENTOS
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Figura 6.20 Deslocamentos para diferentes malhas e dimensées de pilar para modelos em grelha com

pilar modelado como carga.
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6.3.3 ANALISE DOS RESULTADOS

Com base nos resultados obtidos para a laje com vigas de rigidez equivalente,
pode-se observar que, para os modelos em Analogia de Grelha, o comportamento das
lajes foi semelhante aos modelos estudados pela Teoria das Placas e aos modelos em

Elementos Finitos.

Quanto a carga no pilar, percebe-se que os valores variam pouco em fungdo da
malha (Figura 6.12), resultado que também foi visto para os modelos em Elementos
Finitos. Para os momentos positivos pode-se concluir que os valores sofrem pequenos
acréscimos a cada refinamento, no entanto tendem a se estabilizar a partir da malha de

50x50 cm, como mostra a Figura 6.13.

Os momentos negativos, como os demais exemplos em que os pilares foram
modelados como um tnico apoio pontual, apresentaram valores que tendem a aumentar

com o maior refinamento da malha (Figura 6.14).

Para os deslocamentos, analisando-se ainda o exemplo de laje com viga de
rigidez equivalente, os valores obtidos sdo bons e sdo muito proéximos para todas as

malhas (Figura 6.15).

Analisando-se o exemplo de carga equivalente simulando o pilar, pode-se
observar na Figura 6.18 que os momentos positivos da laje reduzem com o aumento da
secdo do pilar, resultado esse ja obtido tanto pela analise tedrica através da Teoria das
Placas como pelos modelos em Elementos Finitos nos quais o pilar foi modelado como
elemento sélido. Os valores dos momentos positivos também sdo maiores para as

malhas mais grosseiras, tendendo a se estabilizar para malhas mais refinadas.

Os momentos negativos ndo se apresentam valores proximos entre si, como
ocorre com 0s positivos, mas também apresentam tendéncia para valores constantes nas
malhas mais refinadas, como ilustra a Figura 6.19. Entretanto, esse comportamento sé €
observado para as se¢des de pilares 25x25 cm ou maiores, visto que, para se¢des muito

pequenas, como também foi visto nos modelos em Elementos Finitos, os momentos
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tendem a crescer com o maior refinamento. Pode-se observar o valor muito baixo de
momento negativo para o pilar 100x100 cm, em virtude da simplificacdo adotada, onde

a carga ¢ aplicada somente no perimetro do pilar.

Os deslocamentos maximos se apresentaram maiores para as menores secdes de
pilares (Figura 6.20), o que ja havia sido obtido também para outros modelos. Com o

maior refinamento da malha os deslocamentos apresentaram uma pequena reducao.

Comparando os dois modelos estudados no AltoQI Eberick, pode-se concluir
que, para a carga no pilar, momentos positivos ¢ deslocamentos, o modelo como laje
com viga de rigidez equivalente apresenta-se confiavel, fornecendo bons resultados.
Para os momentos negativos, os valores apresentam a mesma tendéncia apresentada
para os métodos estudados anteriormente, de crescerem com o refinamento da malha,

em virtude do tipo de modelamento do pilar.

A vantagem desse modelo ¢ a facilidade de sua montagem, rapidez na andlise
dos resultados e viabilidade das lajes serem analisadas em conjunto com todos os pilares

do pavimento e com todos os pavimentos do edificio.

Por outro lado, o modelo com carga simulando o pilar apresenta valores um
pouco melhores, inclusive com relacio a momentos negativos, desde que a se¢do do
pilar ndo tenha lado maior que 10% do vao entre o pilar ¢ o bordo. Mas a aplicagdo do
modelo na préatica ndo ¢ muito interessante, visto que a carga no pilar precisa ser
conhecida, impossibilitando também a anélise dos momentos introduzidos pela laje nos
pilares, especialmente quando se tem assimetria geométrica e/ou de carregamento. Além
disso, nesse modelo ndo ¢ possivel que uma estrutura seja analisada em conjunto —
através de portico espacial com lajes modeladas como grelhas planas, por exemplo,

especialmente para edificios de multiplos pavimentos.
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7 COMPARACAO ENTRE OS DIFERENTES METODOS

7.1 INFLUENCIA DA MALHA

Inicialmente foi feito um estudo para verificar se o comportamento das lajes, de
acordo com a malha adotada, apresenta semelhanca entre os métodos de Elementos
Finitos e Analogia de Grelha, esse ultimo com resultados dos dois programas (MIX e
AltoQI Eberick). Foram tomados os resultados para lajes cujo pilar foi modelado como
um apoio pontual, visto que as diferentes malhas foram estudadas para esses casos. Os

resultados sdo apresentados na Tabela 7.1 e ilustrados nas Figuras 7.1, 7.2, 7.3 ¢ 7.4.

Tabela 7.1 Esforcos e deslocamentos em laje modelada em Elementos Finitos e Analogia de Grelha,

para diferentes malhas, com pilar modelado como um apoio pontual.

Cargano | Momento | Momento
Método pilar positivo negativo

Flecha

(kN) (kN.m/m) | (kN.m/m) (cm)

356,60 21,30 -86,20 0,275

Elementos 361,60 20,90 -111,50 0,285

Finitos

362,80 20,80 -136,70 0,285

363,60 20,70 -160,30 0,285

Analogia de 348,90 20,50 -59,90 0,295

Grelha 340,80 23,80 -94.20 0,330
AltoQI
Eberick

344,50 24,60 -134,31 0,335

352,50 24,60 -198,40 0,325

384,40 28,20 -69,00 0,290

Analogia de

Grelha MIX 358,50 22,00 -91,40 0,300

358,20 22,00 -112,80 0,280
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(CARGA NO PILAR
400
384,40
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Figura 7.1 Carga no pilar para diferentes malhas, com pilar modelado como apoio pontual.
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Figura 7.2 Momentos positivos para diferentes malhas, com pilar modelado como apoio pontual.
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MOMENTOS NEGATIVOS
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Figura 7.3 Momentos negativos para diferentes malhas, com pilar modelado como apoio pontual.
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Figura 7.4 Deslocamentos para diferentes malhas, com pilar modelado como apoio pontual.
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Observando as figuras acima, diversas conclusdes podem ser tomadas. A carga
no pilar (Figura 7.1), apresenta resultados bastante semelhantes para todas as malhas
em Elementos Finitos. J& os modelos em Analogia de Grelha mostram resultados
melhores a partir da malha 50x50 cm. A diferenga na carga do pilar entre os dois
modelos em Analogia de Grelha se deve ao fato que, para o exemplo estudado no
AltoQI Eberick foram utilizadas vigas de rigidez equivalentes, as quais, conforme ja

citado, provocam um certo enrijecimento da faixa da laje onde passam.

Os momentos positivos apresentam valores que tendem para uma constante a
partir da malha 50x50 cm, para as malhas mais refinadas (Figura 7.2). A Analogia de
Grelha fornece valores de momentos mais conservadores que os modelos em Elementos
Finitos. Os deslocamentos apresentam comportamento bastante semelhante, conforme
indica a Figura 7.4, apresentando também nesse caso, o método de Analogia de Grelha

valores mais conservadores.

Percebe-se que, em todos os graficos, os valores em Analogia de Grelha
modelados no MIX apresentam resultados mais proximos que os modelados em
Elementos Finitos. Isso se deve ao fato citado anteriormente, da simplificagdo feita para
a andlise no AltoQI Eberick. Entretanto, os resultados ainda assim permanecem

proximos.

Para ambos os métodos os momentos negativos t€ém a mesma tendéncia:
aumentam de acordo com o maior refinamento da malha (Figura 7.3). Isso ja havia sido
observado anteriormente, inclusive que, refinando-se exclusivamente nas proximidades

do pilar os momentos também aumentam.

De acordo com os resultados para ambos os métodos pode-se verificar que,
malhas de 50x50 cm j& apresentam resultados bons para a rea¢do no pilar, momentos
positivos e deslocamentos. Entretanto, para os momentos negativos, os resultados para

pilar modelado como ponto tinico nao sao satisfatorios.
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7.2 DIMENSOES DO PILAR

Como ja foi visto, as dimensdes do pilar central influenciam nos esforcos e até
mesmo nos deslocamento das lajes planas. Para os modelos teodricos, a se¢do do pilar foi
considerada fazendo-se uma carga uniformemente distribuida aplicada em um retangulo
parcial. No Método dos Elementos Finitos foram modelados elementos sélidos com as
dimensdes dos pilares, de modo a melhor representa-los. Para os modelos em Analogia
de Grelha foi feita uma simulag¢@o na qual, conhecida a carga do pilar, aplicou-se essa

carga no sentido contrario ao carregamento da laje.

Os resultados obtidos para algumas se¢des de pilar e para os trés métodos, estao
descritos na Tabela 7.2 e ilustrados nas Figuras 7.5, 7.6, 7.7 ¢ 7.8. A secao do pilar
definida como 0 (zero) representa o caso de carga concentrada. Para os modelos

numéricos foram adotados os resultados obtidos para malha 50x50 cm.

Tabela 7.2 Esforcos e deslocamentos em laje cogumelo, para algumas secées de pilar central.

Secao do
pilar

(cm)

Carga no
pilar

(kN)

Momento
positivo

(kN.m/m)

Momento
negativo

(kN.m/m)

Teoria das

Placas

0

350,67

19,40

-73,61

25x25

351,17

19,37

-69,51

50x50

352,44

19,29

-59,73

100x100

357,24

18,93

~40,40

Elementos

Finitos

0

361,60

20,90

-111,50

25x25

363,40

20,80

-82,30

50x50

373,70

20,40

-63,70

100x100

408,80

18,70

-49,80

Analogia de
Grelha

0

359,40

24,30

112,40

25x25

351,17

24,77

-65,77

50x50

352,44

25,12

-62,71

100x100

357,24

22,81

-22,36
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CARGA NO PILAR
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Figura 7.5 Carga no pilar para diferentes secoes de pilar.
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Figura 7.6 Momentos positivos para diferentes segoes de pilar.
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MOMENTOS NEGATIVOS
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Figura 7.7 Momentos negativos para diferentes secoes de pilar.
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Figura 7.8 Deslocamentos para diferentes secoes de pilar.
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A carga no pilar apresentada pelos modelos em Analogia de Grelha foi retirada
dos modelos tedricos, como ilustra a Figura 7.5, de modo que essa carga foi simulada
como sendo o pilar. Os modelos em Elementos Finitos apresentaram cargas um pouco

maiores, especialmente para o pilar de 100x100 cm.

Os momentos positivos para os modelos tedricos ¢ de Elementos Finitos ficaram
muito proximos, enquanto o modelo de Analogia de Grelha apresentou, como visto
anteriormente no estudo da malha, resultados mais conservadores (Figura 7.6). Para os
deslocamentos, ilustrados na Figura 7.8, o comportamento para os trés modelos foi

analogo ao que ocorreu para 0s momentos positivos.

J& os momentos negativos, conforme a Figura 7.7, reduzem em todos os

métodos com o aumento da se¢ao do pilar.

De acordo com os resultados, pode-se concluir que, quando as dimensdes do
pilar sd3o consideradas no modelamento da laje, e adota-se uma malha adequada —
malhas da ordem de 1/10 do vao da laje se comportaram melhor, os esforcos e

deslocamentos, utilizando-se qualquer modelo, apresentam bons resultados.

Em todos os modelos, a Analogia de Grelha mostrou resultados mais a favor da
seguranga que os demais métodos. Por outro lado, a Teoria das Placas forneceu valores

menores, muito embora a diferenga entre os resultados nao tenha sido grande.

No trabalho ndo s3o feitas comparagdes com as recomendagdes feitas pelas
normas ¢ codigos, visto que, o objetivo ¢ comparar esfor¢os e deslocamentos em

servico, e ndo valores para dimensionamento.

Aluno: Carlos Alexandre Hennrichs 184
Orientador: Daniel Domingues Loriggio, Dr.



ESTUDOS SOBRE A MODELAGEM DE LAJES PLANAS

8 TOPICOS ESPECIAIS

8.1 INTRODUCAO

Os estudos até o0 momento se concentraram na laje de referéncia, para a qual
foram feitos modelos utilizando a Teoria das Placas ou analise elastica, modelos em
Elementos Finitos e Modelos em Analogia de Grelha. Para esses modelos foram
estudados as malhas, as dimensdes dos pilares e o modelo do pilar, bem como a
influéncia desses parametros nos esfor¢os e deslocamentos das lajes. Entretanto, a
solugdo da laje de referéncia ¢ um modelo ideal, no qual ha simetria geométrica e de

carregamento da laje.

Até agora foi também adotada a simplificagdo de que os bordos das lajes s@o
indeslocéaveis. Na verdade para os exemplos numéricos foram adotadas vigas de rigidez
tal que, os esfor¢os e deslocamentos na laje ndo fossem influenciados e esses resultados

pudessem ser comparados aos modelos teoricos.

8.2 PISO DE EDIFIiCIO

Os resultados obtidos para o modelo simplificado s3o importantes, mas
necessitam ser convenientemente extrapolados para os casos de pisos reais de edificios,
onde ha uma determinada quantidade de fileiras de pilares, os quais nem sempre estao

alinhados.

Outrossim, os carregamentos aplicados nos panos entre os pilares nem sempre
sao os mesmos. Essa diferenca de geometria e carregamento implica em momentos
fletores nos pilares, os quais, em algumas recomendagdes, sdo erroneamente
desprezadas para os pilares centrais. No presente trabalho, a ligagdo laje-pilar ndo foi
objeto de estudo, mas vale citar que para um modelo que analise a estrutura espacial, tal

ligagdo merece atencao especial.
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Foi modelado um piso de 15,0 x 20,0 metros, com fileiras de pilares espagadas a
cada 5,0 metros nas duas dire¢des (Figura 8.1). Nesse estudo ndo foram adotadas vigas

no bordo da laje. A influéncia da presenca de vigas em lajes planas pode ser vista no

item 8.3.

P1 P2 P3 P4 P5
| | L ] L L ]

P6 P7 P8 P9 P10
| L ] L] L] ]

P11 P12 P13 P14 P15
| L ] L] L] n

P16 P17 P18 P19 P20
| L ] L] L] H

Figura 8.1 Modelo de piso de edificio.

Estudou-se o modelo acima em Elementos Finitos e Analogia de Grelha. Para os
dois métodos foram adotadas malhas de 50x50 cm, visto que foram as que apresentaram
melhores resultados com baixo custo de processamento para os exemplos da laje de
referéncia. Visto que, para o modelo em Analogia de Grelha o pilar ¢ modelado como
um apoio pontual, optou-se para o modelo em Elementos Finitos em simular o pilar
também como um apoio pontual, de modo que os resultados pudessem ser comparados

com base em modelos proximos. Outrossim, os programas de engenharia de calculo
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estrutural também utilizam em geral o pilar modelado como ponto. Resultados para
pilares modelados como elemento sélido, para a laje de referéncia, podem ser vistos no

item 5.3.2.

Embora o exemplo de piso de edificio do presente trabalho seja um modelo ideal
e simplificado, o que se pretende é mostrar o comportamento dos dois métodos para

exemplos de panos continuos.

A Tabela 8.1 descreve alguns resultados obtidos para os dois modelos.

Tabela 8.1 Resultados obtidos para o piso de edificio.

Método

Carga no pilar
P7

(kN)

Momento
positivo
maximo

(kN.m/m)

Momento
negativo
maximo

(kN.m/m)

Flecha

(cm)

Elementos Finitos

306,40

23,60

-94,00

0,486

Analogia de Grelha

335,20

25,00

-125,80

0,420

Com base nos valores acima, as conclusdes tomadas para a laje de referéncia
também podem ser aplicadas. A carga nos pilares, momentos positivos e deslocamentos
sdo razoavelmente proximos para os dois métodos, apresentando diferengas em fungio
da formulagdo do proprio método, das consideragcdes no modelamento e das proprias
malhas adotadas. Para o modelo em Elementos Finitos sdo utilizados elementos shell, e

para Analogia de Grelha sdo utilizadas barras, inclusive com barras ligando os pilares.

A deformada para a laje modelada em Elementos Finitos, ilustrando os
momentos fletores maximos, pode ser observada na Figura 8.2. A figura 8.3 ilustra o
piso modelado em Analogia de Grelha, mostrando os momentos fletores nas barras que
formam a grelha. Nesse ultimo pode-se notar as barras (vigas chatas) utilizadas como

equivaléncia aos trechos entre os pilares.
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Figura 8.2 Deformada do piso do edificio, modelado em Elementos Finitos, com os momentos

madximos atuantes na laje.

Figura 8.3 Deformada do piso do edificio, modelado em Analogia de Grelha, com os momentos

atuantes nas barras da grelha.

Observa-se que, em ambos 0s casos 0s picos de momentos negativos crescem

rapidamente muito préximo aos pilares gerando, portanto, valores muito elevados.
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8.3 VIGAS DE BORDO

A adogdo de vigas de bordo em lajes cogumelo ¢ um procedimento comum,
especialmente para os casos de edificios de multiplos pavimentos, nos quais essas vigas
garantem um maior travamento nos pilares, melhorando a estabilidade global da
edificacdo. Outro motivo pelo qual sdo adotadas vigas de bordo ¢ reduzir os
deslocamentos nas lajes, visto que, os panos extremos sdo os mais criticos para flechas,

em virtude de ndo apresentarem continuidade com outros panos.

Para o estudo da influéncia das vigas de contorno nas lajes planas, adotou-se a
laje de referéncia e fez-se uma variagdo na se¢do da viga, mais precisamente na sua

altura. Foram modeladas lajes sem vigas de bordo, até vigas de grande inércia (15x100).

Os resultados obtidos estao ilustrados nas Figuras 8.4, 8.5, 8.6 ¢ 8.7, para
modelos em Analogia de Grelha utilizando o AltoQI Eberick e Elementos Finitos, tanto

para pilar modelado como ponto como para elemento sélido.

CARGA NO PILAR

400
390 @ G RELHA
@iy EF (PONTO)
== EF (SOLIDO)
380 -
370 i\
Nt ! —
- \ T —
340 ~———
*_’_—.—.
330
v ~o ~ <« o o

se¢do da viga de bordo ( bw x h)

Figura 8.4 Carga no pilar para diferentes segoes de vigas de bordo.
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Figura 8.5 Momento positivo mdaximo da laje para diferentes secoes de vigas de bordo.

MOMENTOS NEGATIVOS
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Figura 8.6 Momento negativo maximo da laje para diferentes secoes de vigas de bordo.
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DESLOCAMENTOS
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Figura 8.7 Deslocamento mdximo da laje para diferentes segoes de vigas de bordo.

Observando-se as figuras, verifica-se que, para os trés modelos — grelha,
elementos finitos com pilar modelado como ponto e como solido, os resultados
apresentam a mesma tendéncia, embora ocorram diferengas nos valores. Conforme a
Figura 8.4, pode-se observar que, para os trés modelos, a carga sobre o pilar reduz com

o aumento da secdo das vigas de bordo.

Os momentos positivos (Figura 8.5) e os deslocamentos (Figura 8.7)
apresentam comportamento muito semelhante. Com o aumento da se¢ao da viga de
bordo os deslocamentos na laje reduzem. As Figuras 8.8 e 8.9 ilustram,
respectivamente, as deformadas para lajes com vigas de bordo 15x20 cm e com vigas de

bordo 15x100 cm, sendo a deformagao ampliada em ambos os casos em 50 vezes.

Os momentos positivos também decrescem com o aumento da altura das vigas
de bordo. Para esses dois parametros os modelos em Analogia de Grelha se mostram

mais conservadores, conforme ja havia sido observado nas Figuras 7.2 e 7.4, onde
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foram feitas comparagdes entre diversas malhas modeladas em Elementos Finitos e

Analogia de Grelha.

Figura 8.9 Deformada em laje com viga de bordo com sec¢io 15x100 cm.
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Os momentos negativos também decrescem com o aumento da se¢do das vigas,
sendo que, os resultados para grelha e para elementos finitos como ponto foram muito
parecidos. Para elementos finitos com pilar modelado como s6lido, os valores obtidos

foram muito menores.

Pode-se observar que, os resultados para as segoes 15x50 cm e 15x100 cm sdo
bastante proximos, portanto, a consideragao para a laje de referéncia de utilizar vigas de

15x50 cm no contorno forneceu valores bons para o interesse do trabalho.
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9 CONCLUSOES

As condi¢des de convergéncia e a precisdo do Método dos Elementos Finitos
dependem ndo apenas da formulagdo, mas também da escolha da malha e do tipo de
elemento utilizado na discretizagdo do problema. Nao basta utilizar programas bem
desenvolvidos, com bons algoritmos numéricos, ¢ necessario também que a modelagem
seja adequada. Essas afirmagdes podem ser estendidas para outros métodos numéricos,
como por exemplo, a Analogia de Grelha. Isso foi confirmado ao longo dos inumeros
modelos estudados nesse trabalho, em que, para lajes semelhantes, alteragdes em

determinados parametros significaram grandes modificagdes nos resultados.

Para os casos em que o pilar foi modelado como um apoio pontual, os resultados
obtidos para a carga sobre o pilar, os momentos positivos e os deslocamentos da laje
foram muito bons, independendo do método adotado para o calculo. Os resultados
obtidos por Analogia de Grelha mostraram-se um pouco mais conservadores do que os
por Elementos Finitos. Para lajes de 10 x 10 m, esses resultados comegaram a convergir
para determinado valor a partir de malhas de 50 x 50 cm, as quais foram as que
apresentaram resultados melhores com menor tempo de processamento. Malhas mais
“grosseiras” nao apresentam resultados muito aceitaveis e, por outro lado, malhas mais
discretizadas ndo apresentam melhora significativa nos resultados, necessitando

somente muito tempo para que o computador efetuasse o processamento.

Quanto aos momentos negativos da laje sobre o pilar, os valores aumentam
rapidamente a medida que ¢ feito um maior refinamento da malha da laje. Isso foi
verificado para os dois métodos numéricos estudados, onde, por exemplo, para 0 mesmo
modelo em Elementos Finitos, o momento negativo foi quase cinco vezes maior para
uma malha mais refinada do que para uma menos refinada. Mesmo refinamentos
localizados somente nas proximidades do pilar apresentam valores muito elevados de

momentos negativos, embora apresentem tempo de processamento reduzido.
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Portanto, os momentos negativos obtidos para modelos de pilar como um apoio
pontual ndo podem ser utilizados diretamente, visto que dependem muito da malha
adotada para o calculo. Embora na pratica esse modelo de apoio pontual ndo exista, ele
pode ser utilizado em projeto estrutural, desde que sejam tomados alguns cuidados na

analise e, principalmente, na modelagem.

Os modelos em Elementos Finitos com o pilar modelado como elemento solido
comprovaram os resultados obtidos para os modelos analisados através da Teoria das
Placas. As dimensdes do pilar alteram significativamente os esforcos na laje,
principalmente os momentos negativos, os quais aumentam com a redu¢do da se¢do do
pilar. Mesmo com o pilar modelado como um sélido, ocorre uma concentragdo de
tensdes nos seus cantos, quando sdo usadas sec¢des retangulares. Esse problema pode ser
tratado através de uma andlise pléstica, considerando uma redistribui¢do de esforgos ao
longo da laje. A modelagem do pilar como sélido, embora apresente bons resultados, no
caso do SAP2000 é demorada, em virtude da necessidade do pilar ser definido em

arquivos de texto.

Os modelos em Analogia de Grelha modelados no AltoQI Eberick apresentaram
resultados muito bons, com excecdo dos momentos negativos. A consideracdo de vigas
de rigidez equivalente cria uma faixa mais rigida da laje nas suas proximidades,
alterando um pouco os esfor¢os e deslocamentos. Os momentos negativos, quando se
pretende dimensionar uma laje plana sem vigas utilizando os resultados desse programa,
devem ser tomados das vigas, visto que sdo essas que se apdiam diretamente sobre o

pilar central.

Uma solugdo bastante razoavel para o problema dos momentos negativos da laje
sobre o pilar seria adotar o momento atuante na face do pilar, e fazer um incremento no
seu valor, como propdem a solug¢do de Szilard (1974), por exemplo. Isso no caso de
modelos nos quais o pilar ¢ definido como um sélido ou quando as suas dimensoes sao
consideradas no processamento. Para os casos em que o pilar ¢ representado por um

unico ponto para o apoio da laje, pode-se adotar o momento negativo a uma distancia
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equivalente a posi¢ao da face do pilar e, analogamente, fazer um acréscimo no momento

negativo.

Uma das propostas do presente trabalho era desenvolver rotinas de programagao
para o célculo de esforcos em lajes planas através de Analogia de Grelha, especialmente
nas proximidades dos pilares, visando estudar os momentos fletores negativos. Deixa-se
essa proposta para trabalhos futuros, assim como sugestdo do estudo das lajes planas
através de Analogia de Grelha, utilizando o Programa AltoQI Eberick, simulando o pilar
através de barras rigidas, muito embora, até as versdes disponiveis do programa, ainda
se fard necessédrio utilizar-se vigas planas. Seria também interessante analisar os
resultados de programas de dimensionamento que utilizem como principio o Método

dos Elementos Finitos, como o CYPECAD e o TQS.
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