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Notacao

A>0

det(A)

diag{A1, Aa, ..., An}
Tr([A]

[1Allp

min vy

sup

0, AO

)

matriz identidade de dimensao n x n

matriz de zeros de dimensao n X n

transposto da matriz A.

inversa da matriz A.

inversa do transposto da matriz A.

matriz simétrica positiva definida.

determinante de A.

matriz bloco diagonal com matrizes Ay, ...A,, na diagonal.
traco da matriz A

norma p da matriz A

esperanc¢a matematica

problema de otimizagao, onde busca-se 0 minimo de ~
supremo de y

parametro incerto

taxa de variacao do parametro incerto no caso continuo e discreto
O(k+1)

Politopo dos 6 admissiveis

Politopo dos (6, 0) admissiveis

Politopo consistente dos (6, Af(k)) admissiveis caso discreto
numero total de vértices de By

nimero total de vértices de B

conjunto de vértices do politopo A
X



GAS Globalmente Assintoticamente estavel
LMI Desigualdades Matriciais Lineares
LQG Linear Quadratic Control

LTI Sistema Linear Invariante no Tempo



Introducao

Um filtro pode ser visto intuitivamente como uma barreira que impede a passagem de
“corpos (ou dados)” nao desejaveis. Quando avaliam-se os filtros existentes e disponiveis,
encontram-se diferentes tipos de aplicacoes para filtros, dentre elas, pode-se citar, os filtros
solares que impedem a agao dos raios nocivos do sol, os filtros usados nos servidores de e-mail
que impedem o recebimento de mensagens com virus ou SPAMSs e os filtros que impedem
e/ou diminuem a acao de sinais indesejados(ruidos ou perturbagoes externas) nos sinais de
interesse. Esta ultima aplicagdo para filtros estd presente nas teorias de controle e de proces-
samento de sinais, onde o termo filtragem estd diretamente ligado a idéia de estimar um sinal
desejado, normalmente nao acessivel ou corrompido por ruidos e/ou pertubagoes, através das
informacGes conhecidas. Neste contexto, torna-se necessario desenvolver alternativas para
o projeto de filtros que estimem estes sinais nao acessiveis ou corrompidos por ruidos e/ou
pertubagoes através dos sinais mensuraveis.

Este problema ja vem sendo estudado hd mais de trés décadas, sendo que grande parte das
solugdes disponiveis na literatura é baseada nos filtros de Kalman-Bulcy[45, 46] e filtros H oo
[44, 51, 66, 68]. Os filtros de Kalman, desenvolvidos nos anos 60, fornecem a solucao étima
para o projeto de filtros quando o sistema esta sujeito a sinais do tipo ruido branco, ou seja,
sinais com média nula e matriz de covariancia unitaria, através da minimizacao da varidncia
do erro de estimacao. J4 os filtros H o, desenvolvidos no final da década de 80, sdao aplicados
a sistemas com sinais desconhecidos através da utilizagao do critério de desempenho H,. No
entanto, apesar da relevancia destes resultados, no caso de sistemas que possuem parametros
incertos, estas abordagens nao fornecem nenhuma garantia de desempenho, ja que o projeto
do filtro é baseado num modelo nominal, o que torna, em muitos casos, o desempenho do filtro
insatisfatorio na presenca de erros de modelagem do sistema. Conseqiientemente, para o caso
de sistemas incertos, ou seja, sistemas descritos por um modelo nominal sujeito a parametros

incertos, uma nova formulagao se faz necessaria para garantir um desempenho prescrito para o
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filtro independentemente das incertezas de modelagem. Os filtros que satisfazem esta condigao

sao denominados filtros robustos.

Na tultima década, diversos resultados para o projeto de filtros robustos vem sendo publi-
cados (veja por exemplo [31, 32, 34, 38, 37, 40, 49, 58, 59, 60, 61, 67, 69, 71, 81, 83]). Nestes
resultados, o filtro é obtido pelo processo de minimizacao dos critérios de desempenho Hs e
Hoo para o sistema dinamico do erro de estimagao. O grande inconveniente destas aborda-
gens ¢é que elas sao baseadas na nocao de estabilidade quadratica, ou seja, utilizam funcoes
de Lyapunov que sao independentes dos parametros incertos do sistema, levando a resultados
que sdo, em muitos casos, restritivos dado que a estabilidade e o desempenho do filtro sao
garantidos mesmo quando os parametros variam arbitrariamente rapido. Para contornar este
problema, ja é possivel encontrar alguns resultados da teoria de controle, inclusive para o
caso de filtragem, que utilizam fungoes de Lyapunov afins ou polinomiais nos parametros dos
sistema [30, 33, 35, 39, 73, 75, 76]. Estas abordagens tém se mostrado bem menos restri-
tivas do que as que utilizam a nogao de estabilidade quadratica, conforme apresentado nos

comentérios em [75].

Além do problema de filtragem robusta para sistemas lineares, outro tema de destaque é
o projeto de filtros para sistemas nao lineares. Neste contexto, é possivel encontrar algumas
abordagens que buscam principalmente estender os resultados obtidos do caso linear de Kal-
man e Hoo (veja por exemplo [2, 32, 53, 64, 69, 79, 85]). O problema é que muitas destas

abordagens sao restritivas ou de dificil solugao numérica.

O objetivo do presente trabalho de doutorado é abordar o problema de filtragem robusta
para sistemas lineares e nao lineares, utilizando abordagens por fungoes de Lyapunov depen-
dentes dos parametros incertos do sistema. Este tipo de funcao tem a vantagem de permitir
que seja levado em conta, no projeto do filtro, a taxa de variagao dos parametros e uma maior
informacao das caracteristicas dos sistemas. Conseqilientemente, tem-se uma melhora signifi-
cativa no raio de abrangéncias dos resultados e na minimizacao dos indices de performance.
As condigoes para a busca de solucao do problema serao descritas através de Desigualdades

Matriciais Lineares (LMIs).

O uso de técnicas LMIs, deve-se ao fato da mesma vir se consolidando nos tltimos tempos
como uma ferramenta poderosa para a busca de solugoes para diversos problemas na teoria
de controle, principalmente para sistemas lineares (veja [17, 42]). No caso de sistemas nao

lineares a aplicagao de LMIs é mais recente, mas com os resultados apresentados em [73] existe
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a possibilidade de utilizagao no projeto de filtros. A grande vantagem no uso de LMIs deve-se
a flexibilidade que esta técnica proporciona no tratamento de sistemas dinamicos sujeitos a
incertezas de modelagem e, também, pela possibilidade de uma resolugao numérica eficiente.
Para o problema de filtragem, é possivel encontrar alguns trabalhos que utilizam LMIs, entre
eles [25, 30, 31, 38, 37, 39, 57, 76].

Na seqiiéncia, tem-se a estrutura geral da tese:

e Capitulo 1 - Neste capitulo, tem-se uma breve revisao sobre sistemas incertos, funcoes
de Lyapunov dependente de parametros e os critérios de Desempenho Hs e H.. Deseja-
se, assim, caracterizar os indices que serdo utilizados para quantificar o desempenho do

filtro, isto é, quao rapido o estado estimado se aproxima do estado real.

e Capitulo 2 - Neste capitulo, formula-se o problema de filtragem robusta para siste-
mas lineares a tempo continuo. Sao abordados o problema de filtragem para sistemas
incertos invariantes no tempo com entradas estocédsticas conhecidas (Filtros Hs) e des-
conhecidas com sinais de entrada limitada (Filtros Hs). Finaliza-se com o projeto de

filtros Ho para sistemas variantes no tempo.

e Capitulo 3 - Projetam-se filtros robustos Ho e Hoo para sistemas a tempo discreto,
assumindo que os parametros do sistema sao variantes no tempo. Faz-se também o

projeto de filtros mistos Ho/Hoo-

e Capitulo 4 - O problema de filtragem robusta para sistemas nao lineares é o enfoque
deste capitulo. Inicialmente, formaliza-se o problema tentando apresentar as principais
dificuldades encontradas na busca de filtros para esta classe de sistemas. Em seguida,
tem-se o projeto do filtro robusto para trés classes de sistemas nao lineares: (i) sistemas
bilineares, (ii) sistemas com nao linearidades de Lipschitz e (iii) sistemas racionais nos

parametros incertos e no estado.

e Capitulo 5 - Neste capitulo, desenvolve-se o projeto de filtros robustos para sistemas
com modos instaveis e sistemas descritores. Apresenta-se, também, uma extensdo dos
resultados para o projeto de filtros de ordem reduzida e dependentes de parametros,

para algumas das classes de sistemas estudadas.

e Capitulo 6 - Este capitulo apresenta um resumo dos resultados obtidos e as perspec-

tivas de trabalhos futuros.



Introdugao

e Apéndice A -Este apéndice faz uma breve apresentacao de LMIs e de dois lemas

auxiliares uteis para a transposicao de desigualdades matriciais em LMIs.



Capitulo 1

Definicoes Preliminares

Antes de apresentar o problema de filtragem robusta e os resultados obtidos nesta tese,
faz-se necessario rever alguns conceitos importantes da teoria de controle. Para isso, neste
capitulo, tem-se inicialmente uma breve revisao do problema de robustez e a nocao de estabi-
lidade via funcées de Lyapunov dependentes de parametros. Na seqiiéncia, apresentam-se as
definicoes dos critérios de desempenho Ha e Ho, que serao utilizadas nos préximos capitulos

para o projeto de filtros robustos para sistemas dindmicos incertos.

1.1 Sistemas Incertos e Nocoes de Estabilidade

Nesta se¢ao, dois conceitos importantes da teoria de controle para sistemas incertos sao
apresentados: (i) a definicdo de robustez, caracterizando o tipo de incerteza utilizada nesta
tese, e (ii) a verificagdo da estabilidade de sistemas dinamicos por fungoes de Lyapunov.

Antes de continuar, apresentam-se as seguintes defini¢es de estabilidades.

Definicao 1.1 (Estabilidade Assintética) O sistema linear invariante no tempo & =

Ax(t) € assintoticamente estdvel se a matriz A for Hurwitz. O

Definicao 1.2 (Estabilidade Exponencial) O sistema linear variante no tempo & =
A(t)x € exponencialmente estdvel se existem niumeros reais positivos vy e (3 tal que || P (¢, T)||

<
ve PE=T) vt > 1. onde ®(t,7) € a matriz de transi¢dao do sistema. O

Note que, para sistemas invariantes no tempo, a nocao de estabilidade exponencial é

equivalente a nocao de estabilidade assintotica.
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1.1.1 Robustez

Um sistema pode ser definido intuitivamente como um conjunto de objetos inter-
relacionados com um objetivo especifico ou um propésito 1légico. Como exemplo de sistemas,
cita-se, os sistemas economicos, mecanicos e biolégicos. Para poder compreender, estudar
ou projetar um sistema, faz-se necessario buscar modelos, no caso aqui matematicos, que
representem ou simulem o comportamento do sistema real. Na pratica, um modelo con-
segue ser apenas uma aproximagao simplificada de um sistema. Como estas simplificagoes
podem trazer erros significativos no desempenho do sistema projetado, buscam-se alternati-
vas para modelar matematicamente o sistema, preservando as suas caracteristicas essenciais.
Uma forma de amenizar as discrepancias que possam surgir entre o modelo matematico e o
real é assumir que o sistema ¢é incerto, isto é, que o modelo matematico seja constituido de
um sistema nominal mais um conjunto de parametros incertos que representem as possiveis
flutuagoes em torno do nominal. Surge, assim, a necessidade de verificar se um sistema é ro-
busto, ou seja, se ele é capaz de continuar satisfazendo todos os requisitos de projeto, frente
as incertezas presentes no modelo ou as perturbacoes externas que afetam o modelo.

Um ponto importante no estudo da robustez de um sistema é como as incertezas aparecem
no modelo. Tem-se que, dependendo da estrutura dos parametros incertos e de como estes sao
inseridos no modelo matematico, diferentes tipos de restrigdes sao incorporados ao problema.

Dentre as diversas maneiras de se inserir as incertezas no problema, destacam-se:

e Incerteza Limitada em Norma - onde se considera que os parametros incertos sao limi-

tados em modulo.

e Restrigoes Integrais Quadréticas (IQC) - onde os valores admissiveis para os parametros

satisfazem uma dada condicao envolvendo uma integral quadratica.

e Politopica - Onde se considera que os parametros incertos admissiveis sao pertencentes

a um dado politopo®.

Neste trabalho assume-se que as incertezas presentes no modelo estao descritas na forma

politopica.

1Politopo é um conjunto convexo fechado, que pode ser representado pela combinacio convexa dos vértices,
ou por inequagdes lineares (para mais detalhes sobre politopo veja [18]).
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Assim, considera-se o sistema linear
i(t) = A@)z(t), z(0)=0 (1.1)

onde x € R™ é o vetor de estados e 6 € RP é o vetor de parametros incertos que satisfaz a
seguinte condigao

0 € By,

onde § = [0y, --- ,0,] € RP e By representa um politopo com ¢y = 2P vértices. Em algumas
situagoes, assume-se também que 6; é um parametro variante no tempo com taxa de variagao
0;, e que (0, 0) € B, um politopo com ¢ vértices.

Por exemplo, supondo 0 € By e A(#) afim em 6, uma representagao possivel para a matriz

A(6) é dada por

¢ ¢
A={A(0) = Z%‘Az” Z(h’ =1,¢, > 0} (1.2)
i=1 =1

onde o conjunto A é convexo fechado, as matrizes A; sao conhecidas como vértices e os
escalares ¢; sao os elementos de combinacao convexa.

Uma das grandes vantagens em descrever os parametros incertos na forma politopica
é a convexidade do conjunto resultante. Desta forma, é possivel garantir que, se um dado
conjunto de condigoes estiver satisfeito nos vértices do politopo, entao, estas mesmas condicoes
também estao satisfeitas no interior desta regiao. O inconveniente desta abordagem é o
problema da explosdao exponencial, j4 que o nimero de LMIs é dado por uma funcao do
tipo 2P, onde p é o numero de parametros incertos no sistema. Por exemplo, para testar as
condicoes de sistema com 3 elementos incertos, deve-se verificar as mesmas condicoes nos 23
vértices, ou seja, deve-se testar as condigoes para 8 valores diferentes da matriz A(9).

O estudo da robustez pode ser divido em:

e Anidlise de Robustez - Verificar o quanto as incertezas afetam a estabilidade e o

desempenho do sistema.

e Sintese Robusta - Projeto de controladores que minimizem a influéncia das incertezas

e das perturbagoes que atuam no sistema.

Grande parte das solugoes propostas para estes problemas é baseada na teoria desenvolvida

por Lyapunov para a analise da estabilidade de sistemas dinamicos. A seguir, apresenta-se
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uma breve revisao dos conceitos da teoria de Lyapunov, enfatizando o uso de funcoes de

Lyapunov que sao dependentes de parametros.

1.1.2 Estabilidade via Lyapunov

A teoria de Lyapunov, desenvolvida no final do século XIX, vem se firmando nas ultimas
décadas como uma ferramenta importante no estudo de sistemas dindmicos no dominio do
tempo. Isso se deve tanto ao fato da sua flexibilidade em tratar sistemas mais complexos com
incertezas ou até mesmo nao lineares quanto pelo desenvolvimento de métodos numéricos para
a busca deste tipo de funcGes. A idéia central da teoria de Lyapunov é buscar uma funcgao
positiva definida que dependa dos estados do sistemas de forma que a sua energia decresga, ou
seja, que a derivada temporal da funcao de Lyapunov seja estritamente negativa para todas
as trajetorias do sistema. A escolha de uma funcao que satisfaca estas condig¢oes nem sempre
é trivial e diversos trabalhos vem sendo desenvolvidos na tentativa de buscar func¢oes mais
genéricas. Uma das funcdes mais conhecidas é a forma quadratica dada por V(z) = 2 Pz,
onde P é uma matriz positiva definida constante. Aplicando esta funcao ao sistema nominal

& = Ax, tem-se a nogao de estabilidade quadratica, apresentada na seqiiéncia.

Definicao 1.3 (Estabilidade Quadratica) O sistema © = Az € assintoticamente estdvel

se e somente se existir uma matriz P > 0 que satisfaca
V(z) =2l (ATP + PA)z < 0.

Este resultado fornece condicoes necessarias e suficientes para a analise da estabilidade do
sistema nominal. Nas tltimas décadas func¢oes de Lyapunov quadrética vem sendo também
aplicadas a sistemas incertos. No entanto, neste caso, é necessario verificar se o sistema é
estavel para todos os valores possiveis dos parametros incertos. Para o caso de um sistema
com incertezas na forma politépica, como o dado em (1.1), pode-se verificar a estabilidade
para todo A(f) € A, considerando-se que V(z) = 7 Pz com P > 0 seja a funcdo de Lyapunov

do sistema, através do seguinte lema.

Lema 1.1 O sistema (1.1) com incertezas politépicas € quadraticamente estdvel se existe

uma matriz P > 0 de forma que

ATP+PA; <0, Yi=1,..4 (1.3)
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A prova deste resultado é conseqiiéncia da convexidade do conjunto .4 [17]. Note que,
se cada LMI em (1.3) estiver satisfeita, multiplicando-a pelo respectivo escalar ¢; em (1.2) e
somando o resultado, tem-se:

AO)TP + PA(H) <0,

que ¢ a condicdo para que a derivada da funcio quadratica de Lyapunov V(z) = 27 Pz seja
negativa definida.

A nocao de estabilidade quadratica para sistemas incertos pode ser restritiva em algumas
aplicacoes, principalmente quando os parametros incertos do sistema tem taxa de variacao
pequena (lenta). Isto decorre do fato da nogao de estabilidade quadratica ser baseada em
uma funcao de Lyapunov que é independente dos parametros incertos. J4a existem alternativas
para a escolha de func¢oes de Lyapunov dependentes de pardmetros, cujo uso no contexto de
analise e projeto para sistemas com parametros incertos com taxa de variacao limitada tem

se mostrado menos restritivo. Estas funcoes sao estudadas a seguir.

Funcoes de Lyapunov Dependentes de Parametros

O interesse por funcoes de Lyapunov dependentes de parametros vem crescendo nos
ultimos anos, veja por exemplo, os trabalhos de [12, 33, 35, 75]. O objetivo é incluir, na funcao
de Lyapunov, mais informagcoes sobre o sistema ou os parametros incertos que afetam este sis-
tema. Neste caso, assume-se que a funcio de Lyapunov é descrita por V(z,0) = 2T P(0(t))x,
onde a matriz P(6(t)) é uma fungao dos parametros incertos 0(t) variante no tempo. Assim,

para o sistema (1.1), tem-se o seguinte lema para verificar a estabilidade.?

Lema 1.2 O sistema incerto (1.1) é exponencialmente estdvel, se existe uma matriz P(6) > 0

de forma que

P(0) + A(0)TP() + P(0)A(9) <0, Y(0,0) € B (1.4)

Note que, como a desigualdade (1.4) ndo é convexa no parametro incerto ¢, a sua resolugao
numérica nao é uma tarefa trivial, j4 que é necessario, neste caso, verificd-la para cada um
dos possiveis valores de . No entanto, é possivel encontrar na literatura resultados suficientes

para a solugao de (1.4) quando a funcao de Lyapunov é afim em 6. Dentre estes resultados,

2A dependéncia do tempo t no parametro incerto e na sua taxa de variacio néo serd explicitada.
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cita-se os trabalhos de [33], para o caso de sistemas com incertezas limitadas em norma, e
o resultado de [35], usando o critério de multiconvexidade. Nestes casos, assume-se que a

funcao de Lyapunov é afim nos parametros incertos, onde a matriz P(f) é descrita por

P(9) = Py +OP, + PIoT (1.5)

onde Py > 0 e P; s&o matrizes constantes e © é uma matriz linear nos parametros, como, por

exemplo, © = [011, 021,...,0,1]T.

Na tentativa de buscar diminuir o conservadorismo e tornar as abordagens mais eficientes
para o caso de sistemas com incertezas variante no tempo, fungdes de Lyapunov mais com-
plexas vem sendo desenvolvidas. Em [75] encontra-se a proposta de fungdes de Lyapunov

polinomiais de grau 2 em 6. Neste caso assume-se que
V(z,0) = 27 P()x, (1.6)

no qual

P) =P, +0TPl + PO +0TR0

com as matrizes Py > 0, Py, P> constantes. Esta funcao, conhecida como funcao bi-quadratica,
tem se mostrado bem menos restritiva nos problemas de estabilidade e desempenho de siste-
mas incertos (veja, por exemplo, os trabalhos de [55] e [73]). E importante ressaltar que esta
funcado tem como caso particular as fungoes afins e independentes de parametros, através de

restri¢oes estruturais na matriz P(6).

Novamente, as condicoes para estabilidade usando este tipo de funcao nao aparecem
de forma convexa. No entanto, utilizando-se o Lema de Finsler® e algumas mudancas de
varidveis, é possivel obter condicbes convexas para o problema de andlise da estabilidade
considerando esta familia de funcoes. Estas funcoes ja foram generalizadas para funcoes
polinomiais de grau 2" em (6, x), sendo de grande utilidade para o desenvolvimento de novas

abordagens para sistemas nao lineares e hibridos, como por exemplo [19] e [22].

Em grande parte dos resultados para o projeto de filtros apresentados nesta tese, utilizam-

se fungoes de Lyapunov que sao bi-quadraticas em 6, similares a descrita por (1.6).

3Veja [17, cap 2] ou o Apéndice A para mais detalhes sobre este lema.
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1.2  Critérios de Desempenho

Além do problema de andlise de estabilidade, outro importante problema na teoria de
sistemas é como caracterizar o comportamento do sistema sujeito a perturbagbes externas.
Neste problema, conhecido como problema de desempenho, procura-se verificar e/ou minimi-
zar o quanto um sistema é afetado por estas perturbagoes. Neste caso, é necessario ter algum
critério para medir o quanto uma certa perturbacao aplicada sobre o sistema pode afetar a
saida desejada. Um critério usual para medir a influéncia de uma relagao entrada/saida pode
ser dada pela norma do operador entrada/saida.

Considere o sistema nominal

S: & = Ax+ Byw, (0) =0
(1.7)
z = Cyx+ D,,w

onde x € R” é o vetor de estados, w € R™ é uma entrada externa e z € R™ representa a
saida de desempenho. Deseja-se, entao, analisar a influéncia do sinal de perturbagao w sobre
a saida z. Seja G o operador que mapeia w para z, ou seja, z = Gw. No caso linear, tem-se
que este operador, no dominio da freqiiéncia, é a prépria funcao de transferéncia do sistema,
ou seja, G = Gu, = C,(sI — A)"'By + D,y

Necessita-se, entao, ter algum critério para medir o ganho entrada/saida proporcionado
pelo operador G,.. No caso de sistemas lineares, os critérios mais utilizados sao os critérios de
norma Ho e de norma Ho,. As definigoes destas duas normas e alguns comentarios relativos

a sistemas com perturbacoes estocasticas e sistemas nao lineares sao dados a seguir.

1.2.1 Norma H,

A norma Hs de um sistema linear invariante no tempo (LTI) pode ser dada tanto em
termos da sua funcao de transferéncia G,.(s) ou da sua anti-transformada G(t), como
indicado a seguir:

HGwzH% = % j;o Tr([G; , (jw)Guw: (jw)]|dw

(1.8)
= Jo Tr[Guz(t)T Gz (t))dt

Note que, para a norma Hs de um sistema ser finita, o sistema (1.7) deve ser estritamente

préprio, ou seja, D, = 0.
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Existem diversas interpretacoes para a norma Hs. Por exemplo, considerando o caso
monovariavel e assumindo que as perturbagoes que afetam o sistema sao sinais conhecidos,
pode-se incorporar a dinamica destes sinais no proprio sistema G, € supor que o mesmo ¢
excitado por sinais w(t) impulsionais. Assim, a norma Hs pode ser definida como sendo a

energia do sinal de saida obtida com um impulso [56].

A norma Hs pode ser calculada através dos Gramianos de Controlabilidade L. e de Ob-

servabilidade L,, como indicado a seguir:
|Gl = Tr[C2LeCT] = Tr[ByLoBu)

onde L. e L, sao solugoes de

AL.+ L. AT + B,BI =0

(1.9)
ATLO + LoA + CZCZ - 0

A prova deste resultado pode ser obtida pela aplicacao do Teorema de Parseval e da teoria

de Lyapunov. A prova completa pode ser encontrada, por exemplo, em [87].

E possivel através das propriedades da equacao de Lyapunov, obter uma formulacao LMI
para o cédlculo da norma Hs. Este resultado é apresentado no préximo lema, cuja prova pode

ser encontrada, por exemplo, em [17].

Lema 1.3 Considere o sistema (1.7) com D, = 0. A norma Ha é dada pela solug¢ao de um

dos sequintes problemas de minimizacdo envolvendo LMIs

o Se existem matrizes P e W tais que

min Tr[W] : sujeito a

ATpP+PA CT
<0
C, —1 (1.10)
W BIp
>0
PB, P

Entdo tem-se que ||Guy:||3 = Tr[W]+e¢, onde € > 0 é um escalar tdo pequeno quanto se

queira, que estd associado a precisao com que as desigualdades (1.10) sao resolvidas.
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o Se existem matrizes Q e W tais que

min Tr[W] : sujeito a
AQ + QAT B,
<0
BE I (1.11)
W C.Q
QCcl  Q

>0

Entdo tem-se que ||Guy:||3 = Tr[W]+e¢, onde € > 0 é um escalar tdo pequeno quanto se

queira, que estd associado a precisao com que as desigualdades (1.11) sao resolvidas.
OonO

Estes mesmos resultados obtidos para a resposta ao impulso podem ser diretamente uti-
lizados no caso estocastico onde w é um ruido branco de média nula e variancia unitaria, ou
seja, E[ww?T] = I5(t), onde 6(t) é um impulso na origem. A norma 2 da saida neste caso é
definida como sendo

t—00
lim E[z(t)z(t)T] = Tr[C.QCT]
onde @ é a solugao de (1.11).

Outra interpretacado da Norma Hy pode ser obtida via idéia de custo garantido. Neste

caso, deseja-se analisar a energia da resposta do sistema para um estado inicial zg. Esta

interpretacdo é 1til na extensdo dos conceitos de norma Hso para sistemas nio lineares?.

Sistemas variantes no tempo

O conceito de norma Hso definido em (1.8) s6 é valido para sistemas invariantes no tempo
e préprios. Na seqiiéncia, apresenta-se a definicao da norma Hsy para o caso de sistemas
variantes no tempo. Neste caso, deseja-se minimizar o efeito de perturbagoes w do tipo ruido

branco, no seguinte sistema:

(1.12)

4Para mais detalhes sobre estas interpretagdes veja [17, 56].
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Definicao 1.4 Suponha que o sistema Sy € exponencialmente estdvel. A norma Ho de Sy €

definida como

Il =y & [T (netryar] (113)

quando z(0) = 0 e w(t) € sinal de ruido branco com média nula e matriz de covariancia

unitdria.
As seguintes caracterizagoes podem ser feitas neste caso:

Lema 1.4 ([43]) Dado o sistema S1, as sequintes condi¢ées sao verificadas:

(a) Se o sistema Sy € exponencialmente estdvel, entdo

T—o0

T
1512 = lim - /0 Te [C. (1) Lo(t)CT (1)]

T
— lim % /O Te[BL (1) Lo(t) By (1)] (1.14)

T—o0

onde L.(t) e Ly(t) satisfazem a seguinte equagdao de Lyapunov

Le(t) = A(t)Le(t) + Le(t)AT(t) + Bu(H) By (1), Le(0) = 0 (1.15)
—Lo(t) = AT () Lo(t) + Lo(t) A(t) + CL (1) C. (1), Jim Lo(T) =0 (1.16)

(b) Se existem matrizes simétricas P(t) e W (t) tais que para todo t € [0, 00)

—P(t)+ P(t)AT(t) + A(t)P(t) By(t)

<0 (1.17)
B(t) —1
Wit CL(t)P(t
(t) CLONES s
P(t)CI(t) P(t)
entao o sistema S1 € exponencialmente estdavel e

1 t
ISull3 < Jim ;[ Te(wr)ar. (1.19)

— 0 O

(c) Se existem matrizes simétricas P(t) e W(t) tais que para todo t € [0, 00)

P(t) 4+ P(t)A(t) + AT(t)P(t) CT(t)
C.(¢) I

<0 (1.20)



1.2 Critérios de Desempenho 15

W(t)  Byt)P(t)

>0 (1.21)
P(t)Bu(t) P(t)
entdo o sistema S1 € exponencialmente estdvel e
1 t
il < Jim ;[ Te(wn)ar. (1.22)
Prova: A prova deste resultado pode ser encontrada em [43, p.93]. oono

Note que, Vi(z,t) = 27 P~1(t)x é uma funcido de Lyapunov para o sistema S, quando
P(t) satisfaz a parte (b) do Lema 1.4 e V.(z,t) = 27 P(t)x é a funcdo de Lyapunov para o

sistema S; quando P(t) satisfaz a parte (c) do Lema 1.4.

1.2.2 Norma H

A influéncia de uma perturbacdo sobre o sinal de saida também pode ser medida em
termos da norma H, do operador entrada/saida.

Seja o sistema dindmico Sp, onde agora a entrada w € L£5* e a saida z € L5*. Para
cada sinal de entrada w € £5* pode-se calcular o ganho de energia deste sinal ao passar pelo
sistema (1.7) calculando a energia da saida z = Gw, isto é, ||Gw||2, e dividindo pela energia
da entrada ||w||2. O pior caso é o ganho L9, que representa o maior ganho obtido nesta
relacdo entrada/saida.

O ganho L2 do operador entrada/saida z = Gw, denotado por ||Gy:||z,, ¢ definido for-

malmente como

IEIP:
[lwll2”

O ganho Lo expressa a maior amplificacdo possivel que um dado sinal de entrada w pode

1Guwz|l, = sup [lwll2 # 0 zo = 0.
w

sofrer ao passar pelo sistema. Aqui a amplificagdo é medida em termos da norma 2 de sinais
na entrada e na saida do sistema.

Para o caso linear, o ganho L4 é equivalente a norma H, da funcao de transferéncia G, .
Note que as diferencas entre as normas Hs e Hoo estao essencialmente nas caracteristicas do
sinal de entrada. A norma Hs estd associada a resposta ao impulso enquanto a norma Hqo
considera a entrada que produz o maior ganho de energia que o sistema é capaz de produzir.

Nao existe uma forma direta para o calculo da norma H.,, mas um procedimento iterativo
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para o calculo da norma H, é obtido através do bounded real lemma (veja, por exemplo, [29]).
No lema a seguir, apresenta-se a versao do bounded real lemma para sistemas variantes no

tempo Sq

Lema 1.5 Dado o sistema S1 e um escalar v > 0, as sequintes condi¢des sao equivalentes:

(a) existe uma matriz simétrica P(t) > 0 tal que para todo t € [0, 00)

—P(t) + P()AT(t) + A{t)P(t) P@t)CT(t) Byl(t)
C.(t)P(t) I 0 | <o (1.23)
By (t) 0 —I

(b) existe uma matriz simétrica P(t) > 0 tal que para todo t € [0, 00)

P(t) + P()A(t) + AT(t)P(t) P(t)Bu(t) CI(1)

BL(@t)P(t) —~I 0 <0 (1.24)
C.(t) 0 —I
(c) o sistema Sy é exponencialmente estdvel e ||S1]|oc0 < 7. OO0

1.2.3 Desempenho Robusto

Os problemas de analise e sintese robusta, tratados na Segao 1.1, incluem o problema de
desempenho robusto, onde se deseja minimizar (ou verificar) a influéncia das perturbacgoes
na resposta de um sistema incerto. Neste caso, é possivel aplicar os critérios de desempenho
apresentados anteriormente.

Considere o sistema (1.7), onde assume-se que as matrizes do sistema sado incertas, ou

seja,

t = A(0)r+ By(@)w, z(0) =0
z = Cy(0)r+ Dyyw(0)w,

(1.25)

onde 0 é o vetor de parametros incertos e A(6), By(0), C.(0) e D,,(0) sao matrizes afins
em . Assume-se que # pertence a um politopo By.

Quando o sistemas possui parametros incertos nao é possivel obter o valor exato da norma
‘Hso. Neste caso, através dos gramianos de controlabilidade e observabilidade, consegue-se

calcular limitantes superiores para a norma 2. Ressalta-se, porém, que estes limitantes nao
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sao equivalentes, para uma escolha particular da matriz P.
Na seqiiéncia, apresenta-se o resultado para o cdlculo da norma Hs através do gramiano de
observabilidade. Nao sera apresentado o resultado baseado no gramiano de controlabilidade,

conhecido também como o caso dual, que pode ser obtido de maneira similar.

Lema 1.6 Seja o sistema incerto (1.25) com D, = 0 e By um politopo dos 0 admissiveis.
Um limitante superior para a norma Ha € dado pela solu¢do do sequinte problema convezo

em P e W nos vértices do politopo By.

min Tr[W]: sujeito a

[ A(0)TP + PA®O) C.(0)T .
<
C.(0) ~1 (1.26)
W Bu(0)TP
>0
PB,(6) P
Assim, tem-se que |G |3 < Te[W] para todo 0 € By. Oo0od

A prova deste lema decorre da linearidade das condigOes no parametro 6.
Para o caso da norma H, o resultado é obtido de forma semelhante e é apresentado a

seguir:

Lema 1.7 Seja o sistema incerto (1.25) e By um politopo dos 6 admissiveis. Um limitante

para a norma Heo € dado pela solucdo do problema convexro em P > 0 ey nos vértices de By.

min -y : sujeito a

PAO) + AT(0)P PB,(0) CT(0)

(1.27)
By, ()P —I  DIL(0) | <0
Cz(e) Dzw(0> _71
Assim, tem-se que ||Guw:||co < v para todo 8 € By. ooo

Estes resultados podem ser transpostos para funcgoes de Lyapunov dependentes de
parametros, onde, agora, a matriz P é uma fungao de 6, ou seja, P(f). No entanto, as
condi¢Oes nao sdo convexas no parametro incerto . Ao longo desta tese, desenvolvem-se

algumas solugoes alternativas para este problema no contexto de filtragem robusta.
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1.3 Sistemas a Tempo Discreto

As definigoes e as técnicas para o estudo dos critérios de desempenho Ho e Ho, vistas,
na secao anterior, para sistemas a tempo continuo podem ser transpostas para sistemas a
tempo discreto. Nesta secao, apresentam-se esses resultados para o caso de sistemas a tempo
discreto variantes no tempo. Note que os resultados para sistemas invariantes no tempo sao
um caso particular desses resultados. Considere o seguinte sistema linear variante no tempo

Sp: x(k+1) = A(k)a(k) + Bk)w(k)
(1.28)

onde z(k) € R" é o estado , w(k) € R™ ¢é a entrada, z(k) € R™ é a saida e A(k), B(k) e

C(k) sao seqiiéncias de matrizes reais e limitadas com dimensoes apropriadas.

Norma H-

A seguir tem-se a definigdo da norma Ho para sistemas a tempo discreto variantes no

tempo.

Definigao 1.5 Suponha que Sp € exponencialmente estdvel. A norma Ho de Sp € definida

como

ISpl3 = Jim E

1
N kz ZT(k)Z(k)]

=1

quando x(0) = 0 e w(k) € sinal de ruido branco com média nula e matriz de covariancia

unitdria.
O préximo lema apresenta algumas caracterizagoes da norma Ho.

Lema 1.8 ([5]) Considere o sistema Sp, as sequinte condi¢oes sao verificadas:

(a) Se o sistema Sp € exponencialmente estdvel, entao
ISpl3 = lim

) 1
= lim > Te[BT(k—1)Q(k)B(k —1)] (1.29)
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onde P(k) e Q(k) satisfazem as sequintes equagoes a diferenca de Lyapunov

P(k+1) = A(k)P(k)AT (k) + B(k)BT(k), P(0)=0 (1.30)
Q(k) = AT(K)Q(k + 1) A(k) + CT (k)C(k), Jim Q(N) =0 (1.31)

(b) Se existem seqiiéncias limitadas de matrizes X (k) e W (k) tais que

_ T
[ X(k+1) = BH)BT(R) ARX(R) | 0 vhe o) )
X (k) AT (k) X (k)
W) CrXF) >0, Vke][l o00) (1.33)
X (k)CT (k) X (k)
entao o sistema Sp € exponencialmente estdvel e
1
I1Spll3 < Jim > Te[W (k)] (1.34)
k=1

(c) Se existem seqiiéncias limitadas de matrizes Y (k) e W (k) tais que

[ Y (k) — CT(R)C(k) AT(R)Y (k + 1)

] >0, Vkel0,00) (1.35)
Y (k4 1)A(k) Y(k+1)

W (k) BT(k —1)Y (k)
>0, Vke][l o00) (1.36)
Y(k)B(k—1) Y (k)
entao o sistema Sp € exponencialmente estdvel e
|
2 oL
I1Spl3 < Jim > Tx{W (k). (1.37)

k=1

Prova: (a) Primeiro, note que a saida z(k) do sistema Sp com z(0) = 0 é dada por

k

2k)=> H(kj—Dw(-1), k>1 (1.38)
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onde

H(k,j) = C(k)®(k,j + 1)B(j), j >k, (1.39)

e ®(k,j) denota a matriz de transicao de A(k).

Assumindo que para um inteiro N > 0 dado, w(k) é um ruido branco de média nula e

matriz de covariancia unitaria, a fungao custo seja

J(N)=E

N
ZZT(k:)z(k‘)] .
k=1

e considerando (1.38) e (1.39), pode-se estabelecer que

=) Tr[C(k)M(k)CT (k)] (1.40)
k=0
onde i
> @(k,n)B(n—1)B"(n - 1)®" (k,n), k> 1
M(k‘) = n=1
0, k=0

Além disso, verifica~se que M (k) satisfaz a equagao a diferenga de Lyapunov (1.30). Assim,

como (1.30) tem uma solugao dnica, conclui-se que M (k) = P(k) sobre [0, N].

Agora, ja que o sistema Sp é exponencialmente estavel, segue que

N
HSDH§:A}EnOO%J(N): lim =" Te[ C(k)P(R)CT (k)] -

Para provar a segunda expressao para a norma Ho do sistema Sp, defina

Rk+1)=PEk+1)Qn(k+1)—P(k)Qn(k)
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onde P(k) satisfaz (1.30) e @Qn (k) é a solugao para
Qu(k) = AT(K)Qn(k + DA(K) + CT(R)C(K),  Qn(N +1)=0. (141)

Note que quando N — oo, tem-se que Q (k) coincide com Q(k) que satisfaz (1.31).
Com P(0) =0e Qn(N +1) =0, segue que
N
R=> R(k+1)=0.

=0

Levando em conta (1.30) e (1.41), isto implica que
N
Tr[R] = > Tr[B"(k)Qn(k + 1)B(k) — C(k)P(k)CT (k)] = 0.

k=0

Resultando em

N
1
2 1 T
1Spllz = lim — kZ_l Tr[BT (k= 1)Q(k)B(k —1)] .
(b) Primeiro, note que (1.32) implica que X (k) > 0 sobre [0,00) e

X(k+1)  A(k)
AT(k)  X71(k)

>0, Vkel0,00).

Além disto, pelo complemento de Schur, a desigualdade acima é equivalente &
AT XY E4+1)Ak) — X7 HEk) <0, VEe]0,00).

Assim, segue que V (z, k) = 27 (k) X ~!(k)z(k) é uma fungdo de Lyapunov para o sistema Sp,

garantindo que este sistema é exponencialmente estavel.

A seguir, pelo complemento de Schur, (1.32) e (1.33) sao equivalentes, respectivamente, &

X(k+1) — A(R)X (R)A” (k) — B(k)BT (k) > 0

W (k) — C(k)X (k)CT (k) > 0.

Isto implica que X (k) > P(k) sobre [0,00), onde P(k) é a solugao de (1.30), e assim o

limitante superior || Spl|3 de (1.34) segue imediatamente.
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(c) A prova é similar a da parte (b). ood

Pode ser observado que Vx (x,k) = z7 (k)XY (k)x(k) e Vy (z,k) = 2T (k)Y (k)z(k), com
X (k) e Y (k) satisfazendo as partes (b) e (¢) do Lema 1.8, sdo fungdes de Lyapunov para o
sistema nao forcado associado a Sp.

Na seqiiéncia, apresenta-se uma caracterizagao alternativa da norma Hs no qual os pro-
dutos A(k)X (k) e C(k)X (k) que aparecem em (1.32) e (1.33) sao substituidos por A(k)G(k)
e C(k)G(k), respectivamente, e os produtos Y (k + 1)A(k) e Y(k)B(k — 1) que aparecem em
(1.35) e (1.36) sao substituidos por G(k + 1)A(k) e G(k)B(k — 1), respectivamente, onde
G(k) é uma variavel de folga. A parametrizacao G(k) foi proposta em [28] no contexto de
analise da estabilidade de sistemas discretos invariantes no tempo. A novidade aqui é que os
resultados sao postos no contexto mais geral de sistemas variantes no tempo, permitindo que

a funcao de Lyapunov seja agora dependente dos parametros variantes no tempo.

Teorema 1.1 Considere o sistema Sp, as sequintes condigdes sao verificadas:
(a) Ezistem seqiéncias limitadas de matrizes X (k) e W (k) satisfazendo (1.32) e (1.33)
se e somente se existirem seqiéncias limitadas de matrizes P(k) > 0 e G(k) de forma que

para a mesma matriz W (k)

P(k + 1) — B(k)BT (k) Ak)G(k) o kel ()
GT (k) AT (k) G(k) + GT (k) — P(k) ’ ’
W (k) C(k)G(k)

>0, Vke [l,00). (1.43)
GT(K)CT (k) Gk)+GT (k) — P(k)

(b) Ezistem seqiiéncias limitadas de matrizes Y (k) e W (k) satisfazendo (1.35) e (1.36) se
e somente se existirem sequéncias limitadas P(k) e G(k) de forma que para a mesma matriz

W (k)

P(k) — CT(k)C (k) AT(K)GT (k + 1)
Gk+1DAKk) Gk+1)+GT(k+1)—P(k+1)

>0, Vke[0,00) (1.44)

W (k) BT(k — 1)GT (k)

>0, Vkel[l,o00). (1.45)
GUk)B(k—1) G(k)+GT (k) — P(k)

Prova: (a) A prova é inspirada na prova do Teorema 1 em [39].
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Necessidade: Se existem matrizes X (k) e W(k) satisfazendo (1.32) e (1.33), entdo segue
imediatamente que (1.42) e (1.43) estao satisfeitas com as matrizes W (k) e P(k) = G(k) =
X (k).

Suficiéncia: Primeiramente, segue de (1.42) que a matriz G(k) é nao singular sobre [0, c0).

Além disto, considerando que
[P(k) — G(E) P~ (k)[P(k) — G(K)]T >0, VEke]0,00)

resulta em

G(k) + GT (k) — P(k) < G(k)P~1 (k)G (k).

Assim, (1.42) e (1.43) implicam que

P(k+1) — B(k)BT (k) A(K)G(k) 0. VEe o0
G (k) AT () GRPLYR)GT(k) | ’
W (k) C (k)G ()

>0, Vke][l, o)
GT(k)CT(k) G(k)P~' (k)G (k)

e o resultado segue imediatamente pela fato que G(k) é nao singular sobre [0, 00) e a aplicagao
do complemento de Schur.

(b) A prova é similar a prova da parte (a). \YAYAY

Norma H

Nesta parte, apresenta-se a versao do bounded real lemma para o sistema a tempo discreto

variante no tempo Sp dado em (1.28).

Definicao 1.6 Suponha que o sistema Sp € exponencialmente estdvel. A norma Hso de Sp

€ definida como

||2]]2
[[w]]2

|SD||oozsup{ we£2,w;é0,x(0):0}
w

Lema 1.9 ([84]) Seja o sistema Sp e um escalar v > 0, as sequintes condigoes sao verifi-

cadas:
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(a) Se existe uma seqiiéncia de matrizes limitada X (k) de forma que

[ X(k+1)  A(RX(K) B) 0 ]
T T
X(k)AT(k) X (k) 0  X(k)CT(k) 20, Vke[0,00) (1.46)
BT (k) 0 g 0
I 0 Ck)X(k) 0 o]

entao o sistema Sp € exponencialmente estdvel e ||Sp|lec < 7y

(b) Se existe uma seqiiéncia de matrizes limitada Y (k) de forma que

Y (k) AT(R)Y (k + 1) 0 CT (k)

Y(k+1DAK)  Y(k+1)  Y(k+1BK) 0 >0, Vke[0,00) (1.47)

0 BT (k)Y (k+1) v 0
i C(k) 0 0 vl
entdo o sistema Sp € exponencialmente estdvel e ||Splleo < - oo

Pode ser notado que Vx(z,k) = a7 (k)X 1(k)z(k) e Vy(z,k) = 2T (k)Y (k)x(k), com
X (k) e Y (k) satisfazendo as partes (a) e (b) do Lema 1.9, sdo fungoes de Lyapunov para o
sistema Sp.

Como no caso da norma Hso, uma forma alternativa para o Bounded real lemma é apre-
sentada na seqiiéncia, na qual os produtos A.(0)X(0) e C.(0)X(6) que aparecem em (1.46)
sao substituidos por A.(0)G(0) e C.(0)G(0), respectivamente, onde G(f) é uma varidvel de

folga.

Teorema 1.2 C(Considere o sistema Sp, verificam-se as sequintes condigoes:
(a) Eziste uma seqiéncia limitada de matrizes X (k) satisfazendo (1.46) se e somente se

existirem duas seqiéncias limitadas de matrizes P(k) > 0 e G(k) de forma que Vk € [0, 00)

P(k+1) A(K)G (k) B(k) 0
GT(K)AT (k) G(k)+GT(k)—P(k) 0 GT(k)CT(k)
> 0, (1.48)
BT (k) 0 I 0
0 C(k)G(k) 0 ~I

(b) Existe uma seqiiéncia limitada de matrizes Y (k) satisfazendo (1.47) se e somente se
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existirem duas seqiiéncias limitadas de matrizes P(k) e G(k) de forma que Vk € [0, 00)
[ Pk AT ()G (k + 1) 0 cT(k) |
Gk+1DAKk) Gk+1)+GH(k+1)—P(k+1) Gk+1)B(k) 0
> 0(1.49)
0 BT(k)GT(k+1) v 0
i C(k) 0 0 vl
Prova: A prova é similar & prova do Teorema 1.1. VvV
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Capitulo 2

Sistemas a Tempo Continuo

O intuito deste capitulo é o de formalizar o problema de filtragem robusta para sistemas
lineares a tempo continuo. Solugoes alternativas sdo apresentadas para o projeto de filtros
robustos baseado em fungoes de Lyapunov dependentes dos parametros incertos do sistema.
Aborda-se tanto o caso de sistemas invariantes no tempo quanto o de sistemas variantes
no tempo, através de Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs). A caracteristica bdsica é
conseguir uma formulagdo convexa para o problema de filtragem através da utilizagdo de

transformacgoes e mudancas de varidveis.

2.1 Formulagcao do Problema

O problema principal, a ser tratado nesta tese, é o projeto de filtros robustos para sistemas
incertos usando funcoes de Lyapunov dependentes de parametros. Inicialmente, estuda-se o

problema de filtragem para sistemas lineares a tempo continuo variantes no tempo descritos

por
a(t) = A(0(t)x(t) + BOE)w(t), 2(0) =g
y(t) = C0()z(t) + DOt)w(t) (2.1)
2(t) = CL(0(t)x(t),

com 0 = [0y, ,0,] € R?, onde = € R" ¢ o vetor de estados, zo é uma condigdo inicial, w €

R™» é uma entrada externa, (que pode ser um sinal de ruido branco com média nula e variancia
conhecida ou um sinal limitado pertencente a Lo), z € R™ representa o sinal a ser estimado
ey € R™ é a saida medida. As matrizes A, B, C, D, C, sdo fungoes afins do parametro

0;, onde 0;, i =1,...,p sdo parametros reais limitados com taxa de variagdo limitada Hz(t)
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Assume-se que (A(t),6(t)), Yt > 0 pertencam a um politopo B com ¢ conhecidos vértices e
0(t) pertenga ao politopo By com fy vértices.
Observe que a classe de sistemas onde os sinais de entrada e ruido de medida sao distintos,

é um caso particular do sistema (2.1). Isso pode ser verificado ao assumir que w(t) = [w] w}]

/
e que as matrizes B e D sao iguais a [B 0] e [0 D], respectivamente.

O objetivo principal, deste trabalho, é projetar um filtro F linear e assintoticamente
estavel que garanta uma estimativa Z do sinal z com um desempenho garantido no sentido
Hs ou Hs independente das incertezas presentes no modelo. Mais especificamente, busca-se

projetar um filtro linear invariante no tempo de ordem n com a seguinte realizacdo no espago

dos estados

8-

F: 2(t) = Asz(t) + Bpy(t), 2(0)=0

(2.2)

onde as matrizes Ay € R"*", By € R"*"™ e Cy € R™*" devem ser encontradas.
A dinamica do erro de estimagao e = z — Z, considerando o sistema (2.1) e o filtro (2.2),

pode ser descrita pelo seguinte modelo no espacgo de estados

(2.3)
e(t) = Ca(0)&(1)
onde
‘= T A = A(9) 0 |
2 B;C(0) Ay
(2.4)
B(6)
Ba(0)= , Ca) =0y —c, .
= o) |* O [c.o) —c]

O problema de filtragem consiste em encontrar um filtro F que assegure a estabilidade
exponencial do sistema S, de forma que o ganho entre o sinal de entrada w e o erro de
estimagdo seja minimizado através de algum critério de desempenho. A escolha de qual
critério de desempenho sera utilizado depende da caracteristica do sinal de perturbacao w.

Quando o sinal de entrada w é um sinal do tipo ruido branco, com média nula e matriz
de covariancia unitaria, utiliza-se o critério de desempenho Hs, sendo que o problema de

filtragem é dado por:
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Problema Hjy : Projetar um filtro F que assequre a estabilidade exponencial para a
dinamica do erro de estimacgdo S, e minimize um limitante superior u(F) do quadrado

da norma Ho do sistema S, isto €,
min p(F): [|.|3 < u(F) (0.6) € B (2.5)
quando xg € uma varidvel aleatoria nao correlacionada com w.

No entanto, se o sistema (2.1) for sujeito a perturbagdes arbitrarias com energia ou

poténcia média limitada, busca-se uma solucao para o seguinte problema de filtragem Ho:

Problema H., : Projetar um filtro F que assequre a estabilidade exponencial para a
dinamica do erro de estimagao S. e minimize um limitante superior fioo(F) da norma

Hoo do sistema Se, isto €,

min oo (F) + - [[Selloo < oo(F) v(0,6) € B (2.6)

Perceba que a solugao dos problemas acima é obtida pela aplicagao dos critérios de de-
sempenho Hy e Hy, vistos na Secao 1.2 para sistemas variantes no tempo, considerando o
sistema do erro de estimacao Se e assumindo que a matriz P(t) seja uma fungao de 0, dada
por P(). Note que as desigualdades dos Lemas 1.4 e 1.5 com a matriz P(t) = P(6) sao
fungdes nao convexas em 6, nas matrizes do filtro e na matriz P(f), mesmo quando P(6) for
constante. Por isso, o problema de encontrar Ay, By e Cy juntamente com a matriz P(6)
dependente de parametros é uma tarefa complicada. Nos casos onde a matriz P(6) independe
de 6, métodos LMI para o projeto de filtros foram desenvolvidos em [31, 37, 38]. Por outro
lado, em [76] tem-se a apresentagao de um novo método Hs baseado na parte (a) do Lema 1.4
usando uma matriz P(#) que depende de forma afim do parametro 6, quando este é constante.
O Exemplo 2.2 mostra que esta abordagem pode ser restritiva em algumas aplicagoes.

Ao longo deste capitulo, apresentam-se solugoes para os Problemas Hoy e Ho utilizando
funcoes de Lyapunov que sao dependentes de parametros. Primeiro, considera-se o projeto
de filtros para sistemas que sao invariantes no tempo, assumindo que os parametros 6; sao
constantes. Em seguida, apresentam-se os resultados obtidos para o caso de sistemas variantes

no tempo, no qual considera-se a taxa de variacao dos parametros.
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2.2 Sistemas Invariantes no Tempo

Nesta secao, assume-se que o sistema incerto (2.1) é invariante no tempo, ou seja, que os
parametros incertos tem taxa de variacao nula. Inicialmente, aborda-se o projeto de filtros
robustos Hs e em seguida, o caso de filtragem Hs.. A solucdo proposta para o caso Hso foi

publicada em [4].

2.2.1 Filtros H,

O Problema Hs para o caso de sistemas invariantes no tempo sujeito a perturbacoes
do tipo ruido branco, como visto no Capitulo 1, pode ser interpretado como um problema
de minimizagado do limitante superior pu(F) do pior caso da variancia assintética do erro de
estimacao, garantindo que a dinamica do erro de estimagao S, seja assintoticamente estavel,
isto é,

minpu(F): sup lim Bl((t) — 20)(=(0) — 2(1))] < u(F) (2.7)

0 € Byt
Os resultados propostos nesta segao sao baseados nas partes (b) e (¢) do Lema 1.4, aplicado
ao sistema do erro de estimacdo Se, com a matriz P(t) = P(f) com § = 0. O primeiro
problema a ser tratado busca projetar um filtro F de forma que existam matrizes simétricas
P(6) e W(6), convexas em 6, que satisfacam as seguintes desigualdades para todo 6 € By:
P()A7(0) + Aa(0)P(0)  Ba(6)
<0 (2.8)
B3 (9) —1
w(0) Ca(0)P(0)
P(0)C3 (0) P(0)

>0 (2.9)

Pelo Lema 1.4(b), pode-se afirmar que o sistema do erro de estimagao (2.3) é assintoticamente

estavel para todo 0 € By e

sup lim E[e? (t)e(t)] < p; = sup Te[W(6)]. (2.10)
0eBy t—° 0By

De forma semelhante, pode-se projetar o filtro através do gramiano de observabilidade.
Neste caso, busca-se solucionar as desigualdades (1.20)-(1.21), ou seja, deseja-se encontrar as

matrizes simétricas P(6) e W(0) e as matrizes do filtro de forma que para todo 0 € By as
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seguintes desigualdades sejam satisfeitas

T T
PO)A0) + AL OPO) CTO) | _ (2.11)
Ca(0) -1

W (0 BI(o)P(o
(6) ore ] o12)
P(0)B.(0) P(0)
Um ponto importante no projeto do filtro usando fung¢ées de Lyapunov dependentes de

parametros é a escolha da estrutura da matriz P(6) a ser utilizada. Nesta se¢ao, os resultados

sao desenvolvidos considerando

PO) = MTN-Y(O)M >0, V6 € By (2.13)

onde N (#) é uma matriz positiva definida afim em 6 e M é uma matriz inversivel.

O primeiro resultado apresenta o projeto de filtros robustos Hso baseado nas desigualdades
(2.8) e (2.9) juntamente com a parte (b) do Lema 1.4, com a matriz P(6) definida em (2.13).
Com isso, a fungdo de Lyapunov é dada por V(&,0) = ¢TP(0)71¢, que é afim em 6. A
seguir, apresenta-se um lema auxiliar para o projeto de filtros baseado no Lema de Finsler,

considerando essa funcao de Lyapunov:

Lema 2.1 Considere o sistema (2.1) e seja € um escalar positivo dado. Entao as desigual-
dades (2.8) e (2.9) sao satisfeitas com matrizes W(0) e P(0) da forma (2.13) se existirem
matrizes W(0) >0, N(0) >0 e M de forma que as sequintes desigualdades sejam satisfeitas

para todo 0 € By.

MAT(0) + Ag(O)MT  MT — N(0) + €A (0)MT  B,(0)

M + eM AL (9) — N(0) —2eN(6) 0 <0 (2.14)
BI(0) 0 —I
w(®) C,MT
> 0. (2.15)

MCT(6) N(6)

a

Prova: Assumindo que as condigbes acima sao satisfeitas, tem-se que N () é uma matriz

regular. Defina assim a seguinte matriz
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I, 0
Ny=1| N-YOMAT®H) o (2.16)
0 I,

Pré- e pés-multiplicando a desigualdade (2.14) por NfT e Ny, respectivamente, tem-se

MTN=YO)MAL(0)+ A O)MT N=YO)M B,(9)
<0. (2.17)
B () -1

Pela defini¢do de P(6) em (2.13), esta desigualdade implica em (2.8).

Considere (2.15), aplicando o complemento de Schur tem-se:
W)+ C.MTN"YO)MCT > 0,

pela definicao de P(6), esta desigualdade implica em (2.9), concluindo a prova. [

Observe que as condigoes (2.14) e (2.15) nao sao convexas na matriz M e nas matrizes
do filtro, mas sao convexas em . Por isso, se as matrizes do filtro sao dadas, estas desigual-
dades podem ser testadas via LMI. Como o objetivo é o projeto de filtro robusto Hs, faz-se
necessario, entao, o uso de transformagoes de congruéncias e mudancas de varidveis de forma

a linearizar as condi¢oes do Lema 2.1. O seguinte teorema apresenta este resultado

Teorema 2.1 Considere o sistema (2.1) e seja By um politopo dos 6 admissiveis. Suponha
que para algum escalar € > 0 existam matrizes Z € R"™ Y € R™*", § ¢ R"" F ¢
R™ "y R e R™X" Q) € R™™, e matrizes simétricas Nj € R e W; € R™%X"= 4 =1,.... 4y

de forma que as sequintes desigualdades sejam satisfeitas nos vértices de By

W A(0) + T (6) * *
UL +eWh(0)-N(0) —2eN(0) * | <O, (2.18)
VL (0) 0 1
L (2.19)

TEO)  N(©O)

onde W(0) e N'(0) sao funcoes matriciais afins em 0 com valores Wi, ..., Wy, e Ni,...,Ny,,
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respectivamente, nos vértices de By e

ZA(0) ZA(0)
Va(0)=
YAO)+FC(0)+Q YAB)+FC(0)
ZB6) |
Up(0) = , (2.20)
YB(6)+FD(0) |
1 Z 7z
Vo(0)=| C.(0)-R C.(0) |, Yu=
- Y+S Y
Entdo o filtro F com a matriz de transferéncia
Gsy(s) = RS HsI - QS H)'F (2.21)

assequra que o sistema do erro de estimagao (2.3) é assintoticamente estdvel para todo 0 € By
e a variancia assintotica do erro de estimacao satisfaz

lim Ele (t)e(t)] < max Tr[W;], V6 € By. (2.22)

t—o0 i=1,....09

Prova: Primeiro, note que as desigualdades (2.18) e (2.19) sao afins em 6 para um dado
€ > 0. Assim, pela propriedade de convexidade pode-se afirmar que estas desigualdades serao
satisfeitas para todo 6 € By se e somente se (2.18) e (2.19) estiverem satisfeitas para todos os
vértices de By.

O objetivo da prova é mostrar a equivaléncia entre as desigualdades (2.18) e (2.19) e
as condigbes (2.14) e (2.15), garantindo assim pelo Lema 2.1 que as condigdes (2.8) e (2.9)
também sao satisfeitas.

Primeiro, mostra-se que as matrizes S, Y e Z sdo nao singulares. Para tal, pré- e pés-
multiplique (2.18) por [el — I 0] e sua transposta, respectivamente, resultando em

. z+z7 YT+ ST+ 7
Uy 4y, = >0, (2.23)
Y+S+27 Y+Y7T

o que implica que Z e Y s@o matrizes nao singulares. Além disso, pré- e pés-multiplicando a
desigualdade acima por [I —I] e sua transposta, respectivamente, implica que S + S T <o,

e assim, S é uma matriz nao singular.
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Inspirado por [37], defina as matrizes nio singulares U e V de forma que VUZT = S e

. ZfT UT . YT VT
M = . , M = . . (2.24)
U X7 v yT

Deve ser notado que dada as matrizes nao singulares U, V', Y e Z, as matrizes U, V, X e Y

sdo unicamente definidas, através da relacio de igualdade MM~ = M~1M = I, obtendo

~

U=v'i-vilyzt, v=uT-vu"Tz%, X=-vwuTl, vy=-UTz"'V

Além disto, defina a seguinte realizagado no espago de estados para o filtro (2.21)
Af:VAQS*IV, Bf:\/'*lF, Cf:RSAV (2.25)
e sejam as matrizes nao singulares

zr  yT

T = ., NO=TINOT (2.26)
0o v7

Considerando as matrizes em (2.20), (2.24)-(2.26), tem-se que Wyu(0) =
TTMT A (O)MTT, Up(0) = Bu(0)T e Up(0) = T'MTT. E possivel assim através

de manipulagbes matriciais verificar que (2.17) é equivalente a
TI®T, <0 (2.27)
onde 7,=diag{7, 7, I, } e

MAT(0) + Ag(O)MT  MT — N(0) + Al (0)MT  B,(6)
d= | M+ eMAL(0) — N(0) —2eN(6) 0o | <o.
BT (0) 0 —I

Concluindo pelo Lema 2.1, que (2.8) é satisfeita com P(0) = MTN~-Y9) M.

Por outro lado, usando o complemente de Schur, (2.19) é equivalente a

W(0) — T (ON Y O)TL(H) > 0. (2.28)
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Considerando as defini¢des de U (6), T, M verifica-se que U (6) = Co(0)MTT. Resul-

tando, entdo, que (2.28) é satisfeita se e somente se
W(0) — Co(O)MTNY o) MCT(6) >0 (2.29)

que é equivalente & desigualdade (2.9) com P(8) = MTN~-Y§)M.
Finalizando, pelo Lema 1.4 conclui-se que para todo 8 € By, o sistema do erro de estimacao

(2.3) ¢ assintoticamente estavel e

lim Ele? (tke(t)] < sup Tr[W(0)] < max Tr[W;] (2.30)

t—o00 0B, i=1,....09

oo

O Teorema 2.1 fornece um método LMI para o projeto de filtros robusto Ho para sistemas
incertos (2.1), usando uma fungao de Lyapunov que é racional nos parametros incertos. Ob-
serve que o limitante superior (2.22) da variancia assintética do erro de estimagao é também
dependente dos parametros incertos do sistema.

Note que, para um dado € > 0, o limitante superior da variancia assintética do erro de
estimacao é uma funcao convexa das varidveis de busca. Desta forma, o projeto do filtro
que minimiza esse limitante, pode ser determinado via o seguinte problema de otimizacao
convexa:

min pu
sujeito a (2.18) e (2.19), para 6 nos vértices de By, e
w—Tr[W;] >0, i=1,... ¢

Além disto, lim; o, E[eT (t)e(t)] < u. Observe que p depende do pardmetro e e assim, uma
questao é como encontrar o valor de € > 0 que minimize o limitante superior pu.

E importante salientar que (2.18) nao é convexa conjuntamente nas variaveis de busca
e €, podendo, em alguns casos, nao ser satisfeita para valores muito grandes de € ou muito
pequenos. Uma alternativa para a escolha do valor de € > 0 que minimize p pode ser dada
através de uma busca unidimensional em e. Na ultima secao comenta-se mais sobre a escolha
deste parametro.

Da prova do Teorema 2.1, é possivel estabelecer que este teorema tem como caso particular
o projeto de filtros baseado na nocao de estabilidade quadrética, quando restringe-se a matriz

N () a ser independente do pardmetro incerto 0, ou seja, fazendo N; = N, i = 1,... 4.
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Além disto, como seréd mostrado no préximo Lema, as condigoes do Teorema 2.1 com estas
restrigdes sao necessdrias para (2.8) e (2.9) serem satisfeitas com a matriz P(6) independente

de parametros.

Lema 2.2 Considere o sistema (2.1) e suponha que exista um filtro assintoticamente estdvel
com realizagdo no espago de estados (Ag, By, Cy) de forma que o sistema do erro de estimagao
(2.3) satisfaga (2.8) e (2.9) com P(0) = Qo e W(0) sendo uma fungdo afim em 6 com valores
Wh,--- Wy, nos vértices de Bg. Entao as condi¢oes do Teorema 2.1 sao satisfeitas com a

mesma matriz W (0) e um € > 0 suficientemente pequeno.

Prova: Introduza a seguinte particao de Qg e le, onde todos os blocos tem dimensao nxn.

0= | 9P|, oo . (2.31)
QT Qs

i
[
N

(1]
|
1]

Sem perda de generalidade, assuma que as matrizes (Jo e Z5 sdo nao singulares. Além
disto, defina as matrizes

Z=Q', Y=E, F=5B,

S=507Q7", Q=24;Q8Q;! (2.32)
Qfl =
R=C;Q1Q7", T= e N=TTQ,T.
0o =Z

Como 6 pertence a um politopo limitado, segue de (2.8) e (2.9) que existe um escalar

«a > 0 suficientemente pequeno de maneira que para todo 6 € By

Ad0)Qo+QoAL(0)+5Ad0)QuA5(0)  Ba(0) .
< )
BT(9) I
(2.33)
W(@) Ca(Q)QO

QuCL(9) Qo

> 0.

Com as matrizes F, N, Q, R, S, Y e Z definidas em (2.32) ¢(2.31) e € = «, conclui-se

que o lado esquerdo de (2.18) e (2.19), denotado por ®; e 9, respectivamente, torna-se
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QAL (O)+AL0)Q0  x  x
O =T" aQoAT(6) —20Qy * |7 (2.34)
BL(9) 0 —I

o_r| WO GO ] .

QuCL(9) Qo

onde T = diag{7,T,I,,}, T = diag{I,.,T}.

Aplicando o complemento Schur e considerando (2.33), tem-se que ®; < 0 e &5 > 0,
concluindo a prova. odo

Pelo resultado apresentado no Lema 2.2, verifica-se que o método de filtragem Ho proposto
no Teorema 2.1 com N (#) independente de 6 e com € > 0 suficientemente pequeno é equiva-
lente ao projeto LMI de filtros baseados na nocao de estabilidade quadratica, semelhante ao
proposto por [37].

O proximo Teorema apresenta a versao “dual” do Teorema 2.1 para o projeto de filtros
robusto Hy. Este método é baseado nas desigualdades (2.11) e (2.12) e na parte (c) do
Lema 1.4 com a matriz P(#) dada em (2.13), resultando que a fungdo de Lyapunov utilizada
seja racional nos parametros . Um lema auxiliar semelhante ao Lema 2.1 pode ser descrito

para este caso, mas neste texto apresenta-se na seqiiéncia apenas o resultado principal.

Teorema 2.2 Considere o sistema (2.1) e seja By um politopo dos 0 admissiveis. Suponha
que para algum escalar € > 0 existam matrizes Z € R™" Y € R § € R™" F €
R™ "y R € R™X" Q € R™" e matrizes simétricas N; € R?>™2n ¢ W, € RWwXnw 4 —=

1,..., 4y de forma que as sequintes desigualdades sejam satisfeitas para todos os vértices de By

WI(0) + U 4(0) * *
UT +eU (0)-N(0) —2eN() = | <0 (2.36)
Te(h) 0 ~1
T
W) vg(0) ~0 (2.37)

Up(0) N(0)

onde W(0) e N (0) sao matrizes afins em 6, com valores W1,..., Wi, e N1,...,N,,, respecti-
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vamente, nos vértices de By e W4(0), Vp(0), Yc(0) e Yy estao definidas em (2.20). Entdo

o filtro F com matriz de transferéncia

Gsy(s) = RS~ HsI - QS H)'F (2.38)

garante que o sistema do erro de estimacgdo (2.8) é assintoticamente estavel para todo 6 € By

e a variancia assintotica do erro de estimagao satisfaz

lim Ele? (t)e(t)] < max Tr[W;], V0 ¢€B. (2.39)

t—o0 i=1,...,0

Prova: A prova é similar a do Teorema 2.1, exceto que agora considera-se que

YT VT Z—T 0T
MT = |, MTT= R (2.40)
yr yT U X7
e a matriz M~T7T é usada ao invés de 7. \YAVAY

Note que, as observagoes referentes ao Teorema 2.1 sao também aplicdveis ao Teorema 2.2.

O proximo resultado é similar ao o Lema 2.2.

Lema 2.3 Considere o sistema (2.1) e suponha que exista um filtro assintoticamente estdvel
com realizagdo no espago de estados dado por (Ay, By, Cy) de forma que o sistemas do erro
de estimagao (2.3) satisfaga (2.11) e (2.12) com P(0)=Qo e W(0), que € afim em 6 com
valores W1, - -+, Wy nos vértices de By. Entdo as condigcoes do Teorema 2.2 estdo satisfeitas

com a mesma matriz W(0) e e > 0 suficientemente pequeno. oo

E importante ressaltar que os métodos de filtragem propostos pelos Teoremas 2.1 e 2.2 nao
sao equivalentes e, em geral, tem-se diferentes filtros e limitantes superiores para a variancia
assintotica do erro de estimagdo. Em aplicagoes, ambas as abordagens devem ser testadas
e a que fornecer o melhor resultado, em termos do desempenho garantido Ho, devera ser

adotada.

2.2.2 Filtros H

Nesta subsecao , busca-se uma solucao para o Problema H ., utilizando func¢oes de Lya-
punov que sao dependente de parametros. Este problema é solucionado através da aplicacao

do Bounded Real Lemma apresentado na Secao 1.2 no caso de sistemas variantes no tempo ao
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sistema do erro de estimagao Se. O problema consiste em: dado um escalar v > 0, projetar
um filtro F e encontrar matrizes simétricas P(#) e W (#), convexas em 6, de forma que a

seguinte desigualdade seja satisfeita para todo 0 € By:

P(0)AG(0) + Aa(0)P(0)  P(0)C7  Ba(0)

C.P(0) —~I 0 <0 (2.41)
BI'(9) 0 —~I

Pelo Lema 1.5, tem-se que o sistema do erro de estimagao (2.3) é assintoticamente estavel
para todo 0 € By e ||Se||o0 < 7-

De maneira similar ao projeto de filtro Hs, assume-se que a matriz P(#) é descrita por
(2.13). Considerando (2.41), a parte (a) do Lema 1.5 e esta descri¢ao para matriz P(0)

propoe-se o seguinte lema auxiliar para o projeto de filtros robustos H .

Lema 2.4 Considere o sistema (2.1) e sejam os sequintes escalares positivos v, € e € dados.
Entao a desigualdade (2.41) € satisfeita com uma matriz P(0) da forma (2.13) e para o mesmo
v se ezistirem uma matriz N(0) > 0 e uma matriz M de forma que a segquinte desigualdade

seja satisfeita para todo 6 € By.

[ MAT(9) + Al (0)MT X X « .
M+ eMAL(9) — N(0) —2eN(0) 0 0 0
Co(0)M 0 —~I * 0 | <0 (2.42)
M — N(0) 0 e MC,(0)T —2eN(H) 0
BI(9) 0 0 0 T |

Prova: Assumindo que (2.42) seja satisfeita, garante-se que N(6) é uma matriz regular,

sendo possivel definir a seguinte matriz

| Iy, 0 0 |
N-Y0)M AL (9) 0 0
Ny = 0 I. 0 (2.43)
0 N-Yo)MCT®) 0
0 0 I,
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Pré- e pés-multiplicando a desigualdade (2.45) por N E e Ny, respectivamente, tem-se

MTN-YO)MAL9)+ AO)MT N~Y )M MTN-YO)MCI(9) BI(9)

Co () MTN=Y(0)M —~T 0 <0 (2.44)
BJ(9) 0 —~I
Pela definigdo de P(f) em (2.13) esta desigualdade implica em (2.41). Ooo

Como a desigualdade (2.42) nao é convexa em M, N(6) e nas matrizes do filtro, apesar de
ser convexa em 6, este método serve apenas como um teste LMI quando as matrizes do filtro
sao dadas. O proximo teorema fornece condicoes suficientes para o projeto de filtros robustos

Hso, € € baseado nas mesmas transformacoes e mudancas de variaveis usadas no caso Ho.

Teorema 2.3 Considere o sistema (2.1) e seja By um politopo dos 6 admissiveis e vy um
escalar dado. Suponha que para algum escalar e > 0 e €2 > 0 existam matrizes Z € R"" Y €
R™n S e R™" F € R™™, R € R%*" Q € R™" e matrizes simétricas N; € R>*2n

1=1,...,4g de forma que as sequintes desigualdades sejam satisfeitas nos vértices de By

onde N(0) é uma func¢ao matricial afim em 6 com valores N, . ..

[ wa0) + UE(9) « x . . |
UL +eV L (0)—N(0) —2eN(0) 0 0 0
Ye(0) 0 —~I ¥ 0 | <0 (245)
vl — N(0) 0 UL —20N(0) o
I vL(0) 0 0 0 -1

, Ny, nos vértices de By e

U4(0), ¥p(l), Yo (0) e Wrr(0) sao definidas em (2.20). Entao o filtro F com a matriz de

transferéncia

Gsy(s) = RS~HsI - QS™H)'F

(2.46)

assequra que o sistema do erro de estimacdo (2.3) € assintoticamente estdvel e ||Se||co < ¥

para todo 0 € By.

Prova: Segue os mesmos passos do caso Ha e serd omitida.

\AAY
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Como o Teorema 2.3 para um dado € e um €9 é convexo, o projeto do filtro robusto pode

ser assim visto como um problema de otimizacao, dado por:

min -y

sujeito a (2.45), para € nos vértices de By.

Além disto, ||Se|lsc < 7. Observe que o valor de v depende da escolha dos parametros € e
€9. Desta forma, escolhas inadequadas dos parametros € > 0 e €5 > 0 podem dar a impressao
de que o método proposto é restritivo. Uma sugestao para a escolha de € e €5 é fazer uma
busca bidimensional, de forma a encontrar a combinagao dos dois parametros que fornega
o menor valor para 7. Uma outra alternativa, seria considerar ¢ = €3 facilitando a escolha
do parametro, que assim, pode ser feita através de uma busca unidimensional, como no caso
‘Ha. Neste caso, porém, pode-se estar inserindo algumas restricoes ao problema. No préximo
lema, mostra-se, que este método com ¢ e €5 suficientemente pequenos e com N () constante

retorna ao resultado baseado em estabilidade quadratica apresentado em [38].

Lema 2.5 Considere o sistema (2.1) e um v > 0 dado, suponha que exista um filtro assin-
toticamente estdvel com realizagdo no espago de estados (Ay, By, Cy) de forma que o sistema
do erro de estimagao (2.3) satisfaca (2.41) com P(6) = Qo. Entao a LMI do Teorema 2.3
€ satisfeita com o mesmo v e com o0s escalares positivos €1 e €5 suficientemente pequenos.

Prova: A prova é similar a do Lema 2.2. oo

Resultados semelhantes para o projeto de filtros robustos Ho, também podem ser obtidos
considerando a desigualdade (1.24). Note que, para o caso de sistemas incertos a abordagem
do Teorema 2.3 e do teorema apresentado a seguir podem fornecer diferentes valores para o

limitante superior . Na seqiliéncia, apresenta-se apenas o resultado principal.

Teorema 2.4 Considere o sistema (2.1) e seja By um politopo dos admissiveis 0 e v uma
escalar dado. Suponha que para algum escalar € > 0 existam matrizes Z € R™ " Y €
R™n S e R™" F ¢ R™™, R € R™%=*" Q € R™" e matrizes simétricas N; € R>*2n

1 =1,....,4 de forma que as sequintes desigualdades sejam satisfeitas nos vértices de By e
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[ U A(0) + UL (0) * * * .
Unr+eP4(0)—N(@O) —2eN(0) 0 0 0
VL (0) 0 —~I * 0 <0 (2.47)
Wy — N(6) 0 eUp —2eN(6) 0
i Ve (0) 0 0 0 =1 |
onde N(0) € uma fungao matricial afim em 6 com valores N1, ..., Ny, nos vértices de By e

V4(0), ¥p(0), Yo (0) e Yr(8) sao definidas em (2.20). Entdo o filtro F com a matriz de
transferéncia

Gsy(s) = RS HsI - QS™H'F (2.48)

assequra que o sistema do erro de estimagao (2.3) € assintoticamente estdvel e ||Se|loo < 7y

para todo 0 € By.

2.2.3 Exemplos Numéricos

Nesta subsecao, consideram-se dois exemplos comparativos para o projeto de filtros ro-
bustos baseado no critério de desempenho Ho, usando os Teoremas 2.1 e 2.2, os resultados

de [76] e a abordagem baseada em estabilidade quadratica em [37].
Exemplo 2.1

Seja o seguinte sistema, ja estudado em [37] e [76]

0 —1+03«a -2 0
(t) = x(t)+ w(t)

1 —0.5 1 0
y(t) = [ —100 + 108 100 }x(t) + [ 0 1 }w(t) (2.49)

onde « e (# sao parametros incertos limitados.
Similar a [76], abordam-se os seguintes casos
(a) lof <wel|fl <1

(b) la| <kef=a.
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O objetivo é projetar filtros robustos Ho para diferentes valores de k. Perceba que o
sistema (2.49) é assintoticamente estdvel quando o < 10/3, resultando que o valor méximo

possivel para x seja 10/3.

Filtros 6timos foram projetados para o sistema (2.49) usando os Teoremas 2.1 e 2.2. O
6timo € para cada k, ou seja, o € que minimiza o limitante superior p da variancia assintética
do erro, foi obtido via uma busca unidimensional. Fig. 2.1 ilustra o comportamento de u
obtido através do Teorema 2.1 em funcao de € no caso (b) com k = 2. Nesta situagdo, o
valor étimo para € é 1,61 e corresponde ao valor minimo de p igual a 6,2846. Como, neste
exemplo, os resultados obtidos pelo Teorema 2.1 sao melhores que os do Teorema 2.2, somente
apresentam-se os filtros projetados pelo Teorema 2.1, os quais sao referidos como abordagem

(V).

9.5

* e=1.61
1=6.2846

0 5 10 15 20 25 30

Figura 2.1: p versus € para |o| < 2e = a.

Para fins de comparacao, os seguintes métodos para o projeto de filtros robusto também

sao simulados:

(i) a abordagem proposta por [76], a qual é baseada em fungoes de Lyapunov que sao

afins nos parametros do sistema- referida como (7T);
(ii) a abordagem de [37], baseada na nogao de estabilidade quadratica - referida como
(G).

Fig. 2.2 mostra o limitante superior y 6timo da variancia assintética do erro de estimagao
em funcao de 7, obtido a partir das trés abordagens para o caso (a), enquanto que Fig. 2.3

refere-se ao caso (b).
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35

Figura 2.2: Limitante superior p para |a| < ke 3] < 1.

Figura 2.3: Limitante superior u para || < ke § = a.

Observando as Figs. 2.2 e 2.3, pode-se facilmente concluir que os resultados obtidos pelo
abordagem (N) sao superiores aos resultados apresentados pelo método baseado em estabi-
lidade quadratica. Por outro lado, a abordagem (N) quando comparada a abordagem (7),
fornece o melhor desempenho em grande parte dos valores de k para o caso (a), enquanto
que para o caso (b) a abordagem (N) fornece limitantes superiores p menores do que a
abordagem (7T') para todos os valores de k. Além disto, pode ser observado que a abordagem
(N) permite que o parametro incerto se aproxime do limite de estabilidade. De fato, tem-se
que a abordagem (G) é restrita & k < 1.613173, que é a faixa de incertezas admissiveis para
estabilidade quadrética do sistema (2.49), enquanto que a abordagem (7T') fornece solugao
somente para k < 3.05. Em contraste, a abordagem () resolve o problema para qualquer

k < 10/3, ou seja, o limite em quem o sistema (2.49) é assintoticamente estavel. Note que a
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partir de K > 2 a abordagem (N) fornece uma melhora significativa no critério de desempenho
quando comparado com a abordagem (7).

Pode ser observado que a variancia assintotica do erro de estimacao para o filtro de Kalman
projetado para o sistema nominal (2.49) com o = # = 0 e aplicado ao sistema com o = f =1

é 31,12, enquanto que para o = 3 = 3 torna-se 10037.

Exemplo 2.2

Neste exemplo, faz-se um andlise estatistica dos resultados obtidos nesta se¢ao, afim de ilustrar
a vantagem da nova abordagem para o projeto de filtros robusto Ho quando comparada aos
resultado existentes na literatura. Para este propdsito, sistemas lineares incertos do tipo (2.1)
sao aleatoriamente gerados, com as seguintes dimensoes: n; = 3, ny, = 3, n, = len, = L.

Assume-se que as matrizes B(6), C,(0) e D(6) sao conhecidas e tenham a seguinte estrutura:

B =[10B; 0], D=[0 10Dy, C. =[C.; 0 0] (2.50)

e as matrizes A(f) e C'(0) sao incertas e descritas por

A(Q) =014 + (1 - 91)142, C(@) = 100(0201 + (1 - 92)02), (2.51)

onde 0] e 02 s@o os parametros incertos pertencentes ao intervalo [0 1]. Observe que, com
esta consideracao o politopo By utilizado terd 4 vértices. As matrizes Ay, As, By, C1, Co,
C.1, e D1, sdo geradas randomicamente a partir de uma distribui¢do normal de média nula e
variancia unitdria.

Uma condigao necessaria para o projeto de filtros robustos é que o sistema seja robusta-
mente estavel. Para verificar a estabilidade robusta de cada um dos sistemas gerados, seria
necessario testar a estabilidade no sentido Hurwtiz para cada matriz A(f) para todo § € [0 1],
através de uma busca unidimensional, ou seja, verificar se cada A(#) para 6 € [0 1] tem au-
tovalores negativos. Caso a matriz nao fosse estdvel modifica-se A(f) de forma a garantir
a estabilidade. Neste exemplo, para diminuir a complexidade computacional, analisa-se a
estabilidade apenas dos vértices de A(f), isto é, de A1 e As. Neste caso, se as matrizes Aq
e/ou Ay nao sao estaveis no sentido Hurwtiz, subtrai-se o termo (o + p)I,, de A; e/ou As,
onde o é a parte real do maior autovalor de A; e/ou Ay e p é uma escalar positivo que deve

ser escolhido a priori. Embora este procedimento nao garanta a estabilidade Hurwtiz para
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todo A(#), com 0 € [0 1], ele reduz o nimero de sistemas gerados que nao sao robustamente
estaveis sobre a regiao. Neste exemplo, dois valores para p sao considerados, p =1 e p = 10,
sendo que 1000 sistemas sao gerados para cada um.

Para cada sistema, de forma similar ao exemplo anterior, trés filtros robustos Ho sao

projetados através dos seguintes métodos:
(i) o Teorema 2.1, referido como (N)
(ii) a abordagem de [76], referido como (T)
(iii) a abordagem de [37] baseada em estabilidade quadrética, referida como (G)
O objetivo é analisar
P1- o nimero de vezes que cada abordagem tem solucao factiveis.

P2- o ntmero de vezes que cada abordagem, entre as trés, fornece o limitante superior
minimo p da variancia assintotica do erro de estimagao.
100

996
99.2-

Con
o=z

98.5 i

96.5 i

95.7 s

P1%

90

p

Figura 2.4: Percentagem de solugoes factiveis para cada uma das trés abordagens quando
p=1lep=10

Fig. 2.4 mostra a porcentagem de solugoes factiveis para as abordagens (N), (T) e (G)
quando p = 1 e p = 10, enquanto que a Fig. 2.5 mostra a relagao das solugoes nao factiveis dos

métodos considerados, onde I representa o nimero de solugoes nao factiveis em conjunto dos
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métodos (T) e (G). Observe que a abordagem (N) tem o maior nimero de solugoes factiveis em
ambos os casos. Além disso, nos 19 sistemas onde a abordagem (N) néo é factivel, é possivel
através de uma busca unidimensional fina, mostrar que apenas um sistema é robustamente
estéavel. No entanto, para este sistema nenhuma das abordagens fornece uma solugao factivel
(veja a Fig. 2.5). Comparando as abordagens (T) e (G), percebe-se pelos resultados obtidos,
que embora a abordagem (T) seja baseada em uma funcao de Lyapunov mais complexa que a
abordagem (G), o nimero de sistemas no qual a abordagem (T) nao tem solugao é menor que
o da abordagem (G). Por exemplo, quando p = 10 a abordagem (G) tem solugoes factiveis em
99, 2%, enquanto que a abordagem (T) tem em 96.5%. Perceba, também, pela Fig. 2.5, que
dentre os 28 sistemas que a abordagem (T) é nao factivel, no caso de p = 1, a abordagem (G),
baseada em estabilidade quadratica, obteve uma solucao factivel em 25. Esse fato ocorre, por

exemplo, para o sistema formado pelas seguinte matrizes geradas aleatoriamentes:

[ 24937 —0.4667  0.7247 —2.3937  0.1519 —0.2442
Ay =1 03078 —1.9260 0.0995 |, A2=|-0.2477 —1.3659  2.7567 |,
| 0.7462  2.0379 —1.8272 1.0454 —2.4468 —0.1843
- T T
—9.5410 —1.6456 0 —83.0815 —164.4205
B= 137918 —6.7142 0|, C1=|-224.7866 | , Co= | —47.3450| ,
| 14.6592 62019 0 3.0005 —67.3917

Cz:[0.4916 0 0], D:[o 0 —7.78181,

onde foi possivel projetar o filtro Hy usando os métodos propostos em (N) e em (G), mas

nao foi possivel projetar o filtro usando o método proposto em (7).

Esta aparente contradi¢ao, pode ser explicada pelo fato da abordagem (T) ser baseada no
Lema da projecao( Projection Lemma), o qual ndo garante que os métodos baseados neste lema
sejam menos conservadores que as abordagens baseadas em fungao de Lyapunov quadratica

para sistemas com incertezas (para mais detalhes veja [1]).

Observando o nimero de sistemas que tem o melhor desempenho, em relagdo a mini-
mizacao do minimo limitante superior p*, obtém-se os seguintes resultados: quando p = 1
nos 985 sistemas factiveis a abordagem (N) apresentou o melhor desempenho. No caso de

p = 10 tem-se 972 casos para a abordagem (N), 4 para a abordagem (T), 11 para (N) e (T)
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Todos

p=1 ~ p=10
e | representa a drea de intersecgdo entre as abordagens T e G

Figura 2.5: Niimero de solugbes nao factiveis quando p =1 e p = 10.

simultaneamente, 6 para (N) e (G) simultaneamente e 3 casos em que todas foram igualmente
satisfeitas, comprovando a eficiéncia do novo método em relacao aos ja existentes.

Com este exemplo, comprova-se que esta nova abordagem apresenta uma significativa
melhora quando comparada com as abordagens (T) e (G). E como esperado, em nenhum
caso esta abordagem obteve um resultado pior do que o resultado baseado em estabilidade

quadrética (G).

2.3 Sistemas Variantes no Tempo

Nesta secao, apresenta-se o projeto de filtros robustos Hs para sistemas que sao variantes
no tempo', publicado em [10]. Considera-se o sistema (2.1), assumindo que as matrizes B, D

sdo agora constantes e que as matrizes incertas A(f) e C(6), sao dadas por

A(O(t)) = Ao + 207, 0i(1) A

(2.52)

C(0(t) = Co + 3271 0:(t)Ci
onde A;, e C;, i = 0,...,p, sdo matrizes reais conhecidas de dimensao apropriada e 6;,
1=1,...,p sao os parametros incertos variantes no tempo com taxa de variacao limitada

0;(t). Assume-se que (6(t),6(t)), ¥t > 0 pertenca a um politopo B com £ vértices conhecidos
e By denota o politopo dos admissiveis 0(t) e £y é o nimero de vértices de By.

Assume-se, sem perda de generalidade, que 6§ = 0 pertenca a By e B. Note que, é sempre
possivel satisfazer esta condigdo através de uma defini¢do apropriada das matrizes Ag e Cy.

De forma similar ao caso de sistemas invariantes no tempo, apresentado na secdo ante-

1O projeto de filtros robusto Heo ndo sers apresentado nesta tese, pois ja foi desenvolvido em [30].
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rior, o objetivo é buscar uma solucao para o Problema Hs usando funcées de Lyapunov
dependentes de parametros. Considera-se aqui o projeto de filtros baseado no gramiano de
observabilidade, parte (c) do Lema 1.4, ou seja, busca-se projetar um filtro F e encontrar

matrizes P(0) e W(6), convexas em 6 de forma que as seguinte desigualdades sejam satisfeitas:

P(0)+P(0)Au(0)+AT(O)P(6) CL(6) <Qv(60.0) B (2.53)
_ Ca(0) -1
[ W) BIP®©)

>0,V 0chBy (2:54)
| P(0)B.  P(0)

Pelo Lema 1.4 (b), pode-se afirmar que o sistema do erro de estimagao (2.3) é exponencial-

mente estével para todo (0,0) € B e

t
I5clB < Jim 7 [ TepvGo@)ar. (2.55)

A seguir, apresentam-se solucoes baseadas na norma Ho para este problema considerando

que a func¢ao de Lyapunov é bi-quadratica em 6.

Para desenvolver o projeto do filtro robusto He, a equagao de estado do sistema (2.1) é

reescrita como

#(t) = [Ao + AO(t)]z(t) + Bw(t) (2.56)

onde A € R™? ¢ uma matriz conhecida e ©(t) € R?™ é uma matriz cujas as colunas

dependem linearmente dos parametros incertos 6;, onde o valor ¢ depende da escolha de ©.

E sempre possivel colocar o sistema (2.1) na representacao (2.56), nao impondo nenhuma

perda de generalidade. Uma escolha natural e direta de A e © é
A=[A1... A), ©=[01,...0,I,)". (2.57)

Observe que ¢ = np, para © dado acima, é a maior dimensao possivel para as linhas de © de

forma que esta matriz nao tenha redundancia.

Na seqiiéncia, desenvolve-se uma nova abordagem para o projeto do filtro robusto Hs para

o sistema (2.1) usando uma funcio de Lyapunov quadrética em 6 dada por V (£, 0) = ¢TP(0)¢,
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com

Py+PO+0TPI+0"P0 P
o—| """ ! N (2.58)
Pl Py

onde Py, P3, Py € R™" P c R e Py c R1¥9 e ¢ = [T 27]T.
Note que, como P(#) >0 para § = 0, entao as matrizes Py, P3 e Py devem satisfazer

Py P

>0. (2.59)
Pl P

Além disto, sem perda de generalidade, assume-se que a matriz P; seja ndo singular?.

O primeiro resultado apresenta uma condi¢dao necessaria e suficiente para a existéncia da
matriz P(6) de forma que (2.58) satisfaca as condigoes (2.53) e (2.54). Este resultado é uma
forma alternativa de reescrever as condigdes (2.53) e (2.54), através de relages de afins no

parametro incerto 6. Para este fim, introduza a seguinte notacao

Ao A 0 B
A(0,0)=]|04+6 ©A4 0| B(0)=|0B],
B;C() 0 A B;D

Ce:[cz 0 —cf], H(ﬁ):[(a -1, 0], (2.60)

mo)=[re) o mO=[0 He)

Lema 2.6 FEziste uma matriz P(0) da forma (2.58) tal que as condigies (2.53) e (2.54) sdao

2n+q) X (2n+q

satisfeitas se e somente se existe uma matriz simétrica P € R( ) da forma

Py P Py
P07P37P4€Rn><n7
P=|pPr P, 0|, (2.61)
Py € R4, Py € R1*4
P{ 0 P

*Maiores detalhes podem ser obtidos em [31].



2.3 Sistemas Variantes no Tempo 51

de modo que para todo n € RZT4+7= ¢ fj € R2H4H1w o5 sequintes condicdes sejam garantidas:

n W A(0,0)n < 0,Y(n,0,0) tal que Hy(0)n=0, com 1#0 e (6,6) € B (2.62)
| W(0) BI'p
i i >0,V (7,0) tal que Hy(0)i=0, com 70 ef € By (2.63)
PB, P
onde

. AT(9,0)P+PA.(0,6) CT
W4(0,0) = (6.9) (©,9) . (2.64)

C. -1

Prova: Primeiro, factorize a matriz P(#) como
PO) =9 (6)Pw(©), (2.65)

onde P é uma matriz simétrica definida em (2.61) e

I, 0
v =leoe o |. (2.66)
0 I,

Considerando (2.60), (2.65) e (2.66), pode-se facilmente mostrar que o lado esquerdo de (2.53)

e (2.54), denotado por A;(f) e Aa(6), respectivamente, pode ser escrito como

A1(0) =TT (0)T 4(0,0)T1(0)

m@ = wie)| VO E gy
PB, P

onde

vy (0)= diag{@(@), Inz}7 \112(9) = diag{Inwa \11(0)} :

Além disso, observe que sendo &1 € R e & € R?™w ¢ pelas definicoes de W1 (6), ¥a(h),

H,(6) e H2(0), as seguintes equivaléncias sao garantidas:

n=Wi(0)&1, seesomentese Hi(6)n=0. (2.67)

71 =W9(0)&, se e somente se Hy(f)n = 0. (2.68)
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Assim, segue que A;(f) > 0 para todo (6, 8) € B se e somente se
N WA(0,0)n <0, n="T1(0)61; VEL ER™ & #0

para todo (0, 0) € B, o qual por (2.67) é equivalente & (2.62).

Por outro lado, Ay(f) > 0, VO € By, se e somente se

| W(O) BIP| .
U 1>0, 7=Wy(0), Vé€ R, & #£0
PB, P
para todo 6 € By, o qual por (2.68) é equivalente a (2.63). \VAYAY/

O préximo resultado, baseado no Lema de Finsler, apresenta condigoes suficientes para

testar as desigualdades (2.62) e (2.63) do Lema 2.6.

Lema 2.7 Considere o sistema incerto do erro (2.3). Entao as desigualdades (2.53) e (2.54)
sao satisfeitas com uma matriz P(0) da forma (2.58) se existem uma matriz simétrica P €
RZrH+0x@n+49) dg forma (2.61) e matrizes M € REnHatnz)xa ¢ G ¢ REHa+H0)Xa tgi5 que as

sequintes desigualdades sejam satisfeitas

W4(0,0)+ MH, + HF MT <0, ¥(,0) € B (2.69)
W () B.P
+ GHy(0) + HY (0)GT > 0, V0 € By (2.70)
pPBT P

Prova: O resultado segue ao verificar que (2.69) e (2.70) implicam nas desigualdades (2.62)
e (2.63) do Lema 2.6. ood

As desigualdades deste lema, de forma similar ao Lema 2.1, sdo convexas apenas em 6 e
6. Desta forma, no caso em que as matrizes do filtro Ay, By e Cf sao dadas, (2.69) e (2.70)
sao LMIs em P, M e (G, e assim a factibilidade destas desigualdades pode ser testadas via
algoritmos LMIs padroes.

No entanto, a metodologia para o projeto do filtro, proposta nesta se¢ao, envolve encontrar
as matrizes Ay, By e Cy juntamente com as matrizes P, M e G de forma que as desigualdades
(2.69) e (2.70) sejam satisfeitas. Como estas desigualdades nao sao juntamente convexas em P,

Ay e By, busca-se através de transformacoes apropriadas e mudancas de varidveis transformar
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as desigualdades (2.69) e (2.70) em LMIs. Este resultado é apresentado no préximo teorema.

Teorema 2.5 Considere o sistema (2.1) e seja By e B politopos admissiveis de 0 e (6,0),
respectivamente. Suponha que existam matrizes simétricas Py > 0, Py e Qp, e matrizes Py,
G1, Go, Gz, My, My, My, Qa, Qp, Qc, Qa , Qup e Wi para i = 1,..., 4y satisfazendo as

sequintes LMIs

[ dqq * * * |
oy Do * * .
<0, V(6,0) € V(B) (2.71)
d3, QpA— Qup QA—i-QZ; *
| C. + My© —M, —Qc¢ —1I |
W (o) * * x ]
(Py+ P1©®)B+QpD +0TGT Py+G20+0TGY * *
>0, V0 € V(By)
(Pl + P,®)B-GT Pl +G30 -G P -G3—-GT
QOpB+QpD Qp + Qa6 —Qa Qp_
(2.72)
onde W(0) € uma matriz afim em 6 com valores W1, ..., Wy,, nos vértices de By e
(I)H = AgPQ + Pvo =+ QBC(Q) =+ CT((Q)Qg + PlT + 'I‘TplT + Ml@ =+ @TMiT,
P9y = Pl Ag+ Py Y+ (P A+ PIOA)T— M+ M0, 2.73)
Doy = AT Py + PTA+PyOA+ (PO A)T— My— MY, '
D31 = QpAg + QpC(0) + QL +Qy0, T=04,+ 6,
entdo o filtro F com matriz de transferéncia
Gzy(s) = (QoQph)[sT — (240517125 (2.74)

garante que o sistema do erro de estimacao Se satisfaz as desigualdades (2.53) e (2.54) com

uma matriz P(0) quadrdtica em 6 descrita por (2.58). Além disto,

11Se|[3 < _max Te [Wi], V(6,6) € B. (2.75)

=1,..5%0

Prova: Serd mostrado que as desigualdades (2.69) e (2.70) sao equivalente as LMIs de (2.71)
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e (2.72), respectivamente. Primeiro, particionam-se as matrizes M e G de acordo com H(0)

(S HQ(Q),
T T
M=|MT Mf MT MT|, G=|cT G¢f GF GT
onde My, M3, Go, G4 € Rnxq’ My, G3 € quq7 My € anxq, e Gp € RMwx4
Pelas definicoes de A.(6,0), B(0), Ce(6), H1(0) e P em (2.60) e (2.61), as desigualdades

em (2.69) podem ser reescritas como

[ Wi * * * |
W- W * *
2 2 <0 (2.76)
W31 Pg.A — My P4Af + A;";PAL *
i C,+ M0 — My —Cy -1 |

onde
Wii= AL Py + PoAo + P3BsC(0) + [P3BsC(0)]T + YT + YT P + M© + 0T MT,

Wo1 :PlTAO + PY + (P().A + PIG.A)T — MlT + Mg@,
Way=ATP, + PL A+ P,OA+ (P,0A)T — My — MT,
W31 = Png + P4BfC(¢9) + A?Pg + M30,

onde T ¢é definido em (2.73). A seguir, introduz-se a matriz
Jy = diag{IL,, I,, P,'P], I,.}. (2.77)

Note que, como as matrizes P3 e P, nao sao singulares, J; é bem definido e regular.
Pré- e pés-multiplicando (2.76) por JIT e Ji1, respectivamente, e definindo as seguintes
variaveis
Qu=P3A;P;'P], Qp=PsB;, Qc = C;P; P,
(2.78)
Qu = P3Py ' Ms, Qp = PP 'Pf
a desigualdade (2.76), ou equivalentemente (2.69), torna-se a LMI (2.71). Além disto, (2.78)
implica que o mapeamento de (Ay, By,Cy, M, Py) para (Q24,0p,Qc,Q,Qp) é inversivel.
Assim, (2.69) é equivalente a (2.71).

Agora, prova-se a equivaléncia entre as desigualdades de (2.70) e (2.72). Pela definigao
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de H»(f) em (2.60) e a partigdo de G, a desigualdade (2.70) torna-se

W (o) * * *
(Po+ P1©)B+ P3BfD + OTGT  Py+ G20 + (G20)T * *
>0 (2.79)
(Pl + P,O)B — GT Pl -Gy + G0 —G3-GI+P «
i PI'B+ PyBD PlG,0e -Gy Py

Pré- e pés-multiplicando (2.79) por JI e Ja, respectivamente, onde
Jo = diag {1, , In, Iq, Py ' P{ '} (2.80)

e introduzindo a varidvel Qg = P3P4_1G4, pode-se verificar que (2.79) é equivalente a LMI

de (2.72). A seguir, considerando (2.78), segue que
Ap=Py Qa0 P, By=P;'Qp, Cr=(QcQp")Ps

e assim a matriz de transferéncia do filtro, Gz,(s), de (2.74) é facilmente obtida.
Finalmente, pelo Teorema 2.5 conclui-se que o filtro acima garante que para todo (6, 9) €

B, o sistema do erro de estimagao S, é exponencialmente estavel e

T
113 < lim %/ Te [W(6)]dt < max Tr[Wi].

i=1,...,0g
Finalizando a prova. \VAVAY/
Note que, qualquer solugao factivel das LMIs (2.71) e (2.72) produz um filtro robusto
apropriado. Além disto, o filtro que minimiza o limitante superior do quadrado da norma Ho

do sistema do erro de estimacao pode ser determinado via o seguinte problema de otimizacao

min u

sujeito a (2.71), (2.72), e p —Tr [W;] >0, 1 =1,..., ly.

Além do que, resulta que ||Se||3 < p.

Observagao 2.1 Note que, o Teorema 2.5 tem como caso particular o método de filtragem
robusta Ho baseado em estabilidade quadratica e em fungdes de Lyapunov que sao afins

nos parametros, ao se impor certas restrigoes nas partigoes da matriz P definida em (2.61).
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Assim, ao se fixar P; = 0 e P, = 0, P(0) torna-se independente de parametros e o Teorema 2.5
fornece uma abordagem baseada em estabilidade quadratica. Por outro lado, impondo que

P, =0, a matriz P(f) torna-se afim no parametro 6. O

Deve ser notado que as condi¢oes do Teorema 2.5 com P; =0 e P, =0 sdo necessarias e
suficientes para garantir que as condigdes (2.53) e (2.54) sejam satisfeitas com uma matriz de
Lyapunov independe de parametros, ou seja, P(6) = Qo > 0. A suficiéncia segue imediatamente

da Observacao 2.1, e a necessidade é apresentada no proximo lema.

Lema 2.8 Considere o sistema (2.1) e suponha que exista uma filtro assintoticamente estdvel
com realizagdo no espago de estados dada por (Ay, By, Cy), tal que o sistema do erro de
estimagao (2.3) satisfaga (2.53) e (2.54) com P(0) = Qo e W(0), que é afim em 6 com
valores Wh, ..., Wy, nos vértices de By. Entdo as condigcoes do Teorema 2.5 sao satisfeitas

com a mesma matriz W ().

Prova: Como (6,0) pertencem a um politopo limitado, segue de (2.53) e (2.54) que existe

um escalar € > 0 suficientemente pequeno tal que para todo 6 € By

QoAd0)+AL(0)Qo+ 00T CT(h)

<0 (2.81)
C.(0) -1
w() Bi Qo
o >0 (2.82)
QoBa Qo — €007
onde 67 = [@T 0}. Introduza a seguinte particao para (g, onde todos os blocos sao
matrizes nxn
Q1 Q2
Qo = . : (2.83)
Ry @3

Sem perda de generalidade, a matriz ()2 pode ser assumida néo singular. Além disto, defina

as matrizes

Q1 0 @2
P=| 0 0 0|, Q4=@QA4;Q:'QF,
QY 0 Qs

Qp = Q2By, Qc=0C1Q3'Q3, Qp=Q205'Q3,

Oy =QpA, Qe=0, G =0, Gy=0,
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G3:—€I, MlelA, MQZEI, M4=0

Com as matrizes definida acima, pode ser facilmente estabelecido que o lado esquerdo de

(2.71) e (2.72), denotado por ®; e ®9, respectivamente, torna-se

K * * *
T €© —2el * *
@1 :‘]1 Jl
Kz 0 AjQs+Q3A;
| C. 0 —Cy —1I |
[ W (8) * .
B+ Q2B¢D * *
By JT Q1 Q2By Q1 7
0 —e® 2el x
| QIB+Q3BfD Q5 0 Qs

onde J; e Jy sdo dadas em (2.77) e (2.80) e
K1 = QuA(0) + AT(0)Q1 + Q2B;C(6) + [Q2B;C(9)]"

K3 = AT(0)Q2 + [QsBrC(0)]" + Q2A; .

Finalmente, usando o complemento de Schur’s e considerando (2.81)-(2.83), pode ser verifi-

cado que ®; < 0 e &3 > 0, o qual conclui-se a prova. ood
Exemplo 2.3

Neste exemplo, considera-se o sistema (2.49) com um parametro incerto #(t) variante no

tempo, que afeta apenas a matriz de dinamica do sistema, ou seja:

(1) = 0 —1+0.30(t) o) + -2 0 w(t)
1 —0.5 10
y(t)z[—loo 1oo]x(t)+[o 1]w(t) (2.84)

(1) = [1 o] (1)

onde |0(t)| < 1.4 ¢ |0(t)| < o, com o > 0.
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O objetivo é projetar um filtro robusto He para o sistema (2.84) para diversos valores
de «. Para resolver este problema, aplica-se o Teorema 2.5 para diferentes tipos de fungoes
de Lyapunov, afim de ilustrar a influéncia da funcao de Lyapunov no limitante superior da
norma Hs. Considera-se, os casos onde P(6), descrita em (2.58), depende quadraticamente
ou afim de 6, o qual sdo referidos como abordagens bi-quadrdatica (B) e afim-quadrdtica (A),
respectivamente. Note que a abordagem afim-quadratica é obtida do Teorema 2.5 ao zerar
a particdo P» da matriz P de (2.61). Os métodos de filtragem robusta Ho baseados em
estabilidade quadratica de [31] e [37] (baseados em (2.53) e (2.54)) também sao aplicados
para o sistema (2.84) e resultados idénticos, referidos como (@), foram obtidos. Fig. 2.6
mostra o limitante superior otimizado p do quadrado da norma Hs do sistema do erro de
estimagao em funcdo de « obtido pelo Teorema 2.5 para as abordagens (A) e (B) e para o
método (Q). Segue da Fig. 2.6 que a abordagem (B) fornece o melhor resultado. Deve ser
observado que as abordagens (A) e (B) sao eficientes em uma maior faixa de valores para
os parametros incertos que os métodos em (@). Além disto, os métodos de [31] e [37] sdo
restritos a || < /0,9375/0,6 ~ 1,61374, o qual é a faixa tedrica admissivel de |f] para a
estabilidade quadratica do sistema (2.84). Em contraste, as abordagens (A) e (B) resolvem o
problema para |0 < 2.9 e |f] < 3, respectivamente, quando |§| < 1, e para |9| < 10/3 quando
O(t) = 0, o qual é a faixa de |f| para a estabilidade assintética do sistema (2.84). A Fig. 2.7
mostra o limitante superior otimizado p em fungao de 3, onde |f| < 3, para os métodos (Q),
(A) e (B) sobre a restricio que |§| < 1. Note que a abordagem (B) é superior a abordagem
(A).

Observe que o filtro de Kalman projetado para o sistema nominal de (2.84) com 6(t) =0
e aplicado ao sistema (2.84) com 6(t) = 1,4, fornece ||S.||3 = 36, 3464.

Note que uma comparacao entre esta abordagem e os resultados apresentados na secao
anterior pode ser realizada apenas quando assume-se que 6 = 0. Neste caso, aplicando o
Teorema 2.2, para 8 < 1,4, § = 0 e € = 3,2, obtém-se u = 2,8667. Comparando com os
valores de p da Fig. 2.6(quando o = 0), percebe-se que, o Teorema 2.2 fornece um limitante
superior menor que as abordagens bi-quadratica e afim. Esta aparente melhora do método
proposto pelo Teorema 2.2 pode ser explicada pela estrutura da funcao de Lyapunov utilizada
em cada uma das abordagens. Enquanto que no Teorema 2.5 considera-se apenas que parte da

funcao de Lyapunov diretamente ligada a dinamica do sistema seja dependente de parametro,

3baseado também no gramiano de observabilidade
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6.5

Figura 2.6: Limitante superior x para [0] < 1.4 e |0] < o

no Teorema 2.2 considera-se que toda a funcao de Lyapunov seja racional em 6. No entanto,
os métodos propostos nos Teoremas 2.1 e 2.2 sdao apenas aplicaveis a sistemas invariantes
no tempo. As primeiras tentativas em estender estes resultados para sistemas variantes no

tempo ainda sao restritivas.

2.4 Notas Complementares

Para resolver o problema de filtragem através de uma formulacao LMI é necessério o uso
de transformagoes de congruéncias. Como pode ser reparado ao longo deste capitulo (e da
tese), dois tipos de transformagoes estao sendo utilizadas, a proposta em [31] e a proposta em
[37]. O uso de uma ou outra transformagao neste trabalho se deve a facilidade que esta por
ventura possa trazer no projeto de filtros robustos usando fungoes de Lyapunov dependente
de parametros. Na realidade, quando se considera que os parametros do sistema sao variantes
no tempo, no contexto de sistemas a tempo continuo, as transformacao propostas em [31]
sao mais facilmente aplicaveis. Este fato fica mais evidente no caso de sistemas nfo lineares
(Capitulo 4), onde verificou-se que para o caso de sistemas com nao linearidades do tipo
racionais, ao usar as transformacoes propostas em [37] nao foi possivel, com a metodologia
aqui utilizada, obter condicoes convexas.

E importante ressaltar que a principio nao se pode ainda afirmar se o uso destas duas

transformagoes fornecem ou nao resultados equivalentes. Parece interessante que um estudo
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B

Figura 2.7: Limitante superior x para |0] < 3 e 6] < 1.

mais detalhado entre estes dois tipos de transformacao seja realizado. No entanto, as pri-
meiras tentativas mostram que tentar fazer uma relacao algébrica de equivaléncia entre estes

resultados (se existir) nao é uma tarefa facil.

Observacgoes sobre ¢

A seguir faz-se uma breve discussdo sobre a escolha do pardmetro e, necessirio para
aplicagao do resultados propostos na Secao 2.2, que influencia o valor do limitante superior
i 6timo da variancia do erro de estimagao. E importante ressaltar que o objetivo nao é
propor uma prova formal para a escolha deste parametro, mas sim apresentar alguns fatos
interessantes observados durante a aplicacao destes resultados. Talvez, destas consideracoes,
surjam algumas idéias para a busca otimizada deste parametro.

A alternativa escolhida para a escolha do e 6timo, ou seja, o valor de € que forneca o
valor 6timo de p, foi fazer uma busca unidimensional em e, conforme a Fig. 2.1. Ao efetuar
esta busca verificou-se que tipicamente o comportamento de p X € possui um tnico valor de
minimo, o que facilita o processo de otimizacao.

Fig. 2.8 mostra o histograma do ntimero de sistemas versus o valor 6timo de € obtido para
o Exemplo 2.2. E interessante observar que o valor 6timo de € para a maioria dos sistemas é
menor que 2. Comparando os histogramas para os casos em que p = 1 e p = 10, percebe-se
também, que o valor médio de ¢ parece crescer quando o sistema se aproxima da regiao de

instabilidade (no caso p = 1). Este mesmo comportamento pode ser visto na Fig. 2.9 que
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apresenta o comportamento de € versus « para o caso (a) do Exemplo 2.1. Analisando a
curva, percebe-se que o valor 6timo de € cresce quando aumenta-se o valor de «, que, neste
caso, implica que o sistema tem um dos pdlos se aproximando da regiao de instabilidade.
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Figura 2.8: Histograma do valor étimo de €

Nos Lemas 2.2 e 2.3 provou-se que se os resultados baseado em estabilidade quadratica
fossem satisfeito com uma fungao de Lyapunov independente de parametros onde P(0) = Q,
entao os Teoremas 2.1 e 2.2 com ¢ suficientemente pequeno, também seriam satisfeito com a
mesma fungdo de Lyapunov. Sendo essa uma condicao suficiente para assumir que a fungao
de Lyapunov seja constante, ou seja, N(0) = M = Qo para todo 6. Ainda nao foi possivel
mostrar a necessidade desse resultado, ou seja, que ao fixar € pequeno os Teoremas 2.1 e 2.2
s6 terao solugao quando N(0) = M = Q. No entanto, verificou-se nos exemplos numéricos
que nos casos no qual o resultado baseado em estabilidade quadrética nao tinha solucéao, nao
era possivel obter solucgoes factiveis para os Teoremas 2.1 e 2.2 quando fixava-se ¢ pequeno
(na ordem de le~?). Esse fato também pode ser observado na expressio (2.14), no qual
percebe-se que ao fixar € muito pequeno, a tendéncia é que este resultado sé seja satisfeito

quando N (6) tenda a M.
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0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5

Figura 2.9: Valor 6timo de e para cada «a, caso (a)



Capitulo 3

Sistemas a Tempo Discreto

Neste capitulo aborda-se o projeto de filtros robustos para sistemas a tempo discreto com
parametros incertos variantes no tempo. Como no caso de sistemas a tempo continuo, o
objetivo é o projeto de filtros robustos Ho e Hoo utilizando fungoes de Lyapunov que sao
dependentes dos parametros incertos. Os resultados apresentados neste capitulo sao uma
alternativa aos resultados existentes baseados em estabilidade quadraticas ([16, 40, 61, 70,
83]), os quais permitem uma variagao arbitraria do parametro incerto, e o método de [39], o
qual usa uma funcao de Lyapunov que depende de forma afim do parametro e é restrito para
o caso de sistemas com parametros invariantes no tempo. Apresenta-se, também, o projeto
de filtros mistos Ha/Hoo. Os resultados apresentados nas Segoes 3.2 e 3.3 foram publicados

em [5] e [11], respectivamente.

3.1 Formulacao do Problema

Considera-se o sistema incerto a tempo discreto descrito por

St a(k+1) = ABk))z(k) + BO(K))w(k)
y(k) = C(O(k))a(k) + D(O(k))w(k) (3.1)
z(k) = Cx(0(k))x (k)
com 0(k) = (61(k),. .. 0,(k)) € RP, onde z(k) € R™ é o estado, w(k) € R™ & a entrada de

ruido, y(k) € R™ é a saida medida, z(k) € R™ é o sinal a ser estimado, 0;(k), i =1,...,p,

sao parametros incertos limitados variantes no tempo com taxa de variagao limitada Af;(k) =
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A (k) AG (k)

(=b,0) (a,¢) (=b,)

(a,0)

o(k) o(k)

(7b7 0)

(=b,—¢) (a,—c) (a, —c)

(a>0,b>0) (a>0,b>0)
(a) Politopo nao consistente (b) Politopo consistente

Figura 3.1: Dois politopos D para um escalar 6(k).

0;(k+1)—0;(k), e A(9), B(0), C(0), C.(0) e D(A) sao matrizes reais de dimensao apropriada
que dependem de forma afim do vetor de parametros 6(k), que pertence a um politopo Dy

com {y vértices conhecidos.

Assume-se, também, que (0(k),Ad(k)), Vk > 0, pertenca a um dado politopo D com ¢
vértices conhecidos, onde Af(k) = 6(k+1) — (k). Note que os valores de 8(k+ 1) dependem
dos valores de 0(k) e AG(k). Ao longo deste capitulo, assume-se que os valores admissiveis de
0(k) sao independentes do instante k, e assim sao os mesmos valores admissiveis de 6(k + 1),
o que implica que os valores admissiveis de Af(k) sdo os que satisfazem a seguinte restrigao:
O(k + 1) = 6(k) + A6(k). Um politopo D satisfazendo esta condi¢ao serd chamado de um
politopo consistente. Fig. 3.1 (a) mostra um politopo D que nao é consistente, pois se (k) = a
e AG(k) > 0, O(k + 1) podera estar fora de D. Por outro lado, o politopo da Fig. 3.1(b) é
consistente quando 0 < ¢ < a 4+ b. Além disto, note que quando ¢ = a + b, 0o parametro
0(k) pode ir de um extremo a outro da faixa de valores admissiveis em uma iteragao, o que

corresponde ao caso de maior variacao possivel para o parametro.

De forma similar ao Capitulo 2, o objetivo é projetar um filtro linear F estaciondrio
a tempo discreto que obtenha uma estimativa Z do sinal z com um desempenho garantido
através das normas Hy e Hoo independente dos parametros incertos #;. Atencdo é dada ao
projeto de filtros lineares invariantes no tempo, assintoticamente estaveis e de ordem n com

a seguinte realizagao no espago de estados
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F: z(k+1)
2(k)

As2(k) + Bpy(k), #(0)=0
Cra(k)

(3.2)

onde busca-se determinar as matrizes Ay € R"*", By € R"*"™ e Cy € R"=*".

A dinamica do erro de estimacdo e = z — 2 é descrita pelo seguinte modelo no espaco de

estados
Ser &E(k+1) = Ag(0(k))E(k) + Ba(0(k))w(k) 53)
e(k) = Co(0(K))E(k)
onde
A N P B R
Ty ByC(0(k)) Ay
(3.4)
Bato) = | PO e = [ e oy |-
ByD(0(k))

O objetivo, entao, é encontrar solugoes factiveis para os Problemas Hs e H, apresenta-
dos no Capitulo 2, aplicados agora ao sistema S, acima. Nas proximas se¢oes apresentam-se
solugbes para estes problemas, baseadas em fungoes de Lyapunov, no qual a matriz P(6) é
quadratica nos parametros incertos, do tipo (1.6). Para simplificar a notagao, ao longo deste

capitulo a dependéncia de (k) no tempo k serd omitida e 0(k + 1) serd denotado por 6.

3.2 Projeto do Filtro Robusto H,

Esta segao apresenta o projeto de filtros robustos para o sistema incerto (3.1) via a norma
‘Ho. Dois métodos baseados em LMIs sao desenvolvidos para o projeto de um filtro F dado por
(3.2) de forma que o sistema do erro de estimagao S, satisfaga as condigoes do Teorema 1.1
com uma matriz P(k) que depende quadraticamente de #(k). O primeiro método busca
projetar um filtro F tal que existam matrizes reais P(f) > 0 e W(6) > 0, quadratica e
afim em 6, respectivamente, e uma matriz G de forma que as seguintes desigualdades sejam

satisfeitas:
P(0) — B.(0)BL(0) A (0)G
>0, V(6,A0) € D (3.5)
GTAaT(O) G+GT - P(0)
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W (8) Co(0)G
>0, V0 € Dy. (3.6)
GTcro) G+GT-P)
Pelo Lema 1.8 (b) e Teorema 1.1 (a), as condigoes (3.5) e (3.6) garantem que o sistema do
erro de estimacao (3.3) é exponencialmente estavel para todos (6, Af) em D e sua norma Ha

satisfaz:

1Se|12 < ®, V(0,A8) € D; k= sup Tr[W(0)].
0eD

Além disso, V(£,0) = ¢F(k)P~H(0(k))é(k) é uma fungdo de Lyapunov dependente de
parametros para o sistema do erro de estimagao (3.3). Uma abordagem similar é usada

para o segundo método, sendo que neste caso o resultado é baseado nas condigoes (1.44) e

(1.45) do Teorema 1.1 (b), ou seja,

P(0) — Cq (9)Ca(0) AT(O)GT
>0, (3.7)
GA.0) G+ GT —P(0)

W (6) BF(o)G"
> 0. (3.8)
GB.(0) G+ GT —P(0)

E importante ressaltar que como tem-se apenas garantia de um limitante superior para
a norma Hs, estes dois resultados para o projeto de filtros fornecem diferentes limitantes

superiores e diferentes filtros.

Neste capitulo, assume-se que P(6) é uma matriz dependente dos parametros de forma

quadrética, representada por

P(O) = P+ P10 +0"P + 0" ne =8P (3.9)
onde
0112, pop
~ Loy, 0 =2n+n
o=| : |, 6=|""|, pP= Y erexa, 1 ’ (310
S) PI P ng = 2np
0, Ion

O préximo teorema fornece um método LMI para o projeto de filtros robustos Hsy para
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o sistema incerto (3.1). O método proposto leva em consideragdo a taxa de variagdo dos
parametros incertos e é baseado em fungdes de Lyapunov, cuja matriz P(0) é quadratica
nos parametros incertos. O resultado é obtido pela introdugéo de multiplicadores através do
Lema de Finsler e pela aplicacao de transformacoes de congruéncias, utilizando a seguinte

notagao

© I, O 0 0

Hi(0,A0)=1| 0 0 0o |, H:)=]|0 -1, |, (3.11)
AO 0 Iy, 0 0

Hs(0) = [ o I, } . AO(k) =0k + 1) — O(k), (3.12)

g=1, 1] I=]o0 Iner. (3.13)

Teorema 3.1 Considere o sistema (3.1) e seja D um politopo dos (0, A0) admissiveis.
Suponha que existam matrizes simétricas P e Wi, i = 1,...,0g, e matrizes F, L, M, Q, R,

S, Y e Z satisfazendo as sequintes LMIs

JTPT  Wa(0) Up(6)
o) Yy -P 0 + LH,(0,A0) + Hy (0, A0)TLT >0 V(0,A0) € V(D) (3.14)
TL(6) 0 I

W)  Do(6)

BLO) Ty - P +M[0 H3(9)}+[0 Hg(e)]TMT>0 V0 € V(Dg) (3.15)
C M —

onde W (0) é uma matriz afim em 6 com valores W1y,--- , Wy, nos vértices de Dy e
~ Uu(0) 0 ~ Up(0)
U4(0) = , Up(l) = , (3.16)
0 O(2n4 xny) 0
- - Uy 0O
Vo) = wo(®) 0], Fu= , (3.17)
0 Oy,

z+zt  Z+4+yT 48T
Ho(6,0) = [ Hy(0,80) Hy(9) 0], Wu= . (3.18)
Z'+vy+S Y+Y7T
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onde V4(0), Yp(f) e Ye(0) estio definidas em (2.20). Entdo o filtro F com matriz de
transferéncia

Gzy(s) = RS~ (I —QS™H)7'F (3.19)
garante que o sistema do erro de estimagao S, satisfaz as desigualdades (3.5) e (3.6), com

uma matriz P(0) que depende quadraticamente de 0 e W (6) afim em 6. Além disso,

Se]|3 < max Tr [W;], V (6,A8) € D.

Prova: Primeiro, note que, como as desigualdades de (3.14) e (3.15) dependem de forma
afim de # e Af. Entao, pela propriedade de convexidade pode-se afirmar que estas condigoes
sao satisfeitas para todo (0, Af) € D e todo 6 € Dy, respectivamente, se e somente se (3.14)

e (3.15) sao satisfeitas.

Observe que as colunas de N, = [I ©T AOT T ¢ © formam uma base para o espaco nulo
de H,(0, A9) e Hy(6), respectivamente. Pés- e pré-multiplicando (3.14) por diag{ Ny, ©, I}

e sua transposta, respectivamente, e considerando (3.16) e (3.17), segue que

(©+A0)TP(O + AO) W 4(0) Up(0)
vh(9) Uy —0TPO 0 >0, V(6,A0)cD. (3.20)

vL(9) 0 I

Por outro lado, como as colunas de N3 = diag{I, (:)} formam uma base para o ntcleo de
[0 H3(0)], pré- e pés-multiplicando (3.15) por N{ e N3, respectivamente, e considerando

(3.17), tem-se
w(o) Ve(0)
| >0, VOeDy. (3.21)
VL) vy —0Tre
Note que (3.20) garante que ©T PO > 0, ¥ (0,A0) € D e ¥y > 0, 0 que implica que Z e Y
sdo matrizes nao singulares. Além disto, pré- e pés-multiplicando Wy por [I — I] e sua

transposta, respectivamente, implica que S + ST < 0, e assim segue que S é uma matriz nao

singular.

Defina as matrizes nao singulares U e V tal que VUTZT = S e, similarmente como em
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[37], introduza as seguintes matrizes nao singulares

Z7T e ) YT e z Yy’
G = , Gl= , T = . (3.22)
Ul e VT e o vT
onde os elementos e sao determinados unicamente pelas seguintes relacoes de igualdade
GG™! = G7'G = I. Além disto, defina a seguinte realizacio no espaco de estados para
o filtro (3.19)
Ap=Vv7'QS™'V, By=V~'F, C;=RS'V. (3.23)
Note que, a partir de (3.22), (3.23), (3.16) e (3.17) obtém-se: ¥ 4(0) = TT A, (0)GT, ¥p(0) =
TTB,(0), V() = Cu(0)GT, ¥y =TT (G + GT)T.
Pés- e pré-multiplicando (3.20) por J; = diag{T~!, T~ I'} e J{, respectivamente, tem-
se que (3.20) é equivalente a desigualdade (3.5) com G definido em (3.22) e

P)=0TPO, PO)=(0©+A0)'PO+AO), P=T"TPT', T=diag{T, T,...,T}.

(3.24)

Por outro lado, pés- e pré-multiplicando (3.21) por Jo = diag{l, 7'} e J2T , respectiva-

mente, obtém-se que (3.21) é equivalente a desigualdade (3.6) com as mesmas definigdes para
as matrizes G e P(6).

Finalmente, usando o Teorema 1.1 (a) juntamente com o Lema 1.8 (b), as desigualdades

(3.5) e (3.6) implicam que
| X
2 e ,
|Sell5 < ]\}Lnéo I kE_O Tr[W(0(k))] < max Tr [W;], V (0,A0) €D

concluindo a prova. \YAVAY/

Note que, como o limitante superior do quadrado da norma Hs do sistema do erro de
estimagao do Teorema 3.1 é uma funcao afim nas matrizes de busca, o problema de obter
o filtro que minimiza este limitante superior pode ser resolvido via o seguinte problema de

otimizacao convexa.

min u

sujeito a (3.14) e (3.15), e p—Tr[W;] >0, i=1,...,¢.

Além disto, tem-se que ||Se|3 < pu.
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Note que a Observacao 2.1 também é valida para o Teorema 3.1.

Na seqiiéncia, observa-se que dependendo da classe de sistema a ser considerada ou do
tipo de funcao de Lyapunov utilizada, o Teorema 3.1 pode ser modificado para uma versao

mais simples através da eliminacao de alguns graus de liberdade, reduzindo assim o ntmero

de varidveis.
(a) Se o sistema (3.1) tem parametros incertos 6(k) constantes no tempo, ou seja, Af(k) =

0, e P(#) é quadratica em 6 as desigualdades (3.14) e (3.15) do Teorema 3.1 podem ser

reescritas como

(b) Se o sistema é variante no tempo e a funcao de Lyapunov é afim em 6, ou seja, P, =0

em P, entao as condigoes do Teorema 3.1 podem ser reescritas como:

(6 +A0)TP(6 + AO) U 4(0) Up(0)
vh(0) Uy —0TPO 0 >0 (3.26)
vL(9) 0 I
v pel®) >0 (3.27)

vl vy —-67Pe
(c) Quando assume-se que 6(k) é constante e P(f) afim em 6, pode ser mostrado que o

método do Teorema 3.1 é equivalente ao método proposto em [37].

Observe que, as condigoes do Teorema 3.1 com P; = 0 e P» = 0 sdo necessarias e suficientes
para que (3.5) e (3.6) sejam satisfeitas com uma matriz independente de paradmetros P(6) =

P, > 0 e uma matriz G = P,. A suficiéncia segue imediatamente da Observacao 2.1, e a
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necessidade é apresentada no préximo lema, garantindo que este método de filtragem é no

pior caso tao conservador quanto o método baseado em estabilidade quadratica.

Lema 3.1 Considere o sistema (3.1) e suponha que ezista um filtro assintoticamente estdvel
com realiza¢do no espago de estados dada por (Ay,By,Cy) tal que o sistema do erro de
estimagao (3.3) satisfaca as desigualdades (3.5) e (3.6) com P(§) = P, > 0, G = P, e
W(0) > 0 uma funcao afim em 6 com valores Wy,--- , Wy nos vértices de D. Entdo as

condig¢oes do Teorema 3.1 sdo garantidas com a mesma matriz W (6).

Prova: Introduza a seguinte particao das matrizes P, e Pq_l, onde todos os blocos sao

matrizes n X n
P, P
q1 q2 _
P, = , Pil=
T
P, a2 Py,

—_
=2

w

(1]
N

=3
Além disto, sem perda de generalidade, as matrizes P, e Z2 podem ser assumidas nao sin-

gulares. Defina, também, as matrizes

Z=P;', Y=E, S=EP.P", Q=E,A;P P, F=EyBy,

g2~ q1 g2~ q1

Pl Py 0

R=CPIpt T=| " , P= . Py=TTP,T, (3.28)
0o = 0 0
T
0 —I 0 0 0 0
0
L=10 0 0 0 —I 0|, M=

—el

0 0 —I 0 0 O

Como 0 e Af pertencem a um politopo, segue de (3.5) e (3.6) que existe um escalar £ > 0

suficientemente pequeno de forma que:

P, — B.(0)BLI(0) A.(0)P, T-T(eTe + AeTAO)T! 0
—0.5¢ > 0,
P,AL(9) P, 0 T-Teter!

V(0, AG) € D (3.29)
W) Ca.(0)P, 0 0
—0.5¢ V6,) € Dy| > 0. (3.30)
prCT() P, 0 7-Terer-!

Com as matrizes F, L, M, P, Q, R, S, Y e Z definidas em (3.28), pode-se estabelecer que
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o lado esquerdo de (3.14) e (3.15), denotado por @1 e P9, respectivamente, torna-se:

P, AJ0)P, Q]

or Ay 0 0
o, = J7 ! Ji,
PAT0) 0 P, Q3

a

of 0 OF As

W)  Cu(6)P, 0
P =1J; | PCT(H) P, —eTTOT |J
0 —e0T ! 2e1

onde

Jy =diag{T, I, T, I}, Jy=diag{l, T, I}, Q1 =—-<T"T| T A0T |,

Oy = { 0 B.(9) } , Q3= [ —eTTeT o } , A =diag{2el, 21}, Ao = diag{2¢cI, I}.

Finalmente, usando o complemento de Schur e considerando (3.29) e (3.30), estabelece-se que

®1 > 0e 9 > 0, concluindo assim a prova. \VAVAY/

Com este resultado, comprova-se que o método do Teorema 3.1 nao é mais restritivo que

os métodos baseados em estabilidade quadrética.

Na seqiiéncia, apresenta-se outro método para o projeto de filtros baseado nas desigual-

dades (3.7) e (3.8), utilizando as matrizes introduzidas em (3.13) e a seguinte notagao

0 —I, 0 0 0
H@)=|0 o |, Hs(0,0)=| © -1, 0 |,
0 0 A® 0 I,
(3.31)
© -I,, 0
Hg(0,A8) = Hy(0,A0) = | Hy(H) Hs(0,A0) 0

A 0 -,

4

Teorema 3.2 Considere o sistema (3.1) e seja D um politopo dos (0, A0) admissiveis.

Suponha que existam matrizes simétrica P e W;, i =1,...,¢, e matrizes F, L, M, Q, R, S,
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Y e Z que satisfazem as sequintes LMIs para todos os vértices de D

P G TE(6)
Tu00) Oy —-JTPT 0 + LHy(0,A0) + Hy (0, A0)TLT >0 (3.32)
Te(0) 0 I
W(0) V)

T
) ) M| 0 Hy(0,00) | +[ 0 He(6,20) | MT>0 (333)
Up(0) Wy —-J'PT

onde W(0) é uma matriz afim em 0 com valores W1, --- , Wy nos vértices de D e W4 (0),
Up(0), Ue(h) e Up(0) sio definidas em (3.16)-(3.18). Entdo o filtro F com matriz de
transferéncia

Gsy(s) = RSN I —QS™) 'K (3.34)

garante que o sistema do erro de estimacgdo S satisfaz as desigualdades (3.7) e (3.8) com

uma matriz P(0) que depende quadraticamente de 6 e W(0) como acima. Além disto,
Se||3 < max Tr [W;], V (6,A8) € D.

Prova: A prova é similar & do Teorema 3.1, exceto que agora

T T -T [T
ar — Yt v o Z U
VT oyT | uT XT
e a matriz de transformacio G~7T é usada em vez de T. \YAVAYS

O proximo resultado é paralelo ao Lema 3.1 e pode ser provado usando argumentos

similares.

Lema 3.2 Considere o sistema (3.1), e suponha que exista um filtro assintoticamente estdvel
com realizagdo no espaco de estados (Ay, By, Cy) tal que o sistema do erro de estimagao (3.3)
satisfaca as desigualdades (3.7)-(3.8) com P(0) = P, > 0, G = P,, e W(0) > 0, o qual é
afim em 0 com wvalores W1, --- Wy nos vértices de D. Entao as condigoes do Teorema 3.2

estdo satisfeitas com a mesma matriz W (). oogd

Comentédrios similares aos do Teorema 3.1 se aplicam também a este resultado. Em

particular, este método de filtragem robusta Hs é no pior caso tao conservador quanto a
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abordagem de [40] baseada em estabilidade quadratica.

3.3 Projeto do Filtro Robusto H

Esta segao discorre sobre o projeto de filtros robustos Heo para o sistema incerto (3.1), e
segue a mesma estrutura do caso Hs.

Na seqiiéncia, apresenta-se o projeto do filtro robusto (3.2) de forma que (1.48) aplicado
ao sistema do erro de estimagao (3.3) seja satisfeita com uma matriz P(#) > 0, quadratica
em #, e uma matriz fixa G juntamente com as matrizes do filtro, ou seja, projeta-se um filtro
F tal que exista uma matriz real P(0) > 0, dada em (3.9), um escalar v e uma matriz G de

forma que a seguinte desigualdade seja satisfeita para todos (0, Af) € D

P(0) Al (0)G Ba(0) 0
GTAT() G+GT-P@®H) 0o GTCI(9)
> 0, (3.35)
BI'(9) 0 v 0
0 Ca(0)G 0 vl

Pelo Lema 1.9 (a) e Teorema 1.2 (a), (3.35) implica que o sistema do erro de estimagao (3.3)

é exponencialmente estavel para todos (0, Af) em D e sua norma H, satisfaz:

|Selloc <7y, Y(0,A0) € D;

Além disto, V(&,60) = €T (k)P~1(0(k))¢(k) é uma funcdo de Lyapunov dependente de
parametro para o sistema do erro de estimagao (3.3). O método LMI para o projeto de filtros

robustos Ho, ¢ apresentado a seguir, onde considera-se a notagao introduzida em (3.11)-(3.13).

Teorema 3.3 Considere o sistema (3.1) e seja D um politopo dos (0, Af) admissiveis e um
escalar v > 0 dado. Suponha que exista uma matriz simétrica P, e matrizes F', L, Q, R, S,

Y e Z satisfazendo as sequintes LMIs nos vértices de D

[ JTPT Wa(6) Up(9)
L) U, — P 0 vZ(g
NA( ) Yu c®) + LH, (0, A0) + H,(0,A0)"LT >0 (3.36)
B(0) 0 ol
0 e(0) 0 vl
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onde W A(0), Up(0), Uc(0) U (h) e Hy(0, AB) sio definidas em (3.16)-(3.18). Entio o filtro

F com matriz de transferéncia

Gsy(s) = RS™HsI —QS ) 'F (3.37)

garante que o sistema do erro S, satisfaz o Teorema 1.2(a) com P(#) = OT PO e assim, o

sistema Se € exponencialmente estdvel e ||Se||cc <y para todos (0, A0) € D.

Prova: Primeiro, note que, como a desigualdade (3.36) depende de forma afim de 6 e A6,
entdo ela é satisfeita para todos (6, Af) € D se e somente se (3.36) estiver satisfeita para

todos os vértices de D.

A seguir, observe que as colunas de Ny, = [I 60T AOT]T formam uma base para o
espaco nulo de Hy (A, Af). Pés- e pré-multiplicando (3.36) por diag{ Ng,, ©, I, I} e sua

transposta, respectivamente, e considerando (3.16) e (3.17), segue que

[ O+ AB)TPO+AO)  W40) U0 0 |
VNG Uy —-0TPe 0 L)
4 S0, V0,00 €D (339
VL (0) 0 v 0
i 0 V() 0 I

Note que, de forma similar ao caso Ha, (3.38) garante que eTPO > 0, V(0,A0) € D
e Uyr > 0, o que implica que Z, Y e S sdo matrizes nao singulares. Agora, considere as
matrizes G, G~! e T definidas em (3.22) e a realizacdo no espaco de estados para o filtro
(3.37) dada em (3.23).

Pés- e pré-multiplicando (3.38) por J; = diag{T~!, T~! I, I} e J{, respectivamente,
pode-se estabelecer que (3.38) é equivalente & desigualdade (3.35) com G em (3.22) e P(0)
\VAYAY)

em (3.24). Finalmente, a prova é concluida usando o Teorema 1.2 (a).

O Teorema 3.3 fornece um método para o projeto de filtros Ho, para o modelo (3.1) em
termos da factibilidade de LMIs. Como no caso Ha, leva-se em conta no projeto a taxa de
variagao dos parametros incertos e o resultado é baseado em funcgoes de Lyapunov que sao

dependentes de parametros para o sistema do erro de estimagao.

Note que, o filtro com o minimo valor de « obtido pelo Teorema 3.3 pode ser resolvido
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via o seguinte problema de otimizagao convexa

min 7y

sujeito & (3.36), para (0, Af) nos vértices de D

A Observacao 2.1 e uma versao do Lema 3.1 podem ser aplicadas a este resultado, ga-
rantindo assim que este método, com uma escolha adequada das matrizes de busca, forneca
condigoes necessdrias e suficientes para que a desigualdade da norma H, de (3.35) seja sa-
tisfeita com uma matriz P(8) = P, > 0.

A seguir, apresenta-se o segundo método de filtragem H., baseado nas condicoes (1.49)
do Teorema 1.2 (b), com P(#) > 0, dada em (3.9), um escalar vy e uma matriz G fixa de forma

que a seguinte desigualdade seja satisfeita para todos (0, Af) € D

P(0) A7 (O)GT Cq (9)
GA.(0) G+GT —P@) GB.H) 0
>0 (3.39)
0 BI'o)GT AT 0
Ca(0) 0 0 NI

O préximo teorema propoe uma solucao para este problema, utilizando as matrizes intro-

duzidas em (3.13) e (3.31).

Teorema 3.4 Considere o sistema (3.1), e seja D um politopo (6, A0) admissiveis e um
escalar v > 0 dado. Suponha que exista uma matriz simétrica P e matrizes F', L, @, R, S,

Y e Z satisfazendo as sequintes LMIs para todos os vértices de D

P v (0) 0 WO
WA0) Uy —JTPT U@ 0

0 VL (9) v 0

+ LHy(0,A0) + Hy(0, A0)TLT >0 (3.40)

Fe(6) 0 0 NI

onde U 4(0), Up(0), o (0) e Ur(0) estio definidas em (3.16)-(3.18). Entdo o filtro F com
matriz de transferéncia

Gsy(s) = RS™HsI —QS™H)7'F (3.41)

garante que o sistema de erro S satisfaz o Teorema 1.2(b) com P(0) = OT PO e assim, o
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sistema Se € exponencialmente estdvel e ||Se||co <7y para todos (0, A0) € D.

Prova: A prova é similar a do Teorema 3.3, assumindo que

T T -T [T
ar — Y- v a-T _ Z U
vl yT |’ T XT
e que a matriz de transformacdo G~7T é usada no lugar de T \YAVAYS

Os comentarios feitos ao Teorema 3.3 sao também aplicados a este teorema.

3.4 Filtros Misto Hs/H

Diferente das secoes anteriores, onde buscam-se solucées para os Problemas Hsy e Hoo
assumindo que o sistema é perturbado por apenas uma tipo de ruido, nesta se¢do, objetiva-
se projetar filtros para sistemas que sao perturbados ao mesmo tempo por sinais de ruidos
branco e sinais com espectro desconhecido, mais limitados pertencentes a f2. Sistemas com
estas caracteristica podem ser encontrados, por exemplo, em modelos aeroespaciais [65]. Neste
contexto, entao, surge a necessidade de projetar filtros robustos que minimizem ao mesmo
tempo o efeito deste dois sinais de pertubacoes. Estes filtros, conhecidos como filtros mistos
Hs/Ho, vem sendo estudado desde os trabalhos de [14, 48], mas somente nos ultimos anos
abordagens convexas surgiram com os trabalhos de [58, 80, 86]. No entanto, o inconveniente
é que nestas abordagens faz-se necessario o uso da mesma funcao de Lyapunov para a medida
dos dois critérios, o que pode tornar o método restritivo. Usando, entao, os resultados
apresentados nas segoes anteriores, apresentam-se nesta se¢do condigoes LMIs para o projeto
de filtros mistos, usando funcoes de Lyapunov distintas que sdo dependentes dos parametros
incertos do sistema.

Para tal, reescreva o sistema (3.1) como
S: a(k+1) = A@BE)e(k) + Bu(0(k)wn (k) + Ba(0(k))wa (k)

(3.42)
z1(k) = Ca(0(k))z(k)
zo(k) = Cz2(0(k))x (k)

onde w1 é um sinal de ruido branco e w9 é um sinal de perturbagao pertencente a £5. Definindo
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e1 = 21 — 2 e eg = zo — 2 e dado um escalar positivo 7, o problema a ser considerado é o
projeto de filtros robustos do tipo F que minimizem um limitante superior p da norma Ho
do operador de w; para e;, quando a norma H,, do operador de wsy para es é limitada
superiormente por v. Ou seja, dado um escalar positivo -, busca-se encontrar um filtro F de

forma que

min /s : |Gure, || < e
[|Guses || <

Note que, pode-se construir o sistema aumentado S. modificado, assumindo que:

w1 €1
w = , e= ,B:[B1 B2}a€D:[D1 Dz}

w2 €2

O préoximo teorema apresenta um resultado para o projeto de filtros robusto, no qual

busca-se uma solug@o conjunta para os Problemas Hs e Hy, para o sistema S,.

Teorema 3.5 Considere o sistema (3.42) e seja D um politopo dos (0, A0) admissiveis e
um escalar v > 0 dado. Suponha que existam matrizes simétricas Ps, Py e matrizes I, Lo,

Lo, Q, R, S, Y, Z satisfazendo o sequinte problema de otimizacdo:

min p: sujeito d
w—Tr[W(0)] >0, V8 € V(Dy),
(3.14)e(3.15) com P=Py,, e L=Ls, B=By e D= D,
(3.36), V(0,A0) € V(D) com P=Ps, L=1Lo, B=DBy ¢ D =Dy

Entao o filtro F com a matriz de transferéncia
Gzy(s) = RS Ml —QS™H)'F (3.43)

garante que o sistema do erro S. modificado € exponencialmente estdvel e satisfaz con-
juntamente as desigualdades de (3.5) e (3.6) com wma matriz P(0) = ©TP0 e o Teo-
rema 1.2 (a) com P(A) = OT P,o® e a mesma matriz G constante. Além disso, |G u,e, |3 <

t, € ||Gugeslloo <7y para todo (0, Af) € D. \AVAY

A grande vantagem desta abordagem é que consegue-se resolver o problema de forma

desacoplada. Esta idéia ja foi utilizada em [26] no problema de estabilizagao via realimentagao
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de saida. Os comentarios apresentados nas segoes anteriores continuam validos e de forma
semelhante este resultado pode ser obtido para o projeto de filtros baseados nas desigualdades
(3.7) e (3.8) juntamente com o Teorema 1.2 (b). De forma similar, pode-se também estender
este resultado para o caso de sistemas a tempo continuo, ressalta-se no entanto que para o
caso de sistemas invariantes no tempo, deve-se ter a preocupacao a mais com a escolha dos

valores de € de forma que os resultados obtidos sejam 6timos.

3.5 Exemplo

Neste exemplo, projetam-se filtros robustos Ho e Hoo para o seguinte sistema incerto

estudado em [83],

0 -05 —6 0
zk+1)= x(k) + w(k)
1 1+0(k) 10

y(k) = [ —100 10 }:L'(k‘) + [ 0 1 }w(k) (3.44)

k) =0 1]k

onde 0(k) é um parametro incerto variante no tempo satisfazendo |6(k)| < 0.3 para todo k.

O primeiro problema a ser tratado neste exemplo é o projeto de filtros robusto Ho para
o sistema (3.44) considerando diferentes valores para Af, onde (6, Af) pertencem a um po-
litopo consistente D, similar ao da Fig. 3.1(b), com a = b = 0.3 (o qual fornece a esta-
bilidade quadrética para este sistema) e ¢ < a, onde 0 < a < 0.6. Com o objetivo de
ilustrar a dependéncia do limitante superior da norma Ho pelo tipo de funcao de Lyapu-
nov utilizada, aplica-se neste exemplo os Teoremas 3.1 e 3.2 com a matriz P(6) quadratica
e afim nos parametros incertos, o qual sdo referidos como abordagens bi-quadrdtica (B) e
afim-quadrdtica (A), respectivamente. Note que a abordagem afim-quadratica é obtida pe-
los Teoremas 3.1 e 3.2 zerando-se a partigao P, da matriz P em (3.10), similar ao resultado
apresentado na equagao (3.27). A abordagem baseada em estabilidade quadratica (@) de [40]
também foi aplicada ao sistema (3.44). Fig. 3.2 (a) mostra o limitante superior p otimizado
do quadrado da norma Hs do erro de estimacao em funcao de a obtido pelo Teorema 3.1 para
abordagens (A) e (B) e para o método de estabilidade quadrética de [40] baseado em (1.42)
e (1.43). Fig. 3.2(b) apresenta o resultado obtido pelo Teorema 3.2 e o método de estabi-

lidade quadratica baseado em (1.44) e (1.45). Para comparagao, projeta-se também o filtro
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(a) Método do Teorema 3.1
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(b) Método do Teorema 3.2

Figura 3.2: Limitante superior 6timo i de ||S.||3 para 8] < 0.3 e c < a.
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8.8 9 9.2 9.4 9.6 9.8 10 10.2

(a) Método do Teorema 3.3

Figura 3.3: Limitante superior 6timo 7 de || Se||c para || < 0.3 e ¢ < a.

de Kalman para o sistema nominal (3.44) com 6(k) = 0 obtendo-se ||S||3 = 36. No entanto,
quando aplica-se este filtro para o sistema (3.44) com (k) = 0.3, obtém-se ||S,||3 = 8352.

Observe que os resultados para as abordagens afim e bi-quadratica sao melhores que os
resultados para os métodos baseados em estabilidade quadratica, mesmo quando a = 0,6, que
corresponde ao maximo valor possivel para a varia¢ao do parametro Af quando [|0(k)| < 0,3
e assim pode ser visto como o caso onde o parametro é arbitrariamente rapido. Note que,
o método de estabilidade quadrética permite que Af(k) > 0,6, o qual é uma situacao irreal
para a restrigdo que [|0(k)|] < 0,3. Além disto, este método considera que os parametros
incertos (0, Af) pertengam a politopos nao-consistentes D da Fig. 3.1 (a) com ¢ — oo, 0 que
pode ser muito conservador.

Pelas Figs. 3.2 (a) e (b) pode-se observar que a abordagem bi-quadrética prové o menor
limitante superior. Observa-se também que, para este exemplo, os resultados obtidos pelo
Teorema 3.2 sao melhores que os do Teorema 3.1.

Sobre as mesmas condigoes adotadas para o projeto de filtro Ho, os teoremas apresentados
na Secao 3.3 sdo usados para o projeto do filtro robusto H, para o sistema (3.44). Fig. 3.3
mostra o menor limitante superior v atingido da ||Se||c em funcdo de « obtido pelas aplicagao
do Teorema 3.3 casos: (4), (B); e pela abordagem (@ ). Ressalta-se que os resultados obtidos
pelo Teorema 3.4 sao idénticos aos do Teorema 3.3, e por isso nao sao apresentados. De
maneira semelhante ao caso Ho, percebe-se pela Fig. 3.3 que a abordagem bi-quadratica

fornece o menor limitante superior.
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Capitulo 4

Sistemas Nao Lineares

Nos capitulos anteriores, apresentou-se o projeto de filtros robustos para sistemas lineares
pela minimizacao dos critérios de desempenho Hsy e Hoo. Neste capitulo, parte destes resul-
tados sao estendidos para o projeto de filtros para sistemas nao lineares incertos a tempo
continuo. A metodologia de filtragem usada consiste, como no caso anterior, em descrever o
problema de filtragem como um problema de factibilidade de LMIs usando fungées de Lya-
punov que sao dependentes dos parametros incertos do sistema e dos estados. O projeto
de filtros robustos é feito para trés classes de sistemas nao lineares: (i) sistemas com ruidos
dependentes do estado (sistema bilinear), (ii) sistemas com nao linearidades do tipo Lipschitz
e (iii) um caso mais geral de sistemas, no qual a dinamica é descrita por fungoes racionais
nos parametros incertos e no estado. O item (i) foi publicado em [3] e o tltimo resultado foi

realizado em conjunto com Daniel Coutinho e foi submetido a publicagao [20].

4.1 Formulacao do Problema

Nesta secao, apresenta-se a formulagao geral do problema de filtragem para sistemas nao

lineares. Considerando o sistema nao linear descrito por:

& = f(z,0)+g(z,0,w)
Yy = C(x70)+d(x7'9aw2)
w1

z = h(z,0), w=
w2
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onde z € R™ o vetor de estados, 8 € RP o vetor de parametros incertos, w € R™ o sinal de
ruido (incluindo o sinal de perturbacao w; € R™ e a ruido de medida wy € R™?), y € R™ o
sinal de saida medido, e z € R™* o sinal a ser estimado, z¢ ¢ o estado inicial e f(.), g(.), ¢(.)
e h(.) sao funcoes que definem a dindmica do sistema.

As seguintes hip6teses sao formuladas em relacao ao sistema (4.1).

HA4.1 Os parametros incertos 0 e sua taxa de varia¢do 9 pertencem a um politopo dado B,

i.e. (0,0) € B.

H4.2 O lado direito da equacdo diferencial € continuo em seus argumentos e limitado para

todo conjunto x, 0 e wy de interesse.

H4.3 A origem, x = 0, é um ponto de equilibrio exponencialmente estdvel para todo (0, 9) eB

ewp = 0.

H4.4 B, C R™ ¢ um politopo conhecido que especifica a vizinhanc¢a desejada do ponto de

equilibrio © = 0 do sistema.

De forma semelhante ao caso linear, assume-se, neste capitulo, que a estimativa Z do vetor

de estados real z seja determinado através de um sistema dinamico linear

&>

F :Af.@—i-ny

Cy

(4.2)

A
Il
2>

onde Ay, By e Cy sao matrizes constantes que devem ser determinadas de forma que o erro
dado por e = z — Z tenda a zero assintoticamente independente dos parametros incertos 6.

Uma condi¢@o necessdria para a existéncia do filtro (4.2) é que o sistema (4.1) seja de-
tectével, por exemplo, veja [36]. Perceba que em um sistema nao linear a questao observabi-
lidade esta diretamente ligada ao sinal de entrada, ja que entradas singulares podem tornar
o sistema nao linear nao observavel, veja mais em [36, 47].

Note que a idéia central para a busca de solugcao é semelhante ao resultado proposto
nos capitulos anteriores, ou seja, encontrar um filtro dado por (4.2) que garanta que o es-
tado estimado Z convirja assintoticamente para o estado original z, o mais rapido possivel
independente dos parametros incertos.

Nas préoximas secoes, apresentam-se solugoes para este problema considerando trés dife-

rentes classes de sistemas (4.1).
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Primeiro, aborda-se o projeto de filtros robustos para a classe de sistemas com incertezas
do tipo deterministicas e estocdsticas. Em particular, assume-se que as incertezas estocdsticas
sao dependentes dos estados do sistema, dando origem a um sistema do tipo bilinear. O
projeto do filtro, neste caso, é feito através da minimizacao da varidncia do erro de estimagao

pelo critério de desempenho Ho.

Em seguida considera-se o problema de filtragem H, para sistemas sujeitos a nao linea-
ridade do tipo Lipschitz e para sistemas nao lineares racionais nos estados e nos parametros

incertos.

Note que, de forma similar ao Problema H,, para o caso de sistemas lineares, busca-se
minimizar o ganho Ly entre o sinal de perturbagao w e o erro de estimagao e. Observa-se,
ainda, que nos ultimos anos existe um grande interesse dos pesquisadores por este problema
[29, 34, 59, 51, 52, 54]. No decorrer deste capitulo apresentam-se solugoes para este problema,

usando fungoes de Lyapunov que sao dependentes de parametros.

4.2 Sistemas com Ruidos Dependentes do Estado

Nesta secao, considera-se o projeto de filtros robustos para sistemas bilineares estocésticos,
conhecidos também como sistemas com ruidos dependentes do estado ou sistemas com incer-
tezas estocasticas. Esta classe de sistema aparece naturalmente em diversas areas, como por
exemplo, economia, ecologia entre outros (veja [50]). Neste caso, o sistema (4.1) é modelado

por uma equacao diferencial de Ito:

Sr: dx = A(0)xdt + G(0)xdfB + B(0)dw
dy = C(0)zdt + J(0)xdv + D(6)dw (4.3)
z= C,(0)x

onde w(t) € R™ ¢ o sinal de ruido (incluindo ruidos de processos e medidas), o qual é
assumido ser um processo de Wiener com uma matriz de covariancia Idt nao correlacionado
com x( para todo t > 0, e B(t) e v(t) sao processos escalares de Wiener, independentes de xg

que satisfazem
E[d3?(t)] = dt, E[dv?*(t)] = dt,
(4.4)
E[dG(t)dv(t)] = adt, |a] <1.
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Assume-se que 0;, 1 = 1,...,p, sdo os parametros incertos limitados constantes, § € By com
ly vértices conhecidos, e A(0), B(9), C(0), C,(0), D(0), G(8) e J(f) sao matrizes reais afins
em 6.

Utilizando o mesmo procedimento da Sec¢ao 2.2, busca-se, nesta secao, uma solugao para o
Problema Hs, ou seja, projetar um filtro F, dado em (4.2), com uma garantida performance
em termos da minimizacao de um limitante da variancia assintética do erro de estimacao. Da

equagao do filtro (4.2) e do sistema (4.3), a dindmica do erro de estimacao é descrita por:

Set dE=Aq(0)édt + [D1(0)dB + D (0)dv)¢ + Ba(0)dw

(4.5)
e=C4q(0)¢
onde A,(0), Ba(0) e Co(0) estao descritos em (2.4) e
@ G(6) 0 0 0
£= , Di(0) = , Da(0) = : (4.6)
z 0 0 B;J(0) 0

O problema, entao, pode ser resumido em encontrar um filtro F que garanta a estabilidade

interna do sistema S, para todo By, isto é,
E[|£(1)[|*] — 0 quando ¢ — 00,V 9, § € Bp; w(t) =0,

e otimize um limitante superior da variancia do erro de estimacao. Na seqiiéncia, apresenta-se
a versao do Lema 1.4, para garantir a estabilidade assintética do sistema do erro de estimacao

(4.5).

Lema 4.1 ( [41]) Dado o sistema Se e um filtro da forma (4.2), entdo as sequintes condi¢oes

sdo verificadas:

(a) Se para um dado 6 € By o sistema S. € internamente estdvel, entdo a varidncia as-

sintotica do erro de estimagdo € dada por

Jim Ble (1)e(t)] = Tx[Ca(6) XoCT (6)]
= TY[BI(0)YsBa(0)] (47)

onde Xy e Yy sdo matrizes simétricas que dependem do parametro 6 e satisfazem as sequintes
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equacgoes algébricas

Aa(0)Xg + XpAL (0) + D1(0)Xo DY (0) + D2(0)XoD3 (0) + Ba(0) B, ()
+a[D1(0) XD (0) + D2XoDT ()] =0 (4.8)
Aq(0)Yo + Yy Aa(0) + DY (0)YoD1(8) + D3 (8)YyD2(6) + Cq (6)Cul(6)

+a[ DY (0)YyDa(6) + D3 YD1 (6)] = 0 (4.9)
(b) Se existem matrizes P(6) >0 e W(0)>0 de forma que V0 € By:

Aa(0)P(9)+P(0) A7 (0)+D1(0)P(0) DY (6)+D2(0)P(0) D3 (0) (4.10)
+a[D1(0)P(0) DI (0)+ D2 P(0) DY (0)] + B.(0)BI (6)< 0
W (0) — Co(0)P(0)CL(6) >0 (4.11)

entdo o sistema S. € internamente estdvel para todo 0 € By e a variancia assintdtica do erro

de estimacdo satisfaz

tlgglo Elel (t)e(t)] < p, p= ;ué) Tr[W(0)]. (4.12)

(c) Se existem matrizes P(0) >0 e W(0)>0 de forma que V6 € By:
Aq (O)P(0) + P(0)Aa(9) + D1 (0)P(0) D1(0) + D3 (0)P(6)D2(0) (4.13)

+a[DT(0)P(6)Dy(0) + DI P(0)D1(8)] + CT()C,(6) <0

W(0) — BT (6)P(6)B4(#) > 0 (4.14)

entao o sistema S, € internamente estdvel para todo 6 € By e a variancia assintdtica do erro

de estimacdo satisfaz

tli)rglo Ele” (t)e(t)] < p, p= es%) Tr[W(0)]. (4.15)

0od

O projeto do filtro robusto para o sistema (4.3) segue as mesmas linhas do projeto de

filtros para sistemas continuos invariantes no tempo apresentado na Secao 2.2. Na seqiiéncia,
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apresenta-se o projeto de filtros baseado nas desigualdades (4.10) e (4.11), assumindo que a

matriz P(6) é descrita por (2.13).

Lema 4.2 Considere o sistema (4.3) e seja € um escalar positivo dado. As desigualdades
(4.10) e (4.11) sao satisfeitas com uma matriz W(0) e uma matriz P(0) da forma (2.13) se
existirem matrizes W(0) > 0, N(0) > 0 e M de forma que as sequintes desigualdades sejam

satisfeitas para todo 0 € By.

MAL(0) + Ag(O)MT  MT — N(0) + eAa(0)MT (D1 +aDs)M aDsM  B,(0)
M + eMAT(9) — N(0) —2eN(0) 0 0 0
MT (D + aDy)T 0 —N(0) 0 0 <0
aMTDY 0 0 -N@®) 0
I BI(0) 0 0 0 =
(4.16)
W) C,MT
>0 (4.17)
MCT(®) N(9)

onde & = V1 — a2.

Prova: Primeiramente, note que como
D1PDY + DoPDY + aD1PDY + aDyPDT = (D1 + aD2)P(D1 + aD2)T + a2?DyPDY
a desigualdade (4.10) é equivalente &
AoP + PAT + (D1 4+ aDy)P(Dy + aDs)T + a*DyPDY + B,BT < 0.

Aplicando o complemento de Schur, obtém-se

A.P + PAT * * %

P(D1+aD)T —P %« %
<O0. (4.18)

aPD¥ 0

BF 0 0

Assumindo que as desigualdades do Lema 4.1 sao satisfeitas, pode-se afirmar que N (6) é uma

matriz regular. Desta forma, define-se a seguinte matriz
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IQn 0 0
N-YO)MAL (0
Ny (60) = O)MA 000 (4.19)
0 N-YO)N 0
0 0 Lo,

onde N () = diag{ N (), N(0)} e M = diag{M, M }. Pré- e pés-multiplicando a desigualdade

(4.16) por NfT e Ny, respectivamente, tem-se

[ MTN-1(O)MAT(G)+ A0)MT N=1(6)M X “ o]

MTN=YO)M(Dy + aDy)T ~MTN-Y0)M 0 0 0
<
aMTN-Y(9)M DT 0 ~MTN-YO)M 0

i BT(0) 0 0 T

(4.20)
Pela definigdo de P(#) em (2.13), esta desigualdade implica em (4.18).
Considere (4.17), aplicando o complemento de Schur tem-se:
W(0) + CaMTN=YHO)MCT > 0

pela definicao de P(0), essa desigualdade implica em (4.11), concluindo a prova. VvV

Como as condicoes apresentadas no Lema 4.2 nao sdo convexas na matriz M e nas matrizes
do filtro, torna-se necessario lineariza-las, através do uso de transformagoes e mudancas de
varidveis para poder descrevé-las na forma de LMIs. O préximo teorema apresenta este
resultado, utilizando as transformagoes introduzidas por [40]. Ressalta-se que é possivel
também obter um resultado para o projeto de filtros robustos usando as transformacgoes

propostas por [31].

Teorema 4.1 Considere o sistema (4.3) e seja By um politopo dos 0 admissiveis. Suponha
que para algum escalar € > 0 existam matrizes Z € R™" Y € R § € R™" F €
R™ "y R e R™*" Q€ R™", e matrizes simétricas N € R0 e W; € R™%*"= 4 =1,.... 4y

de forma que as segquintes desigualdades sejam satisfeitas nos vértices de By

W) Yc(b)
VE(0)  N(O)
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W A(0)+04(0) * * *
A — * *
Van(0)  —2eN(0) “0 (422)
v1i(6) 0 —-N(@) «
VL) 0 0 I

onde W(0) e N'(0) sao funcoes matriciais afins em 0 com valores Wy, ..., Wy, e Ni,...,Ny,,
respectivamente, nos vértices de By, as matrizes V4, Y, Ve e Uy sdo definidas em (2.20)

[&

N(0) = diag{N(0), N (0)}, Yam(0) = Tn+ePa(0)-N(0),

Up(60) = wp,(6) ¥p,(0) |-

. (9)__ 2G(6) 2G(6)
P T Y GO +aFI(0) YGO)+aFI(0)|

0 0
\I/D2(9)= s O_é:\/l—OéQ,

GF.J(0) aF.J(9)

Entao o filtro F com a matriz de transferéncia
Gsy(s) = RS HsI - QS™H™'F

garante que o sistema S, € internamente estdvel para todo 0 € By e a variancia assintotica do
erro de estimacao satisfaz

lim E[e’(t)e(t)] < max Tr[W;],V6 € By

t—o00 i=1,....09

Prova: A prova é semelhante a do Teorema 2.1 e pode ser encontrada em [3], por isso serd

omitida. \VAVAY

Os comentérios feitos ao Teorema 2.1 sao também aplicaveis a este teorema. Em particu-
lar, como para um dado ¢, as condigoes do Teorema 4.1 sao convexas nas varidveis de busca,

pode-se projetar o filtro étimo através do seguinte problema de otimizagao:
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min u
sujeito a (4.22) e (4.21), para 6 nos vértices de By, e
p—Te[Wi] >0, i=1,...,°

Além disto, limy . E[e” (t)e(t)] < p.

E possivel observar que esse resultado, com uma escolha particular da matriz N(0), recu-
pera o caso em que a funcao de Lyapunov é independente de parametros. O proximo lema
mostra que na realidade as condigoes do Teorema 4.1 sao condigoes necessarias para que as

condicoes baseadas em estabilidade quadratica sejam satisfeitas.

Lema 4.3 Considere o sistema (4.3) e suponha que exista um filtro assintoticamente estdvel
com realiza¢do no espago de estados (Ag, By, Cy) de forma que o sistema do erro de estimagao
(4.5) satisfagca (4.10) e (4.11) com P(8) = Qo e W(8) uma funcdo afim em 6 com valores

Wy, -+, Wy, nos vértices de By. Entao, as condicdes do Teorema 4.1 sdo satisfeitas com a

0

mesma matriz W(0) e um € > 0 suficientemente pequeno. |

Resultados semelhantes podem ser obtidos utilizando a parte (c) do Lema 4.1, o que
conduz a diferentes filtros e limitantes superiores para a variancia do erro de estimacao. Para
mais detalhes sobre este resultado veja [3]. Usando o resultado para o projeto de filtros Ho
para sistemas a tempo continuo, apresentado na Secao 2.2, e a extensao do bounded real
lemma para sistemas com incerteza estocdsticas em [41] é possivel, também, obter o projeto

de filtros H, para esta classe de sistemas. Este resultado foi submetido a publica¢ao em [6].

4.3 Sistemas com Nao Linearidades do Tipo Lipschitz

No projeto de filtros e observadores para sistemas nao lineares, muitos dos trabalhos
existentes na literatura sao desenvolvidos para sistemas com nao linearidades de Lipschitz,
veja [15, 29, 62, 63, 64, 88]. No entanto, no contexto de filtragem robusta usando LMIs poucos
resultados sao encontrados na literatura. Nesta segdo, apresenta-se o projeto de filtros H o
para esta classe de sistemas, assumindo que os parametros incertos afetam a dinamica do

sistema e a sua saida, ou seja, considera-se aqui a classe de sistemas (4.1), no qual

&h

&

N
I

A@)x + Gg(z), g(z,0,w) = Buw,
c(x,0) =C(0)z, d(z,0,w)=Dw, h(z,0)=C,(0)z

(4.23)
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onde A(#), C(6) sao matrizes afins em 6, descritas em (2.52); B,G, D, e C, sdo matrizes

conhecidas e §(z) é uma funcdo que satisfaz a seguinte hipdtese.

H4.5 Eziste uma matriz Ky > 0, para todo x € R"* de forma que

19(2) || < [[Kgzx]]

Note que a funcao §(f) pode representar erros de modelagem, ou linearizagdes em torno
do ponto de operacao de um dado sistema.

O objetivo é o projeto de filtros (4.2) de forma que o erro de estimacao seja minimizado
pelo critério de desempenho H,,. Note que a partir da dinamica do sistema e da equacao do

filtro tem-se o seguinte sistema aumentado para o erro de estimacao:

Se: £=A,(0)§ + Gog(&) + Bgdw

(4.24)
e=Cqu(0)¢
onde A,, B, e C, estao descritos em (2.4) e
x G| g9(z)
£ = , Ga(0) = , g(&) = (4.25)
z 0 0

O problema de filtragem H,, pode entao ser visto como um Problema H., para o
sistema aumentado S.. Este problema tem solugao conhecida através de uma generalizagao

do Bounded real Lemma apresentado a seguir.

Lema 4.4 ([79]) Considere o sistema (4.1) e (4.23) satisfazendo as hipoteses H4.1 e H4.5,
e o filtro (4.2). Seja v um escalar positivo dado. Se existe uma matriz simétrica P(6) > 0

que satisfaca a sequinte desigualdade para todo (6, 9) eB.

P(0) + AT(0)P(0) + P(0) A4 (0) + CT(0)Co(0) + KI' K, + P(0)(v 2B.BL + G,GT)P(H) <0
(4.26)

K, 0

0 0

Entao o sistema do erro de estimacao (4.24) é exponencialmente estdvel e sob condigoes

onde K, =

inicias nulas o ganho Lo do sistema satisfaz ||Se||eo < 7 para todo (6,6) € B. 00O
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A metodologia proposta para a solucao do Problema de filtragem H,, é similar & usada
na Secao 2.3 para o projeto de filtros Hs para sistemas lineares variantes no tempo. Assume-
se, assim, que a matriz P() é descrita por (2.58) e que no sistema (4.1) e (4.23) a matriz
A(f) = Ay + AO, na qual A e O sao definidas em (2.57). O primeiro resultado apresenta
condigoes suficientes para verificar a factibilidade de (4.26) com P(0) = P(#) > 0.

Lema 4.5 Dado um escalar v > 0 e uma matriz K, existe uma matriz P(0) da forma (2.58)
que satisfaga a desigualdade (4.26), se e somente se existir uma matriz P € R@nta)x(2n+q) 4
forma (2.61) de modo que para todo n € R?"+4 ¢ fj € R3Tatn=4nw g5 sequintes desigualdades

sejam satisfeitas

n' Py >0, Y(n,0) tal que HO)n =0, n#0, e € By (4.27)

710 4 (0,07 <0, V(7,0,0) tal que [ HO) 0 0|7=07#0, ¢(0,0)cB  (4.28)

onde
[ AT(0,6)P+ PA.(6,0) + KTK, CT PG.(6) PB.(6) |
. C. —~1 0 0
U4(0,6) =
GT(oP 0 I 0
I BI'o)p 0 0 I |

. T
e as matrizes Ac(0,6), Bc(0), C., H(0) sao dadas por (2.60) e G.(0) = | GT GToT 0 }

Prova: A prova segue a mesma linha da prova do Lema 2.6. A\YAYAY/
Na seqiiéncia, apresenta-se o resultado para o projeto de filtros considerando o uso de

multiplicadores introduzidos pelo Lema de Finsler.

Lema 4.6 Dado um escalar v > 0 e uma matriz K4, a desigualdade (4.26) é satisfeita com
uma matriz P(0) na forma (2.58) se existirem matrizes simétricas P € REHOx(nta) pq
forma (2.61) e matrizes L € REO*4 ¢ M ¢ RBHatn=+nu)Xq de maneira que as sequintes

desigualdades sejam satisfeitas

P+ LH®) +HYO)LT >0, Ve By (4.29)

. T .
Wa(0.0)+M | H©B) 0 0|+ HE 0 0| M <0, ¥(0.0)eB (4.30)
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As expressoes (4.29) e (4.30) nao sao convexas na matriz P e nas matrizes do filtro, mas
através de transformacoes de congruéncias é possivel torna-las convexas. Este resultado é

apresentado no préximo teorema.

Teorema 4.2 Considere o sistema (4.1) e (4.23) satisfazendo as hipdteses H4.1 e H4.5
com a matriz K4 dada e seja B um politopo dos (6, 9) admissiveis. Suponha que existam
matrizes simétricas Py > 0, Py e Qp, e matrizes Py, Ly, Lo, My, My, M4, M5 Q4, Qp,
Qc, Qp e Qpr, e um escalar positivo v de forma que o seguinte problema de otimizacdo seja

satisfeito nos vértices do politopo B:

min vy sujeito a

[ Py+0,0+07L; PT— L+ (1,0)T Qp+07al ]
P~ LT + 1,0 Py —Ly— LY -QF >0 (4.31)
L Qp+ Q0 —Qr Qp
[ Py o1, o RT+0TMI o of ]
uBSt gy DL, —My ol o
3 O3y D33 -Qf oL, ol
<0 (4.32)
R+M©O© —My, —Qc —~I 0
D5 LD 53 0 —I 0
| %a Dgz  Dg3 0 O

onde

Oy = AJ Py + PyAg + QpC(0) + CT(0)Q% + ALY + YT P + Mi© + 0" M + K['K,
Dy = Pl Ag + PoY + (Rp A+ POA)T — M + M0,

Doy = ATP + PLA+ PyOA+ (P,OA)T — My — MY,

B3 = QpAg + QpC0) + Q4 + O, @30 = QpA—Qyp, Pz = Q4 + 0,

51 = GT(Py+ PO)T + MgO, @55 = GT(P, +OTPy) — Ms, ®s53 =G Qp,

sy = BT (Py+ PO + DTQL + MO, @ = BT (P, + 0T Py) — M,

®g3 = BTQp + DTQL, T=04,+6.
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Entdo o filtro F com matriz de transferéncia
Gzy(s) = (QcQp) (s — (1)) 105 (4.33)

garante que o sistema de erro S. € exponencialmente estdvel e ||Se|ooc < 7 para todo
0,0) € B.

Prova: A prova seque os mesmos passos usados na prova do Teorema 2.5. \YAYAY/

O Teorema 4.2 fornece condigoes LMIs para o projeto de filtros robustos H, para siste-
mas com nao linearidades de Lipschitz, usando fungoes de Lyapunov que sao quadraticas nos
parametros incertos. E interessante observar que este resultado é uma alternativa aos resulta-
dos existentes na literatura, que sao na sua grande maioria baseados na busca de observadores
através das solugoes de equagoes de Riccati, ou solucoes analiticas que nem sempre sao ficeis
de serem satisfeitas, veja [88] e referéncias deste.

Note que, de forma similar aos resultados anteriores, o Teorema 4.2 com a escolha par-
ticular das matrizes P; = 0 e P» = 0 retorna ao projeto de filtros baseado em estabilidade
quadratica, ou quando apenas P, = 0 ao projeto de filtros com fungoes de Lyapunov afim nos

parametros incertos.

4.4 Sistemas Racionais

Nesta secao, desenvolve-se o projeto de filtros robusto para sistemas nao lineares racionais
nos parametros incertos e nos estados. Estes resultados foram desenvolvidos em cooperacao
com Daniel Coutinho e sao baseados nos novos resultados para a analise de estabilidade de
sistemas nao lineares desenvolvidos em [74] e no artigo sobre controle Ho, para sistemas nao
lineares em [23].

O objetivo é o projeto de filtros robustos para o sistema nao linear (4.1) cujas fungoes sao

descritas por:

f(z,0) = A(z,0)x g(x,0,w) = B(z,0) 0 Jw
c(x,0) = C(z,0)x d(x,0,w2) =[ 0 D(x,0) |w h(z,0) = H(z,0)x

(4.34)

onde A(z,0),B(z,0), C(x,0), D(x,0), H(z,0) sao fungoes racionais dos parametros incertos

e do estado.
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Observe que, quando a origem do sistema nao é globalmente assintoticamente estavel
(GAS) o sinal de perturbagao w; pode levar o sistema a instabilidade. Por isto, considera-se

a seguinte defini¢ao para a estabilidade regional (veja [23] para maiores detalhes):

Definicao 4.1 ([23]) Considere o sistema nao linear (4.1) e (4.34), satisfazendo H4.1-
H4.4, e um conjunto de perturbagoes Wi C Lo dadas. O sistema € chamado regionalmente
estdvel, com respeito a Wy e By, se x(t) € By para todo t > 0 e todo w1 € Wi. O correspon-

dente conjunto Wi € chamado o conjunto das perturbacoes admissiveis na entrada.

Para simplificar a notacao, ao longo deste capitulo formula-se a seguinte hipdtese em

relagao ao vetor de perturbacoes w:

H4.6 Os componentes do sinal de ruido wy e wy pertencem aos conjuntos Wi e L, respec-

tivamente, onde Wy € um conjunto admissivel.

O intuito desta segdo é o projeto de filtros lineares do tipo (4.2), que garantam uma
estimativa Z de z com a minimizagao do ganho Lo do operador entre o sinal de pertubagao

w e o erro de estimacgao e. Para isso, constréi-se o sistema do erro de estimacao:

T Az, 0) 0 x B(z,0) 0
) = + w
z BfC’(x,H) Af z 0 BfD(CU,Q)
(4.35)
X w1
e = |H@o -c;] L w=
z w9

O problema de filtragem a ser resolvido pode assim ser visto como um Problema H
apresentado em (2.6) para o sistema aumentado (4.35). O seguinte lema fornece a base para

a busca de uma solugao para este problema no caso de sistemas nao lineares.

Lema 4.7 ([47]) Considere o sistema (4.1) e (4.34) com H4.1-H4.4 ¢ H4.6 ¢ o sistema
aumentado (4.35). Sejam B, e B dois politopos dados, Wy um conjunto de entrada admissiveis
de perturbacdes e v um escalar positivo dado. Suponha que existam dois escalares positivos

€1, €2 € uma fungdo continuamente diferencidvel V : By x BXR™ +— R satisfazendo as sequintes
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desigualdades:
a6 <V(x,0,%) < 7€, V (2,0,%) € B, x BxR" (4.36)
V(z,0,) +ele —ywTw <0, V (z,(0,0),%) € By x Bx R" (4.37)
onde ¢ = [ 2T 2T 7. Entdo, a origem do sistema ndo forcado (4.1) e (4.34), w1 = 0,

é localmente exponencialmente estdvel. Além disto, o ganho Lo do sistema (4.35) satisfaz

Guwell% < v para todo wy € Wi, wy € Ly e todo (6,6) € B. 000

Para encontrar de uma solugao factivel via LMI para o Lema 4.7, faz-se necessério inserir
duas subsecoes auxiliares. Na primeira, apresenta-se o tipo de funcao de Lyapunov utilizada
no projeto do filtro robusto. Esta funcao tem uma estrutura similar a fungao de Lyapunov
utilizada nas Secoes 2.3 e 4.3, na qual apenas parte da matriz P é dependente do parametros.
O diferencial é que nesta secao assume-se que esta parte da funcao de Lyapunov também é
dependente dos estados do sistema. Na seqiiéncia, apresenta-se uma nova representacao para
o sistema nao linear, onde elimina-se as nao linearidades através da insercao de varidveis au-
xiliares. Definidas a funcao de Lyapunov e a nova representacao para o sistema, apresenta-se
na Subsecao 4.4.3 o projeto de filtros robustos para esta classe de sistemas. O projeto do
filtro segue os mesmos procedimentos ja utilizados para o caso de sistemas com nao lineari-
dades do tipo Lipschitz, ou seja, inclusao de varidveis de folga através do Lema de Finsler,
transformagoes de similaridade e mudancas de varidveis. Para finalizar, na ultima subsegao

apresenta-se o projeto de filtros nao lineares para esta classe de sistemas.

4.4.1 Funcgao de Lyapunov

Nesta parte do trabalho descreve-se a funcao de Lyapunov utilizada para o projeto de fil-
tros robustos. Diferentemente das condi¢bes anteriores, assume-se que a matriz P da funcao de
Lyapunov seja também dependente dos estados do sistemas. Este tipo de fungao de Lyapunov
vem sendo utilizada no estudo de diversos problemas da teoria de controle para sistemas nao
lineares, como andlise da estabilidade [74], critérios de desempenho [22] e sistemas hibridos

19].
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Considera-se entao a seguinte classe de fungoes de Lyapunov

T T
P(x,0) P o(x,0 O(z, 0
@ (z.0) P3| | = . Pla.6) = (2,60) | | ©0)
& Pr p||a I, I,
(4.38)

onde a matriz O(z,0) € R™*" é uma funcao afim de (x,0); P3 € R"*"f P, € R"*"f ¢ P

sao matrizes constantes que devem ser determinadas. Considera-se também que a matriz P

é particionada como:
P, PT
2 (4.39)
P P
com Py € R™*" P, € R™*™ e Py, € RM*X™,

Para facilitar o calculo da derivada da fun¢do de Lyapunov, define-se o seguinte vetor

auxiliar:

(= “ e (1=0(z0)z. (4.40)

X

Com essa consideracao, a funcao de Lyapunov é agora representada por

T

G P, PL 0 G
V(m,G,i): x P1 P() P3 x 5
& 0 PI P &
e sua derivada no tempo por
. T T .
G P, Pl 0 G G P, PL 0 G
V(z,0,2)= | i P P P z |+ | 2 P P Py i | . (4.41)
& 0 PI P & & 0 PI P &

Para obter V(z, 6, %) é necessario ter os termos &, & e (;. Como os dois primeiros termos

saem diretamente da dinamica do sistema e do filtro, é necesséario, entao, encontrar uma

forma de calcular o termo (7. Para isso, sem perda de generalidade, considera-se que a matriz

afim ©(x,0) tenha a seguinte estrutura:

n ne
O(z,0) = Riwi+ Y _ Sibi+U (4.42)
=1 i=1
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onde x;, 0; sao respectivamente as entradas dos vetores x e §, R; (parai=1,...,n), S; (para
i=1,...,np) e U sao matrizes constantes com a mesma dimensao de O(z,6).

Das equagoes (4.40) e (4.42), a derivada temporal de (; é descrita por:
n ng
g:}jm@+§:&@+e@ﬁm:(mm+@@ﬁg¢+@wn
i=1 i=1

onde as matrizes ©(z) e ©(0) sdo dadas por:

n ng
O(z) =Y Rar; e O6(0) =) Sif;, (4.43)
=1 i=1

com r; denotando a i-ésima linha da matriz identidade I,,.

Note que, como nas segoes anteriores, a fungao de Lyapunov polinomial definida em (4.38)
tem o caso independente de parametros e afim como casos particulares, ao se impor certas
restricoes na matriz P definida em (4.39). Quando P; = 0 e P» = 0, resulta-se que P(z,0)
torna-se independente de parametros. Por outro lado, impondo P, = 0, P(x, #) torna-se afim

no parametro 6 e no estado .

4.4.2 Modelo

Para projetar o filtro robusto usando técnicas LMIs, faz-se necessario reescrever o sistema
(4.1) e (4.34) em uma forma linear através da introducao de varidveis auxiliares. Nesta secao,
apresenta-se esta nova descricao para o sistema nao linear. Na realidade, descreve-se o sistema

nao linear (4.1) e (4.34) como um sistema algébrico-diferencial descrito por:

& = Ajx+ Asm + Biw + B,

y = Ciz+ Com+ Diw + Dy,

z = Hyx+ Ham, (4.44)
0 = Ai(z,0)z+ Ay(z,0),

0 = @(x,0)w+ Po(x,0)0

onde 1 € R"™ e ¢ € R™ sao fungdes vetoriais nao lineares de (z,0); A1 € R™ " Ay €
Rnxnﬂ7 B]_ E Rnxnw’ B2 6 Rnan_t,’ C]_ e Rnyxn’ 02 6 Rnyxnw’ D]_ E RNanw7 D2 E R?'Lan¢’
Hy € R™*" e Hy € R"=*"" sao matrizes constantes; e Aj(x,0) € RP*™ Ag(x,0) € RP*"r,

O (x,0) € R e Oy(x,0) € R1*™ sao matrizes afins em (z,0).



100 4. Sistemas Nao Lineares

Para ter o sistema (4.44) equivalente a (4.1) e (4.34), formula-se a seguinte hipétese:

H4.7 A matrizes Aqo(x,0) e ®o(x,0) tem posto completo por coluna para todo z e 6 de

interesse, isto é, x € Bye (0,0) € B.

A hipétese acima é similar & hipdtese para garantir a regularidade de sistemas descritores,
por exemplo [13], e implica que 7(x,0) e ¢(x,0) podem ser eliminados de (4.44) retornando
a representacio original do sistema (4.1) e (4.34), ou seja, 1 = —(ATA)TATA1z e ¢ =
— (T @)~ 10T Py w.

Para ilustrar esta decomposicao, apresenta-se o seguinte exemplo.

Exemplo 4.1 Considere o sequinte sistema incerto baseado na equagao de Van der Pol [23]:

. 0 -1 0 T
xr = x + wi, =
1 (0.8+0.20)(z%—1) 1 T
(4.45)
Yy = x1+we, wi €W, wy € Lo

z = x1, € By, (9,9)65.

Este sistema satisfaz H4.1-H4.4 e H4.6 e pode ser representado pelo sequinte sistema
algébrico-diferencial
T = A1z + Ay + Biw,
y = Crz + Dyw,
(4.46)
z = Hizx,

Aq(z,0)x + Ag(z,0)T =0

onde as matrizes e vetores auziliares sao representados por

0 -1 0 0 0 0 0 0
A1: 7A2: 7B1:

1 —-0.8 0 -0.2 0.8 0.2 10

z2 0 - - - -
. -1 0 0 O 122

0

0 -1 0 0 Oxo

Ay(z,0)=1 0 0|, Ag(x,0) = . Lo e m™= ,

x1 — T2
0 0

o 0 6 -1 Oz3xy

| 0 0] ) ) }
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Note que a matriz Ay(z, 0) satisfaz a hipétese HA.T, com isto tem-se que (4.46) € equivalente

a (4.45).

E importante salientar que a decomposicao algébrico-diferencial (4.44) para um sistema
nao linear nao é unica. Ressalta-se, também, que dependendo da escolha utilizada pode-se
estar inserindo mais ou menos restricoes ao problema. Mais detalhes sobre a discussao de

uma escolha adequada desta representagao pode ser encontrada em [23].

4.4.3 Projeto do Filtro

Neste parte, desenvolve-se o projeto de filtros robustos para o sistema (4.1) e (4.34). O
resultado é baseado na funcao de Lyapunov e na nova descrigao algébrico diferencial para o
sistema nao linear, apresentados nas subsecoes anteriores, aplicado ao Lema 4.7.

Antes de apresentar o filtro, note que, considerando a definicao da fungao de Lyapunov
apresentada na Subsegao 4.4.1 e a nova formulagao para o sistema nao linear dada em (4.44),
tem-se a seguinte formulacao para a derivada temporal de V(z, 6, Z), onde as matrizes ©(z, 6),
O(z), ©(8), A(x,0), B(z,0), C(x,0) e D(z,0) sio consideradas sem as suas dependéncias em
z, 0 e 0.

(] [ AP+ PAG+ T x x « x| [¢

s ALP+ JL, 0 * 00 ™

V(Ga) = 2 T, PyAs + PiBsCy  ATPi+ P A;  x + | | &
w BLP+ J, 0 BIpy + DlTB?R; 00 w

| ©® | |  BLP+JL 0 ByPs+D3BiP; 0 0 | | @

(4.47)

V¢, m & w, ®):A(=0, Aul+Amr=0 e dyw+ Pa¢p =0.

no qual as restrigoes de igualdade saem diretamente do sistema (4.44) e

0n (©+0)A; +6 (0 +0)A, 0 0

0 Ay Ay 0 P3BCy +C{Bf P

(4.48)
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(©+0)B (© +0)B, 0
Bal = ) Ba2 = 7Ja2 = )
By By ATpy +Cf BJ?P4 + P3 A
0 0 0
Ja3 = 7Ja4 = ) Ja5 = ) (449)
P3B;Cy P3ByDy P3ByDo
[ To — 0 0 | Opxm A
2 1 Ay = px 1
Aw _ O I3 —x9 0 ’ O Ax
0 - 0 zp —Tp_1 | A:[In _@}

Tendo definido como fica V(C ,Z), o projeto do filtro F é feito buscando encontrar a fungao
de Lyapunov em (4.38), juntamente com as matrizes do filtro, de forma que as condigoes
(4.36) e (4.37) sejam satisfeitas. O seguinte lema apresenta a primeira parte do resultado,
sendo baseado na aplicagao do Lema de Finsler, onde buscam-se solugoes quando o filtro F

é conhecido. Para tal, utiliza-se a notagao introduzida em (4.49) e define-se que:

Hal = [ Onzxm H1 (450)

Teorema 4.3 Considere o sistema (4.1) e (4.34) com H4.1-H4.4 ¢ H4.6, e (4.2) com Ay,
Bt e C¢. Considere a decomposi¢io nao linear (4.44) do sistema (4.1) e (4.34) com H4.7.
Sejam B, e B politopos dados. Suponha que as matrizes simétricas P; (para i = 0,2,4), e
matrizes P; (para i = 1,3), G; (para i = 1,2,3) e Lij (para i =1,...,5 ej = 1,2,3) e
o escalar positivo v sejam uma solucao para o problema de otimizacdao onde as LMIs sao

construidas nos vértices do meta-politopo By X B:

min 7 sujeito a
P+ G+ G? * *
P — @TG{ 4+ Gy Py— G20 — @TGg * >0 (451)
e Pl - G306 Py
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Ju iz Jis Ju Jis HY
* JQQ J23 J24 J25 H2T
* ox Jsz S Jis —CF

<0 (4.52)
* * * J44 J45 0

onde P € dada em (4.39) e

Ji
Ji2
Jis
Jia
Jis
J22
Jo4
J33
J35

Jus

AL P+ PAy + LA+ ATLY, + LisAg + AL LT, + T,
PAgo + LioAg + ATLT + AT LT + Joo,

ATLE) + AL L3z + Jas,

PB4 L13®1 + ATLY, + AT LT + J,4,

PBas + Liz®y + ATLL + AT LT, + Jos,

Lyoly + AJLiy,  Jas = A3 Ps+ Cy Bf Py+ Aj Ly,
Los® + ATLL  Jos = Log®y + ATLL,

ATPy+ PyAy,  Jsy = P{Bi+ PyByDi+ L33y,

Pl By + PyByDy + L33®g, Juy = Ly3® + @ LI, — I,

Lyz®y + ®TLL Jss = Lyz®y 4+ 1L

Entao, a origem do sistema nao for¢ado (4.1) e (4.34) é localmente exponencialmente estdvel.

Além disto, o ganho Lo do sistema (4.35) satisfaz ||Guel||%, < v para todo wy € Wy, ws € Lo

e todo (0,0) € B.

Prova: Suponha que as LMIs (4.51) e (4.52) sejam satisfeitas nos vértices de By x B.

Entao, por convexidade, elas sao também satisfeitas para todo x € B, e (0, 9) € B. Considere

o sistema (4.35), a decomposicao nao linear em (4.44), a funcao de Lyapunov em (4.38), os

vetores auxiliares ¢ e ¢; em (4.40), e defina a matriz ¥ de forma que V[ (7 37 1T =¢, por

exemplo:

v Onsm  In In ], onde £ =

z
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Por conveniéncia, reescreve-se a LMI (4.51) como I', > 0, onde

P, P 0 G1 I,
Fa = Py PO P3 + G2 I, -0 0 ] + —@T G? Gg Gg
0 PI P e 0

Seja €1 algum escalar positivo pequeno. Como I'y, é estrita, é possivel acrescentar o
termo —e;UTW em T, > 0 sem trocar o seu sinal, ou seja, a condicao 'y, — Ty >0 é
ainda satisfeita. Pré- e pés-multiplicando I'y — ey ¥7W¥ > 0 por | ¢T #T ] e sua transposta

respectivamente tem-se:

T

8

P(z,0) P
V(z,0,%) = (@.6) P T s ate v (2,0,2) € By x BxR",  (4.53)
Pl P 0

IS

desde (1 — Ox = 0.

Como z, 6 sdo limitados e P, P sdo matrizes constantes, é possivel encontrar dois
escalares positivos suficientemente pequenos A\, e Ay de forma que A\, I, > P(x,0) e \pI,, > Py.

Definindo €3 = max {4, Ap}, tem-se
T
x P(z,0) Ps x

V(z,0,8)=| ., | Set’E Y (2,0,8) € By x BxR". (4.54)

Por outro lado, aplicando o complemento de Schur na desigualdade (4.52), obtém-se:

[ Jiw s Ju s || Hi 1T Hg, 1
*x  Jag Jag Ju Jos Hy Hy
* ok Jaz s Jss | +| —CF -Cf | <0
* ok ok Jy Jus 0 0

| x * * *  Jss ] | 0 1L 0 ]

Pré- e pés-multiplicando esta LMI por [ ¢T' 7T zT T @7 ] e sua transposta respecti-
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vamente, tem-se

- - T - - - 4 r - T - -
¢ Yii  x * * * HaT1 Hgl ¢
m Yor 0 % 0 0 HT HT m
& Jaz Yo Yaz o« & |+ | =C} -C} & | <0
Yu 0 Yz —vl,, O 0 0 w
¢ | Y51 0 Ys3 0 0] [ 0O || O | A

onde

Y11 = PAu + AL P+ Ju, Yo =ALP+ JL,

Yso = P{ Ay + PoB;Ch, Y3 = PyA;+ ATP,,  Yu =BLP+J],
Yis = B Py + DlTBJ?P4, Y51 =BLP+JL, e Ys3=BIP;+ DQTB]?P4

Note que pela construcao do sistema algébrico-diferencial (4.44), tem-se A = 0, Ag1C +
AQ?TZOG‘IHU)'F‘I)Q(ZS:O.

De (4.44), (4.47) e (4.49), a desigualdade acima é equivalente a:

V(x,0,2)+ele —ywlw <0, ¥ (z,(0,0),1) € B, x BxR" (4.55)

Pelo Lema 4.7, as condigdes (4.53), (4.54) e (4.55) implicam que a origem do sistema nao
forcado (4.1) e (4.34) é localmente exponencialmente estdavel. Além disso, o ganho L2 do

sistema (4.35) satisfaz ||Gye |2, < v para todo wy € Wy, wa € L e todo (6, 9) € B. A\VAVAY/

O préximo resultado apresenta um método LMI para o projeto de filtros robustos para
o sistema (4.1) e (4.34), usando fungoes de Lyapunov que sdo quadraticas nos parametros

incertos e no estado.

Teorema 4.4 Considere o sistema (4.1) e (4.34) com H 4.1-H 4.4 e H 4.6, sua decom-
posi¢ao nao linear (4.44) com H 4.7 e a notagdo do Teorema 4.3. Sejam B, e B dois politopos
dados. Suponha que as matrizes simétricas Py, P» e Qp e matrizes Py, G; (para i = 1,2),
Lij (parai =1,2,4,5ej=1,2,3), Q; (parai = A,B,C,G) e N; (parai =1,2,3) e um
escalar positivo v sejam uma solucao para o sequinte problema de otimizacao, cujas LMIs

sdo construidas em todos os vértices do meta-politopo B, X B:
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min -+ sujeito a
P+ G+ G * *
P, — @TG{ + G2 Po — GQ@ — @TGg * >0 (4.56)
Qa Qp —QcO Qp
Jn i i3 Ju Jis HL
*  Jog Jaz Jog Jos  HY
*  ox Jsg Jsa Jzz —Qc -0 (4.57)
* * * J44 J45 0
* * * *  Jss 0
* * * * * I,
onde
- T T,T T ;T 0 0
J11 Ay P+ PAgt + LiuA+ ALy, + LioAg1r + Ay Ly + ,
0 C?Qg + 9301
5 T:T T ;T 0
J12 PAgy + L1oAg + A" Loy + Ay Loy +
QpCy
. . . 0
Jis = ATN, + AT N, + ,
A{QP + C'ngg + Qy
5 T;T T ;T 0
J14 PBg1 + Lis®1 + A Ly, + Ay Ly + )
QpD;
- T,T T ;T 0
Jis PBao + L13®2 + A" Lgy + Ay Lsy + )
QpDsy
j23 AgQP + OQTQE + A5N27 j33 = Q:l; + QA?
J34 QpBy + QpDy + N3®y, Jss = QpBy+ QpDy + N3bs.

Entao o filtro F com matriz de transferéncia

Gayls) = QEOQR" (sI, — 4051 7 Qp (4.58)
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garante que o ganho Ly do sistema (4.35) satisfaz ||Guell?, < v para todo wy € Wi, wa € Lo
e todo (,0) € B.

Prova: Considere a prova do Teorema 4.3 e defina as matrizes
Ji = diag{Ipnsn, P3Py '} e Jy = diag{Insminy PsPr ", Inytngtn. } (4.59)

Note que P3 e P, sao nao singulares, garantido que Jq e Jo sejam matrizes regulares.
Suponha que exista uma solugao factivel do Teorema 4.4 e defina as matrizes de busca

CcOomo:

Op = P3By, Qp = PsP7'PY, Qu = PsA; P PY, Q¢ = P3Py CT,

(4.60)
Q¢ = P3Py 'G3, Ny = L, Py PY, Ny = L3, Py PP e N3 = P3Py ' Las.

Por conveniéncia, defina as LMIs (4.51) e (4.52) do Teorema 4.3 como I'y > 0e I, < 0
respectivamente. Considerando (4.60), perceba que (4.56) e (4.57) podem ser representadas,

respectivamente por:

I JE >0 e JoIyJd <0.

Como Ji e Js sado regulares, tem-se que se as condigoes do Teorema 4.3 sao satisfeitas, entao,

o Teorema 4.3 também serd satisfeito. Conseqlientemente, tem-se

|Guell% <7, ¥ w1 € Wi, wa € L2, (6,0) € By.

Finalmente, de (4.60) tem-se que Ay = P:;TQAQISIP;),, By = P3_TQB e Cy = QgQ;ng, ou
seja, a matriz de transferéncia Gz, = Cy(sl, — Af) "1 By é equivalente & (4.58). \YAYAY

O Teorema 4.4 prové um método baseado em LMI para o projeto de filtros robustos Hqo
para o sistema nao linear (4.1) e (4.34). O método proposto leva em consideragdo a taxa
de variacao de parametros incertos e é baseado em fungoes de Lyapunov polinomiais, onde
a matriz de Lyapunov é uma funcao quadratica do estado e dos parametros incertos para o

sistema do erro de estimagao.

Observagao 4.1 Note que, se o sistema (4.1) e (4.34) for um sistema linear, pode-se mostrar

que o método de filtragem robusta H., do Teorema 4.4 é equivalente ao resultado em [30].



108 4. Sistemas Nao Lineares

Exemplo 4.2 Aplica-se os resultados obtidos nesta se¢do ao sistema usado no Exemplo 4.1.
Assume-se aqui que By = {z : |x;] < 0.7, i =1,2}, Bg={0: 10| <1} ¢ 0 =0 e na fungio de

Lyapunov (4.38) escolhe-se

z11y
0= [ 0 xo ]
01
Com isso, tem-se que
x 0
0= 0 9 e =0.
O2x1 O2x1

Aplicando o Teorema 4.4 ao sistema (4.46), obtém-se ||Guell%, < 0.8455731 com a seguinte

realiza¢do para filtro F:

—64.276912 —178.97932 —0.8455720
Af — B Bf ==
0.9953897 —0.0307550 0.0000036
e Cr=[ —64.275432 —178.09758 |

4.4.4 Projeto de Filtros Nao Lineares

O enfoque principal, até o momento, foi o projeto de filtros robustos lineares para sistemas
racionais nos estados. Na seqiiéncia, mostra-se que inserindo-se algumas restricbes a mais nos
resultados apresentados nesta secao é possivel também projetar filtros nao lineares.

Considera-se agora a seguinte classes de filtros bilineares, descritos por

Fy: #(t) = Apa(t) + Bp(@)y(t), #(0)=0 (4.61)

onde Bf(Z) é uma funcao afim do estado Z. O objetivo é minimizar o erro de estimagao
através da minimizagao de um limitante superior do ganho L. Para o projeto do filtro é
necessario supor que o estado & seja limitado, ou seja, assume-se que & pertenca a um politopo
conhecido B; com £; vértices.

O projeto do filtro bilinear é desenvolvido utilizando os mesmos argumentos usados na
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busca do filtro linear na Segao 4.4, ou seja, busca-se uma solugao para o Problema H..,
assumindo que a fungdo de Lyapunov para o sistema do erro de estimagcao seja (4.38). O
proximo teorema apresenta o resultado principal para o projeto do filtro bilinear para o

sistema (4.1) e (4.34).

Teorema 4.5 Considere o sistema (4.1) e (4.34) com H4.1-H4.4 e H4.6, sua decomposi¢do
nao linear (4.44) com H4.7 e a notagao do Teorema 4.3. Seja By, Bz e B trés politopos
dados. Suponha que as matrizes simétricas Py, P» e Qp e matrizes Py, G; (para i = 1,2),
Lij (parai=1,2,4,5¢ej=1,2,3), Q (parai = A,C,G), Qp(&) e N; (para i =1,2,3) e
um escalar positivo v sejam uma solucdo para o sequinte problema de otimizagao, cujas LMIs

s@o construidas em todos os vértices do meta-politopo By x Bz x B:

min vy sujeito a

(4.56) e (4.57)

onde agora Qp = Qp(Z) € uma fungdo convera em & com valores Qp, parai=1,...,¢; nos
vértices de Bg.

Entao o filtro bilinear Fy com a sequinte parametriza¢do

Ap =Py Q405 P, By(d) = Py T Qp(d), e Cp=QL05'Py

onde P3 é uma matriz inversivel arbitrdria, garante que o ganho Lo do sistema (4.35) satisfaca

Guwell?, <~ para todo wy € Wy, wy € Lo e todo (6,6) € B.

Prova: A prova deste teorema segue as mesmas linhas da prova do Teorema 4.4. \VAVAY}
Note que, para a aplicacdo do Teorema 4.5 é necessario escolher a priori a regiao de
abrangéncia do estado do filtro . Uma alternativa bastante razoavel seria considerar que o

politopo B; fosse similar ao politopo B, dos estados.
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Capitulo 5

Resultados Diversos

Este capitulo apresenta o projeto de filtros robusto para duas classes particulares de
sistemas lineares: o caso de sistemas com modos instdveis e o de sistemas descritores. Na
seqiiéncia, apresenta-se a extensao de alguns dos resultados obtidos nesta tese para o projeto

de filtros dependentes de parametros e de filtros de ordem reduzida.

5.1 Sistemas com Modos Instaveis

Nesta sec@o, projeta-se um filtro robusto para sistemas com modos instaveis, ou seja,
sistemas no qual parte da dinamica é instavel. Considera-se que o sistema tenha a seguinte

realizagdo no espago dos estados

= A1(6(t))z1(t) + Biw(t), x1(0) = xq
= Agixi(t) + Asxa(t) + Baw(t),

= C1(0(t))x1(t) + Cawa(t) + Dw(t)
C1(0(t))z1(t) + Croxa(t)

onde 1 € R™ ¢ o estado ligado a parte estavel do sistemas e x5 € R™ ¢é o estado relacio-
nado aos modos instaveis. Assume-se que as matrizes Aoy, As, By, By, Cs, D e C,5 sejam
constantes e que as matrizes Aq(0), C1(6) e C.1(0) sejam incertas e descritas por (2.52) e que
(0(t),0(t)), Yt > 0 pertenca a um politopo B com ¢ vértices conhecidos e 8(t) € By com £y

vértices. A seguinte hipétese é formulada em relagao ao sistema (5.1)

H5.1 Ay nao é Hurwitz
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Pode-se reescrever o sistema (5.1) em uma forma mais compacta, dada por:

a(t) = AO(1))x(t) + BO()w(t), 2(0)= o
y(t) = C0(t)x(t) + DOt))w(t) (5.2)

onde

. xl(t)]7 A a@ o | e
210 Ay Az By
cO) = o) 2], CO)=| Ca(e) Ca |

O objetivo é projetar um filtro linear invariante no tempo e assintoticamente estavel de

ordem n com a seguinte realizacao no espaco dos estados

F:oa(

~~

) = Agi(t) + Byy(t), #(0)=0 (5.3)

onde as matrizes Ay € R"*", By € R""™ e Cy € R"**" devem ser encontradas de forma a

garantir uma estimativa Z do sinal z com um desempenho garantido Hs.

Para solucionar esse problema, inicialmente particiona-se o estado do filtro conforme o

vetor de estados z(t), como proposto em [82]:

sendo que as matrizes do filtro sdo particionadas como:

Arin Ao
Ap = , Bp= ; Cf:[cfl Cf2]
Apar Agpoo Bya

Para garantir que o erro de estimacao seja limitado e que o filtro F seja assintoticamente
estavel, assume-se que a parte do filtro ligada aos modos instaveis satisfaca as seguintes

condigoes:

Afig = —Bp1Co, Apog = Ay — By, e Cra =Cyo (5.4)
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Note que, estas restrigoes seguem a estrutura do filtro de Kalman, que é o filtro étimo no

caso de sistemas sem pardmetros incertos.

A partir da dinamica do sistema S, do filtro F e das restrigdes (5.4), constrdi-se o seguinte

sistema aumentado para o erro de estimacao:

(5.5)
e(t) = Ca(0)&(1),
onde
2 A1(0) 0 0
£= i , Aa0) = By1C1(0) A B1Cy ;
Ty — T Ag1 — BpaC1(0) —Apar Ay — ByoCo
(5.6)
B
BJ0)=| BuD |, Cal0)=|Ca(0) —Cp Co-
By — Bfo D

Para o projeto do filtro busca-se solucionar o Problema Hs considerando o sistema S..

O problema entao é encontrar matrizes P(f) e W de forma que as equagdes (2.53) e (2.54)

com a notacio inserida em (5.6) sejam satisfeitas para todo (6,6) € B. Desta forma, pelo

Lema 1.4 (b), garante-se que o sistema do erro de estimagao (5.5) é exponencialmente estavel
para todo (0,0) € B e t

I5cIB < Jim 7 [ Te(wo(r)ar. -7

Os passos para o projeto do filtro robusto sao similares aos utilizados na Secao 2.3. Ini-

cialmente, particiona-se a matriz P(6) como:

P() P; Ps
P@)=| PI P P (5.8)
P PI' P

onde P(§) = Py + P© + ©TPl + 0T PO € RuX™: By, Py, P, € R P ¢ RUXq,
Py e RI% Pg e R™X"2 Py e R™MX"2 ¢ P, € RMXM2,
Com o objetivo de obter condigbes convexas, assume-se que na funcao de Lyapunov as

matrizes Ps e P; s@o nulas e que a matriz A;(0) = [Ag + AO(t)] onde A € R"*? é uma
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matriz conhecida e ©(t) € R?*™ é uma matriz cujas as colunas dependem linearmente dos

parametros incertos 6;, onde o valor ¢ depende da escolha de ©® como descrita em (2.57).

Na seqiiéncia, desenvolve-se o projeto do filtro robustos para este sistema, buscando uma
solucdo para o Problema Hs através da factibilidade das desigualdades (2.53) e (2.54) apli-
cada ao sistema (5.6) com as consideragoes feitas no pardgrafo anterior. Para solucionar este

problema utiliza-se a seguinte notagao

Ay A 0 0 By
. OA+0 64 0 0 OB
Au(6,6) = ° . B.(0)= el
BpuCi(6) 0 Apy BpGCh By D
_Agl — Bf201 0 —Af21 A2 — szcg_ _BQ — BfQD_
Co=[C. 0 —cp €| HO)=|6 -1, 0], (5.9)

Lema 5.1 Existe uma matriz P(0) da forma (5.8) com Ps = 0 e P; = 0 tal que as
condigoes (2.53) e (2.54) sejam satisfeitas se e somente se existir uma matriz simétrica

P e R@utatn2)x@nitatn2) com g sequinte estrutura

P, PP Py 0

Pl P, 0 0 Py, P3, Py € R™>™,
; (5.10)
P 0o P o Py € RM*4 Py € R1%%; Py € RM2%m2

0 0 0 F

de forma que para todo n € R?MTatn=tnz ¢ j ¢ RZmtatnutn2 g5 sequintes condigoes sejam

garantidas:
nT\IIA(Q,é)n < O,V(n,ﬂ,é) tal que H1(0)n=0, com n#0 e (0, 9) eB (5.11)
| W) BIO)P| _ _ _
7 1 >0,V (7,0) tal que Ho(0)7=0, com 11 #0 e § € By (5.12)
PB.(0) P

onde
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AT(9,0)P+PA.(0,6) CT

e

Ce -1

UA(0,0) = (5.13)

Prova: A prova deste lema é similar a prova do Lema 2.6.

Outro lema auxiliar nos moldes do Lema 2.7 pode também ser enunciado para este pro-

blema. No entanto, aqui apresenta-se apenas o resultado principal, para o projeto do filtro

robusto.

Teorema 5.1 Considere o sistema (5.1) e sejam By e B politopos admissiveis de 0 e (6, 0),
respectivamente. Suponha que existam matrizes simétricas Py > 0, Py, Ps e Qp, e matrizes
P, Gi, Go, G, My, My, My, M5, Qa, Qp, Qc, Qg e Qpr de modo que o sequinte problema

de otimizacdo seja satisfeito:

min g sujeito a

[ ®qq * * * * ]
o1 a2 * *x %
$3 QpA—Qy  Qa+ 9% * <0, V(0,0) € V(B)5.14)
Dy — My CoNE —Qus Py %
| C2+ M50 —Ms5 —Q¢ 0 —I |
W (8) * * . x|
(Py+ P1O)B1 + Qp1 D+ 01TGT  Py+G20+0TGY * *x %
(PT + P,©)B,— GT Pl +G30-GY P,—Gs—GY «  « [>0,V60eV(By)
QpB1 + Qp1D Qp + Q0 —Qa Qp *
PsBy — QpaD 0 0 * P
(5.15)
onde W(0) € uma matriz afim em 6 com valores W1, ..., Wy,, nos vértices de By e

®1y = AL Py + PyAg + Qp1C1(0) + CT0)QL, + Y + YT PE + MO + 0T M
(I)glzplTAo—l-PQT—{—(Po.A—{- Pl@.A)T— MlT—l-MQG,

oo =AT P+ PT A+ PO A+ (Po0.A) T~ My— M,
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P31 = QpAy + 93101(9) + QZ; + Q) 0,
by = PsAy — QpoC + Cgﬂgl + M40, (516)
Py = PsAy — QpaCsy + AQTP(ST — CzTQEQ, T=0A, + @,

entdo o filtro F com a seguinte parametriza¢do

Ap =Py Qp Py Bi=P; T Qp1, Cp=QciQp' Py, 5.17)
Bpy = Py 'Qpa, Apo =Py 'QuQp' Py

Juntamente com (5.4), onde P3 é uma matriz inversivel arbitrdria, garante que o sistema
do erro de estimacgdo Se satisfaz as desigualdades (2.53) e (2.54) com uma matriz P(6)
quadrdtica em 6 descrita por (5.8), com Ps =0 e Pr =0. Além disso,

1S3 < max Te [Wi], V(6,6) € B. (5.18)

=1,...¢0

Prova: A prova deste teorema é similar a do Teorema 2.5, considerando
J1 =diag{ In,, P 'P{, In,, In.},  Jo=diag{In,,In,, P;'P{, I} (5.19)

VvV

O Teorema 5.1 apresenta condicoes LMIs para o projeto de filtros robustos Ho para siste-
mas incertos onde parte da dinamica é instavel, usando fungoes de Lyapunov dependente de
parametros. Considera-se que os modos instaveis nao sao afetados pelos parametros incertos.
Perceba que, o projeto do filtro pode ser visto como o projeto do filtro robusto para a parte
estavel e incerta do sistema, e o projeto do filtro de Kalman para a parte instdvel, que nao
possui parametros incertos, em conjunto para o sistema. Através de argumentos similares é

possivel desenvolver metodologias para o projeto de filtros Hqo.

Os comentarios feitos ao Teorema 2.5 continuam validos para este resultado. E importante
salientar que a matriz P3, nao influencia na parametrizacao final do filtro, resultando que a

sua escolha pode ser arbitraria, como, por exemplo, P3 = I.
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5.2 Sistemas Descritores

Sistemas com restrigoes algébricas, conhecidos também como sistemas descritores ou sis-

temas singulares, sao representados por

E¢ = Ac (5.20)

onde ¢ € R"s, representa o vetor de estados do sistema e A € R™*"™ e E € R™*"< sdo as
matrizes de dindmica do sistema, com o posto(E) < nc, caracterizando a singularidade do
sistema.

O objetivo nesta segdo é o projeto de filtros robustos para o sistema (5.20), ja na forma
algébrico-diferencial desacoplada, ou seja, uma equagao diferencial do tipo & = Ajx + Ao
com uma restrigdo algébrica do tipo 0 = Asx + A4(. Freqiientemente, sistemas descritores
nao aparecem na forma de um conjunto desacoplado de equagOes algébrico-diferenciais. No
entanto, este desacoplamento pode ser obtido através de trocas de coordenadas como feito
em [24]; ou, parcialmente, por transformagoes ortogonais, como proposto em [77].

Considera-se assim o sistema (5.20) na forma algébrico-diferencial desacoplada com a

seguinte representacao:

0= Js(0)x + Ja(0 J J

a(f)e + Ja(0)¢ Y (5.21)
Y= 01(9).21? + CQC + Dw J3 Ju
z=CLx

onde x € R"™ representa os estados e ( € R"¢ representa as varidveis algébricas do sistema,
isto é, algebricamente dependente do estado e J é a matriz jacobiana do sistema. No estudo

de sistemas descritores, tem-se a necessidade de introduzir a seguinte definicao:
Definigao 5.1

e O sistema descritor (5.20) é regular, ou seja, tem uma solu¢ao unica para qualquer

condigao inicial, se det(sE — A) # 0.
o O sistema (5.20), regular, nao tem modos impulsivos se: rankE = deg det(sE — A).

o O sistema (5.20) € dito ser admissivel, se ele € reqular e livre de modos impulsivos.



118 5. Resultados Diversos

Pelo resultado apresentado em [78], tem-se que um sistema na forma (5.21) sera admissivel
se e somente se a matriz J4 for inversivel.

Os resultados propostos nesta secao sao inspirados nas técnicas de estabilidade e desem-
penho via norma Hg e Hoo para sistemas algébricos diferenciais propostas em [7] e [9]. O
objetivo é o projeto do filtro linear F de forma que o erro de estimacao e = z — 2 seja minimi-
zado através do critério de desempenho Hs. Da dinamica do erro de estimacao e da equacao

do filtro constréi-se o seguinte sistema aumentado:

Se : § = Aa(o)g + AZC + Baw
e = Ca(0)¢ (5.22)
0 = Jsz+Ju( = [Jg 0]5 + JuC.

onde -~
J1(0 0 J:
a0 = | A= | 7,
I B;C1 Ay B;Cy (5.23)
B
Ba = ; Ca = |: Cz —Cf}
B;D

Busca-se, assim, uma solucao factivel para o Problema "Hs para o sistema algébrico-
diferencial S.. Ressalta-se que o problema de desempenho/controle Hy para sistemas com
restrigdes algébricos ja foi estudado em [7] no contexto de fungdes de Lyapunov constantes.
O préximo lema apresenta uma extensao deste resultado, considerando funcoes de Lyapunov

dependentes de parametros.

Lema 5.2 Considere o sistema (5.21) e o filtro (2.2). Se existirem matrizes simétricas P (),

W e uma matriz L que satisfacam as sequintes desigualdades para todo (0, 0) eB.

0 ATP(0) 0
P(0)As P(O)+P(0)Aa(0)+AL(O)PO) Co(0)T | + Lo+ JLLT <0 ¥(0,6) € B (5.24)
0 Ca(0) —I

W (0 BI'P(6
(6) 2 P0) >0,V 60cBy (5.25)

onde J, = [Jy J3 0]. Entdo o sistema do erro de estimagdo (5.22) é admissivel e exponen-
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cialmente estdvel para todo (0,0) € B e

el < Jim 7 [ IOV ar. (5.26)

Prova: A prova deste resultado é uma extensao do resultado apresentado em [7]. Note que

a matriz V (&, 0) = ¢ P(0)¢ é funcdo de Lyapunov para o sistema S,. 000

O préximo passo é buscar uma solugao para o Lema 5.2, ao considerar que a matriz P(6)
seja quadratica nos parametros incertos da forma (2.58). Para isso, uma abordagem similar a
proposta na Secao 2.3 é utilizada, assumindo que a matriz J1(0) = Jy + .40, onde A e © sao

definidas em (2.57). Para simplificar, assume-se que a matriz L tenha a seguinte estrutura:

T
L=[17 1§ o], (5.27)

com L1 € R™*™ [o € R™7¢,

O primeiro resultado desenvolve condi¢oes suficientes para checar a factibilidade das desi-
gualdades do Lema 5.2, com P(#) > 0 descrita em (2.58). Para este fim, introduza a seguinte

notacao

Jo A 0 Jo L2J4—|—.]3TL¥1
Ac(0,0)=10J9+0 04 0| J(O)=|0J |, Ja= 0
BfCH) 0  A; B;Cy 0
B JILY + LeJd; 0 0
Be(e): OB |, Je3= 0 0 0
BfD 0 0 0
Ce=[c. 0 —¢;|, HO=[0 -1, 0] (5.28)

Hl(e):[o H () o}, Hz(0)=[0 H(H)]-

Lema 5.3 Eziste uma matriz P(0) da forma (2.58) e uma matriz L da forma (5.27) que sa-
tisfaca as desigualdades (5.24)-(5.25), se e somente se existir wma matriz P € R(Z+a)x@n+q)
da forma (2.61) tal que para todo n € R*FTatn=tnc ¢ 5 ¢ R2vHa+me g5 sequintes desigualdades

sejam satisfeitas
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T W 4(0,0)n < 0,V (n,0,0) tal que H (0)n=0, com n#0 e (0,0) € B (5.29)
w(0) BI ()P

it 7>0,V(77,0) tal que Ho(0)7=0, com 7 #0 e 6 € By (5.30)

PB.(f) P

onde
LiJy+ JI Ly JEO)P + JE 0
U4(0,0) = | PJ.(0) + Joo AT(0,0)P+PA0,0) + J.3 CT|. (5.31)
0 C. —1

00O

Note que uma condigao necessaria para que as desigualdades acima sejam satisfeita é que
a matriz Jy seja inversivel, o que garante entao que o sistema (5.20) seja admissivel.

Um lema similar ao Lema 2.7 pode também ser enunciado para este problema, e da mesma
forma que o anterior consiste em eliminar as restri¢oes de igualdade através da aplicacao do
Lema de Finsler, inserindo-se multiplicadores. Na seqiiéncia, apresenta-se o resultado princi-
pal para o projeto de filtros para sistemas algébricos-diferencias, baseado em transformagoes

de congruéncias.

Teorema 5.2 Considere o sistema (5.21) e seja B um politopo dos (0, 6) admissiveis. Supo-
nha que existam matrizes simétricas Py > 0, Po e Qp, e matrizes Py, L1, La,My, My, Mo,
M4, Ms, G, Gs, Q4, Qp, Qc, Qg e Qp, Wi para i =1,...,0p e um escalar positivo i de
forma que o sequinte problema de otimizac¢do seja satisfeito:

min g

sujeitoa pu— Tr[W(0)] >0 VO € V(By)

LiJy+ JI Ly * * * *
(Po+ P1©)Jy +QpCy +0TMy &1y * * *
(Pl + P,©)Jy — My Doy oy * x [<0,V(6,0) € V(B)
QpJy + 0 Cy P31 QpA—-Qn Qa+ Q4 «
C,+ M0 — M,y —Qc —1I |

(5.32)
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[ W () * * ]
(Py+ P©®)B+QpD +0TGT Py+G,0+07GY * *
>0, V0 € V(By)
(PlT + PQ@)B— G{ PlT + G306 — Gg Py —Gs — Gg *
i OpB + QD Qp + Qa6 —Qa Qp_
(5.33)
onde W(0) € uma matriz afim em 6 com valores W1, ..., Wy,, nos vértices de By e

Py = JI Py + Podo + QpC0) + CHOQL + PY + YTPL + Mi© + T MI + JTLT + Lo Js,
91 =Pl Jo+ P Y +(Py A+ PLOA) - M+ M,0,
Do =AT P+ P A+ PO A+ (PO A)T— My—MT,
D31 = QpJo + QeC(H) + QL + 0O, T=0Jy + 6,
(5.34)

entdo o filtro F com matriz de transferéncia
Gay(s) = (QeQph)[sT — (2492505 (5.35)

garante que o sistema do erro de estimacgdo S. satisfaca as desigualdades (2.53) e (2.54)
com uma matriz P(0) quadrdtica em 6 descrita por (2.58). Além disto, o sistema (5.21) €
admissivel e

11Se| |3 < max Tr [Wi] < p, v (6,0) € B. (5.36)

1=1,...,60

\AAY

Este teorema fornece um alternativa para o projeto de filtros robustos para sistemas
descritores na forma algébrico diferencial via critérios de desempenho Hs, usando uma fungéao
de Lyapunov que é quadrética nos parametros incertos. Utilizando os resultados de [8] e as
mesmas transformacoes de variaveis utilizadas nesta secao é possivel também fazer o projeto
de filtros robustos He, para essa classe de sistemas. Observa-se, também, que o projeto
de filtros Hoo, neste caso, pode ser obtido a partir de simplificagoes estruturais no resultado
apresentado na Secao 4.4 para o caso de sistemas racionais. Estas simplificagoes sao realizadas

na funcao de Lyapunov e na descricao algébrico diferencial do sistema.

Note que os comentarios relativos ao Teorema 2.5, continuam validos para este resultado.
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5.3 Projeto de Filtros Dependente de Parametros

O enfoque desta tese foi o projeto de filtros invariantes no tempo e independente dos
parametros incertos que afetam o sistema. No entanto, como as matrizes da dinamica do
filtro aparecem sem a influéncia direta do parametro 6 é possivel estender estas abordagens
para o projeto de filtros dependente de parametros, ou seja, um filtro F cujas matrizes A ¢(0),
C(0) sao afins em 6, que é admitido ser conhecido em tempo real como no caso de sistemas
LPV! e By ¢é constante.

Deste modo, o projeto do filtro dependente de pardmetros para os sistemas estudados
nas Secoes 2.2 e 4.2 e no Capitulo 3, é obtido ao supor que as matrizes () e R usadas na
parametrizacao do filtro sdo agora fungoes afins em 6. Define-se assim que Q(#) e R(#) sao
funcdes do tipo Qo + O QT + Q10 e Ry + OTRT + R0, respectivamente, no qual © é uma
fungao afim dos parametros 6;, similar a descrita em (2.57). Isso implica que no filtro F as
matrizes Ay e Cy sejam também funcoes do parametro incerto 6.

Para os sistemas estudados nas Secoes 2.3, 4.3, 4.4, 5.1 e 5.2 o filtro dependente de
parametros pode ser obtido de forma semelhante ao considerar que as matrizes 4 e ¢ sdo
funcoes afins de 6 do tipo Q4, + @TQ£1 + 04,0 e Q¢, + @TQEI + Q¢, © respectivamente.
Resultando que Ay e C'y sejam funcoes de 6.

O filtro robusto é projetado pela inser¢ao destas restrigdes nos respectivos teoremas, bus-
cando encontrar juntamente com as demais variaveis de decisao as matrizes o, Q1, Ro e Ry
ou Q4,, Qa, Qc, e Qc, nos vértices de By.

Ressalta-se que este filtro é subétimo, sendo que o filtro étimo é dado pelo filtro de Kalman
resolvido de forma iterativa para cada parametro 6;. Isto é possivel, pois assume-se que os
parametros do sistema sao conhecidos. Uma das vantagens da abordagem proposta neste
secao € que pode-se projetar o filtro off line, simplificando o processo de projeto e diminuindo

o custo em algumas aplicagoes.

5.4 Projeto de Filtros de Ordem Reduzida

Nos resultados anteriores projetou-se filtros robustos da mesma ordem do sistema original,
ou seja, um filtro de ordem n para diferentes classes de sistemas dinamicos. Nesta secao,

mostra-se que ¢ possivel desenvolver filtros F de ordem reduzida ny, isto é, filtros onde

'Do inglés Linear Parameter Varying, veja por exemplo [33] para mais detalhes sobre sistemas LPV
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z € R", com ny < n, para as classes de sistemas abordadas nas Secoes 2.3, 4.3, 4.4, 5.1
e 5.2. O projeto do filtro robusto de ordem reduzida para estes sistemas é obtido de forma
similar aos resultados ja apresentados, bastando introduzir algumas restrigoes estruturais nas
matrizes do filtro e na fungao de Lyapunov, similar & proposta em [31]. Assume-se assim, que
na matriz P(6) da fungdo de Lyapunov (descrita em (4.38) na Secao 4.4 e (2.58) nos demais

casos), a matriz Py € R™*"f e

Py = € RV, (5.37)

onde P5 € R"/*"s,

Na seqiiéncia, apresenta-se o resultado principal para o projeto de filtros robusto de ordem
reduzida para sistemas variantes no tempo do tipo (2.1). A abordagem proposta segue o
mesmo raciocinio usado para o projeto de filtros de ordem completa apresentado na Segao
2.3, isto ¢, busca-se uma solucao factivel para o Problema My com uma matriz P(6)

biquadratica em 6 com a restrigdo dada em (5.37).

Teorema 5.3 Considere o sistema (2.1) e sejam By e B politopos dados indicando os valores
admissiveis de 0 e (6, 0), respectivamente. Suponha que existam matrizes simétricas Py > 0,
PQ € Qp, e matrizes Pl, Gl, GQ, Gg, Ml, Mz, M4, QA, QB, Qc, Qg, QM (& Wi; 1= 1,...,69

satisfazendo as sequintes LMIs

Pqq * * *
D21 D22 * * '
) <0, V(0,0) € V(B) (5.38)
31 QE.A—QM QA+Q£ *
| C. + MO — My Q¢ - |
W (8) « . . |
(Py+P©®)B+QpD+0TGT Py+G20+0TGY * *
>0, V0 € V(By)
(Pl + P,O)B—- GT Pl +G30 -G P,—-G3—-GI <
QLB +QpD Of +Qq0 —Qq Qp |

(5.39)

onde W(0) € uma matriz afim em 6 com valores W1, ..., Wy,, nos vértices de By e
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P = AgPO + PyAg + QBC(Q) + CT(Q)QE + PT + TTplT + MO + @TMIT,

o1 =Pl Ag+ P2 Y+ (Py A+ PLOA)T— M+ M>0,

(5.40)
oo =AT Py + PT A+ PO A+ (Po0A) T~ My— MY,
D31 = QLAY+ QpC»H) + QL +Qy0, T=04,+0,
entao o filtro F de ordem ny < n com a matriz de transferéncia
Gay(s) = (QeQph)[sT — (24Q5)] Q5 (5.41)

garante que o sistema do erro de estimagdo S, satisfaca as desigualdades (2.53) e (2.54) com

uma matriz P(0) quadrdtica em 6 descrita por (2.58) e (5.37). Além disso,

|Se||2 < max Tr[W;], V(6,6) e B. (5.42)

i=1,...,09

Prova: Note que a prova é similar a do Teorema 2.5 assumindo que as matrizes de trans-

formacao J; e Jy sao agora descritas por:
Ji = diag{ I, I, P, 'PL, I,.} Jo=diag {I,,,In, I, Py ' P} (5.43)

E a parametrizagao do filtro é dada por:

Qa=PsA; P PL, Qp=PsBy, Qc =C;P;'PY,
(5.44)
Qur = PsPy ' My, Qp = PP PT

\AAY

De forma similar pode-se obter o projeto de filtros de ordem reduzida para os sistemas
nao lineares (4.1)/(4.23) e (4.1)/(4.34) e para os sistema lineares (5.1) e (5.2). No caso do
sistema (4.1)/(4.34) este resultado pode ser visto em [20]. Como nao foram feitas simulacoes
com estes resultados, nao se sabe ao certo, se a restri¢ao na estrutura da matriz P () torna ou
nao a abordagem restritiva. Uma opgao, além de testar esta formulagao, é tentar desenvolver

novas abordagens para resolver este problema.



Capitulo 6

Comentarios Finais

O enfoque principal desta tese foi o projeto de filtros robustos para diversas classes de sis-
temas lineares e nao lineares usando fungoes de Lyapunov que sao dependentes dos parametros
incertos do sistema. Neste contexto, metodologias LMIs foram propostas para o projeto de
filtros robustos através da minimizacao dos critérios de desempenho Hs e Hy quando as
incertezas presentes no modelo estao descritas na forma politépica. Estes resultados foram
obtidos através da utilizacdo do Lema de Finsler, transformagoes de congruéncias e mudangas
de variaveis. No decorrer da tese, dois tipos de transformacgoes foram utilizadas, a proposta
em [31] e a proposta em [37]. Conforme visto na Secao 2.4, a escolha de uma ou outra
transformacao depende do tipo de fun¢ao de Lyapunov e do sistema a serem considerados.
Ressalta-se, também, que nao se pode afirmar se os resultados obtidos, pela aplicacao destas
transformagoes sao ou nao equivalentes.

Uma das vantagens dos métodos propostos pode ser vista nos exemplos apresentados,
onde observa-se uma melhora significativa na minimizacao dos limitantes superiores do erro de
estimacao, quando comparado com os resultados ja existentes na literatura para o projeto de
filtros robustos. Outra vantagem, é que prova-se que estes resultados nao sao mais restritivos
que os resultados baseados nas nogoes de estabilidade quadratica, ou seja, sempre que for
possivel resolver um problema de filtragem, tratado nesta tese, pelos resultados baseados em
estabilidade quadratica, os métodos propostos nesta tese também serao factiveis e pelo menos
com o mesmo valor do limitante superior para os indices de desempenho utilizados. No caso
de sistemas nao lineares do tipo racionais, este resultado nao foi apresentado, mas é possivel
obté-los através de escolhas adequadas para as variaveis de Finsler.

Na seqiiéncia, tem-se um sumaério dos resultados apresentados neste trabalho:
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% Projeto de filtros para sistemas lineares:

v Sistemas a tempo continuo - (i) projeto de filtros Hs e Hoo para sistemas invariantes
no tempo com uma classe de funcgoes de Lyapunov dependentes dos parametros
incertos, racionais no caso “primal”e afim no caso “dual”; (ii) projeto de filtros Hs
para sistemas variantes no tempo usando funcoes de Lyapunov cujas matrizes sao

quadraticas nos parametros incertos.

v Sistemas a tempo discreto - projeto de filtros He, Hoo € misto Ha /Hoo para sistemas
variantes no tempo usando func¢bes de Lyapunov cujas matrizes sdo quadréticas

nos parametros incertos.

v Sistemas com modos instdveis - projeto de filtros Ho para sistemas incertos a tempo
continuo variantes no tempo, no qual parte da dindmica é instavel. Assume-se que
a parte instavel nao possui incertezas e que a parte estavel pode ser incerta. Os re-
sultados sao obtidos utilizando fung¢oes de Lyapunov cujas matrizes sao quadraticas

nos parametros incertos.

v Sistemas descritores - projeto de filtros Hy para sistemas descritores incertos a
tempo continuo na forma algébrico-diferencial, usando fungoes de Lyapunov cujas

matrizes sao quadraticas nos parametros incertos.

% Projeto de filtros para sistemas nao lineares:

v Sistemas com ruidos dependentes do estado- projeto de filtros Hao para sistemas
invariantes no tempo, com fungées de Lyapunov afins (dual) e racionais (primal)

nos parametros incertos.

v Sistemas com ndo linearidades do tipo Lipschitz - projeto de filtros H, para siste-
mas variantes no tempo, usando uma funcao de Lyapunov cuja matriz é quadratica

nos parametros incertos.

v Sistemas racionais - projeto de filtros Ho, para sistemas racionais nos estados e
nos parametros incertos variantes no tempo. Usa-se aqui uma fungdo de Lyapunov
polinomial nos estados e nos parametros incertos. Apresenta-se também o projeto

de filtros nao lineares para esta classe de sistemas.

% Outros Resultados:
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v’ Filtros dependentes de pardmetros - Apresenta-se uma extensdao dos resultados
obtidos para o projeto de filtros dependentes dos parametros incertos do sistema,

onde as matrizes Ay (6) e Cy(f) sao funcoes afins do parametro 6.

v Filtros de ordem reduzida - projeto de filtros de ordem reduzida para os sistemas
a tempo continuo variantes no tempo, sistemas com nao linearidades de Lipschitz,
sistemas racionais, sistemas com modos instaveis e sistemas descritores, através de

restrigoes estruturais na matriz da fungao de Lyapunov.

Ressalta-se que no contexto de sistemas nao lineares, os resultados apresentados sao ape-
nas iniciais apesar dos avancos em se conseguir tratar este problema de forma numérica.
Observa-se, também, que devido ao fato de ser considerado sistemas com incertezas do tipo
politopicas o numero de LMIs do problema cresce de forma exponencial com o nimero de
parametros incertos. Sendo que esta explosao computacional pode ser agravada pelo fato de
termos a inclusdo de novas varidveis de folga introduzidas pelo Lema de Finsler. Assim, se
a ordem do sistema for muito elevada, podem ocorrer problemas numéricos na solugao das
LMIs. A experiéncia nas simulagoes mostra, que estes problemas sao mais freqlientes no caso
de sistemas a tempo discreto, decorrentes também do mal condicionamento numérico destes
sistemas.

Além dos projetos de filtros formalmente apresentados neste trabalho pode-se, através de

extensoes dos resultados obtidos, obter os seguintes resultados:

v" No caso de sistemas estocasticos, projetam-se filtros H, de maneira similar ao caso Ha
juntamente com o resultado do projeto do filtro H, para sistemas invariantes no tempo.
Este resultado foi submetido a publicagdo em [6]. Resultados semelhantes podem ser
também obtidos para o caso de sistemas bilineares a tempo discreto, utilizando a versao

discreta do Lema 2.2, em [41].

v O projeto de filtros mistos Ha/H pode ser estendido para o caso de sistemas a tempo
continuo invariantes no tempo de forma similar ao caso discreto. Tem-se neste caso,
apenas que se preocupar com a escolha dos valores 6timos para os parametros ¢;. Este

resultado pode também ser diretamente aplicado para o casos de sistemas bilineares.

v O projeto de filtros H, para sistemas com modos instéveis e sistemas descritores pode

ser obtido de forma similar ao projeto de filtros Ho, para sistemas de Lipschitz.
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Além destes itens, apresenta-se na seqiiéncia algumas sugestoes de trabalhos que podem

ser realizados com base nos resultados propostos:

% Transpor os resultados apresentados para o projeto de filtros para sistemas com incer-

tezas limitadas em norma.

% Uso de novas formulagoes de parametrizagao da funcao de Lyapunov e/ou condigoes de
estabilidade para a busca de condigoes convexas no caso de sistemas a tempo continuo,

principalmente quando o parametro incerto é variante no tempo.

%  Projeto de filtros Ho, para sistemas nao lineares a tempo discreto, tendo como base os

resultados apresentados em [21].

% No caso de sistemas nao lineares, a busca de solugoes baseadas no custo garantido,

talvez com uma interpretacao deterministica como a proposta em [59, cap.4].
% Projeto de filtros para sistemas descritores a tempo discreto.

% Aplicacao destes resultados em processos reais.

Durante a realizacao desta tese os seguinte artigos foram publicados [3], [4], [5], [10], e
[11]; e [6] e [20] foram submetidos ao CDCO03. Espera-se que este trabalho possa ajudar a
solidificar e incentivar o uso de fungoes de Lyapunov dependentes de parametros e LMIs,
na solugao de problemas da Teoria de Controle e da Teoria de Processamento de Sinais, em

especial no contexto de filtragem robusta.



Apéndice A
Desigualdades Matriciais Lineares

Neste apéndice, apresenta-se uma breve definicao de Desigualdades matriciais Lineares
(LMIs) e das ferramentas utilizadas nesta tese para transpor o problema de filtragem em
LMIs. Maiores informagoes sobre LMIs e sua aplicagao na Teoria de Controle e Sistemas

pode ser obtido, por exemplo, em [17] e [42].

A.1 Breve Definicao

Desigualdades matriciais Lineares(LMIs) surgiram na teoria de controle no final do século
XIX, quando Lyapunov formulou a condicio ATP + PA < 0 com P > 0 para verificar a
estabilidade de sistemas dinamicos, do tipo © = Axz. No entanto, até o inicio dos anos 80 a
aplicacao de LMIs era limitada a sistemas de pequenos portes, pois a sua resolucao era feita

de forma manual ou analitica.

Foi a partir do final da década de 80 com a criagao e aperfeicoamento de algoritmos de
otimizacao convexa, como pontos interiores, que os pesquisadores voltaram a se interessar
pelo uso de LMIs na Teoria de Controle. Desde entao muitos dos resultados usuais da teoria
de controle e sistemas, estao sendo reescritos como LMIs. A vantagem é que com o uso de
LMIs é possivel tratar com mais facilidades sistemas mais complexos, como sistemas incertos

e até mesmo sistemas nao lineares!.

Matematicamente, uma LMI é definida como:

Veja, por exemplo, [17] e [42] e referéncias destes.
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F(z) 2 Fy+ Y a:F; >0, (A1)
=1

onde x = (x1,%2,...,Tm) € 0 vetor de varidveis de decisao; F; € R™*™ para i = 0,...,m sao
matrizes simétricas dadas.

No entanto, dificilmente usa-se esta definicao para declarar um problema LMI, pois nor-
malmente uma LMI é posta na forma matricial como, por exemplo, a desigualdade de Lyapu-
nov: ATP 4 PA <0, com P > 0. Para reescrever esta desigualdade na forma (A.1), deve-se

encontrar os valores de F; de forma que:

F(P)=A'P+PA=F+) xF (A.2)

onde z é um vetor contendo os elementos da matriz P que devem ser determinados. Mais
detalhes sobre LMI e aplicagao desta em controle podem ser encontrados, por exemplo em
[17] e [42].

Apesar da grande utilizacdo de LMIs na teoria de controle, é raro encontrar problemas
que aparecam naturalmente na forma de uma desigualdade matricial linear, por isso, em
muitas situacgoes se faz necessario o uso de ferramentas que possibilitem transpor muitos
dos resultados da teoria de controle e sistemas em LMIs. Na seqiiéncia, apresentam-se dois
resultados que sao utilizados nesta tese para obter condigoes convexas para o projeto de filtros

robustos.

A.1.1 Complemento de Schur

O Complemento de Schur é um resultado da Teoria de Matrizes, amplamente utilizado

na teoria de controle para a transformagao de desigualdades nao lineares em LMIs.

Lema A.1 (Complemento de Schur) Sejam Q, R, S matrizes de dimensies compativeis,

com Q, R simétricas. Entdo
Q—SR'S">0, com R>0, (A.3)
se e somente se

Q S
S" R

>0 (A4)
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Prova: A prova deste resultado pode ser encontrada em [17, cap 2. /N

A.1.2 Lema de Finsler

O resultado a seguir é uma particularidade do Lema de Finsler [17, cap 2]. Este resultado
era comumente utilizado para a eliminacao de varidveis, como o visto em [17, cap 2. Nesta
tese, no entanto, utiliza-se este lema para a inclusao de restricoes de igualdades ao problema,
através da insercao de novos graus de liberdade. Estes graus de liberdades sdo inseridos a
partir da inclusao de novas varidaveis de decisoes oriundas da aplicacao deste lema. Neste
contexto, o Lema de Finsler vem sendo aplicado a diversas classes de sistemas lineares com
parametros incertos e também no caso de sistemas nao lineares (veja, por exemplo, [9, 27,

72, 73, 75)).

Lema A.2 (Lema de Finsler - Particularidade) Dada a matriz simétrica V e a matriz

C, de dimensoes compativeis e seja X uma matriz tal que Co X = 0. Entao tem-se que

X'UX <0 (A.5)

se e somente se 3 L tal que
U+ LC,+CLL'<0 (A.6)
([

Um versao mais completa do Lema de Finsler e a sua prova pode ser vista em [27], onde
encontra-se alguns resultados da teoria de controle que podem ser obtidos pela aplicagao deste

lema.
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