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Resumo

Neste trabalho estudamos o comportamento critico de um sistema meta-
magnético compressivel do tipo Ising, com tensao de cisalhamento infinita
entre os sitios da rede. O sistema d-dimensional é dividido em hiperplanos
de spins que tém interacao ferromagnética entre si, enquanto que para spins
em hiperplanos diferentes, a interagao é antiferromagnética. A interacao
elastica é considerada na aproximacao harmonica e a interacao entre spins
depende linearmente da distancia inter-ionica. Integramos os graus de liber-
dade elasticos e obtivemos um hamiltoniano efetivo de spins, que contém
interagoes de longo alcance entre pares de spins, no ensemble das pressoes.

O modelo ¢ estudado na aproximacao de campo médio por meio de uma
expansao de Landau. No caso particular onde o acoplamento spin-rede é
isotrépico, obtém-se uma solucao simples, na qual o sistema pode apresentar
tanto o comportamento critico geral do modelo rigido, como um comporta-
mento mais complexo, onde em altas e baixas temperaturas a transigao é de
primeira ordem, e em temperaturas intermedidrias a transi¢cao ¢ continua. No
caso anisotrépico a solucao sé pode ser obtida considerando-se perturbativa-
mente os efeitos da elasticidade, obtendo-se a superficie critica no diagrama
campo-pressao-temperatura. A dependéncia com relagao a pressao dos prin-
cipais pontos que definem o diagrama de fases é obtida, permitindo que sejam

feitas comparacoes com dados experimentais de metamagnetos sob pressao.



O modelo foi investigado ainda através de um calculo baseado no grupo
de renormalizacao no espaco reciproco. O hamiltoniano foi expandido em
torno da solucao de campo médio, produzindo um hamiltoniano que, além
dos termos que ocorrem nos modelos de Domb e metamagnético rigido,
contém um termo quadratico relacionado a anisotropia do acoplamento spin-
rede. Obtidas as equagoes de recorréncia, os reescalonamentos do espaco e
das variaveis de spin revelam um hamiltoniano renormalizado mais simples,
isento das variaveis irrelevantes. Contrariamente ao modelo de Domb, alguns
pontos fixos sao fisicamente acessiveis, devido ao termo novo relacionado a
anisotropia. O comportamento critico basico resultante é composto de duas
linhas de transicao de primeira ordem, em altas e baixas temperaturas, conec-
tadas por dois pontos tricriticos a uma linha de transicao continua. Esta linha
apresenta expoentes criticos renormalizados em relacao aqueles de Ising, e o
ponto tricritico de baixa temperatura também apresenta expoentes renorma-
lizados, mas em relacao aos valores classicos. O ponto tricritico que ocorre
em alta temperatura é do tipo Ising. A linha critica pode colapsar em um
Unico ponto sobre a linha de primeira ordem, como no caso isotrépico da
aproximacao de campo médio. O hamiltoniano renormalizado pode ser in-
tegrado naquelas variaveis de spin que sao independentes das variaveis de
momento, produzindo um hamiltoniano reduzido que contém, além do termo
quadratico e quartico, um termo biquadratico.

A expansao de Landau da energia livre do modelo metamagnético rigido
é revisitada, permitindo a sua obtencao até ordem doze no parametro de or-
dem. Os coeficientes sao escritos em termos da razao entre os acoplamentos
ferro e antiferromagnético e da temperatura reduzida, na condicao de criti-
calidade. Observamos que em muitos casos, coeficientes dos termos acima de

quarta ordem sao negativos, apesar da analise baseada na expansao de Lan-
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dau vigente na literatura, considerar que os coeficientes dos termos de maior
ordem sejam todos positivos. Entretanto, um estudo numérico dos diagramas
de fases, mostra que, para quaisquer valores da razao entre os acoplamentos
magnéticos, tal fato nao produz modificacées no diagrama e, portanto, nem

sempre um coeficiente negativo altera a comportamento critico.
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Abstract

In this work we study the critical behavior of an Ising metamagnetic
compressible system, with infinite shear forces between the lattice sites and
submitted to a hydrostatic pressure. The d-dimensional lattice is composed
of ferromagnetic hyperplanes whose spins have antiferromagnetic interaction
with their first neighbours in the adjacent hyperplanes. The elastic interac-
tion is considered in the harmonic approximation and the magnetic interac-
tion have a linear dependence on the inter-ionic distance. The integration
of the elastic degrees of freedom gives an effective hamiltonian of spins in
the pressure ensemble, which presents long-range interaction between pairs
of spins.

Firstly, the mean field approximation and a Landau expansion of the free
energy is considered. The isotropic spin-lattice case gives a closed solution,
where the system can exhibit the usual metamagnetic phase diagram, or
display a different behavior. In latter case there are two first order tran-
sition lines at high and low temperatures, and a continuous transition line
at intermediate temperatures. In the anisotropic case, a simple solution is
unavailable, but a perturbative expansion on the elastic constant, provides
a critical surface on the field-temperature-pressure space. The dependence
of the critical points on the pressure is obtained, allowing a comparison to

experimental data of metamagnets under pressure.
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The model is also investigated by the moment space renormalization
group technique. The hamiltonian is expanded around the mean field solu-
tion and the resulting hamiltonian contains the Domb and the metamagnetic
rigid models terms, as well as a new one which is related to the anisotropy
of spin-lattice coupling. We generate the recursion relations and reescale the
space and spin variables in order to get a simpler renormalized hamiltonian,
without the irrelevant variables. Contrary to the Domb’s model, some fixed
points can be accessed within the physical domain of the variables, due to the
presence of the new term. The ordinary basic phase diagram is composed of
two first order lines, at high and low temperatures, linked to the continuous
transition line by two tricritical points. The critical indices related to the
continuous line are different from the Ising critical exponents, but presents
Fisher’s renormalization. The critical indices for the low temperature tricrit-
ical point are non-classical and those for high temperature are of Ising type.
The critical line can collapse into a single point on the first order line, as
in the mean field isotropic case. The renormalized hamiltonian can be inte-
grated over the moment independent spin variables, resulting in a reduced
hamiltonian which contains only terms of second, fourth and biquadratic in
the spin variables.

The Landau expansion of the free energy of the metamagnetic rigid model
is revisited in a different way, giving analytical expressions for the coefficients
up to the twelfth order. They are written in terms of the ratio of ferro and
antiferromagnetic couplings and the reduced temperature, at the criticality.
We observed that some higuer order coefficients are negative, despite the
usual Landau expansion analysis. A numerical determination was also per-
formed for many values of the ratio between the ferro and antiferromagnetic

couplings. We argue that negative higher order coefficients at the critical



condition, can be of no consequence on the phase diagram.
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Capitulo 1

Introducao

O diagrama de fases no plano campo-temperatura de sistemas metamagnéticos
tem sido estudados tanto teérica [1-10] quanto experimentalmente [11-14]. O
diagrama de fases exibe transi¢oes de uma fase antiferromagnética para uma
paramagnética, de primeira ordem em campos magnéticos altos e de segunda
ordem em campos baixos. Essas duas linhas normalmente encontram-se no
chamado ponto tricritico, embora comportamentos mais complexos sejam
possiveis. Um modelo metamagnético usual é aquele que considera a rede
cristalina composta de planos, cujos spins tém interagao ferromagnética com
spins do mesmo plano e interagao antiferromagnética com spins de planos
adjacentes [12]. Em uma abordagem a nivel de campo médio, o tipo do
diagrama de fases do modelo é definido pela magnitude relativa entre os
acoplamentos ferro e antiferromagnético [1]. Abaixo de um certo valor dessa
razao, o ponto tricritico desdobra-se em uma ponto critico terminal e um
ponto bicritico terminal. O ponto tricritico é observado para os materiais
metamagnéticos em geral [11, 12], mas os pontos critico e bicritico termi-
nais nao foram encontrados em sistemas reais. Simulagoes numéricas de

Monte Carlo [2-6] nao confirmam o desdobramento do ponto tricritico, em-
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bora uma abordagem a nivel de grupo de renormalizacao em ordem €, mas
considerando um hamiltoniano com coeficientes de alta ordem [10], permita
outras possibilidades além do comportamento tricritico usual. Nesta mesma
ordem, um tratamento de grupo de renormalizagao, mostra que o comporta-
mento tricritico é descrito por uma competicao entre o ponto fixo gaussiano
e o ponto fixo de Ising. Os expoentes criticos sao do tipo Ising para a linha
critica e cldssicos para o ponto tricritico [9].

Sistemas ferromagnéticos compressiveis do tipo Ising foram estudados em
uma série de trabalhos tedricos [15-21] algum tempo atrds. Para uma cons-
tante de troca linearmente dependente da distancia inter-ionica, a integracao
das varidveis elasticas, leva a uma interacao de longo alcance entre pares
de spins. O sinal deste termo biquadratico é crucial para a caracterizacao
da transicdo magnética, que pode ser critica com expoentes criticos de Ising
(puros ou renormalizados) [16, 22] ou de primeira ordem [17, 20]. Dois casos
limites mais simples sao aqueles cujas forgas de cisalhamento sao nulas [16] ou
infinitas [15]. No primeiro caso ambos os acoplamentos, eldstico e magnético,
dependem somente da componente longitudinal das posicoes relativas dos
ions, ao passo que no segundo caso, flutuagoes nas posigoes estao ausentes, e
as distancias interionicas sao dependentes apenas do volume.

O modelo de Baker e Essam [16] apresenta expoentes criticos de Ising
quando submetido a pressao constante e expoentes criticos de Ising renor-
malizados em volume constante [16, 22]. Para o modelo de Domb [15],
uma aproximacao de campo médio prevé um ponto tricritico no diagrama
pressao-temperatura, enquanto tratamentos de grupo de renormalizacao e
a solugao exata em duas dimensoes prevéem somente coexisténcia de fases
[17]. A inclusao de forgas de cisalhamento finitas através da flutuagao na

distancia inter-ionica [18, 19] néo estabiliza o comportamento critico e, por-
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tanto, o comportamento do modelo de Domb prevalece, tornando a transicao
magnética descontinua devido a elasticidade da rede. Mais recentemente,
simulagoes numeéricas tém sido feitas em sistemas com um potencial elastico
anisotrépico [23].

Um sistema metamagnético sob pressao foi considerado anteriormente [24]
no espirito do modelo de Baker e Essam [16], onde o cisalhamento é nulo. O
diagrama de fases é essencialmente o mesmo do modelo rigido e a temperatura
do ponto tricritico pode ser determinada em funcao da pressao. Trabalhos
experimentais em compostos metamagnéticos sob pressao hidrostatica [25-
28], mostram que as linhas de transi¢do e o ponto tricritico sdo deslocados
com a variagao da pressao.

Em vista da discrepancia entre o comportamento dos dois modelos ex-
tremos no caso do ferromagnetismo, é de interesse considerar o efeito da
compressibilidade com cisalhamento nos metamagnetos. Neste trabalho, con-
sideramos um modelo metamagnético no espirito do modelo de Domb (cisa-
lhamento infinito), sob a¢ao de uma pressao externa. O modelo é investigado
sob duas abordagens, uma de campo médio e outra de grupo de renormali-
zagao. No primeiro caso, a energia livre de campo médio é obtida apds
a integragao dos graus de liberdade elasticos e uma expansao de Landau
é realizada. Dois casos particulares sao abordados: acoplamento spin-rede
isotropico e o limite de baixa compressibilidade, onde os resultados sdo com-
parados com dados experimentais. Na abordagem via grupo de renormali-
zacao, é feita uma expansao do hamiltoniano em torno da solucao de campo
médio e uma transformacao para o espaco de momentos. Obtidas as equagoes
de recorréncia, sao feitos os reescalonamentos do espago e das variaveis de
spin, que revelam quais campos sao relevantes e quais sao irrelevantes para

o comportamento critico, emergindo assim um hamiltoniano mais simples.
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Obtidos os pontos fixos, o diagrama de fases é construido, permitindo ana-
lisar o comportamento critico do modelo. Por fim, voltamos a questao da
expansao de Landau da energia livre do modelo metamagnético rigido. A
expansao ¢ refeita com vistas a analise do papel dos coeficientes de mais alta
ordem, que em muitos casos sao negativos.

Este trabalho é organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2 é apre-
sentada uma abordagem baseada na teoria de campo médio para o modelo
metamagnético compressivel; no Capitulo 3 é desenvolvida uma analise de
grupo de renormalizacao; no Capitulo 4 é analisada a expansao de Landau
do modelo metamagnético rigido, considerando-se os termos de mais alta or-
dem. Por fim, apresentamos as nossas conclusoées no Capitulo 5. No final do
texto, incluimos trés apéndices: no Apéndice A sao listados os coeficientes da
expansao de Landau necessarios a analise dos modelos compressivel e rigido;
no Apéndice B sao mostradas as equagoes de recorréncia dos campos irrele-
vantes do grupo de renormalizacao e no Apéndice C' abordamos as integrais

relacionadas aos diagramas de Feynman.



Capitulo 2

A solucao de campo médio

2.1 Introducao

Os sistemas metamagnéticos sao aqueles que quando submetidos a um campo
magnético na direcao do eixo de anisotropia, exibem transicao de fase continua
e baixos campos e transicao de primeira ordem em campos altos. No dia-
grama campo versus temperatura as linhas de transicao encontram-se num
ponto tricritico. Muitos modelos foram criados para explicar o comporta-
mento metamagnético. O mais simples deles considera uma rede ctbica
simples, composta de planos perpendiculares ao eixo de anisotropia, cujos
spins tém interacao ferromagnética com spins primeiros vizinhos do mesmo
plano e interacao antiferromagnética com spins primeiros vizinhos de planos
adjacentes. Esta ¢ a estrutura que vamos adotar neste trabalho, embora uma
aproximagcao de campo médio como a que serd feita aqui, seja indiferente a
estrutura espacial considerada, e outros arranjos, como um sistema de sub-
redes interpenetrantes, mostra-se completamente equivalente. A solugao de
campo médio do modelo rigido [1] mostra bons resultados em comparagao

com a experiéncia [12], e estabelece que a posi¢do do ponto tricritico no
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diagrama de fases s6 depende da razao entre os acoplamentos ferro e antifer-
romagnéticos. Ha também outras possibilidades, tal como o desdobramento
do ponto tricritico em um ponto critico terminal e um ponto bicritico termi-
nal (ver Capitulo /).

O comportamento magnético do sistema pode ser vinculado a compres-
sibilidade da rede através do acoplamento spin-rede. O modelo de Domb
considera um sistema ferromagnético em que a constante de troca varia line-
armente com as variacoes de volume, enquanto que a distancia inter-ionica
permanece a mesma para qualquer par de spins da rede [15]. O modelo
de Baker e Essam considera a rede como um conjunto de linhas de spins,
paralelas ao eixo de anisotropia, que podem deformar-se axialmente, inde-
pendentemente da deformacado das linhas adjacentes [16]. Fisicamente, os
dois modelos representam casos particulares extremos em relagao as forgas
de cisalhamento entre os sitios da rede: no primeiro caso elas sao infinitas e
no ultimo inexistentes, sendo, portanto, mecanicamente instavel. Sob uma
aproximacao de campo médio, o modelo de Baker e Essam apresenta apenas
transicao continua, enquanto que o modelo de Domb exibe em baixas pressoes
transicao de primeira ordem e em altas pressoes transicao de segunda ordem.

O modelo metamagnético em uma rede compressivel com cisalhamento
nulo foi estudado anteriormente [24], mostrando o mesmo comportamento
geral do modelo rigido, mas em que as linhas do diagrama campo-temperatura
podem ser deslocadas pela pressao. Trabalhos experimentais com materiais
metamagnéticos sob pressao [25-28] exibem este mesmo tipo de comporta-
mento. Neste capitulo estudamos o modelo metamagnético em uma rede
com cisalhamento infinito [29], tipico do modelo de Domb, que apesar de nao
considerar flutuacgoes nas posicoes dos spins, é mais realista que aquele com

cisalhamento nulo, como anteriormente comentado. Uma aproximacgao de
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campo médio e uma expansao de Landau sao realizadas, possibilitando des-
crever o comportamento critico em alguns casos ideais e fazer comparagoes

com os dados experimentais disponiveis.

2.2 0O modelo

O modelo metamagnético compressivel que adotamos, tem as mesmas ca-
racteristicas elasticas do modelo de Domb. Devido as forgas de cisalhamento
serem infinitas, ele é considerado homogeéneo e isotropico para deformagoes
da rede. Uma mudanca no volume é sempre consequéncia da pressao apli-
cada, ou devida a propria interacdo magnética quando o sistema procura
minimizar a sua energia livre. O modelo adotado também guarda as mes-
mas caracteristicas gerais do modelo metamagnético acima descrito, mas cuja
rede pode deformar-se. Consideramos que o sistema tem dimensao espacial
d, composto de hiperplanos com dimensao d — 1 cujos spins tém interacao
ferromagnética entre si, mas que na diregao d, perpendicular aos hiperplanos,

tém interagao antiferromagnética. O hamiltoniano ¢é
1 . 1 1 9
H:*§ZO} [JZJ*]U(G/*CL(])]O'J+§Z§K(CL*G/0) *ZHzO'Z s (21)
ij ij i

onde o; = *1 sao as variaveis de spin; ag ¢ a constante de rede na auséncia
de pressao e interagao magnética; H; é o campo aplicado no i-ésimo sitio.
Os fatores 1/2 evitam a dupla contagem de sitios. A energia eldstica é re-
presentada pelo potencial harmonico existente entre os sitios da rede, sendo
K a constante elastica e a a distancia inter-ionica em um estado arbitrario.
Foi feita uma aproximacao linear para a dependéncia da constante de troca
com a constante de rede, J;; (a), que foi escrita usando-se uma notacao com-

9J;; (a)

pacta, Ji; = Jij(a0) € Jij = (—8Ja—> . A justificativa para usarmos esta
ag
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aproximacao linear é que a rede se deforma pouco, i.e., a constante elastica
K é grande. Este principio governa esta e outras aproximagoes que viermos
a fazer, tendo papel importante na interpretacao dos resultados.

Fazendo j;; = 0, o hamiltoniano do modelo metamagnético rigido ¢ re-
cuperado. Podemos fazer a soma sobre 7,7 no termo do potencial elastico
no hamiltoniano (2.1), que fica dn?K (a — ag)?/2, considerando-se uma rede
ctibica com cada spin tendo 2d primeiros vizinhos. Ha n sitios em cada

d

direcao, perfazendo um total de N = n¢.

A funcao de particao pode ser escrita como,

Z.(T,a,N,H) => exp(—fH) , (2.2)
{0}

onde 3 =1/kgT ea} {0} ¢ a soma sobre todas as possiveis configuragoes
dos spins. Para introduzir a pressao no problema nos fazemos uma transfor-

mada de Laplace para o ensemble das pressoes,

+o0
Z = /dv exp (—0pv) Z,(T,a,N,H) , (2.3)

onde v é o volume do sistema e p é a pressao. Vamos expandir o volume

em torno de Nad, que fica,
d d d
v=Na*=Nay |1+ —(a—ap)+...| (2.4)
Qg

desprezando os termos de mais alta ordem pelos mesmos motivos expostos
acima. Apesar da varidvel de integracao no volume em (2.3) variar de —oo
a +o00, nés truncamos a expansao, mas isto também pode ser justificado
pelo fato de K ter um valor alto e a exponencial em (2.3) cair rapidamente

quando |a — ag| cresce, tornando desprezivel a probabilidade de ocorréncia
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de grandes variagoes no volume. Assim, teremos,

Z ~dNad~ 12/ (a — ag) exp{—ﬂpNag [1+i(a—ao)] —ﬂH} ,
{0} % o

(2.5)
onde Z =Z(T,p,N,H).

Neste trabalho, recorreremos muitas vezes a transformacao gaussiana, que

vamos escrever da seguinte maneira:

+oo 2
7T as

/ exp —(agz® + ayz)dr = [—exp — . (2.6)
ao 4CL2

—0o0

Usando a férmula acima, podemos integrar a funcao de particao (2.5)

sobre (a — ag), obtendo,

Z(T,p,N,H) = cexp |- BNHo(p Z exp( ) , (2.7)
{o}
onde
1t O(d 1) 2

¢ =dNaj INGE . Holp) = pao — —dNT , (2.8)

d—1 )

paO . 5 ,72]
= -3 i g - Jij N i —  ——0 H; i .

ZG<J K]J>UJ 2(%:02\/(1T> ZU

(2.9)

Notemos que a transformacao para o ensemble das pressoes, introduz um
termo biquadratico que representa uma interacao entre todos os pares de
spins sobre a rede, e que portanto, caracteriza a introducao da compressibi-
lidade no sistema.

Para escrever o hamiltoniano numa forma mais apropriada, nés reduzimos

o grau do termo biquadratico através de uma transformacao gaussiana (2.6).
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Deste ponto em diante, vamos trabalhar somente com a parte do hamiltoni-
ano que contém variaveis de spin - o hamiltoniano efetivo de spins. Fazendo

a transformacao, podemos escrever a fungao de particao apropriada,

{o} ">

Z, —Z/dy exp (——+ 201 L”0]+ﬂZHUZ) , (2.10)

onde L;; ¢ a matriz de acoplamento, dada por

d
. | B
Li; = B(sz—i— [0{ ]-)+y T g,] . (2.11)

2.3 A aproximacao de campo médio

A equagao (2.10) nao pode ser resolvida exatamente, mas se fizermos uma
transformacao no hamiltoniano efetivo de forma que cada spin possa interagir
com todos os spins da rede com a mesma amplitude, a solucao sera possivel.
Esta é a aproximacao de campo médio de Curie-Weiss. Observemos que a
nocao da dimensao espacial é perdida devido a aproximacao.

A rede originalmente é pensada como um empilhamento de hiperplanos,
cujos spins tém acoplamento ferromagnético com spins do mesmo hiperplano
L;j = Lp (onde J;; = Jp, jij = jr) € acoplamento antiferromagnético com
spins dos planos adjacentes L;; = Lu (onde J;; = —J4, jij = —ja). Para
aplicar a transformacao de campo médio, podemos considerar a sequéncia de
hiperplanos como A, B, A, B, -- -, onde cada spin pertencente a um plano do
tipo A, pode interagir com todos os spins de planos A da rede com interacao
L e com todos os spins de planos B com interagao L 4. Identicamente, spins
em planos do tipo B, tém interacao L4 com os de A e interacao Lr com
outros spins de B. Assim, cada spin tera N interacoes no total, de forma que
para mantermos finita a energia livre no limite termodinamico, definimos

a interacdo magnética efetiva de campo médio como L;; = Lga/N. Note
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que, diferentemente do sistema originalmente proposto, o modelo de campo
médio de Curie-Weiss nao tem diferenca no nimero de interacoes ferro e
antiferromagnéticas. Por fim, além do campo magnético uniforme H, vamos
definir um campo alternado H,, que é positivo nos planos A e negativo nos
planos B. Assim, a funcao de partigao (2.10) fica,

2
Z/dyexp{——+L—(Zm+ Z@) +B(H + Hy) ¥ o+

1 s 2N \ica jeB i€cA

i€A jEB jEB

L 2
2N (Z o — ZJJ-) + B (H — Hy) EUJ} , (2.12)

onde definimos Ly = (Lg + Ly) /2.
Antes de efetuar a soma sobre as varidveis de spin, vamos usar mais uma
vez a transformagao gaussiana (2.6) para linearizar as somatdrias de spins, o

que introduz duas novas variaveis x e w. Assim ficaremos com

/ dy / da / dw exp[~D(y, z, w, T, p, H, Hy)] ,  (2.13)
onde
2 2 2 N N
CID:%4—%4—%—Eln(2coshQ+)—Eln(QcoshQ,) (2.14)

Qi:x\/%iw\/%+ﬁ(H:tHs) . (2.15)

No limite termodinamico, N — oo, a principal contribuicao para a fungao
de particdo advém do maximo muito pronunciado exibido pela func¢ao expo-
nencial. Este maximo é definido pelo minimo de ®,

0o 0d 0o
la_y]—im_o ’ la_wL,z,m_O 7 [8_“}] - (2'16)

Yz, Yy, z,w
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onde (7, T, W) sao as coordenadas deste ponto extremo. Expandindo ® em
torno dele e retendo termos até segunda ordem, teremos

—+o00 —+o00 —+o00

Z, = /dy /da:/dw exp{ [P + Pzz(z — T)* + Pyz(y —7)* +

—00 —00

+2053(y —7)(w - D))} (2.17)
onde definimos br5 = [ 8(123)6} Apoés algumas manipulagoes algébricas,
=8
obtemos
~ 1
Z, = exp (CI) 3 In D> , (2.18)

Pz P2 PPz 2
o-ifc(o 1) o %) o 5

Pode ser mostrado que D é positivo, como esperado. A funcdo ® é propor-

(2.19)

cional a N e D a N3, de forma que no limite termodinamico, a energia livre

de Gibbs normalizada torna-se,

1 i)
9(T, p, H, Hs)z—N—ﬁmz :N—ﬁ+7'lo(p) , (2.20)

onde Ho(p) estd definido em (2.8). Este resultado é tipico da aproximagao
de campo médio, cuja energia livre é sempre proporcional ao argumento que
maximiza a exponencial da funcao de particao.

Sendo m4 e mp as magnetizacoes das subredes A e B, vamos definir as

magnetizagoes total e alternada respectivamente por:
m = (ma+mpg)/2 , ms = (ma — mpg)/2 . (2.21)

O campo magnético aplicado H é o conjugado de m, enquanto o campo
alternado H; é o conjugado de mg, que por sua vez é o parametro de ordem

do sistema. As equagoes de recorréncia de campo médio podem ser obtidas
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das relacgoes termodinamicas,

dg 1 1
5H — 3 tarh(@+) + 5 tanh(Q-)
dg 1 1
ms = oH. Etanh(Q+) - Etanh(Q_) , (2.22)
onde Q4 e Q_ sdo definidas em (2.15) (com y =7, © = T e w = ).

Finalmente, usando as equagoes de minimizagao (2.16), podemos escrever:

y = @(jm%kj;mf) :
7 = \/N_B[J_<p)+%(j_m2+j+mi)]m ,

w o= NG L)+ S (et )| e (229

onde foram usadas as definicoes,

Jpt Ja ) 1 jr £7a d
5 , J+ i 5 ) +(p) ++ ao ]ip

Ji = =
(2.24)

Fazendo uso de (2.23) e das definigoes acima, as relagoes (2.22) podem

ser reescritas na seguinte forma,

_ 2 1 1 2 2

H = — _.L(p)+% (jm2+j+m§)] +@1nlé +:;2_m§] >
i - . 1 1+m,)? — m2

HS = — _J+(p)+%(]—m2+]+m§>] m5+@ln [212832:2]

(2.25)

A solucao numérica destas equacoes acopladas minimiza a energia livre,
definindo o estado do sistema para cada conjunto de valores T, H, H, e
p. Das equagoes (2.14) e (2.20) podemos obter a energia livre de Gibbs
9(T, p, H, Hy),

1 1 3 /. . 2
g = Holp)+ §J—(p) m? + §J+<p) m; + 3 (]_m2 + ]+m§) + (2.26)

@#mu+m+m9a+m—mgﬂ—m+m90—m—mM :
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onde m(T, p, H, Hy) e ms(T, p, H, Hs). Também nos sera 1til a energia
livre de Helmholtz, obtida da anterior através de uma transformacao de Le-
gendre,

f(T, p, m, mg) = g(T, p, H, Hs) + Hm + Hyms . (2.27)

Esta toma a seguinte forma,

B 1 , 1 I
fro=Holp) ~ 5I-)m® — S Tu(p)mi — ¢ (Jom® + jemi) +
1
+E(1+m—|—ms)ln(1+m+ms)+(1—|—m—ms)ln(1+m—ms)+
+1—m+msy)n(1—m+ms)+ (1 —m—ms)In(1 —m—m,)]

(2.28)

2.4 A expansao de Landau

A expansao de Landau consiste em expandir a energia livre em uma série de
poténcias do parametro de ordem, cujos coeficientes dependem somente de
varidveis de campo [30]. Primeiramente, vamos fazer uma transformagao de

Legendre em (2.27), para ter a energia livre como fungao de my,
U(T, p, H, ms) = g(T, p, H, Hy) + Hyms (2.29)
onde m = m(T, p, H, my). A expansado toma a forma,
U(T, p, H, mg) = Vo + Uym?2 + Uymi + Tgmb + 0 (m?) | (2.30)

onde U,(T, H,p) é a derivada de ordem i em relagao a ms. Como ¥ é uma
funcao par de my, s6 as derivadas de ordem par sdo nao nulas. A expansao
acima descreve a transicao de fase de segunda ordem de uma fase para-
magnética, my; = 0, para uma fase antiferromagnética, ms; # 0, através

da andlise dos respectivos coeficientes. A expansao também pode abordar a



CAPITULO 2: A SOLUGAO DE CAMPO MEDIO 19

transicao entre duas fases antiferromagnéticas, quando o parametro de ordem
de ambas ¢é pequeno, mas neste capitulo nds nao estaremos interessados neste
tipo de transicao de fase.

O caminho mais simples para se calcular os coeficientes da expansao é

observando que
ov
H, =
omg

uma vez que é mais facil expandir a equagdo (2.25) que a prépria energia

= 2Uym, + 4V, m? + 6Ugm?® 4+ O (m!) | (2.31)

livre ¥. Uma outra dificuldade é que nao conseguimos isolar m(7T, p, H, Hy)
em (2.25). Mas no limite de pequenos valores de mg, nés podemos escrever
uma série de poténcias que represente m (funcdo par de my), da seguinte

forma:
m(T, p, H, my) = ag + aym} + agmy + agm$ + O(m3) (2.32)

com o; = (T, p, H). Se substituirmos m na primeira equagao de (2.25) pela
série acima e expandirmos em torno de ms; = 0, chegamos a uma expressao
na forma:

H = o + prm? + ami; + gsmg + O(mg) (2.33)
onde os coeficientes ¢; sao fungoes de T, p e H. No entanto, tornamos
T, p, H e my as variaveis independentes do problema, portanto, a operacao
acima nao pode introduzir uma relacao entre elas, de forma que os coeficientes

¢; devem satisfazer,
wo=H : wi=0 paratodoi#0 |, (2.34)

o que fornece as relagdes para o calculo de o, (7, p, H ). Essas relagoes sdo
mostradas no Apéndice A. Finalmente, os préprios coeficientes da expansao
de Landau podem ser obtidos, inserindo (2.32) na equagao para H, (2.25),
expandindo e comparando com a expressao (2.31), obtendo-se assim as ex-

pressoes que fornecem V,;. Estas também estao escritas no Apéndice A.
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2.5 Acoplamento spin-rede isotrépico

Um caso soltivel que mostra os efeitos da compressibilidade, é aquele onde as
constantes de troca ferro e antiferromagnética tem a mesma dependéncia no
volume, jr = ja (i.e. j— = 0). A partir das defini¢bes (2.24), vamos definir

novas variaveis normalizadas pela pressao,

kgT H Jr +ad tiep/K
t, = T h, = T o 0 : (2.35)
+(p) +(p) Ja+ay  jap/K

onde t, e h, sao a temperatura e o campo reescalados, e €, ¢ o apropriado

parametro de competicao entre as interagoes ferro e antiferromagnética.
De acordo com a expansao de Landau, a transicao continua ocorre quando
Wy = 0, definindo a correspondente relacao entre t,, hy, e €, que a caracteriza.

Assim a equagao (A.9) fornece,
jaole = VT—[le - (2.36)

Substituindo em (A.6) obtemos,

_ % 1
[hp]c = " 1[a0]c+

[tg]c In 1 - m , (2.37)
onde o indice ¢ refere-se a criticalidade. A temperatura de Néel é aquela
onde hy, = ag. = 0, que em nosso caso reduz-se a [t,|y = 1. Com excegao dos
campos serem normalizados pela pressao, esta solucao ¢ a mesma do modelo
rigido [31].

Os limites de validade da relagao (2.37) sdo definidos pelo coeficiente de

quarta ordem, (A.10), que pode ser escrito como

Wy
Ji (P)

onde & = j% /2J;(p), é uma medida do acoplamento spin-rede. A linha de

1 1\ ¢
= FZZJC (Ept — €p + g) — Zp , (238)

transicao, (2.37), é estavel somente se Wy > 0. Quando ¥, = 0 ocorrerd um
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ponto tricritico, que separa as transicoes de segunda e de primeira ordem.
Por sua vez, esse ponto é estavel se o coeficiente de sexta ordem da expansao
é positivo, Wg > 0. No presente caso, o coeficiente Wg tem a mesma expressao
que para o modelo rigido [31] (mas com campos normalizados pela pressao),
que ¢ positiva sempre que €, > 0.6. Se Wg < 0, caso que nao vamos tratar
aqui, a linha de transicao continua do diagrama hj, X t,, termina em um ponto
critico terminal. Haverd um ponto tricritico se Wy = Wy = 0 e ¢, > 0.6. Desta

forma a equacao (2.38) fornece duas possibilidades,

1 1
lf = 5 | * %gg 4, (.gp - g) . (2.39)

O comportamento critico do sistema pode ser sumarizado no diagrama
&p X €p, como mostrado na figura 2.1. O plano é dividido em regices cu-

jas topologias dos respectivos diagramas de fases sao esquematizadas nas

1
3

inser¢oes. As linhas tracejada (&, = 3) e sélida (§) = Wez%) separam as
regices. Na drea (F) o sistema exibe somente coexisténcia de fases, uma vez
que nesta regiao W4 < 0 nao havendo solugao com [tp],iiE < 1 ou real. Para
todo & < % (drea A) a equagdo (2.39) fornece [t,]; < 1 e o sistema exibe
um diagrama de fases tipico do modelo metamagnético simples [1], com um
ponto tricritico e uma linha de transicio continua para t, > [tp]; (¥4 > 0).
A compressibilidade sé causa mudanga qualitativa no diagrama de fases na
pequena regiao (D) do diagrama &, x €,, compreendida entre a linha sélida e a
linha tracejada. Nesta regiao a equagao (2.39) permite dois pontos tricriticos
com [tp]; < [t,]f < 1 e somente entre essas duas temperaturas temos ¥, > 0,
i.e. transi¢io de segunda ordem. Neste caso, para t, > [t,]{ a transigao ¢
de primeira ordem e nao temos mais a temperatura de Néel. Para que isto

ocorra, &, deve ser grande, ou seja, as constantes de troca devem ser suficien-

temente sensiveis as variagoes de volume. Quanto maior o valor de &, dentro
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Figura 2.1: Diagrama dos possiveis comportamentos criticos no plano £, x e,
As insercoes representam diagramas de fase tipicos das regides A, D e F. A

seta indica o sentido do crescimento da pressao.

da regiio (D), mals proximas sdo as temperaturas dos pontos tricriticos, de
forma que sobre a linha sdlida os dois pontos tricriticos colapsam em um
iinico ponto com [t,]; = [tpJ{. Entdo o correpondente diagrama de fases
apresenta um ponto ‘tricritico’ isolado sobre uma linha de primeira ordem.

Para ver diretamente o efeito da pressio no diagrama de fases. usando
{2.24) vamos introduzir novas varidveis:

kT JF
= tBY \ h:i \ f=..£
.f_|_ J+ JA
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" | 2d 4
g = \/]2iT+ ’ II= KJ+ag lp ) (240)

onde t, h e € sao variaveis reduzidas independentes da pressao e Il é a apro-

priada variavel de pressao. Notemos que no caso isotrépico temos g_ = 0.
Nos queremos relacionar a evolucao do comportamento critico dentro do di-
agrama &, X €, quando variamos a pressao aplicada ao sistema. Para tanto,
vamos obter os principais pontos que definem o diagrama de fases em funcao
da pressao.

Em temperatura zero, hd uma coexisténcia entre a fase paramagnética
(m =1, ms = 0) e a antiferromagnética (m = 0, ms; = 1). A energia livre
¥ das duas fases é igual sobre a linha de coexisténcia, de forma que (2.29)

fornece,

1 g7 g4l
hpg = —— 4+ 2= 4 22 1=0 2.41
=0 = T + 1 + 5 ( )

Ja no plano h = 0, se a transicao for continua, a temperatura de Néel
exibe uma dependéncia linear com a pressao, que escrita em termos das
novas variaveis fica ty = 1+ g, Ily. Mas se houver coexisténcia de uma fase
paramagnética com uma fase ordenada, nds precisamos resolver as equagoes
(2.25) para obtermos a respectiva relagao entre a temperatura e a pressao.
Fazendo H = H; = 0, a primeira delas tem como solucao m = 0, enquanto a
segunda permite a obtencao da magnetizacao alternada da fase ordenada,

th:(] 1 —|— n
In
2 1—my

— [14 g4 Thco + g2m2| my =0 . (2.42)

Por sua vez, a energia livre deve ser a mesma para as fases coexistentes,
U(T, p, H=0, mg=0) =Y(T, p, H=0, my), o que fornece

2
(1 + g4+ Tneo) M2+ Z2m? = toso [(1 +me) In (1 +my) + (1 — my)In (1 — my)] .

2
(2.43)
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Expandindo (2.42) e (2.43) em uma série de poténcias em torno de ms = 0,

uma solu¢ao aproximada pode ser obtida,

1+ g+Hp—0 = th=o —

2
392 — t)_ 2.44
A8tn_g ( [ h_O) ) ( )

definindo a relacao entre a pressao e a temperatura a campo nulo, sobre a
linha de coexisténcia da fase paramagnética com uma fase ordenada com pe-
queno mg. Para valores nao nulos do campo magnético e da temperatura,
a linha de coexisténcia de fases deve ser encontrada resolvendo simultanea-
mente as equagoes (2.25) e verificando qual solugao satisfaz V(T p, H, mg =
0) = ¥(T,p, H,ms), mas as relagoes (2.41) e (2.44) sdo suficientes para os
nossos objetivos.

Na figura 2.2 exibimos os diagramas de fases do sistema para valores
representativos da pressao II. Foram fixados os valores de e = 1 e de g, = 0.7,
o que define uma linha vertical no diagrama &, x €, (pois €, = 1 se € = 1),
que atravessa as regioes (A) e (F). Os correspondentes pontos tricriticos sao
ligados pela linha tracejada ~, que divide o diagrama entre uma regiao de
transigdes continuas (a direita) e outra de transi¢oes de primeira ordem. No
plano A = 0, a equagao (2.44) fornece as coordenadas do ponto tricritico:
IT* = (397 — 1)/g+ = 0.6714 e t* = ty = 3¢% = 1.47. Notando que &, =
fg:;—n , constatamos que o ponto tricritico em i = 0 € definido por §; =1 /3,
e para §, < & sempre ha transigao de segunda ordem em h = 0, segundo
o diagrama da figura 2.1. O modelo metamagnético compressivel a campo
zero apresenta as mesmas caracteristicas do modelo de Domb: em baixas
pressoes a transicao é de primeira ordem e em pressoes altas a transicao
torna-se continua, e a temperatura critica cresce linearmente com a pressao.
Um ponto tricritico ( ¢*, IT*) separa os dois regimes. Por fim, o enrijecimento

do sistema, g, — 0, sempre induz a transi¢ao de segunda ordem em h = 0.
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Figura 2.2: Diagramas de fases campo-temperatura para ¢ = 1 e g, = 0.7

para quatro valores da pressdo. A linha dos pontos tricriticos é identificada

pela letra o, Na pressido I = 0.6714 o ponto tricritico coincide com a tem-

peratura de Néel. Para h =

Domb.

0 o sistema comporta-se como o modelo de

2.6 Caso anisotrdpico no limite de baixa

compressibilidade

2.6.1 Diagrama de Fases

Vamos considerar agora o caso em que ambos g_ e gy sao diferentes de zero,
mas no limite de baixa compressibilidade. Neste caso, semente o compor-

tamento tricritico é possivel. Isto pode ser compreendido do diagrama da
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figura 2.1 (que é um caso particular em relacao ao caso anisotrépico), que
mostra que outros comportamentos s6 sao possiveis se o sistema ¢é suficiente-
mente sensivel as varia¢oes de volume. Fazendo ¥y = 0 em (A.9) e usando

as variaveis definidas em (2.40), podemos escrever
99+ + (1 + g1l — g g)ag, —1— gy ll+t. =0 (2.45)

onde o indice c¢ se refere a linha critica. Quando da transformacao do en-
semble canonico para o ensemble das pressoes, nés expandimos o volume
do sistema em torno de Nao? sob o argumento de que a constante eldstica
K fosse grande, e que, portanto, o sistema se deforma pouco. Na equacao
acima, termos que contém g2 e g.II sdao da ordem de K~!. Assim teremos
& = fg:;—n ~ g3 < %, confirmando que as solucdes neste caso estao na regiao
A da figura 2.1. Assim, vamos resolver a equacao acima para «q,. € expandir o

resultado mantendo somente os termos de primeira ordem em K !, obtendo,

e = \/1 ~ (1 —g-g94 — g4It — g_g.t2 . (2.46)

Se esta tltima equacao for substituida em (A.6), equacdo que define a su-

perficie critica no espago (h, t,II), encontramos

e—1 te. 14 agpe
he = — ) ag.— g ad +=1 ) 2.47
(S5 +9-11)ag g-0f + 3ot (2.47)

Fixando um valor para a pressdo, teremos no diagrama (h, t) uma linha
de pontos criticos, que tem como limites a temperatura de Néel e o ponto
tricritico. No diagrama ( h, ¢, IT) passamos a ter uma ‘linha de temperaturas
de Néel’ e uma ‘linha de pontos tricriticos’, como limitantes da superficie
critica.

Para obtermos as coordenadas do ponto tricritico devemos resolver a
equacao ¥, = 0, dada por (A.10), que fica

tt 9 tt 1+ 30égt
21-9-9++ — 3| =9y — 53 > (2-48)
(1 04(2)15) 3 (1— a%t)
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onde o indice t indica o ponto tricritico. Para calcular «a;; recorremos a

equagao (A.7), fornecendo

-1

tt tt e—1 2 9
o = |g-g+ — ———— | « — —g-II - 39°c
1t [9 9+ (1 a%t)Q] ot [(1 “a) e+l 9 9— Qo

(2.49)
Substituindo a expressao anterior e a equagao (2.46) em (2.48), e expandindo
até primeira ordem em g2 e g.Il, apés algumas manipulacoes algébricas

finalmente obtemos

1 5e? — 2+ 1 (e+1)?
to= (1-=)1 o 2.50
' ( 3e>{ +l2e(3e—1) AP Ve (2:50)
21€® + T + 17e +5 N (e+1)2 2+(36—1) )
62(3c—1) T 2231 T 32 It

O campo tricritico pode ser calculado substituindo-se t; na equagao (2.47).
Para reduzirmos a temperatura do ponto tricritico (2.50) e a equagdo da
linha critica (2.47) aquelas do modelo rigido, fazemos g =g, =0.

Para temperaturas t < t; a transicao é de primeira ordem e as fases
paramagnética e antiferromagnética coexistem, sendo que a linha de transicao
no diagrama h X t s6 pode ser obtida numericamente. Em ¢t = 0, a entropia
¢ nula e fica trivial obter o campo de coexisténcia. Como a energia livre é
a mesma para as duas fases que coexistem, V,r = VUp, usando a equacao

(2.28) obtemos,

1 9+ — 9- 9i—92
6+1+ 2 * 4

huo (2.51)

ico i gr—9- _ Jja -
Usando as definicoes (2.24) e (2.40) verificamos que #59= = eI por
tanto o campo h;—g varia com a pressao Il de acordo com o sinal de j4. Com
base em trabalhos experimentais realizados com os materiais metamagnéticos
FeCly (fases L e IT) e Ni(NO3)2.2H,0 [25-28], verifica-se o crescimento do

campo hg com o aumento da pressao, indicando que, para estes compostos,

Jja € positivo.
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A temperatura de Néel é facilmente obtida observando—se que se h, =0

(2.47), a tinica solugao é ap. = 0, que levada a equagao (2.45), fornece,
tN =1+ g+HN s (252)

que tem a mesma forma do caso isotrépico anteriormente estudado. Compa-
rando-se com os dados experimentais, os materiais metamagnéticos FeCls
e Ni(NO3)y.2H50, apresentam crescimento da temperatura de Néel com o
aumento da pressao, indicando que para estes materiais, g, ¢ positivo.
Consideremos agora a variagao da temperatura e do campo com a pressao
no ponto tricritico. Primeiramente, derivemos a equagao (2.50) com relagao

a pressao,

t 1 2 — 2+ 1 -+ 1)2
dty (1 )F F+ g+ + e+ 1) g] . (2.53)

dil ~ " 3¢/ | 2e(3e—1) 2 (3 —1)7~
No mesmo espirito que definimos € (2.40), vamos definir o parametro

i = jr/ja, para reescrevermos a equacao anterior,

dt, g+ —g- 2
Assim, a temperatura do ponto tricritico pode aumentar ou diminuir com o

crescimento da pressao, sendo que
dtt t 2€ (1 — 6)
(dl‘[)ﬂt S YN (2:55)
Como gy — g— = 2ja//2dKJ;, entdo, &/ j4 > (<)0 se p > (<) p' (ver
figura 2.3).
Consideremos agora o campo tricritico, obtido pela substituicao da equagao

(2.50) na (2.47). Derivando em relacao a pressao teremos,

dht 1dtt 14+ ag e—1 9 9
S g ag+ —t] - I+ 3¢2a2, —
A1l 9=t U T oy |ex1 I TR0

tt dOéOt
1 - agt dH ’
(2.56)
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onde g estd definido em (2.46). Sendo K /2 a ordem dos termos da derivada
acima, podemos obter uma expressao mais simples expandindo-a em uma

série de poténcias e desprezando termos de ordem maior que K /2, ficando,

dhy gy —g- 362+1n\/§+1 e+1 +€ L \/_+1+ 2
dIl 2 6e2 V3e—1 e3e| V3e—1 /3¢
(2.57)

A derivada se anula para

2v/3€ + (e — 1) In ¥ ‘/_+1
pl = 2¢ f : (2.58)
2(e+1)v3e— (32 + 1)1n Vet

du/ja <0 epara p<pt, /i, > 0.

Neste caso, se p > u,

O campo de coexisténcia de fases na temperatura zero (2.51) e a tem-
peratura de Néel (2.52) variam linearmente com a pressdo com coeficientes
angulares proporcionais a j4 e gy respectivamente. Como a superficie de
transigao é tnica, as linhas (h, t) nao se cruzam, mas somente se afastam
(ja, g+ > 0) ou se aproximam (j4, g, < 0) da origem com o aumento da
pressao. Independentemente disso, o ponto tricritico sofre um deslocamento
com a pressao segundo as equagoes equagoes (2.54) e (2.57). Na figura 2.3
sintetizamos em um diagrama (u, €) os trés possiveis tipos de deslocamento
do ponto tricritico com o aumento da pressao, para um sistema em que
ja, g+ > 0. Para tanto, plotamos as curvas de uf e pu" em funcao de e, di-
vidindo o diagrama em regioes, onde cada particular deslocamento ¢ indicado
nas inser¢oes. As curvas tém inicio em € = 0.6, que assegura que Vg > 0 e a
estabilidade do ponto tricritico esta garantida. No caso do composto meta-
magnético FeCly, a fase romboédrica que ocorre em baixas pressoes (FeCls);
é um exemplo onde dtt <0e d}g > 0 (a); por sua vez a fase hexagonal que
ocorre em pressoes mais altas, (FeCls)r, apresenta dﬁ, ‘gff > 0 (b); j& para
o composto Ni(NO3).2H,0, temos % > (0 e 4% < 0 (c).
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10

0.5 1.0 1.5 £ 2.0 2.8

Figura 2.3: Tipos de deslocamentos possiveis do ponto tricritico em funcio
da variacio da pressio, para j, e g, positivos. As setas indicam o sentido

do crescimento da pressao.

2.6.2 Comparagio com dados experimentais

Na tabela abaixo apresentamos alguns dados que foram obtidos de trabalhos

experimentais e que serdo usados na comparagio.

v | | me | R T | R
FeBry 14.10 | 460 |5.90 |580 |4.00 |35.80
(FeCly), 22.90 | 20.30 | 7.00 | 1.10 | —2.50 | 14.30
(FeCly) i 24.75 | 2115 | 7.30 | 275|210 | 8.80
Ni(NO3)2.2H,0 | 420 | 397 227 |048 |106 |2.28
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As temperaturas sao dadas em Kelvin e as pressoes em Kbar. Os dados para
o FeBry e o FeCly sao simplesmente transcritos dos originais [25, 26], mas
os dados relativos ao Ni(NOs).2H,0 |27, 28] foram calculados a partir dos
dados apresentados nos trabalhos. O FeCls possui duas diferentes fases
cristalinas: a fase I (estrutura romboédrica) ocorre em baixas pressoes e, em
aproximadamente 2 Kbar, ocorre uma transicao de fase estrutural, passando
a fase II, cuja estrutura é hexagonal. Portanto, os dados para a fase Il em
pressao zero, sao extrapolados.

Pela nossa andlise, o deslocamento do ponto tricritico com a pressao de-
pende basicamente de € e u. A comparacao da teoria com a experiéncia sera
feita calculando-se € e i a partir dos dados experimentais, para entao calcu-
larmos o deslocamento do ponto tricritico previsto pela teoria e compararmos
com o respectivo deslocamento experimental. Usando as equagoes (2.50) e

(2.52), e desprezando o efeito da compressibilidade, podemos escrever que
te T; 1
—— - € =

= = _—
tyn Ty 3(1—Av)

Tn

(2.59)

onde T; e Ty podem ser lidos na tabela 2.1. Para calcular p, recorremos as
expressoes (2.51) e (2.52), mostrando que p pode ser expresso em termos das
quantidades tabeladas por

1 dly
p=g(e+1)—1 . (2.60)
HO dp

Agora o deslocamento do ponto tricritico pode ser estimado pelas equagoes
(2.53) e (2.57), mas ao invés de compararmos diretamente estas quantidades
com os dados experimentais, vamos definir as quantidades R; e Rj, para fazer

a comparacao. Estas sao

1 dTp 2
1 2 —1
Rt _ Tr dp _ (36 + ),u + 6(6 ) (261)

1 dr
T g e(Be — 1)(n+1)
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e
R %‘{’;—; [(362 +1)In 3\/% — 2/3e(e + 1)} i+ 4ey/3e + (22 — €) In 3/_—\/::’)—21
h pu— pu— .
hLO({TI? € 6+1)(36—1)111%—26(6—1)\/36

(2.62)
Os resultados sao mostrados na tabela abaixo, onde os valores entre parénteses

Sao 0s experimentais:

€ 1 R, Ry,
Fe Bry 0.49 | 0.46 | 0.89(0.69) | 0.99(0.98)
(FeCly); 2.94 | —0.38 | 0.08(~2.27) | 1.51(2.04)
(FeCly) 2.29 | 0.24 | 0.59(0.76) | 1.39(1.21)
Ni(NO3)2.2H,0 | 6.09 | 049 | 1.92(2.22) | 1.44(1.00)

Quanto aos resultados, para o FeBry, verificamos que € < 0.6, o que
implica em nao ocorréncia de ponto tricritico segundo a aproximacao de
campo médio. Talvez o ponto que liga as linhas de primeira e segunda or-
dem, no diagrama de fases experimental do FeBry seja realmente um ponto
critico terminal. Para reforgar esta hip6tese, no trabalho de Vettier [26],
especula—se que o diagrama de fases apresenta uma mudanca de inclinagao
das linhas de primeira e segunda ordem no ponto de encontro entre elas (num
ponto tricritico as inclinagdes sao iguais [38]). Entretanto, os valores tedrico
e experimental de R; e Rj, parecem coerentes. No geral, a concordancia
entre valores experimentais e tedricos é apenas razoavel, mas lembremos que
estamos considerando um célculo de campo médio onde assumimos artificial-
mente pequeno o efeito da compressibilidade, além dos erros experimentais

contidos nos dados.



Capitulo 3

O grupo de renormalizacao

3.1 Introducao

A grande maioria dos métodos da fisica tedrica aplicam-se a problemas com
um unico grau de liberdade, embora grande parte dos problemas fisicos do
cotidiano sdo relativos a sistemas compostos de um ntimero da ordem de 10?3
particulas. O grupo de renormalizacdo, desenvolvido por K.G. Wilson [32],
¢ um método de abordagem a problemas fisicos que envolvem muitos graus
de liberdade.

Primeiramente, devemos fazer a distingao entre aqueles problemas que
podem ser tratados levando-se em conta apenas alguns graus de liberdade,
daqueles cujo comportamento s6 pode ser entendido considerando o compor-
tamento coletivo das particulas componentes. E fato que, por exemplo, um
gas composto de um grande ntimero de particulas, sob as mesmas condigoes
de temperatura e pressao, apresenta as mesmas propriedades intensivas de um
pequeno volume contendo, por exemplo, 1000 particulas. O menor ntmero
de particulas que assume o comportamento coletivo do sistema, s depende

do comprimento de correlacao &, que é, por sua vez, funcao do estado do sis-

33
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tema. Um caso extremo € o gas ideal, para o qual £ = 0, em qualquer estado.
Quando ¢ ¢é da ordem de alguns poucos espacamentos atomicos, hd métodos
como as expansoes perturbativas, que representam boas aproximacoes. Mas
quando ¢ ¢é muitas vezes maior que o espacamento atomico, que ¢ o caso
quando o sistema se encontra préximo de uma transi¢cao de fase de segunda
ordem, o grupo de renormalizagao encontra sua area de aplicagao.

O modelo de Ising pode ser usado para descrevermos os principais pas-
sos da técnica. Seu hamiltoniano Hy € escrito em termos da interacao entre
spins primeiros vizinhos sobre toda a rede. Podemos imaginar uma nova
rede, composta de grupos de spins aglutinados segundo a simetria da rede
original e que mantenha a forma da mesma. Uma transformacao em H, deve
ser feita para escrevé-lo em termos das novas variaveis. Denominando-o H;,
este representa as interacoes entre os grupos de spin e que supomos guardar
uma singular semelhanca com o original. Matematicamente, as interagoes
que ocorrem em Hjy sao transformadas nas interagoes efetivas que compoem
Hi, pela transformagao H; = Z(Hp). O processo pode ser repetido um
numero indefinido de vezes, tal que num ‘passo’ qualquer, H' = Z(H). Se o
modelo apresentar um ponto fixo nao trivial H*, teremos H* = Z(H*) ao final
de um grande numero de iteracoes. A ocorréncia de tal ponto s6 é possivel
na condicao de criticalidade, & — oo, onde o sistema apresenta invariancia
por escala. A caracterizacao do estado critico é feita a partir da solugao do
sistema de equagoes H* = Z(H*). Normalmente h4 mais de um ponto fixo,

H%, Hp, ete, que representam cada condigao critica, e que dividem o espago

[©N

de parametros em dominios de atragao. O hamiltoniano de partida, Hy,

[N

representado por um ponto neste espaco e com as transformagoes Z(H)
‘atraido’ para o respectivo ponto fixo da ‘bacia de atracao’. O fato de nao

haver um diferente estado critico H* para cada Hj, indica que os detalhes
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do hamiltoniano nao sao importantes na criticalidade, mas somente carac-
teristicas mais fundamentais como a natureza das interacoes, as dimensoes
do sistema e do parametro de ordem. Dai advém a nocao de universali-
dade, que se deve ao comportamento coletivo das partes que compoem o
sistema, langando luzes sobre o fato de sistemas tao distintos quanto um ma-
terial magnético e um sistema de particulas em um gas, poderem apresentar
semelhantes comportamentos criticos.

O grupo de renormalizacao envolve algumas dificuldades técnicas, uma
delas relativa a dimensao espacial do modelo sob estudo. Uma expansao de
Landau representa fisicamente um sistema cujas flutuagdes nao sao impor-
tantes para o comportamento critico. Mostra-se que isto ocorre se a dimensao
espacial do sistema esta acima da dimensao critica superior, que para 0 mo-
delo de Ising é d.s = 4. A solucao das equagoes de recorréncia do grupo de
renormalizacao passa por uma expansao em € = 4 — d, onde d é a dimensao
do modelo, tendo portanto, validade limitada a d < 4. Chegam a ser sur-
preendentes os resultados obtidos para os expoentes criticos de modelos com
d = 3, por serem tao proximos daqueles medidos experimentalmente.

O modelo metamagnético foi estudado sob o grupo de renormalizacao
[9], mostrando o mesmo comportamento geral apresentado pelo modelo num
calculo de campo médio. Para pequenos valores do campo externo, as itera-
¢oes levam a um ponto fixo com os mesmos expoentes criticos do modelo de
Ising (em ordem €). Para um certo valor méximo do campo, um diferente
ponto fixo é acessado, e para valores superiores do campo, nao ha acesso a
nenhum dos pontos fixos, indicando uma transi¢ao de primeira ordem. Este
ponto ¢ identificado com o ponto tricritico do modelo metamagnético, cujos
expoentes em ordem € sao tipicamente classicos. Ha um consideravel interesse

nos expoentes criticos e multicriticos. Investigacoes anteriores em modelos
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cujas varidveis de spin tém uma componente (n = 1) [33][34], mostram que os
expoentes tricriticos sao classicos em d = 3, exceto por corregoes logaritmicas.
Por outro lado, modelos estudados com n = 2 [35], exibem comportamento
tricritico nao classico para d < 4.

O fato de haver acoplamento magneto-elastico em certos sistemas magné-
ticos pode mudar a ordem da transigdo de fase magnética [15]. O modelo de
Domb quando analisado sob a ética do grupo de renormalizagao [19], con-
firma tais previsoes: enquanto calculos de campo médio apontam para uma
transicao de primeira ordem em pressoes baixas e uma transicao continua
em pressoes altas, separadas por um ponto tricritico, o grupo de renorma-
lizagao nao permite transicao de segunda ordem. A analise do diagrama de
fluxos mostra que nenhum ponto fixo nao trivial poder ser acessado a partir
do hamiltoniano inicial, a menos que o termo biquadrético tenha o seu sinal
invertido, o que torna o modelo sem interpretacgao fisica.

O estudo da compressibilidade nos modelos ferromagnéticos com cisalha-
mento nao nulo tem mostrado que se o expoente critico a do calor especifico
do modelo rigido for positivo (divergente), entdao o respectivo modelo com-
pressivel exibe somente transicao de primeira ordem. Se « for negativo, o
sistema compressivel continua a ter transicao de segunda ordem, com ex-
poentes criticos do modelo rigido [19][22]. Estudos teéricos e experimentais
também mostram que o expoente « é geralmente positivo para sistemas com
parametro de ordem escalar (n = 1) e negativo para n > 2. Assim, o
modelo de Ising (n = 1) muda a ordem da transi¢ao se hé acoplamento spin-
rede, enquanto modelos como XY ou de Heisenberg, continuam a exibir uma
transicao continua apesar da compressibilidade. O modelo metamagnético
compressivel, alvo de estudo neste trabalho, apresenta um comportamento

critico bastante rico sob uma analise de campo médio, e hé interesse em saber
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se este comportamento é parcialmente preservado ou nao sob um calculo de
grupo de renormalizacao. Com esta técnica, o hamiltoniano do modelo meta-
magnético rigido, como veremos, conta com duas varidveis de spin indepen-
dentes (como nos modelos com n = 2), mas as transformagoes do grupo de
renormalizacao permitem escrever um hamiltoniano renormalizado com uma
s6 varidvel de spin. Tornando-se agora o modelo compressivel, serd que ele
se comporta como se tivesse uma ou duas variaveis de spin, para efeito da
aplicacao da regra estabelecida anteriormente? O estudo do modelo sob o
grupo de renormalizacao, como realizado neste capitulo, visa esclarecer se
existe transicao continua, e se for este o caso, classificar o comportamento

critico em geral.

3.2 O hamiltoniano do modelo

Seja o hamiltoniano do modelo metamagnético compressivel (2.1), intro-
duzido no Capitulo 2. Naquele ponto, foi feita a transformacao para o en-
semble das pressoes e uma transformacao gaussiana, obtendo-se a fungao de
particao desejada. A parte da mesma que contém as variaveis de spin esta
na equacao (2.10), cuja constante de troca efetiva é dada em (2.11).

O hamiltoniano alvo das transformagoes do grupo de renormalizagao pre-
cisa ser escrito em termos de varidveis continuas que facam o papel das
variaveis discretas de spin. Isto é feito através de uma transformacao gaus-
siana mais geral, conhecida como transformacao de Hubbard-Stratonovitch
[36]:

—+o0
N 1

exp %ZaiLijaj :cte/ Hda;iexp —523;111;11']‘{‘23;10—1
] i=1 ij i

—00

(3.1)
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Aplicando a transformagao em (2.10) e fazendo a soma sobre o; , obtemos,

Too AN 2

1
Zep = cte/ dy / . 1d:zc,-exp —% — 5%::1:1-Lij1;pj +zi:1n [2 cosh (z; + BH,)] ¢

—oco =

(3.2)
onde o argumento da exponencial é o hamiltoniano efetivo do modelo. Do-
ravante vamos nos referir aos x; como variaveis de spin.

A passagem para o ensemble das pressoes, feita no Capitulo 2, envolveu
uma integragao sobre as flutuagdes do volume (a — ag), mas a estrutura da
rede nao mudou. Como a constante eldstica é grande, as flutuagoes de posicao
sdo pequenas em relacdo a constante de rede. Toda informacao sobre a
topologia da rede permanece contida em L;;, cujos indices representam os
vetores posicdo 7; e r_; dos sitios da rede, medidos num referencial que
acompanha as suas deformacoes. As componentes de 7 tém como unidade
o parametro de rede a, que desta forma continua a ocorrer indiretamente
no hamiltoniano através da constante de troca, apesar da integracao men-
cionada.

A inversao de L;; ¢ dificil no espago real, pois a matriz é nao diagonal.
No entanto, se o hamiltoniano for escrito no espago reciproco, a matriz de
acoplamento sera diagonal, o que torna a inversao trivial. Inicialmente, deve-
mos notar que os elementos de L;; s6 dependem das posicoes relativas entre
spins A—Z; = 7“_; — 75, permitindo que seja definida a transformada de Fourier

de L;; como,

- ' .
Aij
As componentes do vetor ¢ sao dadas por g, = 27mn,/n, em que n é o

numero de sitios da rede em cada dimensao e n, ¢ um numero inteiro que
varia entre 0 e n, dentro da primeira zona de Brillouin. Notemos que n¢ = N.

Nesta notagao, omitimos a unidade de comprimento, que é o parametro de



CAPITULO 3: O GRUPO DE RENORMALIZACAO 39

rede a, mas fica implicito que n esta em unidades de a, e ¢, tem unidade de
a~!, assim como os vetores posi¢do 7; tém unidades de a. Alternativamente,
podemos fazer a = 1.

O sistema metamagnético por nés considerado ¢ composto por hiper-
planos ferromagnéticos de dimensao d—1 que se comunicam antiferromagnéti-

H
camente na direcao 1. Como exposto no Capitulo 2, os elementos L;;

da matriz de acoplamento serao dados por L;; = Lp se i,j sao primeiros

—
vizinhos no mesmo hiperplano, A;; = +7" com |V| = 1e ¥ # T), e
—
L;; = —L4 se sao primeiros vizinhos em hiperplanos diferentes, A;; = +1 .
—
Para ‘Aij # 1, L;; = 0. Usando (3.3), podemos obter a matriz de interagoes

no espaco de momentos,

d

L(q)=2Lp ) cosq, — 2L, cosq . (3.4)
v=2

Como L(¢) é diagonal, podemos escrever L¥(7q) = [E(?)]w, onde w é

um nimero qualquer. Fazendo a transformada inversa de (3.3), podemos

escrever emnl geral,

—

%:%§W7WWW7A@. (3.5)

3.3 Aproximacao de campo médio

O grupo de renormalizagao visa incluir o efeito das flutuagoes na analise do
comportamento do sistema na criticalidade. Uma forma de fazé-lo é expandir
o hamiltoniano do sistema em torno das variaveis de campo médio, no espago
de momentos. Para que possamos calcular as transformadas de Fourier,

devemos definir a fungao delta de Dirac, representada aqui por,

$(7) =3 el T 7). (3.6)
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Vamos abordar agora uma sutileza no tratamento matematico do sistema
metamagnético. O modelo conta com duas subredes e duas constantes de
interacao, por isso as transformadas de Fourier envolverao somas parcias
sobre a rede, a saber, sobre os planos ‘A’ ou ‘B’. Lembremos que a soma de

uma série geométrica é dada por,

-1 1

Zz:%bi: — (3.7)

Consideremos a direcao T, que é perpendicular aos hiperplanos. Sobre este
eixo, pontos sobre os hiperplanos ‘A’ sao dados por r{ = 2j e sobre ‘B’ por
rf =(2j +1), onde j=0,1,2,...,2—1, para um nimero n de hiperplanos.

Por exemplo, uma soma parcial sobre ‘A’ na dire¢do considerada, fica,

) 1 —exp (7 2mn n
Sexplinn) =P Ry s og-m) L @)
7 exp =

lembrando que ¢; = 2wn;/n. Se por outro lado, fazemos uma soma parcial
sobre os sitios 'B’, teremos que, a soma é igual an/2 sen; = 0 eigual a —n/2
se n; = n/2. Escrevamos explicitamente, em dimensao d, este importante
resultado:

Z exp(iq-T)=

—
T A, B

N . ., _ —
E[é(q)ié(q—ﬂl)} , (3.9)
onde o sinal superior (inferior) refere-se a soma parcial sobre A (B).

Vamos agora resgatar a solugao de campo médio, modificando a matriz
de acoplamento no mesmo espirito da transformacao de Curie-Weiss, que
considera que cada spin possa interagir da mesma forma com todos os spins
da rede. Neste caso as interagoes normalizadas serdo L;; = Lj/N se A

H H 7’ 7 . .
(=Ay- 1) épare L =—L/N se Ay é impar. Desta forma, a matriz de

acoplamento no espago reciproco nao é mais (3.4), pois L;; # 0 para qualquer
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i, 7. Usando a defini¢ao (3.3) e o resultado (3.9), podemos obter a matriz de

acoplamento de campo médio,

- Ly — 1L Lo+ I
Lom(T) = =556 (7) + =48 (¢-#1) . (3.10)

Como realizada no Capitulo 2, a aproximacao de campo médio é feita unica-

mente na matriz de acoplamento. Realmente, escrevendo-se
_ 1 ~ —1 i NN
Lijl = N Z; [LCM(?)} exp (Z? . A”) , (311)
q

e substituirmos em (3.2), vamos recuperar, apds alguns calculos, a energia
livre de campo médio do Capitulo 2, (2.27).

Um desenvolvimento alternativo mais adequado aos nossos objetivos, é
a transformacao direta da matriz de acoplamento do modelo original (3.4),
naquela de campo médio (3.10). Isto é feito multiplicando-se o lado direito
da equagao (3.4) por [5 (q)+6 (7 - WT)} Assim, a expressao (3.5) deve
tomar a forma:

Lan( @) =[] [s()+6(7-=T1)] . (3.12)
Devido as diferengas de dimensionalidade entre os modelos original e de
campo médio, é preciso fazer uma transformacao nas constantes de acopla-
mento, a saber, Lg = L /4(d—1) e L4y = L', /4, mas isto s6 tem importancia
para recuperar-se exatamente os resultados do Capitulo 2.

Seja o argumento da fungao de partigao (3.2), o hamiltoniano efetivo,
doravante denominado ®(y, [x;], T, p, [H;]). Inicialmente sem qualquer apro-
ximagao, os valores das varidveis [z;] e y que minimizam ® s@o obtidas a
partir das derivadas:

aq)(ya [xz] ) T7 D, Hk)
al‘k

0P (y, [z, Top, [Hi]) 1 .

1 1
i J




CAPITULO 3: O GRUPO DE RENORMALIZACAO 42

Usando as equagoes (3.4), (3.5) e (2.11), podemos escrever

oL Q) L
Dy = N3/QZ T(7) exp (z q -Aij) , (3.14)

Q(7) = Qr Z cosq, —Qacosqr , Qra= Q\Id%jF,A-(&w)
v=2

Agora sim, vamos obter a solu¢ao de campo médio. Primeiramente vamos

definir a série de Fourier que representa as variaveis de spin,
1
i:N; Yexp(i ¢ - 7T5) - (3.16)
q

Os valores de [z;] e y que anulam as derivadas em (3.13), definem o minimo
da energia livre. A aproximacao de campo médio é feita quando se substitui
L¥(7q) por LE,, () em (3.13). Usando as equacdes (3.5), (3.12), (3.16) e
(3.15) em (3.13), pode-se mostrar que,

N7 (?) N7 WT) exp (imky) + tanh (T + fH,) =0 (3.17)
1 [#%0) 2 FHn 1)~ —

onde Ty e 7 sao as coordenadas do minimo de campo médio. Em nossa
—

notacao k ¢é o vetor posicao para Tr e k; ¢ a sua componente na direcao
1. Notemos que T, s6 pode assumir dois valores segundo a equagao (3.17),
dependendo apenas de k; ser par ou impar. Por sua vez, a transformada
. -, ~ —

inversa de (3.16) fornece Z(0) = ;7 e Z(m 1) = YeaTi — Y jenT; -
Baseados nisto, podemos relacionar as varidveis que ocorrem em (3.17) e
(3.18) as magnetizagdes total m e alternada ms definidas no Capitulo 2 [ver
equacoes (2.21-2.24)],

— —
0 1

m =

7(0) F(rl)
NL(0) " TNT WT) ’ (3-19)
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ﬂzi(ﬁ)mii(r?)ms e H.=H+H, se k = ‘par
impar
(3.20)
Da mesma forma, a energia livre —® /N3, onde ® = ®(y,7, T, p, H, H,), pode

ser escrita como aquela obtida no Capitulo 2, equacao (2.27).

3.4 A expansao do hamiltoniano

O passo seguinte ¢ fazer uma expansao de ®(y, [z;], T, p, [H;]) (3.2) em torno
da solucao de campo médio ®. O modo mais facil de faze-lo ¢ definir y =
7+ Ay e x; = T; + s;, onde Ay e s; sdo pequenos. Substituindo em (3.2) e

expandindo em torno de Ay =0 e s; = 0, o argumento da exponencial fica

—2
. L~ oy e
b = 5 = (8y) = pdy — 5 3 (L) (@ + sisy) +

12
1 1
+ ) In[2cosh (z)] + 5 > cosh™ (z) s7 — 3 > " cosh™*(z;) tanh(z;)s?

1

D) [cosh_4(zi) — 2cosh™(z;) tanh2(zi)} sy, (3.21)

1

onde z; =T; + fH; e

1 1 PLG\
P2 = 5 1+§;($1+81)< ay2 y(l‘j'}'Sj) s
1 oL} .
P = 5 > (a—yj>_(2xi8j + S,’Sj) . (322)
] Y

Uma expansao de L;jl em Ay foi feita, sendo truncada em segunda ordem.
Isto se justifica porque supomos que ® tenha um maximo pronunciado em
7, caindo bruscamente quando y afasta-se deste valor. Os termos lineares
cancelaram-se devido as derivadas (3.13) anularem-se no ponto extremo de

® [i.e. (3.17) e (3.18)]. A expansdo considera termos até quarta ordem
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em s;, como usualmente é feito [32], visando estudar apenas os aspectos
fundamentais da criticalidade do modelo, sem querer explorar todas as suas
possibilidades.

Agora nés podemos integrar ® em Ay, fazendo uso da transformacao
gaussiana (2.6). O resultado serd expresso no espa¢o de momentos, mas

antes precisamos definir uma série de Fourier para as flutuagoes de spin,
1
8i = o Y 5(q)exp(iq-77) . (3.23)
T

A expressao que vamos apresentar a seguir é o resultado de uma série de
célculos: integra~se em Ay; usando as defini¢oes (3.16) e (3.23), além de
(3.5) e (3.15), realiza-se a transformagao de ® para o espago de momentos;
para escrever as varidveis 7 (¢’) e as funcdes hiperbdlicas em funcdo de m e

ms, Tecorre-se as expressoes (3.17 - 3.20). Por fim, podemos escrever

D=0 — Py — D3+ Doy — Dy, (3.24)
onde
1 —1—> 2 2] ot ML o
Oy = ﬁg[L (¢)—1+m +ms} 552 TN %: 5,57, » (3.25)
1 ot~ ~
O3 = I _)3; Sy [m (1 —m? — 3m?) § g Tms(1— 3m? — m?) s_q_q,} ,
7,9
(3.26)
— — 2
1 |QM0) o Q1) 1 ~Q(7) .
byy = msg + M3y + —— shst ,
" ONp» | L(0) " Lx1) 2N ; L(q) "
(3.27)
Dy=pr Y, FrEESLE e o D SIEELE L e
7,44 7.4
(3.28)
e ainda,
— —
pro = —1— Q2(_(3 )m2 o Q> 7T_1> )m2
L(0) Lix1) °
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= 1;]\[3 [4 (m2 + m?) -3 (m4 + 6m*m? + mﬁ) — 1} :
Py = 3—]1\[3mms (2 —3m? + 3m§) , (3.29)

onde uma notacao compacta foi usada:

5 =3(¢) ., 3§, =3 (7+WT) L =5, . (330)
Como comentado acima, ® é proporcional & energia livre de campo médio (e
independente de §,). Os termos dependentes de 5, que ocorrem em (3.24),
sao da forma 37/NP~!. Alguns termos oriundos de p; (3.22) tém N elevado
a uma poténcia maior e foram omitidos por serem despreziveis no limite
termodinamico. Por tltimo, os acoplamentos L(7q’), dados por (3.4), tém
agora Lp e L4, equagao (2.11), com y = 7.

As variaveis S, representam as flutuacoes em torno das variaveis 7, que
definem o minimo local de campo médio. As configuragoes mais provaveis
de {5,}, sao aquelas que definem o minimo absoluto da energia livre. Vamos
agora evidenciar o parametro de ordem do sistema. Sejam as relagoes (3.19):
f(ﬁ) = >, T;, enquanto f(w?) = Y icaTi — YicpTi, ¢ proporcional a
diferenga entre as varidveis de spin (de campo médio) das subredes A e B.
Mas, considerando o modelo original, a medida de qualquer alinhamento que
apresente o sistema é obtida de (7 (7¢")), e se houver algum alinhamento an-
tiferromagnético das subredes, o minimo da energia livre ocorrera em torno
de ¢ = 7 1. O minimo s6 estard exatamente neste valor, se o sistema
comportar-se como um modelo de campo médio. Novas varidveis foram
definidas por z; = T;+ s;, para que pudessemos expandir o hamiltoniano
em torno da solucdo cléssica, que por fim passa a ser fun¢ao de 3, (3.24).
Agora (S,) representa o grau de coeréncia das flutuacoes em uma frequéncia
¢. Considerando que o modelo metamagnético apresente um comporta-

mento ‘quase de campo médio’, a energia livre terd a sua maior contribuicao
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em torno de ¢ = 0 e q = WT, devido aos ordenamentos ferro e antifer-
romagnético das subredes. Portanto, o desvio de ¢’ em torno destes valores
deve ser necessariamente pequeno e a variavel s~ fara o papel de parametro
de ordem antiferromagnética no espago das flutuacoes. Por esse motivo, serd
feita uma expansao das constantes efetivas de interacao em torno dos valores
mencionados de ¢ .

Para tanto, consideremos a transformacao,

2if(e) i_wjf(eﬂr Z[f )+ fO+T)] (3.31)

que é valida para qualquer funcao periédica de periodo 27w. Aplicando a
transformagao em ® (3.24), cada somatéria em §, se abrird em duas, cada

uma centrada em um valor de ¢ (6) ou WT) Teremos por exemplo,

ZLef )5t 5T, :_Z[ S5t + Lep(T +7rl)_~_q] . (3.32)
e
1
Tttt _ stst +
DREES DY) CHEVEAEE CHE P B (3.33)
7,9 7,9
onde L, f(—>) representa uma certa interacao efetiva. Se agora fizermos uma

expansao do hamiltoniano em torno de ¢ = 0, teremos a forma desejada.
Uma observacao importante, é que nao faz sentido em expandir as proprias
variaveis de spin, §(‘; e S, , pois sdo variaveis de integragao. Também a de-
pendéncia em ¢ do termos ctibico (com 37 ) e biquadratico seré desprezada,
concordando com a aproximacao feita em trabalhos anteriores [19][9], sendo
a expansao realizada somente nas interacgoes efetivas que ocorrem nos termos
de segunda ordem. Uma dependéncia em ¢ em outros termos represen-
taria uma dificuldade técnica, mas em nosso caso, como veremos adiante, o
reescalonamento das variaveis de spin tornaria tais dependéncias irrelevantes

para todo e qualquer ponto fixo do modelo. Antes disso, devemos tornar
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7 .7 — . . s .z .
continua a variavel ¢°, o que implica em transformar também as variaveis

discretas s, em uma ‘densidade de modos’ relacionados as varidveis de spin,
%?%é/dﬁz/? , (3.34)
onde 2 = (27r)d é o volume de integragdo. A notagdo compacta acima a
direita sera usada.

A criticalidade na aproximacao vigente requer também que fagamos mg = 0
em ® (3.24), pois o sistema encontra-se desordenado. Seja entdo o termo
quadratico (3.32) que envolve S, » apos realizada a expansao,

1 1, = d —
1/7 l(1—m2> — L Nx 1) <1+2LFZq3+2LAqf>] 5,57, . (3.35)

v=2

onde Lg e Ly sao os acoplamentos ferro e antiferromagnético (3.4). E usual
que o termo entre colchetes seja escrito na forma (r + ¢?), necessitando mais

duas transformacoes,

7, = a1q, , 5, = C25; , (3.36)

onderv =2,3,...,de

NI

Ly -
cL = |— , Cy = cd_l—l . 3.37
' ’ ll L7 1) (337)

Tudo o que foi exposto anteriormente conduzira a um hamiltoniano na forma

H
1 CQQ(O)m+ 1 eQ(O)+S++l Q(r1) _ _
20k L(ﬁ) 0 4J5 Lga 1779 4 |5 Ly q°—q
+ oot + + oot o
—w . (sq SySq_qg T 384 848, q,> u/? /? [17(3(1 Sy S g a—q

+6S;— S;;S(;ls,qfql,q” + Sq_ S;S;/S_ ’ //) . (338
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o . s — .
onde omitimos o apostrofo em ¢ e definimos,

— -1/ 2] d-1 2 L? WT)
r(q) = [L (0)—1+m}01 SR 6:W :
20 1 _
Kk = 2 (1 + 612;(%)) m2> , w= gm(l —m?) AN ,
1 _
U= 56 (1 +3m* — 4m2) A 1)0‘5 : (3.39)

Um ponto delicado das transformagoes do grupo de renormalizagao é o
reescalonamento das variaveis de spin, que serao definidas segundo o seu
efeito sobre os termos quadraticos. A magnitude relativa desses termos
sera fundamental na escolha do reescalonamento apropriado. A matriz de

2

acoplamento de campo médio (3.10) fornece L=1(0) = I © LY r 1) =

ﬁ. Seja entdo o caso isotrépico do acoplamento spin-rede (j_ = 0)
estudado no Capitulo 2: na criticalidade ms; = 0 e pela equagao (2.23),
7 = 0. Assim pelas equagdes (2.11), (2.24) e (2.35), L2224 = BJ (p) e
Letla — BJ (p) = tp. Devido & (2.32) temos m = ap, e a condicdo de
criticalidade de campo médio (2.36) implica em 7 (WT) =0 . O efeito das
~ . , . o~ — g .
flutuagoes modificard tal condi¢do, mas como L=1( 0) > L=(x 1), ainda
teremos r (6)) > (WT), no inicio das transformacoes do grupo de renor-
malizacao. Voltaremos a essa questao na definicao do reescalonamento das

variaveis de spin.

3.5 As transformacgoes do grupo de
renormalizacao

A idéia geral do grupo de renormalizagao é ‘integrar’ blocos de spins e estudar

o comportamento critico do sistema a partir da correspondente transformacao
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do hamiltoniano. Na pratica, a integracao é feita no espaco de momentos,
sobre os s, que estao na regiao de valores grandes de ¢. Integrar sobre as
frequéncias altas é equivalente a reescrever o hamiltoniano H em termos de
pequenos blocos de spins, segundo a idéia de Kadanoft [32], H' = Z(H).
Paralelamente a isto, o comprimento de correlagao seré reduzido, £ = £/b,
na razao inversa do tamanho dos blocos. Na criticalidade, o comprimento
de correlagao diverge, & — o0, significando fisicamente que apesar do traco
parcial, & = £. Se isto é verdade, também deveremos ter H' = Z(H) =H, o
que define os pontos fixos do modelo e fornece a informagcao fisica de interesse.
Isso é possivel porque na criticalidade o sistema comporta-se indiferentemente
a unidade fisica do spin, considerando um bloco como se fosse um tinico spin.

Detalhando um pouco mais, consideremos um hamiltoniano sobre o qual
ja foi realizado muitas vezes a transformagao do grupo de renormalizacao.
Se ¢ esta limitado a uma esfera de raio A, as integracdes sio feitas sobre
as variaveis de spin que estao na zona externa, ou seja, A/b < ¢ < A, onde

b > 1. Assim, o hamiltoniano efetivo se transforma segundo a relagao:
>
exp @ = / exp @ , (3.40)

onde [ representa a integragio sobre s, com ¢ > A/b. Toda a informagao
que procuramos, vém da comparacao do hamiltoniano transformado com o
original. Para tanto, vamos fazer com que o hamiltoniano depois da inte-
gragao parcial, tenha a mesma aparéncia geral de antes. Isto é feito por
meio de duas mudancas de escala: a primeira para restaurar os limites de
integracdo, ¢ = bq, e a segunda sobre as varidveis de spin slq = (84. Nor-
malmente ¢ é escolhido para manter fixa a dependéncia em ¢ do termo
de segunda ordem no parametro de ordem, o que implica em uma trans-
formacao especifica dos demais coeficientes. Por fim, teremos as relagoes de

recorréncia dos coeficientes do hamiltoniano, cuja solucao depende crucial-
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mente da dimensao d do sistema. Para d > 4 s6 a solugao trivial (ponto fixo
do modelo gaussiano) é possivel, mas para € = 4 — d 2 0, outros tipos de
comportamento sao permitidos, dai a necessidade da expansao em €. Tudo
isto fara por reduzir o hamiltoniano do sistema aquelas variaveis que sao fun-
damentais na criticalidade. Para cada ponto fixo, haverda em particular, um
conjunto de campos importantes chamados relevantes, enquanto os demais
serao irrelevantes.

Vamos agora escrever o hamiltoniano do sistema, (3.38), em uma forma
apropriada a renormalizacao e a obtencao das equacoes de recorréncia. Con-
sideremos que houve uma integracio sobre as varidveis de spin com |7q|
grandes, ou seja na camada externa da primeira zona de Brillouin, restando

‘~ ~ . — - = -
uma pequena regiao nao integrada em torno de ¢ = 0 e o = 7 d (as
mudancas de escala em ¢ restituem os limites de integracdo). Ou melhor,
as transformacoes do grupo de renormalizagao ja foram realizadas muitas
vezes. Assim, o hamiltoniano (3.38) foi profundamente modificado e seus
coeficientes nao sao mais os mesmos. Também supomos que a inclusao de
um termo de sexta ordem nao se torne necessaria, estando assegurada a es-
tabilidade termodinamica. Entao, o hamiltoniano efetivo das flutuacoes s,

fica,

1 d
b, = - - - / T
2 Jg40 lr++€+ (,;q” %)] Yo gyl T

F ot ot +
— W4 SqSqSlq g — W- ss,sf r +
/Q7é0/f1750 - /qaéo/ 1
2 Bﬂ:
—I— / s+s+> +—</ s*sf)(/ﬂs,s ,>+
<q7é0q q Q ?;éOq q q q q

Q
B 2
—l——Q (/? Sq s:q> — By + P : (3.41)
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onde

Dy = / / stshst, st +
4 1S nS_ 1 .n
720 70 —;7&0 q 5¢'9¢"5—q—q'—q

+u4 / 7&0/q 7&0/ /5;//5:(1_ g + u_ / / / 3 S /3 //3 —q—q'—q"

(3.42)
1 v vU_

o, = ———=rosgi— s sist — —st [ s;s”, + 3.43
Or 20 020 0 0 740 q°—q QO 0 7 q°—q ( )
+2 +2

Vo 43 Q4 Sg +gt a_ sg _ L 0p 4y
——S — S, S°© S48 ¢t =380 *+
920 Q Q Jgu QQ JgrrTr s
+ gt ot so +
Sq SqgiS - Sy SgS_g gt >
/q;eo/7;é0 T Q /77&0/? ¢
e e_ = 1, como fizemos em (3.38). Os termos que contém a contribuicao de

sg foram escritos em separado, guardando conjuntamente as contribuicoes

de ¢ = 0 de termos com s;, com aqueles termos que originalmente tém sg

em evidéncia. Por exemplo, o termo de coeficiente ry guarda toda a con-

tribuicio em sg? e os de coeficiente v recebem toda contribuicdo do tipo

sarsisi . Isto é feito, devido ao hamiltoniano original (3.38) conter termos

com s§ em evidéncia, que produz uma diferente classe de contribuicoes no
processo de renormalizacao. O coeficiente v pode ser positivo, negativo ou
nulo, e, os coeficientes By e B_ sdo necessariamente positivos. Além disso,
termos novos em relagao a (3.38) foram escritos em ®y. Aqueles de coefi-
cientes o, guardam toda a contribui¢ao de quarta ordem (termo ordinério
e biquadrético) com s2, enquanto o termo de coeficiente oy guarda toda con-
tribuigao em sj3. Os de coeficientes z s6 tém contribuigao devido aos termos
ordindrios de quarta ordem.

Desejamos agora, realizar tragos parciais sobre os s (7) que se encontram
dentro da regiao de integragdo, A/b < ¢ < A. Para tanto, vamos escrever

o hamiltoniano efetivo como ®, = ®J + ®, + ®;, onde & direita estio,

+ s~ e a soma dos termos de

respectivamente, os termos quadraticos em 545 84
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ordem maior. A fisica nao trivial deve-se a ®;, que pode ser investigada

considerando-o perturbativamente. Assim podemos fazer,

< > 1
z, = cte/ exp (@5 +5)° [/ (1 + O+ 50 + ) exp (@ + <1>2—)>] ,
(3.44)
onde o superescrito < (>) denota ¢ < (>)A/b. O problema, no momento,
estd em trabalhar com integrais do tipo:
/ Q(S(Z q1> Hs 7 / H @)exp (9 +07)7 . (3.45)
k=p+1

que podem ser resolvidas considerando a férmula [32]:

L 1 8(@ + @)
70/7 O0q, 04, €XP |:—§ /? (q2 + T) 0'q0'qi| = QQQT s (346)

onde Zj ¢ a integral funcional da exponencial sozinha. Fazendo a expansao de

®,. como em (3.44) e aplicando a férmula acima, podemos integrar os S;t com

q > A/b. A integracdo produzird ‘contragoes’ nos termos de (3.44), a saber,

sqilsqi2 = QGL(¢)6(q + ), onde G+(7¢") sdo os inversos dos coeficientes

dos respectivos termos quadraticos de (3.41), denominados propagadores.
o
Obviamente, s6 ocorrerao contracoes 9;; 9;2 € S5 50 devido a diferenca entre

os dominios de ¢". Genericamente, teremos,

Z, — cte [ [ZO (1 L O[e] + %@ (03] + )

exp (D +@5) , (347

onde © [@JI} representa a j-ésima poténcia de ®; na expansao em (3.44), apds
a integragao em ¢ > A/b. Para recuperar a forma do hamiltoniano original,

expandimos o logaritimo do termo entre parénteses da expressao anterior,
< N B 1 )
Z, = cteZo/ exp {@2 + o, + (@ (@] + E@ [CIDI} + ) +

% (@ [<I>1]+%@ 7] +...)2+...} . (3.48)
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Por fim, fazendo as mudancas de escala em ¢ e s,, as equagdes de recorréncia,
poderao ser escritas.

Para facilitar as operagbes que resultam em (3.48), podemos associar os
termos de ®, (3.41) a diagramas primitivos, que combinados através da inte-
gracgao em s4, representardo os termos de (3.48) em forma grafica, com maior
clareza que a representagio literal. Estes sao os diagramas de Feynman. Va-
mos representar por uma linha tracejada os s; (e s§) e por uma linha cheia
os s . Assim, o hamiltoniano ®,. poderd ser representado pelos seguintes

termaos:

quadraticos:

cibicos (w e v):
- .-
- ':—.——— >~———— #h___,_
- -
» de quarta ordem comuns {u):
- - -
- - _.-‘.
X ,’x“’\ >“'-.
biquadriticos { B):
-~ - -
Sl e e

outros (o, z, vg, ag):
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H4 dois tipos de vértices: o primeiro representado porum ponto (| e e
o segundo por { ~ ). O primeiro é o vértice usual, que ocorre no tratamento
dos modelos de Ising e metamagnético rigido. A soma dos momentos que
passam por ele é igual a zero. Ji o segundo estd associado 4 compressi-
bilidade, que d4 origem ao termo biquadritico. Este vértice ndo conduz
momento.

A integracio em s, € traduzida em ligagOes entre as pernas dos diagramas
primitivos. Aqueles sem pernas livres sao chamados de diagramas de vacuo,
como por exemplo: m . Estes 56 contribuem para a energia livre, mas
nio tém importidncia para as equagdes de recorréncia. Diagramas conexos
sdo aqueles em que todos os vértices componentes estdo ligados a pelo menos
um outro vértice (por exemplo -_-O< .j. Diagramas desconexos sao
aqueles que podem ser vistos como o produto de dois ou mais diagramas
conexos, com ou sem pernas externas. Todos os diagramas desconexos, devi-
do a expanséo em (3.48), se anulam. Portanto, sé os diagramas conexos sdo
importantes no atual contexto.

Definindo as mudancas de escala em 7 e sf poderemos escrever as
equages de recorréncia. Primeiramente, os limites de integragic em g

devemn ser restaurados,

=blql | (3.49)

fazendo q’ variar como antes, 0 < ¢’ < A. A mudanca de escala nas varidveis
de 3pin € mais sutil, uma vez que o hamiltoniano conta com trés diferentes

densidades de spin s], s e s7. Na aplica¢io do grupo de renormalizagio

ao modelo metamagnético rigide [9], sdo feitas apenas duas mudancas de

4+

escala (em s; e s;), mas no presente caso, hd uma contribuigio especifica
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das transformagdes aos coeficientes rg e vy, 0 que nos leva a escrever,

= (48} , sy =(oss, so=(osg (3.50)

3.6 As equacoes de recorréncia

A presente apliuag:‘_io do grupo de renormalizagdo ao modelo metamagnético
compressivel, serd feita em primeira ordem em e. E sabido que (32, 35], se
somente r_,-e_ e u_ 880 ndo nulos no hamiltoniano (3.41), as relagoes de
recorréncia tém pontos fixos u = O(e) e r = O(¢). Posteriormente estudados,
o modelo metamagnético ([9]), que conta ainda com o campo w, fica impor-
tante quando w = O(c!/2), enquanto o modelo de Domb ([19]) apresenta
pontos fixos caracteristicos com B = O(e). O modelo do nosso interesse, tem
além desses campos um outro de terceira ordem, v, que também deve ser
de O(e/2). Isto justifica a ordem em que sio truncadas as equagdes abaixo.
Os diagramas de Feynman definem completamente 03 termos que ocorrem
nas equagoes de recorréncia, mas vamos explicitar vs coeficientes para maior
clareza, embora seja redundante faze-lo. Com base no que foi longamente
exposto na secao anterior, podemos e.s:frever as equacdes de recorréncia:

L

F; —_ C+2b—d[r+-—48+ LI _EBi___? +12'i'.[.+ ‘_5;1__ -

+2ug __Q__ - 18t|;_2'_ ___{:'}__ -EEL'E ___D__, —!—OI:EEH,
(3.51)

— = Bl r_ —4B_ i - 28, :I} +l2u. _ O+

=y

+2uy O3 — dw? — Oy O(e?)) (3.52)
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(3.53)

o= (b ro— 20 e e — 202 B s

’\.‘
20 ___:' . + —2oy -—--Q‘-- + 0[] (3.54)

Pl

T o= (ol My + 20, By -~ Y+ 4u_B_ —--~C3< +
+4"'-"—w2_ _—_{I +4?J+?UE ————""-; E +

RNV S O,
dw_z_ ~—-*’D{_ +0(e2) (3.55)

o o= T wl = 12w ___(-_K —ﬁltj+'u-i ___1"'},< -

-

— 8w _uy —{:}i\ +12-u:+w2_ ——-4: :l -

+4w? ~--C: +oEh)] o, (3.56)
BT o= % %[B_+48> >~ =< +B: >-{_""< +

—HB_u- >O< = 2Bjuy >"‘{“}< +
taBgu? S~ 488w > +0()]

{3.57)
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= = (M [ul - 362 >O< -ad >+

———— —
+24u_w? XI + dusw? >(- — gt ] ] o+

+0(e¥)] . (3.58

As demais equacdes de recorréncia encontram-se no Apéndice B.

Se realizada no espago real, cada transformacio do grupo de renorma-
lizagdo divide a rede em blocos de spins de lado b, segundo a constfugﬁo
de Kadanoff [32]. Assim, a constante de rede do sistema transformado é b
vezes maior que a original, e portanto, o volume do sistema fica 4 vezes
menor, em unidades da nova constante de rede. Os termos provenientes do
acoplamento spin-rede apresentam no denominador o volume do sistema 0 .
(no espago de momentos). Devido ao reescalonamento de g, ocorre um
fa.t.br b4 nas respectivas equagbes de recorréncia (€ = pY). A ordem da
correcio de & € justificada pelo fato das integrais que ocorrem nas relagdes de
recorréncia dos termos quadrédticos ndo dependerem de ', como mostrado
no Apéndice C.

Além destas equagdes hd produgiio de um termo linear (s3],

oo+ ey oo =D O] (3.59)

Tal termo descaracteriza o hamiltoniano, produzindo uma instabilidade, mas
pode ser eliminado através de uma transformacio secunddria das varidveis
de spin, a saber,

sp=sp'+ QM . (3.60)

Agora serdo gerados novos termos de primeira, segunda e terceira ordens
[considerando @, na forma (3.41)] e M devera ser escolhido de tal forma que

cancele a soma dos termos lineares.
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As variaveis ( serao fixadas de forma a encaminhar as transformagcoes de
®,. em uma direcao que conduza a um hamiltoniano representativo do com-
portamento critico. E comum escolher-se um reescalonamento das varigveis
de spin [32] que mantenha o coeficiente de ¢’? constante. No presente caso,
a varidvel ¢ aparece explicitamente em dois termos de (3.41) e se tal proce-
dimento for seguido, deveremos manter e; e e_ constantes (e = 1). Ins-
pecionando as relagdes (3.51) e (3.52), vemos que neste caso ambos ry e
r_ escalam-se com ~ b%, mas como no hamiltoniano inicial, r, > r_ (ver
discussao anterior), v, deve divergir quando r_ estiver na criticalidade. Pa-
ralelamente o propagador G (¢) aproxima-se de zero. Isto significa que
perdeu-se o controle sobre as variaveis s;L. Para evitar este efeito indesejavel,
vamos fixar 7, ao invés de e, e manter e_ = 1 como usual. Quanto a s§, o
reescalonamento serd igualmente feito para fixar rg.

A transformacao secundéria das varidveis de spin (3.60), modificard as
equacoes de recorréncia, mas nao tornara relevante um campo que nao o seja,
como poderemos constatar. Entao, ao invés de reescrever todas as equagoes
de recorréncia corrigidas, vamos obter as constantes de reescala ¢ em or-

0 e verificar quais campos sao irrelevantes para podermos descarta-los.

dem €
Isto diminuira sensivelmente o ntmero de variaveis, poupando um trabalho
consideravel. Usando (3.60) em (3.41), podemos escrever explicitamente os

coeficientes dos termos que definirao (:

v = T+ 200 M - 2a;M?

ry = To+6mM+12a6M* € =@ . (3.61)

A solucao para M que implica na eliminagdo dos termos lineares, fornece
M = O(el/ %), como veremos adiante. Assim, toda dependéncia em M nas

equagoes acima pode ser temporariamente desconsiderada. Assim, usando
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(3.51), (3.53) e (3.54), em ordem € teremos,

o= G+ 0] = G=0TE4 0]

¢ = (P [e_ + 0(62)} = =073 [1 + 0(62)} :

o= GO ro+0(] = G=bTE1+0(] ,  (3.62)
onde fizemos d = 4 — €. Se agora considerarmos as equagoes de recorréncia

na mesma ordem das varidveis acima, podemos verificar que os seguintes

campos sao fortemente irrelevantes:

i = b2 es+0()] , wh=bE lw +0(E)]

v = b [ +O0(E?)] W =0 o+ 0(E?)]
)] . BL=b7[Bi+O(@)]
A L k= fus+ 0(@)]
)| ol = e +0()]
2= b 0@ L= 10

}

(
B, = b**[B, +O(
u, = bt uy + O(
(

o = b fa +0

of = bt :ozo + O(€?) (3.63)

Embora as equacoes acima tenham contribuicées de ordem €2 ou €¥/2, o fator

b é maior que a unidade, tornando os respectivos campos cada vez menores
com as iteracoes. No hamiltoniano (3.24) h4 dependéncias em ¢ em outros
termos, que foram posteriormente desconsideradas, mas de qualquer forma,
elas também seriam irrelevantes, como se pode verificar.

Finalmente, o hamiltoniano (3.41) apds um grande niimero k de iteragoes,

ficara renormalizado na forma,
1 1

1
— + o+ —2Y +2

v_ s 3 B _ __\?
Q SqS_q — W— /q;éO/ sq sq,s_q —q Q (/? Sq s_q> +
—U_ /ﬁ) /? /q_/7 Sq < ,S Ilgiq q q . (364)
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Se ry =1rg =v_ = w_ = 0, temos o hamiltoniano do modelo de Domb,
ese BL =0, v = w_ ery = ry, o hamiltoniano é aquele do modelo
metamagnético rigido. Porém, o hamiltoniano acima nao pode ser reduzido
aquele do modelo de Baker e Essam, uma vez que as caracteristicas elasticas
desse 1ltimo sao intrinsecamente diferentes do nosso.

-As integrais representadas pelos diagramas de Feynman sao consideradas
no Apéndice C, em dimensao d = 4. Mostra-se que as integrais que ocorrem
no problema sao fracamente dependentes de ¢, podendo-se considers-las
independentes e assim escrever

—

q

la= [ G (DNIG- (@ (3.65)

Mas, além de nao haver dependéncia de ¢ < A/b, a varidvel e, é irrelevante

como vimos anteriormente e a integral fica

=g =™ [le- @) (3.66)

Vamos agora corrigir para ordem € os fatores de escala (; e (p. Uma vez

ay,Tp e & sao irrelevantes, teremos ', =73 e ry =75 [ver (3.61), (3.51)

+>
e (3.54)], fornecendo

<

2
C_|_ == b27§ [1 + 1—02& + O(€2>‘| 5
r+
2
CO = b27§ ll + 1021;; + 0(62)] . (367)
0

A translagao das varidveis de spin (3.60) s6 produz termos nao nulos

uando aplicada aos termos em si? e sy [— s s_.. O primeiro contribui
0 0J7 29 °—q

com o termo em M (abaixo) que servird para eliminar o campo indesejavel

(3.59), exigindo-se que

To

*Cofowf - 20

(20M) =0 . (3.68)
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Usando (3.54) obtemos,
M= b5 1011;—* oS (3.69)
0

e, a ordem de M ¢ 5, como anunciado anteriormente.
As equacoes de recorréncia para as varidveis relevantes podem ser re-

escritas. Usando (3.69) e mantendo e = 1 (3.62), v e rq fixos (3.67),

obtemos,
w2 U2
7"_ = ﬁ—f—QMU_ = b2 lr_ — 4[01B_ + 12[01U_ — 4[01—_ — 2]01—_ + 0(62)] s
Ty To
(3.70)
c w? v3
’UL =v_ =02 l?) + 4[02B,U, — 12[02?,6,@, + 4:]02—_1}, + 102__ + 0(65/2)‘| R
T+ To
(3.71)
€ ’LU3
w'_ =w_ = b2 |"LU_ - 12[02u_w_ + 5[02—_ + 0(65/2) s
T+
(3.72)
2
B. = B_ = b°[B_ +4lpB? — 24Ippu_B_ + 8Ipy—B_ + O(*)]
r+
(3.73)
w2 w4
UI_ =U_ = be[u, - 36[02162_ + 24[02—_’&, - 4[02—2_ + 0(63)]
T+ rL
(3.74)

3.7 Pontos fixos

O estudo do diagrama de fases requer uma interpretacao fisica dos campos.
Comentamos que a variavel r_ do hamiltoniano original (3.38) anula-se na
condicao critica de campo médio, e é funcao da temperatura. A solucao
nao trivial para o modelo de Ising [32] ocorre para d = 4 — €, quando
o hamiltoniano renormalizado apresenta um ponto fixo com u* = O(e), o
que implica em r* = O(e). Entao, u representa o efeito das flutuagoes

no modelo de Ising. Uma inspe¢ao no mesmo hamiltoniano (3.38) mostra
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que B_ ~ [Q (W?)F ~ (jr + ja)?, sendo uma medida da magnitude do
acoplamento spin-rede [19], representando a compressibilidade no compor-
tamento critico. O campo w_ ¢é proporcional a magnetizacdo, w_ ~ m,
sendo, portanto, proporcional a pequenos campos magnéticos H. Por fim,
o campo v_ é a soma de dois campos, v_ = w_ — ctem(j% — j3), devido a
forma como foi escrito o hamiltoniano transformado (3.41). O termo novo
[~ m(j% — j%)] representa o efeito conjunto do campo (m ~ H) com a
anisotropia do acoplamento spin-rede (sendo j% — j% uma particular medida
dessa anisotropia). Assim, como o campo H favorece o alinhamento dos spins
(magnetizagao total) através do termo de terceira ordem, de coeficiente w_,
a anisotropia do acoplamento spin-rede favorece ou diminui o alinhamento
promovido pelo campo, de acordo com o sinal de j% — j%4. Alternativamente,
podemos dizer que o campo aplicado, induzira a rede a deformar-se de acordo
com a anisotropia do acoplamento spin-rede. Ambos os campos w_ e v_ s6
fazem sentido na presenga de um campo magnético. A pressao nao pode
ser isolada em uma varidvel, pois ela estd na matriz de acoplamento (Lg e
L4), que por sua vez estd inicialmente em todos os coeficientes. O papel da
pressao sera o de reescalar os campos, como no caso isotropico do Capitulo
2. Naquele ponto, foi possivel estudar a sua influéncia no diagrama de fases,
inclusive podendo mudar a ordem da transicao, por intermédio da alteracao
das magnitudes relativas das variaveis g, e e, l1a definidas. Isto pode até ser
possivel, mas nao poderemos vislumbrar tal efeito aqui.

Para facilitar o trabalho com as equacoes de recorréncia, vamos definir
duas novas variaveis,

2 v2

w=2=- ., v=X (3.75)

Ty To
que tém a mesma interpretacao de w_ e v_ respectivamente. Observemos

que W e V sé podem ser positivos ou nulos, para ter sentido fisico. Elevando
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ao quadrado ambos os lados de (3.71) e (3.72) e dividindo por 79 e ry res-
pectivamente, em primeira ordem em € poderemos reescrever as equagoes de

recorréncia como,

bro = rl—r = (¥ —1)r —Fln (4B —12u +4W +2V)
§V = V' =V =V (elnb+8IpB_ — 24lppu_ + 8Ip;W + 2I03V) |
W = W' —W =W (elnb— 24lppu_ + 10IzW)

OB. = B —B_= B_lelnb+4lpB_ — 24Ipu_ + 8IpuW]

bu. = u —u_ =u_[elnb— 36lppu_ + 24l W] — 4IpxW? . (3.76)

Na forma final das equagoes de recorréncia todas as varidveis sao de ordem
€. As equagbes recursivas acima anulam-se nos respectivos pontos fixos do

modelo, listados na tabela 3.1.

x« |u | W B | V*| r* * uw | W | B |V or*
- ~ g
Go | 0] O 0 0 0 My | § & 0 0| 5
GV 0 0 0 —% —C€ MV g % 0 % —<
GB 0 0 —% 0 —Ce€ MB g % % 0 —%E
Gra o o [-s]s| o] [mals|s|5]5]%
IO % 0 0 0 —%E T() % g 0 0 —CE
Iy || 0| 0 |-2|-% Tv | S| S| 0] < 0
I || 0 |—5| 0 |—% Tg | S| S| £ 0] 0
Ip {5 0 |5 & | 5| | Tve|§] 5| 5|5«
Tabela 3.1: Pontos fixos em funcdo de € = 872%¢ e ce = 7T2—26
Os pontos fixos sdo escritos em unidades de € = B2 = 872 e (€ =

Io2

2 . -
%6 = %er (ver Apéndice C) e sao independentes de b, como era espe-
rado. A denominacao dos pontos deve-se ao modelo metamagnético rigido,

em que 7o = ry, B_ = 0e V = W, apresentando quatro pontos fixos: o
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trivial gaussiano, Go; o ponto fixo do modelo de Ising, Ip; o ponto fixo que
governa a transicao metamagnética, My, e o ponto fixo relacionado ao ponto
tricritico, Tyy. A compressibilidade tem o efeito de multiplicar por quatro
cada um dos pontos fixos do modelo rigido, produzindo casos como o modelo
gaussiano com B_ # 0 e V' # 0, cuja criticalidade ¢é representada por Gy pg.
Uma linearizagao das equacoes de recorréncia em torno dos pontos fixos,
definindo-se os respectivos autovalores e autovetores da transformacao, pos-
sibilita a construcao esquematica do diagrama de fases. Seja a equacao de

recorréncia para uma variavel qualquer o,

B ! g o/ oY o/
oo = 2] o [22] o 2] v [22] o+ [22] 0

onde dp = ¢’ — ¢*, com ¢* seu valor no ponto fixo. Uma vez linearizadas, as
~ . ~ .. — —_——
equagoes recursivas podem ser expressas pela equacao matricial, v’/ ==,
—> ~ —_ . ~
onde v = [p — ¢*] sao vetores e = é a matriz da transformacao. Cada ponto
fixo tem a ele associado um conjunto de fluxos no espaco de parametros ¢,
que representam a aproximacao ou afastamento dos mesmos, face a aplicacao
da transformacao =. Os autovetores e autovalores de =, que definem respec-
tivamente a direcao e o sentido dos fluxos em cada ponto fixo, sao obtidos
.« . — — 7 . . . —_— ~
exigindo-se que (: - ) vx = 0, onde I é a matriz identidade, vy sao os
autovetores e b* os autovalores da transformacio. Se ha solucdo nao trivi-
al, teremos det [E — b } = 0, o que permite o calculo de A. Os autovetores
= —
serao expressos em termos de quatro componentes, vy = (éu_,6W,6B_, V).
O campo r_ nao necessita ser incluido, porque nenhuma das variaveis de-
pende dele e r- — r* sempre que ¢ — ©*, ou seja, o ponto fixo de r_ é
definido pelos demais campos. Na tabela 3.2, sao listados os valores de A

e Ux para os respectivos pontos fixos da tabela 3.1. A dependéncia de Iy

em r_ ¢é responsavel pela correcao de ordem € no calculo de A,, uma vez
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que %n = —Iyp. Para os demais autovalores, a correspondente derivada

= —2 ly3 estd ligada a termos de maior ordem.

Um ponto fixo é caracterizado pela classe de universalidade a que ele
pertence, definida pelos expoentes criticos. Devido a teoria de escala sao
necessarios apenas dois deles para se determinar os demais. Em grupo de

renormalizacao é usual calcular os expoentes v e 7, definidos por,
_ N 1

onde & é o comprimento de correlagao, t é proporcional a diferenca entre
a temperatura e a temperatura critica, e [’ é a transformada de Fourier
da funcao de correlagao de dois pontos. Mostra-se que v esta relacionado
ao maior autovalor da transformacdo [32], que neste caso é b*, na forma
v =1/\.. Os valores de v estao listados na tabela 3.2. O expoente critico
n ¢é calculado [32] & partir da relagao de escala para e_ (3.62), sendo da
mesma ordem da correcao desta varidvel, portanto €2. Assim, n = O(€?),
e, em primeira ordem, a classe de universalidade fica definida pelo expoente
critico v. Devido a importancia do expoente critico a na andlise dos sistemas
compressiveis, vamos obté-lo quando necessario através da seguinte relacao

entre os expoentes criticos: a = 2 — dv.
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* Go Gy Gp Gvi

M € € € €

v | (1,0,0,0) | (1,0,0,6) (1,0,3,0) (1,0,3,0)
Ao € € € €

vy | (0,1,0,0) | (0,1,0,—2) | (0,1,—1,0) | (0,1,—1,0)
B € € —€ —€

vg | (0,0,1,0) | (0,0,1,0) (0,0,1,0) | (0,0,1,-2)
Av € —€ —€ €

vy | (0,0,0,1) | (0,0,0,1) (0,0,0,1) (0,0,0,1)
Ar 2 2—¢€ 2—¢€ 2
3 | avs [ bes |

* Iy Iy Ig Ivp

M —€ —€ —€ —€

v | (1,0,0,0) | (1,0,0,-6) | (1,0,—3,0) | (1,0,—3,0)
A2 5 5 5 5

ve | (1,2,0,0) | (1,2,0,2) (1,2,1,0) (1,2,1,0)
ol - -~

vg | (0,0,1,0) | (0,0,1,—-2) | (0,0,1,0) | (0,0,1,—2)
vl s | 5

vy | (0,0,0,1) | (0,0,0,1) (0,0,0,1) (0,0,0,1)
W] 2o | aox | eox | ey

| 3es | dvs | 1+es | 3eg

66
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* M, My, Mg My p
A —€ —€ —€ —€
v [(2,3,0,0) | (2,3,0,3) | (2,3,3,0) (23,3 -3)
N
vs | (1,2,0,0) | (1,2,0,2) | (1,2,1,0) | (1,2,1,0)
wl -5 |
vg | (0,0,1,0) | (0,0,1,—2) | (0,0,1,0) | (0,0,1,—2)
v - ~;
vy | (0,0,0,1) | (0,0,0,1) | (0,0,0,1) | (0,0,0,1)
vl2w [ oy | ag | 2o

v ] 3+% 1t 1+ 3 +§

* Ty Ty T Tvp

A € € € €

v | (1,3,0,0) | (1,3,0,0) | (1,3,0,0)| (1,3,0,0)
A —€ —€ —€ —€

ve | (1,2,0,0) | (1,2,0,2) | (1,2,1,0) | (1,2,1,0)
AB —€ —€ € €

vg | (0,0,1,0) | (0,0,1,-2) | (0,0,1,0) | (0,0,1,—2)
Av —€ € € —€

vy | (0,0,0,1) | (0,0,0,1) | (0,0,0,1) | (0,0,0,1)
Ar 2—¢€ 2 2 2—¢€

| ies | | 3+

Tabela 3.2: Autovalores e autovetores relacionados aos pontos fixos da

tabela 3.1. Também sao listados os expoentes criticos v em ordem e.

67
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3.8 O diagrama de fluxos

Cada um dos dezesseis pontos fixos apresentados pelo modelo, estd em uma
das quatro classes de universalidade existentes neste caso. Um ponto fixo
classico é aquele com v = 1/2, o mesmo valor fornecido por uma expansao
de Landau. O grupo de renormalizagdo também fornece v = 1/2 em alguns
casos: no modelo gaussiano e na analise de pontos tricriticos de alguns mo-
delos com n = 1 [9][33], onde n é o nimero de componentes espaciais do
parametro de ordem. Na tabela 3.2 ha quatro pontos fixos com v = 1/2.
Uma outra classe bem definida é a do modelo de Ising, com v = 3 + 55 [32],
valor de outros quatro pontos fixos do modelo. Os demais pontos fixos tém
expoente v que nao sao classicos e nem sao tipicos do modelo de Ising.
Uma inspec@o nas equagdes de recorréncia (3.76) mostra que se inicial-
mente B_, W ou V sao nulos, eles permanecem nulos com as iteragoes do
grupo de renormalizagdo. Assim, o modelo metamagnético compressivel a-
presenta como casos particulares varios outros modelos. Vamos inicialmente,
recuperar a analise do diagrama de fases do modelo de Domb, representado
por um hamiltoniano com r, = rg = v_ = w_ = 0 (3.64), apresentando
quatro pontos fixos: Go,Gg, Iy, [p [19]. Na figura 3.1 esquematizamos o
diagrama de fluxos no espaco B X u_ (com r_ = 7*), representando as
trajetérias das iteragbes no espago destes parametros. Gy é o ponto fixo
gaussiano e dele partem as linhas de fluxo que chegam aos outros pontos
fixos da figura. Se inicialmente B_ = 0 e u_ > 0 o fluxo aponta para [
A1 = —€, v1 = (1,0,0,0)], que é o ponto fixo estavel, correspondente a
transigao de segunda ordem do modelo de Ising (antiferromagnético, neste
caso). Parau_ = 0 e B_ < 0, o ponto fixo estdvel é G, que controla o
comportamento critico, com v = % + 5. Em se tratando de um hamiltoni-

ano do modelo gaussiano com termo biquadratico vamos denomina-lo tipo
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Figura 3.1: Diagrama de fluxos tipico do modelo de Domb no espago B_xu_.

‘gaussiano compressivel’. Com excessdo dessas duas linhas de fluxo, todas
as demais convergem para Ig, que comanda o comportamento critico para
w_ > 0, B_ < 0. Este ponto, que define o comportamento tipo ‘Ising com-
pressivel’ (com v = %—l— &), Tepresentaria o comportamento critico do modelo
de Domb , nao fosse o fato de B_ ser inicialmente positivo e nio haver pas-
sagem do fluxo de B_ = 0 para B_ < 0. Ademais, se B_ > 0, os fluxos
levam os campos w_ e B_ a se afastarem cada vez mais dos pontos fixos,
indicando uma transicio de primeira ordem. Assim, pela anilise de grupo
de renormalizacio conclui-se gque o modelo de Domb nao apresenta transicao
de fase continua.

O modelo metamagnético rigido, como comentamos, tem hamiltoniano
(3.64) com g = ry, vo = w_ (V = W) e B_ = 0, apresentando quatro
pontos fixos: Gy, Iy, My, Ty [9]. O respectivo diagrama de fluxos & um corte

no plano V' = W do espago de parametros, que representamos no sistema de
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Figura 3.2: Diagrama de fluxos do modelo metamagnético rigido no espago

W oxu_.

eixos W x u_, como pode ser visto ng figura 3.2. Em campo nulo, W = 0,
se u_ > 0, o fluxo que sai do ponto fixo gaussiano Gg, dirige-se para Iy, que
é o ponto fixo do modelo de Ising. Se agora o sistema for caracterizado por
um certo valor inicial de u_, a aplicacdo de um pequeno campo (W > 0)
induz ao ponto fixo My, para onde as linhas de fluxo convergem. Este ponto
representa a transigio metamagnética e tem expoentes criticos do tipo Ising.
Juando o campo for suficientermnente alto, tal que W = 2u_, o ponto fixo
estdvel pﬁﬂsa a ser Ty, que indica o ponto tricritico. Este tem expoentes
criticos do modelo gaussiano, como obtido em alguns modelos com n = 1
[33][34], comentado anteriormente. Abaixo da linha W = 2u_ os fluxos
SeImpre convergem para o ponto fixe My, enquanto acima da linha, W cresce
indefinidamente e w_ fica negativo, indicando uma transi¢io de primeira

ordem se W > 2u_. Desta forma, qualitativamente, as andlises de grupo
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de renormalizacao e campo médio concordam para o modelo metamagnético,
contrariamente ao que ocorre para o modelo de Domb.

A visualizagao do diagrama de fluxos do modelo metamagnético com-
pressivel é dificil, dado que ha quatro parametros, u_, W, B_ e V', mas pode-
mos entendé-lo por meio de cortes, como aqueles das figuras 3.1 e 3.2. Cortes
elucidativos do diagrama geral sdao aqueles cujas linhas de fluxo ficam apri-
sionadas, uma vez que estejam no subespaco definido pelo corte. Um hamilto-
niano de partida representado por um ponto num desses subespacos, é renor-
malizado de forma a permanecer contido nos mesmos. Devido as equagoes
de recorréncia para u_ e W serem independentes de B_ e V, o diagrama
geral de fluxos deve ser estudado a partir daquele da figura 3.2. Em nosso
caso a direcao 6W = 26u_ faz um papel fundamental. Usando as equagoes
(3.76), teremos como solucoes as equagoes das retas W = Wer = 2u_ e
W = Wiy = 2u_ —€/18, que ligam, respectivamente, os pontos Go — Ty e
Iy — My, no referido diagrama. Isto significa que os fluxos nao saem dessas
retas, uma vez que 14 estejam, definindo dois subespagos, (Wgr, B_,V) e
(Wi, B, V), no espago de quatro parametros, que contém respectivamente
os pontos fixos dos tipos G — T e I — M. Uma particularidade que facilita a
analise, diz respeito a topologia do diagrama de fluxos, que é idéntica para
os dois subespacos, permitindo que sejam visualizados dois diagramas no
mesmo desenho.

Na figura 3.3 (a) estao esquematizados os diagramas de fluxos nos planos
(Winm, B,V =0) e (War, B_,V = 0). O primeiro contém os pontos fixos
(Ig, Io, My, M) e o segundo (Gg,Go, Ty, Tg) (entre colchetes), mas como
os fluxos entre os respectivos pontos fixos sao idénticos, os dois diagramas
podem ser vistos na mesma figura. Da mesma forma, na figura 3.3 (b)

s@o mostrados os diagramas de fluxos nos planos (Wpy [Wer], B = 0,V).
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Da figura 3.3 (a) vé-se que para B_ < 0 os pontos fixos Ip e Gp 86 sio
acessados se W = 0, pois se W > 0 os fluxos sempre dirigem-se para My [Tq].
Para B_ > 0 a linha B_ = W/2 (que liga Iy[Gy] a Mp[Ts|) separa os
dois regimes possivels: para B. > W/2 o fluxo ¢ divergente e nao ocorre
transigao de segunda ordem, enquanto para B_ < W/2 o ponto fixo My [Tj]
é sempre estavel, governando o comportamento erftico. Somente quando

W = 2B_ o ponto Mp[T'g] é acessado, tratando-se de um ponto tricritico

e — T
= — ,.-" ;
b ,f'"f M, [Tl . T 7 Wl [T
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gﬂ // ! ! T T g
g " - . ! e
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Figura 3.3: Fluxo nos planos{a) (W [Werl, B_, V =0] e

(b) (Wrr [Wor], B =0, V), onde Wrys = 2u_ — /18 e Wop = 2u_. A
forma dos fluxos é a mesma nos subespagos definidos por W,y e War, sendo
esquematizadas nas mesmas figuras. Os pontos fixos de W estao escritos

entre colchetes.
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(ver discussao abaixo). O diagrama de fluxos no plano W x V| exibido em
(b) tem um desenho semelhante ao anterior, onde o ponto fixo mais estavel
¢ igualmente Mg [Tp]. Da mesma forma, se B_ > W/2 o fluxo é divergente e
My [Ty] é um ponto tricritico, por ser acessado somente no limite da regiao
de convergeéncia.

Uma visao mais geral dos fluxos pode ser obtida, desenhando-se dia-
gramas tridimensionais, perpendiculares as retas Waor = 2u_ e Wiy =
2u_ — €/18 (e portanto, aos diagramas da figura 3.3), como mostramos na
figura 3.4 (a). Novamente, superpomos os diagramas, com os pontos fixos de
Wer escritos entre colchetes. Os pontos fixos do tipo I [G] ficam abaixo e os
pontos M [T] acima, em relacdo ao plano da folha. Vamos usar a seguinte
convengao: as linhas tracejadas indicam fluxos nos planos de pontos do tipo
I [G]; as linhas cheias os fluxos nos planos definidos por M [T]; linhas pon-
tilhadas definem fluxos entre pontos do tipo I — M [G — T]; linhas trago-
ponto legendadas indicam fluxos mais gerais. Iniciando pelo lado esquerdo
da figura (B_ < 0), os pontos fixos Iy [Gy], Ig[GB] e Ivg [Gyp] estao no
plano de Iy [Go] (com W = 0) e s6 sdo acessados pelos fluxos que ocorrem
dentro deste plano, segundo o esquema do desenho. Acima deste (W > 0),
os fluxos de quase todo espago convergem para M [Tp] (linhas trago-ponto),
com excessao de uma pequena regiao delimitada pelo plano V =W — 2B
(que contém os pontos Iy [Go|, Ive [Gve], My [Tv] e Mg [Tp]): acima dele
os fluxos convergem para My [Tp], dentro convergem para My [Ty | e abaixo
os fluxos divergem dos pontos fixos. Inspecionemos agora o lado direito do
grafico (B_ > 0), onde os fluxos do quadrante superior também sao separa-
dos pelo plano V.= W — 2B_. Acima dele (V < W —2B_) o ponto fixo
estavel é também M, [Tp], e abaixo os fluxos divergem. Dentro do plano o

ponto fixo mais estavel é My [Ty], ao passo que Mg [Tg] s6 é acessivel na
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condi¢ao B_ = W/2, V = (. Por fim, no quadrante direito inferior o plano
B_ = W/2 é quem divide os fluxos: acima dele (B_ < W/2) o ponto de
convergéncia também ¢é My [Tp] e abaixo os fluxos escapam dos pontos fixos.
Dentro do plano o ponto fixo mais estavel é My g [Ty p]. Uma vista frontal
do diagrama (para B_ > 0) pode ser apreciada na figura 3.4 (b).

Fora das condigdes Wiy = 2u_ —€/18 e Wr = 2u_ os fluxos apresentam
formas espaciais complicadas, mas podemos resolver o problema observando
que a regra estabelecida pelo diagrama W x u_ (figura 3.2) é respeitada:
se W > 2u_, o fluxo é divergente; se W = 2u_ as linhas de fluxo ficam
confinadas neste subespago (Wgr); se W < 2u_ as linhas sempre convergem
para a condigao Wyy,. Desta forma fica completamente determinado o dia-
grama de fluxos, pois para W < 2u_, poderemos sempre nos basear na figura
3.4. Como observamos anteriormente, V' precisa ser positivo ou nulo para
ter sentido fisico, enquanto B_ é inicialmente positivo. Entao, o quadrante
superior direito da figura 3.4 (a) [quadrante direito da figura 3.4 (b)] é aquele
que contém a descricao do comportamento critico do modelo metamagnético
compressivel. Podemos, portanto, afirmar que a transicao de segunda or-
dem é em geral governada pelo ponto fixo My, que é acessado sempre que
W <2u_ e <V <W —2B_. Todos os demais pontos fixos que podem
ser acessados estao nas fronteiras da regiao de convergéncia, representando,
portanto, pontos tricriticos. Sao eles: My e Mpg, na condicaio W = Wy,
V=W —2B_; Ty na condicao W = Wgr, V < W —2B_; Ty e Ty na
fronteira W = Wgr, V = W —2B_. Cada um desses pontos é representativo
de um particular hamiltoniano inicial.

O comportamento critico do modelo metamagnético rigido esta represen-
tado na figura 3.4 pela linha pontilhada V' = W, que liga Iy [Go] a My [Tv].

Se W = 0 o sistema esta em Iy [Gy|, mas aplicando-se um pequeno campo, o
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Figura 3.4: a} Vista superior do diagrama de fluxos, perpendiculariente as
retas Wiye = 2u_—%/18 e Wgr = 2u_. Como na figura 3.3, os dois diagramas
podern ser vistos na mesma figura, com os pontos fixos de W escritos entre

colchetes. b) Vista frontal do lado B_ = 0.
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fluxo leva ao ponto fixo My (Iy), como na figura 3.2. Se agora o hamiltoni-
ano inicial tiver V' = W, mas com uma compressibilidade B_ > 0, os fluxos
serdo divergentes (V > W —2B_) e a transicao sera de primeira ordem. Por-
tanto, a elasticidade - representada pelo termo biquadratico - desestabiliza a
transicao continua do modelo metamagnético, tal como no modelo de Domb.
Mas no presente caso, podera haver transicao continua se hover anisotropia
no acoplamento spin-rede, (j% — j%) # 0 (i.e. V # W) e um campo apli-
cado, de forma que 0 < V < W — 2B_, tornando acessivel um dos pontos
fixos. Portanto, no modelo compressivel, se o campo for baixo W < 2u_,
mas suficientemente alto para satisfazer 0 < V' < W —2B_, havera um ponto
fixo estavel, M, representando a linha de transicao continua no diagrama
campo-temperatura. Essa linha é composta de legitimos pontos criticos do
tipo Ising compressivel (definido anteriormente).

Para construir o diagrama de fases campo-temperatura, devemos estabe-
lecer o comportamento critico correspondente para cada particular valor do
campo magnético. Este comportamento pode ser deduzido do diagrama de
fluxos, representando nele o hamiltoniano inicial e verificando se existe con-
vergéncia para algum ponto fixo. O hamiltoniano ¢ definido por u_, B_ ~
(jr +74)%, além de V e W que dependem do campo. Lembrando que v_ =
w_ —ctem(j& — j4) e que w_ ~ m ~ H, podemos escrever v_ ~ w_(1—13),
onde ¥ ~ (j% — j3). Das definigoes (3.75), V = cte W (1 — X)?, mas para
facilitar a andlise, vamos supor que fizemos um reescalonamento das variaveis
de spin, para que as variaveis V e W no inicio das transformacoes possam
ser exatamente relacionadas por V' = W (1 —X)?. Agora sim, o hamiltoniano
inicial (3.64) passa a ser representado por varidveis independentes u_, B_, %
e w_, esta tltima linearmente dependente do campo magnético. Logicamente

se X =0, V =W eomodelo é isotropico. Baseados nos diagramas das figuras
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3.2,33e34comu_, B_,W,V >0, as condigoes de criticalidade W < 2u_ e
V < W —2B_ podem ser expressas por (i) 2u_ > W > 1_?{3;_’2)2. Adicional-
mente devemos ter (i) B_ < [1 — (1 — X)?Ju_ e (iii) 0 < X < 2. Supondo
que ¥ e B_ satisfacam, respectivamente, as desigualdades (ii) e (iii) (nao
as igualdades), a campo nulo (W = 0) a transigao serd de primeira ordem
devido a condic¢ao (i) néo satisfeita. Aumentando-se o campo até satisfazer
(i) como igualdade, o ponto fixo My serd estdvel, que é um ponto tricritico.
Acima desse valor do campo tricritico o ponto fixo My é estavel, definindo
uma linha de transicao continua. O campo pode continuar crescendo até que
se atinja W = 2u_, onde ocorre um outro ponto tricritico, Ty. Desta forma,
fora os casos especiais, o diagrama de fases do modelo em campos altos e
baixos apresenta coexisténcia de fases, e em campos intermediarios transicao
de segunda ordem. A linha de transicdao continua tem expoentes criticos tipo
Ising compressivel, o ponto tricritico que ocorre a campos baixos (M) ex-
poentes criticos de Ising, e o ponto tricritico de campos altos (Tp) expoentes
do tipo gaussiano compressivel.

H4 varios casos particulares a serem considerados. Pela condigao (iii) o
limite inferior da anisotropia elastica é ¥ = 0, implicando em V = W, e pela
condigao (ii) B- = 0 (jr = ja = 0), o modelo deve ser rigido para haver
transicao continua. O efeito estabilizador da anisotropia elastica tem um
ponto de saturagao, ¥ = 2, que também implicaem V =W e B_ =0, o que
fisicamente significa alta compressibilidade mas com jrp = —jas. A presente
abordagem mostra que este caso extremo apresenta o mesmo comportamento
critico do modelo rigido (figura 3.2). Para 0 < ¥ < 2 e B_ satisfazendo a
condigao (ii), o sistema normalmente exibe o comportamento critico usual do
modelo metamagnético compressivel, com dois pontos tricriticos (My e Tp) e

uma linha de transi¢do continua intermediaria (My). Mas quando a condigao
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(ii) ¢ satisfeita como igualdade, a condigao (i) sé permite W = 2u_, o que
representa um colapso da linha critica, que fica reduzida a um tnico ponto
tricritico, Ty ou Tp (gaussianos), sobre a linha de primeira ordem, como
ocorre no caso isotrépico do modelo de campo médio, estudado no Capitulo
2. Por fim, se ¥ = 1 a condigao (ii) fica B_ < u_, permitindo transigao de
segunda ordem para os mais altos valores da compressibilidade B_. Neste
caso V = 0, o que caracteriza um comportamento tricritico especial, cujo
ponto tricritico de baixos campos ¢ Mg, de Ising, enquanto em campos altos
¢ Tp, do tipo gaussiano. Também aqui pode haver o colapso da linha critica,
sobre o ponto tricritico T.

Devemos enfatizar, que os comportamentos criticos previstos pela aproxi-
macao de campo médio e pelo grupo de renormalizacao sao discordantes. Em
campo médio, no caso do acoplamento spin-rede isotropico, é previsto, nor-
malmente, comportamento metamagnético simples, e extraordinariamente,
quando o acoplamento spin-rede (§,) ¢ alto e a razao entre os acoplamentos
ferro e antiferromagnético (€) é baixa, dois pontos tricriticos com transicao
continua em temperaturas intermediarias. No caso anisotrépico em baixa
compressibilidade, s6 é esperado comportamento tricritico usual (ver Capitulo
2). Contrariamente, o grupo de renormalizagao prevé que o modelo com-
pressivel s6 exibird transicao de segunda ordem, se houver anisotropia no
acoplamento spin-rede e um campo aplicado. neste caso, havera ordinaria-
mente transicdo continua em campos intermediarios e coexisténcia de fases
para campos suficientemente baixos ou altos.

Dependendo das condigoes de contorno usadas, o modelo de Baker e Es-
sam [16] apresenta um ponto fixo com renormalizagao de Fisher [37], ou seja,
os expoentes criticos sao modificados em relacao aos do modelo de Ising, de

maneira particular. A saber, o expoente critico a do calor especifico fica
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ar = —ar/(1 — ay), onde a; é o respectivo expoente critico para o modelo
de Ising. A transicao ordinaria de segunda ordem do modelo metamagnético
rigido (My) tem expoentes tipo Ising, ay = €/6, fornecendo um expoente
renormalizado a, = —€/6, que é exatamente o valor de « para a transi¢ao
correspondente do modelo compressivel, My. Da mesma forma, o ponto
tricritico do modelo rigido (7Ty) apresenta a = €/2, enquanto que o ponto
tricritico de campos altos do caso compressivel, Ty, tem o = —¢/2, identica-
mente renormalizado em relagao ao do modelo rigido, embora nao se trate de
um ponto fixo de Ising, como originalmente tratado no trabalho de Fisher.
Assim, 0 modelo metamagnético compressivel pode exibir dois pontos fixos
com expoentes criticos renormalizados em relacao ao modelo rigido, como
ocorre para o modelo de Baker e Essam.

O hamiltoniano renormalizado (3.64) é somente quadratico nas varidveis
sg e 3;, e, ndo ha correspondente dependéncia em ¢ . Assim, podemos recor-
rer a transformagao gaussiana (2.6) para fazer a integragao nas respectivas

variaveis de spin e reescrever um hamiltoniano reduzido na forma:

1 o 1 VoW N2
Dy = —§ ?(T,—F q )Sq S_q—Fﬁ(B—FE—?) (/?Sq 8_q> +

14 -
— (u_ — 7) /? /? /q_”)S Sq/Sq//S_q_q/_q// . (379)

Na auséncia de compressibilidade rg = r,, V =W e B_ = 0, recuperando-se
o hamiltoniano reduzido do modelo metamagnético rigido [9].

Notemos que os coeficientes dos termos de quarta ordem de (3.79) anulam-
se exatamente nos pontos tricriticos [ver condic¢ao (i)], lembrando uma ex-
pansao de Landau. Inspecionando a equacao de recorréncia da variavel r_
(3.76), podemos constatar que r* ¢é linearmente dependente dos mesmos co-
eficientes de quarta ordem de (3.79). Esta contribuigao, por sua vez, define

a correcao de ordem € do expoente critico v, e somente quando todos os ter-
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mos de quarta ordem anulan-se, tem-se v do tipo gaussiano, v = 1/2+0(€?),
como ocorre para os pontos fixos Ty e Tg.

Comentamos que modelos com n = 2, anteriormente estudados, apre-
sentam comportamento tricritico nao cldssico para d < 4 [9]. O modelo
metamagnético rigido apresenta expoentes tricriticos do modelo gaussiano
em d = 3 (além das corregoes logaritmicas), apesar do hamiltoniano nao
renormalizado contar com duas varidveis de spin independentes (que é equi-
valente a ter n = 2). Realmente, o hamiltoniano renormalizado tem a mesma
forma do modelo de Ising [9]. J4 o hamiltoniano renormalizado do modelo
metamagnético compressivel, nao pode ser reduzido ao de Ising, e, apesar
de contar com apenas uma varidvel de spin (ou com n = 1), apresenta
(com excegao dos casos particulares) pontos tricriticos com expoentes nao
classicos. Da irrelevancia dos campos em (3.63), depende o hamiltoniano
reduzido acima, e tais variaveis permanecem irrelevantes para e =4 —d < 2,
permitindo afirmar-se que tais conclusoes valem em d = 3 (da mesma forma
que o modelo metamagnético rigido).

Também comentamos que a compressibilidade (com cisalhamento) em sis-
temas com n = 1 (a > 0) faz mudar a ordem da transigao de fase, ao passo
que se n > 2 (a < 0), a transi¢ao permanece de segunda ordem, com os mes-
mos expoentes criticos do modelo rigido. Mas para o modelo metamagnético,
cujo hamiltoniano reduzido tem n = 1, a compressibilidade (B_ > 0) nao
impede em geral a transicao de segunda ordem. A explicagao disso ja foi
dada acima, onde se concluiu que a elasticidade da rede muda a ordem da
transicao metamagnética, a menos que haja uma anisotropia no acoplamento
spin-rede (X # 0), mantendo estavel a transi¢ao de segunda ordem. Por fim,
o modelo metamagnético compressivel representa um caso diferente, que nao

se enquadra exatamente em nenhuma das regras previamente estabelecidas.



Capitulo 4

A expansao de Landau do

modelo metamagnético rigido

4.1 Introducao

Neste capitulo vamos estudar a expansao de Landau do modelo metamag-
nético rigido, considerando expoentes de mais alta ordem que na analise feita
para o modelo compressivel, no capitulo 2. Sabemos que o modelo metamag-
nético apresenta um diagrama de fases campo-temperatura, com uma linha
de transicao de segunda ordem para campos baixos e uma linha de primeira
ordem em campos altos. A forma como essas linhas se encontram é o assunto
deste capitulo.

A expansao de Landau realizada aqui, tem uma versao diferente das ex-
pansoes realizadas anteriormente [1]. Além de permitir a obtencao de coefi-
cientes de mais alta ordem, estes sao reduzidos a uma forma mais simples,
permitindo verificar os limites da andlise analitica, pela comparagao com o
comportamento critico obtido numericamente. Concluimos que nem sempre

um coeficiente negativo na expansao tem uma implicagao no comportamento
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critico [31]. Realmente, a expansao apresenta coeficientes de alta ordem que
sao negativos, mas nao tém efeito algum sobre o diagrama de fases. A anédlise
numérica teve o objetivo de fazer esta verificagdo a partir da construgao do

diagrama de fases.

4.2 Expansao de Landau

Na obtencao da solucao de campo médio do modelo metamagnético, vamos
retornar ao calculo feito para o modelo compressivel, no capitulo 2. Os dois
modelos sao basicamente os mesmos, com excecao da compressibilidade da

rede. Assim, o hamiltoniano é

H:—%Zaie]ija'j—ZHiUi s (41)
1,5 7

onde o; sdo as varidveis de spin, J;; é ferromagnético (Jp) dentro dos planos
e antiferromagnético (—.J4) entre os planos. H; nos planos A é igual a H+ H,
e nos planos B, H — H,.

Se na aproximacao de campo médio para o modelo compressivel, realizada
no capitulo 2, fizermos jr = j4 = 0, teremos a solucao para o modelo rigido.

A energia livre de Helmholtz (2.28) fica,

f(m,ms,T) = —%m —£m5+m[(1+m+ms)ln(l+m+ms)+

+(1+m—mg)In(1+m —ms) + (1 —m+my) X

In(l—m+mg) + (1 —m—ms)In(l —m—my)], (4.2)

enquanto que as equacoes de recorréncia serao,

_of 1. (14+m+ms)(l—m+my)
Hs = omg __J+m8+4ﬁln(1—|—m—ms)(1—m—ms) ’
0 o— ﬁ:7j +i1 (1 +m+mg)(1+m—myg) (4.3)

om 43 (1 —m+ms)(1 —m — my)
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Lembremos que m = (ma + mg) /2, e ms = (my — mp) /2 é o parametro de

ordem, além das constantes efetivas de troca, que neste caso sao,
J_=Jpr—Ja , Jy=Jr+Js . (4.4)

Vamos considerar a expansao de Landau da energia livre ¥(T, H, m;) em
poténcias de mg, cujo procedimento foi descrito no capitulo 2. No Apéndice
A, é feito o calculo dos coeficientes da expansao de Landau do modelo rigido
até ordem doze. A condicao de criticalidade, W5 = 0, implica na igualdade
(A.12)

Qoe =V1—t, (4.5)

onde t. = kT, / J; éatemperatura critica reduzida e ap. = ap(T,). Se este
¢ substituido na relacao (A.6) do Apéndice A, teremos a equagao da linha

critica do diagrama campo-temperatura,

-1 te. 1 1—1t.
el gyt VIR
e+1 2 1—4/1-—1¢,

onde h, = H,/Jy ¢é o campo reduzido e € = Jr/Ja (se Jp, J4 > 0 a

(4.6)

C

interacdo é ferromagnética nos planos e antiferromagnética entre eles). A

temperatura de Néel é aquela para a qual h, = 0, que pela equacao acima é
tyn =1 = kgTn = J+ . (47)

Um ponto (h, t.) definido por (4.6) é um ponto critico, se todos os
coeficientes W;(t., h.) dos termos de mais alta ordem forem positivos. Por-
tanto, vamos analisar outros coeficientes da expansao, que foram obtidos na

condicao de criticalidade (V9 = 0). O coeficiente de quarta ordem (A.18) é:
I, 1
\114:4—{% (Etc—€—|—§> . (48)

Segundo a teoria, quando Wy =0 e ¥, = 0, um ponto tricritico ocorre se

os coeficientes de maior ordem Wg, Wy, etc, forem todos positivos. Se esta
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condigao for verificada, teremos,
tt - ]_ - 5 (4:9)

onde t; é a temperatura tricritica. O correspondente campo tricritico é
calculado pela substituicdo de t; em (4.6). Assim se ¥g > 0, para t. >
ty, ¥y > 0 e a transicao é continua, enquanto que para t, < t;, Uy < 0,
a transicao é de primeira ordem. O caso limite ocorre para € = 1/3, onde
t: = 0 e nao ha coexisténcia de fases.

Seja agora o coeficiente de sexta ordem escrito para ¥y, = 0, que pode
ser visto em (A.19) do Apéndice A. Se substituirmos ¢, pela temperatura do
ponto tricritico (4.9), ¥g toma a forma,

Wi, (1;]—_) (-%) (4.10)
3¢
e para € = %, [Wg],, = 0. Entdo, teremos Wy = ¥y = Ug = 0 em " = %

ettt = %, denominado ponto critico de alta ordem [1]. Este ponto separa

3

dois tipos de comportamentos criticos: para € > £,

o diagrama de fases a-
presenta um ponto tricritico, mas para € < %, o ponto tricritico fica instavel
e desdobra-se em um ‘ponto critico terminal’ e um ‘ponto bicritico termi-
nal’. O assunto deste trabalho esta relacionado com esta ultima analise, pois
mesmo para € > % existe uma regiao critica (Vs = 0, ¥4 > 0) com Vg < 0,
como veremos adiante. Nas figuras 4.1 e 4.2 sdo mostrados diagramas de
fases para € = 0.8 e € = 0.5 respectivamente, onde as linhas de coexisténcia
foram obtidas numericamente (ver abaixo). Na figura 4.2, é mostrada numa
ampliacao, a linha de coexisténcia que termina no ponto bicritico terminal

B e que encontra a linha de segunda ordem em C, que indica o ponto critico

terminal.
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Figura 4.1: Diagrama de fases campo (h) x temperatura (¢) para e = 0.8,
As linhas tracejada e sélida representam, respectivamente, as transigoes de

primeira e segunda ordem, que separam as fases para (P) e antiferromagnética
(AF).

ﬂa T i T |' T I T I T
0.6 = -
L L -
04 =
DS =
L I
b __,.1—'-'-'--
" g
08802 r
0.2 =
- DB R
[} 0.35 0T
0.3 i | L I L | ! | '
0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0

Figura 4.2: Mesma legenda da figura 4.1, mas com ¢ = 0.5. O ponto de
encontro das linhas de primeira e segunda ordem € mostrado na ampliacac.
[' ¢ A sdo regides da linha de coexisténcia, C' é o ponto critico terminal e B

é o ponto bicritico terminal.
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4.3 Obtencao numérica dos diagramas

Sejam as equagoes de recorréncia de campo médio (4.3). Fazendo-se Hy = 0,
elas podem ser manipuladas para que o sistema de equagoes acopladas tenha

a forma,

My = (e+1) (h =M - gln (4.11)
€

1+M1>
+1 ’

1— M,
onde se My = my, My =mp e se My =mp, My =my4. A solucdo numérica
consiste em fixar €,t e h, para obter-se simultaneamente m4 e mpg que
satisfazem o sistema (4.11). As diversas solugoes sdo as coordenadas de
pontos extremos de (T, H, my), de forma que o estado em que o sistema
se encontra ¢ definido pela solu¢ao de menor energia livre V.

Seja o diagrama da figura 4.1. Em temperaturas altas, abaixo de ty,
e em pequenos campos, as solugoes de (4.11) que minimizam W, fornecem
ms # 0. Aumentando-se o campo, a magnetizacao alternada diminui até
anular-se sobre a linha critica (¢, h.). Fixando uma temperatura baixa,
quando aumentamos o campo, as energias de uma solugao com mg # 0 e de
outra com mg = 0 aproximam-se continuamente, até se igualarem no valor do
campo que define o ponto de coexisténcia de fases sobre a linha de primeira
ordem (assim como a linha I' da figura 4.2). Uma outra possibilidade ¢ a
linha de coexisténcia A da figura 4.2. Nas proximidades dela, o sistema (4.11)
permite duas solugoes m/, # 0 e m” # 0, cujas energias livres se igualam sobre
A. Aumentando-se o campo acima de A, a magnetizacao que mininiza ¥ vai
diminuindo até anular-se sobre a linha de segunda ordem.

Até aqui s6 confirmamos o que esperdvamos a respeito do comporta-
mento critico previsto pela teoria de Landau. Pela andlise dos coeficientes,
se € > (0.6, sempre haverd uma linha de segunda ordem que termina em um

ponto tricritico. Entao, na linha critica devemos ter primeiramente Wy = 0
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e U, > 0. Mas, se nesse caso houver algum coeficiente de maior ordem ne-
gativo, que efeito isso poderia ter sobre diagrama de fases? Para abordar o
problema, nés mostramos na figura 4.3 um diagrama ¢ x € na condicao Wy = 0,
contendo as linhas correspondentes a ¥, = 0 (solida), ¥ = 0 (tracejada) e
Ug = 0 (pontilhada) que dividem o diagrama em regioes (ver Apéndice A).
Por exemplo, a curva ¥, = 0 que é a linha dos pontos tricriticos, define
uma regido para a qual ¥4 < 0, como indicado. A linha cheia decorada (+)
representa os pontos criticos terminais. Esta linha termina no ponto critico
de alta ordem, que fica no cruzamento das linhas ¥, = 0 ¢ ¥g = 0, como
definido anteriormente.

O diagrama de fases de um sistema com um particular € pode ser ‘vi-
sualizado’ no diagrama da figura 4.3, imaginando-se o eixo dos campos h
perpendicular ao plano da figura. Por exemplo, a linha de segunda ordem do
diagrama da figura 4.1, com € = 0.8 seria representado na figura 4.3 como
uma linha vertical, que se inicia em ¢t = ty = 1 e termina em t = t;, sobre
a curva ¥4 = 0. A linha de primeira ordem nao estda no plano do diagrama
(Uy = 0), uma vez que sobre ela Wy > 0, Uy < 0 e ¥g > 0 (sem contar os
coeficientes de ordem maior). Mas podemos imaginar uma extrapolagao do
diagrama para ¥y 2 0, de forma que uma parte da linha de primeira ordem
seja nele representada como uma continuacao da linha critica, para t < t,
(dentro regiao de Wy < 0). Observemos que a linha de segunda ordem atra-
vessa uma regiao com Vg < 0, mas este fato nao tem efeito sobre ela, como
mostrado pelo levantamento numérico do referido diagrama, que concorda
inteiramente com a previsao analitica.

Vamos analisar o diagrama de fases para ¢ = 0.5 (figura 4.2) pelo dia-
grama t X €. Neste, a linha de segunda ordem é representada por uma vertical,

iniciando em ¢t = ty = 1 e terminando em ¢t = t., onde t, ¢ a temperatura
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Fizura 4.3: Sinal dos coeficientes no plano ¢ % e na condigao ¥, = 0. Linha
solida: ¥4 = 0; linha tracejada: ¥ = 0; linhas pontilhadas: Vs = 0. Abaixo
das curvas cada respectivo coeficiente & negativo. No ponto X, e = 0.62. A

linha decorada (+) representa os pontos criticos terminais.

do ponto critico terminal €', que é um ponto sobre a linha decorada (+} da
figura 4.3. A linha de transicio de primeira ordem da figura 4.2 é dividida
pelo ponto C em uma linha I e outra A, que representam diferentes tipos de
cocxisténcia de fases. Realmente, a linha de coexisténcia atravessa a linha
de segunda ordem em C', e portanto, sobre I' temos ¥y > () e sobre A temaos
Py < 0. Por fim, para que a energia livre exiba dois minimos absolutos com
diferentes m, # 0 em A devemos ter ¥y < 0, ¥y = 0, ¥g < 0 e Vg = 0.
Sobre a linha T teremos Wy > 0, Uy = 0, ¥ < 0 e ¥y > 0 (produzindo

uma coexisténcia de fases com m, # 0 e m, = 0). Considerando as linhas



CAPITULO 4: A EXPANSAO DE LANDAU ... 89

[ ¢ A nas proximidades do ponto C, teremos ¥y == 0, de forma a podermos
considerar o diagrama da figura 4.3. Nesta, a linha de coexisténcia cruza ver-
ticalmente a linha decorada (+), estando acima A e abaixo T'. Nesta regido,
Ty >0, Iy < 0edy > 0 para ambas as linhas, estando a diferencga apenas
no sinal de ¥,

Um caso mais intrigante é o diagrama de fases para e = 0.62, mostrado na
figura 4.4, Imaginando a linha vertical que representa este diagrama na figura
4.3, podemos ver que a linha de segunda ordem atravessa a regiao identificada
por um X, onde ¥s < 0. O ponto X equivale ao ponto 2 sobre a linha de
transicdo na figura 4.4. Mais uma vez, ndo fol encontrado nenhum desvio
do diagrama obtido numericamente em relagao ao esperado pela andlise de

Landau realizada.

08 T T T e F =
a5 -

0.4 —

b2 - V2

0.0 0.z 0. 0.8 0.5 10

Figura 4.4: Mesma legenda que a figura 4.1, mas com ¢ = (0.62. Ponto L &
um ponto tricritico e o ponto 2 fica sobre a linha eritica onde ¥y = 0, ¥y < 0

e Wy = 0.
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Um teste para sabermos se um verdadeiro ponto tricritico ocorre no sis-
tema, é calcular as inclinagoes das linhas de transicao a esquerda e a direita
do ponto de encontro. Se a inclinagao for a mesma, o ponto de encontro é um
ponto tricritico [38]. Por esse critério, obviamente, o ponto C' que aparece
na figura 4.2 nao é um ponto tricritico. Sobre a linha de segunda ordem, a

direita do ponto, a inclinagao é calculada pela derivada

dhy -1 +11 1+v1-—1
_ - n—
dtt (€+1)\/1—tt 2 1—\/1—tt ’

enquanto a esquerda, sobre a linha de coexisténcia, a inclinacao deve ser

(4.12)

obtida numericamente. Aplicando o teste ao ponto 1 da figura 4.4 (¢ = 0.62),
a inclinagao é a mesma a esquerda e a direita, tratando-se, portanto, de um
legitimo ponto tricritico, embora a derivada dh;/dt; seja positiva, o que pode
parecer estranho (em € = 0.8 a inclinagao é negativa neste ponto).

Pelo exposto acima, para e = 0.8 e ¢ = 0.62 a linha de transi¢do continua
e 0 ponto tricritico nao sao afetados pelo fato dos coeficientes de alta ordem
serem negativos, mas a conclusao sobre o papel desses coeficientes requer mais
cuidado. Na regiao 0.6 < € < 0.631 do diagrama da figura 4.3, a linha de
segunda ordem (Vo = 0, ¥4 > 0) passa por uma regiao de temperaturas onde
Vg < 0. Isto poderia afetar a posicao do ponto tricritico de cada respectivo
diagrama, e portanto, alterar a posicao do ponto critico de alta ordem, € =
0.6. Realmente, na regiao considerada temos W, > 0, Wg < 0 e Wg > 0, assim
poderia ser que para Wy < 0 esse quadro se mantivesse, criando condigoes
para a ocorréncia de um linha de coexisténcia do tipo A (figura 4.2). No
entanto, o levantamento numérico dos diagramas parece apenas confirmar a
previsao analitica. Todos os diagramas de fases obtidos numericamente com
€ < 0.595 tem a topologia daquele da figura 4.2, enquanto que para € > 0.6,

todos apresentam um ponto tricritico, sem qualquer linha de coexisténcia
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nao prevista analiticamente. Mesmo o ponto critico de alta ordem, ¢ = 0.6,
apresenta idénticas inclinagoes nas linhas de transicao a esquerda e a direita,
iguais a dhy/dt; = 0.1239, sendo também um ponto tricritico. A suspeita de
que poderia haver uma linha de coexisténcia separada das linhas de transicao
conhecidas, também nao foi confirmada.

Como comentamos anteriormente, o coeficiente WUg é negativo sobre uma
vasta regido (figura 4.3) de altos valores de €, que inclui uma regiao critica.
N6s analisamos também coeficientes de ordem maior, como Wi (A.21) e Wio
(A.22), que também sao negativos sobre regioes criticas do diagrama ¢ x €, sem
ter implicagdo no comportamento critico. A razao disso parece ser devido ao
dominio do termo de quarta ordem sobre os outros quando ¥y = 0, sendo
que, somente quando ¥, — 0, outros termos ficam importantes. Mas com
excecao do entorno do ponto X, temos sempre Wg > 0 para ¥, — 0, o que

garante a estabilidade do ponto tricritico.



Capitulo 5

Conclusoes

Consideramos um modelo metamagnético compressivel composto de planos
ferromagnéticos que tém interacao antiferromagnética entre si. A constan-
te de acoplamento entre spins primeiros vizinhos é considerada dependente
do volume na aproximagao linear, como no modelo ferromagnético de Domb.
Assumindo que o sistema deforma-se pouco devido ao alto valor da constante
elastica, uma transformacao para o ensemble das pressoes pode ser feita, pro-
duzindo um termo biquadratico tipico do hamiltoniano efetivo dos modelos
compressiveis

O hamiltoniano é primeiramente estudado numa aproximacao de campo
médio de Curie-Weiss e a energia livre é obtida em fungao da temperatura, do
campo magnético e da pressao. O comportamento critico é analisado em ter-
mos dos coeficientes da expansao de Landau da energia livre na magnetizacao
alternada - o parametro de ordem do sistema. Um caso particular de solucao
simples é aquele em que as constantes de troca ferro e antiferromagnética
apresentam a mesma dependéncia funcional com relagdo ao volume (caso
isotrépico). O comportamento critico usual é o mesmo do modelo rigido,

mas a compressibilidade pode produzir mudancgas. Para certas combinagoes

92
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de valores do acoplamento spin-rede e da razao entre as constantes ferro e an-
tiferromagnética (€), o diagrama de fases pode exibir uma linha de transi¢ao
de primeira ordem na regiao de baixos campos e altas temperaturas, onde
haveria uma linha de segunda ordem no diagrama usual. Neste caso, o di-
agrama teria duas linhas de coexisténcia, uma em baixas e outra em altas
temperaturas, ligadas por uma linha de transicao continua, havendo por-
tanto dois pontos tricriticos. Em campo nulo, o comportamento do modelo
ferromagnético de Domb é recuperado, onde a transicao muda de primeira or-
dem para continua, com o aumento da pressao, exibindo um ponto tricritico
no diagrama pressao-temperatura. Para valores arbitrarios dos acoplamen-
tos spin-rede nao h& uma solucao analitica simples, mas considerando que
a constante elastica da rede é grande, pode-se tratar perturbativamente o
efeito da elasticidade, com relacdo a solucdo para o modelo rigido. Neste
caso, sempre ha transicao continua a campo nulo. O efeito da pressao é de-
terminado em termos de € e da razao entre os acoplamentos spin-rede ferro e
antiferromagnético (u). A comparagao com resultados experimentais permite
associar o comportamento de materiais metamagnéticos sujeitos a pressao,
aos parametros microscopicos € e u. A comparacao do comportamento do
modelo em estudo com aquele do modelo com cisalhamento nulo, indica que
a presenca de forgas de cisalhamento nao é crucial para os metamagnétos na
aproximacao de campo médio (no ensemble das pressoes).

Motivados pelas divergéncias entre os resultados obtidos para o modelo de
Domb, na aproximagao de campo médio e no calculo com grupo de renorma-
lizacao, aplicamos esta técnica ao modelo metamagnético compressivel. Uma
expansao do hamiltoniano em torno da solucao de campo médio foi reali-
zada, sendo o hamiltoniano resultante transformado para ser representado

no espa¢o de momentos. A expansao é feita em torno de duas particu-
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lares frequéncias, relacionadas as variaveis de spin de campo médio, pro-
duzindo um hamiltoniano que além dos termos que ocorrem nos modelos de
Domb e metamagnético rigido, contém um termo quadratico relacionado a
anisotropia do acoplamento spin-rede. Obtidas as equacoes de recorréncia,
foram feitos convenientes reescalonamentos do espaco e das variaveis de spin,
que revelam quais campos sao relevantes e quais sao irrelevantes para o
comportamento critico, emergindo um hamiltoniano mais simples. Obti-
dos os pontos fixos, o diagrama de fluxos foi construido, permitindo analisar
o comportamento critico do modelo. Devido ao termo novo relacionado a
anisotropia, o hamiltoniano renormalizado dispoe de pontos fixos que sao
fisicamente acessiveis. O diagrama de fases ordinario resultante é composto
de duas linhas de primeira ordem, em altas e baixas temperaturas, ligadas
por dois pontos tricriticos a uma linha de transicao continua intermediaria.
A transicao continua tem os mesmos expoentes criticos do ponto fixo mais
estavel do modelo de Domb, nao acessivel fisicamente. O ponto tricritico
que ocorre em campos baixos é de Ising, enquanto o de campos altos nao
¢ de Ising nem classico. Na realidade este ultimo ponto tricritico e a linha
de segunda ordem sao pontos fixos que apresentam renormalizacao de Fisher
em relagao aos expoentes das respectivas transi¢oes que ocorrem no modelo
rigido. A linha critica pode colapsar em um tinico ponto sobre a linha de
transicao de primeira ordem, com expoentes criticos classicos. O hamiltoni-
ano renormalizado pode ser integrado naquelas variaveis de spin que sao inde-
pendentes das varidveis de momento, produzindo um hamiltoniano reduzido
que contém, além do termo quadratico e quartico, um termo biquadratico. E
sabido que em sistemas com variaveis de spin escalares, a compressibilidade
nao permite o surgimento de uma transicao de segunda ordem, mas para o

modelo metamagnético, isto nao ocorre, apesar do hamiltoniano renorma-
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lizado contar com somente uma variavel de spin.

Revisitamos a expansao de Landau da energia livre do modelo metamag-
nético rigido. A expansdo no parametro de ordem é levada até ordem doze,
com o objetivo de verificar o sinal dos termos de alta ordem na condicao
de criticalidade. Os coeficientes sao escritos em termos da razao entre os
acoplamentos ferro e antiferromagnético (€) e da temperatura reduzida, de
forma que num diagrama em termos dessas varidveis, podemos mapear as
regioes onde os coeficientes sao negativos. Neste mesmo diagrama, a linha de
transigao continua (para um certo €) pode ser representa por uma linha ver-
tical, constatando-se que em geral ela atravessa regioes onde um ou mais coe-
ficientes de mais alta ordem sao negativos, o que poderia alterar a posigao do
ponto tricritico. Um levantamento numérico dos diagramas de fases, mostra
que mesmo nos casos mais duvidosos, a analise de Landau encontrada na
literatura prevée corretamente os diagramas de fases para todos os valores
de €. Mostramos portanto, que coeficientes negativos em uma expansao de
Landau, nem sempre tém correspondéncia no diagrama de fases, embora em
muitos casos, seja mais seguro a sua obtencao numérica a partir da energia

livre original.



Apéendice A

Os coeficientes da expansao de

Landau

Consideremos o termo logaritmico genérico de (2.25). Substituindo a ex-

pansao proposta para representar m, (2.32), nés podemos escrever,

In(l4+ams+bm) =
—In(1 4 bag) + Aoms + (—22 + Ay)m2 + (42 — AgAy) m3+
Ay — AL A L A2A ) ml (B A A2 — ABA + AgAg) mB+
(A5 — AyAg + AL 4 AZA, M AA - A8yt
+(—AgAs + 240 A1 Ay — A3Ay + AgA3 + 24342 — ASA, + BymTy
+Csm§ + Com3 + Crom’ + Cuum' + ...,

Al
A3 2 2 2 Al 4 A
Cg == A4 - A1A3 - —22“ + A0A3 + A1A2 - 3A0A1A2 + _4]‘ + A0A2+
+2AZAD - AL L pop, A
(A.2)
Co =28 — ATA; + 34542 — 20440 | A A — ASA, + 4A3A, Agt
C3AGAZ Ay + AgAZ — ABAs + 240A1 Ay — AgAs
(A.3)
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Cho = — A8 4 ABA, — TA8M | 54843 — 20 | AL L 04,4
—5A§ALA2+—6A3A%A2—aAfAQ—- A% L Ay AZ 4+ AbAs+
C3A2ALAs + A2Ay — AgAs + A2Ay — At Ay + As |

(A.4)
Ciy = 8% — AQA; + 4ATA2 — TAZA? 4 5A3AL — AAT — AT Ag+
%%m@—m%ﬁ@+%ﬁ%g&%£-%ﬂﬂ}Amg

FAABALAs — 3AgA Ay + 2A0ArAs — ABAy + 2A40A1 Ay — AgAs
(A.5)

ondea==+1,b=+1e

a o bo;
1+b0€0 z_1-|—b04()

0:

Os coeficientes na expansao (2.33), que devem obedecer as relagoes H =

@0, p1 =2 = --- =0, 530
2
H=—J (p)ag — =a + — In A.
J_(p)ao +25 oy (A.6)
o 3.5 5 J-J+ 1 1 1
pro= —J-par - giiapar = HTa oz a0 |G o |t
1 1 1
D) l 2 2]} ) (A-7)
2 (1+O{0) (1-&0)
3 -2 2
p2 = —J-(paz—5j° (040041+040041) J-J+o1 + (A.8)

35 {i [(1 +1ao>4 T —1040)4] e [(1 +1a0)3 T —1%)31 )

%% l(l +1Oéo)2 o 1040)2] T [(l +1ao) e 10‘0)] }

Finalmente, os proprios coeficientes da expansao de Landau, representada

pela expansao (2.31), s@o obtidos,

- jge ., 1] 1 1
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.9
i . 1 (1 1 1
W, = =+ —j jrapon+—14= + +
4 9 J—J+C00 25{3l(1+a0)3 (1—a0)3

o l(l +1ao>2 o —1ao>2H | A

]',j-i- 2 1 1 1 1
6Wsg = — 2000 + ] ) + = (= +
6 9 ( 02 1) Qﬁ {5 l(l + 060)5 (1 . 040)5

o [(1 +1040)4 e —1ao>4] +od [(1 Taor  (1- 00)3] !

e ) (A

Para o céalculo de campo médio do modelo compressivel, realizado no

Capitulo 2, é suficiente termos os coeficientes acima, mas para o estudo feito
no Capitulo 4, precisamos dos coeficientes de mais alta ordem do modelo
metamagnetico rigido. Entao, devemos tomar primeiramente jrp = j4 = 0
no desenvolvimento acima. Os coeficientes nao podem ser obtidos no caso
geral, mas somente a partir da condicao W5 = 0. Segundo a teoria de Landau,
esta é a condigao de criticalidade, desde que os coeficientes de mais alta ordem
sejam positivos. Entao, definindo € = Jp/J4 et = kgT/Jy, e fazendo WUy = 0
em (A.9), teremos,

e =VI—1, , (A.12)

onde o indice ¢ indica a condi¢ao critica. A linha de transi¢ao continua no
diagrama campo versus temperatura é obtida pela substitui¢ao de (A.12) em
(A.6).

Vamos inicialmente escrever os a;, obtidos pela substitui¢ao de (A.12) nas
equagoes de recorréncia (A.7) e (A.8) e nas de ordem mais alta nao escritas

anteriormente. Assim teremos,

A1 = s (A13)
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B e 23” 1t [(—€+de+1)te+ € —6e+1] (A.14)

age = LIV [(L3¢4 11863 — 30¢% — 30e — 3) 2+
+ (66 — 466> + 114€% + 30 — 8)t. — 3e* + 28€3 — 90 + 12¢ + 5],
(A.15)

e = LEEINLEe [(1566 — 12065 + 339¢* — 1923 — 723¢% — 264e — 15) 2+
+ (—45€% + 43065 — 1567€* + 1924€® + 21652 + 46¢ — 73) t2+
+ (4566 — 500€® + 2205¢* — 3856€® — 141762 + 612¢ + 31) t,+

—15€% 4+ 190€® — 977€* 4+ 2148¢€% — 97¢% — 322¢ + 33]
(A.16)

050 = L= [ (105€° — 1050€” + 4080€5 — 6150¢% — 3570€" + 16890¢*+
+13680€% + 2790€ + 105)t4 + (—420€® + 48307 — 2265065 + 48310€
—15690€¢* — 9415063 — 311502 + 2610€ + 790)t3 + (6305 — 8190¢7+

+44680€8 — 11948265 + 104720€* + 15627063 — 488062 — 12470€ + 2)t2
(42068 + 60907 — 3773065 + 1194345 — 154330€ + — 8549063+
+41450€% + 4510 — 1034)t, + 10568 + —1680€” — 11620€° — 42112¢>

+68990€* 4+ 6000 — 18380€? + 2080¢ + 257
(A.17)

Agora, os proprios coeficientes da expansao de Landau podem ser cal-
culados, substituindo-se os a; nas equagoes (A.10), (A.11) e nas outras nao

escritas acima, obtendo-se,

\P4:£(et06+%> : (A.18)
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Vg = 13‘1—2? [(21€® — 168¢* + 378€% + 504€? 4 105¢) 2 + (—63€® + 595¢*+
—1778€> — 966¢2 + 161€ + 35)t2 + (63> — 686€* + 2506€> + 16862+

—385€ 4 14)t, — 21€® + 259¢* — 110663 4 294¢% + 119¢ — 25]
(A.20)

Wio = grgeqm | 7+ 645¢ — 2685¢” — 2055¢° + 12405¢* — 4497 + 705¢° — 45¢7
+(—177 — 270€ + 8925€% — 6240€® — 34695€* + 14682€® — 2565€° + 180€” )¢+

+(129 — 1800€ — 6105¢2 4 230106 4 33615¢* — 17484€ + 3465¢5 — 270€7)12
+(105 + 1110 — 2745¢2 — 19800€® — 12585€* + 891067 — 2055¢5 + 180€7 )3+

+(315€ + 2610€? + 50853 + 1260e* — 1611 + 450€® — 45€¢7)t2] |
(A.21)

Uis = gezpiomm [ (2833 — 14267¢ — 118140¢” + 534820¢® + 52030¢*+
—1563738¢€® + 78245268 — 180620€” + 21945¢® — 1155€° 4 (—4224+
+101871e — 17160€> — 1923900€® + 1759560€* + 5081274¢> — 3009336¢
+768900¢” — 101640€® + 5775¢”)t, + (—7986 — 98406¢ + 694320€>+

+1702800€® — 5600100€* — 5964684€> 4 44732165 — 1288320€7+
+187110€® — 11550€?)t? + (7832 — 61138 — 69630062 + 624800€>+
+6174740€* + 28761486 — 3171652¢% 4 1057760€” — 1709406+
+11550€%)12 4 (3465 + 61545¢ 4 8580€? — 13761006 — 2827770¢* +
—368610€> + 1048740¢% — 423060¢” + 77385¢® — 5775¢%)t4 + (10395¢+
+128700€2 + 437580€ + 441540€* — 60390€> — 123420€° + 65340¢”+

~13860€® 4 1155¢°)t3]
(A.22)



Apéendice B

Equacoes de recorréncia das

variaveis irrelevantes

Neste apéndice, vamos escrever as equacgoes de recorréncia para as variaveis
irrelevantes, identificadas no Capitulo 3. Para tanto, ao invés de expressa-
-las em termos dos diagramas de Feynman, como fizemos para as variaveis
relevantes, valor escreve-las diretamente em termos das integrais. Usaremos

a definigao (3.65) discutida no referido capitulo, para expressar as integrais.

T = (b vy +4vy Biloy + 20 Bylos + 36v w3 Isg + 4v_w? Iog +

*121}4_21,_'_[20 — 2v_ui102 + 18w+Z+[20 + 2w_z_102 + 0(6%)] . (Bl)

Vg = C03b_2d[1)0 + 41}:?_130 + 41}3]03 + 2’0+Oé+[20 + 21},04,[02 + O(G%)]

(B.2)
4
Wy = Cib_Qd [wy = 36wy Iy — 2w wiloy + 36wi]30 + gUJi[og + O(eg)] )
(B.3)
B_+ = Cj‘_b_3d [B+ + 4B_2|_120 + Bi[og — 24B+u+[20 — 2Byuylpo +
+72Bywl I + 4Bswl log + O()] (B.4)
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B: = (CoC)%™3[By +4ByB,Iog +4ByB_Iyy — 4Biusls +

—4B_u:|:102 — 1ZB:|:U_I()2 — 12B:|:U+I2O + 16B+U}3[21 +

—16B_w? Ipg + 36 Byw? Isg + 4Byw? I15 + O(€°)] . (B.5)
Ty = (G0 uy — 36utIag — ullog + 216uiw? T30 + du_w? Iog +
—162w} I — 2wt Ios + O(€*)] . (B.6)
—_— 2 ~23-3d 2 2
ur = (7¢Eh [uxr — 12usu_loy — 12uyuylog — 8uslog + 24u_w” oz +

+36uiwilgo + 24u+w%[21 + dusw? Iy — 4wt I3 — T2 wiwzlgl +

—24wiw’ I + O(*)] . (B.7)

Zr = COCib’Bd [zy — 36z uylog — 22 uglos + 1082 wilgo +4z Wy +
—216wiv+140 —8wiv_ Iy + 144uwyvy I39 + 8u_w_v_Ip3 +

+O(E)] . (B.8)

- = COCJr(%b*Bd [z — 12z u_Igo — 4z ug Iy — dzyuslog + 1224 w? Iy +

+4z wrls — 8uwdv Ipy — 8w?iv+122 — 481)+w+w3131 + 36urw vy I3

+48u_w_v_Toz + 24z wyw_Iy + 4z w? s + O(*)] . (B.9)
g — Cgb_Sd [Oéo + 22}%’_]4() + 2’1)4_[04 + 043_120 + 042_102 + 4044_’1)3_[30 +
+a v Iz + O(€%)] . (B.10)

m = Cg{ibi3d[&+ + 4OC+B+IQO + 2Oé,BiI()2 — 120¢+u+120 — QOC,U:EIOQ +
+360 w7 Isg + da_w? Iog + T203 w2 Lyg + 3603 w3 Lig + 1202 w? Ipg +
+4’U3w3[40 + 921[20 + Z%IOQ — 24164_’01[30 — 4’&:5:1)%[03 + 8B+’Ui[30 +

—|—4B:|:Uzlo3 — 362’+U+1U+130 — 122_1}_’(1)_[03 + 0(63)] . (Bll)
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a- = b 3a_ +4a_B_ Iy + 20, Bilyy — 120_u_Iyy — 20 uylog +
20w Ioy + do_w? Iy + 8viw3131 + 402wk s + 222111 +
—24u v Ipg — 4U:|:’U_2|_Igo + 8B _v% Iy + 4B:|:’U_2|_[30 — 8z_v_w_I5+
+0(e%)] . (B.12)



Apéndice C
Calculo das integrais

Neste apéndice faremos o cdlculo de alguns diagramas de Feynman e das
integrais Iy e Ipe. Da forma como foram escritas as equacgdes de recorréncia,
os diagramas de Feynman representam apenas as integrais e as varldvels de
gpin, embora estejam implicitos os respectivos coeficientes, como discutido
anteriormente. Seja por exemplo o diagrama abaixo, que ocorre na equagao
de recorréncia de r_,
. — — — — [ — — —
Q =f_,f_,f_, W (W + o+ s s 08 (g +9d) G- (T3]
Ly LY U I
(C.1)
onde 2 é o volume da regidao de integracio, § é a funcio delta de Dirac e
G_ € o propagador [ver (3.45, 3.46)]. Observando as regras de Feynman
[32], chegaremos ao fator multiplicativo que aparece em (3.32), aqui omitido.
Integrando a equacio acimna, obtemos
.L:L = f S_ S_IB]_ IU]. =f G‘ {FJ — / _1. {(" 2\"
H - 1 =
T 7 Igro+p? ’
e . eh = : . =
onde |¢| < /b e |7| > /b A solugio da integral Iy em dimensao
d = 4 é simples, se observarmos que hi invariincia rotacional no sistema,

e fizermos uma transformacgio de coordenadsas ortogonais para esféricas, A
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transformacio fica,

1 T 9 3 2 T T .
f - —4f dpy -~ - dp4=f padpf dﬂ;;f df, sin egf 46, sin®
72w S - /b 0 o I

(C.3)
Considerando que r_ = O(e), este pode ser desprezado em relagao a p, sendo

que
_1h-1
16 b2

Im (C.4)

Seja agora um diagrama que ocorre em (3.51),

cok o= [ smrm+n s+fffﬂ¢-‘_'+_;+
> fﬁ'./q?ﬁ‘ (71 + 72 a}qlﬁﬁiﬁ,[d q
+75) 55,026 (2 + 94) G- () 6 (@3 + ¢7) G- (73)

(C.5)
Fazendo as integracoes,
- = [ssLte . Ie= [ G(F)G(-F - T)
g P
(C.6)
Se igualmente desconsiderarmos r_, a transformacao (C.3) leva a,
1 g G sin’ 6, df;
Ip=— | pldp | Ip= f L BN (R o)
027 4rd -rr,l'i':pﬂ P Tl PP+ 4%+ 2pgeost, (C.7)

Como g £ /b, p assume valores acima de 7/b e a solucdo de Iy poder ser

expressa em termos de g2/p?, nds podendo-se escrever

2, 2 2

p+4q (2pq) ™
=219 |y 1220 Yo T C 8
"7 (2pe) [ ( (P2+42}Jﬂ 2p? (8)

Assim mostramos que [y é independente de 7', o que nos dé Ipy = Inb/8=2
Os demais diagramas que ocorrem nas equagbes de recorréncia dos cam-
pos relevantes, sio todos proporcionais a Iy ou a Iy, Por exemplo, o dia-

grama representado por —=<_ __*— . que ocorre em {3.52], tem coeficiente



APENDICE ©: CALCULO DAS INTEGRAIS 106

Ip/r4. Seja por iltimo, um diagrama mais complexo, que contribui para o

termo de quarta ordem,

——— —_ - — =
[] I = f_’ fq .[_’. Sq -Squqrng_q_q.l_qu *
——— T
x [ 601G (- 1)Gip - a)C-(-p =1~ ")
s

(C.9)

Como G (p) = 1/r., teremos uma integral que pode ser escrita em termos

de fga, (C.6), independente, portanto, de g < =/h.
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