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RESUMO

Neste trabalho € apresentado um modelo de Boltzmann baseado no conceito de
mediadores de campo para a simulagcdo de escoamentos bifasicos. Para que a difusividade da
mistura sgja controlada independentemente das viscosidades e ainda que estas viscosidades sgjam
independentes, propde-se um operador de colisdo do tipo BGK que admite trés tempos de
relaxacdo distintos, os quais dependem das concentracOes relativas de cada fase. Os mediadores
s80 usados para promover a separagdo das fases no caso imiscivel. Sdo obtidas as equactes
macroscopicas para o transporte de massa e quantidade de movimento, bem como expressdes
analiticas para os respectivos coeficientes de transporte: difusividade e viscosidade. Além disso,
também é deduzida a largura da interface e tensdo interfacial para fluidos imiscivels. S&o

apresentados resultados de simulag&o que confirmam a andlise tedrica.
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ABSTRACT

In thiswork is presented a Lattice Boltzmann model based on the field mediator's concept
intended to simulate two-phase flows. To obtain independent control of the diffusivity and the
viscosities, a BGK collision operator is proposed in which three relaxation times dependent on
the concentration are used. Field mediators are used to achieve the segregation of the immiscible
fluids. Macroscopic equations describing the mass and momentum transport are deduced and,
also, analytic expressions for the transport coefficients. diffusivity and viscosities. The interfacial
region length is deduced in the case of a plane interface between the immiscible fluids.
Simulation results are presented and confirm the results obtained in the theoretical analysis.



CAPITULO 1 —Introducio

Neste trabalho € apresentado um modelo de Boltzmann para resolver numericamente
escoamentos bifésicos. Nos escoamentos bifésicos duas espécies de particulas estéo presentes,
podendo-se ter duas situacdes limites. uma na qual as espécies estdo totalmente misturadas e
outra na qual as espécies estdo totalmente separadas. Neste Ultimo caso, geralmente, para se
resolver numericamente tais escoamentos, admite-se uma escala macroscopica para descrever a
dindmica dos fluidos, escala onde vale o limite hidrodindmico e a densidade dos fluidos é
considerada uma fungéo continua da posi¢éo, como no método de volumes finitos. Pode-se dizer
gue o método de volumes finitos quando aplicado a escoamentos bifasicos, “percebe” dois
fluidos: um de cada lado de uma linha de separagéo, esta linha deve ser evoluida através de regras
auxiliares a dinémica dos fluidos. No presente trabalho a linha de separacdo torna-se uma regido
de separacdo entre as espécies, a qual possui uma dimensdo caracteristica que é a largura da
interface e evolui naturamente sem a necessidade de regras auxiliares. Nos modelos de
Boltzmann o menor elemento de volume admite a possibilidade de se encontrar as duas espécies
de particulas simultaneamente, esta coexisténcia define uma regido de separagcdo entre as
espécies, ou sgja, ho que chamar-se-a interface de separagdo ou somente interface.

Considerando que a interface de separagdo entre as espécies, existe devido ao fato das
interacdes entre as particulas de mesma espécie serem diferentes das interagdes entre particulas
de espécies diferentes, montou-se um modelo de Boltzmann que leva em conta estas interacfes a
nivel mesoscopico. Consegue-se entdo descrever a regido de separacdo entre as espécies como
uma regido comum aos dois tipos de particulas, onde ambas as fases coexistem. Variando-se um
pardmetro do modelo, o qual é associado a intensidade da forca exercida sobre uma particula,
pode-se ter uma mistura total dos fluidos (quando o parémetro € nulo), ou entdo, uma mistura
parcial dos fluidos, neste caso a regido de mistura (interface) possui uma viscosidade diferente da
viscosidade dos fluidos puros.

Na smulacdo numérica da equacdo de Boltzmann, variaveis do tipo “float” sdo
manipuladas numa rede discreta. Quando € dado a estas varidveis um significado fisico, a
simulagdo pode passar a ter um significado fisico. Nos modelos de Boltzmann ou LB (Lattice
Boltzmann) o significado de tais variaveis € o de funcdo distribuicdo de particulas, semelhante ao
da Teoria Cinética dos Gases. Forcando a0 méximo esta semelhanga, pode-se usar a teoria
cinética dos gases como um forte ponto de referéncia para a modelagem matemética dos

fendmenos, fisicos, na simulagdo. A expansdo de Chapman-Enskog, muito usada na teoria
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Cinética, é a técnica usada neste trabalho para se obter as equacdes da dinadmica macroscdpica do
model 0. Os resultados desta andlise séo comparados com resultados de simulagéo.

Os modelos de Boltzmann, no contexto do CFD (Computational Fluid Dynamics) tém
sido usados para simular equacdes diferenciais relacionadas aos processos envol vendo a dinamica
macroscopica dos fluidos, embora o nivel mais baixo de descricdo do modelo sga o nivel
mesoscopico. Ao se escolher regras de interacBes que imitem as interagdes de um sistema fisico
“real”, esperase que O comportamento macroscopico do modelo sga semelhante ao
comportamento macroscopico do sistema fisico sob andise. Neste sentido, para imitar a fisica
microscopica de uma interface de separacéo entre fluidos imiscivels, admite-se que a interface é
uma regido onde as regras de interacdo para 0 modelo devem imitar, simultaneamente, colisdes
entre particulas de mesma espécie e entre particulas de espécies diferentes. Quando a interacéo de
longo a cance é retirada do model o os fluidos tornam-se compl etamente misciveis.

Para fluidos misciveis e fluidos imisciveis existem alguns modelos de Boltzmann na
literatura que simulam consistentemente as equagdes de transporte de massa e de quantidade de
movimento. No modelo de Flekkdy [Hekkdy 1993] para fluidos misciveis, a difusividade é
independente da viscosidade, 0 que é muito vantgjoso para a gama de possiveis fluidos a serem
simulados, embora a difusividade dependa da velocidade. Os modelos de Gunstensen, Rothman,
Zaeski e Zanetti [Gunstensen et a 1991], de Shan e Chen [Shan & Chen 1993] e sua extenséo
para trés dimensdes Martys e Chen [Martys & Chen 1996], desenvolvidos para fluidos imiscivel's
simulam uma interface de separacéo consistente com a Lei de Laplace. Estes modelos seguem
direcOes diferentes no processo de criagdo da interface; o primeiro usa regras aterando
diretamente as distribuicdes de particulas do modelo e 0 segundo regras aterando as velocidades
das particulas, das quais as distribuic¢des de particulas dependem. Uma caracteristica comum para
estes modelos é aforma néo-local como as interagdes séo avaliadas.

Recentemente, trabalhos com modelos booleanos e de Boltzmann vém sendo
desenvolvidos para o estudo de escoamentos imiscivels em mei0s porosos, motivados em grande
parte por projetos envolvendo 6rgdos vinculados ao estudo e a exploracdo de petroleo. Neste
caso, os fluidos geralmente sdo &gua e 6leo, que possuem viscosidades bastante diferentes e com
isso 0 modelo de Gunstensen e colaboradores ndo pode ser usado, o0 modelo de Shan e Chen
apresenta difusividade dependente da viscosidade o que limita sua aplicacdo. Um modelo
booleano, proposto por Santos e Philippi [Santos & Philippi 2002] para escoamentos bifasicos de
fluidos imisciveis, usa para a interacdo de longo alcance (muitos livre caminho médio) entre as
particulas o conceito de mediadores do eletromagnetismo. Este conceito foi aplicado inicialmente
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a quantizacdo do campo eletromagnético, os fotons, que mediam as trocas de energia e de
guantidade de movimento que ocorrem nas transi¢oes eletronicas em sistemas atdmicos. Baseado
nessa idéia, os mediadores da interagdo entre as particulas do modelo booleano transportam a
informac@o sobre a variagcdo da quantidade de movimento que uma particula poderd sofrer,
depois de interagir com o mediador. No modelo de Santos & Philippi a quantidade de movimento
transferida a particula, devido a interagdo com os mediadores, age no sentido de separar 0s
fluidos criando uma tensdo interfacia entre as espécies. Uma forte caracteristica desse modelo é
gue toda a informagao necessaria no processo de interacdo estd no sitio, dispensando a etapa de
consulta aos vizinhos dos model os anteriores.

O modelo de Boltzmann proposto neste trabalho usa o conceito dos mediadores de Santos e
Philippi para a interacdo a nivel mesoscopico, onde as funcfes distribuicdo de particulas do
modelo s&o influenciadas pelos mediadores de maneira a separar os fluidos. Como o objetivo do
trabalho ndo era a simulagcdo de escoamentos com transicdo de fases, o0s mediadores foram
restritos a agir somente na regido de separacdo entre os fluidos e 0 campo atrativo somente tem
efeito nesta regido. Conforme Gébor Hézi e colaboradores [Hazi et al., 2002], alguns modelos
bifésicos usando o conceito de energialivre foram desenvolvidos apresentando transi¢éo de fases.
O primeiro modelo, que conduziu a uma equacdo de estado consistente fisicamente, foi o de
Swift e colaboradores [Swift et a (1995, 1996)], incluindo o funciona energia livre para dar
consisténcia fisica ao modelo no caso de misturas de fluidos [Orlandini et al (1995)]. O transporte
de energia nestes modelos ndo tem consisténcia fisica [Luo, 1998] e a equagdo do transporte de
quantidade de movimento ndo possui invariancia gaileana [Angelopoulos et al., 1998]. O
problema da invariancia galileana foi amenizado mais tarde [Holdych et al., 1998] e resolvido
[Inamuro et al., 2000 e Kalarakis et al. 2003]. Um outro problema destes model os € ndo admitir
viscosidades diferentes. Sofonea e Sekerka [Sofonea e Sekerka, 2001] tentaram dividir os
operadores de colisdo para duas espécies com tempos de relaxacdo diferentes, mas a conservacdo
da quantidade de movimento local exige que os tempos de relaxacdo sejam iguais e com isso as
viscosidades devem ser iguais.

O presente modelo proposto, apresenta um operador de colisdo que admite trés tempos de
relaxacdo distintos, que dependem das concentragdes. um para a viscosidade de uma das fases,
um para a viscosidade da outra fase e um para a difusividade da mistura. A difusividade no caso
de mistura total, depende apenas do tempo de relaxacdo para mistura, ndo sofrendo influéncia

direta da velocidade como acontece no modelo de Flekkdy. Ainda no modelo proposto, 0
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processo de interacdo entre as particulas € loca e tem como vantagem possibilitar o
processamento paralelo do modelo.

Outros modelos consistentes do ponto de vista termodinamico, embora ndo tenham sido
escritos para fluidos imiscivels ou misciveis, sdo encontrados em: [Grosfils et a (1992)],
[McNamara et al (1993)], [Alexander et a (1993)], [Chen et a (1993)], [Chen et a (1994)].

Neste trabalho, no capitulo 2, sdo apresentadas na se¢éo (2.1) as idéas basicas dos modelos
de Boltzmann monoféasico e seus comportamentos mesoscopico e macroscopico. Na secéo (2.2)
é feita a distincdo entre modelos bifésicos misciveis e imiscivels: na segdo (2.2.1) é apresentado o
modelo de Flekkdy para a smulacdo de fluidos miscivels, na secéo (2.2.2) apresentam-se dois
modelos imiscivels que foram ponto de partida para a criagdo de muitos outros modelos, o
primeiro model o é o de Gunstensen, Rothman, Zaleski e Zanetti na se¢do (2.2.2.a), 0 segundo € 0
model o de Shan e Chen na secéo (2.2.2.h).

No capitulo 3, apresenta-se a proposta de modelo bifasico que pode ser usado para a
simulacdo de fluidos miscivels ou imiscivels, com difusividade independente da viscosidade e
viscosidades diferentes para as fases puras. Na se¢do (3.1) apresenta-se a equagdo de evolugédo
para a funcéo distribuicéo de particulas e discute-se os operadores de colisdo destas equactes. Na
secdo (3.2) discute-se as distribuicdes de particulas de equilibrio e a situagdo na qual a interface
torna-se estével.

No capitulo 4 inicia-se a parte analitica matemética do modelo, que é a andlise de Chapman-
Enskog. Na secéo 4.1 é feita a passagem para o nivel macroscopico da evolugdo da funcéo
distribuicgo de particulas; na secdo 4.2 sdo analisados os operadores de colisdo do modelo e
discutida a distribuicéo de equilibrio da expansdo de Chapman-Enskog. Na se¢do 4.3 faz-se uma
andlise das ordens de grandeza dos termos da equacdo de evolucdo da secéo 4.1; na se¢do 4.4
deduz-se aforma explicita dos operadores de colisdo em primeira ordem de perturbacéo.

No capitulo 5 sdo mostrados os resultados da andlise de Chapman-Enskog para fluidos
misciveis e para fluidos imisciveis, onde sdo apresentados resultados analiticos como a
difusividade e viscosidade para misturas e para fluidos imisciveis, largura da interface e tenséo
interfacial parafluidos imisciveis, bem como as respectivas equactes de transporte.

No capitulo 6 sdo apresentados métodos de medidas e resultados de simulacdo para a

difusividade, a viscosidade, pressdo, largura dainterface e tensdo interfacial.



CAPITULO 2 — Modelos de Boltzmann

Neste capitulo sdo apresentados alguns modelos de Boltzmann para simulacdo de
escoamento de fluidos. Na secdo 2.1 sdo apresentados o0 modelo BGK (Bhatnagar-Gross-Krook)
monofasico no nivel mesoscopico e as equagdes que representam sua dindmica macroscopica. Na
secdo 2.2 ¢ feita uma revisao de alguns modelos de Boltzmann bifasicos que foram as bases para
a criagdo de novos modelos, inclusive para o modelo proposto no proximo capitulo. O primeiro
modelo bifasico, apresentado na segdo (2.2.1), é usado para simular o escoamento de dois fluidos
misciveis, o segundo e o terceiro, apresentados nas segdes (2.2.2.a) e (2.2.2.b), sdo usados para

simular o escoamento de fluidos imisciveis.

2.1 — Modelo de Boltzmann Monofasico

2.1.1 Modelos booleanos

Os modelos de Boltzmann foram desenvolvidos a partir dos modelos de gis em rede
booleanos [McNamara & Zanetti 1988], [Qian et al. 1992]. Os modelos booleanos admitem
particulas, todas com mesmo modulo de velocidade, “saltando” de um sitio para outro vizinho,
numa rede de Bravais [Frisch & Pomeau, 1986]. O termo booleano ¢ devido ao principio de
exclusdo, onde somente uma particula poder existir numa dada direcdo da rede em um sitio. A
evolucao ocorre em dois passos, um que ¢ chamado de passo de colisdo e outro chamado de
passo de propagacdo. No passo de colisdo ¢ usado o conceito de colisdo elastica entre as
particulas, ou seja, para uma dada configuracdo anterior ao processo de colisdo, existirdo algumas
configuracdes posteriores a este processo que conservam a quantidade de movimento e a massa
total do sitio. O estado final do sitio ¢ uma destas configura¢des escolhida aleatoriamente. No
passo de propagacdo as particulas sdo transladadas na direcdo de suas velocidades, pos-colisdo,
até seus primeiros vizinhos. Estes dois passos sdo representados nas figuras (2.1.1.a) e (2.1.1.b).

Nem todas as redes de Bravais possuem simetria suficiente para que o fluido simulado
seja isotropico. Em 2D a rede hexagonal possui tais simetrias e a rede ¢ chamada de FHP [Frisch
et al 1986], em 3D nado existe rede com simetria suficiente e o que se faz € projetar em 3D uma

rede construida em 4D chamada de FCHC [d’Humicéres et al 1986]. Esta rede tridimensional
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possui 24 vetores que ligam um sitio a seus primeiros vizinhos, tais vetores sao mostrados na

figura (2.1.2).

VAVAVAN VAVAVAN
/N NN\ /NN NN\
\VAVAVAVA \NVAVAVAVA

\VAVAVA \VAVAVA

(a) (b)

Figura 2.1.1.a — Passo do colisdo: em (a) representa-se o estado inicial do sitio,
onde as setas vermelhas sdo os vetores velocidade das particulas,

em (b) o estado apds o passo de colisdo.

JAVAVAN /NN/\
e
\VAVAVS \VAVAV

(a) (b)

Figura 2.1.1.b — Passo de propagacdo: em (a) representa-se o estado do sitio depois

do passo de colisdo, em (b) o estado apds o passo de propagagio.



Fig. 2.1.2 — Sitio da rede FCHC (D3Q19): os 24 vetores da rede estdo representados em
azul e vermelho. Nas dire¢des principais (X,y,z), em azul, tem-se os vetores
coincidindo dois a dois.

2.1.2 Nivel Mesoscopico: Modelos de Boltzmann

Os modelos booleanos foram desenvolvidos por uma questdo de eficiéncia
computacional, mas paga-se um preco que ¢ devido ao principio da exclusdo, ou seja, a
distribui¢do de equilibrio para as particulas num sitio ¢ do tipo Fermi-Dirac e isto traz
conseqiiéncias como a pressao (macroscopica) depender da velocidade, além do termo inercial na
equagao de transporte da quantidade de movimento ser afetado removendo a invariancia galileana
desta equagdo. Os modelos de Boltzmann evoluem variaveis reais que representam a ocupagao de
particulas num sitio, com isso, ndo existe um principio de exclusdo nestes modelos introduzido
pelas varidveis booleanas. Atualmente, constrdi-se modelos de Boltzmann independentemente
dos modelos booleanos [He & Luo 1997], [Abe 1997], interpretando-os como conseqiiéncia da
discretizacdo da equacdo de Boltzmann da teoria cinética dos gases. Com isso, a distribuicao de
equilibrio pode ser escolhida de modo a tornar a pressao independente da velocidade e ainda

preservar a invariancia galileana das equagdes macroscopicas. Num sitio da rede localizado em
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X, no instante 7 o valor médio do numero de particulas com velocidade ¢, ¢ representado pela

variavel real N, (X,T) e a equacdo de Boltzmann para gases em rede ¢ entdo escrita como':
N.(X+E,T+1)=N.(X,T)+Q.(X,T), (2.1.1)

onde Qi(z\7 ,I') é o operador de colisdao do modelo e atualiza, no passo de colisdo, o valor de

N, (X,T). A Eq. (2.1.1) transporta o valor “colidido” de N, no sitio X para o sitio X + ¢,. No

caso do modelo BGK, a forma do operador de colisdo ¢ dada pela seguinte expressao [Qian et al.

1992]:

Q =i = (2.1.2)

onde 7 ¢ um fator constante e pondera o efeito de €2, sobre N, na equacdo de Boltzmann

1

(2.1.1), que ¢ o de aproximar N, da distribui¢do de equilibrio N;?. Tais distribuigdes podem ser

deduzidas impondo-se sobre ela as seguintes restri¢des: a conservacao da massa e da quantidade
de movimento, a independéncia da pressdao com a velocidade e a invariancia galileana das
equagdes macroscopicas. As distribuigdes de equilibrio devem ser simétricas por inversao da rede

(¢, > —c,) e devem depender da massa p e da quantidade de movimento pu totais no sitio.
Como a equacio de Navier-Stokes é o objetivo da analise, expande-se* N 4 em uma série de

poténcias de i até a ordem (u”).

N{" = A+ Bc,u, +Cc,,u cﬁuﬁ+Eu2, (2.1.3)

ic"a~i

N =b A+Gu’. (2.1.4)

O indice i na Eq. (2.1.3) é relativo as b, diregdes possiveis para o vetor velocidade ¢, das

particulas, i variade 1 até b, . Na Eq. (2.1.4), N7 representa a distribuig¢do de equilibrio para b,

1 = L= . s .. S
O vetor ¢, em (2.1.1) faz parte do vetor posi¢do, C;Af, que liga um sitio ao seu vizinho mais proximo.

Nos gases em rede a menor escala de tempo ¢ Af =1.
2 T ~ . \ .. ~ . .
Os indices gregos sdo relativos as coordenadas espaciais e para estes vale a nota¢do de Einstein (soma

sobre indices repetidos).
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particulas, indistinguiveis, em repouso, mas que podem entrar em movimento conservando a
quantidade de movimento.

As restricdes que as distribui¢des de equilibrio devem satisfazer sdo dadas abaixo.

1) Conservagao da massa:
brn
Y Ni=p. (2.1.5)
i=0
2) Conservacao da quantidade de movimento:
bm
D> Niic, =pu,. (2.1.6)
i=0
3) Tensor densidade de fluxo de quantidade de movimento sob a forma:
bm
Zqucmciﬁ =pO,+puyliy, (2.1.7)

i=0

onde p ¢ a pressdo hidrostatica e J,; ¢ a delta de Kronecker.

Os coeficientes das Eqgs. (2.1.3-2.1.4) sdo obtidos usando-se estas restrigdes juntamente

com as relagdes abaixo [Rothman & Zaleski 1997], onde D ¢ a dimensao euclidiana do espago na

. 2
qual a rede esta imersa e ¢’ = |cl.| .

b, meZ
Zcmc,ﬂ == 8,5 (2.1.8)
b, b c4
Z CaCipCusCis == (8,505 + 0,045 +0,50,5) . (2.1.9)
Ou seja, da restricao 2) encontra-se B:
pD

(2.1.10)
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Das outras restricdes obtem-se:

P __P 2.1.11)
b +b b

c:w, (2.1.12)

2b,c

C2
E=-C , (2.1.13)

D+2
P

G=-L. (2.1.14)

A pressao (tipo gas ideal) ¢ identificada como:

2
_ b,c

bD

p (2.1.15)

Dessa maneira, as distribui¢des de equilibrio para particulas em movimento € em repouso,

sdo escritas como:

w _ P, PD PD(D +2) pD -,
A AT (2110

NP =§b, ~ Ly, (2.1.17)
C
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Nivel Macroscopico

Com as distribui¢des de equilibrio, pode-se usar o método de Chapman-Enskog para uma
analise macroscopica do modelo. Nesta andlise considera-se que a distribuigdo de equilibrio N/,
observada em escala hidrodindmica, sofre uma pequena correcdo quando uma escala de
observacdo k, menor ¢ usada e a solugdo da equagdo de Boltzmann (2.1.1) ¢ dada por:

N,=N/+k,N| (2.1.18)

Neste caso, o resultado de tal andlise [Rothman & Zaleski 1997] conduz a equagdo de

Navier-Stokes para fluido Newtoniano incompressivel:
at (puﬁ) + aa(p)é‘aﬁ + aa(puauﬁ) = np(aauﬁ + aﬁua) s (2119)
onde o coeficiente de viscosidade cinematica, em unidades de rede, ¢ dado por:

c? 1
= T—— 2.1.20
7 D+2[ 2} ( )

. : e o . 1 : -
Nota-se na expressdo acima um limite inferior para 7 igual a > abaixo deste limite o

método de Boltzmann diverge e os valores de N, tornam-se negativos.
Dessa analise conclui-se que, no limite hidrodindmico, um valor de N, da simulagdo tem

como primeiro e segundo momentos, valores de p e de pu que sdo solugdes da equacdo

(2.1.19).
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2.2 — Modelos de Boltzmann Bifasicos

Admitindo a existéncia de dois componentes diferentes na rede, a interagcdo entre eles
pode ser responsavel pela mistura ou pela separagdo dos componentes. No caso de mistura, as
interagdes sao de tdo curto alcance que nao tem efeito ordenador sobre os componentes. No caso
de separacdo ¢ exigida a existéncia de uma interagdo de longo alcance entre as particulas, a qual
informa, as particulas de uma espécie, a existéncia de uma regido de alta concentracdo da mesma
espécie. O termo “longo alcance” ¢ usado, pois, nos LB a distancia entre um sitio e o seu vizinho
mais proximo ¢ da ordem de varios “livre caminho médio”. Poderia-se, no entanto, trabalhar com
a distancia de um livre caminho médio, mas para simular escoamento de fluidos seria exigida
uma capacidade de processamento gigantesca.

Existem modelos para fluidos misciveis € modelos para fluidos imisciveis. Modelos para
fluidos misciveis podem ser obtidos a partir de modelos para fluidos imisciveis, zerando-se o

fator que controla a intera¢do de longo alcance.
2.2.1 — Modelo de Boltzmann Miscivel - Modelo de Flekkdy

O interesse nesse tipo de modelo ¢ simular a equagdao da condugdo-difusdo de massa
juntamente com a equacdo de Navier-Stokes. O modelo [Flekkdy 1993] apresentado nesta se¢ao
consegue simular estas duas equacgdes com coeficientes de transporte (difusividade e viscosidade)
independentes um do outro. Para isso sdo usados dois tempos de relaxacdo, um relacionado ao
processo de difusdo de massa (7”) e o outro ao processo de transferéncia de quantidade de
movimento (7").

O modelo ¢ dado pela equacdo de evolugdo das populagdes N, =R, +B;, como no caso
monofasico, e pela equagdo de evolugdo da concentragdo relativa de um dos componentes R ou
B:

N,(X,T)— N/ (X,T)
)

N.(X +¢,T+1)=N,(X,T)+ - (2.2.1.1)
T
- - 0.(X,T)—-6"(X,T
0.(X +¢.,T+1)=0,(X,T)+ D) ! (X, ), (2.2.12)

T
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onde,
6 =—-. (2.2.1.3)

As distribuigdes de equilibrio para as populagdes sdo as mesmas do caso monofasico.
Como a equacdo da difusdo nio contém termos da ordem u°, as distribui¢des de equilibrio para a

concentragdo 8/ sdo do tipo:

67 =6(1+ cidlja_) , (2.2.14)
C

N

para particulas em movimento onde i = 1,...,b,, , €
6/ =b. 0, (2.2.1.5)

2
m

e . r 2
para particulas em repouso. A velocidade do som na rede € ¢, =

Nas expressoes acima € € a concentracao relativa de massa do tipo R, dada por:

o= =" (2.2.1.6)
2N e
As Egs. (2.2.1.2-2.2.1.4-2.2.1.5) conservam a massa do tipo R, p".
Com uma analise de Chapman-Enskog, a equagdo da difusdo ¢ obtida:
9,0 +uVe=D,[V6+0(M?)|. (2.2.1.7)

Onde, M ¢é o ntimero de Mach, u/c, e o coeficiente de difusdo é dado pela seguinte expressao.
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=—Cc. | T +—|.
D, Z{D H (2.2.1.8)

.. D . . ~ . .
Para D, ser positivo, 7=~ deve ser negativo e maior que % , hdo significando um tempo

de relaxagdo negativo, mas que o sinal no termo de colisdo na Eq. (2.2.1.2) deve ser invertido. A

viscosidade para este modelo tem a mesma forma do modelo monofasico, Eq. (2.1.20), onde o
tempo de relaxacdo ¢ agora 7" .
Deve-se observar que o termo da ordem de M * na equacdo (2.2.1.7) é ndo fisico e exige

que u<<c,.

Um unico tempo, 7", para a relaxacdo de massa no termo de colisdo exige que as

viscosidades dos dois fluidos sejam iguais.

Recentemente, outros modelos que se aplicam a fluidos misciveis foram desenvolvidos,
uma revisdo dos modelos que usam operador de colisdo tipo BGK ¢ feita por Sofonea e Sekerka
[Sofonea e Seckerka, 2001]. Na maioria dos modelos BGK a conservagdo, da massa e¢ da
quantidade de movimento, requer que os tempos de relaxacdo para espécies diferentes sejam
idénticos, isto restringe os fluidos a possuirem viscosidades idénticas. No trabalho de Sofonea e
Sekerka foi proposta uma separacdo no operador de colisdo para cada espécie, cada parte
relacionada a um parametro de relaxagdo. A conservacdo da quantidade de movimento neste
modelo coloca a constante de relaxacdo para uma espécie como funcao da densidade da espécie.
No trabalho de Sofonea e Sekerka os tempos de relaxagdo dependem das freqiiéncias de colisao,
as quais devem estar relacionadas com as densidades, embora os autores ndo tenham colocado
nenhuma relagdo de dependéncia particular. Esta caracteristica é importante quando se
apresentam grandes gradientes de concentragdo, pois os tempos de relaxacdo devem estar
relacionados as freqiiéncias de colisdes. Outro trabalho em que aparece mais de um tempo de
relaxacdo ¢ o de Luo e Girimaji [Luo e Girimaji, 2002]; neste o tempo de relaxagdo para espécies
diferentes aparece num termo proporcional a diferenga (1" —u") das velocidades de cada fase e
que deve ser pouco importante, considerando-se a limitagdo para baixas velocidades do modelo.
Modelos que inicialmente foram construidos para simular fluidos imisciveis, como o de Shan-
Chen apresentado na se¢do 2.2.2.b, podem ser usados para simular fluidos misciveis. Modelos

criados para simulacao de fluidos misciveis, geralmente tem um tempo de relaxagdo relacionado
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as colisOes entre particulas de espécies distintas, do qual a difusividade ¢ fun¢ao, no modelo de
Shan-Chen, a difusividade no modelo pode ser controlada por uma for¢a F', que atua num sitio ,
gerada pela configuragdo das “massas efetivas” (uma funcdo arbitraria das densidades) de sua

vizinhanga.

2.2.2 — Modelos de Boltzmann Imisciveis

O interesse nos modelos apresentados nesta se¢do ¢ o de simular o escoamento de fluidos
imisciveis, no qual existe uma regido comum aos dois componentes que ¢ chamada geralmente de
interface de separacdo. A esta regido estd associada uma quantidade de energia por unidade de
area, chamada de tensdo interfacial e que € uma propriedade fisica bastante interessante. A tensao
interfacial atua no sentido de resistir ao processo de mistura dos componentes, como se na
interface existisse uma membrana elastica permitindo aos fluidos moverem-se, mas sem que estes
possam se misturar. Apresenta-se agora dois modelos de Boltzmann muito usados para fluidos

imisciveis.
2.2.2.a — Modelo de Gusntensen, Rothman, Zaleski e Zanetti

O modelo apresentado nesta se¢do [Rothman & Zaleski 1997, capitulo 10], inicialmente
proposto por Gusntensen, Rothman, Zaleski e Zanetti [Gusntensen et al 1991], possui como
caracteristicas principais um Unico tempo de relaxacdo e trés passos de colisdo para os dois
componentes R e B. A regra que produz a tensdo interfacial ¢ colocada no passo de colisdo,
modificando diretamente a distribuicao de equilibrio. Os trés passos de colisdo sdo apresentados a
seguir:

1) Um de curto alcance onde acontece a colisdo tipo monofésica.

Nieq()?’T)_Ni(X’T)
T

R +B =N, (X,T)=N,(X,T)- (2.2.2.a.1)

onde a distribui¢do de equilibrio N?¢é dada pela Eq. (2.1.16).



16
2) Um de longo alcance que retira particulas da dire¢do tangente a interface e recoloca-

as na direcao normal criando uma tensao interfacial.

N/ (X,T)=N,(X,T)+ A‘f(f(, T)\[% — %] , (2.2.2.a.2)

onde 4 € o parametro que regula a intensidade da interagdo, f()? ,T) ¢ a funcdo que

localiza a interface e é definida como:

FE0)=3¢S[R,(X+&,T)- B, (X +¢,T)| (2.22.3)

A funcao ]7()? ,I') ¢ chamada de gradiente de cor quando R representa a cor

vermelha (“red”) e B a cor azul (“blue”), apontando da cor azul para a vermelha, ou

2
seja, perpendicular a interface. O fator % na Eq. (2.2.2.a.2) € necessario para a

conservagdo da massa e o termo entre colchetes terd sinal negativo quando ¢, for

perpendicular a f , retirando populagado da dire¢ao i.
3) Outro de longo alcance também, onde a colisdo redistribui as particulas de maneira a

minimizar a difusdo de massa e com isso criar uma interface de separagdo. O que

significa escolher R, e B, tais que,

(R +B)E.f, (2.2.2.2.4)

seja maximizado, mas sujeito a conserva¢ao da massa do tipo R,

Y R/(X,T)=> R(X.,T), (2.2.2.a.5)

e a conservagao da massa total em cada direcao,

R/(X,T)+B/(X,T)=N,(X,T). (2.2.2.2.6)
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Pensando em cores, pode-se dizer que neste passo as particulas sao recoloridas de maneira
a minimizar a difusdo de uma cor na outra.
O passo de propagacdo ndo ¢ afetado pelas novas regras e continua 0 mesmo que nas

secOes anteriores.

R(X+¢,T+1)=R (X,T), (2.2.2.a.7)

B.(X+¢,T+1)=B (X,T). (2.2.2.a.8)

A tensdo interfacial para este modelo ¢ encontrada a partir da definicdo mecanica de

tensdo interfacial, ou seja, para uma interface tangente ao eixo x:

o= i 7z, 0 -7, 0. (2.2.2.2.9)

y*z—oo

onde 7, ( ¥7) é o fluxo de quantidade de movimento na dire¢io y que atravessa uma unidade de

area perpendicular a dire¢do y, na posi¢ao y", e & dado por:

A tensdo interfacial para este modelo, onde 7 deve ser negativo, [Rothman & Zaleski

1997] na rede FHP (hexagonal) ¢ dada por:

azsiﬂr, (2.2.2.a.11)
Para a rede FCHC (24 dire¢des) a tensao interfacial encontrada ¢ dada por:
o= 30084p (2.2.2.2.12)

b

m



18
Simulagdes com este modelo estdo de acordo com a Lei de Laplace, Eq. (2.2.2.a.13),
quando bolhas esféricas, de raio R, sdo formadas (interface esférica):

P - D, :%, (2.2.2.2.13)

Nesta expressdo p, ¢ a pressao dentro da bolha e p, fora da bolha.

A tensdo interfacial medida nas simulacdes através da Eq. (2.2.2.a.14) abaixo, para

interface plana, estd de acordo com a predigdo tedrica dada pela Eq. (2.2.2.a.12).
o= j[p —p, (M. (2.2.2.a.14)

Nesta expressdo, p € a pressao hidrostatica e p, a pressdo tangente a interface.

Neste modelo o passo de colisio monofésica, interacdo local, considera as particulas
indistinguiveis e ¢ responsavel pela mistura ou desordem das fases. Os passos de interagdo a

longa distancia sdo responsaveis pelo ordenamento das espécies separando-as em duas fases.

Outras caracteristicas do modelo apresentado sdo:
- Devido a existéncia de um tnico tempo de relaxagado, os fluidos simulados devem ter a
mesma viscosidade e a difusividade deve ser dependente da viscosidade.
- A avaliacdo ndo-local de quantidades necessarias ao processo de interacao exige uma
grande quantidade de processamento.
- A dindmica do modelo utiliza um processo de maximizagao o que também exige uma

grande quantidade de processamento.
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2.2.2.b — Modelo de Shan e Chen

O modelo de Shan e Chen [Shan & Chen 1993] apresentado nesta se¢do usa uma regra de
interacdo de longa distancia distinta daquela usada na se¢do anterior. As colisdes ndo conservam
a quantidade de movimento local. Somente ¢ conservada a quantidade de movimento total da
rede. Para este modelo, Shan e Chen [Shan & Chen 1994] obtiveram a expressao analitica para a
tensdo interfacial no caso de transi¢ao de fase (um unico tempo de relaxagdo), Shan e Doolen
[Shan & Doolen 1995] obtiveram expressdes para a difusividade e para a viscosidade.

O modelo de Shan e Chen admite a existéncia de um numero S de espécies diferentes,

rotuladas por o e cada uma com massa molecular m? ; as respectivas equagdes de Boltzmann

sdo dadas abaixo:
N°(X +E,T+1)=N°(X,T)+Q%(X,T), (2.2.2.b.1)

onde os indices tem os seguintes limites: o =1,...,S e i =0,...,b.

O operador de colisdo para cada espécie ¢ da forma BGK:

1

Q7 = -1 [Ne - Noen (pe yeten)], (2.22.2)
T

onde, p° = m"ZN ¢ ¢ neste modelo o termo 17 (X) sera corrigido pela agdo de uma forca

1

F(X), que ¢é gerada pela configuracio das “massas efetivas” @7 ( pa()? ")) dos sitios vizinhos e

pela “massa efetiva” ¢ (p° (X)) da espécie 0. A forma da dependéncia da massa efetiva com a
densidade implicara na forma da equacdo de estado para a pressdo e a densidade. A intensidade

da forca F(X) é proporcional ao produto das massas efetivas:

F(X)=-¢°(X)Y.>.G7 (X, X )" (X (X -X). (2.2.2.b.3)

Onde a fun¢do de Green G (X,X'), no caso de interagio entre somente primeiros

vizinhos, ¢ dada por:
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GP(X,X')= (2.2.2.b.4)

Entretanto, se a densidade p? variar numa escala muito maior que a distincia entre dois

sitios vizinhos ¢, a Eq. (2.2.2.b.3) pode ser aproximada por:
F° 5—%¢62ngq)“ (2.2.2.b.5)
Esta for¢a entdo serd usada, para corrigir a velocidade de equilibrio:
P’ = p°i' +1°F°. (2.2.2.5.6)

Nesta expressdo a velocidade # ¢ a velocidade quando F=0.

A forma funcional de N, ¢ semelhante aquelas dadas pelas Egs. (2.1.16-2.1.17), com o

acréscimo da constante arbitraria d, relacionada as particulas em repouso e a temperatura, ou

seja,

s 1—d D DD +2 D
N, (p,u)=p > s +£cmua +%cmuac,ﬂuﬁ —muaua} (2.2.2.b.7)
1
Ny(p,u)= p{do —Tuaua} . (2.2.2.b.8)
c

Com isso, existe uma tendéncia, imposta pelo operador de colisdo dado pela Eq.
(2.2.2.b.2), de conduzir as distribuigdes N, para um valor de equilibrio N/ (p,1u“) no qual a
forca F pode ser usada de maneira a separar as espécies.

A andlise de Chapman-Enskog para o modelo com dois componentes leva ao seguinte

coeficiente de difusdo mutua D, :
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1-d 1
Dy, =L°)[(wlfz + wm)7——}. (2.2.2.b.9)
D 2
p P
Onde w, e w, sdo as concentragdes — € —— respectivamente, ¢ ¥ € fungdo dos elementos de
P P

matriz g , das massas efetivas e de suas derivadas em relagao as suas concentragoes.

A viscosidade cinematica ¢ dada por:

n=c {Zw 2(D1+2)} (2.2.2..10)

Para o caso de um tinico componente, 7' =7> =7, foi encontrado uma expressio integral

para a tensdo interfacial que esta de acordo com valores simulados e com a Lei de Laplace.

A maneira como foi montado o modelo leva a algumas caracteristicas:

- Para que a quantidade de movimento total seja conservada, os tempos de relaxagao
devem ser iguais, ou seja, as viscosidades devem ser iguais e estdo amarradas a
difusividade.

- A avaliacdo nao-local de quantidades necessarias ao processo de interacdo exige uma
grande quantidade de processamento.

- Alterar um dos parametros da distribuicao de equilibrio, introduz no operador de colisdo
os efeitos dessa mudanca. Este foi um passo importante na construgdo do modelo a ser

apresentado a seguir, no proximo capitulo.
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CAPITULO 3 - Modelo de Boltzmann para Fluidos Misciveis-| misciveis

Simular escoamentos bifasicos significa reconhecer na dindmica mesoscdpica da equacéo
de Boltzmann (gés em rede), a dindmica das equacfes diferenciais que regem tais escoamentos,
como a equacdo para o transporte de massa e a equagdo para o transporte de quantidade de
movimento, as quais sdo simuladas a0 mesmo tempo, podendo ainda existir outras equacdes
diferenciais a serem reconhecidas. Assim, 0 interesse em recuperar propriedades fisicas no nivel
macroscopico, da a liberdade para que no nivel da equacdo de Boltzmann existam dispositivos
gue ndo tenham relevancia fisica, como por exemplo, a discretizacdo das velocidades, ou das
posicdes, ou particulas que ndo possuem massa que serdo chamadas de mediadores de interaco
(semelhantemente ao conceito de fétons do el etromagnetismo).

Neste capitulo apresenta-se 0 modelo de Boltzmann desenvolvido para a simulagdo de
escoamentos bifasicos, a trés par@metros de relaxacdo: um para cada fase pura e um para a
mistura. O modelo agui proposto usa um unico parametro de interacdo, que regula a intensidade
da interacdo de longo alcance, semelhante a0 modelo da se¢do (2.2.2.8). Como serd visto no
capitulo 5, a difusividade para este modelo é independente da viscosidade de cada fase pura, as
quais também sdo independentes uma da outra. Na secdo 3.1 sdo apresentados as equactes de
evolugdo e os operadores de colisdo que definem o modelo. Na se¢do 3.2 sdo apresentadas e
analisadas as distribuicdes de equilibrio usadas nos operadores de colisdo do modelo.

3. 1- Equacao de Evolucéo e Operadores de Colisdo

Para propor 0 modelo a ser apresentado, pensou-se numa interacdo entre particulas
de mesma espécie, distinta da interacdo entre particulas de espécies diferentes. As interagdes de
curto acance entre particulas de mesma espécie estdo relacionadas intimamente com a
viscosidade de cada espécie. As interacOes de curto alcance entre particul as de espécies diferentes
estdo relacionadas com a difusividade de uma espécie na outra e com a viscosidade da mistura. O
interesse do trabalho, no caso imiscivel, é 0 de separar espécies e apenas a interagdo de longo
alcance entre espécies diferentes serdo consideradas. A interacdo € introduzida neste modelo
através do conceito de mediadores descrito por Santos e Philippi (2000). No capitulo 5, a andlise

do modelo serd separada em duas partes, uma para fluidos misciveis e outra para fluidos
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imisciveis. Estas duas andlises sdo feitas separadamente nos trabahos [Facin, P. C., Santos, L. O.

E., Philippi, P. C., (2003)] e [Santos, L. O. E., Facin, P. C., Philippi, P. C., (2003)]
respectivamente, os quais sdo apresentados em anexo nos apéndices| ell.

Como no capitulo 2, os esquemas de evolucdo das funcgdes distribuicdo de particulas do

tipo R e do tipo B, seguem as equagdes de Boltzmann, como abai xo:

R(X+C,T+)=R(X,T)+Q" (X, T)+Q"(X,T), (3.1.1)
B(X+¢€,T+1)=B(X,T)+Q®(X,T)+Q"(X,T), (3.1.2)
parai=0,..,bm.
A Eq. (3.1.1) descreve a evolucdo de by, funcdes distribuicdo de particulas em movimento
e b, fungBes distribuicdo de particulas em repouso, ambas do tipo R. As fungdes

distribuicéo de particulas em repouso ndo dependem das direcOes da rede e o vaor zero é

atribuido ao indice i representando todas estas distribuices. Nas b totais equacfes em que se

desdobraa Eg. (3.1.1), em cada Q" , sdo consideradas colisdes entre as particulas do tipo R e em
Q" colisdes entre particulas do tipo R com particulas do tipo B. A interagdo de longo alcance

acontece somente entre espécies diferentes e é colocada no operador Q°. Paraa Eq. (3.1.2), a

andlise para particulas do tipo B é analoga.

As etapas de colisdo para 0 model o séo dadas pelas seguintes expressoes:

R(X,T)=R(X,T)+Q" (X, T)+Q"(X,T), (3.1.3)

B(X,T)=B (X, T)+Q™(X,T)+ Q™ (X,T). (3.1.4)

Os operadores de colisdo do modelo sdo do tipo BGK e para as colisdes entre as particulas

dotipoR, Q" naEg. (3.1.2) éescrito como:

o =L_{R(p 0" )-R}. (3.1.5)

pr
pt’
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Na equagdo (3.1.5), R°(p",U" ) representa a distribuicio de equilibrio para as particulas

do tipo R, na situacdo em que ndo ha particulas do tipo B (fase pura). As distribuicbes de
equilibrio tém a forma geral daquelas encontradas no capitulo 2, onde a pressdo € independente
da velocidade e as equagdes macroscopicas possuem invariancia galileana. O operador de coliséo

r

T
w

Q" age no sentido de conduzir R para R’(p",i" ), num tempo de relaxagdo dado por

r

onde a concentracdo W', ou P , esta representando a probabilidade de coliséo entre particulas
P

dotipo R.

Para colisdes entre as particulas do tipo B ocorre o andlogo:

b
R ISy 19

Os operadores de colisdo que representam colisdes entre particul as de tipos diferentes, séo

dados por:
b
or=L_{R(p' 3°)-R}, (3.17)
pPT
o =L _{B°(p* V" )-B 1. (3.1.8)
pT

Estes operadores s80 0s responsaveis pela separacdo das espécies no caso imiscivel. Na
expressao dada pela Eg. (3.1.7), que representa as colisdes entre particulas do tipo R com
particulas do tipo B, a velocidade na distribuigio de equilibrio é especial. O operador Q' tenta
conduzir R para a distribuicdo R°(p",v°) onde V° ¢ a velocidade do fluido do tipo B, G°,
alterada pela influéncia dos mediadores. O conceito de mediadores usado neste trabalho é uma
extensdo do conceito usado no modelo original de Santos e Philippi aplicado aos modelos de
Boltzmann para fluidos imiscivels. Mediadores sé0 particulas sem massa emitidas de um sitio da

rede e cuja acdo € somente inverter a quantidade de movimento das particulas da rede, ssimulando
um campo de longo a cance.
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Com o interesse de separar simetricamente as espécies, 0os mediadores emitidos sdo de

dois tipos, R e B. Mediadores R e B emitidos de um sitio, exerceréo forca sobre as particulas da
vizinhanca do sitio Os mediadores sd0 ent&o criados em um sitio X num passo de propagacio T
de acordo com as concentragOes locais, como abaixo, para mediadores do tipo R e do tipo B

respectivamente:

M (X, T __—p'(AX, ) , 3.1.9
MP(X,T _——/’bQ(’ ) . 3.1.10

No passo de propagacédo os mediadores de ambos 0s tipos séo levados até seus vizinhos
mais proximos e depois de sua agdo, ou ndo, junto as particulas eles sdo aniquilados. Com isso,
num sitio, a cada passo de propagacdo, chega a informacao sobre as concentracfes dos primeiros
vizinhos. Usando estainformagao, na forma de um vetor unitério, V"™, definido abaixo,

>IM (X -g.m)-MI(X-eT)]e
VX, T+1)=— , (3.1.11)
Y M/ (X -¢,T)-MP(X -¢.T)]e

alteram-se as velocidades G° e ', conservando-se a quantidade de movimento, da seguinte

forma:

VP =0 — AV, (3.1.12)

V=0 + AV, (3.1.13)

Nas duas expressdes anteriores, A é o fator de interferéncia, ou parametro de interacdo, que

regula a intensidade da acdo dos mediadores sobre as particulas. No caso de uma interface ser

estabel ecida, ambos os mediadores carregam a mesma informagdo de onde esta cada fase e V™

aponta sempre no sentido indo da fase do tipo R para a fase do tipo B. Com isso, a equacéo

(3.1.12) em Q" tem como efeito tentar orientar o fluxo de particulas do tipo R, na diregdo dos
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mediadores do tipo B (ou na direcéo oposta aos mediadores do tipo R). Ou sga, particulas do tipo

R fogem da fase tipo B de onde saem os mediadores do tipo B e sdo atraidas pelafase tipo R, de
onde saem os mediadores do tipo R. O mesmo acontece com a equacdo (3.1.12) em Q parao

fluxo de particulas do tipo B.
O uso das concentragtes como ponderacdes sobre os termos de colisdo evitam que regides
do dominio, onde ndo existe fluido do tipo B, por exemplo, segjam contabilizadas no operador de

colisio Q! durante a simulagdo. Ou sgja, se p° é nulo entdo G° também o é, assim como V°,
comisso o termo R°(p",V") sereduz adistribuigio de equilibrio para afase purado tipo R com
velocidade nula R°(p",0) e Q° seria diferente de zero sem as ponderagdes, ja que R fora do
equilibrio é diferentede R°(p",0).

Os valoresde R e B, depois da colisdo, para os dois tipos de fluidos sdo entdo dadas

por:
R=R+2 R .a)-R}+ 2 R .v)-R}, (3.1.14)

pT pT
Bil =B + ,O;b {BiO(ijb) - B, }"‘ pprm {BiO(Pb1\7r)_ B } (3.1.15)

Os operadores de colisdo satisfazem as seguintes leis de conservagéo:

1) Conservagdo das espéciesindividuaisR e B
bm
> (@ +QP)=0, (3.1.16)
i=0
bm
D@ +Q7)=0. (3.1.17)
i=0

i) conservacdo da quantidade de movimento total

bm
DQ+Q+Q” +Q))¢ =0. (3.1.18)

i=1
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3.2 - Distribuigdes Estacionéarias

Em modelos miscivels, sem interacdo de longo acance, a situagéo de equilibrio acontece
guando os efeitos das colisbes sdo nulos, embora ainda exista 0 movimento das particulas de um
sitio para outro. Na situacdo em que uma interface de separacéo entre dois fluidos encontra-se
imovel no espaco e estabilizada em suas dimensdes, 0 movimento das particulas em seu interior
ndo é aeatdrio caracterizando uma situagdo de equilibrio como para fluidos misciveis, mas
organizado caracterizando uma situacdo de desequilibrio. No modelo proposto neste capitulo, as
popul agdes sdo organi zadas pel os mediadores de maneira que, numa situagéo estacionaria, onde 0

fluxo difusivo é cancelado, e seus valores estacionarios R* e B, respeitam as condigdes de

estabilidade abaixo:

R =R (3.2.1)

B =B (32.2)

Com isso, as distribuicdes que sdo as solugdes das equagdes de Boltzmann (3.1.3) e

(3.1.4), neste caso sdo avaliadas por:
p—rr[F%"(/Or i)-RI+L2_[rRe(p" v")-R]=R, -R, (3.2.3)
ois pT

b r

p {Bio(pb:'jb)_Bi*}"' P {Bio(pb’vr)_Bi*}:Bii_B*
Y PT

Tb m [

(3.2.4)

Ousga, R,B’ sdo as populagdes do tipo R e do tipo B na situagio de estabilidade dainterface e

sdo dados por:

1

I —— {p’rmR°(pr,U’)+pbrrR°(p',vb)+r'r“p(F{—R;)}, (3.2.5)
(p'"+p°1")
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B — L [P e™BO (p°,0°) + p' 1°B (p°,.V ) + °7" (B —B)}.  (3.2.6)

(')

Asparcelas (R —R’,) e(B, —B’;) podem ser obtidas escrevendo-se expressies andlogas as Eq.

(3.2.5-4.2.6) mudando-se i por —i, realizando-se as somas obtém-se:

'™ w'

Wz™ +wr" =27 7™) {

R -R, = [RO(p ") =R (p,u")] +

+ SRR (ptvw]}, (32.7)

"
(W™ + W' z° —27°¢7™) {

[B°(p°.a%) - B (p".0%)] +

=~\|§

[B (p°. V") =B (p°,V ”)]} (3.2.8)

Neste caso entdio, R eB, sdo uma composi¢do, ponderada pel os parametros de relaxago,
das distribuicBes de equilibrio para as fases puras, R’(p",0") e B’(p",0"), R (p" V"),

B (p"°,v"). Explicitando estas distribuigdes obtém-se:

r b r b
" " T7T w D ... W [, S =
. — R, = — ucC+—p (U -AV")C 3.2.9
R-Ry wWz°+w'zr" —27 Tb){ T bmczp ' Tmp( ) '} (329
B -B = 2k oW D egve o W b - avmye (3.2.10)
LT W w277 7° b, c? PSP - o

Estes termos ndo tém efeito nos cél culos posteriores quando a vel ocidade do escoamento for nula,

pois, as quantidades avaliadas séo sempre como as dadas na Eq. (3.2.7), ou sga

Z(R—i - R):Z(R—| - Ri)cia :Z(R Rl)Cmr ig = (3211)
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Para fluidos misciveis o Ultimo termo nas Egs. (3.2.5-3.2.6) se anula e a situacdo de
equilibrio estara condicionada a:

u =u’, =u’. (3.2.12)

Ou sga, cada fluido é descrito por uma situacdo de equilibrio que depende apenas da sua
concentracdo e da velocidade da mistura u e com isso, as distribui¢cdes de equilibrio sdo dadas

por:
R =R(p",0), (3.2.13)
B =B’(p",0). (3.2.14)

As distribuicdes de equilibrio tem a forma geral daguelas encontradas no capitulo 2, onde
a pressdo € independente da velocidade e as equacBes macroscopicas possuem invariancia

galilean; por exemplo, para R°(p",u"):

r =r ' D ' r D D+2 ' ry,r D ' r

R°(p",0 )=%+b/;2 ciaua+%cmcwuauﬁ—2bpcz(u )2, (3.2.15)
roer brpr ' r

Ro(p"0")==— —g—z(u )?, (3.2.16)

onde i=1..,b,, refere-seas b, particulas em movimento e o indice zero na Eq. (3.2.16) refere-

m

sea b, particulas em repouso.
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CAPITULO 4 - Expansio de Chapman-Enskog

O objetivo da utilizagdo da expansdo de Chapman-Enskog €, a partir das equacdes de
Boltzmann do modelo proposto no capitulo 3, obter-se as equacBes de Navier-Stokes e da
conducdo-difusio de massa e seus respectivos coeficientes de transporte. Para isso,
primeiramente deve-se usar escalas de observacdo, no espaco e no tempo discretos, para que as
equactes de Boltzmann descrevam o comportamento continuo da funcdo de distribuicdo. A
andlise é vélida para escalas que respeitam o limite hidrodindmico, ou sgja, para tamanhos de
rede muito maiores que o espacamento dos sitios da rede. A expansdo de Chapman-Enskog da
funcdo distribuicéo de particulas € redizada em torno de uma distribuicdo de equilibrio, a qual
neste trabalho é escolhida para 0 caso em que ndo ha interacdo, ou segja, equilibrio de mistura
onde a velocidade de cada fase é a mesma e igua a velocidade da mistura. Dessa maneira, 0s
gradientes de concentracdo e a influéncia da interagdo de longo al cance promovem perturbagtes
a0 equilibrio de mistura na regido de interface. Esta hip6tese mostrou-se satisfatdria quando o

fator A deinteracéo € pequeno na andlise para ainterface.

4.1 — Equagao diferencial para a evolugdo da funcao dedistribuicdo

Todas as informacdes a respeito da dindmica do sistema estéo contidas nas equacdes de
evolugdo de Boltzmann, Egs. (3.1.1-3.1.2). Numa simulag&o, no limite hidrodindmico e para
certos parémetros do modelo, o valor da massa e da quantidade de movimento associado a um
sitio € igual a aguele que seria gerado pela equacdo de Navier-Stokes para a mesma simulagéo.
Para atingir uma descri¢gdo em termos de variavel s continuas usa-se um par de escalash e 6, para

0 comprimento e o tempo fisicos respectivamente:
x=hX, t=6T , (4.1.1)

tais que as distribuigdes R e B, possam ser consideradas fungGes continuas das novas variaveis
X et, nestecaso h,o <<1.

Com isso, as equacdes de Boltzmann (3.1.1) e (3.1.2) para os dois tipos de particulasR e B

tornam-se:

R(X+hG,t+38) =R (X1)+Q" (%X,t)+ QP (X,t), (4.1.2)
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B, (X +hG ,t +6) =B (X,t) + QP (X,1) + Q™ (X,1) . (4.1.3)

Para escalas h e 6 muito pequenas, as populagdes ndo variam muito de um sitio para
outro, sendo possivel expandir-se R (X+h¢,,t+J) e B (X+hc, ,t + ) numa série de Taylor em
torno dos respectivos valores R (X,t) e B, (X,t). Paraas particulas do tipo R obtém-se a seguinte

equacdo diferencial paraaevolucéo dafuncéo distribuicéo:

{io”R+cm aR}+h—2[i IR +€,C,d,0,R +2icm A F{}+O(h3) Qf, (414

onde Q =Q" +Q°. Visando a andlise macroscopica, usam-se as variaveis adimensionas

abaixo:

' =—, (4.15.9)

. X
X == 4.15b
C ( )

onde L >> h e t,>>¢0 sdo as escalas hidrodindmicas para 0 comprimento e para 0 tempo

caracteristico respectivamente. A expressdo dada pela Eq. (4.1.4) toma a seguinte forma:

) 1
[tc—h&t, R +Ecm&d R}

r

2
h|:t5h2é) R 2 |a |ﬁa a R+2 5 C a 07 R gi: (416&)

Definindo as variaveis de “macroscopizagéo” K, =%<<1 e g=£<< 1, reescreve-se a

c

Eq. (4.1.6) naformaa seguir.
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£5me00,8]:
k Qr
+2[k IER +¢,C,0,.0 4 R+2kca R |= . (4.16.b)
A expressdo anterior se tornamais clara agrupando-se os termos semel hantes,
£
{k—ﬂﬂ +C.a30;3}r
k.| & £ £ QF
- —d.[—d.R+c d .R]+c d . [—d.R+c Jd.R]| =250
z{kn t[kn tR lx (ZR] lx a[kn tR lo O[R]j| kn . (417)

Agora, separando R em uma parte relacionada ao equilibrio e outra parte relacionada

com as perturbacdes a este equilibrio, ou sgja, a expansdo de Chapman-Enskog,
R=R° +k R +k R+ .. |, (4.1.8)
0 operador de colisdo na Eq. (4.1.4) tem uma decomposi¢éo induzida,
Q =Qf +k Q" +(k )*Q” +.... (4.1.9)

Comisso, aEq. (4.1.7) torna-se:

£
k_&‘* R’ +c,d R+

K,| € £
+?{—07 (kn& R’ +c, o, R j+c ad . (k_

n

J.R +c,d Roj

+2 07R1+2m alﬂ Uk, (4. 1.10)

n
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Para €=k, o termo dominante é Q; quando k, — 0, ou sga, a dindmica da funcéo
distribui¢cdo é dominada pelas interagbes descritas por Q. A Eg. (4.1.10) representa o caso
geral da evolugio das distribuigdes de equilibrio (local) de particulas do tipo R, R®, quando se
conhece as perturbagdes Q" e R'. Para um dado operador de colisio, R° toma uma forma
particular assim como Q™ e R', o que sera feito na proxima segdo. Os valores de Q*
dependem da escala k, de observacdo em primeira ordem e serdo encontrados na secéo 4.4, 0s

quais permitirdo encontrar R" na se¢éo 5.1 do capitulo 5.

4.2 — Distribuicédo de equilibrio para a Expansdo de Chapman-Enskog

A distribuicio R° na Eq. (4.1.10) é escolhida como sendo a distribuicdo de equilibrio

para a mistura, ou sga, R*(p",U), o qua define p'u como de ordem zero na andlise de

Chapman-Enskog. Para uma mistura em equilibrio a velocidade da fase do tipo R deve ser igud a
velocidade da fase do tipo B, que sdo iguais a vel ocidade do escoamento. Com o efeito do campo

de mediadores, de promover um pequeno desvio na velocidade do fluido do tipo R, o fluxo de

massa | = p'(G" —U) édiferente de zero. Este termo € de ordem 1 em k,, ou sgia:

['=p' (0 -0)=YR¢ -pu=Y (R +kR +..)Jc-p't, (421

edesdeque ) R™(p',U)¢ =p'U tem-se:
i"=Y kR +0(Kk2) =k, +O(k2) . (4.2.2)
Por outro lado, no equilibrio de mistura total (A= 0) ndo existem mediadores, ou sga,

eles apareceram como perturbacdo em primeiraordem se A=K :

Com isso, o operador de colisdo pode ser explicitado em termos das ordens de k,,

usando-se pu, = p'u’, + p°u® e V° = G° — AV™ nas distribuicdes R¥(p",i") e R¥(p',v°):



b
ww

Qf =+
T

D (w w

+ 2 r - m
b.c\z' 7

O mesmo acontece para o tipo de p.

b r
W W
b_
Q =\ H+—
T T

. D (w W
bc?lz® "

j{Req(Pr'U)— R’ -k,R' —} +

J{Cm —U, t DC-: 2 uﬂCiaCiﬂ} jtl;lkn

c

n

byt
- IDC pW w {Cia_ua-'_ D—Zzuﬁqaclﬁ}(v?kﬁjkn + Q:Z(ks)

articulas B:

j{Bieq (pbia) - Bio -k, Bil —} +

D+2 -
Ca —Uy + CZ u,BCiaCi,B Jo kn +

by, r
v {C‘“‘“”D—tzuﬁcmciﬂ}(vi‘ kﬁjk + QI (K).

c

n
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(4.2.3)

(4.2.4)
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4.3 — Escalas de Observacao

Anaisando a Eqg. (4.1.10), re-escrita abaixo em unidades fisicas, mas agora numa escala L

naqual pode-se desprezar os termos de ordem k?,

[ SR +c, QR}

+L{5 ( AR +c d R° j+cm& ( IR’ +c, aRj

2L| h
1r 2r
422 aR roc, aal} % 4.31)
obtém-se:
Q_lr
[ IR’ +¢,d,R }——L . (4.3.2.9)
Analogamente para o tipo B, obtém-se:
Q°
[iﬁ B°+c.a&aB.°} —~ (432b)

Nas equagOes anteriores os vetores velocidade da rede ¢, estdo em unidades de rede, para

: o - ~ h
que estes sgjam expressos como variaveis fisicas multiplicam-se as equagdes pelo fatorg, com

1SS0,
¢ = gcm : (4.3.3)
Ou sgja, 0 operador de colisdo em unidades fisicas é dado por:
(9,80 +cL0,RE]- A (434

o L
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A Eq. (4.3.4) quando somada sobre i, resulta na equacéo de conservagdo da massa do tipo R

dada pela Eq. (4.3.6). Quando a Eq. (4.3.4) for somada com a sua andoga para o tipo B, Eq.

—

(4.3.2.b), e antes de serem somadas em i, forem multiplicadas por C , resulta na equagéo de

transporte da quantidade de movimento para fluidos sem viscosidade (Equacdo de Euler) Eq.
(4.3.7). Isto porque, por definicéo, ver as Egs. (3.1.16-17) ea Eq. (3.1.20), amassaindividual ea
guantidade de movimento total sdo completamente determinadas em ordem zero, ou sgja,

>ar =3 (@ +QP) =0, (435)
dp"+3,(p'u;) =0, (4.3.6)
d, (puy)+d,me =0, (43.7)

onde o tensor fluxo da quantidade de movimentoz,, € dado por:
7as =2, (R’ +BY)Ci,Cly (4.3.8)

Para obter as expressdes anteriores, foram usados o0s seguintes vincul os:

- massadotipoR

bm

Y R +bRI=p" . (4.3.9)

i=1

- guantidade de movimento do tipo R
bm h
2R =6, =p U, (4.3.10)
i=1

onde u éaveocidade fisica
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Agora, mudando-se a escaa de observacdo na Eq. (4.3.1) para a qual a segunda ordem

também é relevante, a Eq. (4.3.1) é re-escrita, em varidveis fisicas, usando-se as informacfes da
escalamaior nas Egs. (4.3.2.a- 4.3.2.b):

J.R*+c' J R° +—[ [0.Q" +c'd, Q" ]+2JR +2 cm aR}

1r 2r
= hji +h hg;‘_ . (4.3.11)

Devido as simetrias dos dois tipos de fluidos, a andlise para o tipo B € andloga e obtém-se:

J,B°+c' d B’ + 2hL[ [0,QP +¢l,0 . QP+ 20, Blb+2icfao"a8,lb}

la~ a1

1b 2b
_hen e, (4.3.12)
o o

O operador de colisio Q;" pode ser colocado em funcéo de R' usando-se as Egs. (4.1.9)

e (4.2.2); ver Egs. (5.1.3) e (5.1.4). Neste momento do trabalho observa-se que se o fator de
interacdo for considerado nulo, as expressbes dadas pelas Egs. (4.3.11-12) descreverdo o
comportamento de uma mistura de fluidos idealmente misciveis, se for diferente de zero as Egs.

(4.3.11-12) descreverdo o comportamento de uma mistura perturbada pela agdo dos mediadores.

4.4 — Operadores de colisdo em Primeira ordem — For ma explicita

A expressdo dada pela Eq. (4.3.4), re-escrita abaixo, seré usada para determinar Q' como
funcdo dos gradientes de p" e p"u. Por economia de notagdo usa-se aqui R™ ao invés de
R¥(p". p"0).

thr

J, eq eq _
R +CI0{ &’R 5L

(4.4.1)
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Como o termo do lado direito da Eq. (4.4.1) é usado dentro do termo origina mente de
ordem k, naEg. (4.3.10), na andlise seguinte os termos da ordem de u? serdo desprezados.

As derivadas da distribui¢do de equilibrio so obtidas com auxilio das rel agfes abaixo:

r roe aReq r aReq r
ORI (p",p U)=—""—- Jp + - 9,(p" uy) , (4.4.2)
R(p".p o, AT 5, p U,
roore oR™ r oR™ r
AR P D= 9,0 =B 5 (p'u,). (443
Ip" |, AP’ Ug)| ,

A forma explicitadadistribuicgo de equilibrio R* é a seguinte (ver secéo 4.2):

Dp' D(D+2)p' Dp'
c U, +————¢C,Czu U, —
b,c* 2b ¢t VTP gp c?

m

Re“(pr,u):%+ (u,)?. (4449

R =%b _ Py (4.4.5)

Com isso, as derivadas nas Egs. (4.4.2) e (4.4.3) sdo dadas por:

JR™ 1 2
e o@u?), (4.4.6)

]
R = D2 Ciy +D(D—J22)cmciﬁua —Lzuﬁ. (4.4.7)
d(p'uz) bc b,.C b,.c

m

Com a Eg. (4.3.5) e sua andloga para o tipo B, escrita abaixo, eliminam-se as derivadas
temporais nas Egs. (4.4.2) e (4.4.3):

9,p" =-9,(p" up), (4.4.8)

atp = _aa(p ua) . (449)



Resta ainda determinar o termo 9, (p"u,) naEg. (4.4.2). Tal termo desdobra-se na soma,

9, (p'ug)=p'ous+u0 p" = p'ou,+0U?), (4.4.10)

e pode ser avaliado da equagéo de Euler, Eq. (4.3.7),

2
3. (pu,) = —2,7°, = _btn;—;aapaaﬂ o), (4.4.12)
ou sga,
b, c
pat(uﬂ)+uﬁ8tp=——bD 94P, (4.4.12)
COMm iSs0,
1|b_c?
at(uﬁ)=—;[ - a[,p}owz), (4.4.13)
e finalmente:
r 2
d,(p'uy)=pou,+u,0, p' :_p_me 0,00 ;. (4.4.14)
t B tY g Bt p bD o of

Com tudo isso, obtém-se a forma explicita das derivadas na Eq. (4.4.1), que € o operador

de colisdo em primeira ordem e que serd usado para se determinar R' no préximo capitulo:

Qi (p",u) :%{— o (P'U,) + WU, p+(d,p" =W I, P)Ciq +

N _(B+2

r bD r r
c w Uﬁaap+w{aa(/0 Ug)+Uz0,p }:|Ciaci/i}+ o). (4.4.15)

m

r

Yo,
Yo,

Na expressdo anterior w' = ~— . Analogamente para o tipo B tem-se:
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Q" W)= 0 F0,(0°u,) + WU, 2,0+ (0,0° ~ WD, p)c, +

(DC—|2_ 2) Wbuﬁaap + bbl:C)2 {aa(pbuﬂ) + uﬂaapb}:|claclﬂ}+ O(UZ)' (4'4'16)

m
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CAPITUL O 5 - Resultados da andlise de Chapman-Enskog

Neste capitulo sdo apresentadas as equagbes macroscopicas para 0 modelo proposto no
capitulo 3. Na secdo 5.1.a sdo apresentados os resultados da andlise de Chapman-Enskog para os
modelos miscivel e imiscivel, onde se encontram as equactes de difusdo e de Navier-Stokes
juntamente com seus respectivos coeficientes de transporte. Na se¢8o 5.2.b sGo apresentados os
resultados da andlise de Chapman-Enskog para o0 modelo imiscivel, onde sdo obtidas expressdes

paraalarguradainterface, paraapressao normal ainterface e para atensdo interfacial.
5.1 -— Equacgbes M acr oscopicas

As expressdes dadas pelas Egs. (4.3.10-11) do capitulo anterior, re-escritas abaixo, nas
quais as distribuigbes de equilibrio sfo as de mistura R¥(p",0) e B¥(p",U) (secio 2 do

capitulo 4), sdo agora 0 ponto de partida para a obtencdo das egquacGes macroscopicas para a
massa e para a quantidade de movimento.

J,R¥ +c¢ aReq+2—r:_[ [0, +¢' 9, ,Q"]+2JR +2 cm QR}
1r 2r
_hes L he, , (5.1.1)
oL oL
J,B¥ +c' d B +2—hJ [0.QP +ci,0 . QP°]+2J,B' + zic,aaa B,l}
1b 2b
_hen  phes (5.1.2)
oL oL

As informagdes sobre o tipo de interacdo entre as particulas do sistema s@o carregadas
pelo operador de colisdo em sua forma explicita, que para a primeira ordem de k, sdo dadas

pelas Egs. (4.2.2-3), ou sgja
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b
ww D (w w D+2 .
Q=% 4 IR 4 - C,—U,+———U,C C, )it +
! 2.r 2.m b C2 Tr Tm o o C2 p¥ia™ip o

byar
D pww {Cm_uﬁ%uﬁcmcw}v;kﬁ, (5.1.3)

b r r r
w w D ({w w D+2 .
Qib’l=— - t Bil + 7| 7 [1CGie ~Ua T UgG,Cp Jf;’l +
T T bc 7 T c

D+2
C_—U +———U,C C, VvV, — . 514
b CZ z_m { 173 o CZ Bria |,B} o k ( )

As duas expressdes anteriores e as Eqgs. (4.4.14-15) , permitem obter as distribuicdes de

primeiraordemR'(p",0) e B'(p°,0):

Rl = '™ { D (w_r_wr

. D+2
T rob moor | 2 r m Jort,l Gy —U, + 2 uﬂciaciﬂ +
T'W +7"W b..C kz‘ T c

D+2 m A
Cip —U, +—5—U,C,Cp IV — +
k

+ ;L[—aa(prua)+wruaaap+(Bap’ ~W,p)C,] +

L D+2 r bD r r
+E{—( o2 )W uﬁaap+w{aa(P Ug) +Ugd, P }:|Ciaci/)’}’ (5.1.5)

m
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v Rt w0+ 0,07 w0, p)c, ] +

N L _(D+2

b c?

wbuﬁaap+%{aa(pbuﬁ)+uﬁaapb}}cmcw}. (5.1.6)

m

A andlise serafeita para fluidos idealmente misciveis onde o fator de interacdo A éigua a

zero e parafluidos parcia mente miscivels, ou imisciveis, onde A é diferente de zero.

5.1.a—Fluidos Misciveis

Ao somar as Egs. (5.1.1) e (5.1.2) sobre todas as direcOes i da rede, obtém-se as formas
macroscopicas das equacdes de conservacdo da massa para as espécies r e b, como os primeiros
momentos das equactes cinéticas. Quando antes de serem somadas nas diregdes, estas equacdes

sdo multiplicadas por c,;, obtém-se informagGes macroscopicas sobre o transporte da quantidade

de movimento, ou o0 segundo momento das equagdes cinéticas. As informagdes que as equacdes

(5.1.1) e(5.1.2) podem mostrar dependem da escala de observacdo usada no modelo.

1. Equagdes macroscopi cas considerando os termos de ordem zero em k. .
Para escalas suficientemente grandes pode-se desprezar os termos da ordem de k,

obtendo-se:
1.1 — Como primeiro momento, a equacdo de transporte da massa do tipo R e do
tipo B:

d.p +9,(p'u,)=0, (5.1.a1)

d,p°+9,(p"u,)=0. (5.1.a.2)
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1.2 — Como segundo momento, a equacao de Euler para fluidos sem viscosidade:
at(puﬂ)+aa(p5aﬁ+puauﬁ)=0, (5.1.a3)

onde apressdo p em unidades fisicas, parafluido perfeito, é dada por,

2 CZ

Ao (5.1.a.4)

p

2. EquagBes macroscopicas considerando ostermosde ordem 1 em K, .

Para escalas pequenas o suficiente, considera-se agora (5.1.1) e (5.1.2) até a

primeira ordem em K obtendo-se, em unidades fisicas,

2.1 - Equacdo da difusdo, em unidades fisicas, como primeiro momento:

expr+aagfua)+{omﬁapLﬁa{p J}:o. (5.1.a5)
Yo,

Onde, u,, :%ua e o coeficiente de difuséo é dado por:

2 2
Dy, =(rm —lj c_h" (5.1.a6)
2)(D+2) s

2.2 — A equacdo de Navier-Stokes para fluidos Newtonianos e incompressiveis

para b, = % como segundo momento, em unidades fisicas:

at(puﬁ)+aa(p§aﬁ+puauﬁ):npaa (8a U, +8ﬁ ua) (5.1.a7)

O coeficiente de viscosidade cinemética em (5.1.a.7) é dado por™:

! Uma expresséo simétrica e mais geral que aeq. (5.1.a.8) é dada na proxima segéo naeg. (5.1.b.12).
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2 2
___ ¢ hn L N (5.1.28)
D+2) 0 |[2(p t"+p " )pt"+p'T")
Onde C e B séo,
C=p p°c™ + p ° " + p°° 2"t + p p°r'c° (5.1.a.9)
B=-2p"p’r™ (¢ +1°) - 20" 2" (p"* + p*°). (5.1.a10)

Pode-se verificar que no limite de fase pura do tipo R, p° =0, a Eq. (2.1.20) para a

viscosidade da fase pura € recuperada. Neste caso os novos C e B séo dados por,
C=p""r", (5.1.a11)
B=—2r"7"7"p"?, (5.1.a12)

com isso, a Eq. (5.1.a.8) assume a nova forma abaixo:

2 2 r2 _m b _ r2 _m_r_b
p=-9C (Ej p T 22/’ rere i (5.1.2.13)
(D+2)\é 2p" """

ou sgja,

n= (g i 2 (gj {r’ - %} : (5.1.a14)
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5.1.b — Fluidos I misciveis

A regido de interesse em fluidos imisciveis é a regido da interface, a qual é representada
por uma largura L. Ta largura € a menor escala na qual os gradientes de concentragdo sdo
observados, por isso sera essa a escala macroscopica de observacdo do LGB na andlise de
Chapman-Enskog. O campo de mediadores tem influéncia somente na regido de interface,
devido a exigéncia da conservacdo da quantidade de movimento total de um sitio (ver Egs.
(3.1.12-13)). Este campo atua em oposicdo a difusdo de particulas, chegando a compensar
totalmente a difusdo quando entdo a interface torna-se estavel. Como quem controla aintensidade
com que os mediadores atuam sobre as particulas é o fator de interacéo A, a largura da interface
deverda aumentar com a diminuicdo de A e diminuir com o aumento de A. No limite
hidrodin@mico a largura da interface deve ser bem maior que o espacamento entre os sitios da
rede, o que implica em valores pequenos de A. Neste caso, a andlise de Chapman-Enskog revela
um termo ordenador, na equacdo de difusdo, que ndo estava presente na equacéo de difusdo para
misturas; este termo aparece devido a acdo dos mediadores. Na equagdo para a quantidade de
movimento a pressdo ndo sofre correcdo em primeira ordem e € do tipo gés perfeito, ainda
aparecem dois termos curiosos. um deles é proporciona a corrente difusiva de massa em
primeira ordem, o outro termo é um termo em forma de produto cruzado da vel ocidade do fluido
e da velocidade dos mediadores. Medidas da pressdo nas simulagdes, ao longo de uma interface
plana e em repouso, apresentam quedas de pressdo na diregcdo tangencia a interface e pressdo, ao
longo da direcdo normal a interface, constante. Neste caso, acredita-se que a andise de Chapman-
Enskog em primeira ordem, ndo foi suficiente para descrever a pressdo na interface. Porém,
usando-se um critério de estabilidade conseguiu-se a expressdo analitica para a pressdo que

concorda com a simulagdo, numa interface plana e em repouso.
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Primeiro momento - Largura da Interface

Como primeiro momento da equacdo (5.1.1) obtém-se a equacdo de difusdo modificada

em unidades fisicas:

h
p"+9,(p'uy,) +zaa[zci29{ T+ ZZC&F%} =0, (5.1b.1)
2b : : .
Para b, = Dm , OU sgja, escoamento incompressivel, ver (5.1.b.14), tem-se:
c'? SL
D ¢, Q= —po W, (5.1.b.2)
: (D+2) h " “

AT ¢S

vy —7
k (D+2) kK,

n

"0, W (5.1.b.3)

jot=>cl R =—wwp

e A :gA, COMm iSs0:

2
Cf

(D+2)

ap +d,(pu) +a, (%— ™) S po, W —ww' pA'vVT |=0. (5.1.b.4)

O termo entre col chetes é a corrente difusiva macroscopicade massado tipo R, j!,
o=+ ™. (5.1.0.5)

O primeiro termo da expressao anterior, e primeiro no colchetes da Eq. (5.1.b.4), tem a
forma da Lei de Fick, onde o transporte de massa € devido aos gradientes de concentracdo w',
em variaveisfisicas:
f 2

sryDif _ m_l c
(Je)" =-(z 2)(D+2)

5 po, W' . (5.1.b.6)
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O segundo termo é o termo introduzido pel os mediadores:

(Jo)™ =—(@-w)w pA'v]. (5.1.b.7)

Como visto na se¢do 3.2, a anulagdo dos processos difusivos pela agdo do campo de
forcas em contraposicdo a difusdo fickeana € uma condicdo necessdria para a estabilidade da
interface. De fato, quando os processos de difusdo associados a gradientes de concentragdo ndo
sd0 anulados pelas forcas de campo na regido de transicdo, a interface se torna mais e mais
espessa e os fluidos R e B tendem a se misturar. Desse modo, uma interface estéavel deve
satisfazer,

" 1 c”
=2

S po W =1-w)w'p A'vl, (5.1.b.8)

Para 0 caso particular de uma interface plana, quando w' varia somente com a

coordenadayy, lembrando também que 9, =ai , AT =gA ec' =gc,
c? (T’“ —;j dw
dy=nh : (5.1.b.9)
A w'(1-w")
2
onde ¢’ = e com isso, alargura dainterface torna-se um mdltiplo de h,
2 1 Min
(o (rm - 2) J‘ .
L=h— </ o (5.1b.10.3)
A w, W(@d-w)
ou sga,

3(7 _2) W;in
L=h———=2In (5.1.b.10.b)
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quando a integral é feita desde uma concentraggo inicial de fluido do tipo R, w;,, &aé uma

concentragdo final wyj, . Este critério foi usado porque a probabilidade de uma particula, do tipo

R, ser encontrada infinitamente longe da interface, para ambos os lados, € sempre diferente de
zero, 0 gue torna a interface infinita. Como critério para se definir uma largura finita para a

interface, foi escolhido aregido limitada por umaconcentragdo w,. euma Wy,.

Segundo momento - Quantidade de movimento

Como segundo momento da equagdo (5.1.1), até a primeira ordem em Kk, obtém-se a

equacdo para o transporte de quanti dade de movimento, em unidades fisicas:

2.(puy)+a, (M) +2—r|'_ao{z chey (@t + Q)+ 2Y clo) (R + B})} =0, (5.1.b.11)
ou sgja,

&t(puﬂ)+0')a(p5aﬁ+puauﬁ) + azx{T(Af )}

f2 r .r__m b_b_m
g plC |1 pTT  PTT N5 4 +9,u,)l=0
(D+2)[2 (p't"+p°r") (p1"+p'T)

(5.1.b.12)
c'’
onde p= D12 p éapressio e o termo implicito T(A") é dado abaixo:
+
T(A)=w'w’p 2 - i (Viu, +vlu,) A +
W +wlrt o whrmw e [P A
r r b b
) rrrm(pr—pm+2pm] Tbrm(pb—pm+ 2'0m]
T T 7 T
+ —j"u, +j%tu - 5.1.b.13
L (5 p 5 He W™+ Wz WPT™ W zP ( )
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O primeiro e 0 segundo termo sdo da ordem de AU e para pequenas velocidades pode ser
desprezado. Além disso, o segundo termo de T(A") se anula para uma interface estavel, quando
j.* deve ser nulo. Com isso, a equagdo para a quantidade de movimento torna-se idéntica a

equacdo (5.1.a.8), com o0 mesmo coeficiente 77 de umamisturaideal:

d.(p uﬁ)+aa(p§aﬁ +puauﬁ)= npoa, (aa Uy, +8ﬂ ua) (5.1.b.14)

Para se obter 0 termo correto para os gradientes de velocidade na equacédo (5.1.b.14), houve a

necessidade de se fazer a seguinte restricao sobre 0 nUmero de particulas em repouso:
_2b,

' D

Tal restricdo eliminou da equacdo (5.1.b.14) termos proporcionais ao divergente das vel ocidades,

b

(5.1.b.143)

Ou Sgja, 0s termos:

b, (D+2) ,

(1—b—Djaa(p u,), (5.1.b.14b)
b.(D+2) )

(1—b—Djaa(p u,), (5.1.b.14c)

e com isso, fendbmenos onde a compressi bilidade sgja importante ndo podem ser descritos por este
modelo.
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Pressio Normal

Uma das conseqiiéncias das regras de interagdo, Eqgs. (4.2.3-4.2.4), ¢ a diminui¢ao das
populagdes na direcdo tangente a interface e com a massa sendo conservada, estas populagdes sao

redirecionadas para a dire¢cdo normal. Com isso, o fluxo da quantidade de movimento normal a

r

interface é constante e igual a pressio hidrostatica (¢’ p) longe da interface, mas na dire¢io

tangente este fluxo ¢ afetado pela queda de densidade. A andlise de Chapman-Enskog em

primeira ordem de k, ¢ insuficiente para que o termo de pressdo descreva a situagdo anterior.
Uma analise da situagdo de estabilidade da interface, na qual o termo correto de pressdao ¢

encontrado, mostra que a expansio deveria ir até a ordem dois em k,, ou seja, R’ deve ser

0o
calculado, o que ¢ uma tarefa enorme. Mas para uma interface plana em um fluido em repouso,
consegue-se obter a pressdo correta, 0 que permite encontrar uma tensdo interfacial correta (que
concorda com as simulagdes): admitindo-se a interface paralela ao eixo x com a fase do tipo R do

lado direito da interface (y positivo), como abaixo:

y
X
Figura 5.1.b.1 — orientag8o da interface
Quando a interface esta estabilizada, tem-se,
vi==1 e v =0. (5.1.b.15)

Com estes valores, a variagdo da quantidade de movimento, num sitio da interface, no

passo de colisdo ¢ dada por:

F=Y(R-RE,. (5.1.6.16)

Usando-se a Eq. (3.2.3) para o célculo na Eq. (5.1.b.16) encontra-se:
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F =Ll —ur—avr}j (5.1.b.17)

. (5.1.b.18)

Ou seja, das Egs. (5.1.b.17-18) e da igualdade p'u” =—p”u” (interface em repouso)
obtém-se finalmente a relagdo entre a velocidade de cada fase e o campo de mediadores, levando
em conta que antes da colisdo as particulas fogem da sua cor (u” >0 e u” <0):

bAVm
ur =220 (5.1.6.19)

" i=20")p

}”A m
% (5.1.b.20)
il—Zr’" ip

b
Uy

Com a solucdo da equacdo de Boltzmann para o caso imiscivel, quando a interface estd

estabilizada, R’ e B, nas Egs. (3.2.5-3.2.6), a “pressdo normal”, 7, e a “pressdo tangencial”,

2

7., sdo dadas por:

— * * _ prz-m 2 or roor.r
z, —Z(Ri + B, )¢, = R [csp O + P uauﬁ]+

r.b_ b

b .r
p T 2 a7 r{, b .m b .m 2 rom_m
+(—)r — [csp Opp + P UGy — AP (uavﬂ+uﬁva)+A P vavﬁ] +
2 +pT

pr't"  pr'r" -
' {(Prferpbfr) (pbr’”+p’rb)}Z(R" R-ikiaciﬂ +

b _.m
PT 2 b b b b
+ c.p’O,+plujuy| +
pbz_m +prTb [Sp B p ﬂ]
r b
T ff ; [Cfp” aﬁ+p”u;u;+Ap”(u;vZ+u;v;”)+A2p”v;’;v’ﬁ"]. (5.1.b.21)

™+ p'T
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Ou seja, usando também u” =u” =0, encontra-se:

r

_ 2 p'p' A pp'tt+pp Tt 2p"7
ezt (p’r”’+pbf”)(1—2f"’){ (1-27")p’ b =20 )}

prpbAZ prpb,z.m +pbpb,z.b _ 2prb oly .
+ (pbf’”—f—p’z'b)(l—Zz"”){ 2y ST (1-27 )}, (5.1.5.22)
T.=clp. (5.1.6.23)

~ 2 r . . r ~
A corregdo no termo ¢,”p em 7, ¢é proporcional a A, ou seja, ¢ uma corregio de

ordem k.

Tensao Interfacial

A tensdo interfacial o ¢ obtida de sua definigdo mecanica [Rothman e Zaleski 1997], pela
integral, na dire¢do y (normal a interface paralela ao eixo x), e em todo o dominio y, da diferenga

entre 7, € 7. :

o= [z, -7 k. (5.1.6.24)

No espago das concentragdes a tensao interfacial, em unidades fisicas, ¢ dada por:

G:h# j-(rrw(w")—rrm (w"))#_rwr). (5.1.b.25)
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Na expressdo acima as novas quantidades I1 ,(w") e IT (w") sdo obtidas expressando-

se p como p(w") e para isso, usa-se a condi¢do assintOtica abaixo, onde p, ¢ a densidade

muito longe da interface:
2 2 2 2
m,=c/sp+pAa.a, +pA’ a,a, =c’p,,. (5.1.b.26)

onde,

_ pp’
O P Y (5.1.6.27)

_ pp’
“ s e 2] (5.1.6.28)

:prprm+prprTr_2pVTV . m 1b29

a, (1—21'”),02 P i (1 27 )’ (5.1.6.29)
r o bm bbb 2 b b

. p(liz;rm/;pf (. ppT +7(1-277). (5.1.6.30)

Com isso, a densidade ¢ dada por:

clp
= S . 5.1.b.31
P (cv2 +A2arar1 + Azababl) ( )

A tensao interfacial € entdo calculada pela seguinte expressao:

(@,a,, +a,a,) dw’
(2 + Aa,a, + Aaa,) w(1-w)

o= %cf (z" - .5)p,. 4 j (5.1.b.32)

0

No entanto, foi usada no integrando o elemento dy na Eq. (5.1.b.9), obtido pelo método

de Chapman-Enskog em primeira ordem, ou seja, com a primeira poténcia do fator de interacao,

sendo assim, a forma correta para a Eq. (5.1.b.32) ¢ a seguinte:

3

|
o= %Csz (Tm _‘5)piniA '([(ararl +abab1)

aw”

P (5.1.33)
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Capitulo 6 — Resultados de Simulacdo

Neste capitulo sdo apresentadas as maneiras como foram medidas a difusividade,
viscosidade, pressdo normal e tangencial, largura de interface e tensdo interfacial, bem como os
resultados obtidos da simulac&o numérica do model o proposto no capitulo 3. Estes resultados sdo

comparados com aquel es previstos pela andlise de Chapman-Enskog.

6.1 Fluidos idealmente misciveis — difusividade

O valor dadifusividade D, naEqg. (6.1.1), dado pela Eq. (5.1.a.6), pode ser comparada

com o vaor extraido de uma simulacéo numérica [Flekkdy 1993]. No trabalho de Fekkdy uma
caixa de largura infinita € preenchida, ao longo da largura, com densidades de particulas

distribuidas de maneira senoidal, como nafigura6.1.1.

12
10 1

densidade do tipo R
o N H [e)] ©

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Asfases R e B ficam separadas em regifes periddicas, as quais tendem a misturar-se com
a evolucdo tempora. Uma expressdo matematica para o coeficiente de difusdo, em fungdo dessa
condigdo inicial, pode ser obtido partindo-se da equacdo da difusdo com densidade p e

velocidade da mistura u,, constantes,

9,C, +u,d,C, =D4,9,,C (6.1.1)

difu™ oo ™~r 0
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onde C, é a concentragdo de particulas do tipo R, uma solucéo da Eqg. (6.1.1) quando u =1U, &

paralelo ao gradiente de concentragdo, J, , € aseguinte:

Cr (X,t) — %Cmax + e—ksdeifutg-n(kSX_ ksut) ]

(6.1.2)

Onde ks € o nimero de onda e C__, a concentragdo maxima. No instante inicia, t = 0, a

concentracdo distribui-se como uma fungdo seno sobre 0 dominio [-eo,+e0] em X:

C (x0)= %cm [+ sin(.x)] .

(6.1.3)

A amplitude daondaem C, (x,t), Eq. (6.1.2), decai com o tempo até o vaor constante C% O

coeficiente de difusdo D, pode ser obtido do decaimento da &rea A(t), contida entre o eixo x e

acurvadefinidapelafuncdo f (x,t) abaixo:

Com| 1
G- e

max

f(xt) =

aqual usando a Eq. (6.1.2) escreve-se como,

fxp)=Je "

sin(kx— kqut)| .
A &ea A(t) entre f(x,t) eoeixox édefinidapor:

At) = D]f (x,t)dx.

Usando-se aEq. (6.1.5) pode-se escrever:

—k. ZD' t oo
e s Hdifu
/ ‘(t)

2

o

ﬂsi n(k,x — k.ut)ldx.

(6.1.4)

(6.1.5)

(6.1.6)

(6.1.7)
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Com isso, no instanteinicial:

AO)= [f(x0)dx= % [|sin(k,x)ax. (6.1.8)
e ) . ~ A0 . -
A difusividade é conseguida da relacéo m , quando é usada a mudanca para a variavel
y=x—ut naEq. (6.1.7):
e—ksth ot Dot
At) = j [sin(k, y)/dy = A(Q)e™ ™, (6.1.9)
—oo—Ut
ou sga,
1 A(0)
Dy, = —Ing——=¢. 6.1.10
difu kszt {A(t)} ( )

A partir de uma simulagdo pode-se obter A(t) e A(0) usando-se a f(x,t) dada pela

expressao (6.1.4) e A(t) dada pela expressio (6.1.6) para o caso discreto:

+L

At) = ZJQ (x,t) — C;ﬁ*

1
-, 6.1.11
c (6.1.11)

max

onde as condi¢des de contorno sdo periddicas na direcdo x e as condicles iniciais sGo dadas pela
Eq. (6.1.3). No instanteinicial ent&o:

+L

A(0) = ZJQ (x,0)—

X=—

Cmax
2

L
C

max

(6.1.12)

Com isso a difusividade é encontrada com a Eq. (6.1.10). Na figura 6.1.2 mostra-se um

resultado de simulagdo onde foi usado C,_, =1 e k, =4, para uma rede de 200 sitios na
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direcdo x e 100 na direczo y, densidade 10 etempos derelaxacio 7" =7° =1 e " =2.As
condicdes de contorno sdo periddicas nas duas direcBes e a condicdo inicial € uma

distribui¢do tipo seno, como nafigura6.1.1.

0.6

0.5 1

difusividade
o o
w N

o
N

e o

0.1 1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
passos de tempo

Figura 6.1.2 — Medida da difusividade numa simulagdo numérica do model o proposto no capitulo 3. O

1
resultado previsto pela expressao (5.1.a.6) €D = E .

Nos primeiros 2000 passos de tempo do resultado na figura 6.1.2 existe Otima
concordancia dos valores simulados com o previsto pela Eq. (5.1.a.6). A partir dai deixa de haver

concordancia, isto porque num tempo infinito a solucdo analitica dada pela Eg. (6.1.2) é

1 : : .
exatamente C, (x,t) = ECmax , mas numericamente existe erro de truncamento numa variavel do

tipo float, a qual representa uma variavel real, com isso existe um residuc At =) =0 e a

difusividade tende a zero:

D= ﬁm{ﬂ} 1 In{ A(0) = cte } 50, (6.113)

At) oo | A(e) = somadoserros = (cte# 0)
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Neste caso, 0 processo de difusdo, devido aos gradientes macroscopicos de concentracéo
inicial, deixa de exigtir, paradar lugar auma misturaem equilibrio.
Na tabela 6.1.1 abaixo sdo apresentados aguns valores de difusividade obtidos com o
método descrito nesta secdo. A rede usada foi a mesma que originou os resultados da figura
6.1.2.

Difusividade ; b m
Simulada| Tedrica T 4 4
0.166669 | 0.166667 1 1 1
0.331565 | 0.333333 1 3 15
0.329481 | 0.333333 3 6 15
0.81903 |0.833333 1 3 3

Tabela6.1.1 — Vaores de difusividade para diversos tempos de rel axacéo

Para valores baixos dos tempos de relaxacdo 7" e 7°, os patamares semelhantes aos da
figura 6.1.2 sd0 grandes e os resultados andliticos concordam mais com os vaores simulados.
Para valores maiores destes tempos 0s patamares s80 menores e para valores maiores ainda, o

patamar ndo se forma. Usando-se 0 método apresentado no trabalho de Flekkoy, a medida da

difusividade é influenciada pelos tempos de relaxagio 7" e 7°.
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6.2 Fluidosidealmente misciveis — viscosidade

O vaor da viscosidade v dado pela Eg. (5.1.a8) pode ser comparado com o valor
extraido de uma simulagdo numérica para 0 caso do escoamento entre placas planas e paralelas.
Neste caso, em regime permanente, é esperado um perfil parabdlico de velocidades e devido a

simetria do problema na direcéo z usa-se a equacdo de Navier-Stokes 2-D, paraadensidadep e a

viscosidade y constantes:

ou_ dp d°u(y)
PO o ay?

onde as placas sdo consideradas paralelas ao eixo x, a velocidade na direcéo x é u, nas direcbes y

(6.2.1)

e z as vel ocidades macroscopi cas sdo consideradas nulas.
Admitindo que em regime permanente a velocidade u ndo varia com a direcéo x, a Eq.
(6.2.1) torna-se:

l@: 9°u(y) (6.2.2)
Hox oy’ o
aqual integrada navariavel x torna-se,
1y, b)) (6.2.3)
M OX oy
Integrando-se mais uma vez:
ap y*
X irvear =u(y). 6.2.4
ox 21 Y+, =u(y) (6.2.4)

As constantes de integracdo r, e r, sdo determinadas usando-se as seguintes condigdes de
contorno: u(y=0)=0e u(y=H)=0,ondeH éadistanciaentre as placas.

Comisso, r, =0 e f1=—21%, sendo a viscosidade entdo dada por:
U

P yiy—H]. (6.2.5)

Parao ponto y = % eusando u = pn , tem-se:

H? op

-0 (6.2.6)
8p u(H /2) ox

77:
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Nas simulagles, o gradiente de presséo é avaliado por % , onde a pressdo pode ser dada

por p=cZp:

g_s(x) _ c2[p(x+ AX) — p(x— AX)] 6.27)

2AX

Para os pardmetros do modelo totalmente miscivel (fator de interagio nulo), 7" =7° =1e
" =2, obteve-se o perfil de velocidades da figura 6.1.1. O vaor de viscosidade cinemética
encontrado usando-se a Eqg. (6.2.6) e fazendo-se uma média aritmética numa linhainteira de sitios
foi 7=0.13323, enquanto que o valor previsto anditicamente dada pela Eq. (5.1.a.8) foi
771 =0.13888. A diferenca entre esses valores diminui com o aumento do nimero de sitios entre as

placas.

distancia entre as placas

0,0E+00 2,0E-07 4,0E-07 6,0E-07 8,0E-07 1,0E-06 1,2E-06 1,4E-06 1,6E-06 1,8E-06 2,0E-06

velocidade Ux

Figura6.2.1 — Perfil parabdlico de velocidades numa simulagdo de escoamento bifasico
(mistura) entre placas planas e paraelas. arede usada é a FCHC (D3Q19)
com 400x30x3 sitios e a condi¢do de contorno nas paredes, emy =0ey =
29, é ade ndo-escorregamento (bounce-back)
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Na tabela 6.2.1 sdo apresentados, para alguns tempos de relaxacdo os respectivos valores
de viscosidade, obtidos com 0 método descrito acima. A rede usada foi a mesma que gerou 0s

resultados dafigura6.2.1.

Viscosidade T r r
Simulada | Tedrica ‘ b m
0.172615 | 0.166667 1 1 1
0.370507 | 0.366667 1 3 1.5
0.561238 | 0.566667 3 6 1.5
0.559141 | 0.583333 1 3 3

Tabela 6.2.1 — Valores de viscosidade para véarios tempos de rel axacao.

Os resultados mostram uma boa concordancia entre a andlise de Chapman-Enskog e a

simulag&o.



6.3 - Fluidos imisciveis - presséo

Uma medida das pressdes normal e tangencial é apresentada no grafico da figura 6.3.1.

Foram usados 4 mil passos de simulagéio na rede FCHC, os tempos de relaxaco sfo 7' =7° =1

e 7™ =2, o niUmero de sitios da rede é 100x100x3, o fator de interferéncia A usado foi % . A rede

foi inicialmente preenchida com 10 “particulas’ por sitio de maneira que na metade esquerda da

rede somente com particulas do tipo B, e na metade direita com fluido do tipo R, como na figura

6.3.1. As condigdes de contorno sdo: solido na direita e na esquerda, e periodicidade nos outros

lados. Os valores de pressdo norma e tangencial obtidos a partir das Egs. (5.1.b.22-5.1.h.23)

respectivamente, sdo representados no gréfico por Pn_analise e Pt_analise. Os vaores de presséo

normal e tangencial medidos da simulagdo sdo dados por Pn_medido e Pt_medido.

‘ O Pt_analise < Pn_analise ® Pt medido - Pn_medido‘

35

3.4

S0, 4
@ @

© ©
3.3 \ ‘ ‘ /
3.2

3.1

2.9
2.8
2.7

2.6

9OROROR0R 0205020202 0R OLOTOROROROROROROROROROROROROROR O @ (CROROXOOROROROXOROX )

2.5 \ \
30.5 355 40.5 45.5 50.5 55.5 60.5 65.5

Figura6.3.1 — Pressdes normal e tangencial ainterface de separacdo entre o fluido azul B e o vermelho R.

Em regides longe da interface o efeito dos mediadores ndo € sentido e as pressdes normal

e tangencial tem o mesmo vaor. O mesmo ndo acontece proximo a interface onde a difuséo

compete com o efeito dos mediadores gerando a diferenca entre as pressdes. Os resultados de

simulagdo confirmam ent&o a andlise tedrica
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6.4 Fluidos imisciveis - largura da interface

O nivel que o modelo atinge, na descricdo da “realidade” da juncdo de dois fluidos
imisciveis, permite compreender a interface de separacgao entre os fluidos como sendo uma regiao
onde estdo presentes as duas fases. Na figura 6.4.1 pode-se observar um degradé entre a fase
totalmente azul e a totalmente vermelha. Neste degradé estdo presentes as duas fases com
concentragdes que variam de maneira conhecida, ja que, na condi¢do de estabilidade da interface

os fluxos difusivos devem se anular (ver se¢ao 5.1.b).

Figura 6.4.1 — A regifo degradé entre a fase pura azul e a fase pura vermelha ¢ a interface
de separacdo entre elas.

Um exemplo da distribui¢do de massa percentual de cada fase, através da interface, ¢

mostrado na figura 6.4.2.

'I.J:I|:l|:||:||:||:||:||:||:||:|I:I|:||:|I:| DDDDDDDDDDDD[‘]
08 O O
06 oo

0
1

Figura 6.4.2 — Concentragdes das fases azul e vermelha ao longo do dominio y perpendicular a
interface, para 4 = 0.5.
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A previsao de largura da interface ¢ obtida pela Eq. (5.1.b.10.b). Usando-se as mesmas

concentragdes w,,. e w), da integral acima, procura-se o valor correspondente da distincia entre

estes dois pontos nos valores simulados. Para o caso dos 10000 passos de simulacdo, numa rede

com dimensdes 100x100x3 e que originou a figura 6.4.2, onde 7" =2, 7' =7’ =1, p,. =10, 4

=0.5, w;, =0.001, w},, =.999 os resultados obtidos foram os seguintes (em unidades de rede):

Largura da Interface analitica = 13.81

Largura da Interface simulagdo =21

Para o caso de mudar-se somente o fator de interacdo A para 0.1, obtem-se excelente
concordancia:

Largura da Interface analitica = 69.067

Largura da Interface simulacdo =70

Neste caso, as concentracdes sao mostradas na figura 6.4.3.

Figura 6.4.3 — Concentragdes das fases azul e vermelha ao longo do dominio y perpendicular a
interface, para 4 = 0.1.

A medida da largura da interface, como foi definida, concorda mais com os resultados
analiticos para menores valores do fator de interagdo 4, como ja era esperado devido as
aproximacdes feitas no capitulo 4. O comportamento da largura da interface com o fator de
interagdo, também era esperado, ou seja, para um fator A4 pequeno a forga exercida sobre as
particulas ¢ menor e estas poderdo ir mais longe na interface. Para um valor de 4 pequeno, a

largura da interface, entdo, deve ser grande e vice-versa.
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6.5 Fluidos imisciveis - tensao interfacial

A expressao dada pela Eq. (5.1.b.33) foi encontrada assumindo-se uma interface plana
estavel, o resultado simulado neste caso foi conseguido somando-se a diferenca (7, —7
através do dominio perpendicular, y, a interface, ou seja, usando-se a expressao dada pela Eq.
(5.1.b.24), o valor simulado/analitico usa os valores simulados de p”, p” para contabilizar a
diferenga entre 7, e 7, os quais sdo dados pelas Egs. (5.1.b.22-5.1.b.23). As evolugdes dos
valores simulado e simulado/analitico sdo mostrados em duas partes nas figuras (6.5.1) e (6.5.2),
onde os parametros usados foram: 7" =2, 7" = =1, P =10, rede 100x100x3,
10000 passos, A=0.5. As condicdes de contorno sdo peridodicas na dire¢do x (tangente a

interface) e bounce-back nas extremidades na dire¢do y. Inicialmente os fluidos estdo
completamente separados e as oscilagdes sdo devido as ondas de pressao criadas pela condicao

inicial.

—&—simulagdo —{1—simul/analitico
©
3
b=
2
£
o
o]
[2]
c
5]
'_
passos de tempo (x10)
Figura 6.1.1 — Evolucdo temporal da tensdo interfacial, primeiros 500 passos.
—&—simulagdo —1— simul/analitico
S
S
€
]
£
o
H
[2]
c
(]
|_
50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
passos de tempo (x10)

Figura 6.1.2 — Evolugdo temporal da tensao interfacial, segunda parte.
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A figura (6.5.3) mostra resultados de tensdo interfacial para varios valores de A, onde os

parametros abaixo foram mantidos fixos: 7" =1.5, 7" =1, =3, P =10, rede 100x100x3,

10000 passos . Os valores analiticos foram obtidos com a Eq. (5.1.b.33).

- - X - -analitico - - I - - simul/analitico - - < - - simulagao ‘

12

10 - XX
@ et
g . LK
= R
) e X
£ 6 LR
o PR
g ) - R
o | i
= ‘,:"m

0 ; ; ; ; ; ; ; ;

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Fator de interagdo A

0.9

Figura 6.5.3 — Tensdo interfacial para varios valores de A.

Para o valor 4 = 0.9 e maiores a simulagao diverge, ou seja, encontra-se valores negativos

para R, ¢ B,.

Para interfaces curvas, pode-se usar uma camara redonda (2D) com bounce-back nas

extremidades, onde uma bolha de raio » € dada como condicdo inicial no centro camara.

Figura 6.5.4 — Bolha de fluido do tipo R para medida da tensdo interfacial.
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O raio da bolha depende do fator de interagcdo 4; usando-se a Lei de Laplace, Eq. (6.5.1),
a tensdo interfacial pode ser obtida como a inclinacdo da reta APx r para varios », como

mostrado na figura (6.5.4).

o =rAP, (6.5.1)

onde AP ¢ a diferenga de pressao dentro e fora da bolha do tipo R.

O critério para o raio da bolha depende da largura da interface, que neste caso foi
escolhida entre as concentragdes w;,, =0.999 ¢ w), =0.001, dessa maneira defini-se o raio da

bolha como:

x(wh,) —x(w),
r ZX(W;”.)+ ( ﬁn)2 ( ml) , (652)

r

r
ini i

ini

onde x(w; ) € aposi¢dao onde a concentragdo w" atinge o valor w, .. A pressdo interna ¢

avaliada no centro da bolha e a externa longe do centro da bolha. Os parametros usados sdo:

=10, rede 200x200 (D2Q9), 4 = 0.4.

=15, =1,7"=3, p

ini

0.5
y =4.7152x + 0.0024
0.45
0.4
0.35 -
0.3 A

0.25 4

Pressao

0.2 -

0.15 4

0.1

0.05 -

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
1/r

Figura 6.5.5 — Medida da tensdo interfacial usando-se a Lei de Laplace, a reta ¢ uma interpolagao.
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O valor analitico dado pela Eq. (5.1.b.33) para este caso prevé 4.832 para a tensao
interfacial, o valor correspondente simulado na figura (6.5.3) € 4.855, o valor tirado da figura
(6.5.5)¢4.715.
O procedimento anterior foi realizado para varios fatores de interagao A4, e o resultado ¢

mostrado na figura (6.5.6).

‘ --4 --Simulagdo W  Analitico
12.000 +
10.000 -
.

5 y o
S 8.000 e
£ _
3 -
£ 6.000 - _
° -
lg ) /./
C —~

4.000 | L7
2 -

2.000 - //.

.
OOOO T T T T T T T T 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Fator de Interacdo A

Figura 6.5.6 — Tensdo interfacial para varios valores de A4, usando-se a Lei de Laplace.

A expressdo para a tensdo interfacial, dada pela Eq. (5.1.b.33), vale para um fluido em
repouso e para interface plana, embora a expressdo completa, como sugere a Eq. (5.1.b.13), deva
depender da velocidade do escoamento. Observa-se nesta secdo que os valores simulados quando
o fluido estd em repouso, apresentando uma interface plana, concordam bastante com os valores
dados pela Eq. (5.1.b.33), que por sua vez, concordam com valores de simulagdo para interfaces

curvas.
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CONCLUSAO

Com o objetivo de simular escoamentos bifésicos, para quando as viscosidades das
fases possam ser diferentes e independentes da difusividade (de uma espécie na outra), foi
desenvolvido um modelo de Boltzmann a trés parametros de relaxacdo independentes. Este
trabalho foi dividido em duas partes, uma que contempla fluidos totalmente misciveis e outra
gue contempla fluidos parcialmente misciveis, no qual existe umainterface de separacéo onde
as fases coexistem. Na primeira parte, foram obtidas expressdes analiticas para: a viscosidade
de cada fase e para a difusividade da mistura; além disso, as equacdes de transporte de massa
e de quantidade de movimento foram corretamente obtidas. Na segunda parte, foram obtidas
expressdes analiticas para: a viscosidade de cada fase, a difusividade na interface, alargurada
interface, as pressdes normal e tangencia nainterface, a tensdo interfacial; além disso, foram
obtidas as equactes de transporte da massa e da quantidade de movimento, a qual apresenta
dois termos extras quando comparada com a equacdo de Navier-Stokes para fluidos
newtonianos (escoamentos incompressiveis), devido as interagdes na regido da interface. A
expressdo analitica para a tenso interfacial foi obtida fazendo-se uma andlise da dindmica do
modelo na interface, exigindo-se que esta levasse ao anulamento da difusdo nesta regido. A
tensdo interfacial foi obtida para o caso do fluido estar em repouso e possuir uma interface
plana e estdvel, quando existe velocidade de escoamento diferente de zero a andlise se
complica e aparecem efeitos que levam a quebra da invariancia galileana. Comparagdes da
tensdo interfacia (interface plana e em repouso) com valores medidos numa simulagdo para
interface curva em repouso estd de acordo com a Lel de Laplace. Todas as expressdes
analiticas foram confirmadas nas simulacBes. O modelo satisfaz a equacdo de difusdo e a
equacdo de Navier-Stokes para fluidos newtonianos incompressiveis, quando € respeitado o

- 2b . ] . . :
limite de D”‘ (capitulo 5) particulas em repouso. A largura da interface obtida é proporcional

adistancia entre os sitios e atensdo interfacial proporcional aintensidade daforca aplicada.

A forma de andlise, na expansdo de Chapman-Enskog descrita nos capitulos 4 e 5,
evitando-se usar a decomposicdo das derivadas temporais, mostrou-se bastante Util, pois,
algumas versdes do modelo apresentado no capitulo 3 foram assim rapi damente investigadas,
além de esclarecer fisicamente 0 processo da expansao.

O modelo proposto deve ainda ser testado do ponto de vista de eficiéncia
computacional, comparando-o com 0s model 0s existentes.

Como evolucéo do modelo pode-se sugerir:
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i) estender o alcance dos mediadores para além de uma unidade de rede;

ii) fazer com que uma particula sga atraida por outra do mesmo tipo,

independentemente do outro tipo de particula estar presente ou ndo no sitio;

iii) extensdo do modelo para a interacdo solido—fluido, possibilitando o estudo de

problemas de angulo de contato dinamico.

Para finalizar, 0 modelo proposto, construido usando-se idéias de todos os outros
anteriores, se apresenta como complementar a estes e contribui para uma melhor compreenséo

dos escoamentos de fluidos miscivels e imiscivels.
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Abstract. Present work is concerned with the construction of a lattice-
Boltzmann (LB) model for ideal miscible fluids. In this particular case,
collision term in LB equation can be modelled by, only, considering mu-
tual and cross collisions between, respectively, particles of the same and
of different kind. A non-linear LB model with three distinct relaxation
times intended to be used in problems with large concentration gradients
is presented. Model enables the independent management of the fluid vis-
cosities u, and up and binary diffusivity D. It is shown that mass and
momentum are, always, preserved and that the model retrieves consistent
hydrodynamic equations in the incompressible limit. Theoretical values,
obtained from Chapman-Enskog analysis, for binary diffusivity and mix-
ture viscosity are compared with numerical values, directly obtained from
LB simulations.

1 Introduction

When two fluids r and b are mixed, long-range intermolecular forces will control
the nature of the resulting physical system. When attractive r-r and b-b forces
are dominant with respect to r-b forces, fluids r and b will segregate. In this
case, fluids are said to be immiscible. Mixtures of fluids can be thermodynami-
cally stable when long-range attraction between molecules of different kinds are
dominant. In this second case, fluids are said to be miscible. When long-range
forces are negligeable, the fluids and their mixtures are said to be ideal.

A review on lattice-Boltzmann models (LB) for miscible fluids has been,
recently, given by Sofonea and Sekerka[1]. Most common LB are based on a single
BGK collision term and momentum conservation requires the relaxation times
for the species k to be identical [2],[3],[4]. In this way, simulation is restricted
to fluids with identical viscosity. Sofonea and Sekerka proposed the following
splitting of the collision term,

7—7‘

0 = (L L) () - R 8
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b P b
€
o= (5 + &) (Bt - 5] @)
where, for fluids r and b, p", p® are the densities, the 7’s are relaxation times,
R;, B; are the distribution functions, and R;?, B;? denotes the equilibrium
distributions, calculated using the mixture velocity w.
Momentum preservation requires

i b b T 1
(202 (B2
or 7" = 7" and 77 = 7. In this way, Sofonea and Sekerka’s model use two in-
dependent relaxation times, replacing the constant relaxation time by a function
of the fractional mass of r and b particles.

In this work, a three-parameter BGK model is presented for ideal miscible
fluids, enabling the independent management of the mass diffusivity and r and
b fluid viscosities.

Although in a different form, a three-parameter model with the same above
features has been, very recently, proposed by Luo and Girimaji[5]. Luo and
Gimaji’s rapid communication was published in the course of present work and,
in spite of the fact that a detailed comparison work is needed considering the
computacional performance of the two models, some comments are given in the
Conclusions section, for clarifying some main differences that could be important.

2 Model

Considering R;(X,T) to be the particles distribution of r-particles in site X
at time T and, similarly, for B;(X,T), lattice-Boltzmann equation for kind K
particles, K = R, B, will be written as

Ki(X +¢;, T +1) = Ki(X,T) + QF(Ro, R, .., Rom, Bo, B, ., Bym) , (4)
where ¢; = lattice unitary velocity along direction ¢, b,, = number of lattice

directions and index 0 corresponds to rest particles. Collision operator Qf, k=
r, b is required to satisfy mass and momentum conservation:

bm
S2r=o, (5)
1=0

b
> =0, (6)
=0
bm
(2 + ) ei=0 (7)
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A three-parameter BGK collision term that satisfies the above restrictions is
proposed in present work, written as

(RN < Ry RO W) < Ry

TT Tm

2 =w

7

, (8)

b:biieq(pbaub)fBi rBieq(pbauT)fBi

0; = +w o , 9)
where
k
ot =2 (10)
p
and
bm
oF =YK, (11)
1=0
1 bm
uk = = Kici, (12)
i

are, respectively, the macroscopic density and velocity of component k, k = r,b.
Equilibrium distributions are taken from the single-fluid O(v?) lattice-Boltzmann
equilibrium distributions as[6],

k k
0/ k _p D
Ki (p ,’U) - ? + meQ CiaVa
D(D + 2)p* Dp* .
%cmcwvavg — W(U)Q , 1= 1bm (13)
k k
p P
K (p*,v) = & or g(”)Q ; (14)

for a generic velocity v and £ = 7,b. In the above equation, as usually, D is
the lattice Euclidean dimension, ¢ = |¢;, b, is a free-parameter related to the
distribution of rest particles, b = b,. + by,,. The first term in the r.h.s. of Eq. (8) is
related to the relaxation of r-particles distribution to an equilibrium state given
by r-component density and velocity, considering r-r collisions, only. The second
term considers r-b collisions and is related to the relaxation of r-particles to an
equilibrium state given by density p” and by a b velocity u®. When component b
is dominant, i.e., when p”/p — 1, collisions r-r are very infrequent and collisions
r-b will impose velocity u® to component 7.
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3 Chapman-Enskog asymptotic analysis

In the continuum limit, K, = h/L — 0, where h is the length corresponding to
a lattice unit and L is a macroscopic length, distribution K;(X,T) is expanded
in powers of K,

Ki=K})+K,K} +.., K=R,/B; i=0,1,....,by, (15)
and the time derivative has an induced decomposition

8 = 8y + Ky + ... (16)

Collision term given by Eq. (8) can be expanded around R{?(p",u), u = w"u" +

wbu?b, giving

r b
2 = (w— + f—) (B (p" ) — R+

Tr m
w” ( D T wb T D b 2

Writting lattice-Boltzmann equation, Eq. (4), in continuous variables, using
a time scale § and the length scale h and using dimensionless variables t* = t/t.,
where ¢, is a macroscopic time, * = x/L,

€ 1 € 1
K_at*Ri + Ciaaa*Ri + §K_at*t*Ri + §Kncmci36a*g*Ri —+
1 w” wb
HeCialp o s = 7= (7 + z) [RY*(p",w) — Ri] +
n
" 1 w" p'r' D b1
- sl A _ g , 18
" meQJ et Tm pb meQJ ¢ (18)

where € = §/t. and
it =>"Kle, (19)
is the K, first order contribution to species K diffusive flux
¥ =P (b —u) = K, 55 + K252 4 (20)
In Equation (18), the first term in the second member will be dominant when

e ~ K,, < 1 and the solution of

w” wb

(5 + %) mrw - R = (21)

T

gives the zero-th order solution to R;,
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RY = R{(p", u). (22)

Using the same reasoning for species b,

B} = B (p", ). (23)

In the first order, R} is the solution of

€
K_naO*Ri + CiaOax Ri =

giving,

T ~m
1 T"T » D 1 1 1
R = Wb+ Tt {—w by c? “ada (F S +

[0a(p Ua) + W uaOap + (Oup” — W 0ap)Cia] +

S| =

Dt2 . o . bD . bD
W ugOy 4 —
c? pOap bmc?  by,c?

(On(05) + 100" i }(25)
A similar expression can be obtained for B}.

4 Macroscopic equations in the continuum limit

Macroscopic equations were found by replacing the distributions Ri1 and Bi1
in the K, expansion of Eq.(4). Mass conservation equation for the k-species is
obtained by multipying the resulting equation by 1 in the ¢;-space and by adding
the K, zero and first order contributions. At first order in K,, species-r mass
conservation equation was recovered in the following form,

Oip" +0(p"ua) + 0a (Jo) = 0, (26)

where the r-species diffusive flux is given by

2
i = =D (@) = —plr™ —1/2)7 0, ) (27)
in lattice units.

In this way, bynary diffusivity depends, only, on the cross relaxation time
and does not depend on the mass fraction of the r and b species. This result is
consistent with Chapman-Enskog resuts, considering the first order c-moments
of Boltzmann continuous equation, when the mass m, = my [7]. In fact, this
restriction canceals the species diffusive flux dependence on pressure gradients.
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For the momentum equation, the lacking of energy conservation in present
model restricts the analysis to the low-velocity, incompressible limit. In this case,
after dropping-out the terms related to V - u, O(u?) and O(j - u), Chapman-
Enskog analysis leads to

at(P“B) + Oa (P‘Saﬁ + P“auﬁ) = n0a [P(aauﬁ + aﬁ“a)] ) (28)

where P = pc? and the kinematic viscosity coefficient 7 , in lattice units, is given
by

c? A+ B
n= T b1 bm T b ’ (29)
D +2 [2(pr 1™ + pb7T) (pP7™ + pr7P)
where A and B are shown below,
A= _p'r'pb (Tm)Q _ (pr)Q TbTm _ (pb)2 7T p'r'pr'r'Tb , (30)
B =207 (1) (7" +7) + 27707 () + (01)] (31)

In this way, in the incompressible limit, Navier-Stokes equation is correctly
retrieved in this LB approximation. Mixture viscosity appears as a complex

function of the three parameters, 7", 7%, 7" and the mass fractions, p", p°.

When p? — 0,
c? r 1
- — - 2
K D+2<T 2>’ (32)

which is the correct expression for the kinematic viscosity of pure component 7.

5 Comparison between Theoretical Predictions and
Simulation Results

Theoretical predictions Eqgs.(27) and (29) were compared with simulation results.
Simulated diffusivity values, shown in Table 1, were obtained using the transient
method presented in Flekoy [8]. Simulation was performed using a 200 x 100 x
3, D3Q19 lattice, with a 10 particles/site for the particle density. Viscosity was
obtained in a 400 x 20 x 3 lattice from the velocity profiles of a plane Poiseuille
flow][9].

There is a very good agreement between theoretical predictions and simula-
tion results even for markedely different relaxation times, although, as it was to
be expected, large values of 7 and/or large differences in viscosity can, substan-
tially, increase the simulation running time.

6 Conclusion

Intended to be used in diffusion-problems with large concentration gradients, in
presently proposed model, relaxation times are non-linear functions of the r and
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Table 1. Comparison between theoretical and simulated results

77 7% 7™ D theoretical D simulated 7 theoretical 7 simulated

0.51 0.51 0.51 0.003333 0.003339 0.0033333 0.003467
0.51 0.8 0.9 0.133333 0.1335 0.083020 0.086198
0.51 2.0 3 0.833333 0.833984 0.378632 0.371125
1 1 1 0.166667 0.166669 0.166667 0.172615
1 3 1.5 0.333333 0.331565 0.366667 0.370507
3 6 1.5 0.333333 0.329481 0.566667 0.561238
1 3 3 0.833333 0.81903 0.583333 0.559141

b mass fractions. Previously, the following three-parameter linear BGK model
was used

Qk — Kieq(pkauk) + Kieq(pkau)

(2

: (33)

Tk Tm
with the same features of the model given by Eqs (8), (9). In this way, it pre-
serves mass and momentum in collisions and gives a consistent hydrodynamics.
Nevertheless, the use of constant relaxation times leads to constant mixture vis-
cosity and this appear to be, only, realistic when concentration gradients are
small. In present notation, Luo and Gimaji’s model [5] can be written as

‘?q r Ty _ X 1
B ) B L et e —w) - (0 — ). (3)

T" Tm

o=

Although the authors did not report their mixture viscosity, the use of a
constant relaxation time for r-r collisions appear to be unrealistic when con-
centration gradients are important. In addition, contribution of r-b collisions to
R; distribution is considered in Luo and Gimaji’s model to be, only, propor-
tional to the first-order non equilibrium term (u” — u®). This difference should
reveals to be unimportant, considering the low-velocity limitations of both mod-
els. Nevertheless, as commented in the Introduction of present paper, a more
detailed comparative analysis is needed, focusing, specially, the computational
performance.
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Abstract

In this paper, a lattice BGK model is proposed for immiscible fluids. Collision operator is
decoupled considering mutual and cross collisions between lattice-particles, with three independent
parameters related to the diffusivity and to the viscosity of each fluid. Field mediator’s concept
described by Santos and Philippi, in Phys. Rev. E 65, 046305 (2002), is extended to the framework
of the lattice-Boltzmann equation and interference between mediators and particles is modelled by
considering that there is a deviation in particles velocity, proportional to the mediators’ distribution
at the site. A Chapman-Enskog analysis was performed leading to theoretical predictions of the

interfacial tension. These theoretical predictions are compared with simulation results.



INTRODUCTION

Flow of immiscible fluids is, classically, treated by considering that the transition layer
has a null thickness and by performing a momentum balance around this layer. At mi-
croscopic level, when two immiscible fluids r» and b are mixed, the long-range attraction
between the molecules of each fluid is the molecular mechanism promoting fluid segregation.
Intermolecular forces may be of many different types, including electrostatic forces between
permanent dipoles, induction forces between permanent dipoles and induced dipoles, dis-
persion forces between non-polar molecules and hydrogen bonds. In the transition region
between the two fluids, a molecule is, predominantly, subjected to attractive fields from its
own phase that acts as a potential barrier and gives rise to fluid-fluid interfacial tension. In
addition, molecules that are found in this transition layer are subject to r-b collisions that
try to mix the two fluids and are responsible for r-b diffusion. The thickness of transition
layer is, consequently, controlled by the strength and length of long-range potentials and by
cross collisions, r-b.

Theoretical difficulty is strongly increased when these two fluids interact with a solid
surface. In fact, the interfacial energies (™ and (% between fluids r and b and the surface
are the main macroscopic mechanisms governing interface advancing or receding on a solid
surface. When interface advances or recedes along a solid surface, dynamic effects will change
the contact angle 8"%/% with respect to its equilibrium value.

Due to the complexity of intermolecular forces and considering their important contribu-
tion in defining fluid-fluid and fluid-solid interaction, boolean lattice-gas and lattice Boltz-
mann appear to be very suitable as downscale methods that can improve the understanding
of complex physical phenomena that are very difficult to describe at the hydrodynamic scale.

In this paper, the field mediators concept, described [1], is extended for Boltzmann models
of immiscible fluids. Mediators are null-mass particles that are emitted from the lattice sites
and which only action is to invert the momentum of lattice particles, simulating a long-range
field. When a site X can be considered as an attractive center for k particles, & = r, b, it
will emit mediators of kind k that will be propagated to neighbor sites in the propagation
step. Interference of k-mediators pull back to site X, k-particles moving away from X. In
this way, following very simple emission and interference rules, mediators try to simulate

the effect of long-range forces in fluid separation. Particles of kind 7 in r-b interface that are



thrown by collisions toward the b-phase will be pulled back to the r-phase when they found
r-mediators in the same site and in the same direction, after propagation step. Mediators
of kind k are emitted from a site X with a probability P* that is proportional to the mass
fraction of k-particles in that site.

Gunstensen et al.[2] and Gunstensen and Rothman[3] are attributed to be the first who in-
troduced immiscible fluids color based models in the frame of the lattice Boltzmann method.
Nevertheless, the most popular two-phase flow model, based on a pseudo-potential function,
was derived originally by Shan and Chen [4]. This method was later extended to three
dimensions[5]. An important drawback in the above model is that it cannot be used for
fluids with different viscosity [6].

In present work, immiscible fluids r and b are modelled by splitting BGK collision term,
separately considering r-r and r-b collisions. In fact, it was, early, shown (see, e.g., Philippi
and Brun[7]) that the collision term in Boltzmann continuous equation for fluid r can be
splitted into a self, r-r and a cross, r-b, collision terms. In this way, in contrast with the
previous models, viscosity coefficients u, and pu;, and binary diffusivity D,; can be indepen-
dently managed using three independent relaxation times. Interfacial tension is retrieved by
modifying r-b collision term, introducing long-range forces in the transition layer through
the use of field mediators. Mediators’ action is restricted to the transition layer and ideal
gas state equation is retrieved for each fluid, far from the interface. In this way, we limit our-
selves to an athermal model and no attempt to describe phase transitions and their related
effects will be given here. The first tentative to a two-phase thermodynamically consistent
model was performed by Swift et al.[8],[9]. In spite of the fact that the development of the
free-energy model was inspired by Cahn-Hillard model, it was pointed out that the model
cannot lead to correct energy transport[10] and, moreover, it is not Galilean invariant[11].
An invariant Galilean model based on the free-energy model was presented in[12] to simulate

multiphase flows (not multicomponent) and deserves more studies.

MODEL

In presently proposed model, considering two immiscible fluids r and b, long-range attrac-
tion between the particles of the same species is simulated by producing field mediators on

the lattice-sites [1], just before propagation step. Considering R;(X,T’) to be the particles



distribution of r-particles in site X at time 7" and, similarly, for B;(X,T'), mediators are
created just before propagation step, following

Zj R](X — Ci,T> + Zj B](X — Ci,T) ’

MI(X,T)=aM/(X, T —1)+ 3 (1)

where ao + 5 = 1.

The first term in the right hand side of the above equation is, in fact, a recurrence relation,
since M (X,T —1) depends on M/ (X,T —2) and on K;(X —2¢;,T—2) , K = R, B, for all
j neighbors sites around site X — 2c¢;, through second order terms in v and (. In this way,
M at site X, will be dependent on the next neighbors r-particles concentration through
first order terms, on the second neighbors r-particles through second order terms and so on.
When a =0 (or = 1), mediators are created at site X, with the solely information of the
concentration of r-particles on next neighbors sites: mediators distribution related to the
direction ¢ will be given by the mass fraction of r-particles on site X — c¢;, at time T'— 1. In
this case interaction length corresponds to 1 lattice-unit. By increasing o with respect to 3,
interaction length can be, arbitrarily, increased.

Mediators are created at each site X and propagated with the unitary lattice velocity c;.

Interference of field mediators with lattice-particles is described in the following.

Lattice-Boltzmann equation for kind K particles, is written as
KZ(X + C;, T + 1) — KZ(X, T) = Q(Ro, ceey Rbma Bo, ceuy Bbm) y (2)

for K = R, B. Collision operator Q¥ is required to satisfy mass and momentum conservation

bm
i=0
bm
Y UB =0, (4)
1=0
bm
=0

A three-parameters BGK collision term that satisfies the above restrictions is proposed
in present work, written as

Or = <p_r> Rieq(praur) — R, + (p_b> qu(pr>19b) - R;

( p r P m

, (6)



where

i=0
and
1 om
u* = VA ZKiCi ) (8)
P i

are, respectively, the macroscopic density and velocity of component k, k = r,b.

The first term in the r.h.s. of Eq. 6 is related to the relaxation of r-particles distribution
to an equilibrium state given by the r-component density and velocity, considering r-r
collisions, only. The second term considers r-b collisions and is related to the relaxation of

r-particles to an equilibrium state given by density p” and by a b velocity
P =" — Aa™ (9)

modified by the action of r-mediators, present in the same site. Constant A is to be related
to interfacial tension. For ideal miscible fluids, A = 0 and this collision term will describe
the relaxation of r-particles distribution to an equilibrium state given by p" and u®, as a
consequence of r-b cross collisions. In immiscible fluids, Eq. 9 means that particles of kind r
will be separated from b-particles by long-range attractive forces from r-phase. In the same
way,

" =u"+ Aa™ . (10)

Mediators velocity at site X is given by

bm
= 3O = MPe, (11)

i=1
pointing to the opposed direction from where mediators were propagated, i.e., to the r-phase.
In pure phases the interference between field mediators and lattice particles has null
effect, as a consequence of the momentum conservation. In this way, far from the interface,

pressure P* is directly related to density p* trough the square of sound speed.

INTERFACIAL TENSION

Consider R}, B} to be stationnary distributions satisfying the equilibrium balance

R =R_;, (12)



Bl =B_;, (13)

where R and B] are the post-collisional distributions.

Interfacial tension o,;, was calculated, using,
o= [ [, ()~ L, (w)] dy (14)
where momentum fluxes are given by

I, = Z(Rz* + B )ciyciy = cip+ pAlayan + pAlayan (15)

2

I, = Y (R; + B )ciatia = €2 (16)

)

and, denoting the red concentration w”™ = p"/p,

wh(w" —1)
r = ) 17
“ (wrrm 4+ 77 —wrrT) (27 — 1) (17)
wh(w" —1)
= 18
b (wrrm 4 7m — wrrd) (27 — 1) 7 (18)
—W ™+ (W)™ — (WT)2TT 4 2T — AWTTTT™ — T 4 AT — 477 (7™)?
Ap1 = s (19)
2rm —1
—rm + w” 27_m — (" 27_b +4wr7b7_m _ 47_b Tm 2
. (= e ) )

A closed form expression for the interfacial tension is obtained, in terms of lattice-
parameters and relaxation times

dw"”

Ti—w) 21)

1
Oy = (7™ — 1/2) Apout / (aran + apapr)
0

where p,,: is the particles density outside the transition layer. The changing variables y — w"

was possible imposing null mass flux through interface.

COMPARISON BETWEEN THEORETICAL PREDICTION AND SIMULATION
RESULTS

Numerical simulations were performed setting & = 0 and # = 1 on a three-layer chamber,
using a 100 x 100 x 3, D3Q19 lattice, starting from an initial fluid distribution where

equal volumes of r and b fluids are distributed, respectively, on the left and right sides of
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FIG. 1: Concentration distributions inside the transition layer.

the chamber. Periodic conditions were used for the upper and down and front and back
chamber surfaces. Bounce-back conditions restritcts fluid velocity to zero at the left and
right chamber surfaces. At ¢t = 0 long-range forces are applied and simulation starts.

Figure 1 shows the pressure distribution inside the transition layer, calculated using
Eqgs. 15 and 16, and measured after simulation has reached the equilibrium. Simulation
parameters are o = 0, 3 =1, 7" =1, 7 = 1, 7™ = 2, A = 0.5. Normal and tangential
pressures are found by measuring the momentum exchanged between the lattice-particles
and a surface placed, respectively, at vertical (normal to y) and horizontal position, for
each point along the median line crossing the interface. Agreement between theoretical and
simulated values is excelent. In the transition layer, pressure deviates from ideal gas law,
i.e., P = c?p, from a positive factor that is proportional to the long-range intensity factor A
(see Eq. 15) and, for each y inside the transition layer, this factor is the difference between
the full black and the trace lines shown in Figure 1.

Figure 2 gives a comparison between theoretical prediction, Eq. (14) and simulated results
for the interfacial tension. Simulated results were obtained by adding all the contributions
to normal pressure deviation across the interface. When, collision parameters 7 are kept
constant, simulation shows a linear dependence of o,,with respect to A. This linear behavior

is, also, followed by theoretical predictions.
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FIG. 2: Comparison between theoretical predictions and simulated results for o,p. 7" =1, 70 = 3,

™ =1.5
CONCLUSION

In present paper, a lattice-Boltzmann model is proposed for immiscible fluids. Collision
term is split, taking mutual and cross collisions into account Long-range forces are simulated
by using field mediators. Simulation results and theoretical predictions compare well for all
long-range intensity factor values that were used.
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