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RESUMO

As vibrações geradas em estruturas compostas por placas e vigas acopladas são 

transmitidas ao longo desses componentes, fazendo com que vários estudos sejam realizados 

com o objetivo de compreender os caminhos de propagação da energia vibratória. Essas 

vibrações geram níveis indesejáveis de ruído, causando desconforto, estresse e até problemas 

auditivos. Entender o caminho de propagação da energia vibratória é uma ferramenta muito 

útil ao controle de ruído, que os pesquisadores buscam há muito tempo. Este trabalho 

apresenta um estudo das vibrações em placas finas, retangulares, com condição de contorno 

completamente livre nas bordas, acopladas com viga de reforço, através do Método da 

Mobilidade. Mostra que o fluxo de energia vibratória nas uniões entre placas e vigas é 

influenciado pela presença da viga, não apenas reduzindo de forma significativa todo o 

espectro, mas, também, alterando o comportamento das freqüências de ressonância do 

sistema. Medições experimentais em várias configurações de placas e vigas, acompanhadas de 

predições obtidas através do Método de Elementos Finitos, comprovam a viabilidade do 

Método da Mobilidade como uma alternativa robusta e eficiente na obtenção de respostas 

precisas de funções de resposta em freqüência, densidade modal e fatores de acoplamento, a 

serem posteriormente usados em modelos de Análise Estatística Energética.



ABSTRACT

The vibrations generated in structures composed by plates and beams are transmitted 

through these components, and several studies have been made with the objective of 

understanding the paths of energy propagation, as well as the types of which carry the most 

energy. These vibrations may generate undesirable noise levels, causing discomfort, stress 

and hearing problems. Understanding the paths of propagation of the vibratory energy is a 

very useful tool for noise control aplication, so researchers have been looking for it for a long 

time.

This work presents a study of the vibrations in thin rectangular plates, completely free, 

coupled and reinforced by beams, through the Mobility Method, showing that the vibratory 

energy is affected, in the unions between plates and beams, by the presence of the beam, and 

that the beam acts not only reducing the amplitude of the vibration but, also, altering the 

behavior of the natural frequencies of the system.

Experimental measurements in some configurations of plates and beams, accompanied 

of predictions using the from the Finite Element Method, check the viability of the Mobility 

Method as a robust, efficient and effective alternative for obtaining precise data of frequency 

response functions, modal density and coupling loss factors, used in studies through the 

Statistical Energy Analysis.
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CAPITULO I

1.1) Introdução

O estudo da transmissão de energia vibratória em estruturas acopladas tem sido objeto 

de muitas pesquisas nos últimos anos. Tais estruturas são encontradas em navios, aeronaves, 

edifícios e plataformas de petróleo, entre outras aplicações. Em todos estes casos, a 

transmissão de energia vibratória através das estruturas e conversão em ruído irradiado é 

motivo de constante preocupação. Estas estruturas são compostas de elementos simples do 

tipo placas, vigas e barras acopladas, tomando a análise do comportamento dinâmico bastante 

complexa. Os poucos métodos de análise disponíveis apresentam restrições, normalmente 

relacionadas às faixas de freqüência de aplicação, ou ao tempo de processamento, ou ainda às 

incertezas dos valores médios espaciais das respostas calculadas.

No caso específico de estruturas de plataformas offshore de prospecção e de produção 

de petróleo, a complexidade da análise é ainda maior pois envolve não somente o acoplamento 

entre placas e vigas mas, também, um grande número de máquinas pesadas e ruidosas tais 

como turbo-geradores, turbo-compressores e bombas de transferência operando



ininterruptamente [28], Estas máquinas transferem quantidades consideráveis de energia 

vibratória para as estruturas que as suportam, Como estas vibrações se propagam com relativa 

facilidade tem-se, como conseqüência, nas regiões mais distantes da plataforma, como nos 

dormitórios por exemplo, geração de altos níveis de ruído, causando desconforto, estresse e 

até mesmo problemas auditivos nas pessoas que passam um grande número de horas diárias 

em ambientes que não possuem tratamento acústico nas paredes, piso e teto (como em 

almoxarifados e oficinas, por exemplo).

2

Figura 1.1 Vista aérea da Plataforma P 19 -  Petrobrás na Bacia de Campos-RJ;

A estrutura de uma plataforma (Figura 1.1), é composta de placas reforçadas por 

vigas, dispostas em forma de grelhas (Figura 1.2 a, b, c e d), que possuem a finalidade 

principal de suportar o peso de grandes máquinas.

As vigas de reforço, que são normalmente construídas em seção I, seção L, seção 

quadrada ou seção T invertida, têm as seguintes dimensões típicas: altura de 0,5 m, largura da 

base de 0,2 m, com alma de espessura de 0,02 m e comprimento podendo chegar a 5,0 m. As 

placas têm, em média, comprimento e largura de 5,0 m e espessura variando de 0,005 m a 

0,01 m. As vigas de reforço estão localizadas a cada 0,5 m a 2,0 m, nas direções ortogonais.
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(a) (b)

Figura 1.2 (a) e (b) Vista de paredes típicas de uma plataforma submarina
(c) e (d) Vista inferior de pisos típicos de uma plataforma submarina

As vibrações de baixa freqüência geradas por máquinas e equipamentos nas 

plataformas propagam-se pela estrutura, gerando ruído através das ondas de flexão, ondas no 

plano e também ondas de torção, sendo que um dos fatores decisivos para que isso ocorra é o 

fator de acoplamento entre componentes estruturais, que apresenta tendência decrescente com 

a freqüência [24],

Sabe-se que nas baixas freqüências, os relativamente altos valores do fator de 

acoplamento propiciam grande transmissão de energia vibratória. Nas altas freqüências, a 

transmissão é dificultada pelos baixos valores do fator de acoplamento. São esperados, 

portanto, níveis maiores de vibração nas baixas freqüências nas regiões mais distantes 

(dormitórios) das áreas onde estão instaladas as máquinas e os equipamentos mais pesados.



Isto pode ser constatado através dos espectros de vibração e de ruído medidos em 

plataformas, em alguns ambientes distantes, mostrados a seguir.

As Figuras 1.3 a 1.6, mostram os resultados das medições de vibração (velocidade) em 

paredes de um dormitório e de Nível de Pressão Sonora em uma sala de controle. As 

medições foram feitas na Plataforma Piloto de Marlin - SS 33, pertencente à Petrobrás, 

fundeada na Bacia de Campos, RJ [36],

Sala de computadores/controle

Freqüência Hz

Figura 1.3 Espectro de vibração (velocidade) medido numa sala de computadores piso (1 e 2), parede (3).

Sala de computador/controle

Frequência

Figura 1.4 Nível de Pressão Sonora medido na Sala de Controle [36],
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Dormitório

Freqüência Hz

Figura 1.5 Espectro de Vibração (velocidade) medido no piso (1 e 2), e numa parede (3) em 

um dormitório de uma plataforma.

Observa-se a concentração da energia vibratória nas baixas freqüências, tomando o 

espectro da resposta estrutural, na forma de velocidade, decrescente com a freqüência. Os 

espectros do ruído formado no interior dos dormitórios possuem mesma tendência. 

Entretanto, podem também sofrer contaminação do ruído gerado através do sistema de 

ventilação/climatização destes ambientes.

A influência dessas vibrações, propagando-se pela estrutura, na formação do campo 

sonoro nas salas de computadores/controle e também nos dormitórios, é altamente



significativa, o que motiva um estudo mais detalhado dos métodos de cálculo com boa 

precisão até freqüências acima de 1000 Hz (altas freqüências) para as quais a aplicação dos 

métodos numéricos ainda é muito dispendiosa e demorada, tomando-se quase inviável. A 

determinação dos caminhos de propagação da energia transferida em sistemas estruturais 

complexos, compostos de placas acopladas a vigas, é também importante para o êxito dos 

trabalhos de controle de ruído em tais estruturas.

Estruturas compostas de placas tendem a apresentar grande densidade modal [1], 

sendo este o principal fator que limita a análise pelos métodos baseados na análise modal, 

sejam eles numéricos, experimentais ou analíticos.

1.2) Métodos mais Comuns de Predição de Vibrações em Estruturas Acopladas

São dois os métodos mais comumente usados para analisar resposta dinâmica de 

estruturas acopladas: o Método de Elementos Finitos (MEF) que proporciona resultados 

precisos na faixa de freqüências envolvendo as primeiras ressonâncias do sistema e a Análise 

Estatística Energética (SEA) aplicável com boa precisão nas freqüências para as quais o fator 

de superposição modal (MOF) é suficientemente alto.

O Método de Elementos Finitos apresenta a grande vantagem de permitir uma ótima 

representação de geometrias complexas, porém calcula apenas os primeiros modos (as 

primeiras dezenas de modos) de uma estrutura complexa. Isso faz com que uma faixa limitada 

do espectro de interesse seja analisada, o que é insuficiente (aproximadamente 200 Hz para 

placas com dimensões normalmente usadas em plataformas).

O MEF requer um grande número de elementos no modelo, para resolução dos 

detalhes da resposta da estrutura nas médias e altas freqüências e isso exige um esforço 

computacional muito grande. No caso de plataformas offshore, a faixa de freqüência de 

interesse é de até 1000 Hz, no mínimo, fazendo com que o MEF necessite de um tempo muito 

grande de processamento, não sendo, portanto o método mais aconselhável, neste caso. 

Mesmo com os computadores de alta performance, como os existentes atualmente e usando-se 

um software comercial de elementos finitos, como Ansys ou Nastran, o tempo necessário para 

solucionar as imensas matrizes geradas devido ao grande número de graus de liberdade é 

muito grande, dificultando a utilização dos métodos numéricos nesse tipo de análise.

A Análise Estatística Energética - SEA é um método que se aplica a casos como o 

descrito anteriormente, pois, os componentes possuem alta densidade modal [25]. Bons 

resultados são obtidos usando-se a Análise Estatística Energética se a densidade modal for

6



alta, mínimo de 10 modos por banda de análise [29], o que toma este método uma importante 

ferramenta de análise em altas freqüências, onde se tem grande densidade modal. A 

recomendação do número mínimo de 10 modos por faixa de freqüência de análise, para cada 

subsistema de um modelo de SEA, baseia-se em observações de resultados de modelos 

desenvolvidos por vários pesquisadores e usuários. Obviamente que as incertezas estão 

relacionadas não somente à densidade modal dos subsistemas, mas também aos seus 

amortecimentos.

Um dos pontos centrais da Análise Estatística Energética é a possibilidade de se 

representar uma estrutura em vários subsistemas (subestruturas), acoplados entre si, sendo 

que parte da energia vibratória de cada subsistema pode ser transmitida a outros subsistemas 

com os quais estiver acoplado [19], Fala-se em energia por ser a variável primária de modelos 

de SEA e a fração de energia que é transferida de um subsistema para outro é expressa em 

termos do fator de acoplamento. A eficiência de radiação e o fator de acoplamento são 

parâmetros ainda em estudo para componentes estruturais do tipo placas reforçadas.
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Figura 1.7 Comparação entre resultados calculados através de SEA, pelo software SEA-LVA-UFSC, 

com valores de medições na Plataforma SS-44 (Marlim) da Petrobrás [36],

Com o objetivo de mostrar a potencialidade do uso de SEA em análise de resposta 

dinâmica de estruturas, a Figura 1.6 mostra duas comparações entre valores de velocidade de 

vibração medidos na plataforma SS-44 da Petrobrás [36] e valores calculados por SEA, 

através de um software desenvolvido especificamente para esse fim [37], para duas paredes, 

de ambientes distintos. A Figura 1.6a mostra ótima concordância de uma das comparações,



enquanto que a Figura 1.6b indica o maior erro observado dentre as dezenas de comparações 

feitas com valores obtidos de medições.

1.3) Objetivos Gerais deste Trabalho

A precisão dos resultados obtidos pela Análise Estatística Energética depende da 

precisão dos parâmetros requeridos pelo sistema tais como: fatores de acoplamento e 

densidades modais, entre outros. No caso específico de placas reforçadas por vigas, encontra- 

se pouquíssima informação na literatura a respeito de funções de resposta em freqüência, 

fatores de acoplamento e densidade modal. Com isto, as aplicações de SEÀ para estas 

estruturas usam valores aproximados destes parâmetros (disponíveis para estruturas 

geometricamente mais simples), ocasionando, em alguns casos, grandes erros nas predições.

O objetivo principal deste trabalho consiste em desenvolver um modelo determinístico 

de cálculo da resposta de placas planas retangulares, reforçadas por vigas, tendo as bordas 

livres. Os efeitos de acoplamento entre vigas e placas são considerados através do Método da 

Mobilidade, também denominado Método da Receptância, Método da Rigidez Dinâmica, ou 

Método do Fluxo de Potência.

Este método faz uso de funções resposta em freqüência tipo mobilidade referentes aos 

esforços que são transmitidos na linha de união entre placas e vigas. Os esforços principais 

são de flexão e de cisalhamento.

Cada segmento de uma placa reforçada, como mostram as Figuras 1.2 a-d, possui 

acoplamento com vigas nas quatro bordas. A determinação das funções de mobilidade de cada 

borda deve considerar as demais bordas livres, o que aumenta enormemente a complexidade 

deste procedimento numérico, tendo em vista as dificuldades de determinação das respostas de 

placas retangulares com estas condições de contorno. Por este motivo, neste trabalho serão 

abordadas placas acopladas a vigas, tendo as demais bordas livres. O objetivo consiste em 

analisar a viabilidade de utilização deste método para modelar uma placa tipicamente 

reforçada por várias vigas, como um subsistema de um modelo de SEA. Desta forma, este 

procedimento poderá ser usado também para a determinação dos parâmetros intrínsecos aos 

modelos de SEA, tais como fatores de acoplamento e densidade modal, destas placas 

reforçadas.

Observa-se que a discretização ocorre somente ao longo da linha de união entre placas 

e vigas, enquanto que modelos numéricos como Elementos Finitos discretizam todo o



domínio, incluindo as placas. Esta é uma vantagem do método da mobilidade em relação aos 

demais métodos numéricos.

A seguir, será apresentada uma revisão dos principais trabalhos encontrados na 

literatura, relacionada ao comportamento dinâmico de placas reforçadas por vigas.

1.4) Revisão Bibliográfica

Embora muitos trabalhos já tenham sido publicados sobre o comportamento vibratório 

de placas planas retangulares com diversos tipos de condição de contorno, poucos foram 

encontrados sobre placas retangulares reforçadas e especialmente sobre placas planas 

retangulares totalmente livres nas bordas. Deve-se frisar que a grande maioria dos artigos 

sobre estruturas compostas de placas e vigas apresenta somente resultados de determinação de 

freqüências naturais, não fornecendo valores de amplitude da resposta do sistema.

Em 1964, Wah [2] apresentou um procedimento para cálculo de freqüências naturais 

de placas retangulares contínuas, reforçadas por vigas igualmente espaçadas, e simplesmente 

apoiadas em duas extremidades opostas e com outras condições de contorno nas duas outras 

extremidades da placa. Um dos objetivos do trabalho é a avaliação da faixa de aplicabilidade 

de formulações desenvolvidas para placas ortotrópicas em placas reforçadas e, uma de suas 

conclusões é a de que nas baixas freqüências, a aproximação para placas ortotrópicas às placas 

com pequeno número de reforços fornece resultados razoavelmente precisos.

Leissa [13], em 1973, fez um trabalho minucioso e preciso sobre vibrações livres de 

placas retangulares. O autor estudou diversos casos que envolvem possíveis combinações de 

condição de contorno, entre borda com engaste, suporte simples e livre, calculando suas 

freqüências naturais, como também mostrando que para a condição de contorno totalmente 

livre nas bordas, não existe uma solução analítica exata.

O trabalho de Olson e Hazell [3] realizado em 1976, mostra resultados de análise em 

placas reforçadas (duas placas com somente um reforço no meio e outras duas placas com dois 

reforços simetricamente espaçados), usando o MEF com elementos de alta precisão e faz 

comparação com resultados de experimentos em tempo real usando holografia a laser, sendo a 

placa excitada por um campo acústico. Os autores enfrentaram a mesma limitação comumente 

encontrada pelos usuários do MEF, ou seja, o tempo computacional demasiadamente longo 

para os cálculos e a limitação de resultados precisos às baixas freqüências. Subentende-se, 

aqui, por baixas freqüências, faixas de freqüência envolvendo os primeiros modos de 

vibração, os quais requerem um número reduzido de graus de liberdade do sistema.



Em 1976, Gorman [9] estudou vibrações livres de placas retangulares com várias 

combinações de condições de contorno, usando o Método da Superposição, mostrou que esse 

método é uma ferramenta robusta, relativamente de fácil implementação e com boa precisão. 

Ainda Gorman [18], em 1978, demostrou que o Método da Superposição pode ser utilizado 

para estudar placas retangulares com bordas livres, obtendo uma boa precisão no cálculo das 

freqüências naturais, como também na forma desses modos.

O Método dos Elementos Finitos foi usado, também em 1996, por Orrenius e 

Finnveden [10] para estudar a propagação de ondas em placas reforçadas por vigas, e a 

influência do número de reforços na propagação da onda na placa. O autor mostrou que as 

ondas de flexão, numa estrutura, podem ser divididas em três grupos distintos de modos, com 

respeito a que parte da estrutura determina qual tipo de onda que propaga melhor o fluxo de 

energia, associado com a onda propagante.

O trabalho de Koko e Olson [6] em 1992, foi baseado no uso de uma nova formulação 

chamada de “Super Elementos Finitos” onde os campos de deslocamento dos elementos são 

representados por funções analíticas e polinomiais, em ambas as direções no plano e os 

elementos foram projetados para que somente um elemento de placa por espaço e um 

elemento de viga por vão sejam necessários para modelar a resposta. A precisão dos 

resultados é boa, porém este método é ainda grandemente limitado ao pequeno número de 

modos que são possíveis de serem calculados.

Em 1993, Sheikh e Mukhopadhyay [7] analisaram placas reforçadas através do 

chamado “Spline Finite Strip Method”. Neste método, “funções cúbicas spline” são adotadas 

numa direção e funções de forma de Elementos Finitos são adotadas numa outra direção, 

como funções de interpolação do campo de deslocamentos. Uma função cúbica spline pode 

ser descrita, aproximadamente, como sendo construída por partes, cada qual por um polinómio 

cúbico, de tal forma que f(x) e suas primeiras derivadas são sempre contínuas. Como analogia, 

pode-se afirmar que é uma régua elástica podendo ser curvada de forma a passar por um dado 

conjunto de pontos (x,y). As placas estudadas eram reforçadas por vigas em diversas posições 

arbitrárias. A desvantagem é que também, só consegue analisar poucos modos de vibração, 

como acontece com MEF tradicional.

Em 1985, Balendra e Shanmugam [4] apresentaram o Método da Grelha (Grillage 

Method) aplicado para placas reforçadas, com o qual estudaram a influência tanto da 

quantidade como das diferentes posições dos reforços acoplados à placa, sendo que o método 

apresenta uma melhor precisão para os primeiros modos. A placa foi dividida, tanto 

longitudinalmente quanto transversalmente, em um número individual de elementos de grelha.
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Foram analisadas placas quadradas e retangulares com diferentes números de reforços tanto na 

direção transversal como em ambas as direções, transversal e longitudinal. Nas baixas 

freqüências, o erro encontrado, no cálculo das freqüências, chegou a 9,5% e 10,4% em relação 

aos valores encontrados por elementos finitos e medições experimentais, respectivamente. O 

erro nas altas freqüências foi substancialmente maior, passando até de 20%.

Em 1996, Zhou Ding [8] trabalhou em placas retangulares, aplicando o método 

Rayleigh-Ritz. As funções básicas para o uso do método, consistem de um conjunto de 

funções de vigas estáticas, que são uma combinação de série de senos e polinómios, que são 

derivadas pela expansão das forças externas atuando na viga como uma série de senos. Os 

coeficientes das expressões polinomiais usadas são determinados pelas correspondentes 

condições de contorno da viga, correspondendo às condições de contorno de placas.

Em 1994, a importância do fator de acoplamento entre sistemas acoplados foi estudada 

por Mace [12], em sistemas lineares, dentro da hipótese de SEA de que a potência de 

acoplamento entre dois subsistemas é proporcional à diferença entre suas densidades de 

energia ou a diferença entre suas energias modais. O autor mostrou que o fator de 

acoplamento depende do nível específico de excitação aplicado a cada subsistema 

individualmente.

Em 1991, Clarkson [5] usou o Método de Receptância para investigar a transmissão de 

energia vibratória através de junções de estruturas de vigas e placas acopladas. O conceito 

principal da aproximação pela receptância é o uso da informação modal dos componentes da 

estrutura para construir as relações força/deslocamento nos contornos dos acoplamentos e no 

local de direção da força em termos de funções de receptância. A função da receptância é 

definida como a razão complexa de um componente de deslocamento numa posição específica 

para um componente de força na mesma ou em outra posição da estrutura. O deslocamento 

pode ser de translação ou de rotação e o esforço pode ser uma força ou um momento. As 

funções complexas da receptância contêm as informações sobre a amplitude e a fase entre a 

resposta e a força de excitação. Seu trabalho concluiu que o método é suficientemente 

adequado para resolver problemas de estruturas complexas acopladas.

Farag e Pan [14], em 1996, usaram também o Método da Receptância para determinar 

as forças internas e os deslocamentos de sistemas de vigas acopladas, em condições de 

contorno específicas, sofrendo somente carregamento no plano. Mesmo sendo o trabalho 

dedicado somente a acoplamentos entre vigas, os autores afirmaram que o Método da 

Receptância é suficientemente preciso na determinação dos esforços internos e das respostas 

em freqüência de sistemas compostos de estruturas acopladas.



Shankar e Keane [34], em 1997, estudaram o comportamento de placas acopladas 

simplesmente apoiadas nas bordas, usando o Método da Receptância, modelando os 

subsistemas como subestruturas, analisando o fluxo de energia vibratória entre as 

subestruturas e comparando com Elementos Finitos.

Cuschieri [15] em 1987, estudando vigas unidas em L, utilizou o Método da 

Mobilidade, e mostrou que o mesmo pode ser utilizado em qualquer faixa de freqüência, ou 

seja, é um método que não tem limite de freqüência para sua utilização, sendo essa uma 

grande vantagem. Este método é idêntico ao da Receptância, utilizado por Clarkson [5] em 

1991.

Em 1990 [16] o mesmo autor usou também o Método da Mobilidade em estruturas de 

vigas acopladas. Em outro trabalho [17], em 1990, o autor utiliza o mesmo método em placas 

finas acopladas em L, cujo movimento é descrito usando a equação de movimento para placa 

fina. Desta forma, ondas no plano são negligenciadas e, portanto, a potência é transmitida 

através da junção somente por ondas de flexão, através da rotação da junção. Ainda em 1990, 

num outro trabalho [20], a potência transmitida através da junção de placas em L é 

considerada, quando as ondas tanto no plano quanto fora do plano, podem transmitir essa 

potência.

Em 1992, Cuschieri [21] usa o Método da Mobilidade em duas placas finas accispladas 

em L, e a resposta da estrutura, potência de entrada e de transferência são analisadas, sendo 

que as placas apresentam características arbitrárias e, com esses resultados, é feita uma 

avaliação paramétrica incluindo áreas diferentes, espessuras, materiais e amortecimento 

estrutural, bem como avalia a resposta do sistema para diferentes pontos de excitação na 

placa. Os resultados obtidos pelo Método da Mobilidade são comparados com resultados 

obtidos através de SEA, apresentando boa concordância.

A formulação e os conceitos básicos sobre a transmissão de energia ao longo de 

estruturas do tipo barras e vigas, submetidos, respectivamente, às ondas longitudinais e de 

flexão, foram tratadas por Baars [22] em 1996. O autor utilizou o Método da Mobilidade para 

calcular o fluxo de potência através dos acoplamentos. Foram analisados os efeitos da rigidez 

de acoplamento, do amortecimento e da rigidez estrutural. O trabalho também apresenta uma 

formulação para a determinação experimental das potências de entrada, de transferência, e dos 

fluxos de potência ao longo do componente em campo próximo e distante. Entretanto o 

trabalho restringe-se apenas a acoplamentos entre vigas.

Estruturas compostas por vigas, formando grelhas, foi o tema do trabalho de Fiates 

[23] em 1996. O autor analisa, pelo Método da Mobilidade, os principais tipos de ondas na



transmissão de energia vibratória e a resposta dinâmica da estrutura. Foram estudadas as 

influências de ondas do tipo longitudinal, flexão e torção na transmissão de energia. As 

vantagens do método são a obtenção determinística da resposta, em todo espectro de 

freqüências e a determinação dos esforços somente nas junções.

Souza [38], em 1999, utilizou o Método da Mobilidade em estruturas compostas por 

vigas, derivando as expressões de mobilidade para o acoplamento entre vigas, partindo das 

equações de onda longitudinal, de flexão e de torção. O autor analisou a contribuição de cada 

tipo de onda na estrutura e concluiu que as ondas de flexão concentram a maior parte da 

energia vibratória, e que a ondas longitudinal e de torção são importantes para o fluxo de 

potência entre componentes acoplados.

Juang [27], em 1993, usa o método da Transformada de Fourier para formular o 

deslocamento de placas infinitas reforçadas com apenas um reforço, sujeitas a uma pressão de 

excitação tipo onda plana, uma força pontual ou uma força atuando numa linha incidindo no 

reforço. Seus resultados comprovam que o reforço promove uma redução na resposta do 

deslocamento da placa reforçada quando comparada com a resposta de uma placa homogênea 

no caso de uma força de excitação na mesma linha ou no mesmo ponto. O autor estabelece 

uma relação, através da equação de Euler, entre a resposta do deslocamento e a resposta 

acústica, de uma placa com somente um reforço. Placas multi-reforçadas são também 

estudadas, quanto a influencia dos reforços na resposta do deslocamento.

Bonifácio [30], em 1998, faz uma análise do fluxo de energia vibratória entre placas 

retangulares simplesmente apoiadas pelo Método da Mobilidade, avaliando inicialmente duas 

placas unidas e, posteriormente, estendendo para placas com viga de reforço na união. Os 

resultados são comparados com o MEF, avaliando os caminhos de propagação da energia 

vibratória e a contribuição de cada estrutura, viga e placa, no processo de transmissão de 

energia.

Sardá [39], em 1999, analisou pelo Método de Elementos Finitos os caminhos de 

propagação de energia entre duas placas planas e retangulares apoiadas em vigas, analisando 

a contribuição das vigas e placas nessa transmissão, e determinando os esforços responsáveis 

pela transmissão da maior parte da energia. O autor também analisou o comportamento do 

fator de acoplamento entre placas apoiadas em vigas.

No trabalho de Ozelame [24], em 1997, a densidade modal e os fatores de 

acoplamento de placas reforçadas por vigas, são analisados usando-se o MEF. O autor mostra 

que a densidade modal da placa não é muito influenciada pelas vigas acopladas como 

reforços. Na ausência de qualquer metodologia disponível, as equações aplicadas às placas



planas produzem resultados considerados como uma primeira aproximação daqueles obtidos 

para placas reforçadas, o que valida a análise pelo método usado. O trabalho mostra que a 

energia vibratória está, quase que totalmente, contida na placa e que os fatores de acoplamento 

de placas tendem a valores pouco dependentes da freqüência, no caso de reforços por vigas.

O trabalho de Langley e Bremner [54], mostra uma nova metodologia de análise e 

predição de respostas de sistemas mecânicos estruturais, no qual os modos de vibração são 

divididos em dois tipos: modos globais e modos locais. Os modos globais são oriundos de 

uma formulação determinística aplicada ao problema de forma geral. Os modos locais são 

abordados através de SEA. Este estudo avalia as respostas das estruturas considerando as 

diferentes densidades modais dos componentes acoplados e proporcionando bons resultados 

tanto nas altas como nas baixas freqüências.

Em 2000, Barrete et alii [40] analisaram vibrações de placas reforçadas usando 

elementos finitos hierárquicos, com um conjunto de funções de interpolação trigonométricas. 

Este trabalho mostra que resultados mais precisos são obtidos quando são usados elementos 

pequenos e funções de interpolação de alta ordem e também que as funções trigonométricas 

dão grande estabilidade numérica e são potencialmente atrativas para análise de vibrações nas 

médias freqüências.

Grice e Pinnington [11], em 2000, estudaram placas (engastadas) reforçadas por vigas 

usando uma combinação de Elementos Finitos e Impedância Analítica. Concluíram que esse 

método híbrido é robusto e eficiente para análise da resposta de placas reforçadas por vigas.

Em 1986, Hagedom, Kelkel e Wallaschek [45] analisaram a resposta dinâmica de 

estruturas espaciais. Essas estruturas possuem apêndices, subestruturas auxiliares tais como 

abas e reforços, em alguns casos modelados como vigas e em outros como placas finas ou 

cascas, sendo que não devem ser consideradas estruturas rígidas e devem ter um efeito no 

comportamento dinâmico da estrutura espacial. Neste trabalho, os autores derivaram as 

matrizes de impedância necessárias para descrever o comportamento dinâmico de placas 

retangulares livres.

Shuyu [41], em 2001, apresentou um método analítico para vibração de flexão de 

placas retangulares com bordas livres, substituindo a vibração bidimensional de flexão da 

placa em duas unidimensionais de flexão de barra fina, fazendo com que a vibração de flexão 

de uma placa retangular com condição de contorno livre nas bordas, seja considerada como 

um acoplamento das duas unidimensionais de uma barra, através de um coeficiente de 

acoplamento. Sua conclusão foi que o método pode ser usado quando não se exige uma 

precisão muito grande na análise.



Em 2001, Hurlebaus et alii [42] estudaram o uso de “filtros” de funções cosenoidais 

na equação diferencial de placas retangulares finas com condição de contorno livre em todas 

as bordas, para se calcular freqüências naturais destas placas. Essa solução foi anteriormente 

lançada por Wang e Lin [43] em 1999. Sua conclusão foi que o método é simples, rápido e 

possui precisão razoável quando comparado a outros métodos existentes.

1.5) Objetivos Específicos

O objetivo específico deste trabalho é analisar a aplicabilidade do método da 

mobilidade para a determinação da resposta e do fluxo de energia vibratória em placas planas 

retangulares, acopladas a vigas, sendo as demais bordas consideradas livres. Para isso, 

inicialmente foram analisadas as respostas de placas totalmente livres e, em seguida, placas 

livres nas bordas, tendo uma viga de reforço. O objetivo consiste em possibilitar o uso futuro 

desta metodologia em placas com vários tipos de reforço e para quaisquer condições de 

contorno. A formulação das vibrações de placas livres nas bordas é sabidamente a mais 

complexa.

1.6) Conteúdo dos Capítulos

O Capítulo 1 apresenta uma introdução do trabalho, uma breve revisão dos métodos 

mais comuns para o estudo de vibrações em estruturas acopladas e uma revisão bibliográfica, 

onde são citados os principais trabalhos e seus autores, que servem de base para o presente 

trabalho.

O Capítulo 2 mostra os conceitos básicos do Método da Mobilidade e da formulação 

de modelos usando Análise Estatística Energética, juntamente com suas formulações.

O Capítulo 3 apresenta o algoritmo matemático para o cálculo das respostas de placas 

planas retangulares totalmente livre nas bordas, as formas dos modos de vibração e a análise 

de placas totalmente livre nas bordas, excitada por uma força pontual transversal à placa, 

usando o Método da Superposição Completo, que foi o método usado para o cálculo das 

respostas das placas em questão.

O Capítulo 4 mostra como se dá o acoplamento entre placas livre-livre. Os resultados 

foram comparados aos obtidos pelo Método de Elementos Finitos, bem como aos 

experimentais. Este capítulo mostra, também, resultados de mobilidade, densidade modal, 

fluxo de potência e fator de acoplamento de placas acopladas sem reforço, na condição



totalmente livre nas bordas, obtidos pelo Método da Mobilidade, Método de Elementos 

Finitos e experimentalmente.

O Capítulo 5 apresenta os resultados das análises realizadas em algumas configurações 

de placas e vigas acopladas, com gráficos de resposta em freqüência, densidade modal, fluxo 

de potência e fator de acoplamento, obtidos através do Método da Mobilidade, usado no 

presente trabalho. Para efeito de validação, os valores foram devidamente comparados com os 

obtidos tanto por via experimental quanto através do Método de Elementos Finitos.

Finalmente, o Capítulo 6 contém as conclusões e sugestões de trabalhos futuros.

Após as Referências Bibliográficas, o Apêndice I trata das soluções de Lévy utilizadas 

neste trabalho, o Apêndice II apresenta um breve resumo das séries de Fourier da função Delta 

de Dirac e o Apêndice III apresenta o fluxograma computacional dos principais programas 

usados neste trabalho.
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___ _______ ______________ CAPÍTULO II

CONCEITOS BÁSICOS SOBRE O MÉTODO DA MOBILIDADE E 

ANÁLISE ESTATÍSTICA ENERGÉTICA

2.1) Fluxo de Potência Vibratória

A potência vibratória transmitida ao longo de meios contínuos através dos seus 

esforços internos é dissipada pelo amortecimento estrutural, sendo transformada em calor e/ou 

irradiada em forma de energia sonora. O fluxo de potência representa a taxa de trabalho 

realizado ou de energia fornecida para um sistema mecânico. A análise do fluxo de potência 

ao longo de componentes é de grande importância, já que o conhecimento dos mecanismos de 

propagação objetiva reduzir a resposta estrutural, principalmente nos casos em que a 

irradiação de ruído é significativa como mecanismo de dissipação da energia vibratória, como 

no caso de irradiação de ruído por estruturas submersas em água. No caso de acústica aérea, a 

dissipação de energia por irradiação de ruído é, em geral, desprezável frente à dissipação por 

outros mecanismos de amortecimento.



O comportamento dinâmico de sistemas mecânicos lineares, em regime permanente, 

pode ser representado por funções harmônicas de duração infinita. Fisicamente, essas funções 

são válidas no intervalo de tempo para o qual a resposta do sistema possa ser considerada 

como permanente. Tal comportamento se dá quando a energia total, que resulta da soma da 

energia cinética a da energia potencial, atinge um valor invariante no tempo.

Recorrendo, outra vez, a um sistema genérico, como o mostrado na Figura 2.1, para 

que seja mantido em regime permanente, a potência que é dissipada deve ser igual à fornecida 

pelos esforços de excitação. No regime transiente este balanço de potência não é válido, visto 

que a potência dissipada é diferente da fornecida (Figura 2.2), sendo que o excedente de 

energia irá aumentar as energias cinéticas e potencial até que, mantida a excitação constante, o 

equilíbrio seja atingido.
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Figura 2.1 Sistema formado por dois componentes

O sistema da Figura 2.1, composto por dois componentes acoplados, pode ser 

representado em função das potências de entrada, transferida e dissipada conforme mostrado 

na Figura 2.2.

Considerando que o acoplamento é conservativo e que o regime seja permanente, 

tem-se, então, para o componente I, o balanço de potências dado por

^ín îrans, 12 ^diss, 1 — ® (2-1)

e para o componente II

K a n s » ~ WdissA = 0 (2.2)



As energias vibratórias totais de cada componente podem ser escritas em função das 

potências de entrada e transferida:

W
E2 = ,rans-- (2.3)

©72

W - W
Ex = —------ ^ 1 1  (2.4)

sendo , a potência de entrada; , a potência líquida transferida do componente I para

o componente II; E{, a energia vibratória do componente i , 77, e rj2 são os fatores de perda 

correspondentes.

Figura 2.3 Força aplicada em um sistema genérico Figura 2.4 Momento aplicado a um sistema genérico

Considerando um esforço de excitação harmônico tipo força aplicado no ponto i, que 

causa uma velocidade instantânea V\ no mesmo ponto (Figura 2.3), este transmite uma 

potência W que pode ser expressa por:

(2.5)

em que Fi é o esforço aplicado no ponto i ;

Vj a velocidade no ponto i.

Caso a excitação seja dada por um momento M e a resposta em função da velocidade 

angular 6 (Figura 2.4), a potência instantânea Wx é, então, dada por

sendo: Mj o momento aplicado no ponto i;

(2.6)
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Q{ a velocidade angular no mesmo ponto.

O fluxo de potência pode ser obtido, também, em função da mobilidade ou da 

impedância pontual

^ r  R e «  í = r  Re(z a > <2-7>

sendo: a mobilidade pontual;

Zjj a impedância pontual.

As equações apresentadas acima são válidas apenas para um esforço de excitação. 

Quando o sistema apresentar múltiplos esforços em pontos distintos, as dificuldades na 

obtenção da potência aumentam proporcionalmente.

2.2) Método da Mobilidade

O uso do conceito de impedância no estudo de vibrações de sistemas mecânicos se deu 

em 1919 através de Webster [52] e, por volta de 1933, Firestone [53] introduziu o termo 

mobilidade entre os pesquisadores de comportamento vibratório de estruturas e sistemas 

mecânicos. A analogia com sistemas elétricos, desde essa época, sempre foi muito enfocada 

por pesquisadores em todo o mundo.

Sabe-se que as características dinâmicas de uma estrutura podem ser definidas por 

funções resposta em freqüência, as quais descrevem a relação causa/efeito entre dois pontos 

de um sistema. Esta função permite identificar as propriedades intrínsecas relacionadas à 

dinâmica do sistema. Vários tipos de funções resposta em freqüência podem ser empregadas 

na análise de estruturas, dentre elas: Receptância(deslocamento/excitação), Mobilidade 

(velocidade/excitação), Inertância (aceleração/excitação) e suas recíprocas, todas inter

relacionadas algebricamente. Estas funções expressam módulo e fase em função da 

freqüência, essenciais para se obterem as informações modais.

A mobilidade indica, portanto, o comportamento da resposta na forma de velocidade 

de um certo ponto da estrutura a uma dada excitação, podendo esta excitação ser de qualquer 

natureza: uma força, um momento flexor ou torçor. Da mesma forma o termo velocidade pode 

representar uma velocidade de translação ou angular.



O Método da Mobilidade é baseado no uso de funções de mobilidade, e utiliza os 

princípios da superposição dos efeitos e da reciprocidade, válidos para sistemas lineares. 

Funções de mobilidade, como são funções resposta em freqüência, podem ser obtidas através 

de métodos experimentais, numéricos ou analíticos, conforme for mais conveniente. Pode-se 

utilizar, também, funções de receptância ou inertância, por isso o método também é conhecido 

como Método da Receptância ou Método da Inertância. Alguns autores o denominam também 

como Método da Rigidez Dinâmica.

A mobilidade pontual representa a resposta, em velocidade, de um ponto a uma dada 

excitação aplicada no mesmo ponto. Já para mobilidade de transferência, a resposta e a 

excitação estão em pontos diferentes.

A mobilidade é definida, então, através da seguinte equação:
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V.
Y- =—  (2.8)

sendo i = j mobilidade pontual

i * j mobilidade de transferência.

Para o sistema mostrado na Figura 2.5, que tem condições de contorno bem definidas, 

a velocidade no ponto 2 pode ser calculada a partir da função resposta em freqüência, 

conforme mostrado na Equação (2.9).

V2( f )  = Y n ( m ( f )  (2.9)

sendo Yn(f)& mobilidade de transferência entre os pontos 1 e 2;

V2(f), a velocidade no ponto 2 e 

Fi(0, a força de excitação no ponto 1.



É importante observar que as mobilidades devem contemplar todas as condições de 

contorno. A resposta, em um ponto de interesse, quando atua mais de um esforço sobre o 

componente, é obtido por um simples somatório de efeitos, válido para sistemas lineares.
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Então, para o sistema mostrado na Figura 2.6, pode-se calcular o vetor velocidade 

através da Equação (2.10).

V2{f) = Yn(f)W )+?n<J)FÁf) + YA2{f)FAf) (2-10)

Caso seja inviável determinar a função de mobilidade em um ponto de uma estrutura 

qualquer, pode-se dividi-la em subsistemas de geometria mais simples, para os quais seja 

possível determinar as funções de mobilidade.

A Figura 2.7 mostra uma estrutura, excitada por uma força externa na extremidade 

esquerda (Ponto 1), para a qual deseja-se conhecer a velocidade na extremidade direita (Ponto 

6). Supondo não ser viável determinar a mobilidade que relaciona a excitação no Ponto 1 com 

a resposta no Ponto 6, para a estrutura inteira, pode-se, por exemplo, dividi-la três 

subsistemas, conforme mostra a Figura 2.8, para os quais se conhecem as respectivas funções 

de mobilidade.



23

Fi(f)^ Z '  Subsistema 1 Subsistema 2

v,(í) v1 2M

Figura 2.8 Divisão da estrutura em subsistemas mais simples

Para cada um dos subsistemas pode-se obter as velocidades a partir das funções de 

mobilidade e dos carregamentos, tal como mostram as Equações (2.13) a (2.18).

^ c n = ^ ( / ) r n ( / ) + F2(/)7 2l(/ )

y 2 ( / )  = *i ( f)Y n ( / )  + F2 (J)Y22 ( / )  

v3 ( / )  = F3 ( /)7 33 ( / ) + F4 ( /)7 43 ( / )

W )  = FÁ f)Y „(f)  + FA( f ) Y M )

Vs ( / )  = F s ifW s s W + F tW Y ^ f)  

V6 ( / )  -  Fs ( / ) ? »  ( / )  + ̂ 6 ( / )  *66 ( / )

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Considerando as condições de continuidade dos deslocamentos nas uniões, nas quais 

as velocidades devem ser iguais e a resultante dos esforços internos deve ser nula, pode-se 

escrever

V2=V3=Va 

V4=V5=Vb 

F 2~Fí~Fa 

F4=F5-Fb

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Considerando livre a extremidade 6, pode-se escrever:

(2 .21)



Aplicando as condiçfies de contorno (2.17) a (2.21) podem.se rees„ever as equaçües 

de velocidades, tal como é mostrado nas Equações (2 .22) a (2 25)

24

W )  = W ) W ) + F , ( / ) y 2 l(/)

VA (.f ) = F, (f)Y n ( / )  + FÁ (f)Y a  ( / )  = Fa cf)Y 33 ( / ) + F , ( /)F 43 ( / )

( / )  = F A ( f ) Y34 ( / )  + (/)!"« ( / )  = Fb ( f)Y ss ( / )

r 6 ( f )  = FB(f)Y 56( f ) (2.25)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Das Equações (2.23) e (2.24) pode-se montar, na forma matricial, um sistema de 

equações (2.26), com o qual determinam-se os esforços internos FÁ e Fb.

De posse dos esforços internos, podem-se obter as velocidades a partir das Equações 

(2.24) a (2.27), incluindo Vt(f), que era o objetivo inicial.

Em suma, para a aplicação do Método da Mobilidade, seguem-se as seguintes etapas:

I) Divisão da estrutura em componentes mais simples, para os quais podem-se 

determinar as funções de mobilidade.

II) Para cada subsistema são escritas equações de cálculo de velocidade em função 

das mobilidades e dos carregamentos.

III) Escrevem-se as condições de contorno (condições físicas que devem ser 

obedecidas) correspondentes às uniões e às extremidades. Nas uniões deve-se 

ter a continuidade de velocidades e o somatório de esforços iguais ao 

carregamento externo na união. Nas extremidades deve-se obedecer às 

condições específicas para cada subsistema.

(2.26)



IV) Aplicando as condições de contorno nas equações de velocidade, obtém-se um 

sistema de equações com o qual pode-se determinar os esforços internos nas 

uniões em função das mobilidades e dos esforços externos.

IV) Com os esforços internos determinam-se as velocidades nas uniões entre os 

subsistemas.

Para o presente trabalho, especificamente, em função do desenvolvimento analítico de 

todas as expressões, a partir das velocidades nas uniões podem-se calcular as respostas bem 

como os esforços internos em qualquer seção transversal, de qualquer componente do sistema. 

Pode-se, também, calcular o fluxo de potência em qualquer ponto da estrutura.

Esta formulação também é válida para potências transmitidas através de vários 

esforços para os quais são considerados mais de um tipo de onda no componente. A resposta, 

de acordo com o princípio da superposição, é obtida pelo simples somatório dos efeitos 

provocados individualmente pelas excitações no componente. Uma das principais vantagens 

deste método consiste na liberdade de escolha do método de determinação das mobilidades: 

experimental, analítico, numérico ou mesmo uma combinação destes.

2.3) Conceitos Básicos Sobre Análise Estatística Energética

A Análise Estatística Energética foi inicialmente desenvolvida, por volta de 1960 [44], 

para se estudar problemas complexos de acústica e vibrações em aeronaves, com o intuito de 

se prever o comportamento vibratório de veículos lançadores de satélites e desde então tem 

sido aplicada em análises de problemas vibroacústicos em estruturas de navios, edifícios, 

automóveis, aviões e industriais. Alguns parâmetros necessários e fundamentais para o uso da 

Análise Estatística Energética serão destacados, a seguir.

2.3.1) Densidade Modal

Sabe-se que a troca de energia modal entre sistemas ocorre quando existe uma 

diferença de energia entre os sistemas em questão e a energia se desloca do sistema com maior 

para outro sistema com menor energia modal [25]. A densidade modal [1] é definida como a 

razão entre o número de modos em uma banda de freqüência pela largura desta banda, 

expressa pela seguinte fórmula

25



-  (modos/Hz) (2.27)

sendo /  a freqüência central da banda de freqüência considerada;

N y  número de modos presentes na banda;

A/  a largura da banda.

Cada modo de um sistema dinâmico representa a capacidade de armazenar energia 

vibratória. Por isso, a densidade modal representa também a capacidade de absorver energia e 

a de transferir energia entre subsistemas.

A densidade modal para uma placa plana apoiada nos bordas pode ser calculada pela 

expressão [1]

» í f )  = j £  (2.28)

em que A representa a área da placa; 

h a espessura da placa;

C , a velocidade de propagação da onda longitudinal, dada por [1 ]

sendo E  o módulo de elasticidade

p  a densidade do material da placa.

Clarkson [33] desenvolveu uma expressão que permite determinar a densidade modal

[m/s] (2.29)

de um componente estrutural através do valor médio espacial e na faixa de freqüência Áf  da 

parte real da mobilidade pontual, através da seguinte expressão:

« ( /)  = 4M«(Re{l’(/)}) (2.30)

sendo: Ma a massa do componente estrutural;



(Re{F(/)}) o valor médio espacial e na faixa de freqüência Af  da parte real da 

mobilidade pontual do subsistema.

27

2.3.2) Fator de Perda Estrutural

O amortecimento estrutural, expresso pelo fator de perda ( 7 7), representa a razão entre 

a energia dissipada por radiano de oscilação e a máxima energia vibratória do componente (ou 

subsistema) [19].

sendo a energia média dissipada em uma banda de freqüência centrada em / ;  

v a velocidade de vibração;

rms e ( ) denotam, respectivamente, raiz média quadrática e média espacial.

Os principais métodos para a determinação do fator de perda estão mostrados a seguir.

2.3.2.1) Método do Decaimento

Este método é, talvez, 0 mais usado por ser o de implementação mais rápida e simples. 

Consiste em registrar a taxa de decaimento das vibrações após a excitação ser subitamente 

desligada, a qual é expressa na forma de tempo de reverberação (T). Entretanto, tende a 

subestimar os resultados já que a resposta dos N modos contidos em uma faixa de freqüência é 

fortemente influenciado pelos decaimentos dos modos de menor amortecimento.

A relação que expressa o fator de perda é [19]:

(2.31)

(2.32)

em que T é o tempo de reverberação, em segundos. 

/  a freqüência central da banda, em Hz.
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2.3.2.2) Método da Medição da Potência de Entrada

Este método baseia-se na hipótese de que em regime permanente a potência dissipada 

pelo subsistema seja igual à potência aplicada ao mesmo, considerando-se adicionalmente que 

a energia perdida pelo subsistema, através dos apoios, seja desprezável. É uma aplicação 

direta da definição do fator de perda, expresso por [1]:

em que Wdiss é a potência dissipada pelo subsistema;

Evlb a energia vibratória ( m (v 2 ̂  )

Este método é recomendado para aplicações em SEA porque permite a determinação 

do amortecimento médio de todos os modos contidos em uma faixa de freqüência de análise.

2.3 J ) Fator de Acoplamento

O fator de acoplamento está relacionado à energia transferida entre subsistemas 

através dos acoplamentos e pode ser considerado uma medida da força intermodal na junção 

do sistema, amostrada na freqüência e nos modos que agem nos subsistemas.

É definido como sendo [1]

W~
17« = ------ 2----  (2.34)

J 2 k / E ^

em que W- representa o fluxo de potência do i-ésimo para o j-ésimo subsistema.

2.3.4) Equações de Balanço de Potência

Numa análise do fluxo de energia entre subsistemas acoplados, são escritas equações 

de balanço de energia (potência) para cada subsistema e, com isso, determinam-se as energias 

de cada um, na faixa de freqüência considerada.



A Figura 2.9 ilustra o caso de somente dois subsistemas, em que, Wjnl e Wdlss l são, 

respectivamente, as potências de entrada e dissipada do Subsistema 1 e, e ^ « , 2 1 as

potências transmitidas do Subsistema 1 para o 2 e do Subsistema 2 para o 1, respectivamente. 

E, ainda, Wjn2 e Wdlss2 representam, respectivamente, a potência de entrada e dissipada no

subsistema 2 devido ao amortecimento estrutural (rj2).

Pode-se expressar, genericamente, este balanço através da seguinte equação:

Subsistema 1: WmJ = WdlssA + Wírans n -  Wírattsai (2.35)

Subsistema 2: Wm 2 = Wdiss 2 + (2.36)

Winl Win2

Subsistemal

1

Wtrans 12

Wtrans21

Subsistsma2

W á ssl Wdiis2

Figura 2.9 Fluxo de energia entre dois subsistemas acoplados.

As potências transmitidas são de vital importância porque determinam as energias dos 

subsistemas excitados indiretamente (em que Wjni= 0), e são também importantes na

determinação da resposta de subsistemas excitados diretamente.

Para o exemplo de acoplamento entre subsistemas (Figura 2.9), considere que apenas o 

Subsistema 1 esteja recebendo potência externa (ou seja Win 2 = 0). Assim, pode-se escrever 

que:

w m,i =  a v A  +  ® t1\2E \ -  a v A  ( 2 -3 7 )

Q =  ú)T]2E 2 + ú ) T ] 2XE 2 - ú } T ] n E i

A razão entre as energias e E2, fica



em que rjn e rjlx são, respectivamente, fator de acoplamento do Subsistema 1 para o 

Subsistema 2 e vice-versa;

Ex e E2 são as energias totais dos Subsistemas 1 e 2, respectivamente; 

r]2 o fator de perda do Subsistema 2.

A potência líquida transmitida do Subsistema 1 para o Subsistema 2, Wliq Y1, relacionada 

através dos fatores de acoplamento, pode ser expressa [25], como segue:

onde TV, e N 2 são, respectivamente número de modos dos Subsistemas 1 e 2, na banda 

considerada,. A Equação 2.40 pode ser rescrita

de onde se pode concluir que, o fator de acoplamento rjn pode ser calculado pela relação

n2, dividindo-se a equação acima pela largura da banda À/5 resultando na seguinte equação

,2 1 = * ” 7l2 — (2.40)
2

~ t̂rcaa,n t̂rans.ll ~ ̂ 12^1 6)T?i2 jy (2.41)
2

(2.42)

Pode-se, ainda, expressar os fatores de acoplamento através das densidades modais «, e

n
(2.43)2̂1 =Vn

e, substituindo esse resultado na Equação 2.42, tem-se uma relação envolvendo as energias 

dos subsistemas



Considerando uma das hipóteses fundamentais de SEA de que a energia 

vibratória está igualmente distribuída entre os N modos, da faixa de freqüência de análise, 

pode-se definir a energia modal E *, como divisão da energia total Ei pelo número de 

modos contidos na banda de freqüência, ou seja

E [ = ^ ~  (2.45)
1 N i

As equações de balanço de potência podem, ainda, serem representadas na forma matricial.

'*7l+*7l2 - V ix ' _  1 X . '

,  ~ V n  V i + V i x ; A . CO
(2.46)

Observa-se, claramente, da matriz acima, que no caso de forte acoplamento ^  »  % e

17j , a matriz tende a tomar-se singular e, neste caso, o sistema de equações não possui

solução. Assim, SEA não é aplicável neste caso, pois todos os subsistemas apresentariam 

mesma energia modal, não havendo fluxo líquido de energia entre os subsistemas. Deve-se ter 

em mente que são considerados valores médios para os parâmetros modais como fator de 

perda e a energia modal. Por isso a alta densidade modal minimiza os erros atribuídos às 

aproximações feitas.

O sistema de equações acima resultou da aplicação de SEA para um sistema 

estrutural/dinâmico modelado por dois subsistemas apenas. Caso o sistema seja representado 

por N subsistemas, o sistema de equações resultante seria de ordem N. Toma-se evidente a 

necessidade de serem determinados, com precisão, os parâmetros citados, para cada 

subsistema.

Componentes estruturais simples, tais como vigas, placas e cavidades acústicas, 

podem ser analisados individualmente, por métodos analíticos/numéricos vastamente 

conhecidos, facilitando a determinação destes parâmetros.

Estruturas “offshore”, entretanto, possuem componentes de geometrias complexas, 

como por exemplo, placas reforçadas por vigas. A Análise Estatística Energética é aplicável 

para os estudos de propagação da energia vibratória através deste tipo de estrutura, para 

freqüências acima de 50 Hz, aproximadamente [1],

A aplicação de SEA para estas estruturas, portanto, requer o conhecimento preciso dos 

fatores de acoplamento, da densidade modal e da resposta em freqüência de placas reforçadas, 

sofrendo a ação de forças concentradas.
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CAPITULO III

RESPOSTA DE PLACAS COM BORDAS LIVRES

3.1) Introdução

A análise de vibrações livres ou forçadas de placas finas, de qualquer geometria, 

constitui essencialmente um problema de valor de contorno. Em geral, procura-se uma 

solução para o deslocamento transversal da placa e este deslocamento deve satisfazer uma 

equação diferencial e, além disso, a solução deve satisfazer às condições de contorno 

prescritas ao longo das bordas da placa.

Para uma placa retangular com condições de contorno completamente livre nas quatro 

bordas, doravante denominada simplesmente de placa livre-livre, não existe [13] uma solução 

analítica exata para a equação diferencial do movimento e, por essa razão, suas freqüências 

naturais não podem ser calculadas analiticamente. Alguns métodos analíticos aproximados 

têm sido desenvolvidos para esse fim, mas a precisão ainda deixa a desejar, como, por



exemplo, a solução por uma série de produtos de autovetores de uma viga livre-livre [41]. 

Sabe-se, na verdade, que essas funções não satisfazem totalmente às condições de borda livre 

de uma placa retangular. Métodos numéricos são os mais comumente usados, mas um elevado 

número de equações algébricas é necessário para o processamento e, neste caso, o tempo de 

computação é um fator que restringe seu uso.

O método analítico de aproximação usado neste trabalho, desenvolvido por Gorman 

[18], e denominado Método da Superposição, baseia-se na escolha de placas auxiliares, com 

soluções precisas e fáceis de implementar, superposicionando estas mesmas soluções e 

combinando-as para satisfazer às condições de contorno de interesse em cada caso específico, 

de acordo com a teoria de sistemas lineares.

O método se baseia na divisão da placa em blocos e o foco de atenção passa a 

concentrar-se somente em um bloco de cada vez, cada um com seus respectivos momentos e 

forças que atuam sobre ele e, depois de calculadas, as suas respectivas respostas são somadas 

e representam com precisão a resposta da placa completa.

A seguir, será fornecida uma explanação dos tipos de análises que podem ser feitas. Se 

o interesse for uma análise da forma do modo (simétrico ou anti-simétrico em relação aos 

eixos ortogonais), deve-se escolher o Método da Superposição Particionado, ou seja, cada 

forma de modo será estudada separadamente e, depois de calculadas, as respostas são 

somadas. Se o interesse não é o de se estudar cada forma de modo separadamente, deve-se 

escolher o Método da Superposição Completo, ou seja, escolhem-se placas que representem o 

comportamento da placa como um todo e obtém-se a resposta da placa.

O método escolhido para esse trabalho foi o Método da Superposição Completo, com 

o qual placas submetidas a forças pontuais foram estudadas. Com o propósito de mostrar a 

potencialidade do método, foram analisadas também as vibrações livres pelo Método da 

Superposição Particionado.

3.2) Análise de Placa Livre-Livre -  Método da Superposição Particionado

3.2.1) Condições de Contorno

As condições de contorno clássicas de placas retangulares, como também a equação 

diferencial [35] que rege problemas desse tipo foram desenvolvidas de forma adimensional, e

X  Vo sistema de coordenadas adimensional, estão representados abaixo, onde £ = — e rj = —.
a b

33



34

V
V

Figura 3.1 - Placa Retangular e Sistema de Coordenadas.

Considerando a Figura 3.1, os momentos de flexão associados com ij e 4 sâo, 

respectivamente [46]:

Mb2 ,a 2w(çf,77) , a 2w(çf,?7),
aD

Ma fô2W (£,7 ) v a 2W(£,7 )
£> = -{ + -

^ 2 drj'

(3.1)

(3.2)

As forças de reação vertical associadas às direções 77 e £ são, respectivamente:

rz>3 , a 3w ( ^ ) , v »^2 a 3w (^ ,7 ) .

sendo 

a, ò

£  *7. 

W

D

E

v
•

M

V

aD

Fa2 ,83W (£g) V* 53W (^ 7 ),

*  f  a# a , 2

(3.3)

(3.4)

dimensões da placa, nas direções x e >>, respectivamente;
í5X y

coordenadas adimensionais, que correspondem a — e —, respectivamente;
a b

deslocamento transversal da placa dividido por a ;

Eh3
Rigidez à flexão da placa, dado por D  =

12 (1 - v 2) ’

Módulo de elasticidade do material da placa;

Coeficiente de Poisson;

(2-v);

Momento de flexão distribuído ao longo da borda da placa; 

Reação vertical na borda da placa;

razão entre as dimensões da placa, dada por $ = —
a
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3.2.2) Equação Diferencial Governante -  Vibrações Livres

Sabe-se que para placas retangulares finas, as ondas de flexão são as mais importantes 

por gerarem maiores valores de deflexões na direção transversal (maior energia modal) e por 

apresentarem maior densidade modal. Por estes motivos, as ondas de flexão exercem um papel 

preponderante no fluxo de energia vibratória entre subsistemas, bem como na irradiação 

sonora por estas estruturas.

A equação da onda de flexão em placas finas, sem excitação externa pode ser escrita 

da seguinte forma [46] :

W M .  o (3.5)
ÔTj oi] ôç ÔÇ

3.2.3) Vibrações Simétricas e Anti-simétricas

Uma placa retangular com bordas livres possui duas linhas de simetria, que 

correspondem aos eixos £ e 7 7 , respectivamente. Sabe-se que, todos os possíveis modos de 

vibração da placa completamente livre mostrada na Figura 3.2, podem ser classificados em: 

simétricos em relação a cada um dos eixos, anti-simétricos em relação a cada um dos eixos e 

simétrico sobre um e anti-simétrico sobre outro eixo central de coordenadas.

I 1

Figura 3.2 - Placa completamente livre, com sistema central de coordenadas.

A formas modais de uma placa retangular completamente livre podem, então, ser 

representadas da seguinte forma em relação aos eixos de coordenadas £ e 7 7 :

Duplamente simétricas W„ (& 77) = W„ ( £ - 17) = W„ ( - £  77)

Duplamente anti-simétricas Waa (£  77) = - W0fl ( £ - 77) = -W asa (-&  77)

Simétrico e Anti-simétrico Wra (£, 77) = Wra (£ ,-77) = -W M (-£ , 77)

Anti-simétrico e Simétrico Waj ( £ 77) = -W as (£ ,-77) = (-£ , 77)



Então, a resposta da placa será representada pela soma de cada forma modal, 

w  (£ * )  = WSM ,T 1) + w j ^ )  + Wía( í , 77) + W. ( £ 17)

As Figuras 3.3 a 3.6 a seguir mostram, como exemplo, a simetria da deflexão de uma 

placa completamente livre.
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1 7

r  ....
/  /  i /
....—  / .—  - /

/
Figura 3.3 Duplamente Simétrico

...... ......... J — L+.

Figura 3.5 Simétrico/Anti-simétrico

/

/

/
Figura 3.4 Duplamente Anti-simétrico

- .......... £ ----------

£

Figura 3.6 Anti-simétrico/Simétrico

E, tendo em vista a simetria, pode-se focar a atenção somente num quarto (—) da placa em
4

questão.

Para a implementação do método, a placa é dividida em 4 partes, sendo a análise 

realizada somente num quarto da mesma, como mostrado em Figura 3.2. A seguir, uma 

análise de cada tipo de forma modal será apresentada.

3.2.4) Modos Duplamente Simétricos

Ao focalizar-se a atenção somente na quarta parte da placa, mostrada na Figura 3.7, 

pode-se dividir o caso em outros dois: os blocos Wl(£,/7) qW 2 (^,tj) que na verdade são dois 

problemas de vibrações forçadas de placas retangulares.



=  q O  w , ^ )  C p  +  c p  w2( ^ )  O  m2(h)
S*_/

Figura 3.7 -  Blocos usados para analisar modos duplamente simétricos
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As soluções desses blocos serão superpostas, para a obtenção da solução geral dos 

modos duplamente simétricos.

Existe, obviamente, o tipo de ideal de condição de contorno que deve ser usado ao 

longo das bordas mencionadas acima, quando o segmento da placa é usado para examinar 

modos duplamente simétricos de uma placa totalmente livre.

As condições de apoio ao longo dos eixos £ = 0 e rj = 0, para este segmento, devem 

ser de apoio simples ou uma condição denominada aqui como “slip-shear”, o que significa 

que, nesta borda não existe nenhuma reação vertical e também nenhum deslocamento angular. 

A condição “slip-shear” está identificada Figura 3.7 por um par de círculos pequenos (oo) 

adjacentes nas extremidades. As condições ao longo dos eixos £ = 1 e rj = 1, devem, é claro, 

ser de bordas livres. Existe somente um outro tipo de condição de contorno que é utilizada ao 

longo dos eixos £ = 1 e tj = 1 dos blocos W1(£,t/) e W2(£,7/), o u  seja, nestes eixos atuam 

um momento de flexão como indicado, ao longo de seus contornos, e a reação vertical é zero.

Focando, agora, a atenção no bloco Wl(£,?7), a solução pode ser escrita na forma 

proposta por Lévy [46] como,

W l(í,7)=  I X W o o s m * #
m=0,l

(3.6)

Pode-se demonstrar que cada termo da série de co-senos da Equação (3.6) satisfaz 

exatamente às condições de contorno “slip-shear” prescritas nas suas extremidades 

4 = 0 e ^  = 1 • Esta é uma exigência para todas as soluções do tipo Lévy [46].

Substitui-se, agora, a Equação (3.6) na Equação diferencial (3.5). As variáveis,

4  e 77, são determinadas separadamente e para cada valor de m pode-se escrever

d4Ym(7i) 2 4 \m x ) 2d2Ym(Tj)
ÕT] 4 ÕJJ2

■ + 0A{[mx]2 -Ã 4 }Ym(T]) = 0 (3.7)

onde Ã2 = co a A— é o autovalor adimensional. 
\D



Esta é uma equação diferencial ordinária de 4a. ordem, cuja solução é bastante 

conhecida. Sua forma depende do sinal do terceiro coeficiente da equação, isto é:

Para À2 > (m n f  , tem-se:

Ymíl) = Am cosh^ m7 + 5 m senh/3mJj + Cm cosymrj + Dm senymTj (3.8)

Para Á2 < (mn ) 1 , tem-se:

Ym(Jl ) - A m c°shPmr]+Bm senil/3mTj + Cm coshymT}+Dm senhy j ]  (3.9)

onde Am,B m,C me Dm são constantes a serem determinadas; 

j Í = # 2[A2+(™*)2];

Ym ~ ^ 2[^2 ~ (mn')2] ou Ym = ^ 2[(w;r)2 -  A2] são sempre positivos.

À  borda 77 = 1 está livre de reação vertical mas o momento de flexão harmônico Mj(£) é 

diferente de zero, e dado por.

b ^  = ^ Em cosm7r£  (3‘10)«D m=Q,l

Para facilitar, usa-se a mesma série de co-senos utilizada na Equação (3.6).

O próximo passo para o desenvolvimento da resposta do bloco Wj (£, rf) consiste em 

avaliar as Equações (3.8) e (3.9) quanto às condições de contorno prescritas. Por exemplo, 

para se ter simetria nas bordas £ = 0 e 77 = 0 , do segmento da placa em questão, o segundo e

o quarto termos das Equações (3.8) e (3.9) devem ser nulos. Estes termos são anti-simétricos 

em relação à borda 77 = 0 .

Conforme já mencionado, como não existe reação vertical, substituindo as Equações 

(3.8) e (3.9), que agora já não mais contém senos ou senos hiperbólicos, na Equação (3.3) e 

considerando reação vertical igual a zero na borda 

-> Para Z2 > (m n ) 2 , tem-se:

Ym(Ti) = ám{cosh/3m7i - 0 lmcosymTj} (3.11)
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Para A2 < irrnt) 1 , tem-se:

Ym<!i) = cosh/m̂ } (3.12)

39

onde 0 X ~ v t  (m;r) sinhP*
rm(rm2 + v<t>1{mx)2) sinym

fí -PmU3* -V f irn n f Sinhpm 

Ym ÍYm -  V 4? ( m n f ) sinhym

O passo final relacionado ao bloco W1 (£,?/) envolve a Equação (3.10). Ao 

substituírem-se as Equações (3.11) e (3.12) no lado esquerdo desta equação, pode-se 

expressar Ym {rj) em termos dos coeficientes Em, assim:

Para A2 > {mu) 1

Ym(l) = Em{6n cosh/?m77 -  9nm cosyji)  (3.13)

em que

Sinj3 )
ZZ2

n =__________ZZ\
(ZZlv

{ZZ2{Pm ))sm yn
ZZ2

com ZZ1 = - p m (Pl -  v V 2 (rn iif )

ZZ2 = ym(j2m+v'<l>2(m7i)2)

e para À2 < (mn;)2 , tem-se

Ym {ri) = Em {#22 cosh Pmt] + dn cos ymrj) (3.14)

1
em que d22m =

( CB m  ™ y ' )  C O S h A )

„  = ___________ZZ1__________
23m rzziv

(ZZ2(/?m+ ^ - ^ ) )  coshy.
ZZ2

com ZZ\ = - p m{Pl-v</>2 (m7t )2)

ZZ2 = ym{y2m-v ( f) 2 {mjt)2)
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e a Equação (3.1) fica:

** E
W l(£?7) = + +

m=0,l llm

k-\ £
+ Z  ^ -{ 0 0 3 1 1 ^ 7  + ̂  cosrm7}cosrn^} (3.15)

m=k’ +1 “ 22m

sendo fim - ^ Ã 2 + (m n ) 2 ;

/ m = $tJa2 -  {m icf , para o primeiro somatório, A2 > (m?r)2;

/ m = <f>-yj(mn) 2 -  Ã2 , para o segundo somatório, À2 < (mn)2;

0 Xm = -{(,£„ se n h /? J /( /m sen r J K /?«2 - v  ^ { m n f ) l { y ^  + v > 2(m^)2};

@2m = -{(Pm senhy9m)/( /m sen h rJK A »2 -  v > 2(w ^)2}/{rm2 -  v > 2(w ^)2}

&\\m = ^ (O v + y f  (m* )2}cosym -  {/3m2 -  v <f>2 (m;r)2}cosh fim;

#22m = -{(0 j  -V 0 2 (m x)2 )cosh0 m +0 2m{ym2 -V 0 2 (m x)2 }coshym};

k '= *
2

A seguir, será analisado o segundo bloco W2 (Ç,jj) da Figura 3.7. Nota-se 

imediatamente que a forma da solução é idêntica à usada no bloco W1 (£>?), porém devem 

ser observadas algumas pequenas mudanças, tais como o momento de flexão M 2 (rj) ao longo 

de £ = 1 que é expresso como

M Á l) a _ CQSWOT7 (3.16)
D  w—0,1

Desta vez, o índice n substitui o m, e o rj substitui o E,. Refazendo toda a 

manipulação matemática, conforme já realizada para o cálculo de W1 (£,77), pode-se mostrar 

que

W2(&»7) = ^ ^ { c o s h & Ê  + ̂ c o s ^ c o s w n /
n=0,l"lln

£_J £

+ £  •̂ J 1~{cosh/?„£ + 9ln cosynÇ}cosnTtr]} (3.17)
n=i"+l 22n

sendo / ? „ = ! / + ( nn) 2 ;



yn = 1  /tf^À 2# 2 ~ (nn ) 2 , para o primeiro somatório, Ã2 > (nn j1;

Yn = V H ( n * ) 2 -  A2^ 2, para o segundo somatório, Á2 < (nx)2;

n = -{(PnsenhPn)/(ynsenyn)}{Pn2 -y<f>\nn)2 }/{Y„2 + v</>2 (rm)2}',

Oln = “{(#, senh Pn ) KYn Senh Y n)) iPn ~ V' ^  1ÍYn ~ V f  (n ^ f  )

#Un = K  {(Yn2 +  ̂  (™)2 ) COS Yn ~ {Pn ~ V' f  (n7t f )  } C0Sh Pn í 

#22n= -{(Pn  -  v^2(«;r)2)cosh/?„ + 02n{ y 2 - v f  (n n )2}cos\iy n)

A resposta do modo duplamente simétrico é, então, dada pela soma da resposta de cada bloco, 

ou seja:

(3.18)

3.2.5) Modos Duplamente Anti-simétricos

Pode-se observar, pela Figura 3.8, que os blocos usados nesta análise são diferentes 

dos usados para os modos duplamente simétricos. A análise deve ser feita de modo análogo, 

sendo que a série trigonométrica usada neste caso deve ser de funções senoidais. Aqui, as 

bordas £ = 0 e tj = 0 tem apoio simples (representado pela letra s), ou seja, os deslocamentos 

e momentos de flexão ao longo destas bordas são sempre nulos e, nas outras bordas a 

condição ou é a mesma já mostrada no item anterior, dois círculos adjacentes (oo) que 

indicam borda com condição “slip-shear” ou bordas com momento de flexão.

s ------ »

s W <&1) ~ C D
Wjíta) CD M2(nJ

O
CD
CD

I
G

Figura 3.8 - Blocos usados para analisar modos duplamente anti-simétricos

Com relação ao bloco W1 da Figura 3.8, a solução proposta por Lévy [46] é:
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m=l,3,5

sendo que a borda r] = 1 está livre de reação vertical, porém o momento de flexão 

harmônico M, (£) está atuando e é diferente de zero. Expandindo na mesma série de senos, 

tem-se:

i M g l .  £  £ „ s e „ ^  (3.20)
oD mf0 >5 2

Seguindo um procedimento idêntico ao feito anteriormente, pode-se demonstrar que 

W 1 pode ser escrito da seguinte forma:

k* £  

W1(£í7) = Z  (^ m cosh J3mrj+Bm senh Pm?j + Cmsenym?j +Dm cosymrj)s e n +
«i=l,3,5 ^

2t+l

+ s  c°sh P jl  + senh P ji  + Cm sen ymrj + Dm cos / m7/) sen (3.21)
2.

onde o primeiro somatório, em que m < k *, refere-se aos termos À2 > e o segundo

somatório refere-se aos termos em que /l2 < ( ~ - ) 2.

Usando da condição de apoio simples na borda rj = 0 e a condição de reação vertical 

zero na borda tj = 1, três constantes podem ser avaliadas. Usando também do momento de 

flexão ao longo da borda 7  = 1, pode-se obter a resposta do bloco W l,

W1(£ t7) = £  4 ^ ^  senh p m7j + sen y mrj) sen ̂
m=l,3,5 ^llm  1

2k+l p u
+ X  s e n h + s e n h 7m7 ) s e n (3.22)

m=í'+2 22m ^

sendo /?,„ = ̂ Ã 2 +(mn ) 2 ;

/ m = -  (m n ) 2 , para o primeiro somatório onde A2 > (rn r if ;



43

ym -  0 ^J(m7r) 2 - Ã 2 , para o segundo somatório onde Ã2 < {mn)2;

02 m = ~(rm - ( ^ ) V > 2)cosh r j n w J  - ( ^ ) 2v > 2)c o sh /u

0nm =(rm2 +v*2(!y ) 2}senrm- d Xm{ f i 2 -v<f>2( ? f ) 2) ;

*22.  * W 2( ^ ) 2 - r m2}senhrm + 02mH 2( ^ ) 2 -  /?m2}senh(3m

Com relação ao segundo bloco W 2 d a  Figura 3.8, nota-se também que a forma 

da solução é idêntica à usada no bloco W1 (£,77), porém devem ser observadas algumas 

pequenas mudanças, tais como 0 momento de flexão M 2 (tj) ao longo de £ = 1 que é expresso 

como

Aqui, está também sendo usado n em substituição a m e 77 em substituição a £ . Refazendo a 

manipulação matemática já feita para o cálculo de W1 (£,77), obtém-se

W7Z77
~ 2 ~

sendo
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K  = - Í (A  senhy»,)/^, senh r . V t t â -> 'V 2(™ )2}

Então, a resposta do modo duplamente anti-simétrico é dada pela soma da resposta de 

cada bloco, ou seja:

W ^(£/7) = W1(£;7) + W2(£77) (3.25)

3.2.6) Modos Simétricos/Anti-simétricos

Os blocos utilizados para analisar a família de modos simétricos/anti-simétricos estão 

mostrados na Figura 3.9. Eles diferem pouco dos usados para os duplamente simétricos e 

duplamente anti-simétricos. A maior diferença envolve as funções de Fourier utilizadas.

% . n  f
-— —

------- »

s w  (ir,) =

— & —
.—

!  w, (in) c 0  +

l
j í l  M ,

Figura 3.9 -  Blocos usados para analisar modos simétricos/anti-simétricos e anti-simétricos/simétricos

Analisando o bloco W1 e em analogia ao que já foi apresentado até aqui, o momento 

de flexão M x{^) ao longo de rj=1 , expresso por,

2*-l

(3.26)
m=l,3

e, a resposta do bloco W 1 fica

W l ( £ / 7 )  =  2  ^ { c o s h 0 m Tj +  e i m c o s y m 7 i } c o s ? ^ L  +

m=0,l,3 &\\m  2

2k-\  P  t

+ 2  -^ { c o s h /? m77 + 02mcos?V7}cos-— (3.27)
m=0,1,3 “ 22m
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sendo Pm= ^ Á 2+ ( ^ ) 2 ;

, Lj ,m x . 2 • • • & /"J^x2Ym -  y \\a  ~ (-----) t para o primeiro somatono, Â > (-----) ;
V 2 2

Pm = 0 ij(~ ~ ^ ~ )2 ~ % »para o segundo somatório, A2 < ( c ~ f ;

4 .  = -{(/?„ senh A ) / ( r .  sen^)}{^m2 - +  v > 2( ^ ) 2};

= “ {(&, senh A , ) / ^  senhrm)}{/?m2 -  vV 2( ^ ) 2} / { / m2 -  v > 2( ^ ) 2) 

*11« =^lm<(rm2 + ^ 2( ^ ) 2)COS/m — {fim _VV 2(““ )2}}COSh ^ m í 

«22m =-{(^m2 -  V^2( ^ y ) 2)COSh + 02m{rm2 -  V ^ ^ y -^ JcO S h ^}

Voltando a atenção para o bloco W2, o momento M 2 (jj) tem a seguinte expressão

i-1
^ 2  07)= Y*EnC°Snlnl

n=0,l

e, a resposta do bloco W2 será:

W2(£,77) = j  senhfinÇ + sen y j ) sennrurj +
»=0,1,2 0u„

i -1 £
+ Y  — S-(0 2n senh finÇ + senhymÇ)sennnr)

»=0,1,2 #22*

sendo /?„ = 1 / <f>«\£<j>2 + (nn ) 2 \

yn = 1 / <f>̂£<j>2 -  (m t)2 , para o primeiro somatório, A2 > (n^r)2;

/„  = 1 / <f>̂ (ri7t) 2 -À 2 $2, para o segundo somatório, A2 < (nn)2;

«i» = “{(A senh/?„)/(/„ sen/„)}{/?„2 - v<j>2(n7c)2}/{yn2 + i/V2(#mt)2};

«2„ = “ {(& senh/?„)/(/„ senhyM)}{ ^ n2 -  v*<f>2 (nn)2} I{y 2 -  v* <f>2 (nn)2}

(3.28)

(3.29)



*11» = 0 in{(.rn2 +v<t>\rm)2 )cosyn - { f i 2 -  v > 2( ^ ) 2}}cosh#,;

#22» = "{(A 2 ~ ( f ) 2) cosh pn + 02„ {/„2 -  v^ 2 (nn ) 2} cosh yn}

Então, a resposta do modo simétrico/anti-simétrico é a soma da resposta de cada bloco, ou 

seja:

W „(& *) = W 1(6í7) + W 2(£ í7) (3.30)

3.2.7) Modos Anti-simétricos/Simétricos

Deve-se notar que existem modos simétricos em relação a £ e anti-simétricos em 

relação a 7 , mas também existem os modos anti-simétricos em relação a £ e simétricos em 

relação a 77. Fazendo-se uma analogia em relação ao item anterior (Figura 3.9), para os

simétricos/anti-simétricos usa-se <f> = — e para o anti-simétricos/simétricos usa-se <f> = —,
a b

como também o autovalor k , inicialmente k  = oa 2 J —  ou X  = cob2 A—  .
VD V£>

Então, a resposta do primeiro bloco para os modos anti-simétrico/simétricos fica:

Í4  E
w \ ( £ 7 ) = 2 - senh p n?] + sen ̂ 7 ) sen

m=0,l,2 lm

+ Ê  senh A,»7 + senh / m7 ) sen (3.31)
m=0,l,2 ^22m

sendo +(?£■)’ ;

y m = 0J k 2 -  ( ^ - ) 2 , para o primeiro somatório, X  > ( ^ - ) 2;

= 4>J(c^ - ) 2 -  X  , para o segundo somatório, X  < ( ^ - ) 2;
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* < U ( r .2 + v t \ ? y ) 2 )cosym- { ? :  - v V 2( ^ ) 2}}cosh/?n ;

— « A a - y ^ ) > o s h / j m+e2m{ r J - v ^ ) 2 }coshym}

e, a resposta do bloco W2 será:

K(£>n) = Z  ■r2- í cosh^ + ^ cos^ > cos^ ’ +
n=0,l,3 ü \ \n  1

+ Z  ^ { c o s h /? „ £  + <92„ c o s^ ,£ } c o s -^ }  (3.32)
»=0,1,3 022» Z

sendo /?„ = 1 / + (nn)2 ;

yn = \! 0 tJà20 2 - ( n n )2 , para o primeiro somatório, > (nn)2; 

y„ = l/ #yj(nn) 2 -  À2 <f>2, para o segundo somatório, A2 < {nn)2;

= -{ (A  senh Pn) /(r» sen )} {A,2 ~ v</>2 (nn )2} ! { y 2 + v<f>2 (nn)2);

K  = "{(A  senh p„) t(yn senh y„)} {0 2 -  v > 2 (nn )2} /{/„2 -  v > 2 (nn)2}

0n» =#iB{(X»2 +v&2 (nn)2 )cosy„ - { f 3 2 - v V 2( ^ ) 2}}cosh#,;

022» = "{(A ,2 -  v^2( ^ ) 2)cosh/?„ + 02n{r„2 -  v^2(«^)2}coshr„}

e a resposta do modos anti-simétrico/simétricos é dada pela soma da resposta de cada bloco, 

ou seja:

W ̂  (£  tj) = W l(£ 7 ) + W2(£, 77) (3.33)

3.3) Análise de Placa Livre-Livre -  Método da Superposição Completo

33.1) Equação Diferencial Governante -  Vibrações Forçadas

A resposta de lima placa fina, submetida a uma onda de flexão, provocada por uma 

força variando harmonicamente no tempo e concentrada em um ponto, como mostrada na 

Figura 3.10, pode ser obtida pela seguinte equação diferencial [46]:
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D(

Figura 3.10 Placa Livre-Livre sob a ação de uma força pontual 

ô*w(x,y,t) + 2 ôAw(x,y,t) t õ4w(x,y,t)
õx4

) - p  hú) = P{x,y,t) (3.34)
ôx2õy2 ' dy4 

sendo P  a força transversal pontual harmônica.

Com vistas ao programa que foi implementado para o cálculo da resposta de uma placa 

livre-livre, decidiu-se que tanto o sistema de coordenadas, quanto as equações diferenciais e 

suas implicações, seriam adimencionalizadas. Para isso, os eixos cartesianos ortogonais x e y

x yforam substituídos por £ = — e rj = —, como mostrado na Figura 3.10 e considerando que
a b

as condições de contorno são as mesmas para todos os valores de t, pode-se simplificar a 

Equação (3.34), como segue

dr\ 4 d?i2ÔÇ2
(3.35)

3.3.2) Condições de contorno

Para uma placa finita, a condição de contorno livre nas bordas é:

I - para as bordas localizadas em £ = 0 e £ = a

a2w  a 2w
----- +Ü£ J 1  = 0 (3.36)
ÕÇ2 õr) 2

5 3w  a3w
^ +<2 - ü )w = 0  ( 3 -3 7 )



II — para as bordas localizadas 77 = 0 e rf = b

ô 2W 0 2w

1 F +Ü1 F = 0  ( 3 ' 3 8 )

5 3w  a3w
w + * - o )w w = 0  (339)

Considerando a Figura 3.6, os momentos de flexão adimensionalizados, associados com 77 e 

£ são, respectivamente:

a£> Ô T j2 Ô Ç 2

^ = _{a ^ 7) +4 £ ! w ( |^ } (3>41)
a# 2 <t>2 ôTj2

As forças de reação vertical associados com 77 e £ são, respectivamente:

(3>42)

a£> ^  ôT] d ç 2

Va2 ,a 3w(#,77) 1 v* a 3w (# ,7 )3 (3 43)
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ÕÇ ÕT]2

sendo k*= (2-v^);

M  Momento de flexão distribuído ao longo da borda da placa; 

V Reação vertical na borda da placa;

3.3.3) Procedimento Matemático

Para a análise da resposta de uma placa livre-livre sob a ação de uma força transversal 

harmônica num ponto arbitrário, pelo Método da Superposição, necessitam-se de cinco 

blocos, que representam a placa em questão, sob a ação de momentos nas bordas e da força de 

excitação atuante sobre ela, como mostrado na Figura 3.11.
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Figura 3.11 Representação esquemática de blocos utilizados para a análise de vibrações 
forçadas em uma placa completamente livre sob uma força transversal.

Nota-se claramente que os dois primeiros blocos já foram analisados no Item 3.2.4. e, 

suas respostas já foram calculadas.

Então
* E

W l ( £ / 7 )  =  £  — {cosh fim T] + 0lm cos y m Ti) cos m n Ç  +
JR=0,1 11/B 

k-1 £
+ X  — {coshp mt] + 0 2m cos r mJj} cos mzç}

m=i*+l “ 22m

(3.44)

i ’ £
W2 (£,rj) = {cosh0 J + 0 ln c o s c o s nm? +

"=0,1 “ 11 n 

k~ 1 ^
+ —z - {cosh J3J + 02n cos y j }  cos nTFTj}

n=*‘ +l 2̂2»i

(3.45)

sendo & o número de termos na expansão de Fourier;

2

Pm = ^ A 2+ (m x)2 ;

/m = ~ (mx ) 2 »para o primeiro somatório, À2 > (m x ) 2 ;
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7m ~ ^V(m;r)2 ~ ̂  ’ Para 0 segundo somatório, X2 < (m x)2\

K  = ~{(Pm senhPmViym - ^ V 2^ ^ ) 2} / ^ 2 + V ?(lMC?} \

02m=-{(Pmsenh/?m)/(ymsei3hym)}{pm2 - v  <j>2(mx)2}l{y 2 - v  <f>2(mx)2}

0 \xm = 0 im{(rm2 + v4>2 (m x)2 }cosym- { P 2 - v V 2(/H/r)2}coshyffm;

&22m = -{(P m2 - v0 2(m* f)c°sh /? m + 02m{ym2 - v 0 2(m x)2}coshym}

Pn - 1 / 0 tJA20 2 +(tl7l) 2 ;

y„ = \ / 0 ^À 20 2 -  (n x j2 , para o primeiro somatório, Â2 > (nx )2; 

y„ = 1 / <f>̂ (nx) 2 -  Ã2 (/>2 , para o segundo somatório, /l2 < (n;r)2;

Q\n ~ ~{(Pn senh Pn)l(yn sen T',,)}{ p 2 -  v*<f>2(nx)2 }/{y„2 + v ’$ 2 (nx )2};

&2n = -{(Pnsenh Pn) /(r« senh yn)} { P 2 -  vV 2 (n x )2} /{/„ 2 -  v> 2 (/i7r)2}

^ii» = 0 in{(r„2 + ^ 2 (njr)2 ) cosyn ~{Pn 2 - v * 0 2 (n x)2 }}coshp„;

#22n =-{(Pn2 -  v# 2 (nx)2)cosh P„ + 0 2n{ y 2 - v0 2 (nx)2}coshyn}

A seguir, o foco de atenção se toma o bloco W3 (£,?). Analisando, agora, o terceiro 

bloco W3 (£,77) da Figura 3.11, nota-se que a forma da solução é idêntica à usada no bloco 

W1 (£,77), substituindo-se, porém, 77 por (1 - 77) e m por p , a solução do terceiro bloco fica

** E

W3(£, 7 ) = Z  T T -  {cosh Pp 0  ~ *7) + e\P cos 7P 0  “ ■*7» cos PxÇ +
P^\U\\p 

k-\ £
+ Z  ^ { c o s h ^ ( l - 7 7 )  + 02/,cos^(l-/7)}cos/?;r#} (3.46)

p = /t'+ l &22p

sendo Pp = <f>̂A2 + (px)2 ;

yp = (f>̂À2 -  (px)2 , para o primeiro somatório, Â2 > (px)2; 

yp = px)2 -  À2 , para o segundo somatório, A2 < (px)2;

3 p = ~{(Pp senhpp)/(yp senyp)}{p 2 -  v<f>2(p-x)2}!{y 2 + v <j>2(px)2}; 

e2P =~{(Pp senh Pp)/(yp senhyp)}{pp2-v  <t>2(pn)2}l{y2-v <j>2(j>x)2}\ 

0up = &\P{(yp +v<f>2(px)2)cosyp -{Pp -v ‘ (f>2 (px)2}} c,oshPp\



Oiip = ~{(Pp2 - v0 2 ( px ) 2 )c°sh 0 p + 0 2p{rp 2 ~ v4>2 {Pn )2}coshyp};
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E esta é a resposta do bloco W3 (£,17).

E, obviamente, para o quarto bloco fV4(^, 7 ) ,  a solução é idêntica à usada no bloco 

W2 (£,77) , substituindo-se, porém, £ por ( l - £ )  e n por q , a solução do quarto bloco fica

Jt* £
W 4(£7) = ^coshPqQ~f )  +#1? c o s (!-£ )}cosqjcri +

?=0,1̂ 11?

+ j  {cosh (1 -  £ )+ 02(? cosyq (1 -£ )}  cos ̂ ^77} (3.47)
?=*'+l 22?

em que Pq = 1 / tf^Á2# 2 + {qn)2 ;

= 1/$*Jã20 2 -  (<7#)2 , para o primeiro somatório, A2 > (<?;r)2;

= 1 / <j>4 {qn) 2 -?}<f>2, para o segundo somatório, Ã2 < {qn)2;

0* = -i(Pq senh Pg) Krqsen rq)} {fit-v*2 (?*)2} i{yq2 + v V 2 (?*)2};

K  = -{{Pq senh Pg )Krq senh yq )} { p 2 -  v> 2 {qjt)2} ! { y 2 -  v> 2 { q n f };

0ii? = 0i? K/ ? 2 + v t2 (qx)2 )cosyg -{ f} 2 -v'</>2 {qn)2}} coshy£?;

022? = ~ {(^?2 -  V(t>2 {qn? ) cosh p q + 92q {yq -  vtf>2 { q i t f} cosh yg}

O quinto e último bloco tem as chamadas condições de contorno “slip-shear” ao longo 

de todas as bordas.

Sobre o bloco em questão, atua uma força transversal, concentrada e harmônica, 

posicionada nas coordenadas u e v, como mostrada na Figura 3.12. Divide-se o bloco em dois 

segmentos separados por uma linha comum em 77 =v. Dois conjuntos de coordenadas são 

montados, como indicados na Figura 3.12, um para cada segmento, aos quais serão 

denominados de segmento W51 (£, 7 ) (o segmento superior) e W52 (£, 7 ) (o segmento inferior).
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Figura 3.12 Representação esquemática do bloco W5

A solução para o segmento superior W51 (£, 77) , pode ser expressa como [46]

w sl( f ,> / ) = £ i ; ( i 7)cosfer (3.48)
/=o,i

e, além disso, comparando com o estudo feito para o primeiro bloco W1 (£,77), pode-se 

escrever que: 

para Ã2 > {In) 2

Yt (77) = A, cosh P fl + B, cos 7,77 (3.49)

e para Ã2 < {ln) 2

Y, (77) = A, cosh P fl + B, cosh y,Tj (3.50)

sendo J3, = + {ln) 2 ;

y, = 0 -Jà2 ~{ln ) 2 , para 0 primeiro somatório, Â2 > {In) 2 ; 

y, = ^ { l n ) 2 - Ã 2 , para 0 segundo somatório, Ã2 < {In) 2 ;

A solução para o segmento inferior W52 (£, 77) pode ser determinada de forma idêntica. 

Basta somente mudar 0 subscrito 1 por 2, assim

w B(i.i7) . | ; i ' , t o ) c o s / * i
7=0,1

e, mais ainda, para A2 > {In) 2

Yt (17) = C, cosh P,r} + D, cos ̂ 77

e para A2 < {In) 2

Y,{rj) -  C, coshP/TJ + D, cosh y,Tj

(3.51)

(3.52)

(3.53)
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sendo /?, = </>̂À2 + (Inj1 ;

yl = (fi^À2 -  (In ) 2 , para o primeiro somatório, Â2 > {In)2;

yl = <f>̂ (lx) 2 -  /í.2 , para o segundo somatório, Â2 < (Itc) 2 ;

Deve-se escolher, para representar a amplitude da força harmônica concentrada, a 

função impulso Delta de Dirac, distribuída ao longo da reta comum aos dois segmentos, 

porém concentrada na coordenada u. Esta função pode ser expandida numa série tipo co-seno 

[46], ou seja, a força transversal harmônica concentrada pode ser escrita como

2P ^ ,c o s /^ ru
« í )  = —  :— cos/** (3.54)

°  1=0,1

õ ,= 2 , 1 = 0
sendo

õ, = 1, / > 0

Para quaisquer “/ ” termos (Fourier) da força, haverá uma resposta envolvendo 

“/ ” termos das Equações (3.49) (3.50) e (3.52) (3.53). Isto significa que existem quatro 

coeficientes A,,B,,C, e D, que devem ser avaliados. As Equações necessárias relacionando 

esses coeficientes são obtidas com as condições de continuidade através da linha comum de 

interseção.

Estas condições são [46]:

1) Continuidade do deslocamento lateral;

2) Continuidade do deslocamento angular da normal no contorno;

3) Continuidade do momento de flexão M n através do contorno;

4) Continuidade ditada pelo equilíbrio dinâmico.

Existem, então, quatro equações algébricas não homogêneas, baseadas nas condições 

de continuidade da reta comum aos dois segmentos, habilitadas a calcular os quatro 

coeficientes desconhecidos das Equações (3.49), (3.50), (3.52) e (3.53) em termos da 

amplitude da força adimensional atuante. A seguir, será examinado este conjunto de equações. 

As equações de continuidade podem ser escritas da seguinte maneira [46] 

para Ã2 > (In) 2



A, cosh p t\  + Bt cosy ,v  -  C, cosh fi,\*  -  Dt cosy,v* = 0

AlPl senh P , v -  B,y, seny , v + C]fil senh /?,v* -  Dlyl seny ,v* =■ 0

AjPf cosh -  B,yf cos y , \ -  cosh /?yv* + Dty]  c o s / ;v ‘ = 0

p *
4/? / senh Pf v + Bty, sen / / v + C,/?/ senh v + D,y, sen y ,v = (— ) cos /;r u

8i

e, para /I2 < (/;r) 2

A, cosh P ,\  + B, c o sh /;v -  C, cosh p,\*  -  D, cosh^v* = 0

AtPt senh P ,\  + Bly l senh y , \  + CiPl senh Pt\* + Dty, senh y,v* = 0

A,pf cosh Pt v + B,yf cosh y,v -  C,pf  cosh Ptv* -  D,yf cosh y,v* = 0

P*
A,Pf senh P,v + B ,yf senh y ,v  + CtP f senh p ,\*  + D ,yf senh y ,v* = (— ) cos In  u

5i

sendo u* = (1 -  u) e v* = (1 -  v)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)
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(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

Resolvendo esse conjunto de equações, pode-se mostrar que:

para Á2 > (In ) 2

e para À2 < (In) 7

A,=

B ,=

C,=

D ,=

A,=

B,=

C,=

P* cos /n  u cosh Pfi*

^/(A 2 + r / ) A senhA

P" cosln  u cosh y,v* 

s ,(Pf +yf )y,  sen7 ,

P* cos In  u cosh P,v  
8,(Pf + yf )P, senh p t

P* cos In  u cosh y, v 
8/ (Pf + yf )yt sen y,

P* cos In  u cosh P ,\' 
S,(P f ~yf )P,  senh/?,

-P * c o s /;ru  cosh^v*
S,(Pf ~yf)y,  senh/,

P ’ cos In u cosh Pt\  
ô,(P? ~yf )P,  senhp,

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)
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-P *  cos In  u cosh y,v
(3.70)

$i (Pf ~ Y? )Yi senh Yi

Agora, com as soluções exatas para os coeficientes A,,B,,Ci e D,, pode-se mostrar 

que a solução para o quinto e último bloco da Figura 3.12 é

onde, para o primeiro somatório, os coeficientes e Dx estão expostos no conjunto de

Equações (3.63) a (3.66) e, para o segundo somatório, os coeficientes Al,B,,C l e D, são os

mostrados no conjunto de Equações (3.67) a (3.70).

Todos os blocos foram, então, analisados e conseguiu-se a resposta de cada um deles. 

Com isso, somando-se as respostas de cada bloco, tem-se a resposta de uma placa retangular 

livre-livre, sob a atuação de uma força pontual P, dada pela equação abaixo

oo
W 5(£7) = 2  (Aj cosh p fl  + B, cos y,if + C, cosh + Dt cos ynrj) cos InÇ +

(3.71)
00

]jr (A, cosh (3{q + B, cosh y,rj + C, cosh + D, cosh y,rj) cos InÇ 
1=0,1

Wpiaca&n) = Wl(^,7) + W2(^,7) + W 3(£t/) + W 4(^,7) + W 5(£;/) (3.72)

ou seja,

ffí—K t i  í.í.m

fl—K 1-1 í íf l
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j  ~r~  i cosh Pp -  ? )+ °\P cos y p o  -  7 » cos p *g +p=o.î iip 

k-1 ^
S  ~ r~  i cosh Pp t1 +0 2PcosyP Q - v )}cos piz% +

P=k'+\ “up 

** £
2 7T~{c o s h (1_^ )+ î? cosr?(W )} c o s 3*7  +

q-0,l* 'l lq

£  { c o s h  /?, (1 -  £) +  0 2? C O S  (1 ~  £)} C O S  qTTTJ +

*=*•+1 “22$

00

^  (A, cosh J.3,tj + B, cos y,rj + C, cosh p fl  + Dl cos ynrf) cos Ini; +
1= 0,1

CO

^ ( A ,  cosh P{i7 + B, cosh y,jj + C, cosh Pfl + D, cosh y,T}) cos hrg
1= 0,1

em que,

p m = ^ A 2 +(m7r) 2

ym -  tfyjk2 - (m j r)2 , para o primeiro, A2 > (m rif

Ym ~ ( m 7C) 2 ~ X2 , para o segundo, X2 < (m n ) 2

6 \m = ~{(Pm senh Pm)K jm sen ym)}{Pm1 -  v  f ( m 7c f } l { y 2 +v  f i n i n f }

#2m = ~{(Pm senh Pm)l<Jm senhyj}{pj - v'j2(mx)2}/{yj -v>2(m?r)2}

0nm =#im{ ( r J  +v</>2 (m7r)2 )cosym- { p 2 - v > 2(/n^)2}}cosh/?m

#22m  = ~ { ( P m 2 ~ ^ ( W ) 2 > C O S h / ? m  +  0 l m { Y m  " V ^ 2 ( / W ^ ) 2 } C O S h }

A = 1  I ^ X Y H n x ?

yn = l / 0 s]J?0 2 ~ (nn ) 2 , para 0 terceiro, A2 > (nx ) 2

yn = \l<f>^(nn) 2 -  A2#2, para o quarto, A2 < (tin ) 2

&xn = -{ (A  senhPn) /(yn senyn)}{P„2 -  v > 2(nn)2 }/ { y 2 + v<j>2 (rue)2}

0 2„ =-{(/^n senh senh - v > 2(«^-)2}/{^„2 - v > 2(n^r)2}

^11» =  0\n { ( Y n  +  * ^ 2 (” * ) 2 )  COS r „  -  {Pn ~  *  f  ( ™ f  ) } COSh P „

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)



022» = -{ (A 2-v ^ 2(n;r)2)cosh/?„ +02n{yn2 ~v<f>2(rtn)2}coshyn) (3.87)

0 ,= + J * + ( l>*)’ (3.88)

y = - ( p r i f  , para o quinto somatório, (3.89)

y = 0yj(px)2 -  Á2 , para o sexto somatório, A2 < (p;r)2 (3.90) 

= -{(y9p se n h ^ )/( rp sen/ ,  )}{/?/ -  v > 2( p - ^ ) 2} /{^2 + v > 2( ^ ) 2} (3.91) 

02p = -{(AP senhPp)Hyp senh yp)} {Pp -  v > 2 (/?;r)2} / { y 2 -  v > 2 Q?;r)2} (3.92) 

0np =0ip{(rp2+ ^ 2(P^)2)co s /;>-{/?/,2- v V 2( ^ ) 2}}cosh^p ; (3.93) 

022p = ~{(Pp2 -v<f>2(pn)2)coúípp +0lp{yp -v<j>2(pn)2)coshyp} (3.94) 

Pq = l / ^ A Y + ( q x ) 2 (3-95) 

y = 1/^t/ÃV2 “  (<? )̂2 > para o sétimo somatório, A2 > (qn)2 (3-96) 

Yq =11 <f>4(qn)2 -  A2 (j>2, para o oitavo somatório, À2 < (qn)2 (3.97) 

0i? = ”{(A? senh p q) /(/, sen yq)} { p 2 -  v > 2 (qn)2} /{ ^ 2 + v > 2 (qn)2} (3.98) 

02ç = ~{(Pq senhPq)/(rq senhyq) } { p 2 - v ^ 2(qn)2} / { y 2 -  v > 2( ^ ) 2} (3.99)

: 0ii, = 0i9 { ( / /  + ( w f )  cos ̂  -  {/?92 -  v V 2 fow)2}} cosh Pq (3.100)

022, = ~{(Pq2 -v<f>1(qn)2)cos\\pq +0lq{ y 2 -v<f>2(qn)2}cosh.yq} (3.101)

para o nono somatório, onde A2 > (In)2

À P* cos ln  u cosh /?, v*
' W , 2+ r/)f lse o h fl

f « » / » .  c o ja v
<W/ + r / ) r /  sen/,

P'cosln  u cosh fi,v

# W fa + r? )A » n h A

f c o s t e u  coshr,v (3105)
<W/ + r ,) r ,s e n r /
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e para o décimo e último somatório, onde Â2 < (In)2
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P* cosi TV U cosh p y

ôi(Pt ~ Y?)Pi senh Pt

- P '  coslx  u coshy,\*  

Si(P? ~ r f ) r ,  senh/,

A, = V r -  y  - r  -7  T - (3.106)

B, = (3.107)

= p -co sfau  cosh/?,V (3 108)
<W , - y ,  )P, senh A

- f c o s f a  u ooshr,v (3109)
<W / - t f ) / !  senh/,

Assim, uma vez calculada a equação do deslocamento transversal de uma placa livre- 

livre, excitada por uma força pontual, pode-se pensar em um acoplamento entre duas placas 

nas mesmas condições, com ou sem viga de reforço ao longo desse acoplamento.

3.4) Validação de Resultados

Com o propósito de apresentar e validar os resultados obtidos pelo Método da 

Superposição, de placas planas na condição livre-livre, as Tabelas 3.1, 3.2,3.3 e 3.4 mostram, 

respectivamente, os cinco (05) primeiros autovalores duplamente simétricos, duplamente anti- 

simétricos, simétricos/anti-simétricos e anti-simétricos/simétricos, de uma placa plana de 

alumínio, com 2,0 m de comprimento, 1,0 m de largura e 3,0 mm de espessura, densidade 

igual a 2660 Kg/ m 3, amortecimento rj = 0,01, coeficiente de Poisson igual a 0,3 e módulo de 

elasticidade 7,1.1010 Pa, calculados através do Método da Superposição Particionado, que 

identifica as famílias dos modos. Como comparação, as tabelas apresentam resultados de 

autovalores calculados através de Elementos Finitos e as respectivas formas modais.

A programação através do Método de Elementos Finitos se deu através do software 

Ansys 5.3, utilizando-se o elemento de placa SHELL 63 [47], com dimensão de 2 cm, 

garantindo mais de 8 elementos por meio comprimento de onda.

Para a obtenção dos modos através do Método da Superposição Particionado 

utilizaram-se as Equações (3,15), (3,17), (3.22), (3.24), (3.27), (3.29), (3.31) e (3.32). Nestas 

equações tomou-se k=15, que corresponde ao número de termos dos blocos, sendo que esse 

valor foi obtido através de sucessivas tentativas de cálculo, proporcionando resultados com 

precisão. Na programação, a procura dos modos se dá através de um autovalor inicial, a partir 

do qual todos os outros autovalores, na faixa de freqüência escolhida, são calculados.
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CAPITULO IV

RESPOSTAS DE PLACAS LIVRES ACOPLADAS

4.1) Introdução ^

Neste capítulo, é calculada a resposta de um sistema composto de duas placas planas 

iguais, acopladas através de uma linha comum, sem nenhum tipo de reforço no acoplamento. 

Com o propósito de comprovar que o Método da Mobilidade, usando-se o Método da 

Superposição [18] escolhido para a obtenção de respostas de placas livre-livre, fornece 

resultados precisos, decidiu-se, também, determinar as respostas do mesmo sistema pelo 

Método de Elementos Finitos e experimentalmente.

Por causa das dificuldades inerentes às medições experimentais, escolheu-se trabalhar 

com placas de alumínio, por serem mais leves e de fácil manuseio.

A Figura 4.1 ilustra o sistema composto de duas placas acopladas, e a Tabela 4.1, 

apresenta as características mecânicas das mesmas.



60

Tabela 3.1 Modos duplamente simétricos de uma placa livre-livre

Número do 

modo

Autovalor [Hz] 

Método da 

Superposição

Autovalor [Hz] 

Método Elementos 

Finitos
Forma Modal

w jÆm

WÈr jÆSk

01 4,00 4,00

02 16,49 16,50

03 22,21 22,23

04 26,88 26,89

Z À

05 49,73 49,76
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Tabela 3.2 Modos duplamente anti-simétricos de uma placa livre-livre

Número do 

modo

Autovalor [Hz] 

Método da 

Superposição

Autovalor [Hz] 

Método Elementos 

Finitos
Forma Modal _

01 4,87 4,89

02 18,83 18,83

•v-:.
, 0

.

03 43,73 43,74

/

&  4î
Æ Ê ÿ S '

r

04 48,94 48,95
-

05 66,53 66,57 J 0 Ü F T M
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Tabela 3.3 Modos simétricos/anti-simétricos de uma placa livre-livre

Número do 

modo

Autovalor [Hz] 

Método da 

Superposição

Autovalor [Hz] 

Método Elementos 

Finitos
Forma Modal

01 10,80 10,81

T :

02 29,80 29,80

03 46,01 46,03

y

04 55,21 55,23

'<0 '
'

05 63,09 63,12
...V

.  ■ ^
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Tabela 3.4 Modos anti-simétricos/simétricos de uma placa livre-livre

Número do 

modo

Autovalor [Hz] 

Método da 

Superposição

Autovalor [Hz] 

Método Elementos 

Finitos
Forma Modal
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A Figura 3.14 mostra curvas de mobilidade pontual de uma placa de alumínio, plana, 

sem reforço, com espessura de 2,0 mm, comprimento de 80,0 cm e 40,0 cm de largura, 

obtidas tanto pelo Método da Mobilidade quanto por Elementos Finitos. A força de excitação 

está localizada no ponto x = 30 cm e y  = 10 cm, sendo a resposta medida no mesmo ponto.

fïequêncii [Hz]
------ Elementos Finitos
........  M étodo Mobilidade

Figura 3.13 Mobilidade pontual de uma placa 0,8 m x 0,4 m com medições no ponto 

x = 30cm e y = 1 0 c m  Método da Mobilidade e Elementos Finitos.

As tabelas e figuras mostradas acima comprovam que o Método da Superposição, 

proposto para calcular respostas de placas livre-livre, através do Método da Mobilidade, 

fornece respostas precisas, podendo ser usado para análise de comportamento vibratório de 

placas completamente livres.

A programação de todas as equações deste trabalho foi realizada em linguagem 

Fortran, e a obtenção das equações foi feita no software de cálculo Mathematica 3.0. O 

algoritmo e o fluxograma do programa principal deste trabalho estão anexados no Apêndice 

III. A programação para o uso do Método de Elementos Finitos neste trabalho é apresentada 

no Capítulo IV.
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Livre Livre

Figura 4.1 Sistema de duas placas acopladas através de uma linha

Tabela 4.1 Características do material utilizado nas análises
Material Alumínio

Densidade 2660 K g /m 3

Módulo de Elasticidade 7,1.1010 Pa

Coeficiente de Poisson 0,3

Amortecimento 0,01

As seguintes configurações de placas foram analisadas nas predições:

Tabela 4.2 Características da configuração I
Espessura da placa I 0,003 m

Espessura da placa II 0,003 m

Comprimento da placa I 1,0 m

Comprimento da placa II 1,0 m

Largura da placa I 1,0 m

Largura da placa II 1,0 m

Tabela 4.3 Características da configuração II
Espessura da placa I 0,002 m

Espessura da placa II 0,002 m

Comprimento da placa I 0,5 m

Comprimento da placa II 0,5 m

Largura da placa I 0,9 m

Largura da placa II 0,9 m



Tabela 4.4 Características da configuração III
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Espessura da placa I 0,002 m

Espessura da placa II 0,002 m

Comprimento da placa I 0,4 m

Comprimento da placa II 0,4 m

Largura da placa I 0,4 m

Largura da placa II 0,4 m

4.2) Método de Elementos Finitos

O Método de Elementos Finitos é utilizado nesta parte do trabalho para a determinação 

da resposta em freqüência, tipo mobilidade, tanto pontual quanto de transferência de uma 

placa plana, lisa e sem reforços.

Todas as análises foram realizadas até a freqüência de 1000 Hz, utilizando-se o 

software de Elementos Finitos ANSYS, versão 5.3. As placas foram modeladas utilizando-se 

o elemento de placa SHELL 63 [47] da biblioteca do programa ANSYS, elemento este com 

quatro nós e seis graus de liberdade por nó, sendo três de translação e três de rotação. Para a 

configuração I, a dimensão do elemento utilizado é de 2 cm, garantindo, para essa 

configuração, mais de 8 elementos por meio comprimento de onda e para as configurações II 

e III, o elemento tem 1 cm, garantindo mais de 10 elementos por meio comprimento de onda. 

A força de excitação tem valor unitário.

A aplicação do MEF para a estrutura a ser analisada consiste em [39]:

- geração da malha utilizando-se elementos de placa;

- análise modal ou resolução do problema de autovalores não amortecido;

- análise harmônica, usando-se os autovalores e autovetores do problema anterior;

- pós-processamento dos resultados.

Para facilitar o cálculo da energia vibratória média de cada subsistema, foram usados 

elementos de placa retangulares, com dimensões constantes ao longo de toda a placa. Assim, 

obtém-se elementos de mesma massa, facilitando o cálculo da média espacial da resposta ao 

longo da superfície [39].

A discretização de freqüência utilizada para o cálculo das respostas em todas as 

configurações é de 0,5 Hz na faixa de 0 a 1000 Hz, tendo em vista a grande quantidade de



modos. Todos as avaliações foram realizadas em um microcomputador Pentium III 1G Hz, 

com Winchester de 40 Gb e 512 Mb de memória RAM.

A Figura 4.2 mostra a malha usada para a configuração I, sendo que, na programação 

desta malha, usou-se a condição de contorno totalmente livre, ou seja, sem restrições. Sabe-se 

que as freqüências naturais dos seis primeiros modos de vibração de uma placa retangular, 

totalmente livre em todas as bordas, devem ser iguais a zero, ou seja, correspondem à 

translação e rotação em relação aos três eixos de coordenadas [13], Deve-se observar que a 

excitação consiste de uma força pontual localizada num ponto especifico sobre a placa.
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Figura 4.2 Malha da placa de 2m x lm, com a condição de contorno livre nas quatro bordas.

A análise modal parte da resolução da equação diferencial

[Ma\{üd}+[K]{ud} = { 0} (4.1)

em que \Mà\ é a matriz de massa,

[AT] é a matriz de rigidez;

{ud} é o vetor de deslocamento;

••
{ud} é o vetor de aceleração;

{0} é o vetor nulo.

São realizadas as hipóteses de que: a estrutura tem propriedades constantes (no 

tempo) de massa e rigidez (densidade e modo de elasticidade), não há amortecimento e não 

existem forças aplicadas, ou seja, trata-se, inicialmente, de vibrações livres.

Considerando-se o sistema linear, as vibrações livres podem ser expressas na forma:



k / }  =  {<*>}/C O SO , t (4.2)
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sendo {<p}( o autovetor que representa o modo da i-ésima freqüência natural; 

o)i é a i-ésima freqüência natural 

/ éotempo.

Assim, a Equação 4.1 pode ser escrita na forma,

(-a>f[Ma] + [K]{<p}i ={ 0} (4.3)

e, como se deseja a solução não trivial, então o determinante

\{K ]-cotW á\ = 0 (4.4)

Este é um problema de autovalores que deve ser solucionado para n valores de co2 e n 

autovetores que satisfaçam às Equações (4.3) e (4.4).

Na análise modal, para a obtenção dos autovetores e autovalores do problema, 

utilizou-se o Método dos Blocos de Lanczos [47], que é utilizado em problemas grandes de 

autovalores simétricos, possuindo uma velocidade de processamento maior que o Método de 

Subespaço e com a mesma precisão nos resultados.

Para a análise harmônica, a equação é dada por

([K] - co\M a] + ia  [C])({udl} + i{ud2) = {F,} + {F2} (4.5)

em que co é a freqüência angular;

[C] a matriz de amortecimento;

{ud} o vetor deslocamento composto da parte real {udl}e parte imaginária {ud2};

{F}é o vetor força composto da parte real {Fl} e imaginária {F2} , respectivamente.

Dentre os métodos disponíveis, para a analise harmônica, o escolhido foi o Método da 

Superposição Modal, que usa os autovalores e autovetores para determinar a resposta a uma



excitação harmônica e possui uma velocidade de processamento bem maior que o Método 

“FulF e melhor precisão que o Método Reduzido.

4.3) Validação Experimental

A comprovação fmal de que o Método da Mobilidade, usado em placas livre-livre, é 

um método preciso para a análise de placas sob esta condição de contorno foi também obtida 

através de medições experimentais, nas configurações de placas anteriormente mencionadas. 

Para isso, foi montado um sistema de medições (Figura 4.3) utilizando-se os equipamentos 

mostrados na Tabela 4.5.

Tabela 4.5 Equipamentos utilizados na análise experimental 

Analisador de Sinais -  PULSE -  Type 3560 B&K

com PULSE LabShop Version 6.0 3.22 B&K

Amplificador de Potência Type 2706 B&K

Célula de Força Type 8200 B&K

Shaker Type 4810 B&K

Pré-amplifícador Type 2626B&K

Acelerômetro Type 4397 B&K

Acelerômetro Type 4397 B&K

Acelerômetro Type 4393 B&K
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Na montagem do sistema para a medição experimental, como as placas eram iguais, 

utilizou-se uma placa de alumínio inteira, com a mesma largura das placas I e II, mas com o 

dobro do comprimento, ou seja, utilizou-se o artifício de imaginar uma linha de união perfeita 

entre as placas constituintes do sistema a ser estudado. Outras formas possíveis de união entre 

as placas, tais como: parafusos, rebites, solda tipo ponto ou soldagem com deposição de 

material, foram descartadas, pois neste caso a união não é contínua e introduz grande 

amortecimento estrutural provocado pelo atrito relativo entre as duas partes unidas. A fim de 

aumentar o amortecimento da placa, foi introduzida em sua superfície, uma fita autocolante de



alumínio, com espessura e peso desprezáveis e após diversas medições, chegou-se à 

quantidade ideal de fita adesiva, em que as medições mostravam uma curva de coerência 

suficientemente razoável para a realização das comparações.

Toda a cadeia de medição foi calibrada através da comparação da curva de resposta 

obtida quando somente a célula de força está conectada ao excitador eletrodinâmico e o valor 

de massa dinâmica fornecida pela carta de calibração da célula de força. Todos os 

acelerômetros usados também foram calibrados antes de cada medição.

A Figura 4.4 mostra o esquema de fixação da célula de força ao excitador e à placa.
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Figura 4.3 Diagrama do sistema de medições usado para obtenção de Função 

de Resposta em Freqüência -  Mobilidade em Placas Livre-Livre.

Utilizou-se, para a conexão entre o excitador eletrodinâmico (Shaker) e a célula de 

força, um arame fino de aço para garantir que a força fosse aplicada somente em uma direção 

e para assegurar a integridade física do transdutor, atuando como um fusível mecânico.

As Figuras 4.5 a 4.9 mostram a montagem das placas com os equipamentos usados na 

medição. As fotografias das placas utilizadas nesta análise estão mostradas nas Figuras 4.10 a 

4.12.

Inicialmente, as placas foram suspensas através de dois fios finos, resistentes, e de 

massa desprezável, presos em dois cantos da placa e fixados no teto através de grampos 

especiais. Posteriormente, também foram feitas medições nas quais a placa foi suspensa 

através de um único fio preso num canto da placa. Nos modelos numérico e analítico, não



foram considerados esses fios, ou seja, as placas constituintes do sistema não apresentavam 

nenhuma restrição como o realizado no modelo experimental. O Shaker foi suspenso somente 

por um fio, montado num cavalete, paralelo a placa, e preso no mesmo ficava a célula de 

força, colada na placa através de cola tipo superbonder. Os acelerômetros foram fixados na 

placa através de cera de abelha. Usou-se três acelerômetros em cada medição e tomaram-se as 

respostas em no mínimo 15 pontos em cada placa. Os sinais foram filtrados pela janela 

Hanning e as medições se deram na faixa de freqüência entre 0 e 1600 Hz.

O sinal de força em forma de ruído branco (sinal com densidade de energia constante 

com a freqüência), na faixa de 0 até 1600 Hz, era gerado pelo próprio analisador de sinais. 

Tomou-se uma média de 500 amostras dos sinais, para cada ponto medido.

Figura 4.5 Fotografia dos equipamentos usados na análise experimental para obtenção

de Função de Resposta em Freqüência -  Mobilidade em Placas Livre-Livre.
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Figura 4.6 Fotografia da posição da placa suspensa por fios usada na análise experimental 

para obtenção de Função de Resposta em Freqüência -  Mobilidade em Placas Livre-Livre.

Figura 4.7 Fotografia de acelerômetros colados na placa sendo usados na análise experimental para

obtenção de Função de Resposta em Freqüência -  Mobilidade em Placas Livre-Livre.
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Figura 4.8 Fotografia de equipamentos usados na análise experimental para obtenção de 

Função de Resposta em Freqüência -  Mobilidade em Placas Livre-Livre.

Figura 4.9 Fotografia do Shaker e célula de força usados na análise experimental para obtenção de

Função de Resposta em Freqüência -  Mobilidade em Placas Livre-Livre.
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Figura 4.10 Fotografia da Placa de Alumínio 0,8 m x 0,4 m usada na análise experimental para 

obtenção de Função de Resposta em Freqüência -  Mobilidade em Placas Livre-Livre.

Figura 4.11 Fotografia da Placa de Alumínio 1,0 m x 0,9 m usada na análise experimental para

obtenção de Função de Resposta em Freqüência -  Mobilidade em Placas Livre-Livre.
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Figura 4.12 Fotografia da Placa de Alumínio 2,0 m x 1,0 m usada na análise experimental para 

obtenção de Função de Resposta em Freqüência -  Mobilidade em Placas Livre-Livre.

4.4) Análise de Duas Placas Acopladas

Seja, para uma análise inicial, um sistema composto de duas placas acopladas, 

conforme mostrado na Figura 4.13, totalmente livres nas bordas, com uma força de excitação 

harmônica pontual atuando em uma delas.

O interesse é estudar a transmissão de energia que se dá pelos esforços de flexão: 

momento fletor e força cortante.



O Método da Mobilidade é utilizado, aplicando-se uma discretização ao longo da 

união, e com isso, consegue-se obter resultados para os esforços na linha de união e, 

conseqüentemente, da potência transmitida em cada intervalo discretizado. Algumas hipóteses 

devem ser consideradas para esta análise:

a) As placas são consideradas finas comparando-se o comprimento de onda gerado 

pela maior freqüência de análise (1000 Hz).

b) O sistema é linear.

c) A distribuição do momento na união entre as placas é expresso de forma 

discretizada, sendo M i o momento que atua no i-ésimo intervalo, sendo 

considerados NI intervalos.

d) A distribuição da força cortante na união entre as placas é expresso de forma 

discretizada, sendo Qf a força que atua no i-ésimo intervalo, sendo considerados 

NI intervalos.

e) Cada intervalo A£, da discretização, é considerado constante.

Para a realização desta análise, o sistema é composto de duas placas com as seguintes 

propriedades e características geométricas (Tabela 4.6):

Tabela 4.6 -  Características das Placas Analisadas

Material Alumínio p  = 2660 k g / m3

tj = 0.01 v = 0.3

E  = 7,1.IO10 N / m 2

Para uma melhor visualização, a estrutura é dividida em subestruturas, como 

mostradas nas Figuras 4.14 a 4.18. Em cada subestrutura são considerados separadamente os 

efeitos da força pontual de excitação, do momento fletor e da força cortante para, em seguida, 

ser feita a superposição dos efeitos desses esforços.
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Com isso, o deslocamento da placa I pode ser obtido da superposição dos três esforços 

mostrados nas Figuras 4.16, 4.17 e 4.18, enquanto que para a placa II pode-se obter o 

deslocamento através dos esforços mostrados nas Figuras 4.17 e 4.18.

4.4.1) Cálculo dos Deslocamentos Causados pela Força Externa

Considera-se uma placa com condições de contorno livre em todas as bordas e com a 

presença de uma força de excitação harmônica pontual (Figura 4.16), em que o deslocamento 

pode ser obtido através da Equação 3.74, já anteriormente calculado.

4.4.2) Cálculo dos Deslocamentos Causados pelo Momento Fletor

Considera-se também uma placa com condições de contorno livre em todas as bordas, 

submetida a um esforço tipo momento fletor em um de seus contornos. A resposta desse 

subsistema pode ser obtida através dos blocos da Figura 4.19.
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Figura 4.19 Representação esquemática de blocos utilizados para a análise de vibrações 

forçadas em uma placa completamente livre sob um momento em uma borda.

Pode-se notar que todos os cinco blocos são idênticos aos já  mostrados no Capítulo III 

e, portanto, o procedimento é feito de maneira similar através do Método da Superposição 

Completo. Utilizando k  termos nas soluções para cada um dos quatro primeiros blocos, 

obtém-se um conjunto de 3k equações algébricas relacionando os 4k coeficientes de Fourier e 

o coeficiente do momento prescrito no último bloco. Portanto, para os quatro primeiros 

blocos, para se encontrar as respostas, basta manipular algebricamente as soluções que são 

encontradas nas Equações 3.45, 3.46, 3.47 e 3.48, respectivamente. Finalmente, faz-se uma 

expansão para a contribuição do momento fletor atuando ao longo da borda £ = 1 , que é o 

quinto e último bloco. Entretanto, ao invés de se fazer o momento líquido igual a zero, deseja- 

se que a resultante seja exatamente a amplitude do momento de excitação Md. Isto dá lugar à 

k  equações adicionais não homogêneas que relacionam os coeficientes de Fourier e o 

coeficiente de Fourier do momento fletor Md atuante na borda.

4.4.3) Cálculo dos Deslocamentos Causados pelo Esforço Cortante

Considera-se novamente uma placa com condições de contorno livre em todas as 

bordas, submetida, desta vez, a um esforço tipo força cortante em uma de suas bordas. A 

resposta desse subsistema pode ser obtida através dos blocos da Figura 4.20.
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Figura 4.20 Representação esquemática de blocos utilizados para a análise de vibrações forçadas 
em uma placa completamente livre sob uma força cortante em uma borda.

Novamente nota-se que os quatro primeiros blocos são idênticos aos apresentados no 

Capítulo III com a diferença que sobre o quinto e último bloco, atua uma força distribuída. O 

procedimento é similar ao já  realizado no item anterior. Utilizando k termos nas soluções para 

cada um dos quatro primeiros blocos, obtém-se um conjunto de 3k equações algébricas 

relacionando os 4k coeficientes de Fourier e o coeficiente da força distribuída prescrita no 

último bloco. Portanto, para os quatro primeiros blocos, para se encontrar as respostas, são 

operados algebricamente as soluções que são encontradas nas Equações 3.45, 3.46, 3.47 e 

3.48, respectivamente. Finalmente, faz-se uma expansão para a contribuição da força cortante 

Q atuando ao longo da borda £ = 1, que é o quinto e último bloco. Neste caso, a posição das 

variáveis u e v, como mostrado na Figura 3.12, coincide exatamente com as coordenadas da 

borda a qual a força cortante está atuando, sendo que agora não somente uma força pontual 

está atuando, mas a força está distribuída ao longo da borda, fazendo com que cada ponto 

apresente coordenadas u e v distintas, associadas à posição da força cortante distribuída.

4.5) Cálculo das Mobilidades

Funções resposta em freqüência representam relações entre a resposta e a excitação, 

ambas no domínio da freqüência, para um sistema qualquer. Estas funções caracterizam um



sistema vibratório, tomando possível a previsão de sua resposta quando submetido a uma 

excitação com um espectro genérico de freqüências.

As funções de resposta em freqüência deste trabalho são do tipo mobilidade. 

Entretanto, outras funções resposta em freqüência podem ser usadas, tais como a receptância e 

a inertância, dadas pelas Equações 4.6 e 4.7, respectivamente.

W
(4 .6 )

4 * = % -  (4-7)

em que a rec é a receptância;

Aine é a  inertância;

W é o deslocamento; 

aace é a aceleração;

P é a força.

A relação entre as funções resposta em freqüência mostradas acima é:

Y = j®  a ace (4-8)

y  = i«L  (4.9)

Neste trabalho, as funções resposta em freqüência, na forma de mobilidade, podem ser 

determinadas a partir dos deslocamentos das placas, obtidas no Item 3.3. Após a obtenção dos 

deslocamentos, as velocidades ao longo de toda a placa podem ser calculadas e, então, as 

funções de mobilidade podem ser determinadas.

Contudo, as mobilidades envolvidas nesta análise não são somente mobilidades 

pontuais, mas também mobilidades de transferência, pois envolvem excitação em um ponto e 

resposta em outros, ao longo da linha de união, fazendo-se necessário expressar a função 

mobilidade de maneira discreta, já  que a linha de união está sendo representada por NI 

segmentos. A discretização realizada consiste em dividir a linha de união em intervalos 

constantes de forma que seja possível aplicar o Método da Mobilidade para cada intervalo. 

Disto, posteriormente, resulta um sistema de equações que possibilita determinar os esforços 

(momento fletor e força cortante) que atuam em cada intervalo, sendo que o número de



segmentos da discretização deve ser suficiente para descrever a distribuição dos esforços na 

união em toda a faixa de freqüência de interesse.

Os números mostrados nos índices de cada mobilidade se referem aos pontos de 

excitação e resposta, correspondentes a cada mobilidade. A mobilidade 7n , por exemplo, 

indica que a resposta foi obtida no ponto 1 , correspondente ao mesmo ponto da excitação, 

caracterizando assim, uma mobilidade pontual; A mobilidade Yn é de transferência, pois a 

resposta em forma de velocidade na linha de união (ponto 2) não foi obtida no mesmo ponto 

de excitação (ponto 1). A mobilidade Y22, que é uma mobilidade pontual, envolve o esforço 

atuando na linha de união (ponto 2) e a velocidade no mesmo ponto.

Pode-se determinar a expressão da mobilidade Yn a partir do deslocamento calculado 

no Capítulo III, considerando uma excitação conhecida P(Ç0, rjü) harmônica e de valor 

unitário (módulo).

^(£»7o)

Esta mobilidade (Equação 4.10) relaciona a velocidade angular na linha de união 

provocada pela excitação da força atuando na placa I.
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# ■ (£ )=  Ww ' n\ (4-U)
P (íÔ o)

Esta mobilidade (Equação 4.11) relaciona a velocidade transversal na linha de união 

provocada pela excitação da força atuando na placa I.

As mobilidades Y ^e e Y^*2 são determinadas pelas respostas (velocidade angular e 

transversal) no ponto 2 e pelo momento que atua no mesmo ponto, na linha de união, assim

v v - j g è  <4-i2>

r* ' (í ) = T r M  (4-13)

As mobilidades Y22 e Y222 são determinadas pelas respostas (velocidade angular e 

transversal) no ponto 2 e pela força cortante que atua no mesmo ponto, na linha de união, ou 

seja,
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(4.14)

(4.15)

Os esforços que atuam em cada intervalo da linha de união provocam velocidades em 

todos os outros intervalos, fazendo com que as mobilidades possam ser representadas pela 

matriz que contém informações da dinâmica do sistema.

4.6) Cálculo dos esforços

Parte-se do princípio de que na linha de união, que é uma linha comum às duas placas, as 

velocidades (angulares e transversais) são iguais, obedecendo à continuidade dos 

deslocamentos na união. Considera-se, também, que a resultante dos esforços, na mesma 

linha, são nulos, caracterizando a reciprocidade dos esforços no acoplamento. No caso de 

placas idênticas, tem-se que = 733, qualquer que seja o esforço. A Figura 4.21 mostra a 

disposição dos esforços na linha de união.

A resposta completa é obtida através da superposição dos efeitos de cada esforço.

f
Livre

Figura 4.21 Esforços atuantes na união.

Pode-se, então, desenvolver as seguintes relações:

a) Continuidade das velocidades angulares e transversais.

02 = 03 (4.16)

V2  =  V3 (4.17)

de onde se obtém as seguintes equações:

I) para 61 = Òi ; Y^P + Y"'M2+Y^Q^Y"-M3 + Yg-Q, (4.18)

II) parav,=v3; Y^P + Y^M, + Y^Q2 = Y^M, +Y%'Q, (4.19)
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III)

b) Do equilíbrio de esforços.

m 2 - m 3 = 0 (4.20)

IV) Q2 -  Q* =  0 (4.21)

em que Yx2e é a mobilidade de transferência entre o ponto 1, no qual é aplicado um força 

unitária, e o ponto 2, levando-se em consideração a velocidade angular;

Y ^1 é a mobilidade de transferência entre o ponto 1 no qual é aplicado um força 

unitária, e o ponto 2, levando-se em consideração a velocidade transversal;

Y226 é a mobilidade pontual no ponto 2, levando-se em consideração o momento 

atuando no contorno da união da placa I, e a velocidade angular;

Y$£ é a mobilidade pontual no ponto 2 levando-se em consideração a força 

cortante atuando no contorno da união da placa I, e a velocidade angular;

Y3f eé a mobilidade pontual no ponto 3 levando-se em consideração o momento 

atuando no contorno da união da placa II, e a velocidade angular;

Y3f* é a mobilidade pontual no ponto 3 levando-se em consideração a força 

cortante atuando no contorno da união da placa II, e a velocidade angular;

Y2%v2é a mobilidade pontual no ponto 2 levando-se em consideração o momento 

atuando no contorno da união da placa I, e a velocidade transversal;

Y2f 2 é a mobilidade pontual no ponto 2 levando-se em consideração a força cortante 

atuando no contorno da união da placa I, e a velocidade transversal;

Y33y,é a mobilidade pontual no ponto 3 levando-se em consideração o momento 

atuando no contorno da união da placa II, e a velocidade transversal;

Y3f 3 é a mobilidade pontual no ponto 3 levando-se em consideração a força cortante 

atuando no contorno da união da placa II, e a velocidade transversal;

Assim, pode-se constituir um sistema de equações para a determinação dos esforços

(4.21)

(4.20)

m 2 - m 3 = 0 

Qi ~Qj = o

(4.22)

(4.23)



e, considerando uma força de excitação P aplicada na placa, pode-se escrever este sistema de 

equações em forma matricial
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y M g
22 22

y M e
J 33

yõfi
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-*33 q 2

y Fv 2 p
1 n 1

1 0 1 0 m 3 0

0 1 0 - 1 A . 0

de onde os esforços são simultaneamente calculados. Observa-se que este sistema deve ser 

resolvido para cada freqüência de excitação.

Deve-se frisar que, cada elemento da matriz de coeficientes deste sistema é 

constituído de uma matriz, por exemplo: Y ^e = \y^ $ \NIxNI o u  Y ^e =  \y^ 6 .

Da mesma forma, os vetores deste sistema que constituem as incógnitas possuem a 

ordem determinada também pelo número de discretizações, por exemplo M2 = {M2}m ou

M3 = {M3}w , sabendo-se que cada componente destes vetores representa o esforço que atua

em cada intervalo discretizado. Portanto, este sistema pode ser resolvido para NI 

discretizações na linha de união, gerando um sistema de equações de ordem 2NI. Assim, 2NI 

incógnitas devem ser calculadas. Quanto maior o número de discretizações, maior obviamente 

será a precisão na estimativa dos esforços e no cálculo da potência transferida. Para o cálculo 

do espectro de potência transferida, é necessário que este sistema consiga descrever a 

distribuição dos esforços na união para cada freqüência, tomando-se necessário resolvê-lo 

para cada freqüência na faixa de interesse.

Neste trabalho, utilizaram-se 25 discretizações na união, ou seja, ao longo da união 

foram obtidos 25 valores de cada esforço para o sistema da Equação 4.24. Este número é 

considerado suficiente para descrever a resposta dos acoplamentos constantes desta análise, 

em toda a faixa de freqüência, baseado no recomendado pelo manual do software de 

Elementos Finitos Ansys, que indica o uso mínimo de seis (06) discretizações por meio 

comprimento de onda e, neste trabalho, 25 discretizações atende a esta recomendação.

4.7) Cálculo das Potências

Considerando que a forma do acoplamento das duas placas seja numa linha comum e 

que a força de excitação se dê em um ponto, numa das placas em questão, as expressões para 

as potências de entrada e transmitida podem ser computadas através de:



w „ ( f )  = ÍR e[P(/) W ( l U , T > „ f ) \ (4.19)
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em que P(f) é o espectro de potência da força de excitação;

e
|  NI .

(4.20)

A energia vibratória é dada pela seguinte expressão

(4.21)

em que rja é o fator de perda.

Está sendo considerado que toda a potência transferida à placa através da força externa

é dissipada pelo amortecimento estrutural.

Os resultados comparativos de potência de entrada e transmitida estão mostrados mais 

adiante neste capítulo, nas Figuras 4.73 a 4.75.

4.8) Resultados de Mobilidades

Primeiramente serão mostrados os resultados de resposta em freqüência tipo 

mobilidade pontual e de transferência, de alguns pontos nas placas constantes das 

configurações I, II e III.

4.8.1) Mobilidade Pontual -  Configuração I

As Figuras 4.22 a 4.26 mostram a mobilidade pontual, num sistema constituído de 

duas placas iguais, acopladas através de uma linha comum, com dimensões 1,0 m x 1,0 m e 

espessura de 3 mm, cada uma, perfazendo um comprimento total de 2,0 m. O sistema foi 

excitado por uma força unitária, localizada no ponto x = 30 cm e y  = 50 cm e a resposta sendo 

medida no mesmo ponto. Para uma melhor visualização, os resultados são mostrados em 

faixas de freqüência diferentes e complementares. A Figura 4.26 mostra a mesma curva de 0 a

1000 Hz.
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Ffceqüêttck [Há] 
Elem entos Finitos 
M é to do M obilidade

Figura 4.22 Mobilidade pontual numérica e analítica -  placa

2,0 m x 1,0 m -  faixa de freqüência 0 a 250 Hz.

Fftqfónm [Ha]
Elementos Finitos 
Mét.a do M ab  ilidade

Figura 4.23 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa

2,0 m x 1,0 m -  faixa de freqüência 250 a 500 Hz.

íYíqüéncu [Hz]
------- E lem entos Finitos
------- M é to d o  M obilidade

Figura 4.24 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa

2,0 m x 1,0 m -  faixa de freqüência 500 a 750 Hz.

Fteqüíncia (Hz]
------- Elementos Finitos
------- M étodo  M obilidade

Figura 4.25 Mobilidade pontual numérica e analítica -  placa

2,0 m x 1,0 m -  faixa de freqüência 750 a 1000 Hz.

F teqüíncit [Hz]

------  Elementos Finitos
------  M éto do M ob ilidade

Figura 4.26 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa 2,0 m x 1,0 m -  0 a 1000 Hz
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Pode-se notar que, as curvas obtidas pelo Método da Mobilidade coincidem 

exatamente com as obtidas pelo Método de Elementos Finitos, mostrando que a precisão do 

método é excelente,

As Figuras 4.27 a 4.31 mostram a mesma mobilidade pontual, porém, acrescentada da 

resposta medida experimentalmente, em que a força de excitação foi do tipo ruído branco.

TteqliincU [Hz)
Ansys
Método Mobilidade 
Experimental

Figura 4.27 Mobilidade pontual numérica, analítica e 

experimental placa 2,0 m x 1,0 m, 0 a 250 Hz.

FVequêncú [Ha]
Ansys
Método Mobilidade 
Experimental

Figura 4.28 Mobilidade pontual numérica, analitica e 

experimental placa 2,0 m x 1,0 m, 250 a 500Hz.

Ifcqümck [Hz]
Ansys 
Método Mobilidade 
Experimental

Figura 4.29 Mobilidade pontual numérica, analítica e 

experimental placa 2,0 m x 1,0 m, 500 a 750Hz.

Ansys
Método Mobilidade 
Experimental

Figura 4.30 Mobilidade pontual numérica, analítica e 

experimental placa 2,0 m x 1,0 m, 750 a 1000 Hz

Observa-se uma pequena diferença entre as curvas obtidas pelos métodos da 

mobilidade e elementos finitos e a obtida experimentalmente. Esta pequena diferença pode ser 

explicada, levando-se em conta as dificuldades de se obter uma simulação experimental de 

uma placa totalmente livre nas bordas.



110
100 200 

Ansys
Método Mobilidade

300 400 500 600

F tp query: ia [Hz]

700 800 900 1000

----- - Experimental

Figura 4.31 Mobilidade pontual numérica, analítica e experimental - placa 2,0 m x 1,0 m -  0 a 1000 Hz.

4.8.2) Mobilidade de Transferência -  Configuração I

As Figuras 4.32 a 4.36 mostram a mobilidade de transferência, num sistema 

constituído de duas placas iguais acopladas, com dimensões 1,0 m x 1,0 m e espessura de 3 

mm. A força foi aplicada no ponto .x = 30 cm e y  = 50 cm e a resposta sendo medida após a 

metade da placa, no ponto x = 170 cm e y  = 30 cm. A Figura 4.36 mostra a mesma curva de 0 

a 1000 Hz.

Rreqoènci» [Hz]
----- Elementos Finitos
------ Método da Mobilidade

Figura 4.32 Mobilidade transferência numérica e analítica 

placa 2,0 m x 1,0 m faixa de freq. 0 a 250 Hz,

Rtcyilmcn [Ha]
----- Elementos Finitos
------ Método da Mobilidade

Figura 4.33 Mobilidade transferência numérica e analítica 

placa 2,0 m x 1,0 m faixa de freq. 250 a 500 Hz.



90

600 650

Ebeqüênda {Ha]
Elementos Finitos 
Método da Mobilidade

Figura 4.34 Mobilidade transferência numérica e analítica 

placa 2,0 m x 1,0 m faixa de freq. 500 a 750 Hz.

Elementos Finitos 
Método da Mobilidade

950 900

FttqbmcM (Hz]

Figura 4.35 Mobilidade transferência numérica e analítica 

placa 2,0 m x 1,0 m faixa de freq. 750 a 1000 Hz.

Essa curva mostra que a resposta obtida via método da mobilidade, comparada com a 

obtida por elementos finitos, também apresenta uma excelente similaridade, mesmo sendo 

uma mobilidade de transferência.

Freqiiênrii [Hz]
------  Elemento s Finito s
........  Método Mobilidade

Figura 4.36 Mobilidade de transferência numérica e analítica - placa 2,0 m x 1,0 m -  0 a 1000 Hz

As Figuras 4.37 a 4.41 mostram a mesma mobilidade de transferência, porém 

acrescentada da resposta medida experimentalmente, em que a força de excitação foi do tipo 

ruído branco.
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50 100 150 200 350

ítaq&âtfk [Hs]
------ Elementos Finitos
........ Método da Mobilidade
........ Experimental

Figura 4.37 Mobilidade transferência numérica, analítica e 

experimental placa 2,0 m x 1,0 m, 0 a 250 Hz.

Elementos Finitos 
Método da Mobilidade 
Experimental

050 900

FVt quínc ii [Ha]

Figura 4.40 Mobilidade transferência numérica, analítica e 

experimental placa 2,0 m x 1,0 m, 750 a 1000 Hz.

fteqiuttfk [Hi]
------ Elementos Finitos
........ Método da Mobilidade
........ Experimental

Figura 4.39 Mobilidade transferência numérica, analítica e 

experimental placa 2,0 m x 1,0 m, 500 a 750 Hz.

FhqQcrcia [Hz]
------ Elementos Finitos
------ Método da Mobilidade
------ Experimental

Figura 4.38 Mobilidade transferência numérica, analítica e 

experimental placa 2,0 m x 1,0 m, 250 a 500 Hz.

o.i

A resposta obtida experimentalmente mostra, também, uma grande similaridade com 

as preditas numérica e analiticamente, apesar da mesma apresentar diferenças de amplitude.

ítoqümck [Ha]
------ Ansys
------ Método Mobilidade
------ Experimental

Figura 4.41 Mobilidade transf. numérica, analítica e experimental placa 2,0 m x 1,0 m, 0 a 1000 Hz.



4.8.3) Mobilidade Pontual -  Configuração II
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As Figuras 4.42 a 4.46 mostram a mobilidade pontual num sistema constituído de duas 

placas de iguais acopladas, com dimensões 0,5 m x 0,9 m e espessura de 3 mm, resultando 

numa placa de 1,0 m x 0,9 m, excitado por uma força unitária no ponto * = 20 cm e 

y  = 20 cm e a resposta sendo medida no mesmo ponto.

250 300 350 400 450 500

FYtqümcú [Hs]
------ Elementos Finitos
........  Método Mobilidade

Figura 4.43 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa 
1,0 m x 0,9 m -  faixa de freqüência 250 a 500 Hz.

Frequincu (Ha]
Elementos Finitos 
Método Mobilidade

Figura 4.45 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa 
1,0 m x 0,9 m -  faixa de freqüência 750 a 1000 Hz

Requénm [Ha]
------  Elementos Finitos
........  Método Mobilidade

Figura 4.42 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa 
1,0 m x 0,9 m -  faixa de freqüência 0 a 250 Hz.

fteqüinck [Hs]
------  Elementos Finitos
........  Método Mobilidade

Figura 4.44 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa 
1,0 m x 0,9 m -  faixa de freqüência 500 a 750 Hz.

o.i

n^qiiínck [Hz]
-----  Elementos Finitos
-----  Método Mobilidade

Figura 4.46 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa 1,0 m x 0,9 m -  faixa de freqüência 0 a 1000 Hz



As Figuras 4.47 a 4.51 mostram a mesma mobilidade pontual, porém acrescentada da 

resposta medida experimentalmente.
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Btíqb&rii [Ki]
------ Elementos Finitos
------  Método Mobilidade
------  Experimental

Figura 4.49 Mobilidade pontual numérica, analítica e 
experimental placa 1,0 m x 0,9 m, 500 a 750 Hz.

Elementos Finitos
------  Método Mobilidade
------  Experimental

Figura 4.50 Mobilidade pontual numérica, analítica e 
experimental placa 1.0 m x 0,9 m. 750 a 1000 Hz.

Fteqüêncm [Hz]
------  Elementos Finitos
------  M étodo Mobilidade
------ Experimental

Figura 4.47 Mobilidade pontual numérica, analítica e 
experimental placa 1.0 m x 0,9 m, 0 a 250 Hz.

ffiwíSmdii p g  
— -  Elementos Finitos
------  Método Mobilidade
------  Experimental

Figura 4.48 Mobilidade pontual numérica, analítica e 
experimental placa 1,0 m x 0,9 m, 250 a 500 Hz.

1 -------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- T

j in'3 _____ I_____ I_____ I_____ I_____ I_____ I_____ I_____ I_____ I_____
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Freqüência [Hz]
------ Elementos Finitos
........ Método Mobilidade
------ Metodo Experimental

Figura 4.51 Mobilidade pontual numérica, analítica e experimental - placa 1,0 m x 0,9 m - 0 a 1000 Hz



Percebe-se nestas figuras que a concordância entre as curvas é boa, mesmo com a 

resposta da medição experimental apresentando algumas mínimas diferenças de amplitude.

4.8.4) Mobilidade Pontual -  Configuração Hl

As Figuras 4.52 a 4.56 mostram a mobilidade pontual num sistema de duas placas 

iguais acopladas, cada uma com 0,40 m x 0,40 m e espessura de 2 mm, resultando numa placa 

de 0,8 m x 0,4 m, sendo excitada por uma força unitária, localizada no ponto x = 30 cm e 

y  = 10 cm, e a resposta sendo medida no mesmo ponto.
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Requmcú [Hz] 
Elementos Finitos 
Método Mobilidade

Figura 4.52 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa 

0,8 m x 0,40 m -  faixa de freqüência 0 a 250 Hz.

Freqüência. [Hz] 
Elementos Finitos 
Método Mobilidade

Figura 4.53 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa 

0,8 m x 0,4 m -  faixa de freqüência 250 a 500 Hz.

Ereqü&ucü [Hz) 
Elementos Finitos 
Método Mobilidade

Figura 4.54 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa 

0,8 m x 0,4 m -  faixa de freqüência 500 a 750 Hz.

Ftíqü&wi* [Hz]
------  Elementos Finitos
------  Método Mobilidade

Figura 4.55 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa 

0,8 m x 0,4 m -  faixa de freqüência 750 a 1000 Hz

Essas figuras acima mostram a concordância excelente entre as respostas obtidas 

através do Método da Mobilidade e Elementos Finitos.
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Itaqüêncú (Hz]
-----  Elementos Finitos
.......  Método Mobilidade

Figura 4.56 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa 0,8 m x 0,4 m -  faixa de freqüência 0 a 1000 Hz

4.8.5) Mobilidade Transferência -  Configuração III

As Figuras 4.57 a 4.61 mostram a mobilidade de transferência, no mesmo sistema do 

item anterior, agora com a força localizada no ponto x = 30 cm e y  = 10 cm e a resposta sendo 

medida no ponto x = 70 cm e y  = 40 cm. Aqui, somente as curvas obtidas pelo Método da 

Mobilidade e Elementos Finitos são mostradas.

Freqüência. [Ha]
------  Elemento s finito s
........ Método Mobilidade

Figura 4.57 Mobilidade transferência numérica e analítica 

placa 0,8 m x 0,4 m faixa de freq. 0 a 250 Hz.

110 150 500 350 40<

PVíqüincii {Ha]
------  Elementos finitos
------ Método Mobilidade

Figura 4.58 Mobilidade transferência numérica e analítica 

placa 0,8 m x 0,4 m faixa de freq. 250 a 500 Hz
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R eqüenck  [Hz] 

Elementos finitos 
Método Mobilidade

Figura 4.59 Mobilidade transferência numérica e analítica 

placa 0,8 m x 0,4 m faixa de freq. 500 a 750 Hz.

Itoqüâuri* [Hz] 

Elementos finitos 
Método Mobilidade

Figura 4.60 Mobilidade transferência numérica e analítica 

placa 0,8 m x 0,4 m faixa de freq. 750 a 1000 Hz.

Fteqüêrtcia [Hs]

Elementos finitos 
Método Mobilidade

Figura 4.61 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa 0,8 m x 0,4 m -  faixa de freqüência 0 a 1000Hz.

As Figuras 4.62 a 4.66 mostram a mesma mobilidade de transferência, porém 

acrescentada da resposta medida experimentalmente.
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FYíquência. JHs] 
Elementos finitos 
Método Mobilidade 
Experimental

Figura 4.64 Mobilidade transferência numérica, analítica e 

experimental placa 0,8 m x 0,4 m, 500 a 750 Hz.

fY*qu*nm [Ha]
------ Elementos finitos
........ Método Mobilidade
------ Experimental

Figura 4.65 Mobilidade transferência numérica, analítica e 

experimental placa 0,8 m x 0,4 m, 750 a 1000 Hz.

R*?3«ná* [Hz] 
Elementos finitos 
Método Mobilidade 
Experimental

Figura 4.62 Mobilidade transferência numérica, analítica e 

experimental placa 0,8 m x 0,4 m, 0 a 250 Hz.

i 
o.i

Oíl
l-M» 
ixo'4

l w  150 300 330 *00

Fhqjoêncü [Ha]
-----  Elementos finitos
.......  Método Mobilidade
------ Experimental

Figura 4.63 Mobilidade transferência numérica, analítica e 

experimental placa 0,8 m x 0,4 m, 250 a 250 Hz

Freqüâfim [Hz]
------ Elementos finitos
-----  Método MobiHdade
------ Experimental

Figura 4.66 Mobilidade transferência numérica, analítica e experimental placa 0,8 m x 0,4 m -  0 a 1000Hz
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Pode-se notar, através das Figuras 4.22 a 4.26, 4.32 a 4.36, 4.42 a 4.46, 4.52 a 4.56 e 

4.57 a 4.61, que os resultados obtidos pelo Método da Mobilidade são bastante similares aos 

obtidos pelo Método de Elementos Finitos e, que os resultados obtidos experimentalmente, 

mostrados nas Figuras 4.27 a 4.31, 4.37 a 4.41, 4.47 a 4.50 e 4.62 a 4.66, comprovam que o 

Método da Mobilidade é um método preciso na obtenção de respostas de placas.

As respostas obtidas experimentalmente mostram algumas diferenças em relação às 

obtidas numericamente e pelo procedimento proposto. Uma explicação para este fato decorre 

da impossibilidade de, experimentalmente, obter-se uma simulação perfeita de uma placa 

totalmente livre nas bordas. A melhores respostas foram obtidas quando a placa estava presa 

somente através de um fio, num canto da placa.

A grande quantidade de modos presentes na faixa de freqüência estudada, também 

dificulta uma melhor aproximação entre as respostas obtidas por elementos finitos e pelo 

método da mobilidade, com as repostas obtidas via método experimental.

O sistema composto das duas placas 1,0 m x 1,0 m (Configuração I) possui, na faixa 

de freqüência entre 0 e 1000 Hz, aproximadamente 200 modos de vibração, o que faz com 

que a sua densidade modal seja bastante significativa. A visualização de todos os modos dessa 

placa, num gráfico em toda essa faixa de freqüência, é bastante prejudicada por causa desse 

grande número de modos. Por isso os resultados foram apresentados em faixas de freqüência 

diferentes e complementares, para que as curvas possam ser melhor observadas e analisadas.

O sistema composto das duas placas 0,5 m x 0,9 m (Configuração II) possui, na faixa 

de freqüência entre 0 e 1000 Hz, aproximadamente 155 modos de vibração. Ao compararem- 

se predições ou mesmo medições deste mesmo sistema, mas com condição de contorno de 

apoio simples [55], verifica-se que a quantidade de modos é bem mais significativa, ou seja, a 

mesma placa, sob condições de contorno totalmente livre, possui número de modos que é 

significativamente maior que se estivesse na condição de contorno tipo apoio simples. Valores 

de densidade modal chegam a ser 20% maiores, aproximadamente (0,8 dB).

Por último, o sistema composto das duas placas de 0,4 m x 0,4 m possui, na faixa de 

freqüência de 0 a 1000 Hz, aproximadamente 63 modos de vibração, ou seja, para uma placa 

com essa dimensão, a sua densidade modal é, também, bastante significativa.

As respostas obtidas pelo método apresentam ótima precisão quando comparadas com 

as respostas determinadas tanto numericamente (Elementos Finitos), bem como 

experimentalmente.



As figuras a seguir, apresentam comparações entre resultados obtidos da densidade 

modal pelo Método da Mobilidade, Elementos Finitos e por medições experimentais, de um 

sistema composto de duas placas acopladas sem nenhuma viga de reforço, na faixa de 

freqüência de 1/3 oitava. Elas apresentam também, a curva da mesma placa, porém na 

condição de contorno simplesmente apoiada, calculada através da Equação 2.30, para efeito 

de comparação, apenas. Em estudos usando SEA, essa aproximação é utilizada quando não se 

tem valores calculados de densidade modal da estrutura em análise. A densidade modal da 

configuração I é mostrada na Figura 4.67, e percebe-se que, como as curvas são praticamente 

iguais, o método usado neste trabalho consegue obter resultados semelhantes aos obtidos via 

elementos finitos. Nota-se também que a curva da densidade modal obtida 

experimentalmente apresenta uma grande semelhança com as preditas numérica e 

analiticamente.

Em relação à configuração II, a Figura 4.68 mostra a densidade modal entre valores 

obtidos via mobilidade, elementos finitos e experimental, na faixa de freqüência de 1/3 oitava.

Na Figura 4.69, são apresentados os valores de densidade modal obtidas da 

configuração III.

Figura 4.67 Gráficos comparativos entre densidades modais da placa 2 m x 1 m obtidos pelo método da

mobilidade, elementos finitos, experimental e placa com apoio simples pela equação 2.30.
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Figura 4.68 Gráficos comparativos entre densidades modais da placa 1,0 m x 0,9 m obtidos pelo método da 

mobilidade, elementos finitos, experimental e placa com apoio simples pela equação 2.30.

Figura 4.69 Gráficos comparativos entre densidades modais da placa 0,8 m x 0,4 m obtidos pelo método da 

mobilidade, elementos finitos, experimental e placa com apoio simples pela equação 2.30.

4.10) Resultados das Potências de Entrada e Transferida

A determinação do fluxo de energia através da linha de união entre as duas placas 

acopladas é importante para entender o comportamento do fator de acoplamento. Com este
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propósito, foram determinadas através da Equação 2.9, as potências de entrada e transferida, 

referentes à configuração III.

As Figuras 4.70 e 4.74 apresentam a potência de entrada, obtida pelo método proposto 

neste trabalho e por elementos finitos, desta configuração Dl. Por causa da grande quantidade 

de ressonâncias deste sistema, optou-se por mostrar as curvas em faixas de freqüência 

distintas e complementares, afim de que a visualização não seja prejudicada como também a 

análise. A Figura 4.74 apresenta a mesma curva de 0 a 1 kHz.

1 10 0 50 100 151

íteqaênci* [Hz]
------ elementos finitos
------  mobilidade

Figura 4.70 Gráficos comparativos entre potências de 

entrada da configuração III.

1 10 500 550 600 65<

Freqüência [Hz]
------  elementos finitos
------  mobilidade

Figura 4.72 Gráficos comparativos entre potências de

entrada da configuração III.

------  elementos finitos
------  mobilidade

Í̂ quêíiaa [Ha]

Figura 4.71 Gráficos comparativos entre potências de 

entrada da configuração III.

1 10 750 800 850 900 550 1000

Sleq&meii [Ha]
------  elementos finitos
------  mobilidade

Figura 4.73 Gráficos comparativos entre potências de 

entrada da configuração III.
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Pteqüêncis. [Hz]
elementos finitos 
mobilidade

Figura 4.74 Gráfico comparativo entre potências de entrada da configuração III 

obtidos pelo método da mobilidade e por elementos finitos.

As Figuras 4.75 a 4.79 apresenta a potência transmitida, também obtida pelo método 

da mobilidade e por elementos finitos, da mesma configuração III.

Recjuncia [Ha]
elementos finitos 
mobilidade

Figura 4.75 Gráficos comparativos entre potências 
__________ transmitida da configuração III._______

------ elemento s finito s
------ mobilidade

R«qã£ncfe[Hz]

Figura 4.76 Gráficos comparativos entre potências 
transmitida da configuração III.

FYííiâKU [&]
------ elemento6 finitos
........ mobilidade

Figura 4.77 Gráficos comparativos entre potências de 
entrada da configuração LU.

FYtqoírídà p 
elementos finitos 
mobiüd&de

Figura 4.78 Gráficos comparativos entre potências de
___________ entrada da configuração III.___________
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Fieqüíncia [Hz]
------  elementos finitos
-----  mobilidade

Figura 4.79 Gráfico comparativo entre potências transmitidas da configuração III 
obtidos pelo método da mobilidade e por elementos finitos.

Os resultados apresentados pelas Figuras 4.74 e 4.79 mostram que o fluxo de energia 

entre as placas acopladas, particularmente neste caso onde não foi incluída nenhuma viga de 

reforço no acoplamento, é muito grande, ou seja, a quantidade de energia transferida da placa

I para a placa II é elevada.

A Figura 4.80 apresenta a razão entre as potências transmitida/entrada, obtida pelo 

método da mobilidade. As freqüências onde a maior parte da energia é transmitida é aquela 

em que o valor da razão se aproxima da unidade, ou seja, nessas freqüências a maior parte da 

potência de entrada é quase que toda transferida da placa I para a placa II.

i o ----------------- 1----------------- 1------------------ 1----------------- 1------------------ 1------------------1------------------1------------------1------------------ r

Freqüência. [Hz]

Figura 4.80 Razão entre potências da configuração III, obtidas via método da mobilidade.
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4.9) Resultados de Densidade Modal

Para uma placa lisa, sem reforço, apoiadas nas bordas, a expressão da densidade modal 

é dada pela Equação 2.30 [1]. Pode-se também determinar a densidade modal das seguintes 

formas:

Método da Contagem, que consiste em contar o número de modos contidos em 

uma determinada faixa de freqüência e dividir pela largura desta faixa de 

freqüência. Os modos devem se apresentar suficientemente afastados, para que se 

possa identificar claramente, em curvas de resposta em freqüência, a quantidade de 

modos. Esta função resposta em freqüência pode ser obtida numérica ou 

experimentalmente. Este procedimento não tem proporcionado resultados 

adequados tendo em vista, que muitas vezes, modos localizados não contribuem de 

forma significativa como armazenador de energia vibratória, para o fluxo de 

energia entre componentes, além de talvez não ser um bom modo irradiador de 

energia sonora.

- Método da Mobilidade, no qual a densidade modal é obtida a partir da parte real da 

mobilidade. Este método é comumente empregado pelo fato de considerar de 

forma mais adequada a participação de cada modo.

Para a obtenção de resultados confiáveis, Bonilha [29] recomenda que a leitura da 

resposta se dê em, no mínimo, três pontos. Clarkson [32] apresenta resultados de densidade 

modal obtidos através de três pontos distintos, medidos numa estrutura tipo cilindro reforçado 

por vigas. Ozelame [24] calculou a densidade modal de placas apoiadas, reforçadas por vigas, 

através de vários pontos de leitura, obtendo uma boa concordância com valores obtidos 

numericamente.

Neste trabalho, os resultados de densidade modal, foram obtidos pelo procedimento 

proposto por Clarkson [32], fazendo uso das funções resposta em freqüência obtidas pelo 

Método da Mobilidade, por Elementos Finitos e experimentalmente. Usou-se a parte real da 

média espacial da mobilidade pontual, através da Equação 2.32. Como as curvas de 

mobilidade foram obtidas em banda estreita, 0,5 Hz de discretização, os dados também foram 

posteriormente convertidos em banda 1/3 oitava, para apresentação dos resultados. 

Obtiveram-se respostas de mobilidade em no mínimo 15 pontos em cada sistema de placa 

acoplada, e com isto, os resultados aqui mostrados, através da parte real da mobilidade, 

representam curvas com boa precisão.
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Os gráficos mostram também que a comparação entre resultados obtidos pelo Método 

da Mobilidade e pelo Método de Elementos Finitos apresentam boa concordância.

4.11) Resultados de Fatores de Acoplamento

Este é outro parâmetro muito importante para a aplicação da Análise Estatística 

Energética. Este fator expressa a quantidade de energia perdida por um sistema através do 

acoplamento.

Os fatores de acoplamento, obtidos pelos métodos experimental, numérico e da 

mobilidade, foram calculados através da Equação 2.47. Este procedimento faz uso das 

energias vibratórias dos subsistemas, que podem ser determinadas com boa precisão em 

qualquer dos métodos mencionados acima. Observa-se que é adequado também para uso em 

sistemas estruturais de geometria complexa, como é o caso de placas reforçadas por vigas ou 

nervuradas.

A Figura 4.81 mostra o esquema de medição montado para a obtenção dos fatores de 

acoplamento.

A estrutura é excitada por um excitador eletrodinâmico, com um ruído branco gerado 

pelo próprio analisador de sinais. A leitura, feita pelo acelerômetro, é enviada para o 

analisador de sinais, e armazenada em forma de velocidade.

Como nos casos estudados, as placas são iguais, logo, para efeito de simplificação, as 

densidades modais de cada placa foram consideradas iguais.



Para a obtenção das curvas de fatores de acoplamento, as mesmas configurações de 

placas acopladas, que consistem em duas placas planas iguais com uma borda comum, 

utilizadas para o cálculo das densidades modais e fluxo de energia, foram usadas. A placa I é 

aquela que sofre a ação da força de excitação unitária. A placa II é aquela considerada 

imediatamente à direita da linha de união entre as mesmas. Na verdade, nas medições 

experimentais, utilizou-se uma placa com o dobro da dimensão de cada placa do sistema, 

simulando um acoplamento perfeito entre elas, ou seja, por exemplo, a configuração I, que 

consiste de duas placas iguais com as dimensões de 1,0 m x 1,0 m, tratava-se de uma única 

placa de 2,0 m x 1,0 m. Utilizou-se este artifício para que nenhum problema no tipo de junção 

escolhida para o acoplamento entre as placas menores tivesse influência nas medições. Para 

os cálculos dos fatores de acoplamento, utilizou-se a Equação 2.47.

As Figuras 4.82 a 4.84 mostram os fatores de acoplamento da placa I para a placa II, 

nos casos das configurações I, II e III estudadas, com dados obtidos através do método da 

mobilidade e elementos finitos, na faixa de freqüência de 1/3 oitava.

Pode-se conferir que as curvas dos fatores de acoplamento calculadas através do 

método da mobilidade apresentam, praticamente, os mesmos valores das obtidas por 

elementos finitos.
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Figura 4.82 Gráficos comparativos entre fatores de acoplamento da configuração I 

obtidos via mobilidade, elementos finitos e experimental.
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Figura 4.83 Gráficos comparativos entre fatores de acoplamento da configuração II 

obtidos via mobilidade, elementos finitos e experimental.

Figura 4.84 Gráficos comparativos entre fatores de acoplamento da configuração UI 

obtidos via mobilidade, elementos finitos e experimental.

Observa-se, como era esperado [25], que o fator de acoplamento apresenta um leve 

decréscimo com o aumento da freqüência. No Capítulo V, a seguir, serão mostradas 

comparações entre o fator de acoplamento entre algumas configurações de placas com viga de 

reforço acoplada na linha de união entre as mesmas.



4.12) Esforços, Deslocamentos e Intensidade Transferida ao Longo da Linha de União

Foram calculados valores de todos os esforços ao longo da linha de união, através de 

um programa computacional, usando-se uma discretização de 25 intervalos ao longo do 

acoplamento. Assim, 25 valores de cada esforço foram calculados e, as figuras a seguir 

mostram alguns desses resultados. Deve-se frisar que os resultados foram obtidos nas 

primeiras freqüências de ressonância do sistema e comparados com resultados obtidos por 

elementos finitos.

4.12.1) Resultados dos Esforços de Flexão
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Figura 4.85 Distribuições da força cortante (a) freqüência = 4,0 Hz (d) freqüência = 11,1 Hz

(b) freqüência =  4,8 Hz (d) freqüência = 16,4 Hz

(c) freqüência = 10,8 Hz (d) freqüência = 18,8 Hz
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QJ
Eixo XÇuníLo)

------  Mobilidade
------  Elementos Finitos

Ebfft Xijmfío)
Mobilidade 
Elementos Finitos

EtaXQaifo)
MobiHdade 
elementos Finitos

0.5
Eck' X̂buSo)

0J
fixo XCunSo)

0.5

Exd X(müo)

-0.005 0
-----  Mobilidade
-----  Elementos Finitos

-----  Mobilidade
.......  Elementos Finitos

Figura 4.86 Distribuições do momento fletor (a) freqüência = 4,0 Hz (d) freqüência = 11,1 Hz

(b) freqüência = 4,8 Hz (d) freqüência =  16,4 Hz

(c) freqüência =  10,8 Hz (d) freqüência = 18,8 Hz



4.12.2) Resultados das Velocidades Transversal e Angular
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Figura 4.87 Distribuições da velocidade transversal (a) freqüência = 4,0 Hz (c) freqüência = 10,8 Hz

(b) freqüência = 4,8 Hz (d) freqüência = 11,1 Hz

Figura 4.88 Distribuições do velocidade angular (a) freqüência =  4,0 Hz (c) freqüência = 10,8 Hz

(b) freqüência = 4,8 Hz (d) freqüência = 11,1 Hz



4.12.3) Resultados da Distribuição de Potência Transferida

l l l

A Figura 4.89 apresenta os resultados do fluxo de potência ao longo da união, 

mostrando como a energia vibratória se transfere da placa I para a placa II como também 

como o fluxo de energia se apresenta, para uma determinada freqüência. Assim, o caminho 

preferencial da energia vibratória, em cada modo de vibração, é identificado e pode ser 

estudado a fim de usar essa informação em trabalhos de controle de vibrações e ruído em 

estruturas compostas de placas e vigas acopladas.

Figura 4.89 Distribuições da transferência de potência ao longo da união

(a) freqüência = 4,0 Hz (d) freqüência = 11,1 Hz

(b) freqüência = 4,8 Hz (d) freqüência = 16,4 Hz

(c) freqüência = 10,8 Hz (d) freqüência = 18,8 Hz
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_ _ ____________________ CAPÍTULO V
ANÁLISE DE DUAS PLACAS ACOPLADAS 

COM UMA VIGA NA UNIÃO

5.1) Introdução

Neste capítulo, é analisado o sistema composto de duas placas acopladas, livres nas 

bordas, sendo o acoplamento feito através de uma viga de seção quadrada. Nesta análise, 

novamente utilizou-se o Método da Mobilidade e os resultados comparados com os obtidos 

por Elementos Finitos e experimentalmente.

Esta análise consiste em estudar duas placas acopladas com uma viga na união, com a 

transmissão de energia dada apenas pelos esforços que ocorrem em ondas de flexão, ou seja, a 

transferência de energia se dá através do momento fletor e força cortante na união. Este 

modelo caracteriza a maioria dos acoplamentos que envolvem placas e vigas.

Como visto no capítulo anterior, esta análise se baseia no princípio da superposição 

dos efeitos, já que o sistema é linear, permitindo que seja inserido o efeito de mais uma 

subestrutura no sistema, neste caso o efeito da viga.



Algumas hipóteses importantes são consideradas:
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a) As placas são consideradas finas comparando-se com o comprimento de onda 

gerado pela maior freqüência de análise, no caso 1000 Hz.

b) A energia é transferida apenas pelos esforços causados por ondas de flexão nas 

placas, que são o esforço cortante e o momento fletor. Na viga surgem os esforços 

de torção e de flexão.

c) A distribuição do momento na união entre placas e viga, é expresso de forma 

discretizada, sendo o momento que atua no i-ésimo intervalo, sendo

considerados NI intervalos.

d) Cada intervalo, Ax, da discretização é considerado constante.

e) O sistema é linear.

Um esquema do sistema está mostrado na Figura 5.1. As ondas de flexão, 

geradas na placa I pela força de excitação P atuante sobre a mesma, propagam-se ao longo de 

toda a placa, atingem a viga excitando-a com esforços cortante e de torção. Estes mesmos 

tipos de esforços excitam ondas de flexão na placa II. Existe, então, na união, o equilíbrio de 

seis esforços: o momento na placa I, força cortante na placa I, momento torçor na viga, força 

cortante na viga, momento na placa II e a força cortante na placa II.

A Figura 5.2 ilustra os tipos de esforços considerados na união.

Figura 5.2 Vista lateral do sistema de duas placas acopladas com uma viga quadrada na união



Para calcular estes seis (06) esforços, devem ser respeitadas as seguintes condições na união:

a) Continuidade das velocidades angulares e transversais.
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02 = ô\ — 0$ (5.1) 
• • •
V2 = Vv = v3 (5.2) 

de onde podem-se obter as seguintes equações:

I) para 02 = 0 V; Y $ P  + Y£*M2+Y<tQ2 = Yj'Tv (5.3)

II) para 0V = 03 / Y ^ M ,+ Y ^ Q ,= Y j%  (5.4)

III) parav2 =vv;  Y£P  + Y £ 'M 2 + !**&  = Y?’QV (5.5)

IV) paravv=v3 Y ^ M i + Y tQ i ^ Q v (5.6)

b) Do equilíbrio de esforços.

V) M 2 +Tv - M 3 = 0 (5.7)

VI) Q2 + a  -0 3  = 0 (5.8)

em que Y$  é a mobilidade de transferência entre o ponto 1 , no qual é aplicado um força 

unitária, e o ponto 2 , levando-se em consideração a velocidade angular;

Y^* é a mobilidade de transferência entre o ponto 1 no qual é aplicado um força 

unitária, e o ponto 2 , levando-se em consideração a velocidade transversal;

Y g é  a mobilidade pontual no ponto 2, levando-se em consideração o momento 

atuando no contorno da união da placa I, e a velocidade angular;

Y%£ é a mobilidade pontual no ponto 2 levando-se em consideração a força 

cortante atuando no contorno da união da placa I, e a velocidade angular;

Y ^e é a mobilidade pontual no ponto 3 levando-se em consideração o momento 

atuando no contorno da união da placa II, e a velocidade angular;

Y^6 é a mobilidade pontual no ponto 3 levando-se em consideração a força 

cortante atuando no contorno da união da placa II, e a velocidade angular;



Y ^ '2é a mobilidade pontual no ponto 2 levando-se em consideração o momento 

atuando no contorno da união da placa I, e a velocidade transversal;

Y2f 2 é a mobilidade pontual no ponto 2 levando-se em consideração a força cortante 

atuando no contorno da união da placa I, e a velocidade transversal;

73f v3 é a mobilidade pontual no ponto 3 levando-se em consideração o momento 

atuando no contorno da união da placa II, e a velocidade transversal;

Y3f 3 é a mobilidade pontual no ponto 3 levando-se em consideração a força cortante 

atuando no contorno da união da placa II, e a velocidade transversal;

Yjv é a mobilidade pontual na viga levando-se em consideração o momento torsor 

atuando ao longo da viga;

7va  é a mobilidade pontual na viga levando-se em consideração a força cortante 

atuando ao longo da viga;

Assim, pode-se constituir um sistema de equações para a determinação dos esforços 

M 2, M 3, Q2, Q3, Qv q Tv.

y£ p +y£*m 2+y£°q2- yJ % = o (5.9)

Y3f M 3+Y3f Q 3- Y vT% = 0  (5.10)

Y$*P + Y% 'M2 + Y t Q 2 ~ Yvq’Qv = 0 (5.11)

Y ^ M 3 + Y3f>Q3- Y vQ'Qv = 0 (5.12)

M 2 +Tv - M 3 = 0 (5.13)

Ô 2 + Ô v " Ô 3 = 0  (5.14)
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e, considerando a força de excitação P aplicada na placa I, pode-se escrever o sistema de 

equações acima em forma matricial

y M g
J 22

vQ »
22 0 0

0 0
y M e

33
yQ e

33

y M vt
22

yQ v 2 
22 0 0

0 0 3
-'33

v 2 v  3
-'33

1 0 - 1 0

0 1 0 - 1

0

0

0

0

0

1

-Y T'V

- y tv

. vQy

.y&
v

1

0

~m 2 y eP~12
Q2 0
m 3 - Y eP-*12-'
03 0
Ôv 0

J y . 0

(5.15)



A partir deste sistema, todos os esforços são simultaneamente calculados.

Deve-se frisar que, cada componente da matriz dos coeficientes deste sistema é 

constituído de uma matriz, por exemplo: Y ^e = [y^*  ]NIxNI ou Yj’ = [yJ* .

Da mesma forma, os vetores deste sistema que constituem as incógnitas possuem a 

ordem determinada também pelo número de discretizações, por exemplo M 2 = {M2 }m ou 

Tv = {Tv}m, sabendo que cada componente destes vetores representa exatamente o esforço que

atuam em cada intervalo discretizado. Portanto, este sistema pode ser resolvido para NI 

discretizações na linha de união, gerando um sistema de equações de ordem 2NI. Assim, 2NI 

incógnitas devem ser calculadas. Novamente aqui, como no Capítulo IV, utilizaram-se 25 

discretizações ao longo da união.

5.2) Configurações das Placas

As placas e vigas possuem as seguintes características, mostradas na Tabela 5.1:

Tabela 5.1 Características mecânicas da placas e vigas

Material Alumínio

Densidade 2660 K g/m 3

Módulo de Elasticidade 7,1.1010 Pa

Coeficiente de Poisson 0,3

Amortecimento 0,01

As seguintes configurações de placas e vigas foram analisadas:

Tabela 5.2 Dimensões da configuração I

Espessura da placa I e II 3,0 mm

Comprimento da placa I e II 1,0 m

Largura da placa I e II 1,0 m

Viga quadrada de espessura 

Viga Quadrada de espessura

19,05 mm 

50,00 mm



Tabela 5.3 Dimensões da configuração II

Espessura da placa I e II 2 mm

Comprimento da placa I e II 0,40 m

Largura da placa I e II 0,40 m

Viga quadrada de espessura 19,05 mm

5.3) Ondas de Torção em Vigas

As ondas de torção ocorrem em uma barra quando excitada por um torque, isto é, por 

um momento em que o eixo coincide com o eixo da mesma. Em estruturas compostas por 

placas e vigas, devido ao acoplamento existente entre ondas de flexão e torção, é comum 

surgirem estes tipos de onda.

A equação que descreve o deslocamento angular de uma viga submetida a um esforço 

de torção é dada por [49]

onde a velocidade das ondas de torção ct pode ser calculada pela seguinte equação [1]:

ô20(x,t) _ ô20(x,t) 
ôxz c,2ô t2

(5.16)

(5.17)

ou ainda (5.18)

em que, A, é a rigidez à torção;

G é o módulo de elasticidade ao cisalhamento;

J  é o momento de inércia à torção da seção transversal da viga;

I  é o momento de inércia de massa por unidade de comprimento da viga.

O módulo de elasticidade ao cisalhamento pode ser calculado por
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K

bv

Figura 5.3 Seção transversal de uma viga quadrada

O momento de inércia à torção J  de uma vida de seção quadrada (Figura 5.3), é dado

por [31]

J  = 0,1406 bv4 (5.20)

A resposta da viga pode ser calculada através das Equações de Lagrange [50]

à_
dt

ÕKviga ÕU,viga , viga

3?» dqn
-F„ (5.21)

O movimento da viga pode ser descrito através dos modos normais e o

deslocamento angular é dado através de uma combinação linear destes modos

(5.22)
n -\

onde qn(t) = qnejm.

Considerando as condições de contorno da viga como totalmente livre, a solução pode 

ser representada por uma família de cosenos
oo

0(*,O = 2 X (O  cos k,x (5.23)

A energia potencial de uma viga submetida a ondas de torção é dada por [50],

U+. = \ \ gJ(x)
õ9(x,t) 

õx
dx (5.24)

e como a viga tem seção uniforme, J(x) = J .



Substituindo a Equação 5.22 na Equação 5.24, tem-se
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l" '
u v(ga = -  ]gJ  t)kx sen(*,x) dx (5.25)

e, então

V *  A U gX I L  q , \ t )
n=l

(5.26)

Derivando a energia potencial em relação à n-ésima coordenada generalizada, tem-se

viga = GJk\L qn(t)

A energia cinética de uma viga submetida às ondas de torção, é dada por [50]

(5.27)

Ô0(x,t) 
õt

dx

e, como a seção é constante, então I(x) = I.

Substituindo a solução proposta, obtêm-se

J X ( 0 s e n (^ * ) )
n=l

CÍC

logo

(5.28)

(5.29)

(5.30)

Derivando a energia cinética em relação à n-ésima velocidade generalizada qn, e em 

relação ao tempo, tem-se

d_
dt

A n
(5.31)

Agora, fixando a atenção no último termo da Equação 5.21, tem-se que, a equação da força 

generalizada, representada através da torção distribuída ao longo da viga, é dada por

K = Tn = f  T(x,) </>, (x)fe = (x, 0  cos(kxx, )dx 

onde T(x,t) representa o torque distribuído atuando ao longo da viga.

(5.32)



Agora, substituindo as equações da energia potencial (Equação 5.27), energia cinética 

(Equação 5.31) e forças generalizadas (Equação 5.32), na Equação de Lagrange, obtêm-se
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LI q GJKX L qn
±ÜL + ------í— —  = Tn (5.33)

2 2 "

logo, as coordenadas generalizadas podem ser calculadas pela seguinte equação

( 5 - 3 4 )

Portanto, a resposta da estrutura, pode ser escrita na forma [51]

0(x,t) = Y ------- ^ — r- c o s (kxx) e)<at (5.35)
K J ~£\L(GJKX -C D  I )  K x J  K J

5.4) Ondas de Flexão em Vigas

No caso de um acoplamento, as ondas de flexão são as que mais transmitem energia 

entre os sistemas acoplados e, no caso de união de placas e vigas, a influência desse tipo de 

onda é fundamental para descrever o comportamento da transmissão dessa energia. O modelo 

de viga utilizado neste trabalho foi o de “viga Euler-Bemoulli”. Este modelo aplica-se com 

boa precisão quando a seção transversal é pequena em relação ao comprimento de onda de 

flexão.

A equação que governa este movimento é dada por:

.2 ô4wv(x,t) õ2Wv(x,t) 
ô x 4 d t 2

cy  =o (5.36)

em que cf
E l

P A

onde cf  a velocidade do som para ondas de flexão.

A mesma equação, quando escrita no domínio da freqüência é expressa por

dAWv(x , f )

(5.37)

õx4
= kf Wv( x , f )  (5.38)
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sendo k} o número de onda de flexão, dado por kf  = Cõ
(5.39)

A solução da Equação 5.38 é dada por [26]:

Wv (x) = A cosh(£yx) + B senh(Arr x) + C cos(kfx) + D  cos(kfx) (5.40)

As condições de contorno de uma viga livre nas bordas são:

õ2Wv( x ) _ d 3Wv( x ) =0
dx x=0x~L

então, pode-se escrever que [58]

(5.41)

onde O =

Wv (x) = sení^y x) + senh(^/  x) + <I>(cos(kf  x) + cosh(fcy x))

sen (kf L) -  s e n h ^ I )  
cosh(^Z) -  cos (kfL)

(5.42)

(5.43)

A solução proposta para representar o movimento da viga é:
oo

Wv(x,t) = ^ q „(0 s e n ^  x) + s e n h ^  x) + O(cos(kf  x) + cosh^y x)) (5.44)
rt=l

As expressões das energias potencial e cinética da viga, devido ao movimento lateral são, 

respectivamente

tt d2wv(x,t) 
dx2

dx

r

E«ga= \ ) m
àwv(x,t) 

ôt
dx

(5.45)

(5.46)

As forças generalizadas podem ser representadas por

F„=Q„= \Q(x,t) <t>n(x)d x = f(Kx,t) wv(x)dx (5.47)
0 0

onde Q(x,t)é o esforço distribuído que atua ao longo da viga. Fazendo uso das Equações de 

Lagrange, pode-se calcular as coordenadas generalizadas
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■ y  ___________________________________________________ -AlkxQ_________________________________________

-  (2(Ekx2 +lMva>2) ^  kxL -  bcL) _ 4^ ,  _ / W ) c w f a ( _ 1 + (senfoZ-senhfaZ)-
cosh f a i - c o s  fceL cos foci- cosh feci,

, . , 2(sen fccl - senh hxLYcoskxL-  cosh kxL + 2kxL sen kxL -  2kxLsenh kxL) (sen kxL - senh kxL)1 , „ , ...
(Ekx + IM vm )(— ----------------------- - -------------------------------------------------------------- - + (1 + ------------------------ senh 2 kxL)

(cos kxL -  cosh kxL) (cos k xL -  cosh kxL)

(5.48)
)

portanto, a resposta pode ser escrita assim:

W ( x t )  = Y  ____________________________________________________________ - j l k x Q ____________________________________________________________
' ’ -  ( s a i f a l - s e n h f c r l ) ^ ^ ^

cosh kxL -  cos kxL cosfcxl-coshfai

(Lh* | j \ /VJ: v 2(sen^ ' ~ sen*1̂ )(cosfaí.-coshtocJ[,-f 2fccZ.senfccI-2fctZsenhfaZ,) | „ (sen kxL -  senh kxLf
(cos k x L -cosh kxL)1 (cos kxL -  cosh kxL)7

(5.49)

5.5) Cálculo da Mobilidade na Viga

Em cada um dos pontos x,da discretização na viga, atua um torque Tt provocando

uma velocidade angular d 3, como também em todos esses mesmos pontos atua uma força 

cortante Qv, provocando um deslocamento transversal. As funções de mobilidade são 

calculadas através das expressões

h x , )Para o torque Yv (x ,x ) = ---- — (5.50)
T(x,)

o W  (x,)
E para a força cortante, Yvyv (x,, x ,) = ------ — (5.51)

QÁx,)

5.6) Construção dos Modelos Experimentais

As placas das configurações I e II, desta parte do trabalho, foram preparadas para que 

o acoplamento com a viga fosse o mais perfeito possível. Na verdade, a viga foi fixada no 

meio de uma placa de 2,0 m x 1,0 m resultando em um sistema composto por duas placas de

1,0 m x 1,0 m com uma viga entre elas. Da mesma forma, partindo-se de uma única placa de 

0,8 m x 0,4 m, sendo fixada uma viga no meio, resultou em um sistema considerado de duas 

placas iguais de 0,4 m x 0,4 m com uma viga no meio. A viga foi colada na placa através de 

adesivo estrutural de base epóxi, que proporciona elevada aderência e rigidez na união. 

Verifícou-se que a placa estivesse totalmente plana, e evitou-se qualquer tipo de esforço sobre



a mesma e também o cuidado na forma de armazenamento, para que não houvesse nenhum 

empenamento.

Como mencionado no Capítulo 4, outras formas possíveis de união entre a viga e as 

placas, tais como: parafusos, rebites, solda tipo ponto ou soldagem com deposição de material, 

foram descartadas pois, como a união não é contínua, o aparecimento de grande 

amortecimento estrutural provocado pelo atrito relativo entre as duas partes unidas, modifica 

as condições ideais do sistema de medições.

A união através de solda, por deposição de material (solda elétrica com eletrodo 

revestido, Mig ou Mag), apresenta o inconveniente de favorecer o aparecimento de 

empenamento da placa, podendo prejudicar a análise, sendo por isso descartada.

Para que a adesão entre vigas e placas fosse a melhor possível, tanto as vigas quanto as 

placas foram preparadas cuidadosamente, sendo lixadas e limpas, com solvente mineral, para 

garantir completa ausência de oleosidade e poeira que poderiam afetar a aderência. Durante o 

processo de cura do adesivo (aproximadamente 24 horas) as superfícies coladas foram 

mantidas numa superfície horizontal, totalmente lisa e plana (piso), e foram mantidas unidas 

através da utilização de pesos distribuídos sobre as vigas.

A estrutura foi suspensa por um único fio, fino e leve, preso num canto de uma das 

bordas, através de um grampo especial, e pendurado no teto juntamente com um distorcedor, 

para compensar possíveis rotações da estrutura montada. O furo feito na placa, para 

acondicionar o grampo com o fio, tinha um diâmetro de apenas 2 mm, para não influenciar na 

resposta da estrutura. Na análise através do Método da Mobilidade e Elementos Finitos não se 

levou em conta a existência de nenhum vínculo tal como o fio usado nas medições 

experimentais.

Para que houvesse concordância entre os pontos usados nas medições e os usados 

tanto pelo Método da Mobilidade e Elementos Finitos, a estrutura foi mapeada, em linhas 

horizontais e verticais, eqüidistantes 10 cm entre si e os pontos de intersessão foram 

cuidadosamente marcados com canetas especiais, sem nenhum tipo de marca estrutural no 

sistema.

As placas e as vigas foram medidas e pesadas no Laboratório de Metrologia da UFSC, 

a fim de determinar sua densidade com precisão.

Foram incluídas na superfície das placas fitas autocolantes de alumínio, com espessura 

e peso desprezáveis, a fim de se aumentar o amortecimento da mesma.

A Figura 5.6 mostra uma placa sendo preparada para receber a colagem da viga e, a 

Figura 5.7 mostra uma viga já colada numa placa.
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Figura 5.4 Fotografia de uma placa sendo fixada para colagem de uma viga

Figura 5.5 Fotografia de uma viga colada numa placa através de cola adesiva epóxl 

5.7) Resultados de Funções de Resposta em Freqüência

5.7.1) Mobilidade Pontual -  Configuração II -  Viga Quadrada 19,05 mm

As Figuras 5.6 a 5.10 mostram a mobilidade pontual, num sistema constituído 

de duas placas de alumínío acopladas entre sí, com dimensões 0,4 m x 0,4 m e espessura de 1 

mm cada uma, com uma viga quadrada de 19,05 mm de lado da seção transversal, colada na 

linha de acoplamento entre as placas. A excitação considerada, nos métodos da mobilidade e 

elementos finitos, foi uma força harmônica de magnitude unitária, localizada no ponto



x = 20 cm e y = 10 cm e a  resposta sendo medida no mesmo ponto, sendo mostradas em 

faixas de freqüência diferentes e complementares, para uma melhor visualização. A Figura

5.10 mostra a mesma curva na faixa total de 0 a 1000 Hz.
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1 10 750 800 850 900

Fteqüência [Hz]
------ Elementos Finitos
------  Método Mobilidade

Figura 5.9 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa 
_____ 0,8 m x 0,4 m viga 19,05 mm, 750 a 1000 Hz._____

Fteqüêrtck. (Ha]
------ Elementos Finitos
------ Método Mobilidade

Figura 5.6 Mobilidade pontual numérica e analítica - 
0,8 m x 0,40 m - viga 19,05 mm, 0 a 250 Hz.

placa

110 250 300 350 «0!

Pteqüência [Ha]
------ Elementos Finitos
------ Método Mobilidade

Figura 5.7 Mobilidade pontual numérica e analítica 
_____ 0,8 m x 0,4m viga 19,05 mm, 250 a 500 Hz.

- placa

'  * ' 500 550 «00 650 700

íYequmcii. [Hz]
------ Elementos Finitos
------ Método Mobilidade

Figura 5.8 Mobilidade pontual numérica e analítica - 
0,8 m x 0,4 m viga 19,05 mm, 500 a 750 Hz.

placa

1

0.1

Figura 5.

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FlsqümcU [Hz]
------ Elementos Finitos
........ Método Mobilidade
10 Mobilidade pontual numérica e analítica - placa 0,8 m x 0,4m - viga 19,05 mm -  0 a 1000 Hz.



As Figuras 5.11 a 5.15 mostram a mesma mobilidade pontual, porém acrescentada da 

resposta medida experimentalmente.
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‘  ~  0 50 100 150 200 ;

Frequência [Hs]
------  Elementos Finitos
........ Método Mobilidade
------  Experimental

Figura 5.11 Mobilidade pontual numérica, analítica e 
experimental - placa 0,8 m x 0,40 m viga 19,05 m 

____________ freqüência 0 a 250 Hz._____________

Erequmcia [Ha]
------ Elementos Finitos
------ Método Mobilidade
------ Experimental

Figura 5.12 Mobilidade pontual numérica, analítica e 
experimental - placa 0,8 m x 0,4 m viga 19,05 mm 

freqüência 250 a 500 Hz.

Fftqõêttck [Hs]
------  Elementos Finitos
------  Método Mobilidade
------  Experimental

Figura 5.13 Mobilidade pontual numérica, analítica e 
experimental - placa 0,8 m x 0,4 m viga 19,05 mm 

___________ freqüência 500 a 750 Hz.____________

1 1 0  750 800 850 900 S50 1000

Ffeqüôtttt [Ha]
------ Elementos Finitos
------  Método Mobilidade
------ E-xp erimental

Figura 5.14 Mobilidade pontual numérica, analítica e 
experimental - placa 0,8 m x 0,4 m viga 19,05 mm 

___________ freqüência 750 a 1000 Hz._____________

1

o.i

Ereqüêricit [Hz]
-----  Elementos Finitos
-----  Método Mobilidade
.......  Meto do Experimental

Figura 5.15 Mobilidade pontual numérica, analítica e experimental - placa 0,8 m x 0,4 m - viga 19,05 mm. 
freqüência 0 a 1000 Hz



Pode-se conferir, pelas figuras, que a resposta obtida através do método da mobilidade 

apresenta uma boa concordância em comparação com a resposta obtida por elementos finitos 

e, mais ainda, a resposta medida experimentalmente, apresenta a mesma forma e 

praticamente os mesmos picos de ressonância, podendo-se afirmar então que a comparação 

mostrada na Figura 5.15 é bastante razoável.

5.7.2) Mobilidade de Transferência -  Configuração II -  Viga Quadrada 19,05 mm

As Figuras 5.16 a 5.20 apresentam a mobilidade de transferência, do mesmo sistema 

anterior (Item 5.7.1). A força de excitação está localizada no ponto * = 20 cm e y  = 10 cm e 

a resposta foi medida no ponto x = 40 cm e y  = 30, portanto medida na viga, exatamente no 

meio das placas.

inquine» [Hz] 
Elementos Finitos 
Método Mobilidade

Figura 5.16 Mobilidade transferência numérica e analítica 

placa 0,8 m x 0,4 m faixa de freq. 0 a 250 Hz.

110

F5reqüínci4 ÇHs]
Elementos Finitos 
M éto do M obüidade

Figura 5.17 Mobilidade transferência numérica e analítica 

placa 0,8 m x 0,4 m faixa de freq. 250 a 500 Hz.

110

Rrequência [Hz]
— Elementos Finitos 

M étodo Mobilidade

Figura 5.18 Mobilidade transferência numérica e analítica 

placa 20,8 m x 0,4 m faixa de freq. 500 a 750 Hz.

1000

Reqüíncia [Hz]
------ Elementos Finitos
........  Método Mobilidade

Figura 5.19 Mobilidade transferência numérica e analítica 

placa 0,8 m x 0,4 m faixa de freq. 750 a 1000 Hz.

Nota-se aqui, também, que a concordância entre as curvas obtidas pelo método da 

mobilidade e elementos finitos é boa.



übqüfficíi [Ha]
-----  Ansys
-----  Método Mobilidade

Figura 5.20 Mobilidade de transferência numérica e analítica - placa 0,8 m x 0,4 m - viga 19,05 mm. de 0 a 1000 Hz

As Figuras 4.21 a 4.25 mostram a mesma mobilidade de transferência porém 

acrescentada da resposta medida experimentalmente.

fteqilSini [Hz]
------ Elementos Finitos
------  Método Mobilidade
------  Experimental

Figura 5.21 Mobilidade transferência numérica, analítica e 
experimental -  placa 0,8 m x 0,40 m viga 19,05 m 

______________ freqüência 0 a 250 Hz.

Finiqüêncú [Hz]
------ Elementos Finitos
........ Método Mobilidade
........ Experimental

Figura 5.22 Mobilidade transferência numérica, analítica 
experimental - placa 0,8 m x 0,4 m viga 19,05 mm 

freqüência 250 a 500 Hz.

Itoqüíncia JHs]
------ Elementos Finitos
------ Método Mobilidade
------  Experimental

Figura 5.23 Mobilidade transferência numérica, analítica e 
experimental - placa 0,8 m x 0,4 m viga 19,05 mm 

freqüência 500 a 750 Hz.

íiü íiêü râ  (Hz]
------  Elementos Fktttos
------  Método Mobilidade
------  Experimental

Figura 5.24 Mobilidade transferência numérica, analitica e 
experimental - placa 0,8 m x 0,4 m viga 19,05 mm 

___________ de freqüência 750 a 1000 Hz.___________
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Rsqiiêncíi [Ha]
------ Elementos Finitos
........ Método Mobilidade
........  Meto do Experimental

Figura 5.25 Mobilidade de transferência numérica, analítica e experimental - placa 0,8 m x 0,4 m - viga 19,05 mm 

faixa de freqüência 0 a 1000 Hz.

Observa-se da Figura 5.25 que os valores das freqüências de ressonância do sistema 

permanecem praticamente inalterados, e as amplitudes apresentam uma pequena variação. 

Essa concordância demonstra mais uma vez a importância e precisão do método proposto 

neste estudo na obtenção de repostas de placas livre-livre.

5.8) Análise dos Efeitos da Viga de Reforço

Após terem sido apresentadas diversas comparações de resposta em freqüência 

entre os vários métodos, corroborando com os resultados obtidos pelo método da mobilidade, 

a seguir será usado este método para analisar a influência da inclusão de uma viga de reforço 

no acoplamento entre duas placas iguais, excitadas por uma força transversal unitária.

5.8.1) Comparação na Configuração I - com viga acoplada/sem viga acoplada

O efeito do acoplamento de uma viga de 50 mm de lado da seção transversal com um 

sistema formado de duas placas iguais de 1,0 m x 1,0 m, é apresentado nas Figuras 5.26 a 

5.30, que mostram a mobilidade pontual calculada pelo Método da Mobilidade, do sistema 

com e sem a viga de reforço colada na linha central da placa. A localização da excitação é o



ponto x -  50 cm e y  = 20 cm e a resposta foi medida no mesmo ponto. Por causa da grande 

quantidade de modos envolvidos, a curva será apresentada em faixas distintas e 

complementares de freqüência.

com a viga 
sem a viga

100 150

FYequmci* [Hz]

Figura 5.26 Mobilidade pontual - placa 2,0 m x 1,0 m 

viga 50 mm freqüência 0 a 250 Hz.

frtqilgttm [Ha]
------ com a viga
........ sem a viga

Figura 5.28 Mobilidade pontual - placa 2,0m x l,0m 

viga 50 mm freqüência 500 a 750 Hz.

350 400

Fteqüênci» [Hz]
com a viga 
sem a viga

Figura 5.27 Mobilidade pontual - placa 2,0m x l,0m 

viga 50 mm freqüência 250 a 500 Hz.

850 900

íYsqüincú [Hz]
com a viga 
sem a viga

Figura 5.29 Mobilidade pontual - placa 2,0m x l,0m 

viga 50 mm freqüência 750 a 1000 Hz.

A Figura 5.30 mostra a mesma curva de 0 a 1000 Hz.

ffcqüênck [Hz]
------ com a viga
------  sem a viga

Figura 5.30 Mobilidade pontual - Configuração I- com e sem a viga de 50 mm acoplada



Evidencia-se que, com a introdução da viga todo o sistema é alterado, tanto nos 

valores das freqüências de ressonância, como de amplitude.

A função resposta em freqüência de transferência, para a placa II, produz efeitos 

significativos nas amplitudes, como mostra a Figura 5.31. Esta figura mostra a mobilidade de 

transferência, sendo que os pontos, em que as funções resposta em freqüência foram medidas, 

encontram-se exatamente na linha em que a viga foi colada, ou seja, a figura mostra a 

diferença entre funções resposta em freqüência medidas nos pontos da linha de união 

respectivamente antes e depois do acoplamento da viga nas placas, evidenciando, mais uma 

vez, a influência da viga na transmissão de energia entre as placas, que não somente atua na 

mudança das ressonâncias do sistema acoplado mas, também, na própria amplitude das 

mesmas, diminuindo consideravelmente a transmissão de energia.

Corroboram com o que foi exposto acima, as respostas em freqüência tipo 

mobilidade, obtidas em diversos pontos da estrutura, inclusive na placa II, ou seja, no lado da 

estrutura após a linha de união entre as placas e a viga. Nas figuras seguintes, a conclusão 

tomada no exemplo anterior é a mesma para todas as respostas mostradas. A influência da 

viga na diminuição da energia transmitida entre as placas se faz notar, obviamente tanto nas 

amplitudes das respostas, quanto na mudança das freqüências de ressonância do sistema.
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Freqüência [Hz]
-----  com a viga
------ sçmaviga

Figura 5.31 Mobilidade de transferência - Configuração I- com e sem a viga de 50 mm acoplada

Tomando como exemplo o ponto x  = 170 cm e y  = 30 cm, pertencente à placa

II, a Figura 5.32, mostra resultados de resposta em freqüência obtidos neste ponto, antes e 

depois da viga ser acoplada, evidenciando de forma inequívoca a atuação da viga na



diminuição da transmissão de energia vibratória da placa I para a placa II. Um outro exemplo 

são as curvas obtidas no ponto x - 130cm e y  = 70cm, na placa II, mostrada pela Figura 5.33,

Freqüência. [Hz]
-----  com a viga
-----  sem a viga

Figura 5.32 Mobilidade de transferência -Configuração I - com e sem a viga acoplada

Freqüência [Hz]
-----  com a viga
-----  sem a viga

Figura 5.33 Mobilidade de transferência -  Configuração I - com e sem a viga acoplada 

5.8.2) Comparação na Configuração II - com viga acoplada/sem viga acoplada

Optou-se por mostrar somente a mobilidade de transferência da configuração II, com 

a viga de 19,05 mm acoplada na união entre as placas e a força de excitação localizada no 

ponto x  = 30 cm e >< = 10 cm, sendo a resposta sendo medida no ponto x = 40 cm e



y  = 30 cm, portanto medido na viga, exatamente no meio das placas. A Figura 5.34 ilustra a 

curva obtida.

Aqui, nota-se também que, a viga atua na propagação de energia na placa, diminuindo 

a amplitude como também a forma da curva ou seja, a viga atua aumentando a rigidez do 

sistema, impedindo a transmissão de energia entre as placas.

Observa-se que o número de ressonâncias não é alterado de forma significativa, 

conforme esperado de sistemas estruturais formados por chapas. Tem-se observado que a 

quantidade de modos está muito relacionado às áreas das placas, já que são estas quem 

proporcionam as ressonâncias. As vigas possuem um efeito maior de reduzir as amplitudes 

das respostas, principalmente nas altas freqüências, através dos efeitos de inércia e de 

enriquecimento.
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PYeqüênci* [Hz]
-----  com a viga
-----  sem a viga

Figura 5.34 Mobilidade de transferência - configuração II - com e sem a viga acoplada

Após todos estes resultados comparativos, nota-se que a amplitude das 

respostas obtidas em pontos localizados, tanto na linha onde a viga está acoplada quanto na 

placa II (placa após a viga), é bem menor do que as obtidas com a placa sem o acoplamento 

da viga. Ocorre também uma mudança das freqüências de ressonância da estrutura, ou seja, o 

formato da curva obtida com a viga acoplada é perceptivelmente diferente do formato da 

curva obtida sem o acoplamento da viga. Pode-se concluir, então, que a viga impede 

consideravelmente a transmissão de energia de uma placa para a outra. Isso se deve pelo fato



da viga introduzir um aumento de rigidez e de inércia ao sistema. A viga possui grande 

inércia à rotação e à flexão.

Estes resultados mostram de forma clara, a grande influência de uma viga na resposta 

de um sistema composto de placas e vigas acopladas, mesmo que esse sistema seja repleto de 

ressonâncias, como é o caso do sistema sendo analisado.

5.9) Resultados de Densidade Modal

Conforme já evidenciado no Capítulo 4, neste trabalho o resultado de densidade 

modal, pelo método da mobilidade, segue o proposto por Clarkson [32], através da Equação 

2.32. Como as curvas de mobilidade foram obtidas em banda estreita, 0,5 Hz de 

discretização, os dados também foram posteriormente convertidos em banda 1/3 oitava, para 

apresentação dos resultados.

A seguir, são mostrados resultados obtidos da densidade modal, pelo Método da 

Mobilidade, das configurações I e II, com e sem viga de reforço, na faixa de freqüência de 1/3 

oitava, tomados através da mobilidade pontual de 15 pontos da estrutura analisada e, somente 

para efeitos de comparação, obteve-se o resultado da densidade modal para as mesmas 

configurações de placa, porém plana, na condição de contorno simples apoio, obtida através 

da Equação 2.30 [31, 25],

A Figura 5.35 mostra a comparação da densidade modal da configuração I, com e sem 

reforço de uma viga quadrada de 19,05 mm.
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Figura 5.35 Gráficos comparativos entre densidades modais da configuração I, com e sem reforço de uma viga de 19,05 mm,

calculadas pelo Método da Mobilidade e de uma placa plana apoiada calculada pela Equação 2.30.



A Figura 5.36 mostra o mesmo sistema de placas acopladas, mas com o reforço de 

uma viga quadrada de 50 mm.

A Figura 5.37 mostra a diferença da influência da viga de 50 mm e da viga de 19,05 

mm, no sistema composto de duas placas iguais de 1,0 m x 1,0 m, quando acopladas ao longo 

de uma linha comum.
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Figura 5.36 Gráficos comparativos entre densidades modais da configuração I, com e sem reforço de uma viga de 

50 mm, calculadas pelo Método da Mobilidade e de uma placa plana apoiada calculada pela Equação 2.30.

Figura 5.37 Gráficos comparativos entre densidades modais da configuração I, com e sem reforço da viga de 19,05 mm e da

viga de 50 mm, calculadas pelo Mét. da Mobilidade e de uma placa lisa apoiada calculada pela Equação 2.30.



A Figura 5.38 apresenta a comparação da densidade modal do sistema da 

configuração n, com e sem o reforço de uma viga quadrada de 19,05 mm na linha de união, e 

da mesma configuração, porém simplesmente apoiada, calculada pela Equação 2.30.

Figura 5.38 Gráficos comparativos entre densidades modais da configuração O, com e sem reforço de uma viga 

de 19,05 mm, calculadas pelo Método da Mobilidade e de uma placa lisa apoiada calculada pela Equação 2.30.

Pode-se verificar que as curvas da densidade modal das configurações após a inclusão 

das vigas apresentam valores menores em relação aos de placas sem vigas, mostrando a 

influência destas na quantidade de modos presente numa banda de freqüência e, portanto, na 

energia da placa.

5.10 Resultados da Potência de Entrada e Transmitida

A principal razão da obtenção das curvas de potência de entrada e transmitida é 

entender o fluxo de energia na linha de união do acoplamento entre as duas placas e a viga.

Para a obtenção das curvas de fatores de acoplamento, foram usadas as mesmas 

configurações de placas acopladas, que consistem em duas placas planas iguais com uma 

borda comum, e uma viga de reforço nesta união. Para o cálculo dos fatores de acoplamento, 

utilizou-se a Equação 2.47.

Assim, as Figuras 5.39 e 5.40 apresentam, respectivamente, as potências de entrada e 

transmitida, da configuração I com uma viga quadrada de 50 mm, obtida através do método 

da mobilidade e elementos finitos.
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frtqüêncú [Hz]
------- elem entos finitos
......... mobilidade

Figura 5.39 Potência de entrada -  configuração I -com  a viga 50 mm.

fVeqüênjcÍA [Ha]
------- elemento s finito s
------  mobilidade

Figura 5.40 Potência transmitida -  configuração I - com viga 50 mm

p o tência  transm itida 
po tên c ia  de entrada

Figura 5.41 Potência de entrada e transmitida -  configuração I -  com viga 50 mm



A Figura 5.41 apresenta a comparação entre as potências de entrada e transmitida, da 

configuração I com a viga de 50 mm, obtidas através método da mobilidade,

A Figura 5.42 apresenta o resultado da razão entre as potências transmitida e de 

entrada.

!|------- 1--------1------ “1--------1--------1--------1--------1--------1------- 1--------

lieqüínm [Hz]
------ razão de potências

Figura 5.42 Razão entre Potência transmitida/entrada -  configuração I - com viga 50 mm

As Figuras 5.43 e 5.44, a seguir, apresentam, respectivamente, as potências de entrada 

e transmitida, da configuração II com uma viga quadrada de 19,05 mm, obtida via método da 

mobilidade e elementos finitos.

Ereqiiiriciâ. [Ha]
— elementos finitos 
-• mobilidade

Figura 5.43 Potência de entrada -  configuração II -  com viga 19,05 mm
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freqüência [Hz]

-----  elementos finitos
-----  mobilidade

Figura 5.44 Potência transmitida -  configuração H -  com viga 19,05 mm.

A Figura 5.45 apresenta a comparação entre as potências de entrada e transmitida, da 

configuração II com a viga de 19,05 mm, obtida através método da mobilidade.

F ta q ü ín d i [Hz]

potência tfansmitida 
-----  potência de entfada

Figura 5.45 Potência de entrada e transmitida - placa 0,8 m x 0,4 m viga 19,05 mm.

A Figura 5.46 apresenta o resultado da razão entre a potência transmitida e a potência 

de entrada.



Freqüência [Ha]
------ razão de potências

Figura 5.46 Razão entre potência transmitida e potência de entrada -  configuração II- com viga 19,05 mm

Nas Figuras 5.42 e 5.46, as freqüências onde a maior parte da energia é transmitida 

são aquelas em que o valor da razão se aproxima da unidade, ou seja, nessas freqüências a 

maior parte da potência de entrada é quase que toda transferida da placa I para a placa D.

As Figuras 5.41 e 5.45 mostram que, no acoplamento entre placas e viga, a energia 

transmitida de uma placa para outra depende fortemente da viga de reforço que está acoplada 

na união entre as placas. Comprova-se, em relação à viga, que quanto mais robusta menor a 

quantidade de energia transferida entre as placas. Em ambientes ruidosos tais como 

plataforma offshore, onde máquinas possantes transferem grandes quantidades de energia nas 

placas onde estão instaladas, esse detalhe pode ser usado para controle de ruído de uma 

determinada máquina, diminuindo sua influência no ruído irradiado por todo o sistema da 

plataforma.

5.11 Resultados de Fatores de Acoplamento

Como já foi mencionado anteriormente, o fator de acoplamento é um elemento 

fundamental para a aplicação de SEA e, um dos propósitos deste trabalho, era a sua obtenção 

através do método proposto. Para os cálculos dos fatores de acoplamento, utilizou-se a 

Equação 2.47, pelo Método da Mobilidade.

A Figura 5.47 mostra os fatores de acoplamento da placa I para a placa II, para a 

configuração I estudada, acrescida do fator de acoplamento obtido antes da inclusão das
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Pode-se notar que, em relação ao acoplamento com a viga quadrada de 50 mm, seus 

valores são notadamente menores que os obtidos em relação à outra viga de 19,05 mm. Essa 

diferença de valores fortalece ainda mais as conclusões sobre a influência da viga num 

acoplamento entre placas.

A Figura 5.48, abaixo, está relacionada à placa da configuração II deste capítulo.

Figura 5 .48 Fator de acoplamento -  configuração II -  sem viga e com viga 19,05 mm
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Também, aqui, a influência da viga, alterando o comportamento da transmissão de 

energia entre os subsistemas acoplados, é demonstrada através da diferença de valores entre os 

fatores de acoplamento. A viga quadrada de 19,05 mm proporciona uma grande redução da 

energia transferida da placa I para a placa II, como demostrada pela diferença entre os fatores 

de acoplamento presentes na Figura 5.48.

Estes resultados mostraram novamente a boa concordância com os obtidos numérica e 

experimentalmente, indicando sua viabilidade de implementação em estudos de placas tendo 

vigas acopladas nas quatro bordas, simulando segmentos de placas reforçadas conforme 

tipicamente usadas em plataformas “offshore”.

5.12) Esforços e Deslocamentos ao Longo da Linha de União

Novamente, todos os esforços ao longo da linha de união, usando-se uma discretização 

de 25 intervalos ao longo do acoplamento foram calculados. As figuras a seguir mostram 

alguns desses resultados. Deve-se frisar que os resultados foram obtidos nas freqüências de 

ressonância do sistema e comparados com resultados obtidos por elementos finitos.

5.12.1) Resultados dos Esforços de Flexão

A Figura 5.49 apresenta os gráficos dos momentos fletores que atuam na união entre 

as placas, os momentos torçores ao longo da viga e as forças cortantes ao longo da viga e 

também nas placas I e II, obtidas de forma idêntica aos apresentados no Capítulo IV.
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Figura 5.49 Distribuições da força cortante, com uma viga quadrada na união ( b v = h v = 50 mm)

------ -Força cortante na viga - Mobilidade
........ .F orç a c ortante na viga - Elemento s F inito s
------ -Força cortante na placa I- Mobilidade
-------Força cortante na placa I- Elementos Finitos
------ -Força cortante na placa I- Mobilidade
........ .Força cortante na placa I- Elementos Finitos
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Figura 5.50 Distribuições dos momentos torçores e fletores, uma viga quadrada na união ( bv = h v = 50 mm)

-------Mom. torsor na viga- M obdidade
.........Mom. torsor na viga- Elementos Finitos
------Mom. fletor na placa I-M obdidade
.........Mom. fletor na placa I-Elementos Finitos
-------Mom. fletor na placa II-Mobilidade
.........Mom. fletor na placa II-Elementos Finitos
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4.12.2) Resultados das Velocidades Transversal e Angular

Figura 5.51 Distribuições do velocidade transversal (a) freqüência = 3.44 Hz (d) freqüência = 11,15 Hz

(b) freqüência = 6,28 Hz (e) freqüência = 17,75 Hz

(c) freqüência = 8,70 Hz (f) freqüência = 20,03 Hz
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Figura 5.52 Distribuições do velocidade angular

(a) freqüência = 3.44 Hz (d) freqüência = 11,15 Hz

(b) freqüência = 6,28 Hz (e) freqüência = 17,75 Hz

(c) freqüência = 8,70 Hz (f) freqüência = 20,03 Hz
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CAPÍTULO VI

CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

6.1) Conclusões

Ao longo de todo o trabalho, várias conclusões foram tiradas, sendo principais as 

resumidas neste capítulo.

I) O Método da Mobilidade, que faz uso de funções de resposta em freqüência tipo 

mobilidade, é um método eficiente e como não requer o mapeamento de toda a 

estrutura acoplada, mas somente a discretização na linha de união entre os sistemas 

acoplados, demonstrou, nos casos estudados, ser mais rápido que o Método de 

Elementos Finitos, que necessita de muitos elementos de discretização de todo o 

domínio. Nos casos estudados neste trabalho, a diferença entre os tempos gastos pelos 

dois métodos é significativa. Tomando como exemplo, a placa de 2 m x 1 m acoplada 

com uma viga de 19,05 mm, usando uma discretização de freqüência de 0,5 Hz, pelo 

Método de Elementos Finitos consumiu aproximadamente 7 horas, somente para 

calcular as velocidades em um nó e, usando o Método da Mobilidade, calculando-se a 

velocidade em 15 pontos distintos, o tempo gasto cai para menos da metade, ou seja,



148

próximo de 2 horas. O sistema computacional utilizado neste trabalho foi um 

microcomputador Pentium III, 1 GHz, com 512 Mb memória RAM e, um disco rígido 

de 40 Gb. Os arquivos gerados pelo método de elementos finitos eram da ordem de 

mais de 6 Gb de dimensão, obrigando, algumas vezes, a realização de mais de uma 

operação, dividindo a faixa de freqüência em partes menores para que o programa 

pudesse realizar os cálculos necessários. Este fato é de grande relevância a favor do 

método proposto.

II) As respostas de placas completamente livres nas bordas foi estudada e os resultados, 

tanto experimentais quanto numéricos mostram que o algoritmo usado satisfaz tanto 

às condições de contorno quanto a equação diferencial governante do sistema.

III) Foram obtidas funções de resposta em freqüência, tipo mobilidade, de placas 

completamente livres, acopladas ou não com vigas quadradas, como também foram 

obtidas curvas de densidade modal e fatores de acoplamento das estruturas estudadas. 

A comparação dos valores obtidos com os obtidos via MEF ou experimentalmente 

mostroü que o método produz resultados confiáveis.

IV) O trabalho analisou a influência de uma viga de seção quadrada, na determinação da 

energia transferida de uma placa para outra, quando acopladas. Verificou-se que vigas 

mais robustas modificam significativamente a curva de resposta em freqüência de 

placas acopladas com vigas, conforme esperado, pelo fato de estar localizada na linha 

de fluxo de energia da primeira para a segunda placa. Mesmo vigas de menor 

dimensão apresentam a característica de mudar a resposta de uma placa não somente 

em amplitude, mas também na quantidade de modos e mesmo nas freqüências de 

ressonância do sistema.

V ) A inclusão de viga de reforço em acoplamento entre placas ocasiona uma diminuição 

da densidade modal do sistema, devido aos efeitos de rigidez adicionada.

VI) A diferença entre curvas de fatores de acoplamento de placas com e sem viga de 

reforço é bastante expressiva, tanto em baixas como em médias e altas freqüências.
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6.2) Sugestões para Trabalhos Futuros

Como sugestão para trabalhos futuros, pode-se enumerar:

a) Estudo de placas acopladas com vigas usando o método da mobilidade, sendo as vigas 

dispostas nas quatro bordas da placa e unidas entre si. Estender a análise para duas placas 

ou mais, acopladas, com vigas de apoio em todas as bordas. Analisar os esforços externos 

responsáveis pelo fluxo de energia entre estes componentes.

b) Elaboração e otimização de um programa computacional que forneça opções para 

obtenção de respostas de todas as configurações de placas, com as diversas condições de 

contorno.

c) Analisar um modelo completo de um vão típico de estruturas de plataformas, constituído 

de uma placa contendo várias vigas de reforço dispostas ortogonalmente entre si. Analisar 

a densidade modal e fatores de acoplamento entre tais placas. Tais análises são limitadas 

atualmente, tendo em vista o elevado custo computacional.

d) Desenvolver modelos de otimização da geometria e da disposição das vigas de reforço 

visando minimizar o fluxo de energia vibratória e as respostas de tais placas.

e) Desenvolver modelos estocásticos de respostas de sistemas compostos por placas e vigas 

acopladas com o objetivo de obter-se somente valores médios espaciais e por faixas de 

freqüência. Isto deverá reduzir os tempos computacionais.

f) Construção de um modelo de alojamento típico de uma plataforma considerando uma 

excitação típica, por forças concentradas (simulando pontos de fixação de máquinas). 

Modelos de respostas e placas, fluxo de energia vibratória, irradiação sonora e eficiência 

de revestimentos internos podem ser validados e os resultados analisados.
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APÊNDICE I

UM SUMÁRIO DAS SOLUÇÕES DE LÉVY UTILIZADAS NA ANÁLISE 

DE VIBRAÇÕES LIVRES

São quatro as soluções de Lévy utilizadas neste trabalho. As condições de contorno 

nas extremidades da faixa das funções trigonométricas são e devem ser satisfeitas de forma 

exata. Nas figuras abaixo, em relação a um par de bordas, uma linha fina com um pequeno “s” 

a ela adjacente, implica condição de contorno tipo apoio simples nesta extremidade. A outra 

condição de contorno é uma linha fina com dois pequenos círculos adjacentes ao seu redor, o 

que indica condição de contorno do tipo “slip-shear”, isto é, a rotação e também a reação 

vertical na mesma borda são sempre nulas. O outro par de bordas é livre para ser imposto 

qualquer outra condição de contorno.
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CASO 1

Figura AI -  1 Representação esquemática de um bloco.

W{£,ri)= £  Ym(jj)cosnurÇ
m=0,1,2

onde

AI.l

Para Ã2 > (mn)2

Ym (?) = cosh p mr] + Bm senh p mT] + Cm cosymrj + Dm sen ymr) AI-2

e para A2 < (mx)2

Ym (?) = Am cosh p j ]  + Bm senh p j i  + Cm cosh ymrj + Dm senh y j j  AI-3

Pl  = 0 2[^2 +(m ^)2] AI-4

y 2 =&2[Â2- ( m x ) 2], ou y l  -  0 2[(m;r)2 - À 2] (sempre positivo) AI-5

A ,B  ,C„ e D„ são coeficientes a serem estabelecidos baseados na condição dem? m? m m *

contorno nas extremidades da variável tj .

CASO 2

Figura AI -  2 Representação esquemática de um bloco.

W ië,T i)=Ÿà Ym(?j)senmxÇ
m=1,2

AI-6

e as soluções para Ym (7 ) são as mesmas das usadas no CASO 1.



CASO 3

Figura AI -  3 Representação esquemática de um bloco.

W(í,n)=  Ê  r j t i )  sen
rtinÇ

m=l,3.5

Aqui, as soluções para as funções Ym (tj) serão idênticas às usadas 

que os parâmetros fi* e y 2m envolvem os valores de .

CASO 4

Figura AI -  4 Representação esquemática de um bloco.

mnt;
r ~(n)cos

m=1,2
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AI-7

no CASO 1, exceto

AI-8

E as soluções para as funções Ym ( t j)  serão idênticas à forma do CASO 3.
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APÊNDICE n  

BREVE RESUMO DAS SÉRIES DE FOURIER UTILIZADAS 

E O USO DA FUNÇÃO DELTA DE DIRAC

Expansões de Fourier

Considere a função / (£ )  mostrada na Figura AH 1 abaixo.

Figura AII -1 Função f  (£ ) sobre o intervalo £ = 0 até Ç = 1.

Pode-se representar esta função sobre o intervalo 0 < £ > 1 por uma série de Fourier. 

Quatro diferentes tipos de séries foram utilizadas neste trabalho e cada uma delas é usada 

separadamente para representar a função.
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1) / ( £ )  = 'Z ^ c o s m a - g  AII.l
m-0fl

onde, Am =-^~ J f& c o s m x Ç  d£  AII.2
Sm o

ôm =2, m = 0 

Sm =1, m *  0

2) / (£ )  = ^ ^ „ s e n w ^  AII.3
m=l,2

1
onde, A" =2 ff(g)senm7rgdg  AII.4

o

3) m =  Z  Ams t n ^  AII.5
»1=1,3,4 ■*

onde, Am = 2 J / ( < f ) s e n ^ -  dÇ AII.6
o ^

4) / ( í ) =  £  4 .  c o s ^
m=l,3,4

AII.7

onde, Am=2  J / ( £ ) c o s ^  dÇ AII.8
Jm»

Uso da Função Delta de Dirac

A função Delta de Dirac é usada freqüentemente para representar a amplitude de 

forças harmônicas localmente concentradas. Considere uma força de amplitude P, atuando 

para baixo, na borda y  = b,  da placa retangular da Figura AII 2, que está localmente 

concentrada numa distância Ç do eixo y .

Considere esta força como sendo equivalente à uma reação vertical na borda, 

distribuída ao longo da borda, onde a reação é altamente concentrada no ponto de aplicação 

da força e essencialmente zero em qualquer outro lugar. A reação na borda é representada por 

um retângulo bem fino, como mostrado na figura, de largura e  e altura P / f . O interesse da 

situação, é quando e  aproxima-se de zero. É altamente vantajoso representar a distribuição da 

reação vertical na borda por uma série de Fourier, como discutido anteriormente.
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.y  ri y
Figura AII -2 Representação esquemática do função Delta de Dirac usada para representar forças concentradas.

Suponha que se deseje representar numa série de senos. Pode-se, então, escrever, de 

forma dimensional, assim:

mn x
r (x )=  X  4*sen-

m=1,2
AII.9

a

2 P  ar m n  x
onde, Am = —  \ ô (x -Ç )  sen-------  dx

a J
AII. 10

a

Aqui, Ô(x -  p ) representa a função de Dirac, isto é, a função da Figura AII-2, exceto a função 

de Dirac inserida do retângulo. Como se quer s  aproximando-se de zero, pode-se escrever a 

Equação AII. 10, assim:

2 P
Am = —  sen mn Ç AII. 11

a

em que, Ç é igual a distância da força concentrada até o eixo y , dividido pela borda a .

x
Agora introduzindo o parâmetro com £ = —, e refazendo a expressão AII.9, tem-se:

a

V(â) b3
---------- = P* V  sen mx Ç sen mn Ç AII.12

aD

2Pb3onde, o carregamento adimensional P* = ——  AII. 13

Expressões similares à Equação AII. 12, podem ser desenvolvidas para outras séries de 

Fourier.
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APENDICE III

Algoritmo Computacional

Duas Placas Planas Livres Acopladas Numa Linha

■ Dados de entrada:

Lx, Ly, p, v, Xo, y0, Tl, hp, NI, 

n e m (número de modos nas duas direções da placa)

■ Construção dos vetores que formam a discretização na linha de união:

Ax = —
NI

AxX; = Ax (i -1) + (em relação ao comprimento Lx discretizado na união)

AxXj = Ax (j -1) + —  (em relação ao momento Mi discretizado na união) 

Construção da matriz mobilidade (início do laço de freqüência):



Entrada de dados na sub-rotina: Xj, Xj 

Saída: Y22(xí, xj) e Y33(xí, xj)

Construção do vetor mobilidade:

Entrada de dados na sub-rotina: Xj 

Saída: Yi2(xj)

Resolução do sistema de equação usando rotina numérica (Decomposição LU) 

Entrada: Matrizes Y22(xí, Xj), Y33(xj, Xj )e o vetor Yn(xj)

Saída: M(xí) (momento discretizado na união das placas)

Q (xj) (força cortante discretizada na união das placas)

Cálculo da velocidade angular na união das placas:

Entrada: Xj, Xj, Mi 

Saída: ê ^ x ^ M ;)  (velocidade angular na união)

Cálculo da velocidade transversal na união das placas:

Entrada: x,, Xj, Qi 

Saída: W(xi,xj,Qi) (velocidade transversal na união)

Cálculo da potência transferida:

Entrada: 0, M^ W , Q

Saída: Potência
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Duas Placas Planas Livres Acopladas Com Uma Viga na União

Lx, Ly, Lv, p, v, Xo, y0, ti, hp, NI, I, J, 

n e m  (número de modos nas duas direções da placa)

Construção dos vetores que formam a discretização na linha de união:

Ax = —
NI

Dados de entrada:

Ax
X; = Ax (i -1) + —  (em relação ao comprimento Lx discretizado na união)

AxXj = Ax (j -1) + —  (em relação ao momento Mi discretizado na união)

Construção da matriz mobilidade em relação à placa(inicio do laço de freqüência):

Entrada de dados na sub-rotina: x;, Xj 

Saída: Y 22(xí, xj), Y 33(xí, xj)

Construção da matriz mobilidade em relação à viga

Entrada de dados na sub-rotina: x;, Xj 

Saída: Y v(xí, Xj)

Construção do vetor mobilidade:

Entrada de dados na sub-rotina: Xj 

Saída: Yi2(xí)

Resolução do sistema de equação usando rotina numérica (Decomposição LU):



Entrada: Matrizes Y 22(xí, xj), Y 33(xí, xj), Y /x j ,  Xj) e o vetor Y  i2(*j)

Saída: M(xí) (momento discretizado na união das placas)

Q(xí) (força cortante discretizada na união das placas) 

Qv(xj) (força cortante discretizada na viga)

Ty(xi) (torque discretizado na viga)

Cálculo da velocidade angular na união das placas:

Entrada: xj, X j, Mi 

Saída: ©(x^x^Mj) (velocidade angular na união)

Cálculo da velocidade transversal na união das placas:

Entrada: Xj, Xj, Qi

Saída: W(xi,xj ,Ql) (velocidade transversal na união) 

Cálculo da potência transferida:

Entrada: 0 , Mj, W , Q

Saída: Potência


