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RESUMO

As vibragbes geradas em estruturas compostas por placas e vigas acopladas sdo
transmitidas ao 'longo desses componentes, fazendo com que vérios estudos sejam realizados
com o objetivo de compreender os caminhos de propagacido da energia yibratbria. Essas
vibragSes geram niveis indesejdveis de ruido, causando desconforto, estresse e até problemas
auditivos. Entender o caminho de propagac¢io da energia vibratdria é uma ferramenta muito
util ao controle de ruido, que os pesquisadores buscam had muito tempo. Este trabalho -
apresenta um estudo das vibragdes em placas finas, retangulares, com condigéo de contorno
completamente livre nas bordas, acopladas com viga de reforgo, através do Método da
Mobilidade. Mostra que o fluxo de energia vibratéria nas unibes entre placas e vigas €
influenciado pelé presenga da viga, ndo apenas reduzindo de forma sighiﬁcativa todo o
espectro, mas, também, alterando o comportamento das freqiiéncias de ressonédncia do
sistema. Medi¢8es experimentais em varias configuragdes de placas e vigas, acompanhadas de
predi§6es obtidas através do Método de Elementos Finitos, comprovam a viabilidade do
Meétodo da Mobilidade como uma alternativa robusta e eficiente na obtengdo de respostas
precisas de fun¢des de resposta em freqiiéncia, densidade modal e fatores de acoplamento, a

serem posteriormente usados em modelos de Analise Estatistica Energética.
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ABSTRACT

The vibrations generated in structures composed by plates and beams are tfansmitted
through these components, and several studies have been made with the mbbjective of
understanding the paths of energy propagation, as well as the types of which carry the most
energy. These vibrations may generate undesirable noise fevels, causing discomfort, stress
and hearing problems. Understanding the paths of propaéation of the vibratory energy is a -
very useful tool for noise control aplication, so researchers have been looking for it for a long
time. | -

| This work presents a study of the vibrations in thin rectangular plates, completely free,
coupled and reinforced by beams, ihrough the Mobility Method, éhowing that the vibratory
energy is affected, in the unions between plates and beams, by the presence of the beam, and
that the beam acts not only reducing the amplitude of the vibration but, also, altering the
behaﬁor of the natural frequencies of the system. |

Experimental measurements in some configurations of plates and beams, accompanied
of predictions using the from the Finite Element Method, check the viability of the Mobility
Method as a robust, efficient and effective alternative for obtaining precise data of frequency
response functions, modal density and coupling loss factors, used in studies through the

Statistical Energy Analysis.
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CAPITULO 1

1.1) Introduciio

O estudo da transmissdo de energia vibratéria em estruturas acopladas tem sido objeto
de muitas pesquisas nos Ultimos anos. Tais estruturas sdo encontradas em navios, acronaves,
edificios e plataformas de petréleo, entre outras aplicagdes. Em todos estes casos, a
transmissdo de energia vibratoria através das estruturas e conversio em ruido irradiado é
motivo de constante preocupagdio. Estas estruturas sdo compostas de elementos simples do
tipo placas, vigas e barras acopladas, tornando a anilise do comportamento dindmico bastante
complexa. Os poucos métodos de analise disponiveis apresentam restrigdes, normalmente
relacionadas as faixas de freqiiéncia de aplicagio, ou ao tempo de processamento, ou ainda as
incertezas dos valores médios espaciais das respostas calculadas.

No caso especifico de estruturas de plataformas offshore de prospecgdo e de produgédo
de petréleo, a complexidade da analise € ainda maior pois envolve ndo somente o acoplamento
entre placas e vigas mas, também, um grande nimero de maquinas pesadas e ruidosas tais

como turbo-geradores, turbo-compressores e bombas de transferéncia operando



2

ininterruptamente [28]. Estas maquinas transferem quantidades consideraveis de energia
vibratoria para as estruturas que as suportam. Como estas vibragdes se propagam com relativa
facilidade tem-se, como conseqiiéncia, nas regides mais distantes da plataforma, como nos
dormitdrios por exemplo, geragdo de altos niveis de ruido, causando desconforto, estresse €
até mesmo problemas auditivos nas pessoas que passam um grande nimero de horas diarias
em ambientes que ndo possuem tratamento aclstico nas paredes, piso € teto (como em

almoxarifados e oficinas, por exemplo).

Bt

Figura 1.1 Vista aérea da Plataforma P19 — Petrobras na Bacia de Campos-RJ;

A estrutura de uma plataforma (Figura 1.1), é composta de placas reforgadas por
vigas, dispostas em forma de grelhas (Figura 1.2 a, b, ¢ e d), que possuem a finalidade
principal de suportar o peso de grandes maquinas.

As vigas de reforco, que sdo normalmente construidas em se¢fio I, segdo L, segdo
quadrada ou segd@o T invertida, t€ém as seguintes dimensdes tipicas: altura de 0,5 m, largura da
base de 0,2 m, com alma de espessura de 0,02 m e comprimento podendo chegar a 5,0 m. As
placas tém, em média, comprimento e largura de 5,0 m e espessura variando de 0,005 m a

0,01 m. As vigas de reforgo estdo localizadas a cada 0,5 m a 2,0 m, nas dire¢des ortogonais.



Figura 1.2 (a) e (b) Vista de paredes tipicas de uma plataforma submarina
(c) e (d) Vista inferior de pisos tipicos de uma plataforma submarina

As vibragdes de baixa freqiéncia geradas por maquinas e equipamentos nas
plataformas propagam-se pela estrutura, gerando ruido através das ondas de flexdo, ondas no
plano e também ondas de torgdo, sendo que um dos fatores decisivos para que isso ocorra € o
fator de acoplamento entre componentes estruturais, que apresenta tendéncia decrescente com
a freqiiéncia [24].

Sabe-se que nas baixas freqiiéncias, os relativamente altos valores do fator de
acoplamento propiciam grande transmissdo de energia vibratoria. Nas altas freqiiéncias, a
transmissdo ¢ dificultada pelos baixos valores do fator de acoplamento. Sdo esperados,
portanto, niveis maiores de vibragdo nas baixas freqiiéncias nas regides mais distantes

(dormitorios) das areas onde estdo instaladas as maquinas e 0s equipamentos mais pesados.
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Isto pode ser constatado através dos espectros de vibragdo e de ruido medidos em
plataformas, em alguns ambientes distantes, mostrados a seguir.

As Figuras 1.3 a 1.6, mostram os resultados das medigdes de vibragdo (velocidade) em
paredes de um dormitério e de Nivel de Pressio Sonora em uma sala de controle. As
medi¢des foram feitas na Plataforma Piloto de Marlin - SS 33, pertencente a Petrobras,
fundeada na Bacia de Campos, RJ [36].

Sala de computadores/controle

14 : t + f t +
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Figura 1.3 Espectro de vibragéo (velocidade) medido numa sala de computadores piso (1 e 2), parede (3).

Sala de computador/controle

60
55 4
50 -
45
40 -
35
30 -
25
20 S ——

31,5 63 125 250 500 1000 2000 4000 8000

Freqiliéncia

NPS, dB(A)

4

Figura 1.4 Nivel de Pressdo Sonora medido na Sala de Controle [36].
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Figura 1.5 Espectro de Vibragdo (velocidade) medido no piso (1 e 2), e numa parede (3) em

um dormitério de uma plataforma.
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Figura 1.6 Nivel de Pressdo Sonora medido num dormitério de uma plataforma.[36]

Observa-se a concentragdo da energia vibratoria nas baixas freqiiéncias, tornando o
espectro da resposta estrutural, na forma de velocidade, decrescente com a freqii€ncia. Os
espectros do ruido formado no interior dos dormitérios possuem mesma tendéncia.
Entretanto, podem também sofrer contaminagéio do ruido gerado através do sistema de
ventilagdo/climatizagio destes ambientes.

A influéncia dessas vibragdes, propagando-se pela estrutura, na formagéo do campo

sonoro nas salas de computadores/controle e também nos dormitérios, ¢ altamente
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significativa, 0 que motiva um estudo mais detalhado dos métodos de célculo com boa
precisdo até freqiiéncias acima de 1000 Hz (altas freqiiéncias) para as quais a aplicagdo dos
métodos numéricos ainda é muito dispendiosa e demorada, tornando-se quase invidvel. A
determinagdo dos caminhos de propagac@io da energia transferida em sistemas estruturais
complexos, compostos de placas acopladas a vigas, é também importante para o éxito dos
trabalhos de controle de ruido em tais estruturas.

Estruturas compostas de placas tendem a apresentar grande densidade modal [1],
sendo este o principal fator que limita a analise pelos métodos baseados na andlise modal,

sejam eles numéricos, experimentais ou analiticos.

1.2) Métodos mais Comuns de Predicfio de Vibragdes em Estruturas Acopladas

Sao dois os métodos mais comumente usados para analisar resposta dindmica de
estruturas acopladas: o Método de Elementos Finitos (MEF) que proporciona resultados
precisos na faixa de freqiiéncias envolvendo as primeiras ressonancias do sistema e a Analise
Estatistica Energética (SEA) aplicdvel com boa precisfo nas freqiiéncias para as quais o fator
de superposi¢do modal (MOF) ¢ suficientemente alto.

O Método de Elementos Finitos apresenta a grande vantagem de permitir uma 6tima
representagdo de geometrias complexas, porém calcula apenas os primeiros modos (as
primeiras dezenas de modos) de uma estrutura complexa. Isso faz com que uma faixa limitada
do espectro de interesse seja analisada, o que é insuficiente (aproximadamente 200 Hz para
placas com dimensdes normalmente usadas em plataformas).

O MEF requer um grande niimero de elementos no modelo, para resolugdo dos
detalhes da resposta da estrutura nas médias e altas freqiiéncias e isso exige um esfor¢o
computacional muito grande. No caso de plataformas offshore, a faixa de freqiiéncia de
interesse € de até 1000 Hz, no minimo, fazendo com que o MEF necessite de um tempo muito
grande de processamento, ndo sendo, portanto o método mais aconselhdvel, neste caso.
Mesmo com os computadores de alta performance, como os existentes atualmente e usando-se
um software comercial de elementos finitos, como Ansys ou Nastran, o tempo necessario para
solucionar as imensas matrizes geradas devido ao grande nimero de graus de liberdade ¢
muito grande, dificultando a utilizagdo dos métodos numeéricos nesse tipo de anélise.

A Analise Estatistica Energética - SEA ¢ um método que se aplica a casos como o
descrito anteriormente, pois, os componentes possuem alta densidade modal [25]. Bons

resultados sdo obtidos usando-se a Analise Estatistica Energética se a densidade modal for
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alta, minimo de 10 modos por banda de analise [29], o que torna este método uma importante
ferramenta de analise em altas freqii€ncias, onde se tem grande densidade modal. A
recomendagio do nimero minimo de 10 modos por faixa de freqii€éncia de andlise, para cada
subsistema de um modelo de SEA, baseia-se em observagdes de resultados de modelos
desenvolvidos por varios pesquisadores e usuarios. Obviamente que as incertezas estdo
relacionadas ndo somente a densidade modal dos subsistemas, mas também aos seus
amortecimentos.

Um dos pontos centrais da Analise Estatistica Energética ¢ a possibilidade de se
representar uma estrutura em varios subsistemas (subestruturas), acoplados entre si, sendo
que parte da energia vibratoria de cada subsistema pode ser transmitida a outros subsistemas
com os quais estiver acoplado [19]. Fala-se em energia por ser a variavel primaria de modelos
de SEA e a fragdo de energia que ¢ transferida de um subsistema para outro € expressa em
termos do fator de acoplamento. A eficiéncia de radiagéio e o fator de acoplamento séo

pardmetros ainda em estudo para componentes estruturais do tipo placas reforgadas.
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Figura 1.7 Comparagdo entre resultados calculados através de SEA, pelo software SEA-LVA-UFSC,
com valores de medi¢des na Plataforma SS-44 (Marlim) da Petrobras [36].

Com o objetivo de mostrar a potencialidade do uso de SEA em andlise de resposta
dindmica de estruturas, a Figura 1.6 mostra duas comparagdes entre valores de velocidade de
vibragdo medidos na plataforma SS-44 da Petrobras [36] e valores calculados por SEA,
através de um software desenvolvido especificamente para esse fim [37], para duas paredes,

de ambientes distintos. A Figura 1.6a mostra 6tima concordédncia de uma das comparagdes,
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enquanto'que a Figura 1.6b indica o maior erro observado dentre as dezenas de comparagdes

feitas com valores obtidos de medigGes.

1.3) Objetivos Gerais deste Trabalho

A precisio dos resultados obtidos pela Analise Estatistica Energética depende da
precisio dos pardmetros requeridos pelo sistema tais como: fatores de acoplamento e
densidades modais, entre outros. No caso especifico de placas reforgadas por vigas, encontra-
se pouquissima informagdo na literatura a respeito de fungBes de resposta em freqiléncia,
fatores de acoplamento e densidade modal. Com isto, as aplicac}ﬁes de SEA para estas
estruturas usam valores aproximados destes pardmetros (disponiveis para estruturas
geometricamente mais simples), ocasionando, em alguns casés, grandes erros nas predi¢des.

O objetivo principal deste trabalho cohsiste em desenvolver um modelo deterministico
de calculo da resposta de placas planas retangulares, reforgadas por vigas, tendo as bordas
livres. Os efeitos de acoplamento entre vigas e placas sdo considerados através do Método da
Mobilidade, também denominado Método da Receptancia, Método da Rigidez Dindmica, ou
Método do Fluxo de Poténcia.

Este método faz uso de fungBes resposta em freqiiéncia tipo mobilidade referentes aos
esforgos que sdo transmitidos na linha de unido entre placas e vigas. Os esforgos principais
sio de flexdo e de cisalhamento.

Cada segmento de uma placa refor¢gada, como mostram as Figuras 1.2 a-d, possui
acoplamento com vigas nas quatro bordas. A determinagdo das fungSes de mobilidade de cada
borda deve considerar as demais bordas livres, 0 que aumenta enormemente a complexidade
deste procedimento numérico, tendo em vista as dificuldades de determinag@o das respostas de
placas retangulares com estas condi¢Ges de contorno. Por este motivo, neste trabalho seréio
abordadas placas acopladas a vigas, tendo as demais bordas livres. O objetivo consiste em
analisar a viabilidade de utilizagdo deste método para modelar uma placa tipicamente
reforgada por varias vigas, como um subsistema de um modelo de SEA. Desta forma, este
procedimento podera ser usado também para a determinagdo dos pardmetros intrinsecos aos
modelos de SEA, tais como fatores de acoplamento e densidade modal, destas placas
reforcadas.

Observa-se que a discretizagdo ocorre somente ao longo da linha de unifo entre placas

e vigas, enquanto que modelos numéricos como Elementos Finitos discretizam todo o
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dominio, incluindo as placas. Esta é uma vantagem do método da mobilidade em relag@o aos
demais métodos numéricos.
A seguir, serd apresentada uma revisio dos principais trabalhos encontrados na

literatura, relacionada ao comportamento dindmico de placas reforgadas por vigas.

1.4) Revisiio Bibliogrifica

Embora muitos trabalhos j& tenham sido publicados sobre o comportamento vibratério
de placas planas retangulares com diversos tipos de condi¢do de contorno, poucos foram
encontrados sobre placas retangulares reforgadas e especialmente sobre placas planas
retangulares totalmente livres nas bordas. Deve-se frisar que a grande maioria dos artigos
sobre estruturas compostas de placas e vigas apresenta somente resultados de determinagdo de
freqiiéncias naturais, ndo fornecendo valores de amplitude da resposta do sistema. |

Em 1964, Wah [2] apresentou um procedimento para célculo de freqiiéncias naturais
de placas retangulares continuas, reforgadas por vigas igualmente espagadas, e simplesmente
apoiadas em duas extremidades opostas e com outras condi¢Ges de contorno nas duas outras
extremidades da placa. Um dos objetivos do trabalho € a avaliag@o da faixa de aplicabilidade
de formulagdes desenvolvidas para placas ortotrépicas em placas reforgadas e, uma de suas
conclusdes € a de que nas baixas freqiiéncias, a aproximagdo para placas ortotrépicas as placas
com pequeno nimero de refor¢os fornece resultados razoavelmente precisos.

Leissa [13], em 1973, fez um trabalho minucioso e preciso sobre vibrac;éés livres de
placas retangulares. O autor estudou diversos casos que envolvem possiveis combinagdes de
condigdo de contorno, entre borda com engaste, suporte simples e livre, calculando suas
freqiiéncias naturais, como também mostrando que para a condigdo de contorno totalmente
livre nas bordas, no existe uma solu¢do analitica exata.

O trabalho de Olson e Hazell [3] realizado em 1976, mostra resultados de analise em
placas reforgadas (duas placas com somente um reforgo no meio e outras duas placas com dois
refor¢os simetricamente espagados), usando o MEF com elementos de alta precisdo e faz
comparagio com resultados de experimentos em tempo real usando holografia a laser, sendo a
placa excitada por um campo actistico. Os autores enfrentaram a mesma limitagdo comumente
encontrada pelos usuarios do MEF, ou seja, o tempo computacional demasiadamente longo
para os calculos e a limitagdo de resultados precisos s baixas freqii€ncias. Subentende-se,
aqui, por baixas freqiiéncias, faixas de freqiiéncia envolvendo os primeiros modos de

vibragdo, os quais requerem um numero reduzido de graus de liberdade do sistema.
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Em 1976, Gorman [9] estudou vibragbes livres de placas retangulares com varias
combinac8es de condi¢des de contorno, usando o Método da Superposi¢éo, mostrou que esse
método é uma ferramenta robusta, relativamente de facil indplementagﬁo e com boa precisfo.
Ainda Gorman [18], em 1978, demostrou que o Método da Superposi¢do pode ser utilizado
para estudar placas retangulares com bordas livres, obtendo uma boa precisio no célculo das
freqiiéncias naturais, como também na forma desses modos.

O Meétodo dos Elementos Finitos foi usado, também em 1996, por Orrenius e
Finnveden [10] para estudar a propaga¢do de ondas em placas reforgadas por vigas, € a
influéncia do nimero de reforgos na propaga¢io da onda na placa. O autor mostrou que as
ondas de flexdo, numa estrutura, podem ser divididas em trés grupos distintos dé‘modos, com
respeito a que parte da estrutura determina qual tipo de onda que propaga methor o fluxo de
energia, associado com a onda propagante. |

O trabalho de Koko e Olson [6] em 1992, foi baseado no uso de uma nova fofmulac;ﬁo '
chamada de “Super Elementos Finitos” onde os campos de deslocamento dos elementos so
representados por fungdes analiticas e polinomiais, em ambas as dire¢des no plano € os
elementos foram projetados para que somente um elemento de placa por espago. € um
elemento de viga por vido | sejam necessarios para modelar a resposta. A precisdo dos
resultados € boa, porém este método € ainda grandemente limitado ao pequeno nimero de
modos que sd0 possiveis de serem calculados. |

Em 1993, Sheikh e Mukhopadhyay [7] analisaram placas refor¢adas através do
chamado “Spline Finite Strip Method”. Neste método, f‘funk;ﬁes cubicas spline” sdo adotadas
numa dire¢do e fun¢des de forma de Elementos Finitos sdo adotadas numa outra diregfo,
como fungdes de interpolagdo do campo de deslocamentos. Uma fun¢fo ciibica spline pode
ser descrita, aproximadamente, como sendo construida por partes, cada qual por um polinémio
clibico, de tal forma que f{x) e suas primeiras derivadas sdo sempre continuas. Como analogia,
pode-se afirmar que é uma régua elastica podendo ser curvada de forma a passar por um dado
conjunto de pontos (x,y). As placas estudadas eram reforgadas por vigas em diversas posigdes

- arbitrarias. A desvantagem € que também, s6 consegue analisar poucos modos de vibragdo,
como acontece com MEF tradicional.

Em 1985, Balendra ¢ Shanmugam [4] apresentaram o Método da Grelha (Grillage
Method) aplicado para placas reforgadas, com o qual estudaram a influéncia tanto da
quantidade como das diferentes posigdes dos reforgos acoplados a placa, sendo que o método
apresenta uma melhor precisdo para os primeiros modos. A placa foi dividida, tanto

longitudinalmente quanto transversalmente, em um nimero individual de elementos de grelha.
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Foram analisadas placas quadradas e retangulares com diferentes niimeros de reforgos tanto na
dire¢do transversal como em ambas as dire¢des, transversal e longitudinal. Nas baixas
freqiiéncias, o 'e‘r;o encontrado, no célculo das fregiiéncias, Chegou 2 9,5% e 10,4% em relagdo
aos valores encontrados por elementos finitos e medi¢Bes experimentais, respectivamente. O
erro nas altas freqii€ncias foi substancialmente maior, passando até de 20%.

Em 1996, Zhou Ding [8] trabalhou em placas retangulares, aplicando o método
Rayleigh-Ritz. As fungbes bésicas para o uso do método, consistem de um conjunto de
fungbes de vigas estéticas, que sdo uma combinac¢io de série de senos e polindmios, que sdo
derivadas pela expansdo das forcas externas atuando na viga como uma série de senos. Os
coeficientes das expressdes polinomiais usadas sdo determinados pelas coffespondentes
condigdes de contorno da viga, correspondendo as condi¢cdes de contorno de placas.

Em 1994, a importancia do fator de acoplamento entre sistemas acoplados foi estudada
por Mace [12], em sistemas lineares, dentro da hipdtese de SEA de que a poféncia de
acoplamento entre dois subsistemas € proporcional a diferenga entre suas densidades de
energia ou a diferenca entre suas energias modais. O autor mostrou que o fator de
-acoplamento depende do nivel especifico de excitagdo aplicado a cada subsistema
individualmente.

Em 1991, Clarkson [5] usou o Método de Recepténcia para investigar a transmissfio de
energia vibratéria através de jungdes de estruturas de vigas e placas acopladas. O conceito
principal da aproximag8o pela receptincia € o uso da informagfo modal dos componentes da
estrutura para construir as relagdes forga/deslocamento nos contornos dos acoplamentos € no
local de direcdo da forga em termos de fungdes de receptincia. A fungdio da recepténcia €
definida como a razdo complexa de um componente de deslocamento numa posi¢éo especifica
para um componente de forca na mesma ou em outra posi¢do da estrutura. O deslocamento
pode ser de translagdo ou de rotagdo e o esforgo pode ser uma. for¢a ou um momento. As
fun¢bes complexas da receptincia contém as informagées sobre a amplitude e a fase entre a
resposta e a forga de excitagdo. Seu trabalho concluiu que o método € suficientemente
adequado para resolver problemas de estruturas complexas acopladas.

Farag e Pan [14], em 1996, usaram também o Método da Receptincia para determinar
as forgas internas e os deslocamentos de sistemas de vigas acopladas, em condigbes de
contorno especificas, sofrendo somente carregamento no plano. Mesmo sendo o trabalho
dedicado somente a acoplamentos entre vigas, os autores afirmaram que o Método da
Receptincia € suficientemente preciso na determinag@o dos esforgos internos e das respostas

em freqiiéncia de sistemas compostos de estruturas acopladas.
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Shankar ¢ Keane [34], em 1997, estudaram o comportamento de placas acopladas
simplesmente apoiadas nas bordas, usando o Método da Receptincia, modelando os
subsistemas como subestruturas, analisando o fluxo de energia vibratéria entre as
subestruturas e comparando com Elementos Finitos.

Cuschieri [15] em 1987, estudando vigas unidas em L, utilizou o Método da
Mobilidade, e mostrou que o rﬁesmo pode ser utilizado em qualquer faixa de freqiiéncia, ou
seja, € um método que ndo tem limite de freqiiéncia para sua utilizag@io, sendo essa uma
grande vantagem. Este método é idéntico ao da Receptancia, utilizado por Clarkson [5] em
1991. -

Em 1990 [16] o mesmo autor usou também o Método da Mobilidade em "esu'uturas de
vigas acopladas. Em outro trabalho [17], em 1990, o autor utiliza 0 mesmo método em placas
finas acopladas em L, cujo movimento é descrito usando a equagdo de movimento para placa
fina. Desta forma, ondas no plano sdo negligenciadas e, portanto, a poténcia ¢ transmitida
através da jungio somente por ondas de flex3o, através da rotagdo da jungdo. Ainda em 1990,
num outro trabalho [20], a poténcia transmitida através da juncdo de placas em L ¢
considerada, quando as ondas tanto no plano quanto fora do plano, podem transmitir essa
poténcia.

Em 1992, Cuschieri [21] usa 0 Método da Mobilidade em duas placas finas acopladas
em L, e a resposta da estrutura, poténcia de entrada e de transferéncia s@o analisadas, sendo-
que as placas apresentam caractéristicas arbitrarias e, com esses resultados, é feita uma
avaliagio paramétrica incluindo 4reas diferentes, espessuras, materiais e amortecimento
estrutural, bem como avalia a resposta do sistema para diferentes pontos de excitagdo na
placa. Os resultados obtidos pelo Método da Mobilidade sdo comparados com resultados
obtidos através de SEA, apresentando boa concordancia.

A formulagdo e os conceitos basicos sobre a transmissfio de energia ao longo de
estruturas do tipo barras e vigas, submetidos, respectivamente, as ondas longitudinais ¢ de
flex3o, foram tratadas por Baars [22] em 1996. O autor utilizou o Método da Mobilidade para
calcular o fluxo de poténcia através dos acoplamentos. Foram analisados os efeitos da rigidez
de acoplamento, do amortecimento e da rigidez estrutural. O trabalho também apresenta uma
formulagdo para a determinagdo experimental das poténcias de entrada, de transferéncia, e dos
fluxos de poténcia ao longo do componente em campo préximo e distante. Entretanto o
trabalho restringe-se apenas a acoplamentos entre vigas.

Estruturas compostas por vigas, formando grelhas, foi o tema do trabalho de Fiates

[23] em 1996. O autor analisa, pelo Método da Mobilidade, os principais tipos de ondas na
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transmissdo de energia vibratéria e a resposta dinidmica da estrutura. Foram estudadas as
influéncias de ondas do tipo longitudinal, flexdo e tor¢do na transmissdo de energia. As
véntagens do método s3o a obtengdo deterministica da resposta, em todo espectro de
freqiiéncias e a determinagéo dos esforgos somente nas jungdes.

Souza [38], em 1999, utilizou o0 Método da Mobilidade em estruturas compostas por
vigas, derivando as expressdes de mobilidade para o acoplamento entre vigas, partindo das
equagdes de onda longitudinal, de flexdo e de tor¢éo. O autor analisou a contribui¢do de cada
tipo de onda na estrutura e concluiu que as ondas de flexdo concentram a maior parte da
energia vibratéria, € que a ondas longitudinal e de torgdo sdo importantes para ‘o‘ fluxo de
poténcia entre componentes acoplados. | o

Juang [27], em 1993, usa o método da Transformada de Fourier para formular o
deslocamento de placas infinitas reforgadas com apenas um reforgo, sujeitas a uma pressio de
excitagdo tipo onda plana, uma for¢a pontual ou uma forga atuando numa linha irlci&indo no
reforgo. Seus resultados comprovam que o reforgo promove uma redugdo na resposta do
deslocamento da placa reforgada quando comparada com a resposta de uma placa homogénea
no caso de uma forga de excitagdo na mesma linha ou no mesmo ponto. O autor estabelece
uma relagfio, através da equagdo de Euler, entre a resposta do deslocamento e a resposta
acustica, de uma placa com somente um refor¢o. Placas multi-reforgadas sfio também
estudadas, quanto a influencia dos reforgos na resposta do deslocamento.

Bonificio [30], em 1998, faz uma anilise do fluxo de energia vibratéria entre placas
retangulares simplesmente apoiadas pelo Método da Mobilidade, avaliando inicialmente duas
placas unidas e, posteriormente, estendendo para placas com viga de reforgco na unido. Os
resultados sdo comparados com o MEF, avaliando os caminhos de propaga¢io da energia
vibratéria e a contribuicdo de cada estrutura, viga e placa, no processo de transmissdo de
energia.

Sardd [39], em 1999, analisou pelo Método de Elementos Finitos os caminhos de
propagacio de energia entre duas placas planas e retangulares apoiadas em vigas, analisando
a contribuigdo das vigas e placas nessa transmissdo, e determinando os esforgos responsaveis
pela transmissdo da maior parte da energia. O autor também analisou o comportamento do
fator de acoplamento entre placas apoiadas em vigas.

No trabalho de Ozelame [24], em 1997, a densidade modal e os fatores de
acoplamento de placas reforgadas por vigas, sdo analisados usando-se 0 MEF. O autor mostra
que a densidade modal da placa nio é muito influenciada pelas vigas acopladas como

reforgos. Na auséncia de qualquer metodologia disponivel, as equagdes aplicadas as placas
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planas produzem resultados considerados como uma primeira aproximagéo daqueles obtidos
para placas reforgadas, o que valida a anélise pelo método usado. O trabalho mostra que a
energia vibratoria est4, quase que totalmente, contida na placa e que os fatores de acoplamento
de placas tendem a valores pouco dependentes da freqiiéncia, no caso de reforgos por vigas.

O trabalho de Langley e Bremner [54], mostra uma nova metodologia de anélise e
predi¢do de respostas de sistemas mecéinicos estruturais, no qual os modos de vibragdo s3o
divididos em dois tipos: modos globais e modos locais. Os modos globais s3o oriundos de
uma formulag@io deterministica aplicada ao problema de forma geral. Os modos locais s3o
abordados através de SEA. Este estudo avalia as respostas das estruturas considerando as
diferentes densidades modais dos componentes acoplados e proporcionando béhs resultados
tanto nas altas como nas baixas freqiiéncias. ' '

Em 2000, Barrete et alii [40] analisaram vibrag:éés de placas reforgadas usando
elementos finitos hierdrquicos, com um conjunto de fun¢des de interpolagio trigonorhétn’cas.
Este trabalho mostra que resultados mais precisos sdo obtidos quando sdo usados elementos
pequenos e fun¢des de interpolagdo de alta ordem e também que as fungdes trigonométricas
dao grande estabilidade numérica e s3o potencialmente atrativas para analise de vibragdes nas-
médias freqiiéncias.

Grice e Pinnington [11], em 2000, estudaram placas (engastadas) refofgadas por vigas -
usando uma combihagﬁo dé Elementos Finitos e Impedancia Analitica. Concluiram que esse
método hibrido € robusto e eficiente para analise da resposta de placas reforgadas por vigas.

Em 1986, Hagedorn, Kelkel e Wallaschek [45] analisaram a resposta dinidmica de
estruturas espaciais. Essas estruturas possuem apéndices, subestruturas auxiliares tais como
abas e reforgos, em alguns casos modelados como vigas e em outros como placas finas ou
cascas, sendo que n3o devem ser consideradas estruturas rigidas e devem ter um efeito no
comportamento dindmico da estrutura espacial. Neste trabalho, os autores derivaram as
matrizes de impedéncia necessarias para descrever o comportamento dinimico de placas
retangulares livres.

Shuyu [41], em 2001, apresentou um método analitico para vibracdo de flex3o de
placas retangulares com bordas livres, substituindo a vibragdo bidimensional de flexdo da
placa em duas unidimensionais de flexdo de barra fina, fazendo com que a vibragio de flexdo
de uma placa retangular com condig3o de contorno livre nas bordas, seja considerada como
um acoplamento das duas unidimensionais de uma barra, através de um coeficiente de
acoplamento. Sua conclusdo foi que o método pode ser usado quando nio se exige uma

precisdo muito grande na anélise.
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Em 2001, Hurlebaus et alii [42] estudaram o uso de “filtros” de fungdes cosenoidais
na equagdo diferencial de placas retangulares finas com condi¢o de contorno livre em todas
as bordas, para se calcular freqiiéncias naturais destas placas. Essa solugdo foi anteriormente
‘langada por Wang e Lin [43] em 1999. Sua conclusdo foi que o método € simples, rapido e

possui precisdo razoavel quando comparado a outros métodos existentes.
1.5) Objetivos Especificos

O objetivo especifico deste trabalho é analisar a aplicabilidade do método da
mobilidade para a determinagfo da resposta e do fluxo de energia vibratdria em placas planas
retangulares, acopladas a vigas, sendo as demais bordas consideradas livres. Para isso,
inicialmente foram analisadas as respostas de placas totalniente livres e, em seguida, placas
livres nas bordas, tendo uma viga de refor¢o. O objetivo consiste em possibilitar o uso futuro
desta metodologia em placas com virios tipos de refor¢o e para quaisquer condigdes de
contorno. A formulagdo das vibrages de placas livres nas bordas € sabidamente a mais

complexa.
1.6) Conterido dos Capitulos

O Capitulo 1 apresenta uma introdugéio do trabalho, uma breve revisdo dos métodos
mais comuns para o estudo de vibragdes em estruturas acopladas e uma revisdo bibliografica,
onde sdo citados os principais trabalhos e seus autores, que servem de base para o presente
trabalho. _

O Capitulo 2 mostra os conceitos basicos do Método da Mobilidade e da formulagéo
de modelos usando Analise Estatistica Energética, juntamente com suas formulagdes.

O Capitulo 3 apresenta o algoritmo matematico para o calculo das respostas de placas
planas retangulares totalmente livre nas bordas, as formas dos modos de vibragdo e a analise
de placas totalmente livre nas bordas, excitada por uma forga pontual transversal a placa,
uséndo 0 Método da Superposi¢io Completo, que foi o método usado para o célculo das
respostas das placas em questdo.

O Capitulo 4 mostra como se da o acoplamento entre placas livre-livre. Os resultados
foram comparados aos obtidos pelo Método de Elementos Finitos, bem como aos
experimentais. Este capitulo mostra, também, resultados de mobilidade, densidade modal,

fluxo de poténcia e fator de acoplamento de placas acopladas sem reforgo, na condigfo
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totalmente livre nas bordas, obtidos pelo Método da Mobilidade, Método de Elementos
Finitos e experimentalmente.
| O Capitulo 5 apresenta os resultados das analises realizadas em algumas configuragdes
de placas e vigas acopladas, com graficos de resposta em freqiiéncia, densidade modal, fluxo
de poténcia e fator de acoplamento, obtidos através do Método da Mobilidade, usado no
presente trabalho. Para efeito de validag#o, os valores foram devidamente comparados com os
obtidos tanto por via experimental quanto através do Método de Elementos Finitos.
Finalmente, o Capitulo 6 contém as conclusdes e sugestdes de trabalhos futuros.
Apo6s as Referéncias Bibliograficas, o Apéndice I trata das solugbes de Lévy utilizadas
neste trabalho, 0 Apéndice II apresenta um breve resumo das séries de Fourier dé”func;ﬁo Delta
de Dirac e o Apéndice III apresenta o fluxograma computacional dos principais programas

usados neste trabalho.
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CAPITULO II

CONCEITOS BASICOS SOBRE O METODO DA MOBILIDADE E
ANALISE ESTATISTICA ENERGETICA

2.1) Fluxo de Poténcia Vibratéria

A poténcia vibratdria transmitida ao longo de meios continuos através dos seus
esforgos internos € dissipada pelo amortecimento estrutural, sendo transformada em calor ¢/ou
irradiada em forma de energia sonora. O fluxo de poténcia representa a taxa de trabalho
realizado ou de energia fornecida para um sistema mecénico. A anilise do fluxo de poténcia
ao longo de componentes € de grande importancia, ja que o conhecimento dos mecanismos de
propagagdo objetiva reduzir a resposta estrutural, principalmente nos casos em que a
irradiagdo de ruido € significativa como mecanismo de dissipagdo da energia vibratdria, como
no caso de irradiagdo de ruido por estruturas submersas em agua. No caso de actistica aérea, a
dissipag¢do de energia por irradiagdo de ruido €, em geral, desprezavel frente a dissipagdo por

outros mecanismos de amortecimento.



18

O comportamento dindmico de sistemas mecénicos lineares, em regime permanente,
pode ser representado por fungdes harménicas de duragdo infinita. Fisicamente, essas fung¢des
sdo validas no intervalo de tempo para o qual a resposta .do sistema possa ser considerada
como permanente. Tal comportamento se d4 quando a energia total, que resulta da soma da
energia cinética a da energia potencial, atinge um valor invariante no tempo.

Recorrendo, outra vez, a um sistema genérico, como o mostrado na Figura 2.1, para
que seja mantido em regime permanente, a poténcia que ¢ dissipada deve ser igual a fornecida
pelos esforgos de excitagdo. No regime transiente este balango de poténcia ndo ¢ valido, visto
que a poténcia dissipada ¢ diferente da fornecida (Figura 2.2), sendo que _o_exéedente de
energia ird aumentar as energias cinéticas e potencial até que, mantida a excitagdo constante, o

equilibrio seja atingido.

Figura 2.1 Sistema formado por dois componentes

O sistema da Figura 2.1, composto por dois componentes acoplados, pode -ser
representado em fungdo das poténcias de entrada, transferida e dissipada conforme mostrado

na Figura 2.2.

&
/Wdiso 1 .I’ “".ﬂ”,z

S

Figura 2.2 Sistema representando o balango de poténcias

Considerando que o acoplamento € conservativo e que o regime seja pérmanente,

tem-se, entdo, para 0 componente I, o balango de poténcias dado por

z/in - Wrrans,lz - Wdlss,l =0 : (2'1)
e para o componente 11

VVlrans,lz - de,z =0 (22)
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" As energias vibratérias totais de cada componente podem ser escritas em fungdo das

poténcias de entrada e transferida:

W,
E2 = trans,12 (2.3)
wn, |
W -
E = o= Womn 2.4)
on,

~ sendo W,,, a poténcia de entrada; W, ,,, @ poténcia liquida transferida do componente I para

o componente II; E,, a energia vibratoria do componente i , 7, 7, sdo os fatores de perda

correspondentes.

Figura 2.3 Forga aplicada em um sistema genérico  Figura 2.4 Momento aplicado a um sistema genérico

Considerando um esforgo de excitagdo harmdnico tipo forga aplicado no ponto i, que
causa uma velocidade instantdnea ¥; no mesmo ponto (Figura 2.3), este transmite uma

poténcia W que pode ser expressa por:
1 o 1 .
=S Re(F, '} = ~Re(F, V}} 2.5)

em que F; é o esforgo aplicado no ponto i ;

V. a velocidade no ponto i.

Caso a excitagdo seja dada por um momento M e a resposta em fungio da velocidade

angular @ (Figura 2.4), a poténcia instantinea W, &, entdo, dada por

W, = Re(M,4)} @6

sendo: M; o momento aplicado no ponto i;
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0, a velocidade angular no mesmo ponto.

O fluxo de poténcia pode ser obtido, também, em fungiio da mobilidade ou da

impedancia pontual

W, =Rl Re(t} = 27 Re(2,) @)

sendo: Y, a mobilidade pontual;

Z, aimpedancia pontual.

As equagdes apresentadas acima sdo vélidas apenas para um esforgo de excitagdo.
Quando o sistema apresentar multiplos esforcos em pontos distintos, as dificuldades na

“obtengio da poténcia aumentam proporcionalmente.
2.2) Método da Mobilidade

O uso do conceito de impedancia no estudo de vibragfes de sistemas mecénicos se deu
em 1919 através de Webster [52] e, por volta de 1933, Firestone [53] introduziu o termo
mobilidade entre os pesquisadores de comportamento vibratério de estruturas e sistemas
mecanicos. A analogia com sistemas elétricos, desde essa época, sempre foi muito enfocada
por pesquisadorés em todo o mundo.

Sabe-se que as caracteristicas dinimicas de uma estrutura podem ser definidas por
fungdes resposta em freqiiéncia, as quais descrevem a relagdo causa/efeito entre dois pontos
de um sistema. Esta fun¢do permite identificar as propriedades intrinsecas relacionadas a
dindmica do sistema. Virios tipos de fungdes resposta em freqiiéncia podem ser empregadas
na anélise de estruturas, dentre elas: Receptincia(deslocamento/excitagdo), Mobilidade
(velocidade/excitagdo), Inertdncia (aceleragdo/excitagdio) e suas reciprocas, todas inter-
relacionadas algebricamente. Estas fun¢des expressam modulo e fase em fungdo da
freqﬁéncia, essenciais para se obterem as informagdes modais.

A mobilidade indica, portanto, o comportamento da resposta na forma de velocidade
de um certo ponto da estrutura a uma dada excita¢do, podendo esta excitagdo ser de qualquer
natureza: uma for¢a, um momento flexor ou torgor. Da mesma forma o termo velocidade pode

representar uma velocidade de translagdo ou angular.
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O Método da Mobilidade é baseado no uso de fungdes de mobilidade, e utiliza os
principios da superposi¢do dos efeitos e da reciprocidade, vilidos para sistemas lineares.
Fung¢des de mobilidade, como s3o fung¢des resposta em ﬁ*ecjiiéncia, podem ser obtidas atraveés
de métodos experimentais, numéricos ou analiticos, conforme fof mais conveniente. Pode-se
utilizar, também, fun¢des de receptincia ou inertincia, por isso 0 método também € conhecido
como Método da Receptéincia ou Método da Inertincia. Alguns autores o denominam também
como Método da Rigidez Dinadmica.

A mobilidade pontual representa a resposta, em velocidade, de um ponto a uma dada
excitagdo aplicada no mesmo ponto. J4 para mobilidade de transferéncia, a._res'posta ea
excitagdo estdo em pontos diferentes.

A mobilidade € definida, entdo, através da seguinte equagio:

(2.8)

sendo i=j mobilidade pontual
i # j mobilidade de transferéncia. -

Para o sistema mostrado na Figura 2.5, que tem condi¢des de contorno bem definidas,

a velocidade no ponto 2 pode ser calculada a partir da fungio resposta em freqiiéncia,
conforme mostrado na Equagdo (2.9).

V() =Y (NE) 2.9)

sendo Y;»(f),a mobilidade de transferéncia entre os pontos 1 € 2;
Va(f), a velocidade no ponto 2 e
F1(), a forga de excitagéo no ponto 1.

Fi(f)

Vi)

Figura 2.5 Sistema mecénico genérico
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E importante observar que as mobilidades devem contemplar todas as condiges de
contorno. A resposta, em um ponto de interesse, quando atua mais de um esforgo sobre o

componente, é obtido por um simples somatério de efeitos, valido para sistemas lineares.

Figura 2.6 Sistema mecénico genérico com vérios carregamentos

Entdo, para o sistema mostrado na Figura 2.6, pode-se calcular o vetor velocidade

através da Equacéo (2.10).
Vo(N) =Y (NE N+ Y (NE(N)+ Y (NE(S) (2.10)

Caso seja invidvel determinar a fungéo de mobilidade em um ponto de uma estrutura
qualquer, pode-se dividi-la em subsistemas de geometria mais simples, para os quais seja
possivel determinar as fungdes de mobilidade.

A Figura 2.7 mostra uma estrutura, excitada por uma for¢a externa na extremidade
esquerda (Ponto 1), para a qual deseja-se conhecer a velocidade na extremidade direita (Ponto
6). Supondo no ser viavel determinar a mobilidade que relaciona a excitagdo no Ponto 1 com
a resposta no Ponto 6, para a estrutura inteira, pode-se, por exemplo, dividi-la trés
subsistemas, conforme mostra a Figura 2.8, para os quais se conhecem as respectivas fungdes
de mobilidade.

F(H v

Figura 2.7 Estrutura complexa para a qual nfo se conhece as fungdes de mobilidade
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Figura 2.8 Divisdo da estrutura em subsistemas mais simples

. Para cada um dos subsistemas pode-se obter as velocidades a partir das fungdes de

mobilidade e dos carregamentos, tal como mostram as Equacdes (2.13) a (2.18).

= FNDG D+ R (DY)

V(D)= R(NY () +F (N (f)
Vi) = F (N ¥ (1) 4 F, (/¥ ()
Vo) = KN+ F (DY ()
Vi) = Fu(NYa 1)+ Fy (N )
Vo) = By (N () + F (N (f)

@2.11)

(212)

- (213)

(2.14)
(2.15)

(2.16)

Considerando as condigdes de continuidade dos deslocamentos nas uniGes, nas quais

as velocidades devem ser iguais ¢ a resultante dos esforgos internos deve ser nula, pode-se

escrever:
V=V3=V,
Ve=Vs=V3
Fy=Fs3;=F,

Fy=Fs=Fp

Considerando livre a extremidade 6, pode-se escrever:

Fs=0

2.17)
(2.18)
(2.19)

(2:20)

.21)
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Aplicando as condi¢3es de contorno (2.17) a (2.21) podem-se reescrever as equagdes

de velocidades, tal como ¢ mostrado nas Equacdes (222)a (2.25).

NN =EFEWUONN+F ()Y, (f) (2:22)

VA(f)=E(f)Y12(f)+FA(f)Y22(f)=F4(f)Y33(f)+FB(f)Y43(f) (2.23)
Vs()=F, (NN (N + Fo ()0 (f) = F, (HY, () (2.24)
V() =F3 ()Y (f) o (225)

Das Equagdes (2.23) e (2.24) pode-se montar, na forma matricial, um sistema de
equagdes (2.26), com o qual determinam-se os esforgos internos F e Fp.

(Y33—Y22) Y43 FA _ EYIZ
[ Y, (YM‘)’ss)]{FB}-{ 0 } (2.26)

De posse dos esforgos internos, podem-se obter as velocidades a partir das Equagdes
(2.24) a (2.27), incluindo V(f), que era o objetivo inicial.

Em suma, para a aplicagéio do Método da Mobilidade, seguem-se as seguintes etapas:

I) Divisdo da estrutura em componentes mais simples, para os quais podem-se

determinar as fun¢des de mobilidade.

1) Para cada subsistema sdo escritas equagdes de calculo de velocidade em fungdo

das mobilidades e dos carregamentos.

III) Escrevem-se as condi¢gdes de contorno (condi¢des fisicas que devem ser
obedecidas) correspondentes as unides e as extremidades. Nas unides deve-se
ter a continuidade de velocidades e o somatério de esforgos iguais ao
carregamento externo na unifo. Nas extremidades deve-se obedecer as

condigdes especificas para cada subsistema.
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IV)  Aplicando as condi¢des de contorno nas equag¢des de velocidade, obtém-se um
sistema de equagdes com o qual pode-se determinar os esforgos internos nas

unides em fun¢fo das mobilidades e dos esfoi'g:os externos.

IV) Com os esfor¢os internos determinam-se as velocidades nas unies entre os

subsistemas.

Para o presente trabalho, especificamente, em fungdo do desenvolvimento analitico de
todas as expressdes, a partir das velocidades nas uniées podem-se calcular as respostas bem
como os esforgos internos em qualquer secdo transversal, de qualquer componénte do sistema.
Pode-se, também, calcular o fluxo de poténcia em qualquer ponto da estrutura.

Esta formulagio também ¢€ vilida para poténcias transmitidas através de Vérios
esforgos para os quais sdo considerados mais de um tipo de onda no componente. A resposta, -

de acordo com o principio da superposi¢do, é obtida pelo simples somatério dos efeitos
| provocados individualmente pelas excitages no componente. Uma das principais vantagens
deste método consiste na liberdade de escolha do método de determinagéo das mobilidades:

expeﬁmehtal, anah'ﬁco, numérico ou mesmo uma combinagdo destes.
2.3) Conceitos Basicos Sobre Analise Estatistica Energética

A Anilise Estatistica Energética foi inicialmente desenvolvida, por vblta de 1960 [44],
para se estudar problemas complexos de acustica e vibragdes em aeronaves, com o intuito de
se prever o comportamento vibratorio de veiculos langadores de satélites e desde entdo tem
sido aplicada em analises de problemas vibroactsticos em estruturas de navios, edificios,
automoveis, avides e industriais. Alguns pardmetros necessdrios e fundamentais para o uso da

Andlise Estatistica Energética serdo destacados, a seguir.
2.3.1) Densidade Modal

Sabe-se que a troca de energia modal entre sistemas ocorre quando existe uma
diferenga de energia entre os sistemas em quest3o e a energia se desloca do sistema com maior
para outro sistema com menor energia modal [25]. A densidade modal [1] é definida como a
razio entre o numero de modos em uma banda de freqiiéncia pela largura desta banda,

expressa pela seguinte formula
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n{) = %f— (modos/Hz) (2.27) -

sendo f a freqiiéncia central da banda de freqiiéncia considerada;

N ,, nimero de modos presentes na banda;

A, alargura da banda.

Cada modo de um sistema dindmico representa a capacidade de armazenar energia

vibratéria. Por isso, a densidade modal representa também a capacidade de absorver energia e

a de transferir energia entre subsistemas. _
A densidade modal para uma placa plana apoiada nos bordas pode ser calculada pela

expressdo [1]

43 (2.28)

”(f)=7{6—

emque A i'épresenta a 4rea da placa;

h a espessura da placa;
C, a velocidade de propagagdo da onda longitudinal, dada por [1]

C,= \/-E- [m/s] (2.29)
P

sendo E o mddulo de elasticidade

' p adensidade do material da placa.

Clarkson [33] desenvolveu uma expressio que permite determinar a densidade modal

de um componente estrutural através do valor médio espacial e na faixa de freqiiéncia A, da

parte real da mobilidade pontual, através da seguinte expressdo:

n(f) = 4Ma(Re{Y (f)}) (2.30)

sendo: Ma a massa do componente estrutural;
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(Re{Y f )}) o valor médio espacial e na faixa de freqiiéncia A, da parte real da

mobilidade pontual do subsistema.
2.3.2) Fator de Perda Estrutural

O amortecimento estrutural, expresso pelo fator de perda (7), representa a razio entre

a energia dissipada por radiano de oscilagfio e a maxima energia vibratéria do componente (ou
subsistema) [19].

o f Ma(v,zm>

n 231

sendo E, . aenergia média dissipada em uma banda de freqiiéncia centrada em f;
v avelocidade de vibragdo;
rms e () denotam, respectivamente, raiz média quadratica e média espacial.

Os principais métodos para a determinagdo do fator de perda estio mostrados a seguir.
2.3.2.1) Método do Decaimento

Este método &, talvez, o mais usado por ser o de implementag8o mais rapida e simples.
Consiste em registrar a taxa de decaimento das vibragdes ap6s a excitagfo ser subitamente
- desligada, a qual € expressa na forma de tempo de reverberagio (T). Entretanto, tende a
subestimar os resultados jé que a resposta dos N modos contidos em uma faixa de freqiiéncia ¢

fortemente influenciado pelos decaimentos dos modos de menor amortecimento.

A relagdo que expressa o fator de perda é [19]:

=22 (2.32)
fT
em que T é o tempo de reverberagdo, em segundos.

f afreqiiéncia central da banda, em Hz.
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2.3.2.2) Método da Medicéio da Poténcia de Entrada

Este método baseia-se na hipdtese de que em regime permanente a poténcia dissipada
pelo subsistema seja igual a poténcia aplicada a0 mesmo, considerando-se adicionalmente que
a energia perdida pelo subsistema, através dos apoios, seja desprezavel. E uma aplicagio

direta da defini¢8o do fator de perda, expresso por [1]:

n= Mo (2.33)
bz 4 f E vib ’
em que W, € a poténcia dissipada pelo subsistema,;

E,, aenergia vibratéria (M <v2> )

Este método é recomendado para aplicagdes em SEA porque permite a determinagdo

do amortecimento médio de todos os modos contidos em uma faixa de freqiiéncia de andlise.
A 2.3.3) Fator de Acoplamento

O fator de acoplamento estd relacionado a energia transferida entre subsistemas
através dos acoplamentos e pode ser considerado uma medida da for¢a intermodal na jungédo
do sistema, amostrada na freqiiéncia e nos modos que agem nos subsistemas.

E definido como sendo [1]

w.
i (2.34)

Tk fE,

em que W¥; representa o fluxo de poténcia do i-ésimo para 0 j-ésimo subsistema.

2.3.4) Equacoes de Balanco de Poténcia

Numa anélise do fluxo de energia entre subsistemas acoplados, sdo escritas equagdes
de balango de energia (poténcia) para cada subsistema e, com isso, determinam-se as energias

de cada um, na faixa de freqiiéncia considerada.
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A Figura 2.9 ilustra o caso de somente dois subsistemas, em que, W, , e W, sfo,

respectivamente, as poténcias de entrada e dissipada do Subsistema 1 ¢,W, ., € W, ., as

poténcias transmitidas do Subsistema 1 para o 2 e do Subsistema 2 para o 1, respectivamente.

E, ainda, W, , € W, , representam, respectivamente, a poténcia de entrada e dissipada no

subsistema 2 devido ao amortecimento estrutural (77, ).

Pode-se expressar, genericaniente, este balango através da seguinte equagéo:

Subsistema 1: Win1 = Woassa + Wopas 12 = Worans 1 (2.35)
Subsistema 2: - Wis =Waso +Woms 21 = Wams i (2.36)
Wil Win2
- — =
: Wirans12
Subsisternal | Subsistema2

_& Wdisst i:Wdﬁsz

Figura 2.9 Fluxo de energia entre dois subsistemas acoplacos.

As poténcias transmitidas s3o de vital importancia porque determinam as energias dos

subsistemas excitados indiretamente (em que W, ;= 0), e sdo também importantes na

determinagio da resposta de subsistemas excitados diretamente.

Para o exemplo de acoplamento entre subsistemas (Figura 2.9), considere que apenas o

Subsistema 1 esteja recebendo poténcia externa (ou seja W, , = 0). Assim, pode-se escrever

que:
Woi =0mE +on,E —ony,E, (2.37)
0=(0’72E2 +0)7721E2 _G)UIZE] (2 38)

A razio entre as energias E, e E,, fica
Lro T (2.39)

E  n+ny
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em que 7, € 7, Sd0, respectivamente, fator de acoplamento do Subsistema 1 para o
| Subsistema 2 e vice-versa; |
E, e E, sdo as energias totais dos Subsistemas 1 e 2, respectivamente;

7, o fator de perda do Subsistema 2.

A poténcia liquida transmitida do Subsistema 1 para o Subsistema 2, W, , , relacionada

através dos fatores de acoplamento, pode ser expressa [25], como segue:

N o
Wigiz = Weams2 = Woas 1 = a’7712|:E1 "‘]VLEZ] ‘ (2.40)

2

onde N, e N, sfio, respectivamente niimero de modos dos Subsistemas 1 ¢ 2, na banda

considerada,. A Equagdo 2.40 pode ser rescrita

N,
Wiga2 =Woans 2 = Wyans 21 = OTho By — 071y, #Ez - (241)
2

de onde se pode concluir que, o fator de acoplamento 77,, pode ser calculado pela relagédo

N ‘
Nan =M, —= ' (242)

N,

Pode-se, ainda, expressar os fatores de acoplamento através das densidades modais n, e

n, , dividindo-se a equag8o acima pela largura da banda A ., resultando na seguinte equagéo

n
o =2 — (2.43)

n,

e, substituindo esse resultado na Equagdo 2.42, tem-se uma relagdo envolvendo as energias

dos subsistemas

Ey_m M (2.44)

E,  n (m,+ny)
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, Considerando uma das hip6teses fundamentais de SEA de que a energia
“vibratdria estd igualmente distribuida entre os N modos, da faixa de freqiiéncia de analise,
pode-se definir a energia modal E;, como divisdo da benergia total E, pelo namero de

modos contidos na banda de freqiiéncia, ou seja

E.‘=£

2.45
=N, (2.43)

As equagdes de balango de poténcia podem, ainda, serem representadas na forma matricial.
(771 + <y J[E1:| _ _Ll:me}
=My Mt G E,| oW,

Observa-se, claramente, da matriz acima, que no caso de forte acoplamento MG >>7; €

(2.46)

7;, @ matriz tende a tornar-se singular e, neste caso, o sistema de equagGes ndo possui

solugdo. Assim, SEA nfo € aplicavel neste caso, pois todos os subsistemas apresentariam
mesma energia modal, ndo havendo fluxo liquido de energia entre os subsistemas. Deve-se ter
~em mente que s3o considerados valores médios para os pardmetros modais como fator de
perda e a energia modal. Por isso a alta densidade modal minimiza os erros atribuidos as
aproximagdes feitas.

O sistema de equagbes acima resultou da aplicagio de SEA para um sistema
estrutural/dindmico modelado por dois subsistemas apenas. Caso o sistema seja representado
por N subsistemas, o sistema de equages resultante seria de ordem N. Torna-se evidente a
necessidade de serem determinados, com precisdo, os pardmetros citados, para cada
subsistema.

Componentes estruturais simples, tais como vigas, placas e cavidades acusticas,
podem ser analisados individualmente, por métodos analiticos/numéricos vastamente
conhecidos, facilitando a determinagfo destes parametros.

Estruturas “offshore”, entretanto, possuem componentes de geometrias complexas,
como por exemplo, placas refor¢adas por vigas. A Analise Estatistica Energética é aplicével
para os estudos de propagagdo da energia vibratdria através deste tipo de estrutura, para
freqiiéncias acima de 50 Hz, aproximadamente [1].

A aplicagdio de SEA para estas estruturas, portanto, requer o conhecimento preciso dos
fatores de acoplamento, da densidade modal e da resposta em freqiiéncia de placas reforgadas,

sofrendo a acdo de forgas concentradas.
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 CAPITULO I

RESPOSTA DE PLACAS COM BORDAS LIVRES

3.1) Introdugdo

A andlise de vibragdes livres ou forgadas de placas finas, de qualquer geometria,
constitui essencialmente um problema de valor de contorno. Em geral, procura-se uma
solugdo para o deslocamento transversal da placa e este deslocamento deve satisfazer uma
equacgdo diferencial e, além disso, a solugdo deve satisfazer as condi¢des de contorno
prescritas ao longo das bordas da placa.

Para uma placa retangular com condi¢des de contorno completamente livre nas quatro
bordas, doravante denominada simplesmente de placa livre-livre, ndo existe {13] uma solugdo
analitica exata para a equagdo diferencial do movimento e, por essa razdo, suas freqii€ncias
naturais ndo podem ser calculadas analiticamente. Alguns métodos analiticos aproximados

tém sido desenvolvidos para esse fim, mas a precisdo ainda deixa a desejar, como, por
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exemplo, a solugdo por uma série de produtos de autovetores de uma viga livre-livre [41].
Sabe-se, na verdade, que essas fung&es ndo satisfazem totalmente as condig¢des de borda livre
de uma placa retangular. Métodos numéricos sdo os mais comumente usados, mas um elevado
ntimero de equagbes algébricas é necessario para o processamento e, neste caso, o tempo de
computagdo é um fator que restringe seu uso. ,

O método analitico de aproximac#o usado neste trabalho, desenvolvido por Gorman
[18], e denominado Método da Superposigfo, baseia-se na escolha de placas auxiliares, com
solugdes precisas e faceis de implementar, superposicionando estas mesmas solugdes e
combinando-as para satisfazer as condi¢des de contorno de interesse em cada caso especifico,
de acordo com a teoria de sistemas lineares. o

O método se baseia na divisdo da placa em blocos e o foco de atengfo passa a
concentrar-se somente em um bloco de cada vez, cada um_(‘;om seus respectivos momentos ¢
forcas que atuam sobre ele e, depois de calculadas, as suas respectivas respostas sdo somadas
e representam com precisdo a resposta da placa completa. 7

A seguir, sera fornecida uma explanaggo dos tipos de analises que podem ser feitas. Se
o interesse for uma andlise da forma do modo (simétrico ou anti-simétrico em relagdo aos
 eixos ortogonais), deve-se escolher o Método da Superposigdo Particionado, ou seja, cada
forma de modo serd estudada separadamente e, depois de calculadas, as respostas sdo
somadas. Se o interesse ndo € o de se estudar cada forma de modo separadamente, deve-se
escolher o Método da Superposi¢do Completo, ou seja, escolhem-se placas que representem. o
comportamento da placa como um todo e obtém-se a resposta da placa.
| ‘O método escolhido para esse trabalho foi 0 Método da Superposi¢do Completo, com
o qual placas submetidas a for¢as pontuais foram estudadas. Com o propdsito de mostrar a
potencialidade do método, foram analisadas também as vibragdes livres pelo Método da

Superposigdo Particionado.
3.2) Anilise de Placa Livre-Livre — Método da Superposiciio Particionado
3.2.1) Condicdes de Contorno

As condigdes de contorno classicas de placas retangulares, como também a equagdo

diferencial [35] que rege problemas desse tipo foram desenvolvidas de forma adimensional, e

. . . . x
o sistema de coordenadas adimensional, estdo representados abaixo,onde =~ e 7= % .
a
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7
\I
Figura 3.1 - Placa Retangular e Sistema de Coordenadas.

Considerando a Figura 3.1, os momentos de flexdo associados com 7 e & sdo,

respectivamente [46]:

M BW(Z, B*W(E, | .
aD on o¢
Ma _ 0*W(, v O°W(¢,
. = (f ) + (f 77)} (3.2)
D o5 ¢°  on
As forcas de reagdo vertical associadas as diregdes 7 e £ sdo, respectivamente: %
VB W) ., PW(E, )
- on ¢t
2 3 * a3
. Vg =_{8 \g’g,n) +£76 W(é,n)} (3.4)
o& on?
sendo
a b dimensdes da placa, nas dire¢des x e y, respectivamente; -
¥
& n coordenadas adimensionais, que correspondem a Ze %, respectivamente;
A _ a
A deslocamento transversal da placa dividido por a;
C e EnW’
D Rigidez a flexdo da placa, dado por D = —————;
12(1-v7)
E Moédulo de elasticidade do material da placa;
14 Coeficiente de Poisson;
v’ @-v);
M Momento de flexdo distribuido ao longo da borda da placa;
V Reago vertical na borda da placa;
¢ razio entre as dimensdes da placa, dada por ¢ = —11;
a
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3.2.2) Equaciio Diferencial Governante — Vibrag¢des Livres

Sabe-se que para placas retangulares finas, as ondas de flexdo s#o as mais importantes
por gerarem maiores valores de deflexdes na diregdo transversal (maior energia modal) e por
apresentarem maior densidade modal. Por estes motivos, as ondas de flexdo exercem um papel
preponderante no fluxo de energia vibratdria entre subsistemas, bem como na irradiagdo
sonora por estas estruturas.

A equagfo da onda de flex3o em placas finas, sem excitagdio externa pode ser escrita

da seguinte forma [46]:
o'W (&,m) 2¢25;W(§,n) XN A )T _ |
o + Ty + o7 oA W(&n)=0 3.5

3.2.3) Vibragdes Simétricas e Anti-simétricas

Uma placa retangular com bordas livres possui duas linhas de simetria, que
correspondem aos eixos & e 77, respectivamente. Sabe-se que, todos os possiveis modos de
vibrag@io da placa completamente livre mostrada na Figura 3.2, podem ser classificados em:
simétricos em relagdo a cada um dos eixos; anti-simétricos em relagfio a cada um dos eixos e

simétrico sobre um e anti-simétrico sobre outro eixo central de coordenadas.

Wi AW i3
"
)
¥
:
L}
1
.
5
'
)
4
]
Y

Figura 3.2 - Placa completamente livre, com sistema central de coordenadas.

A formas modais de uma placa retangular completamente livre podem, entdo, ser

representadas da seguinte forma em relagfo aos eixos de coordenadas & e 7:

Duplamente simétricas W, (&) =W (&-n)=W_(=£1)
Duplamente anti-simétricas W, (£,7) =-W,_,({,-n) =-W . (-£,7)
Simétrico e Anti-simétrico W (&,7) = W (&,-n) =-W,(=&,7)
Anti-simétrico e Simétrico W (&,7) =-W _(£,-17) = W (=£,77)
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Entdo, a resposta da placa ser4 representada pela soma de cada forma modal,

W(&m) = W (&) + Wo, (§,m) + W, (£,m) + W, (E,)

As Figuras 3.3 a 3.6 a seguir mostram, como exemplo, a simetria da deflexfio de uma

placa completamente livre,

P
K
’

Al

Figura 3.6 Anti-simétrico/Simétrico

_Figura 3.5 Simétrico/Anti-simétrico

E, tendo em vista a simetria, pode-se focar a aten¢do somente num quarto (-i-) da placa em

questdo.
' Para a implementagdo do meétodo, a placa é dividida em 4 partes, sendo a anilise
realizada somente num quarto da mesma, como mostrado em Figura 3.2. A seguir, uma

analise de cada tipo de forma modal serd apresentada.
3.2.4) Modos Duplamente Simétricos

Ao focalizar-se a atengfo somente na quarta parte da placa, mostrada na Figura 3.7,

.pode-se dividir o caso em outros dois: os blocos W1(&,7) e W2(£,77) que na verdade sdo dois

problemas de vibragdes forgadas de placas retangulares.
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@) £ . Q £ . @) £
Q i @] ’ Q 4 f
Q0 W &N = OO0 wen OO0 + OO wEw 8% M (1)
b
IATatatatal O qPp)
a NN O
I in M, (E) n

Figura 3.7 — Blocos usados para analisar modos duplamente simétricos

As solugbes desses blocos serdo superpostas, para a obteng@o da solugdo geral dos
modos duplamente simétricos.

Existe, obviamente, o tipo de ideal de condigdo de contorno que deve sef usado ao
longo das bordas mencionadas acima, quando o segmento da placa € usado para examinar
modos duplamente simétricos de uma placa totalmente livre. - '

As condigdes de apoio ao longo dos eixos £ =0 e 77 =0, para este segmento, devem
ser de apoio simples ou uma condi¢do denominada aqui como “‘sh‘p-shear”, o que significa
que, nesta borda ndo existe nenhuma reagfo vertical e também nenhum deslocamento angular.
A condig8o “slip-shear” esta identificada Figura 3.7 por um par de circulos pequenos (00)
adjacentés nas extremidades. As condigdes ao longo dos eixos £ =1 e n =1, devem, € claro,
ser de bordas livres. Existe somente um outro tipo de condigio de contorno que ¢ utilizada ao
longb dos eixos & =1 e 77 =1 dos blocos WI(£,77) e W2(&,7), ou seja, nestes eixos atuam
um momento de flexdo como indicado, ao longo de seus contornos, ¢ a rea¢do vertical € zero.

Focando, agora, a ateng@o no bloco W1(£,7), a solugdo pode ser escrita na forma

proposta por Lévy [46] como,

Wi, = ¥, (n)cosmr & (3.6)

m=0,1

Pode-se demonstrar que cada termo da série de co-senos da Equagdo (3.6) satisfaz
exatamente as condi¢des de contorno “slip-shear” prescritas nas suas extremidades
£=0 e £=1. Esta é uma exigéncia para todas as solug¢Ges do tipo Lévy [46].

Substitui-se, agora, a Equacdio (3.6) na Equagdo diferencial (3.5). As variéveis,
£ e n,sdo determinadas separadamente e para cada valor de m pode-se escrever

0*Ym(n) _ 20% (mn)*6*Ym(n)

e Py +¢" {[mnx]" - A"} Ym(n)=0 (3.7)

onde A*=owa J% ¢ o autovalor adimensional.
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Esta é uma equagdo diferencial ordindria de 4°. ordem, cuja solugdo € bastante

conhecida. Sua forma depende do sinal do terceiro coeficiente da equagdo, isto é:

> Para 2> > (mx)* , tem-se:

Y, (n)=A,coshf,n+B,senh f,n+C, cosy,n+D,seny,n 3.9)
2 Para A’ <(mx)? , tem-se:

Y, (n)= A, cosh B,n+ B, senh f,n+C, coshy,n+D,, senh y,,,i; o | 3.9

onde A4,,B,,C,e D, sioconstantes aserem determinadas;
B =94 +(m7)’];

72 =@’ [A2 ~(mn)’] ou y2 =¢*[(mn)’ )f] s3o sempre positivos.

- A borda =1 est4 livre de reagio vertical mas o momento de flexdo harménico M,(£) ¢é

diferente de zero, e dado por.

OME) ZE cosmmé (3.10)

a m=0,1

Para facilitar, usa-se a mesma série de co-senos utilizada na Equag&o (3.6).

O préximo passo para o desenvolvimento da resposta do bloco W, (£,7) consiste em
avaliar as EquagGes (3.8) e (3.9) quanto as condigbes de contorno prescritas. Por exemplo,
para se ter simetria nas bordas £ =0 e 7 =0, do segmento da placa em questio, o segundo e
o quarto termos das Equagdes (3.8) e (3.9) devem ser nulos. Estes termos sdo anti-simétricos
em relagdo a borda 7 =0.

Conforme j4 mencionado, como n3o existe reagio vertical, substituindo as Equagdes
(3.8) e (3.9), que agora ja ndo mais contém senos ou senos hiperbdlicos, na Equagdo (3.3) e

considerando reagdo vertical igual a zero na borda
> Para A* > (mx)* , tem-se:

Y, (n)=A,{cosh B,n-6,,cosy,mn} (3.11)
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= Para A’ <(mx)? , tem-se:

Y, (n) = 4,{cosh B,n -6, coshy,n} (3.12)

6, == B, (B, —v'#$*(mn)’sinhp,
7. (v, +v'¢*(mx)?) siny,
6, = = B, (B, =8’ (mx)’ sinhpB,
Y, =V 92 (mx)?) sinhy,

onde

O passo final relacionado ao bloco W1(&,7) envolve a Equaé?un). (3.10). Ao
substituirem-se as Equag¢fes (3.11) e (3.12) no lado esquerdo desta equagfio, pode-se
expressar Y, (77) em termos dos coeficientes £, assim:

Para A2 >(mx)?

Ym(”)=Em{ell COShﬁmﬂ—eMm COS}’mﬂ} (313)

em que
1
611 =
m -ZZ1 ]
(G inp,)
o - 2z1
13— ZZl )
2228, - Lmy)siny,

com ZZ1=-B (B2 -v'¢*(mn)*)

ZZ2=y,(y} +v'¢* (mn)*)

e para A* <(m7z)’ , tem-se

Y (n)=E,{6,, cosh B,n+6,; cosy,n} (3.14)
em que 6y, = !
2m — _
((ﬁ"’—é—g—i—l—’ﬂ—) cosh 5,,)
0 - ZZ1
23m ~
(Zz2(B, + (ZZZZI; ")) coshy,
com ZZ1=-B,(B: -v ¢’ (mm)*)

ZZ2=y,(yn v ¢’ (mn)*)
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e a Equag#o (3.1) fica:

It

Wigy = 3 2

m=0,1 Y11m

{cosh B8,n+0,, cosy,n}cosmnt +

k-1

E
+ m
m=; +1 922m
sendo S, =¢1//?.2 +(mz)?;

= g2 = (mx)* , para o primeiro somatério, A* > (m7)*;
= g J(mr)? = 77, para o segundo somatbrio, 4> < (mz)*;
On = —{(B, senh ) (7, seny, HB," —v'¢* (ma)'} 1y, +V'¢* (mm)'};
8, = ~{(B, senh B,)/(y, senhy, B, - v'¢*(mm)} iy, —v'$* (mn)'}
Oin = Ol (” +v9*(m7)* }c057,, ~{B," —v'¢* (m7)*}cosh B,.;
O =—{(B," —v#"(m7)?)cosh B, +6,,{y," ~v§*(mm)*}coshy,,};

{cosh B_n+86,, cosy,n}cosmnt} (3.15)

A seguir, serd analisado o segundo bloco W2(&,7) da Figura 3.7. Nota-se
imediatamente que a forma da solugfo ¢ idéntica & usada no bloco W1 (¢,n), porém devem
ser observadas algumas pequenas mudangas, tais como o momento de flexdo A4,(7) ao longo

de £ =1 que é expresso como

k-l '
-A—/I—Z—g-)g= ZE,, cosnzn (3.16)
n=0,1

Desta vez, o indice » substitui o m, e o 7 substitui o £. Refazendo toda a
manipulagdo matemdtica, conforme ja realizada para o célculo de W1 (£,7), pode-se mostrar

que

Y E
W2(&,m) = Y —{coshf,£+6,, cosy,E cosnan

n=0 191 1n

k-1

+ D, —"-{cosh B,£+8,, cosy,&} cos nan} (3.17)

n=k"+1 Y22p

sendo B, =1/g/1*¢* +(n7)* ;
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y, =1/¢:[/2¢? —(nx)* , para o primeiro somatério, A* > (n7)*;
v, =1/¢:[(n)* = 22 *, para o segundo somatério, . A < (n7)*;
6,, =—{(B,senh B,)(y, seny JHB," —v'#* (nx)*}y,” +v'¢* (n7)’};
6,, =—{(B,senh B,) ((y, senhy, )Y{B,” ~v'#* (nz)*} 1y, —v'¢* (n7)’}
011, =0, {(r, +v9’ (n7)*)cos y, —{B,” ~v' ¢’ (n7)*}} cosh B, ;
Orn =—{(B," —v#" (n7)")cosh B, +8,,{r," —v¢" (n7)*}eoshy, }

A resposta do modo duplamente simétrico €, entdo, dada pela soma da resposta de cada bloco,

ou seja:
Wes(E.m) =WN(E,n) +W2(E,n) | - (3.18)

3.2.5) Modos Duplamente Anti-simétricos

Pode-se observar, pela Figura 3.8, que os blocos usados nesta anélise sdo diferentes
dos usados para os modos duplamente simétricos. A analise deve ser feita de modo analogo,
sendo que a série trigonométrica usada neste caso deve ser de fungdes senoidais. Aqui, as
bordas £ =0 e n =0 tem apoio simples (representado pela letra s), ou seja, os deslocamentos
e momentos de flexdo ao longo destas bordas sdo sempre nulos e, nas outras bordas a
condi¢do ou é a mesma ja mostrada no item anterior, dois circulos adjacentes (00) que

indicam borda com condi¢do “slip-shear” ou bordas com momento de flex3o.

£ & £
. ) n N - N
| - | q®
s W (g.ﬂ) = | VV{, (E;,ﬂ) 03 + s V\’:(é,”}) g—% z‘blz{r?)
14 : d
atatatatatel G
a WYY C

Figura 3.8 - Blocos usados para analisar modos duplamente anti-simétricos

Com relaggo ao bloco W1 da Figura 3.8, a solugdo proposta por Lévy [46] é:
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WiEn)= > ¥, (msen"ZE

m=1,3,5

(3.19)

sendo que a borda 7=1 estd livre de reacdio vertical, porém o momento de flex3o
harmonico M, (&) estd atuando e € diferente de zero. Expandindo na mesma série de senos,

tem-se:

E, sen—= | (3.20)

Seguindo um procedimento idéntico ao feito anteriormente, pode-se demonstrar que

W1 pode ser escrito da seguinte forma:
| & ‘ mné
Wi, ) = . (4,coshB,n+B,senhB,n+C, seny,n+D, cosy,mn) sen—= +

13,5

m=

2k+1
+ > (A,cosh 8,7+ B, senh B,n+C, seny,n+D, cosy,n)sen m;“; (3.21)

m=k"+2

- . . . . mmx
onde o primeiro somatério, em que m <k’ , refere-se aos termos 4> > (—5-)2 e o segundo

somatorio refere-se aos termos em que A* < (—n—zzji)2 .

Usando da condig@o de apoio simples na borda 77 =0 e a condigd@o de reagdo vertical
zero na borda 7 =1, trés constantes podem ser avaliadas. Usando também do momento de
flexdo ao longo da borda 7 =1, pode-se obter a resposta do bloco W1,

E, mn&

2

(6,,, senh B, +seny,n)sen

2k+1 E
m

+ Y 220, senh f,p+senhy,p)sen T2 (3.22)

m=k"+2 V22m 2
sendo B, =g A’ +(mx)* ;

7, = ¢ A> —(mx)? , para o primeiro somatério onde A > (m7x)’;
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¥n =@/ (mm)? = A% , para o segundo somatério onde A’ < (mx)?;

Oum = (! Badl(” + ()Y #2087, (B, = () V¢ cosh B, )

Orn = ~(n | Ba)A0” =YV ) c0shy, (B, = (V') cosh 5,)

mn

Oum = 17" + V8 () Ysen 7, = 0B, ~v$* (50

Orn = (B (50)" =7, Ysenh, +6,, (47 (50)" = B, }senh 5,

Com relagdo ao segundo bloco W2(£,7) da Figura 3.8, nota-se também que a forma
da solucdo é idéntica a usada no bloco W1(£,7), porém devem ser observadas algumas
pequenas mudangas, tais como o momento de flexdo M, (77) ao longo de £ =1 que € expresso

como

Myma _ i p oon 71 (3.23)
l) n=1,3,5 2

Aqui, esta também sendo usado n em substituigio a m ¢ 7 em substituigdio a £. Refazendo a
manipula¢do matematica ja feita para o cdlculo de W1(&,7), obtém-se

-
w2 = 95'-(9“ senhﬂ,,§+sen7ng)senl’12’17. +

n=1,3,5 Y11n

2k+1
DY E, (8,,senh B, & +senhy, £) sen% (3.24)

n=k"+2 Y22p

sendo S, =1/¢1/,12¢2 +(% 2,
y,=1/¢ / Ag? - (-’1—27-{)2 , para o primeiro somatério onde A* > (%75)2 ;
y,=1/¢ /(221)2 ~ A*¢?, para o segundo somatério onde A’ < (%)2;

8,, = ~{(B, sevh B,)[(y, seny, )} (B, - v‘¢2(5§->2}/{rf + v‘¢2<-’-’5’-’->2};




,n = —{(B, senh B,) (y, senh y, )}B,” - v‘¢’(%)2}/{y,f - v‘¢2(32’5)’}
Oysn = O, + 18 (CZ ”)Z}cosr,.—{ﬂ,,’—v‘w(%’f)’}coshﬂn;

=—{(8 - () )cosh B, +6,,{7," ~ v (57 Yeoshy,}

Entdo, a resposta do modo duplamente anti-simétrico é dada pela soma da resposta de

cada bloco, ou seja:
WEm=WIEm+WAEn 6
3.2.6) Modos Simétricos/Anti-simétricos
Os blocos utiliiados para analisar a familia de modos simétricos/anti-siméﬁ‘ic;s estdo

mostrados na Figura 3.9. Eles diferem pouco dos usados para os duplamente simétricos e

* duplamente anti-simétricos. A maior diferenca envolve as funcdes de Fourier utilizadas.

Q. 5, O £, 0O £
CWEm | = s WEm GO+ s win '8'“201)
. |
c . fatarataiatat} Q>
a TITITT o7
47 n m@ In

Figura 3.9 - Blocos usados para analisar modos siméu'icos/anti-simétricos ¢ anti-simétricos/simétricos

Analisando o bloco W1 e em analogia ao que j& foi apresentado até aqﬁi, 0 momento

de flexdio M,(£) ao longo de =1, expresso por,

2%-1 7t§

M(&)= ) E,sen—= (3.26)
m=1,3
e, a resposta do bloco W1 fica
2k-1 E
Wi(,n) = Z "{cosh g, n+80,, cosy,,,n}cosm—”é- +
m=0,1,3 ellm 2
2k-1 E f
+ {cosh B,n +8,, cosy,n} cos——— (3.27)

m=0,13 022»1
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sendo S, = ¢,/12 + (21-2—75)2 ;
Y, =9 f A2 - (_7712_7[_)2 , para o primeiro somatério, A> > (21575)2 >
Ym=¢ }(%Z[-)z -1, para o segundo somatério, A< (2121)2 >

6 = ~{(By seth ) (ra sen 7D} (B’ =V 6 VY +V' 6 (Z0)

mn

Oun = ~{(By sezh B,) (7, et )} (B, =V} iy -V ()"}
an =801 + 98 CE ) c057, ~ 8, v Y Y yoosh B,

bun =B, =W (5 ) cosh B, + 83, {7," ~ W' (o)} ooshy, )

Voltando a ateng8o para o bloco W2, o momento M, (77) tem a seguinte expressﬁd

k-1

M,(n)= ZE,, cosnzmn (3.28)
n=0,1
e, a resposta do bloco W2 sera:
k-1 E
W2(6,n) = D, —"(6,,senhB,&+seny,f)sennay +
n201.2 O11n
k=1 E
+ 2 (0,,senh B,& +senhy, &)sennzn (3.29)
n=0,1,2 622,,

sendo 3, =1/g| 24" +(nm) ;
¥, =1/ g 2¢* - (nm)? , para o primeiro somatério, A* > (n7)?;
¥ =1/¢3J(n7)* ~ # ¢, para o segundo somatério, £ <(nz)?;
8, =~{(B, senh B,) Ky, seny, }HB,* —v'$*(nx)'}iy,” +v'#* (n7)’};
6,, =—{(B, senh B,) I(y, senhy, J}{B, -v'¢* (nx)’} {r,’ = V'’ (n)’)
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Bun = 0u{(r," +V8* (nm)*Jc0sy, (B} ~v'¢’ (%ﬁ}eoshﬂ,,;

O = (B, ~ ¥’ ( Z)?)cosh B, +6,,{7,’ — v§*(n7)’}coshy,}

Entdo, a resposta do modo simétrico/anti-simétrico é a soma da resposta de cada bloco, ou

seja:
Wy (&,m) = WIE,n) + W2(£,7) (3.30)

3.2.7) Modos Anti-simétricos/Simétricos

Deve-se notar que existem modos simétricos em relagio a & e anti-simétricos em
relagdo a 7, mas também existem os modos anti-simétricos em relagdo a £ ¢ simétricos em

relagdo a. 77. Fazendo-se uma analogia em relagdo ao item anterior (Figura 3.9), para os

. . .. . b s . . a
simétricos/anti-simétricos usa-se ¢ =— e para o anti-simétricos/simétricos usa-se ¢ = 3
a

como também o autovalor A, inicialmente A = waz\/—g oud = mbz\/% .

Entfo, a resposta do primeiro bloco para os modos anti-simétrico/simétricos fica:

k-1 E

Wi(&,n) = 7] » senh B n +seny, n)sennaé
m=0,1,2 11,;.
k-1
+ Z ”-(8,, senh B n +senhy,n)sennné (3.3D
m=0,1,2 Yom

sendo S, = ﬂ/ﬂz +(_r_nz£)2 ;
=g, fﬂz - ('—ng-z-)2 , para o primeiro somatério, A* > ('—ng-z')2 ;
=4 \/(__)— , para o segundo somatério, 4> < (’—nzl)z;

61 = ~{(Bo so1h B,) (7, 5e0 7, )HB, =V BT Yy, +v'8* (B0

Or = ~{(B se8h £,) (7 senh 7, B’ =V $ ) iy =V HHE0))
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Bri = O {7 + V(T ))cosrm—{ﬂ ¢(—’1’21’->2}}coshﬂm;

Onn =—{(B," - v¢2(1”2i)’) cosh B, +0, {r,? - v¢i(-'22£)2}cosh )

e, aresposta do bloco W2 sera:

2k-1
= {cosh 8,&£+6,, cosy, &} cos% +

n=0,1,3 011n

W, (&n) =

2k-1

+ 2 L{coshﬂ §+6,, cosnf}cos——} 63

n=0,1,3 Y22
sendo S, =1/g/’9* + (nm)* ;
y, =1/ 926> —(n7)* , para o primeiro somatério, A* > (n7)’;

y, =1/ ¢1/(nrr)2 - 2242, paﬁ o segundo somatério, A < (n7)’;
8,, =—{(B,senh B,) (v, seny YHB," —v'¢*(nz)} {y,’ +v'#* (n7)'};
8,, =—={(B, senh B,) (7, senhy, }{B,” -v'¢* (nx)’} /iy, - v'¢* (n7)"}

O, =0, {(r," +v#* (n7)*)cos y, —{B,’ ¢( )3} cosh B,

6 = (B, ~#* (- 732 cosh B, + 6, {7, — v* (n)"yoosh 7.}

e a resposta do modos anti-simétrico/simétricos é dada pela soma da resposta de cada bloco,

ou seja:

W s (&.m)=WUE, n)+ W2(&,7) (3.33)

3.3) Anilise de Placa Livre-Livre — Método da Superposi¢io Completo
3.3.1) Equacio Diferencial Governante — Vibrac¢des Forcadas
A resposta de uma placa fina, submetida a uma onda de flexio, provocada por uma

for¢a variando harmonicamente no tempo € concentrada em um ponto, como mostrada na

Figura 3.10, pode ser obtida pela seguinte equagdo diferencial [46]:
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a
2 l

Figura 3.10 Placa Livre-Livre sob a a(;ﬁd,de uma forga pontual

4 4 4
O W, p1) | 50 WX, p,1) 0w, y,

= i = D\ o hoPw(x,p.f) = P(x,y,t) (3.34)

I(

sendo P a forga transversal pontual harménica.

Com vistas ao programa que foi implementado para o calculo da resposta de uma placa
livre-livre, decidiu-se que tanto o sistema de coordenadas, quanto as equagdes diferenciais e
suas implicag3es, seriam adimencionalizadas. Para isso, os eixos cartesianos ortogonais x € y

foram substituidos por £ = Z e n= %, como mostrado na Figura 3.10 e considerando que
_ a

as condigdes de contorno s3o as mesmas para todos os valores de t, pode-se simplificar a

Equagéo (3.34), como segue

*W(, n ., 2¢ 3W(&, 1) ¢45 W(&,n)
on* on*o&? oL

~¢* A W(&,m) = P(&,7) (335

3.3.2) Condi¢des de contorno

Para uma placa finita, a condig¢@o de contorno livre nas bordas é:

I - para as bordas localizadasem £ =0 e =a

*W 52

Y +U‘ZV2V=0 (3.36)
n

W w

3.37
e V% G637
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11 — para as bordas localizadas 7=0¢ =5

oW 2 ,
; +ua Y:o \ (3.38)
on o¢
3 3
0 V3V+(2—v) 0 W2 =0 (3.39)
on on o0&

Considerando a Figura 3.6, os momentos de flexdo adimensionalizados, associados com 7 ¢

& sdo, respectivamente:

My O’W(m) . OPW () =

= { o’ +Vvg oF } (3.40)
. Ma=_{32W(é:a77)+L2 32W(42‘,'7)}" (3.41)

D oe* ¢* on : |

As forgas de reagdo vertical associados com 7 e & s#o, respectivamente:

Va® ='_{a3W(§,n)+V
aD o0&

» O°W(£,7)
on d&?

"¢ } (3.42)

val __@WEm v P WEn)

e ——{ : ) (3.43)
9" s¢ on?

D o0&

sendo v =(2-v )
M Momento de flexdo distribuido ao longo da borda da placa;

V Reacgdo vertical na borda da placa;

3.3.3) Procedimento Matematico

Para a andlise da resposta de uma placa livre-livre sob a a¢do de uma forga transversal
harménica num ponto arbitrario, pelo Método da Superposi¢do, necessitam-se de cinco
blocos, que representam a placa em questio, sob a agdo de momentos nas bordas e da forca de

excitagio atuante sobre ela, como mostrado na Figura 3.11.



50

a £ , ) 3 ’ @) £
O O gy
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Figura 3.11 Representagfio esquemdtica de blocos utilizados para a anélise de vibragdes
forgadas em uma placa completamente livre sob uma forca transversal.

Nota-se claramente qﬁe os dois primeiros blocos ja foram analisados no Item 3.2.4. e,

suas respostas ja foram calculadas.

3
Entéo WI(&,7) = ;"‘ {cosh B,n+86,, cosy,ncosmat +
m=0,1 Y1im _
R '
+ Y ="{cosh B,n+8,, cosy,n}cosmr} (3.44)
m=kt"+1 V22m
£ E
e w2aAEn) = O, 2 " {cosh B,&+8,, cosy,Eycosnan +
n=0,1Y11p '
k-1 E R
+ 2 2. {cosh B,&+6, cosy,£}cosnzmn)} (3.45)
n=k"+1 Y221

sendo £ o niimero de termos na expansio de Fourier ;

Pt
2

B = A +(mm)* ;

¥, =@¢|A* —(mm)? , para o primeiro somatério, A* >(mz)*;
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y,, = g[(mm)* = 2%, para o segundo somatério, 2 < (mr)?;
B, = ~{(B, senh B,)[(7,, sen 7, )}B," —v'$*(mr)}/{y,} +V'$*(m7)*};
0,, = —~{(B, senh B,) (v, senhy, )HB," —v'$*(mz)’}/{y,” —v'¢* (m7z)’}
Bum = (1,2 + V8 (m)} 0057, ~{B,} =V $*(m)?}cosh 5,
Oy =~{(B,2 ~ 8 (m))cosh B, +6,,,{,} ~v*(mn)*}coshy, }
B, =11g[72¢* +(n7)’ ;
¥, =1/¢:[72¢* —(nm)" , para o primeiro somatério, A > (n7)?;
¥, =1/¢:[(nm)* = ¢, para o segundo somatério, A < (n7)?;
6, =~{(B, seth B,) (7, sen7, )} (8,2 ~v'§ ()} iy, +v' $nz )Y
6,, = (8, seth B,) (7, senh 7, )} B, ~v' $ (nz )}y, —v'§ (')
s =0 ((7," + W82 (7)) 057, ~{B, ~v' §* ()"} Ycosh B,

022)1 = _{(ﬂnz _V¢2(n7[)2)008hﬂn +02n {}/nz - V¢2(n”)2}COShyn}

A seguir, o foco de atengéo se torna o bloco W3 (£,7). Analisando, agora, o terceiro
bloco W3 (&,7) da Figura 3.11, nota-se que a forma da solugdio é idéntica a usada no bloco
W1 (&,7), substituindo-se, porém, 7 por (1-7) e m por p, asolugdo do terceiro bloco fica

-

E
W3(§,77) = Z £ {cosh B,(1-n)+6,, cosy ,(1-n)}cos pn§ +

p=01"11p

-1 E

£

+

£-{cosh B,(1-17)+86,, cosy ,(1-n)} cos pn&} (3.46)

1 022p

i
£
A

14 +

sendo B, = g2 +(p7)* ;
¥, = §4J/A* =(px)? , para o primeiro somatério, A* > (p7)’;
7, =#:J(pr)* = 2* , para o segundo somatério, A* < (p7)?;
6,, =={(B, senh B,) (v, seny B, -v'¢*(p- )"} {y,” +v'* (p7)’};
6y, =~{(B, senh B,) (y , senh y YHB," =v'#*(p7)*}y,” —v'#* (p7)*};

61, =6, {(r,” +v8* (pm)*)cosy, ~{B," ~v'#* (p7)*}}cosh B;
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0p, =—{(B,” —v#* (p7)*)cosh B, +0,,{r,” ~v¢*(pr)*}coshy,};
E esta ¢é a resposta do bloco W3 (&,7).

E, obviamente, para o quarto bloco W4(£,7), a solugio é idéntica a usada no bloco

W2 (&,7), substituindo-se, porém, & por (1-£) e n por ¢, a solugdo do quarto bloco fica

' E
CW4E,n) = ) {cosh B,(1-&£)+8,, cosy,(1-&)}cosqmy -+

g=0,1Y11¢

k-1
Eq

+Zg

g=k"+1Y22gq

{cosh B, (1-£)+6,, cosy, (1-&)} cos gz} - (3.47)

em que 3, = i/ ¢,//12¢2 +(qn)*;

¥, =1/¢:A*¢* = (q7)* , para o primeiro somatério, A* >(g7)*;

7, =1/8:J(gn)* - 224*, para o segundo somatorio, A* < (g7)%;

8,y =~{(8, senh B,)/(r, seny W (B,} -v' ¢ @m)} iy, +v'#*@m)’};
8., =—{(B, senh B,) 7, senh 7, (B, v ¢ ax)) /{7, -V ¢ am)’);
By =6, (7, +W (@) <087, —{B," ~v'#* (gm)"}}cosh B,;

O3, =—((B,” V8 (g7)*)cosh B, +6, {r,* —v#*(g7)*}coshy,}

O quinto e ultimo bloco tem as chamadas condi¢des de contorno “slip-shear” ao longo
de todas as bordas.

Sobre o bloco em questdo, atua uma forga transversal, concentrada e harmoénica,
posicionada nas coordenadas u e v, como mostrada na Figura 3.12. Divide-se o bloco em dois
segmentos separados por uma linha comum em 7 =v. Dois conjuntos de coordenadas sdo
montados, como indicados na Figura 3.12, um para cada segmento, aos quais serdio

denominados de segmento Wy, (£, 7) (o segmento superior) e W, (£, 77) (o segmento inferior).
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O

Figura 3.12 Representago esquematica do bloco W5

A solugfo para o segmento superior W, (£,7), pode ser expressa como [46]

W (&.m= iYm (m)cosing | (3.48)

1=0,1
e, além disso, comparando com o estudo feito para o primeiro bloco W1(&,7), pode-se
escrevér que:
- para A2 > (In)?
Y,(n) = A, cosh Bin + B, cosy,n - (349
e para A’ <(In)’ |

Y,(n) = 4, cosh B;n + B, coshy,n (3.50)

sendo B, =g A’ +(x)*;
y, = ¢,/ A* —(Iz)* , para o primeiro somatério, A > (I7)?;

7, = ¢\(Ix)* — A* , para o segundo somatério, 4> < (I7)?;

A solugdo para o segmento inferior W,, (£,7) pode ser determinada de forma idéntica.

Basta somente mudar o subscrito 1 por 2, assim

Wa(&,m)= Y., (n) coslag (3.51)

1=0,1
e, mais ainda, para A’ > (Iz)*
Y)(n) = C,cosh Bin + D, cosyn (3.52)
e para A2 < (Ir)?

Y,(n)=C,cosh B;n+ D, coshyn (3.53)
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sendo f3, = g |A* +(Im)*;
l‘ y, = ¢m , para o primeiro somatério, A* > (Ir)’;
¥, = ¢W , para o segundo somatério, 4> < (Ix)?;

Deve-se escolher, para representar a amplitude da for¢a harménica concentrada, a
fungdo impulso Delta de Dirac, distribuida ao longo da reta comum aos dois segmentos,
porém concentrada na coordenada u. Esta fun¢do pode ser expandida numa série tipo co-seno

[46], ou seja, a forga transversal harménica concentrada pode ser escritacomo

© cosizu _ 2
P¢)= 2P > cosiné (3.54)
a 2o, ! .
6,=2, 1=0
sendo
6,=1 I1>0

Para quaisquer “/  termos (Fourier) da forca, haverd uma resposta envolvendo

“] ” termos das EquacgGes (3.49) (3.50) e (3.52) (3.53). Isto significa que existem quatro
coeficientes 4,,B,,C, e D, que devem ser avaliados. As Equag6es necessérias relacionando

esses coeficientes sfo obtidas com as condi¢Ges de continuidade através da linha comum de
intersegdo.

Estas bondic;c“)es sdo [46]:

1) Continuidade do deslocamento lateral;

2) Continuidade do deslocamento angular da normal no contorno;

3) Continuidade do momento de flexdo M, através do contorno;

4) Continuidade ditada pelo equilibrio dindmico.

Existem, entdo, quatro equagdes algébricas ndo homogéneas, baseadas nas condigdes
de continuidade da reta comum aos dois segmentos, habilitadas a calcular os quatro
coeficientes desconhecidos das Equagdes (3.49), (3.50), (3.52) e (3.53) em termos da
amplitude da for¢a adimensional atuante. A seguir, serd examinado este conjunto de equagoes.

As equagdes de continuidade podem ser escritas da seguinte maneira [46]

para A* > (Ir)*
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4, cosh B,v+ B, cosy,v—C,cosh B,v' —D,cosy,v' =0 (3.55)
4 B, senh Bv—B,y,seny,v+C,f senh fv' - Dy, sen }/,v =0 (3.56)
A, B2 cosh Bv—B,y?cosy,v—C,BEcosh B,v' + Dy’ cosyv =0 (3.57)
A B} senh Bv+B,y; seny,v+C,B’senh Bv' +D,y}seny, v’ = (g—) coslz u (3.58)
4
e, para 1> < (In)?
A, cosh B,v+ B, coshy,v—C,cosh Bv' — D, coshy,v' =0 (3.59)
A B, senh v+ By, senhy,v+C,f, senh B,v' +D,y,senhy,v’ =0 (3.60)
A, B} cosh v+ By} coshy,v—C, B} cosh B,v' —D,y} coshy,v’ =0 (3.61)
A, B} senh B,v + B,y; senhy,v+C, 8’ senh B,v" + D, 7,3 senhy, v’ = (;;) coslz u (3.62)
4
sendo u ' =(1-u) e, v =(1-v)
Resolvendo esse conjunto de equagdes, pode-se mostrar que:
para A2 > (In)?
= p cozsl7r 121 cosh g,v (3.63)
6,(B +y,)p, senh g,
P’ cosl oshy,v"
= 2” “2 coshz: (3.64)
6,(B; +y; )y seny,
= P cozslfr 121 cosh B,v (3.65)
8,(B; +7; )b, senh §,
= P coszlﬂ u2 coshy,v (3.66)
6,(B; +7; )y, seny,
e para A < (I7)*
4 = P’ cozslﬂ ;1 cosh B,v° 3.67)
6,(B; — /)P, senh B,
B, - ~-P ccz)slﬂ-zu coshy,v’ (3.68)
6,(B; — i)y, senhy,

C =
"B

P’ coslzr u cosh v
~7/)p, senh j,

(3.69)
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—~P"coslz u coshy,v
8,(B} — 77 )y, senhy,

D = (3.70)

Agora, com as solugdes exatas para os coeficientes 4,,B,,C, e D,, pode-se mostrar

que a solugfio para o quinto e wltimo bloco da Figura 3.12 ¢

W5(&,n) = Z (4, cosh B + B, cos y,n + C,cosh B+ D, cosy,n)coslzé +

1=0,1

(3.71)

Z (4, cosh B + B, cosh ;7 + C, cosh S, + D, cosh y,n) coslng

{=0,1

onde, para o primeiro somatério, os coeficientes 4,,B,,C; e D, estdo expostos no conjunto de

Equagtes (3.63) a (3.66) e, para o segundo somatdrio, os coeficientes 4,,B,,C, e D, s#o os

mostrados novconjunto de Equages (3.67) a (3.70).
 Todos os blocos forém, entﬁb, analisados e conseguiu-se a resposta de cada um deles.
Com isso, somando-se as respostas de cada bloco, tem-se a resposta de uma placa retangular

livre-livre, sob a atuagsio de uma forga pontual P, dada pela equagfio abaixo
Woieea (E:1) = WI(E, 1) + W2(&, ) + W3(S, 1) + WA(E, 7)) + W5(E, 1) (3.72)

ou seja,

£ E
Wowea(Es1) = Z ~{cosh 8,1 +86,, cosy,nycosma& +

m=0,1 Y11m

5= S ) .
Z = {cosh B,,n+0,, cosy,nicosmat +

m=k"+1 Y22m

B
Z E, {cosh B,£+6,, cosy, Eycosnan +

n=0,1 Blln

k-1

z E, {cosh B,£+8,, cosy,E}cosnan +

n=kt"+1 Y221




¥ E
Z £ {coshﬂp(l-n)-l-ﬂlpcosyp(l—r;)}cosp7r§ +

p=01Y11p

k-1

v |
Y. —Z-{cosh B,(1-n)+8,, cosy,(1-n)}cos prf +

p=k'+1Y22p

¥ E
D> —{cosh B,(1-£)+6,, cosy,(1-&)}cosgmy +

q9=0,1%119

k-1

Eq
Z {cosh B, (1~ &) +8,, cosy,(1~&)}cosgrn +

g=k"+1 Y224

(]

Z (4, cosh B + B, cosy,n + C, cosh B + D, cosy,n)coslzné +

i=0,1

8

(4, cosh B + B, cosh ¥, + C, cosh f,n + D, cosh 7,n)§os Iné

-
1l
<

,1

. em que,

B =937 +(mz)*
V=94 —(mn)* , para o primeiro, A >(mz)’
7a=$J(mm) 2 , para o segundo, £ < (mn)’
6, =~{(B, seth B,) (7, seny, B, -V ma /iy, v F (m))

Oy =~{(B, senh B,) (7, senb 7, B, —v'¢* (mz)'}/{y,” —v'¢* (m7)’}

By =00 {7’ + v (mm)*)c0s 7, —{B,’ —v'#*(mm)’}}cosh B,
By = —{(B, —v#* (m7)*)cosh B, +6,, {7, —v#*(mm)*}coshy, }

B, =1/ $* +(nz)’

y, =119/ 24> —(nz)? , para o terceiro, A’ > (nx)’

v, =1/gf(nm)? — 724, parao quarto, A* < (nz)’

8., =~{(B, senh B,) [y, seny, B, =v'#* (nz)’}/{y," +v'8* (n7)*}
8,, =~{(B, senh B,) (y, senhy, }{B," ~v'#* (nm)"} [y’ =v'¢* (n7)’}
O,1n =0, {(r, +v#*(nz)*)cosy, ~{B,” —v" ¢’ (nx)*}}cosh B,
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. (3.73) .

(3.74)
(3.75)
(3.76)
GB.7)
(3.78)
(3.79)
(3.80)
(3.81)
(3.82)
(3.83)
(3.84)
(3.85)

(3.86)



O =={(B," =v#* (n7)*)cosh B, +6,,{r,” ~v4’ (n7)*}coshy, )

B, = 7 +(pn)*

7, =22 = (px)* , para o quinto somatério, A* > (pr)’

y, =$(pr)? - 2* , para o sexto somatério, A* < (pr)?

8,, =~{(B, senh B,)(y, seny JHB, —v'#* (0~ )} {y,” +v'#* (p7)*}
6,, =—{(B, senh B,) (7, senhy, }{B,” —v'¢*(p)*} y,” —v' ¢ (p7)*)
Oup =0, {(r,” +v#*(p7)*)cosy, —{B,” —v'* (pr)*}}cosh B,
6y = (B, V8 (p7))cosh B, +0, 1y, ~v§ (pr)*}ooshy,)

B, =11\ TF +qr)

7, =114 4" - (q7)* , para o sétimo somatério, A > (g7)’

7, =1/8:J(gm)* — *¢*, para o oitavo somatério, 4 < (¢7)’

8, =~{(B, senh B,) (7, seny ) {B,* ~v'#*(a7) My, +v'#* (gm)’}

- 8,, =—{(B, senh B,) (7, senh7q)}{ﬂq2 _y~¢2(q7;)2}/{},q2 -v'¢*(gn)’}

811 =0,,((r," +v8° (@7)*)cosy, —{B,” —v'#*(q7)*}}cosh B,

Bzzq = _{(ﬂqz —V¢2 (q”)z)COSh qu +62q{7q2 —V¢2 (q”)z}COShyq}

para o nono somatério, onde 4> > (Ir)*

_ P’coslz u coshB,v’
a 8,(B; +7])p, senh B,
_ P’coslz u coshy,v’
- 8,(B} +7/ )y, seny,

7

_ P’coslr u cosh fv
' 8,8 +7])B senh
_ P’ coslz u coshy,v
T 8,(B; +7.)y,seny,

e para o décimo e ultimo somatério, onde A* < (Ir)’
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(3.87)

- (3.89)

(3.89)

(3.90)
(3.91)
(3.92)
(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)
(3.98)
(3.99)
(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

©(3.104)

(3.105)
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_ P’ cosiz u cosh v’

= (3.106)
' 5,(B - y})B senh B,
—P°coslz u coshy,v'
= o 4 (3.107)
6,(B; =7/ )y, senhy,
P’ coslz u cosh B,v
= by (3.108)
6,(B; —=y,)pP,senh B,
= —P coslz u coshy,v (3.109)

51(.312 “712)71 senh y,

- Assim, uma vez calculada a equagdo do deslocamento transversal de uma placa livre-
livre, excitada por uma forga pontual, pode-se pensar em um acoplamento entre duas placas

- nas mesmas condi¢des, com ou sem viga de reforgo ao longo desse acoplamento.

3.4) Validacdo de Resultados

Com. o proposito de apresentar e validar os resultados obtidos pelo Método da
Superposi¢éo, de placas planas na condigéo livre-livre, as Tabelas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 mostram,
respectivamente, os cinco (05) primeiros autovalores duplamente simétricos, duplamente anti-
simétricos, sﬁnétricos/anti-éimétricos e anti-simétricos/simétricos, de uma placa plana de
aluminio, com 2,0 m de comprimento, 1,0 m de largura e 3,0 mm de espessura, densidade

igual 2 2660 Kg/m?, amortecimento 7 = 0,01, coeficiente de Poisson igual a 0,3 e médulo de

elasticidade 7,1.10" Pa, calculados através do Método da Superposi¢do Particionado, que
identifica as familias dos modos. Como comparagdo, as tabelas apresentam resultados de
autovalores calculados através de Elementos Finitos e as respectivas formas modais.

A programagdo através do Método de Elementos Finitos se deu através do software
Ansys 5.3, utilizando-se o elemento de placa SHELL 63 [47], com dimensdo de 2 cm,
garantindo mais de 8 elementos por meio comprinicnto de onda.

Para a obtengdo dos modos através do Método da Superposi¢do Particionado
utilizaram-se as Equagdes (3,15), (3,17), (3.22), (3.24), (3.27), (3.29), (3.31) e (3.32). Nestas
equagdes tomou-se k=135, que corresponde ao nimero de termos dos blocos, sendo que esse
valor foi obtido através de sucessivas tentativas de célculo, proporcionando resultados com
precisdo. Na programagéo, a procura dos modos se d4 através de um autovalor inicial, a partir

do qual todos os outros autovalores, na faixa de freqtiéncia escolhida, sdo calculados.
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CAPITULO IV

RESPOSTAS DE PLACAS LIVRES ACOPLADAS

4.1) Introdugiao T

Neste capitulo, ¢ calculada a resposta de um sistema composto de duas placas planas
iguais, acopladas através de uma linha comum, sem nenhum tipo de reforgo no acoplamento.
Com o propdsito de comprovar que o Método da Mobilidade, usando-se o Método da
Superposi¢io [18] escolhido para a obtengdo de respostas de placas livre-livre, fornece
resultados precisos, decidiu-se, também, determinar as respostas do mesmo sistema pelo
Meétodo de Elementos Finitos e experimentalmente.

Por causa das dificuldades inerentes as medigdes experimentais, escolheu-se trabalhar
com placas de aluminio, por serem mais leves e de facil manuseio.

A Figura 4.1 ilustra o sistema composto de duas placas acopladas, e a Tabela 4.1,

apresenta as caracteristicas mecanicas das mesmas.



Tabela 3.1 Modos duplamente simétricos de uma placa livre-livre
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Numero do Autovalor [Hz] Autovalor [Hz]
Método da Método Elementos
modo
Superposigido Finitos
01 4,00 4,00
02 16,49 16,50
03 2221 2223
04 26,88 26,89
05 49,73 49,76

Forma Modal




Tabela 3.2 Modos duplamente anti-simétricos de uma placa livre-livre
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Numero do Autovalor [Hz] Autovalor [Hz]
Método da Método Elementos
modo
Superposigio Finitos
01 4,87 4,89
02 18,83 18,83
03 43,73 43,74
04 48,94 48,95
05 66,53 66,57

Forma Modal




Tabela 3.3 Modos simétricos/anti-simétricos de uma placa livre-livre
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Numero do Autovalor [Hz] Autovalor [Hz]
Meétodo da Método Elementos
modo

Superposi¢do Finitos
01 10,80 10,81
02 29,80 29.80
03 46,01 46,03
04 55,21 55,23
05 63,09 63,12

Forma Modal




Tabela 3.4 Modos anti-simétricos/simétricos de uma placa livre-livre
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Numero do Autovalor [Hz] Autovalor [Hz]
Método da Método Elementos
modo

Superposigdo Finitos
01 11,11 11,12
02 19,44 19,44
03 36,11 36,12
04 37,88 37,89
05 77,40 77,42

Forma Modal
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A Figura 3.14 mostra curvas de mobilidade pontual de uma placa de aluminio, plana,
sem reforgo, com espessura de 2,0 mm, comprimento de 80,0 cm e 40,0 cm de largura,
obtidas tanto pelo Método da Mobilidade quanto por Elementos Finitos. A forga de excitagéo

esta localizada no ponto x =30cm e y =10 cm, sendo a resposta medida no mesmo ponto.
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Figura 3.13 Mobilidade pontual de uma placa 0,8 m x 0,4 m com medig¢des no ponto
x=30cm e y=10 cm Método da Mobilidade e Elementos Finitos.

As tabelas e figuras mostradas acima comprovam que o Método da Superposicéo,
proposto para calcular respostas de placas livre-livre, através do Método da Mobilidade,
fornece respostas precisas, podendo ser usado para analise de comportamento vibratério de
placas completamente livres.

A programagdo de todas as equagdes deste trabalho foi realizada em linguagem
Fortran, e a obtengdo das equagdes foi feita no software de célculo Mathematica 3.0. O
algoritmo e o fluxograma do programa principal deste trabalho estdo anexados no Apéndice

III. A programagdo para o uso do Método de Elementos Finitos neste trabalho ¢ apresentada

no Capitulo IV.
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Placall

Livre
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Figura 4.1 Sistema de duas placas acopladas através de uma linha

Tabela 4.1 Caracteristicas do material utilizado nas analises

Material Aluminio
Densidade 2660 Kg/m®
Modulo de Elasticidade 7.1.10" Pa
Coeficiente de Poisson 0,3
Amortecimento 0,01

As seguintes configuragdes de placas foram analisadas nas predi¢des:

Tabela 4.2 Caracteristicas da configuragdo I

Espessura da placa I 0,003 m

Espessura da placa II 0,003 m
Comprimento da placa I 1,0m
Comprimento da placa II 1,0m
Largura da placa I 1,0 m
Largura da placa II 1,0m

Tabela 4.3 Caracteristicas da configuragéo II

Espessura da placa I 0,002 m

Espessura da placa II 0,002 m
Comprimento da placa I 0,5m
Comprimento da placa II 0,5m
Largura da placa I 0,9 m
Largura da placa Il 0,9 m




67

Tabela 4.4 Caracteristicas da configuragéo III

Espessura da placa I 0,002 m

Espessura da placa II 0,002 m
Comprimento da placa I 0,4 m
Comprimento da placa II 0,4m
Largura da placa I 0,4 m
Largura da placa II 0,4 m

4.2) Método de Elementos Finitos

O Método de Elementos Finitos € utilizado nesta parte do trabalho para a determinagéo
da resposta em freqiiéncia, tipo mobilidade, tanto pontual quanto de transferéncia de uma
placa plana, lisa e sem reforgos.

Todas as andlises foram realizadas até a freqiiéncia de 1000 Hz, utilizando-se o
software de Elementos Finitos ANSYS, versdo 5.3. As placas foram modeladas utilizando-se
o elemento de placa SHELL 63 [47] da biblioteca do programa ANSY'S, elemento este com
quatro noés e seis graus de liberdade por né, sendo trés de translag@o e trés de rotagdo. Para a
configuragdo I, a dimensdo do elemento utilizado € de 2 cm, garantindo, para essa
configuragdo, mais de 8 elementos por meio comprimento de onda e para as configuragées II
e III, o elemento tem 1 cm, garantindo mais de 10 elementos por meio comprimento de onda.
A forga de excitagdo tem valor unitério.

A aplicagdo do MEF para a estrutura a ser analisada consiste em [39]:

- geragdo da malha utilizando-se elementos de placa;

- analise modal ou resolugéo do problema de autovalores ndo amortecido;

- anélise harmoénica, usando-se os autovalores e autovetores do problema anterior;

- pos-processamento dos resultados.

Para facilitar o calculo da energia vibratéria média de cada subsistema, foram usados
elementos de placa retangulares, com dimensdes constantes ao longo de toda a placa. Assim,
obtém-se elementos de mesma massa, facilitando o calculo da média espacial da resposta ao
longo da superficie [39].

A discretizagdo de freqiiéncia utilizada para o calculo das respostas em todas as

configuragdes € de 0,5 Hz na faixa de 0 a 1000 Hz, tendo em vista a grande quantidade de
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modos. Todos as avaliagdes foram realizadas em um microcomputador Pentium III 1G Hz,
com Winchester de 40 Gb e 512 Mb de memoria RAM.

A Figura 4.2 mostra a malha usada para a configuragéo I, sendo que, na programagéo
desta malha, usou-se a condi¢@o de contorno totalmente livre, ou seja, sem restrigdes. Sabe-se
que as freqiiéncias naturais dos seis primeiros modos de vibragdo de uma placa retangular,
totalmente livre em todas as bordas, devem ser iguais a zero, ou seja, correspondem a
translagdo e rotagdo em relag@o aos trés eixos de coordenadas [13]. Deve-se observar que a

excitagdo consiste de uma forga pontual localizada num ponto especifico sobre a placa.

Figura 4.2 Malha da placa de 2m x 1m, com a condig&@o de contorno livre nas quatro bordas.

A andlise modal parte da resolugdo da equagéo diferencial

[Ma]{u,} +[K {u,} = {0} 4.1)

em que [Ma] € a matriz de massa,
[K] € a matriz de rigidez;

{u,} € o vetor de deslocamento;

{u,} ¢ o vetor de aceleragdo;

{0} € o vetor nulo.

Sdo realizadas as hipéteses de que: a estrutura tem propriedades constantes (no
tempo) de massa e rigidez (densidade e modo de elasticidade), ndo ha amortecimento € ndo
existem forgas aplicadas, ou seja, trata-se, inicialmente, de vibragdes livres.

Considerando-se o sistema linear, as vibragdes livres podem ser expressas na forma:
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{u} ={p};cosw, t (4.2)

sendo {¢}, o autovetor que representa 0 modo da i-ésima freqiiéncia natural;
o, ¢éai-ésima freqiiéncia natural

t é o tempo.

Assim, a Equag8o 4.1 pode ser escrita na forma,
(-o] [Ma]+[K]{p}; = {0} (4.3)
e, como se deseja a solugdo ndo trivial, entdo o determinante

[K1- o} [Ma] = 0 (4.4)

Este ¢ um problema de autovalores que deve ser solucionado para » valores de w” e n
autovetores que satisfacam as Equagdes (4.3) e (4.4).

Na andlise modal, para a obtengdo dos autovetores e autovalores do problema,
utilizou-se 0 Método dos Blocos de Lanczos [47], que é utilizado em problemas grandes de
autovalores simétricos, possuindo uma velocidade de processamento maior que o Método de
Subespaco e com a mesma precisdo nos resultados.

Para a analise harmonica, a equagdo ¢ dada por
((K]- o*[Ma]+io [CI)({uy} +i{uy,} = {F} +{F} 4.5)

em que @ ¢€ a freqiiéncia angular;
[C] a matriz de amortecimento;

{u,} o vetor deslocamento composto da parte real {u, }e parte imaginaria {u,,} ;

{F}é o vetor for¢ca composto da parte real {F,} e imaginaria {F,}, respectivamente.

Dentre os métodos disponiveis, para a analise harménica, o escolhido foi o Método da

Superposi¢do Modal, que usa os autovalores e autovetores para determinar a resposta a uma
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excitagdo harmonica e possui uma velocidade de processamento bem maior que o Método

“Full” e melhor precisdo que o Método Reduzido.

4.3) Validacio Experimental

A comprovagdo final de que o Método da Mobilidade, usado em placas livre-livre, €
um método preciso para a analise de placas sob esta condi¢@o de contorno foi também obtida
através de medigdes experimentais, nas configuragdes de placas anteriormente mencionadas.
Para isso, foi montado um sistema de medigdes (Figura 4.3) utilizando-se os equipamentos

mostrados na Tabela 4.5.

Tabela 4.5 Equipamentos utilizados na analise experimental

Analisador de Sinais — PULSE — Type 3560 B&K

com PULSE LabShop Version 6.0 3.22 B&K

Amplificador de Poténcia Type 2706 B&K

Célula de Forga Type 8200 B&K

Shaker Type 4810 B&K

Pré-amplificador Type 2626B&K

Acelerometro Type 4397 B&K

Acelerometro Type 4397 B&K

Acelerometro Type 4393 B&K

Na montagem do sistema para a medigéo experimental, como as placas eram iguais,
utilizou-se uma placa de aluminio inteira, com a mesma largura das placas I e II, mas com o
dobro do comprimento, ou seja, utilizou-se o artificio de imaginar uma linha de unido perfeita
entre as placas constituintes do sistema a ser estudado. Outras formas possiveis de unifo entre
as placas, tais como: parafusos, rebites, solda tipo ponto ou soldagem com deposi¢do de
material, foram descartadas, pois neste caso a uniio ndo € continua e introduz grande
amortecimento estrutural provocado pelo atrito relativo entre as duas partes unidas. A fim de

aumentar o amortecimento da placa, foi introduzida em sua superficie, uma fita autocolante de
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aluminio, com espessura e peso desprezaveis e ap6s diversas medigdes, chegou-se a
quantidade ideal de fita adesiva, em que as medi¢des mostravam uma curva de coeréncia
suficientemente razoavel para a realizagdo das comparagdes.

Toda a cadeia de medigdo foi calibrada através da comparag@o da curva de resposta
obtida quando somente a célula de forga esta conectada ao excitador eletrodindmico e o valor
de massa dindmica fornecida pela carta de calibragcdo da célula de for¢ca. Todos os
aceler6metros usados também foram calibrados antes de cada medigéo.

A Figura 4.4 mostra o esquema de fixacdo da célula de forga ao excitador e a placa.

l fcelerﬁmetros
Placade /]

A haminio

Célula de
Forga

o7

Shaker

Power Suply

Amplificador Analimdor de
Sinais
PULSE B&K

Figura 4.3 Diagrama do sistema de medigdes usado para obten¢do de Fungdo
de Resposta em Freqiiéncia — Mobilidade em Placas Livre-Livre.

Utilizou-se, para a conexdo entre o excitador eletrodindmico (Shaker) e a célula de
forga, um arame fino de ago para garantir que a forga fosse aplicada somente em uma dire¢éo
e para assegurar a integridade fisica do transdutor, atuando como um fusivel mecanico.

As Figuras 4.5 a 4.9 mostram a montagem das placas com os equipamentos usados na
medigdo. As fotografias das placas utilizadas nesta analise estdo mostradas nas Figuras 4.10 a
4.12.

Inicialmente, as placas foram suspensas através de dois fios finos, resistentes, e de
massa desprezavel, presos em dois cantos da placa e fixados no teto através de grampos
especiais. Posteriormente, também foram feitas medi¢des nas quais a placa foi suspensa

através de um unico fio preso num canto da placa. Nos modelos numérico e analitico, ndo
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foram considerados esses fios, ou seja, as placas constituintes do sistema nédo apresentavam
nenhuma restrigdo como o realizado no modelo experimental. O Shaker foi suspenso somente
por um fio, montado num cavalete, paralelo a placa, e preso no mesmo ficava a célula de
for¢a, colada na placa através de cola tipo superbonder. Os acelerdmetros foram fixados na
placa através de cera de abelha. Usou-se trés acelerometros em cada medigéo e tomaram-se as
respostas em no minimo 15 pontos em cada placa. Os sinais foram filtrados pela janela

Hanning e as medigdes se deram na faixa de freqiiéncia entre 0 e 1600 Hz.

porca colada
forga
célula de forga
Shaker
arame de ago
placa
prisioneiro

Figura 4.4 Diagrama da montagem do shaker e da célula de forga a placa.

O sinal de for¢a em forma de ruido branco (sinal com densidade de energia constante
com a freqiiéncia), na faixa de 0 até 1600 Hz, era gerado pelo proprio analisador de sinais.

Tomou-se uma média de 500 amostras dos sinais, para cada ponto medido.

Figura 4.5 Fotografia dos equipamentos usados na anélise experimental para obtengéo

de Func#o de Resposta em Freqiiéncia — Mobilidade em Placas Livre-Livre.



Figura 4.6 Fotografia da posigdo da placa suspensa por fios usada na analise experimental

para obtenc@o de Fungdo de Resposta em Freqiiéncia — Mobilidade em Placas Livre-Livre.

Figura 4.7 Fotografia de acelerdmetros colados na placa sendo usados na analise experimental para

obtengdo de Fungio de Resposta em Frequéncia — Mobilidade em Placas Livre-Livre.
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Figura 4.8 Fotografia de equipamentos usados na analise experimental para obtengéo de

Fungdo de Resposta em Freqiiéncia — Mobilidade em Placas Livre-Livre.

Figura 4.9 Fotografia do Shaker e célula de forga usados na anéalise experimental para obtengdo de

Fungdo de Resposta em Freqiiéncia — Mobilidade em Placas Livre-Livre.
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Figura 4.10 Fotografia da Placa de Aluminio 0,8 m x 0,4 m usada na analise experimental para

obtengdo de Fungdo de Resposta em Freqiiéncia — Mobilidade em Placas Livre-Livre.

Figura 4.11 Fotografia da Placa de Aluminio 1,0 m x 0,9 m usada na anélise experimental para

obtengdo de Fungio de Resposta em Frequéncia — Mobilidade em Placas Livre-Livre.

15
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Figura 4.12 Fotografia da Placa de Aluminio 2,0 m x 1,0 m usada na analise experimental para

obtengdo de Fungdo de Resposta em Freqiiéncia — Mobilidade em Placas Livre-Livre.
4.4) Andlise de Duas Placas Acopladas

Seja, para uma analise inicial, um sistema composto de duas placas acopladas,
conforme mostrado na Figura 4.13, totalmente livres nas bordas, com uma forga de excitagéo

harmonica pontual atuando em uma delas.

Figura 4.13 Sistema com duas placas acopladas.

O interesse € estudar a transmissdo de energia que se da pelos esforgos de flexdo:

momento fletor e forga cortante.



O Método da Mobilidade ¢é utilizado, aplicando-se uma discretizagdo ao longo da
unifo, e com isso, consegue-se obter resultados para os esforgos na linha de unido e,
conseqiientemente, da poténcia transmitida em cada intervalo discretizado. Algumas hipéteses

devem ser consideradas para esta analise:

a) As placas sdo consideradas finas comparando-se o comprimento de onda gerado

pela maior freqiiéncia de analise (1000 Hz).
b) O sistema € linear.

“¢) A distribuigio do momento na unifio entre as placas é expresso de forma

discretizada, sendo M, o momento que atua no i-€simo intervalo, sendo

i

considerados NI intervalos.

d) A distribui¢do da for¢a cortante na unido entre as placas € expresso de forma

discretizada, sendo O, a for¢a que atua no i-ésimo intervalo, sendo considerados

NI intervalos.

e) Cada intervalo A&, da discretizagdo, € considerado constante.

Para a realiza¢do desta analise, o sistema é composto de duas placas com as seguintes

propriedades e caracteristicas geométricas (Tabela 4.6):

Tabela 4.6 - Caracteristicas das Placas Analisadas

Material Aluminio e p = 2660 kg/m’

n = 001 | v = 03

E = 71.10"° N/m?

Para uma melhor visualizagdo, a estrutura é dividida em subestruturas, como
mostradas nas Figuras 4.14 a 4.18. Em cada subestrutura sfo considerados separadamente os
efeitos da forga pontual de excitagdo, do momento fletor e da forga cortante para, em seguida,

ser feita a superposigdo dos efeitos desses esforcos.
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Figura 4. 14 Representagdo dos esforgos na placa I.

Figura 4.16 Forga de excitagio.

Figura 4.17 Distribuigfio do momento
fletor.

Figura 4.18 Distribuiggo da forga

cortante,

78

Com isso, o deslocamento da placa I pode ser obtido da superposi¢éo dos trés esforgos

mostrados nas Figuras 4.16, 4.17 e 4.18, enquanto que para a placa II pode-se obter o

deslocamento através dos esforcos mostrados nas Figuras 4.17 € 4.18.

4.4.1) Cilculo dos Deslocamentos Causados pela Forca Externa

Considera-se uma placa com condi¢des de contorno livre em todas as bordas € com a

presenca de uma forga de excitagdio harménica pontual (Figura 4.16), em que o deslocamento

pode ser obtido através da Equagio 3.74, ja anteriormente calculado.

4.4.2) Calculo dos Deslocamentos Causados pelo Momento Fletor

Considera-se também uma placa com condig¢des de contorno livre em todas as bordas,

submetida a um esfor¢o tipo momento fletor em um de seus contornos. A resposta desse

subsistema pode ser obtida através dos blocos da Figura 4.19.
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Figura 4.19 Representagfio esquemética de blocos utilizados para a analise de vibragdes

forgadas em uma placa completamente livre sob um momento em uma borda.

Pode-se notar que todos os cinco blocos sdo idénticos aos ja mostrados no Capitulo III
e, portanto, o procedimento € feito de maneira similar através do Método da Superposiggo
Completo. Utilizando % termos nas solugbes para cada um dos quatro primeiros blocos,
obtém-se um conjunto de 3k equagdes algébricas relacionando os 4k coeficientes de Fourier e
o coeficiente do momento prescrito no ultimo bloco. Portanto, para os quatro primeiros
blocos, para se encontrar as respostas, basta manipular algebricamente as solugdes que sdo
encontradas nas Equag:ﬁes 3.45, 3.46, 3.47 e 3.48, respectivamente. Finalmente, faz-se uma
expansio para a contribuicio do momento fletor atuando ao longo da borda £=1, que é o
quinto e Gltimo bloco. Entretanto, ao invés de se fazer o momento liquido igual a zero, deseja-
se que a resultante seja exatamente a amplitude do momento de excitagio Md. Isto dé lugar a
k equagdes adicionais ndo homogéneas que relacionam os coeficientes de Fourier e o

coeficiente de Fourier do momento fletor Md atuante na borda.
4.4.3) Calculo dos Deslocamentos Causados pelo Esforgo Cortante
Considera-se novamente uma placa com condi¢es de contorno livre em todas as

bordas, submetida, desta vez, a um esforgo tipo for¢a cortante em uma de suas bordas. A

resposta desse subsistema pode ser obtida através dos blocos da Figura 4.20.
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Figura 4.20 Representacio esquematica de blocos utilizados para a andlise de vibra¢des forcadas

em uma placa completamente livre sob uma for¢a cortante em uma borda.

Novamente nota-se que os quatro primeiros blocos sfio idénticos aos apresentados no
Capitulo ITI com a diferenga que sobre o quinto e ltimo bloco, atua uma 'forga distribuida. O
procedimento ¢ similar ao jé realizado no item anterior. Utilizando k termos nas solugdes para
cada um dos quatro primeiros blocos, obtém-se um conjunto de .3k equagdes algébricas
relacionando os 4k coeficientes de Fourier e o coeficiente da for¢a distribuida prescrita no
tltimo bloco. Portanto, para os quatro primeiros blocos, para se encontrar as respostas, sio
operados algebricamente as solugSes que sfio encontradas nas Equagles 3.45, 3.46, 3.47 e
3.48, respectivamente. Finalmente, faz-se uma expanséo para a contribuicdo da forg:a cortante
Q atuando ao longo da borda £ =1, que é o quinto e ultimo bloco. Neste caso, a posi¢do das
variaveis u e v, como mostrado na Figura 3.12, coincide exatamente com as coordenadas da
borda a qual a forga cortante estd atuando, sendo que agora ndo somente uma forga pontual
esta atuando, mas a forga estd distribuida ao longo da borda, fazendo com que cada ponto

apresente coordenadas u e v distintas, associadas a posi¢do da for¢a cortante distribuida.
4.5) Célculo das Mobilidades

Fungdes resposta em freqiiéncia representam relagdes entre a resposta e a excitagio,

ambas no dominio da freqiiéncia, para um sistema qualquer. Estas funges caracterizam um
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sistema vibratério, tornando possivel a previsdo de sua resposta quando submetido a uma
excitagdio com um espectro genérico de freqiiéncias.

As fungdes de resposta em freqiiéncia deste trabalho sdo do tipo mobilidade.
Entretanto, outras fungdes resposta em freqiiéncia podem ser usadas, tais como a recepténcia e

a inertincia, dadas pelas Equagdes 4.6 e 4.7, respectivamente.

rec

w
a., = -F - 7 | (46)

ne

a o
A = 4.7
P 4.7)

em que a,,. ¢ areceptincia;
A, ¢ ainertincia;
W € o deslocamento; |
a,, ¢ aaceleragéo;

P ¢ a forga.

A relagdo entre as fungdes resposta em fregiiéncia mostradas acima é:

Y=joa, | (4.8)
y = A | 4.9)
jo

Neste trabalho, as fun¢Ses resposta em freqiiéncia, na foﬁna de mobilidade, podem ser
determinadas a partir dos deslocamentos das placas, obtidas no Item 3.3. Apds a obtengdo dos
deslocamentos, as velocidades ao longo de toda a placa podem ser calculadas e, entdio, as
fungdes de mobilidade podem ser determinadas.

Contudo, as mobilidades envolvidas nesta andlise ndo s3o somente mobilidades
pontuais, mas também mobilidades de transferéncia, pois envolvem excitagdo em um ponto e
resposta em outros, ao longo da linha de unido, fazendo-se necessario expressar a fung¢éo
mobilidade de maneira discreta, j4 que a linha de unidio estd sendo representada por NI
segmentos. A discretizagdo realizada consiste em dividir a linha de uniio em intervalos
constantes de forma que seja possivel aplicar o Método da Mobilidade para cada intervalo.
Disto, posteriormente, resulta um sistema de equagdes que possibilita determinar os esforgos

(momento fletor e for¢a cortante) que atuam em cada intervalo, sendo que o nimero de
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segmentos da discretizagdo deve ser suficiente para descrever a distribui¢dio dos esfor¢os na
unido em toda a faixa de freqiiéncia de interesse. |

Os nimeros mostrados nos indices de cada mobilidade se referem aos pontos de
excitagdo e resposta, correspondentes a cada mobilidade. A mobilidade Y,,, por exemplo,
indica que a resposta foi obtida no ponto 1, correspondente ao mesmo ponto da excitagdo,
caracterizando assim, uma mobilidade pontual; A mobilidade Y|, é de transferéncia, pois a
resposta em forma de velocidade na linha de unido (ponto 2) ndo foi obtida no mesmo ponto
de excitagdo (ponto 1). A mobilidade Y,,, que é uma mobilidade pontual, envolve o esforgo
atuando na linha de unido (ponto 2) e a velocidade no mesmo ponto. |

Pode-se determinar a expressdo da mobilidade Y, a partir do deslocamento calculado
no Capitulo III, considerando uma excitagdo conhecida P(&,,7,) harménica e de valor
unitério (médulo). ‘ |

o) | (4.10
5 (&)= PCn) (4.10)

Esta mobilidade (Equagdo 4.10) relaciona a velocidade angular na linha de unido

provocada pela excitagdo da forga atuando na placa I.

Wa(ém) 4.11
= O b | @

Esta mobilidade (Equacdo 4.11) relaciona a velocidade transversal na linha de unido

provocada pela excitagdo da forga atuando na placa I.
As mobilidades Y,)* e ¥)** sdo determinadas pelas respostas (velocidade angular e

transversal) no ponto 2 e pelo momento que atua no mesmo ponto, na linha de unido, assim

v 02(&)
Mo (£) = —2 4.12
©=15¢) *12)

e Wa(E)
Py (£) = 2 4.13
©= 1@ (+13)

As mobilidades Y2 e Y2 sdo determinadas pelas respostas (velocidade angular e

transversal) no ponto 2 e pela for¢a cortante que atua no mesmo ponto, na linha de unido, ou

seja,
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92(6)
Y (§)= 0€) (4.14)
2(5)
()= 0€) (4.15)

Os esforgos que atuam em cada intervalo da linha de unifio provocam velocidades em-
todos os outros intervalos, fazendo com que as mobilidades possam ser representadas pela

matriz que contém informagGes da dindmica do sistema.
4.6) Calculo dos esforgos

A resposta completa é obtida através da superposi¢do dos efeitos de cada esforgo.
Parte-se do principio de que na linha de unifo, que ¢ uma linha comum as duas placas, as
velocidades (aﬁgulargs ¢ ftransversais) sdo iguais, obedecendo a continuidade dos
deslocamentos na unifio. Considera-se, também, que a resultante dos esforgos, na mesma
linha, sfo nulos, caracterizando a reciprocidade :ios esforgos no acoplamento. No caso de

~ placas idénticas, tem-se que Y,, = ¥,;, qualquer que seja o esforgo. A Figura 4.21 mostra a

disposi¢do dos esforgos na linha de unifio.

Forqa

,,I_g =1 ==

§ §
Figura 4.21 Esforgos atuantes na unido.

Pode-se, entdo, desenvolver as seguintes relagoes:

a) Continuidade das velocidades angulares e transversais.
é 2 =03 (4.16)

V2 =3 4.17)

de onde se obtém as seguintes equagdes:

) paa 6:=6;; Y P+ Yy M, + Y20, = Vi M+ Y0, (4.18)

II) paravy=vs; YoP4Yyn M, + Y20, =Yy M, + Y2 O, (4.19)
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b) Do equilibrio de esforgos.
M, -M;, =0 (4.20)

0, -0 =0 | (4.21)

em que Y7 ¢é a mobilidade de transferéncia entre o ponto 1, no qual ¢ aplicado um forca

unitaria, e o ponto 2, levando-se em consideragio a velocidade angular;
Y ¢é a mobilidade de transferéncia entre o ponto 1 no qual é aplicado um forga
unitdria, e o ponto 2, levando-se em consideragdo a velocidade transversal;

Y,/ ¢ a mobilidade pontual no pontd 2, levando-se em consideragdo o momento

- atuando no contorno da unifo da placa I, e a velocidade angular;

Y2 é a mobilidade pontual no ponto 2 levando-se em consideragio a forca

cortante atuando no contorno da unifo da placa I, e a velocidade angular;

Y,¥e ¢ a mobilidade pontual no ponto 3 levando-se em consideragdo o momento
atuando no contorno da unido da placa Il, e a velocidade angular;

Y2 ¢ a mobilidade pontual no ponto 3 levando-se em consideragdo a forca

cortante atuando no contorno da unifo da placa II, e a velocidade angular;

Y,/»é a mobilidade pontual no ponto 2 levando-se em consideragio o momento
atuando no contorno da unifio da placal, e a velocidade transversal;

Y22 é a mobilidade pontual no ponto 2 levando-se em consideragiio a forga cortante
atuando no contorno da unidio da placa I, e a velocidade transversal;

Y,/» é a mobilidade pontual no ponto 3 levando-se em consideragio o momento
atuando no contorno da unido da placa Il, e a velocidade transversal;

Y2 ¢ a mobilidade pontual no ponto 3 levando-se em consideragdo a for¢a cortante

atuando no contorno da unido da placa II, e a velocidade transversal;

Assim, pode-se constituir um sistema de equagdes para a determinagdo dos esforgos

M,, M,, O,, e,

KPP+ T M, Y0, ~ ¥ M, - Y20, = 0 420)
Y3 P+ Yy M, + Y270, - Vi» M, - Y220, = 0 4.21)
M, -M, = 0 (4.22)

0, -0, =0 (4.23)
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e, considerando uma forga de excitagio P aplicada na placa, pode-se escrever este sistema de

equagdes em forma matricial

(V) Y -Yye -rg M, [-Y%7P]
AL SRS SO S0 EOSERED #0 &
1 0 -1 o |M| | o (4.24)
0o 1 o -1]o] | o |

de onde os esforgos sdo simultaneamente calculados. Observa-se que este sistema deve ser
_resolvido para cada freqiiéncia de excitagdo.
Deve-se frisar que, cada elemento da matriz de coeficientes deste sistema é
., . . vMy _ vy M, My _ |y Mg
constituido de uma matriz, por exemplo: Y;;° = [Yzzf’ v O Yag? = [Y33 NI -
Da mesma forma, os vetores deste sistema que constituem as incdgnitas possuem a

ordem determinada também pelo nimero de discretizagdes, por exemplo M, ={M,}  ou
M, ={M,},,, sabendo-se que cada componente destes vetores representa o esfor¢o que atua

em cada intervalo discret_izado. Portanto, este sistema pode ser resolvido para NI
discretizag:(")es na linha de unifo, gerando um sistema de equagdes de ordem 2NI. Assim, 2NJ
incégnitas devem ser calculadas. Quanto maior o numero de discretizagdes, maior obviamente
sera a precisdo na estimativa dos esforgos e no calculo da poténcia transferida. Para o calculo
do espectro de poténcia transferida, é necessirio que este sistema consiga descrever a
distribui¢do dos esfor¢os na unido para cada freqiiéncia, tornando-se necessario resolvé-lo
para cada freqiiéncia na faixa de interesse.

Neste trabalho, utilizaram-se 25 discretizagGes na unifo, ou seja, ao longo da unido
foram obtidos 25 valores de cada esfor¢o para o sistema da Equacdo 4.24. Este numero é
considerado suficiente para descrever a resposta dos acoplamentos constantes desta analise,
em toda a faixa de freqiiéncia, baseado no recomendado pelo manual do software de
Elementos Finitos Ansys, que indica o uso minimo de seis (06) discretizagdes por meio

comprimento de onda e, neste trabalho, 25 discretizagGes atende a esta recomendag3o.
4.7) Calculo das Poténcias
Considerando que a forma do acoplamento das duas placas seja numa linha comum e

que a forga de excitagdo se dé em um ponto, numa das placas em questio, as expressdes para

as poténcias de entrada e transmitida podem ser computadas através de:



86

W,(f) =%Re[P<f) W (& ton )] 4.19)

em que P(f)é o espectro de poténcia da forga de excitagdo;

e W pans (f) = %Z Rel M(&, N0, )+ (& W (E, /)] (4.20)
A energia vibratoria é dada pela seguinte expressio

E, =—n,PB, ~ (4.21)
1]

ij

em que 77, € o fator de perda.

Esta sendo considerado que toda a poténcia transferida & placa através da forga externa
¢ dissipada pelo amortecimento estrutural.
Os resultados comparativos de poténcia de entrada e transmitida estdo mostrados mais

adiante neste capitulo, nas Figuras 4.73 a 4.75.
4.8) Resultados de Mobilidades

Primeiramente serdo mostrados os resultados de resposta em freqiiéncia tipo
mobilidade pontual e de transferéncia, de alguns pontos nas placas constantes das

configuragdes I, II e III.
4.8.1) Mobilidade Pontual — Configuracio I

As Figuras 4.22 a 4.26 mostram a mobilidade pontual, num sistema constituido de
duas placas iguais, acopladas através de uma linha comum, com dimensées 1,0 m x 1,0 m e
espessura de 3 mm, cada uma, perfazendo um comprimento total de 2,0 m. O sistema foi
excitado por uma forga unitaria, localizada no ponto x=30cm e y =50cm e a resposta sendo
medida no mesmo ponto. Para uma melhor visualizagdo, os resultados sdo mostrados em
faixas de freqiiéncia diferentes e complementares. A Figura 4.26 mostra a mesma curvade 0 a

1000 Hz.
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250

Freqiténcia [Hz)
~——— Elementos Finitos

-=--- Método Mobilidade

Figura 4.22 Mobilidade pontual numérica e analitica — placa
2,0 m x 1,0 m — faixa de freqiiéncia 0 a 250 Hz.
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Figura 4.23 Mobilidade pontual numérica e analitica - placa
2,0 m x 1,0 m — faixa de freqiiéncia 250 a 500 Hz.
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Figura 4.24 Mobilidade pontual numérica e analitica - placa
2,0 m x 1,0 m — faixa de freqiiéncia 500 a 750 Hz.
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Figura 4.25 Mobilidade pontual numérica e analitica — placa
2,0 m x 1,0 m — faixa de freqiiéncia 750 a 1000 Hz.
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Figura 4.26 Mobilidade pontual numérica e analitica - placa 2,0 mx 1,0 m—0 a 1000 Hz



88

Pode-se notar que, as curvas obtidas pelo Método da Mobilidade coincidem
exatamente com as obtidas pelo Método de Elementos Finitos, mostrando que a preciséio do
método ¢é excelente.

As Figuras 4.27 a 4.31 mostram a mesma mobilidade pontual, porém, acrescentada da

resposta medida experimentalmente, em que a forga de excitagdo foi do tipo ruido branco.

0 50 100 150 200
Freqiiincia [Hz)

— Ansys

----- Método Mobilidade

""" Experimental

Figura 4.27 Mobilidade pontual numérica, analitica e
experimental placa 2,0 mx 1,0 m, 0 a 250 Hz.

Freqiiéncia [Ha]
— Ansys
"""" Meétodo Mobilidade
----- Experimental

Figura 4.28 Mobilidade pontual numérica, analitica e
experimental placa 2,0 m x 1,0 m, 250 a 500Hz.

500 550 600 650 700
Freqiiineia [Ha]
— Ansys
""" Método Mobilidade
""" Experimental

Figura 4.29 Mobilidade pontual numérica, analitica ¢
experimental placa 2,0 m x 1,0 m, 500 a 750Hz.

750

750 800 850 200 950 1000
Freqiiincia [Hs]
— Ansys
""" Método Mobilidade
""" Experimental

Figura 4.30 Mobilidade pontual numérica, analitica e
experimental placa 2,0 mx 1,0 m, 750 a 1000 Hz

Observa-se uma pequena diferenga entre as curvas obtidas pelos métodos da
mobilidade e elementos finitos e a obtida experimentalmente. Esta pequena diferenga pode ser
explicada, levando-se em conta as dificuldades de se obter uma simulag@o experimental de

uma placa totalmente livre nas bordas.
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Figura 4.31 Mobilidade pontual numérica, analitica e experimental - placa 2,0 mx 1,0 m — 0 a 1000 Hz.

4.8.2) Mobilidade de Transferéncia — Configuracio I

As Figuras 4.32 a 4.36 mostram a mobilidade de transferéncia, num sistema
constituido de duas placas iguais acopladas, com dimensdes 1,0 m x 1,0 m e espessura de 3

mm. A forga foi aplicada no ponto x=30cm e y=50cm e a resposta sendo medida apés a

metade da placa, no ponto x =170cm e y =30cm. A Figura 4.36 mostra a mesma curva de 0

a 1000 Hz.

’%‘ 7
-5 ] 1 ] ) .
L0 50 100 150 200 250 107 % 300 350 400 450 500
Freqiéncia [Ha) Freqiséncia [Ha]
~—— Elementos Flnitos — Elementos Finitos
""" Método da Mobilidade === Método da Mobilidade

Figura 4.32 Mobilidade transferéncia numérica ¢ analitica | Figura 4.33 Mobilidade transferéncia numérica e analitica
placa 2,0 m x 1,0 m faixa de freq. 0 a 250 Hz. placa 2,0 m x 1,0 m faixa de freq. 250 a 500 Hz.
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— EemtorFintos " - Mitodo daMobiidads
Figura 4.34 Mobilidade transferéncia numérica e analitica Figura 4.35 Mobilidade transferéncia numérica e analitica
placa 2,0 m x 1,0 m faixa de freq. 500 a 750 Hz. placa 2,0 m x 1,0 m faixa de freq. 750 a 1000 Hz.

Essa curva mostra que a resposta obtida via método da mobilidade, comparada com a
obtida por elementos finitos, também apresenta uma excelente similaridade, mesmo sendo

uma mobilidade de transferéncia.
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Freqiéncia [Ha]
——— Elementos Finitos
""" Método Mobilidade

Figura 4.36 Mobilidade de transferéncia numérica e analitica - placa 2,0 mx 1,0 m -0 a 1000 Hz

As Figuras 437 a 441 mostram a mesma mobilidade de transferéncia, porém
acrescentada da resposta medida experimentalmente, em que a forga de excitagdo foi do tipo

ruido branco.
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Fregiiéncia [F]
= Elementos Flnitos
Método da Mobilidade
Ezperimental

Figura 4.37 Mobilidade transferéncia numérica, analitica e
experimental placa 2,0 m x 1,0 m, 0 a 250 Hz.

— Elementos Finitos
Método da Mobilidade
Experimental

Figura 4.38 Mobilidade transferéncia numérica, analitica ¢
experimental placa 2,0 mx 1,0 m, 250 a 500 Hz.
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Figura 4.39 Mobilidade transferéncia numérica, analitica e
experimental placa 2,0 m x 1,0 m, 500 a 750 Hz.
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Freqivincia [Hz]
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""" Experimental

Figura 4.40 Mobilidade transferéncia numérica, analitica e
experimental placa 2,0 m x 1,0 m, 750 a 1000 Hz.

A resposta obtida experimentalmente mostra, também, uma grande similaridade com

as preditas numérica e analiticamente, apesar da mesma apresentar diferengas de amplitude.
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Figura 4.41 Mobilidade transf. numérica, analitica e experimental placa 2,0 m x 1,0 m, 0 a 1000 Hz.
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4.8.3) Mobilidade Pontual — Configuracio II

As Figuras 4.42 a 4.46 mostram a mobilidade pontual num sistema constituido de duas
placas de iguais acopladas, com dimensdes 0,5 m x 0,9 m e espessura de 3 mm, resultando

numa placa de 1,0 m x 0,9 m, excitado por uma forga unitiria no ponto x=20cm e

y=20cm e aresposta sendo medida no mesmo ponto.

10 g 50 100 150 200 250 1107 o 200 350 400 450 500
e Ee.mmios Fiﬂ%f-“ ~—— Elementos Finitos
---- Método Mobilidade . ) ----- Método Mobilidade
Figura 4.42 Mobilidade pontual numérica ¢ analitica - placa | Figura 4.43 Mobilidade pontual numérica e analitica - placa
1,0 m x 0,9 m — faixa de freqiiéncia 0 a 250 Hz. 1,0 m x 0,9 m — faixa de freqiiéncia 250 a 500 Hz.
1 T T T T 1 T T T T

e g 550 600 650 700 750 Rl 300 850 900 950 1000
Freqitincia [Hs] Freqiiincia [Hz)

— Elementos Finitos —— Elementos Finitos
""" Método Mobilidade ====+ Método Mobilidade

Figura 4.44 Mobilidade pontual numérica ¢ analitica - placa | Figura 4.45 Mobilidade pontual numérica ¢ analitica - placa

1,0 m x 0,9 m — faixa de freqiiéncia 500 a 750 Hz. 1,0 m x 0,9 m — faixa de freqiiéncia 750 a 1000 Hz
1 T T T T T T T T T

0.1 H -

03 ¥
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200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Freqiiincia [Ha]

= Elementos Finitos
""" Método Mobilidade
Figura 4.46 Mobilidade pontual numérica e analitica - placa 1,0 m x 0,9 m — faixa de freqiiéncia 0 a 1000 Hz
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As Figuras 4.47 a 4.51 mostram a mesma mobilidade pontual, porém acrescentada da

resposta medida experimentalmente.

3 i 1
L 250 300 350 400 450 500
Freqiibncia (Ha)

— Elementos Finitos . E.e'mentos Fin..i!,os

----- Método Mobitidade v

""" Experimental Fi o , - Ve

. I . " gura 4.48 Mobilidade pontual numérica, analitica e
Figura 4.47 Mobilidade pontual numérica, analitica e . 9 0
experimental placa 1.0 mx 0.9 m, 0 a 250 Hz. expenimental glacs 1.0 1 %0,72, 250 4 500 Be.

Fregiincia [Ha)
— Elementos Finitos === Elementos Finitos
""" Métado Mobilidade ----- Método Mobilidade
| Experimental . I Expetimental
Figura 4.49 Mobilidade pontual numérica, analitica ¢ Figura 4.50 Mobilidade pontual numérica, analitica e
experimental placa 1,0 m x 0,9 m, 500 a 750 Hz. experimental placa 1.0 mx 0.9 m. 750 a 1000 Hz
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Figura 4.51 Mobilidade pontual numérica, analitica e experimental - placa 1,0 mx 0,9 m - 0 a 1000 Hz
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Percebe-se nestas figuras que a concordancia entre as curvas ¢ boa, mesmo com a

resposta da medig@o experimental apresentando algumas minimas diferengas de amplitude.

4.8.4) Mobilidade Pontual — Configuracao III

As Figuras 4.52 a 4.56 mostram a mobilidade pontual num sistema de duas placas
iguais acopladas, cada uma com 0,40 m x 0,40 m e espessura de 2 mm, resultando numa placa
de 0,8 m x 0,4 m, sendo excitada por uma forga unitéaria, localizada no ponto x=30 cm e

y =10 cm, e a resposta sendo medida no mesmo ponto.
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---- Método Mobilidade ===+ Método Mohilidade

Figura 4.52 Mobilidade pontual numérica e analitica - placa | Figura 4.53 Mobilidade pontual numérica e analitica - placa
0,8 m x 0,40 m — faixa de freqiiéncia 0 a 250 Hz. 0,8 m x 0,4 m — faixa de freqiiéncia 250 a 500 Hz.
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Figura 4.54 Mobilidade pontual numérica ¢ analitica - placa
0,8 m x 0,4 m — faixa de freqiiéncia 500 a 750 Hz.

Figura 4.55 Mobilidade pontual numérica e analitica - placa
0,8 m x 0,4 m — faixa de freqiiéncia 750 a 1000 Hz

Essas figuras acima mostram a concorddncia excelente entre as respostas obtidas
através do Método da Mobilidade e Elementos Finitos.
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Figura 4.56 Mobilidade pontual numérica e analitica - placa 0,8 m x 0,4 m — faixa de freqiiéncia 0 a 1000 Hz

4.8.5) Mobilidade Transferéncia — Configuracéo I11

As Figuras 4.57 a 4.61 mostram a mobilidade de transferéncia, no mesmo sistema do

item anterior, agora com a forga localizada no ponto x =30cm e y =10cm e a resposta sendo

medida no ponto x=70cm e y=40cm. Aqui, somente as curvas obtidas pelo Método da

Mobilidade e Elementos Finitos sdo mostradas.
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""" Método Mobilidade

Figura 4.57 Mobilidade transferéncia numérica e analitica
placa 0,8 m x 0,4 m faixa de freq. 0 a 250 Hz.

Figura 4.58 Mobilidade transferéncia numérica e analitica
placa 0,8 m x 0,4 m faixa de freq. 250 a 500 Hz
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Figura 4.59 Mobilidade transferéncia numérica e analitica

placa 0,8 m x 0,4 m faixa de freq. 500 a 750 Hz.
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Figura 4.60 Mobilidade transferéncia numérica e analitica

placa 0,8 m x 0,4 m faixa de freq. 750 a 1000 Hz.
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Figura 4.61 Mobilidade pontual numérica e analitica - placa 0,8 m x 0,4 m — faixa de freqiiéncia 0 a 1000Hz.

As Figuras 4.62 a 4.66 mostram a mesma mobilidade de transferéncia, porém

acrescentada da resposta medida experimentalmente.
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Figura 4.62 Mobilidade transferéncia numérica, analitica e
experimental placa 0,8 m x 0,4 m, 0 a 250 Hz.

Figura 4.63 Mobilidade transferéncia numérica, analitica e
experimental placa 0,8 m x 0,4 m, 250 a 250 Hz
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Figura 4.64 Mobilidade transferéncia numérica, analitica e
experimental placa 0,8 m x 0,4 m, 500 a 750 Hz.
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Figura 4.65 Mobilidade transferéncia numérica, analitica e
experimental placa 0,8 m x 0,4 m, 750 a 1000 Hz.
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Figura 4.66 Mobilidade transferéncia numérica, analitica e experimental placa 0,8 mx 0,4 m — 0 a 1000Hz

1000
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Pode-se notar, através das Figuras 4.22 a 4.26, 4.32 a 4.36,4.42 a 4.46,4.52 a4.56 ¢
4.57 a 4.61, que os resultados obtidos pelo Método da Mobilidade sdo bastante similares aos
obtidos pelo Método de Elementos Finitos e, que os resultados obtidos experimentalmente,
mostrados nas Figuras 4.27 a 4.31, 4.37 a 4.41, 4.47 a 4.50 e 4.62 a 4.66, comprovam que 0
Método da Mobilidade ¢ um método preciso na obtengéo de respostas de placas.

As respostas obtidas experimentalmente mostram algumas diferengas em relagdo as
obtidas numericamente e pelo procedimento proposto. Uma explicag@o para este fato decorre
da impossibilidade de, experimentalmente, obter-se uma simulagdo perfeita de uma placa
totalmente livre nas bordas. A melhores respostas foram obtidas quando a placa estava presa
somente através de um fio, num canto da placa.

A grande quantidade de modos presentes na faixa de freqiiéncia estudada, também
dificulta uma melhor aproximagdo entre as respostas obtidas por elementos finitos e pelo
método da mobilidade, com as repostas obtidas via método experimental.

O sistema composto das duas placas 1,0 m x 1,0 m (Configuragéo I) possui, na faixa
de freqiiéncia entre 0 e 1000 Hz, aproximadamente 200 modos de vibragéo, o que faz com
que a sua densidade modal seja bastante significativa. A visualizagdo de todos os modos dessa
placa, num grafico em toda essa faixa de freqiiéncia, € bastante prejudicada por causa desse
grande nimero de modos. Por isso os resultados foram apresentados em faixas de freqiiéncia
diferentes e complementares, para que as curvas possam ser melhor observadas e analisadas.

O sistema composto das duas placas 0,5 m x 0,9 m (Configuragdo IT) possui, na faixa
de freqiiéncia entre 0 e 1000 Hz, aproximadamente 155 modos de vibragdo. Ao compararem-
se predi¢cdes ou mesmo medigdes deste mesmo sistema, mas com condigdo de contorno de
apoio simples [55], verifica-se que a quantidade de modos € bem mais significativa, ou seja, a
mesma placa, sob condi¢gdes de contorno totalmente livre, possui nimero de modos que é
significativamente maior que se estivesse na condi¢do de contorno tipo apoio simples. Valores
de densidade modal chegam a ser 20% maiores, aproximadamente (0,8 dB).

Por ultimo, o sistema composto das duas placas de 0,4 m x 0,4 m possui, na faixa de
freqiiéncia de 0 a 1000 Hz, aproximadamente 63 modos de vibragdo, ou seja, para uma placa
com essa dimensdo, a sua densidade modal €, também, bastante significativa.

As respostas obtidas pelo método apresentam 6tima precisdo quando comparadas com
as respostas determinadas tanto numericamente (Elementos Finitos), bem como

experimentalmente.
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As figuras a seguir, apresentam comparagdes entre resultados obtidos da densidade
modal pelo Método da Mobilidade, Elementos Finitos e por medigdes experimentais, de um
sistema composto de duas placas acopladas sem nenhuma viga de reforgo, na faixa de
frequiéncia de 1/3 oitava. Elas apresentam também, a curva da mesma placa, porém na
condi¢@o de contorno simplesmente apoiada, calculada através da Equagdo 2.30, para efeito
de comparagdo, apenas. Em estudos usando SEA, essa aproximagéo ¢ utilizada quando néo se
tem valores calculados de densidade modal da estrutura em analise. A densidade modal da
configuragdo I € mostrada na Figura 4.67, e percebe-se que, como as curvas sdo praticamente
iguais, o método usado neste trabalho consegue obter resultados semelhantes aos obtidos via
elementos finitos. Nota-se também que a curva da densidade modal obtida
experimentalmente apresenta uma grande semelhanga com as preditas numérica e
analiticamente.

Em relagdo a configuragdo II, a Figura 4.68 mostra a densidade modal entre valores
obtidos via mobilidade, elementos finitos e experimental, na faixa de freqiiéncia de 1/3 oitava.

Na Figura 4.69, sdo apresentados os valores de densidade modal obtidas da

configuragéo III.

densidade modal [modos/Hz]

63 80 100 125 160 200 250 315 400 500 630 800 1000

Freqiiéncia [Hz]
—&— eclementos finitos —#—mobilidade —#— placa com apoio simples —>é— experimental

Figura 4.67 Graficos comparativos entre densidades modais da placa 2 m x 1 m obtidos pelo método da

mobilidade, elementos finitos, experimental e placa com apoio simples pela equagéo 2.30.
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Figura 4.68 Graficos comparativos entre densidades modais da placa 1,0 m x 0,9 m obtidos pelo método da

mobilidade, elementos finitos, experimental e placa com apoio simples pela equagio 2.30.
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Figura 4.69 Graficos comparativos entre densidades modais da placa 0,8 m x 0,4 m obtidos pelo método da

mobilidade, elementos finitos, experimental e placa com apoio simples pela equagio 2.30.

4.10) Resultados das Poténcias de Entrada e Transferida

A determinagdo do fluxo de energia através da linha de unido entre as duas placas

acopladas ¢ importante para entender o comportamento do fator de acoplamento. Com este
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proposito, foram determinadas através da Equagdo 2.9, as poténcias de entrada e transferida,
referentes a configuragéo III.

As Figuras 4.70 ¢ 4.74 apresentam a poténcia de entrada, obtida pelo método proposto
neste trabalho e por elementos finitos, desta configuragéo III. Por causa da grande quantidade
de ressondncias deste sistema, optou-se por mostrar as curvas em faixas de freqiiéncia
distintas e complementares, afim de que a visualizagdo ndo seja prejudicada como também a

analise. A Figura 4.74 apresenta a mesma curva de 0 a 1 kHz.

250 300 350 400 450 504
1 fini e
o : — elementos finitos
..... ::;x;;;t:;eﬁmtos ====* mobilidade
Figura 4.70 Graficos comparativos entre poténcias de | Figura 4.71 Graficos comparativos entre poténcias de
entrada da configuracéo ITL. entrada da configuragdo IIL.

500 550 600 650 700 750 750 800 850 900 950 1000
Freqiiéncia (Ha] ) Freqiitncia [Hz]

— elementos finitos e elem_e'mos finitos

""" mobilidade ---- mobilidade

Figura 4.72 Graficos comparativos entre poténcias de | Figura 4.73 Graficos comparativos entre poténcias de

entrada da configuragdo IIL entrada da configuragéo III.
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Figura 4.74 Grafico comparativo entre poténcias de entrada da configuragéo ITI

obtidos pelo método da mobilidade e por elementos finitos.

As Figuras 4.75 a 4.79 apresenta a poténcia transmitida, também obtida pelo método

da mobilidade e por elementos finitos, da mesma configuragéo II1.

39578 1 I 1 1 250 300 350 400 450 500
o 50 100 150 200 50 Freqiiincia [Hx)
Fregiigncia [Hz] — elementos finitos
= elementosfinites 1 ---- mobilidade
----- mobilidade - . : anei
Figura 4.75 Gréficos comparativos entre poténcias Figura 4.76 Graﬁqqs comparativos entre poténcias
transmitida da configuractio TIL transmitida da configuracgo IIL

1 T T T T 1 T T T T

500 550 600 650 700 750
Fregidéncia (2]
—— elementos finitos
----- mobitidade
Figura 4.77 Gréaficos comparativos entre poténcias de
entrada da configuragéo III.

46 ] ] 1 1
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Figura 4.78 Graficos comparativos entre poténcias de
entrada da configuracdo IIL




104

0lf &

vip 1 I L ] ] l ] 1 L
100 200 300 400 500 600 T00 800 900 1000
Freqiiincia [H]
— glementos finitos
""" mobilidade

Figura 4.79 Grafico comparativo entre poténcias transmitidas da configuragéo III
obtidos pelo método da mobilidade e por elementos finitos.

Os resultados apresentados pelas Figuras 4.74 e 4.79 mostram que o fluxo de energia
entre as placas acopladas, particularmente neste caso onde ndo foi incluida nenhuma viga de
reforgo no acoplamento, ¢ muito grande, ou seja, a quantidade de energia transferida da placa
I para a placa II ¢ elevada.

A Figura 4.80 apresenta a razdo entre as poténcias transmitida/entrada, obtida pelo
método da mobilidade. As freqiiéncias onde a maior parte da energia ¢ transmitida ¢ aquela
em que o valor da razdo se aproxima da unidade, ou seja, nessas freqiiéncias a maior parte da

poténcia de entrada € quase que toda transferida da placa I para a placa II.

0.01 ‘ ! -

~3 | 1 | ! | | | | |
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Fregiiéncia [Hz]
Figura 4.80 Razdo entre poténcias da configurag@o III, obtidas via método da mobilidade.
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4.9) Resultados de Densidade Modal

Para uma placa lisa, sem reforgo, apoiadas nas bordas, a expressdo da densidade modal
¢ dada pela Equagdo 2.30 [1]. Pode-se também determinar a densidade modal das seguintes

formas:

- Meétodo da Contagem, que consiste em contar o numero de modos contidos em
uma determinada faixa de freqiiéncia e dividir pela largura desta faixa de
freqiiéncia. Os modos devem se apresentar suficientemente afastados, para que se
possa identificar claramente, em curvas de resposta em freqiiéncia, a quantidade de
modos. Esta fun¢fo resposta em freqiiéncia pode ser obtida numérica ou
experimentalmente. Este procedimento ndo tem proporcionado resultados
adequados tendo em vista, que muitas vezes, modos localizados ndo contribuem de
forma significativa como armazenador de energia vibratéria, para o fluxo de
energia entre componentes, além de talvez ndo ser um bom modo irradiador de
energia sonora.

- Meétodo da Mobilidade, no qual a densidade modai € obtida a partir da parte real da
mobilidade. Este método é comumente empregado pelo fato de considerar de

forma mais adequada a participagdo de cada modo.

Para a obten¢do de resultados confidveis, Bonilha [29] recomenda que a leitura da
resposta se dé em, no minimo, trés pontos. Clarkson [32] apresenta resultados de densidade
modal obtidos através de trés pontos distintos, medidos numa estrutura tipo cilindro refor¢ado
por vigas. Ozelame [24] calculou a densidade modal de placas apoiadas, reforgadas por vigas,
através de varios pontos de leitura, obtendo uma boa concordancia com valores obtidos
numericamente.

Neste trabalho, os resultados de densidade modal, foram obtidos pelo procedimento
proposto por Clarkson [32], fazendo uso das fungdes resposta em freqiiéncia obtidas pelo
Método da Mobilidade, por Elementos Finitos e experimentalmente. Usou-se a parte real da
média espacial da mobilidade pontual, através da Equagdo 2.32. Como as curvas de
mobilidade foram obtidas em banda estreita, 0,5 Hz de discretizag3o, os dados também foram
posteriormente convertidos em banda 1/3 oitava, para apresentagdo dos resultados.
Obtiveram-se respostas de mobilidade em no minimo 15 pontos em cada sistema de placa
acoplada, e com isto, os resultados aqui mostrados, através da parte real da mobilidade,

representam curvas com boa precisao.
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Os graficos mostram também que a comparagdo entre resultados obtidos pelo Método

da Mobilidade e pelo Método de Elementos Finitos apresentam boa concordéncia.

4.11) Resultados de Fatores de Acoplamento

Este é outro parimetro muito importante para a aplicagdo da Anélise Estatistica
Energética. Este fator expressa a quantidade de energia perdida por um sistema através do
acoplamento.

Os fatores de acoplamento, obtidos pelos métodos experimental, numérico e da
mobilidade, foram calculados através da Equagdo 2.47. Este procedimento faz uso das
energias vibratérias dos subsistemas, que podem ser determinadas com boa precisdo em
qualquer dos métodos mencionados acima. Observa-se que ¢ adequado também para uso em
sistemas estruturais de geometria complexa, como € o caso de placas reforgadas por vigas ou
nervuradas.

A Figura 4.81 mostra o esquema de medi¢cdo montado para a obtengdo dos fatores de

acoplamento.

Placa

iE

Céhula de
Forga

Figura 4.81 Representagéo esquematica da cadeia de medigéo

A estrutura é excitada por um excitador eletrodindmico, com um ruido branco gerado
pelo préoprio analisador de sinais. A leitura, feita pelo acelerometro, é enviada para o
analisador de sinais, e armazenada em forma de velocidade.

Como nos casos estudados, as placas sdo iguais, logo, para efeito de simplificagéo, as

densidades modais de cada placa foram consideradas iguais.
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Para a obtengdo das curvas de fatores de acoplamento, as mesmas configuragdes de
placas acopladas, que consistem em duas placas planas iguais com uma borda comum,
utilizadas para o céalculo das densidades modais e fluxo de energia, foram usadas. A placa I é
aquela que sofre a agfio da forga de excitagdo unitdria. A placa II € aquela considerada
imediatamente a direita da linha de unidio entre as mesmas. Na verdade, nas medigdes
experimentais, utilizou-se uma placa com o dobro da dimensdo de cada placa do sistema,
simulando um acoplamento perfeito entre elas, ou seja, por exemplo, a configuragdo I, que
consiste de duas placas iguais com as dimensdes de 1,0 m x 1,0 m, tratava-se de uma unica
placa de 2,0 m x 1,0 m. Utilizou-se este artificio para que nenhum problema no tipo de jungéo
escolhida para 0 acoplamento entre as placas menores tivesse influéncia nas medi¢des. Para
os calculos dos fatores de acoplamento, utilizou-se a Equagdo 2.47.

As Figuras 4.82 a 4.84 mostram os fatores de acoplamento da placa I para a placa II,
nos casos das configuragdes I, II e III estudadas, com dados obtidos através do método da
mobilidade e elementos finitos, na faixa de freqii€ncia de 1/3 oitava.

Pode-se conferir que as curvas dos fatores de acoplamento calculadas através do
método da mobilidade apresentam, praticamente, os mesmos valores das obtidas por

elementos finitos.
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Figura 4.82 Gréaficos comparativos entre fatores de acoplamento da configuragéo I

obtidos via mobilidade, elementos finitos e experimental.
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Figura 4.83 Graficos comparativos entre fatores de acoplamento da configuragéo II

obtidos via mobilidade, elementos finitos e experimental.
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Figura 4.84 Graficos comparativos entre fatores de acoplamento da configuragéao III

obtidos via mobilidade, elementos finitos e experimental.

Observa-se, como era esperado [25], que o fator de acoplamento apresenta um leve
decréscimo com o aumento da freqiiéncia. No Capitulo V, a seguir, serdo mostradas
comparagdes entre o fator de acoplamento entre algumas configuragdes de placas com viga de

reforgo acoplada na linha de unido entre as mesmas.
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4.12) Esforcos, Deslocamentos e Intensidade Transferida ao Longo da Linha de Unido

Foram calculados valores de todos os esforgos ao longo da linha de unido, através de
um programa computacional, usando-se uma discretizagdo de 25 intervalos ao longo do
acoplamento. Assim, 25 valores de cada esforgo foram calculados e, as figuras a seguir
mostram alguns desses resultados. Deve-se frisar que os resultados foram obtidos nas

primeiras freqiiéncias de ressonancia do sistema € comparados com resultados obtidos por

elementos finitos.

4.12.1) Resultados dos Esfor¢os de Flexéo
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Figura 4.85 Distribui¢des da forga cortante (a) freqiiéncia = 4,0 Hz (d) frequiéncia = 11,1 Hz
(b) freqiiéncia = 4,8 Hz (d) freqiiéncia = 16,4 Hz

(c) freqiiéncia = 10,8 Hz (d) freqiiéncia = 18,8 Hz
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Figura 4.86 Distribui¢des do momento fletor (a) freqiiéncia = 4,0 Hz

(b) freqiiéncia = 4,8 Hz
(c) freqiiéncia = 10,8 Hz

(d) freqiiéncia= 11,1 Hz
(d) freqiiéncia = 16,4 Hz
(d) freqiiéncia = 18,8 Hz
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4.12.2) Resultados das Velocidades Transversal e Angular

‘wilrncowsd k)

~0.08902 L

L. vl ()
-

T
\

. -3 -2 %3 1
¢ L] L B Xle)
i X fmiio) —— Mobitidads
e » Flaitos
(© ()

Figura 4.87 Distribui¢des da velocidade transversal (a) freqiiéncia=4,0 Hz  (c) freqiiéncia = 10,8 Hz
(b) freqiiéncia = 4,8 Hz (d) freqiiéncia= 11,1 Hz
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Figura 4.88 Distribui¢des do velocidade angular (a) freqiiéncia=4,0 Hz  (c) freqiiéncia = 10,8 Hz
(b) freqiiéncia=4,8 Hz  (d) freqiiéncia= 11,1 Hz
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4.12.3) Resultados da Distribuicdo de Poténcia Transferida

A Figura 4.89 apresenta os resultados do fluxo de poténcia ao longo da unido,
mostrando como a energia vibratoria se transfere da placa I para a placa II como também
como o fluxo de energia se apresenta, para uma determinada freqiiéncia. Assim, o caminho
preferencial da energia vibratéria, em cada modo de vibragdo, ¢ identificado e pode ser
estudado a fim de usar essa informagdo em trabalhos de controle de vibragdes € ruido em

estruturas compostas de placas e vigas acopladas.
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Figura 4.89 Distribui¢3es da transferéncia de poténcia ao longo da unido

(a) freqiiéncia = 4,0 Hz
(b) freqiiéncia = 4,8 Hz
(c) freqiiéncia = 10,8 Hz

(d) frequiéncia= 11,1 Hz
(d) freqiiéncia = 16,4 Hz
(d) freqiéncia = 18,8 Hz
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CAPITULO V

ANALISE DE DUAS PLACAS ACOPLADAS
COM UMA VIGA NA UNIAO

5.1) Introduciio

Neste capitulo, € analisado o sistema composto de duas placas acopladas, livres nas
bordas, sendo o acoplamento feito através de uma viga de segfio quadrada. Nesta anilise,
novamente utilizou-se 0 Método da Mobilidade e os resultados comparados com os obtidos
| por Elementos Finitos e experimentalmente.

Esta analise consiste em estudar duas placas acopladas com uma viga na unido, com a
transmissio de energia dada apenas pelos esforgos que ocorrem em ondas de flexdo, ou seja, a
transferéncia de energia se da através do momento fletor e for¢a cortante na unido. Este
modelo caracteriza a maioria dos acoplamentos que envolvem placas e vigas.

Como visto no capitulo anterior, esta analise se baseia no principio da superposi¢do
dos efeitos, ja4 que o sistema € linear, permitindo que seja inserido o efeito de mais uma

subestrutura no sistema, neste caso o efeito da viga.
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Algumas hip6teses importantes sdo consideradas:

a) As placas sdo consideradas finas comparandone com o comprimento de onda
gerado pela maior freqiiéncia de andlise, no caso 1000 Hz. ,

b) A energia € transferida apenas pelos esforgos causados por ondas de flexdo nas
placas, que s30 o esforgo cortante € 0 momento fletor. Na viga surgem os esforgos
de torgdo e de flexdo. |

c) A distribuigio do momento na unifio entre placas e viga, é expresso de forma
discretizada, sendo M, o momento que atua no i-ésimo intgvaalo, sendo
considerados NI intervalos.

d) Cada intervalo, Ax, da discretizagdo é considerado constante.

e) O sistema € linear.

R

Figura 5.1 Sistema de duas placas acopladas com uma viga quadrada na unio

Um esquema do sistema estd mostrado na Figura 5.1. As ondas de flexdo,
geradas na placa I pela forga de excitagdo P atuante sobre a mesma, propagam-se ao longo de
toda a placa, atingem a viga excitando-a com esforgos cortante ¢ de tor¢do. Estes mesmos
tipos de esforgos excitam ondas de flexdo na placa II. Existe, entdo, na unifio, o equilibrio de
seis esforgos: 0 momento na placa I, for¢a cortante na placa I, momento torgor na viga, forga
cortante na viga, momento na placa II e a forga cortante na placa II.

A Figura 5.2 ilustra os tipos de esforgos considerados na unido.

Forga » "
a_ Qs T [
\ -’\ 4 K 3
i 5 H b f
._—j ‘) ; ‘} {3 {—__.J
Plaal 7 =g N . Placall
Viza 3

Figura 5.2 Vista lateral do sistema de duas placas acopladas com uma viga quadrada na unifio
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Para calcular estes seis (06) esforgos, devem ser respeitadas as seguintes condigdes na unido:

a) Continuidade das velocidades angulares e transversais.

0 =6, = 6, | G.1)
Y2 =vy =¥ (5.2)

de onde podem-se obter as seguintes equagdes:

) paa 62=6,; Y3 P+ Yo M, + X300, =Y]'T, 63
) para 6, =6s; Yo M, + Y20, = YT, (5.4)
M) para vz =vy; RGP+ T M, + 20, = Y0, 6
IV)  para vy =vs 1M, + K0, = Y20, - 9)

b) Do equilibrio de esforgos.

V) x M, +T, -M, = 0 5.7

VI) o +0, -0, =0 (5.8)

em que Y1 é a mobilidade de transferéncia entre o ponto 1, no qual é aplicado um forga
unitéria, e 0 ponto 2, levando-se em considerag#o a velocidade angular;
¥5» ¢ a mobilidade de transferéncia entre o ponto 1 no qual € aplicado um forga
unitaria, e o ponto 2, levando-se em considera¢do a velocidade transversal;
Y+ ¢ a mobilidade pontual no ponto 2, levando-se em consideragio o momento
atuando no contorno da unifio da placa I, e a velocidade angular;
Y2 ¢ a mobilidade pontual no ponto 2 levando-se em consideragéo a forga
cortante atuando no contorno da unido da placa I, e a velocidade angular;
'Y, é a mobilidade pontual no ponto 3 levando-se em consideragdo o momento
atuando no contorno da unido da placa I, e a velocidade angular;

Y2 ¢é amobilidade pontual no ponto 3 levando-se em consideragéo a forca

cortante atuando no contorno da unifo da placa I, e a velocidade angular;
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Y} ¢ a mobilidade pontual no ponto 2 levando-se em consideragio o momento
atuando no contorno da unido da 'placa I, e avelocidade transversal,
Y2+ ¢ a mobilidade pontual no ponto 2 levando-se em consideragdo a forga cortante
atuando no contorno da unifo da placal, e a velocidade transversal;
Y,¥» ¢ a mobilidade pontual no ponto 3 levando-se em consideragio o momento
atuando no contorno da unifo da placa II, e a velocidade transversal;
Y2» & a mobilidade pontual no ponto 3 levando-se em considerago a forga cortante
atuando no contorno da unifo da placa I, e a velocidade transversal; _

Y ¢ a mobilidade pontual na viga levando-se em considerag&o ovx‘nbfnento torsor
atuando ao longo da viga; _
Y% ¢ a mobilidade pontual na viga levando-se em consideragdo a for¢a cortante

atuando ao longo da viga;

Assim, pode-se constituir um sistema de equac¢les para a determinagio dos esforgos

M,, M,, Q,, O5, O, eT,.

Y P+Yy M, + Y 0, - ¥,'T, =0 (5.9)
V' M, + Y30, - YT, =0 | (5.10)

K P+ Y0 My + Y240, ~ Y20, =0 | (5.11)
YoM, + Y3 Q- Y2 Q,=0 (5.12)

M, +T, -M, =0 (5.13)

0, +0, -0, =0 (5.14)

e, considerando a forga de excitagdo P aplicada na placa I, pode-se escrever o sistema de

equagdes acima em forma matricial

e v 0 0 0 -xDn) [

0 0 x* E o -X|Q|| 0

pie ygs 2 0 0 -Y>||M,| |-¥P (5.15)
0 0 K¥ Fr 0 -F*|Q 0

1 0 -1 0 O 1 0, 0

o 1 0 -1 1 o0 |{T]J| 0 ]
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A partir deste sistema, todos os esforgos sdo simultaneamente calculados.

Deve-se frisar que, cada componente da matriz dos coeficientes deste ‘sistema é
constituido de uma matriz, por exemplo: ¥,* = [Yz’f’ ]NM, ou Y% = [YvTv ]M -

Da mesma forma, os vetores deste sistema que constituem as incognitas possuem a
ordem determinada também pelo ntimero de discretizagdes, por exemplo M, ={M,},, ou
T, ={T.},, , sabendo que cada componente destes vetores representa exatamente o esforgo que

atuam em cada intervalo discretizado. Portanto, este sistema pode ser resolvido para NI
discretizagdes na linha de unifio, gerando um sistema de equag¢des de ordem 2NI. Assim, 2N/
incégnitas devem ser calculadas. Novamente aqui, como no Capitulo IV, utilizaram-se 25
discretizagGes ao longo da unido.

5.2) Configuracdes das Placas

As placas e vigas possuem as seguintes caracteristiéas, mostradas na Tabela 5.1:

Tabela 5.1 Caracteristicas mecénicas da placas e vigas

Material Aluminio
Densidade 2660 Kg/m’
Modulo de Elasticidade | 7.1.10" Pa
Coeficiente de Poisson 0,3
Amortecimento 0,01

As seguintes configuragdes de placas e vigas foram analisadas:

Tabela 5.2 Dimensdes da configuragdo I

Espessura da placalell 3,0 mm
Comprimento da placalell 1,0m
Largura da placal e II 1,0 m
Viga quadrada de espessura 19,05 mm
Viga Quadrada de espessura 50,00 mm
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Tabela 5.3 Dimensdes da configuragfo II

Espessura da placalell 2 mm

Comprimento da placal e I 0,40 m

Largura da placalell 0,40 m
Viga quadrada de espessura 19,05 mm

5.3) Ondas de Torgéio em Vigas

As ondas de tor¢do ocorrem em uma barra quando excitada por um torque, isto €, por
um momento em que o eixo coincide com o eixo da mesma. Em estruturas compostas por
placas e vigas, devido ao acoplamento existente entre ondas de flexdo e torgdo, € comum
surgirem estes tipos de onda. |

A equacdo que descreve o deslocamento angular de uma viga submetida a um esforgo
de torgéo é dada por [49]

FO(x.t) _ 96(x1)
ox? c’or

(5.16)

onde a velocidade das ondas de torgdo ¢, pode ser calculada pela seguinte equagio [1]:

3 =\/9]—J— | (5.17)

ou ainda C, =4 (5.18)

em que, A, € arigidez 4 torgdo;
G € o modulo de elasticidade ao cisalhamento;
J ¢é o momento de inércia a tor¢io da segdo transversal da viga;

I é o momento de inércia de massa por unidade de comprimento da viga.

O moédulo de elasticidade ao cisalhamento pode ser calculado por

G= E
2(1+v)

(5.19)
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Wy,

Figura 5.3 Sec#o transversal de uma viga quadrada

O momento de inércia 2 torgdo J de uma vida de se¢8o quadrada (Figura 5.3), é dado
por [31]
| J =0,1406 5 * | (520

A resposta da viga pode ser calculada através das Equagdes de Lagrange [50]

OE aE ou,, :
d v viga | viga _ (5.21)

dt 3 q,, aq, aq, "

O movimento da viga pode ser descrito através dos modos normais ¢,(x), € o

deslocamento angular é dado através de uma combinago linear destes modos

50 =3 0, ¢t) 4,(%) (5.22)

n=1

onde g,(¢) =q,¢’”.

Considerando as condigdes de contorno da viga como totalmente livre, a solugéo pode

ser representada por uma familia de cosenos
O(x,) =Y q,(t) coskx (5.23)

n=l

A energia potencial de uma viga submetida a ondas de torgdo € dada por [50],

Usiea =—;f J(x )[89(x t)] (5.24)

e como a viga tem se¢do uniforme, J(x)=J.
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Substituindo a Equagédo 5.22 na Equagdo 5.24, tem-se

| 1%, [ '
U =5 JGJ[;lqn(t)kx sen(kxx):l dx (5.25)
e, entdo
l [ )
Uyga = EgcﬂcﬁL g, (@) (5.26)

Derivando a energia potencial em relagdo a n-ésima coordenada generalizada, tem-se

ou.,
—5-”?-“- =GJkIL q,(t) (5.27)

n

A energia cinética de uma viga submetida as ondas de torgﬁo", é dada por [50]

L 2
Eye=3 Jl(x)[%] ax (5.28)

e, como a se¢do € constante, entdo /(x)=1.

Substituindo a solugdo proposta, obtém-se

2

L | o ,
E,, =% [13 g, 0sentk,2) | ax  (529)
) 0 n=1
1 [ T
logo E,p =ZZI[q(t)] L, (5.30)
n=]

.
Derivando a energia cinética em relagfo & n-ésima velocidade generalizada g,, € em

relagdo ao tempo , tem-se

oE . .
-g- e =—;—]q(t) L (5.31)
t 6q,,

Agora, fixando a atengdo no ultimo termo da Equagdo 5.21, tem-se que, a equagdo da forca

generalizada, representada através da tor¢do distribuida ao longo da viga, € dada por

F,=T,=[T(x) ¢,()dx = [ T(x,)cos(k,x,)dx (5:32)

onde T'(x,t) representa o torque distribuido atuando ao longo da viga.
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Agora, substituindo as equagdes da energia potencial (Equag8io 5.27), energia cinética

(Equagdo 5.31) e forgas generalizadas (Equagdo 5.32), na Equagdo de Lagrange, obtém-se

Lig /K Lq,

=T 5.33
5 > ; (5.33)
logo, as coordenadas generalizadas podem ser calculadas pela seguinte equagio
2 2T,
4, =D, (5.34)

< L(GJK? - o°I)

Portanto, a resposta da estrutura, pode ser escrita na forma [51]

= 2T ' ~
O(x,t)= I k Jot 5.35
(x,?) EL(GJK,? e cos( Jtx). e (5.35)

5.4) Ondas de Flexéio em Vigas

No caso de um acoplamento, as ondas de flex3o sfo as que mais transmitem energia
entre os sistemas acoplados e, no caso de unido de placas e vigas, a influéncia desse tipo de
onda é fundamental para descrever o comportamento da transmiss@o dessa energia. O modelo
de viga utilizado neste trabalho foi o de “viga Euler-Bernoulli”. Este modelo aplica-se com
boa precisio quando a sec¢do transversal ¢ pequena em relagdo ao comprimento de onda de
flexdo.

A equagdo que governa este movimento € dada por:

2 O'W.(x,1) Bsz(x,t)_
T * ot*

’E 1
em que ¢, = ;Z (5.37)

onde ¢, a velocidade do som para ondas de flexdo.

0 (5.36)

A mesma equacdo, quando escrita no dominio da freqiiéncia é expressa por

ERACT)) Wé;’ff’f )k, W,(x.f) (538)
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sendo k, o niimero de onda de flexfo, dadopor &, =— (5.39)

A solugio da Equagio 5.38 € dada por [26]:
W, (x) = Acosh(k ,x)+ Bsenh(k ;x) + C cos(k ,x) + D cos(k , x) (5.40)
As condig6es de contorno de uma viga livre nas bordas s3o:

W, (x) _OW,(x) _, (541

ax 2 8x3 x=0
x=L
entfo, pode-se escrever que [58]
W,(x) =sen(k, x)+senh(k, x)+®(cos(k, x)+cosh(k, x)) (5.42)
k,L)—senh(k,L
onde @ = 50U L)~ senb(k/L) (5.43)

cosh(k L) —cos(k L)

A solugdo proposta para representar o0 movimento da viga é:

W, (1) = g, (t)sen(k, x)+senh(k, x)+®(cos(k, x)+cosh(k, x)) (5.44)

n=1

As expressbes das energias potencial e cinética da viga, devido ao movimento lateral sdo,

respectivamente |
1% [8%w,(x,0) ?
Useo =7 jEI[—-a-x-z—— dx (5.45)
1% [ow, (0T
v x’
B =3 ojm[—-a-t——] dx (5.46)

As forgas generalizadas podem ser representadas por
L L,
F,=0,= [0(x.1) ¢,(x)dx= [Q(x.1) W,(x)dx (5:47)
0 0 .

onde Q(x,t)é o esforgo distribuido que atua ao longo da viga. Fazendo uso das EquagGes de

Lagrange, pode-se calcular as coordenadas generalizadas
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i] _ 2 ~4JkxQ
" _ _ 2
Bk + IMvo?) L Gen kel seth Be) 4 b ot cos de(-14 SRBLZSEMBIL). b+
cosh kxL - cos kxL cos kxL — cosh kxL
- - - - 2
(Bkx* + [Mv* )(2(sen kxL —senh kxL)(cos kxL - cosh kxL + kaZL sen kxL - 2kxL senh kxL) +(+ (sen kxL —senh kxL) senh 2/kxL)
(cos kxL - cosh kxL) (cos kxL — cosh kxL)*
(5.48)
J
portanto, a resposta pode ser escrita assim:
S ~4lxQ
W (x0)=Y ; e
" h 2kxL(sen kxL - senh kxL) 2 (sen kxL — senh kxL)
ol Ekx’ My 2y COS — &Y Efx* - I, 2 — A AL M)
2 + IMve)®) cosh b~ eIl 4 Mvor*) cos kx(—1+ el — ooh L senh kx/ +
- - - -_— 2 .
(Bles* + lew,)(Z(scnlod. senh kxL)(cos kxL - cosh kxL + 210:2Lscn kxL - 2kxLsenh kxL) +(1+ (sen kxL —senh kxL) senh 2/kxL)
(coskxL — cosh kxL) (coskxL - cosh kL)’
(5.49)

5.5) Célculo da Mobilidade na Viga

Em cada um dos pontos x;da discretizagdo na viga, atua um torque 7, provocando

uma velocidade angular &;, como também em todos esses mesmos pontos atua uma for¢a
cortante (J,, provocando um deslocamento transversal. As fungdes de mobilidade sdo

calculadas através das expressoes

Para o torque Y (x,,x,)= o(x;) (5.50)
v 1] J T(x‘)
para a forga cortante, Yo (x,x;)=—— (5.51)

Qv (‘xi )
5.6) Construgiio dos Modelos Experimentais

As placas das configuragdes I e 11, desta parte do trabatho, foram preparadas para que
o acoplamento com a viga fosse o mais perfeito possivel. Na verdade, a viga foi fixada no
meio de uma placa de 2,0 m x 1,0 m resultando em um sistema composto por duas placas de
1,0 m x 1,0 m com uma viga entre elas. Da mesma forma, partindo-se de uma unica placa de
0,8 m x 0,4 m, sendo fixada uma viga no meio, resultou em um sistema considerado de duas
placas iguais de 0,4 m x 0,4 m com uma viga no meio. A viga foi colada na placa através de
adesivo estrutural de base epdxi, que proporciona elevada aderéncia e rigidez na unido.

Verificou-se que a placa estivesse totalmente plana, e evitou-se qualquer tipo de esforgo sobre
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a mesma e também o cuidado na forma de armazenamento, para que ndo houvesse nenhum
empenamento.

Como mencionado no Capitulo 4, outras formas pdssiveis de unido entre a viga e as
placas, tais como: parafusos, rebites, solda tipo ponto ou soldagem com deposig¢do de material,
foram descartadas pois, como a unido n3o € continua, o aparecimento de grande
amortecimento estrutural provocado pelo atrito relativo entre as duas partes unidas, modifica
as condiges ideais do sistema de medigGes.

A unido através de solda, por deposicdo de material (solda elétrica com eletrodo
revestido, Mig ou Mag), apresenta o inconveniente de favorecer o aparecimento de
empenamento da placa, podendo prejudicar a analise, sendo por isso descartada. .'

Para que a ades3o entre vigas e placas fosse a melhor possivel, tanto as vigas quanto as
placas foram preparadas cuidadosamente, sendo lixadas e limpas, com solvente mineral, para
garantir completa auséncia de oleosidade e poeira que poderiam afetar a aderéncia. Durante o
processo de cura do -adesivo (aproximadamente 24 horas) as superficies coladas foram
mantidas numa superficie horizontal, totalmente lisa e plana (piso), e foram mantidas unidas
- através da utiliza¢@o de pesos distribuidos sobre as vigas.

A estrutura foi suspensa por um tnico fio, fino e leve, preso num canto de uma das
bordas, através de um grampo especial, e pendurado no teto juntamente com um distorcedor,

| para compensar possiveis rotagdes da estrutura montada. O furo feito na placa, para
acondicionar o grampo com o fio, tinha um didmetro de apenas 2 mm, para nfo influenciar na
resposta da estrutura. Na andlise através do Método da Mobilidade e Elementos Finitos ndo se
levou em conta a existéncia de nenhum vinculo tal como o fio usado nas medi¢Ges
experimentais.

Para que houvesse concordincia entre os pontos usados nas medig¢Ges e os usados
tanto pelo Método da Mobilidade e Elementos Finitos, a estrutura foi mapeada, em linhas
horizontais e verticais, eqtiidistantes 10 c¢cm entre si e os pontos de intersessdo foram
cuidadosamente marcados com canetas especiais, sem nenhum tipo de marca estrutural no
sistema.

As placas e as vigas foram medidas e pesadas no Laboratorio de Metrologia da UFSC,
a fim de determinar sua densidade com precisdo.

Foram incluidas na superficie das placas fitas autocolantes de aluminio, com espessura
e peso desprezaveis, a fim de se aumentar o amortecimento da mesma.

A Figura 5.6 mostra uma placa sendo preparada para receber a colagem da viga e, a

Figura 5.7 mostra uma viga ja colada numa placa.
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Figura 5.4 Fofografia de uma placa sendo lixada para colagem de uma viga

Era 5.5 otograﬁa de uma viga colada numa placa através de cola adesiva epoxi.

5.7) Resultados de Fun¢des de Resposta em Freqiiéncia
5.7.1) Mobilidade Pontual — Configuracéo II - Viga Quadrada 19,05 mm

As Figuras 5.6 a 5.10 mostram a mobilidade pontual, num sistema constituido
de duas placas de aluminio acopladas entre si, com dimensdes 0,4 m x 0,4 m e espessura de 2
mm cada uma, com uma viga quadrada de 19,05 mm de lado da se¢8o transversal, colada na
linha de acoplamento entre as placas. A excitagdo considerada, nos métodos da mobilidade e

elementos finitos, foi uma for¢ga harménica de magnitude unitria, localizada no ponto
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x=20cme y=10cm e a resposta sendo medida no mesmo ponto, sendo mostradas em

faixas de freqiiéncia diferentes e complementares, para uma melhor visualizagdo. A Figura

5.10 mostra a mesma curva na faixa total de 0 a 1000 Hz.

-5 1 1 ] I
L= g 50 100 150 200 250
Freqiiéncie [Hs]
— Elementos Finitos
""" Método Mobilidade

Figura 5.6 Mobilidade pontual numérica ¢ analitica - placa
0,8 m x 0,40 m - viga 19,05 mm, 0 a250 Hz.

107 % 300 250 400 450 500
p——
~—— Elementos Finitos
""" Método Mobilidade

Figura 5.7 Mobilidade pontual numérica e analitica - placa
0,8 m x 0,4m viga 19,05 mm, 250 a 500 Hz.
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Figura 5.8 Mobilidade pontual numérica e analitica - placa

0,8 m x 0,4 m viga 19,05 mm, 500 a 750 Hz.

1 T T T T

0.1

g ]

|

110
ot -
R ] L | ]
110 7 300 850 900 950 1000
Freqiiéncia [H)
——— Elementos Finitos
""" Método Mobilidade

Figura 5.9 Mobilidade pontual numérica e analitica - placa
0,8 mx 0,4 m viga 19,05 mm, 750 a 1000 Hz.
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Figura 5.10 Mobilidade pontual numérica e analitica - placa 0,8 m x 0,4m - viga 19,05 mm — 0 a 1000 Hz.
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As Figuras 5.11 a 5.15 mostram a mesma mobilidade pontual, porém acrescentada da

resposta medida experimentalmente.

Figura 5.11 Mobilidade pontual numérica, analitica e

=4 1 1 ] |
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e ini e — Elementos Finitos
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----- Método Mobilidade R Métosio Mobilidade
""" Experimental -==-- Experimental

Figura 5.12 Mobilidade pontual numérica, analitica e
experimental - placa 0,8 m x 0,4 m viga 19,05 mm

experimental - placa 0,8 m x 0,40 m viga 19,05 m gy
freqiiéncia 0 a 250 Hz. freqiiéncia 250 a 500 Hz.
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Figura 5.13 Mobilidade pontual numérica, analitica e Figura 5.14 Mobilidade pontual numérica, analitica e
experimental - placa 0.8 mx 0,4 m viga 19,05 mm experimental - placa 0,8 m x 0,4 m viga 19,05 mm
freqiiéncia 500 a 750 Hz. freqiiéncia 750 a 1000 Hz.
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Figura 5.15 Mobilidade pontual numérica, analitica e experimental - placa 0,8 m x 0,4 m - viga 19,05 mm.

freqiiéncia 0 a 1000 Hz
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Pode-se conferir, pelas figuras, que a resposta obtida através do método da mobilidade
apresenta uma boa concordéncia em comparagdo com a resposta obtida por elementos finitos
e, mais ainda, a resposta medida experimentalmente, apresenta a mesma forma e
praticamente os mesmos picos de ressondncia, podendo-se afirmar entdo que a comparagéo

mostrada na Figura 5.15 € bastante razoavel.

5.7.2) Mobilidade de Transferéncia — Configuracio II - Viga Quadrada 19,05 mm

As Figuras 5.16 a 5.20 apresentam a mobilidade de transferéncia, do mesmo sistema

anterior (Item 5.7.1). A forga de excitagdo esta localizada no ponto x=20cme y=10cm e
a resposta foi medida no ponto x =40cm e y =30, portanto medida na viga, exatamente no

meio das placas.
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Figura 5.16 Mobilidade transferéncia numérica ¢ analitica | Figura 5.17 Mobilidade transferéncia numérica ¢ analitica
placa 0,8 m x 0,4 m faixa de freq. 0 a 250 Hz. placa 0,8 m x 0,4 m faixa de freq. 250 a 500 Hz.
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| Figura 5.18 Mobilidade transferéncia numérica e analitica | Figura 5.19 Mobilidade transferéncia numérica e analitica
placa 20,8 m x 0,4 m faixa de freq. 500 a 750 Hz. placa 0.8 m x 0,4 m faixa de freq. 750 a 1000 Hz.

Nota-se aqui, também, que a concordéncia entre as curvas obtidas pelo método da

mobilidade e elementos finitos € boa.
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Figura 5.20 Mobilidade de transferéncia numérica e analitica - placa 0,8 mx 0,4 m - viga 19,05 mm, de 0 a 1000 Hz

As Figuras 4.21 a 4.25 mostram a

mesma mobilidade de transferéncia porém

acrescentada da resposta medida experimentalmente.
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Figura 5.21 Mobilidade transferéncia numérica, analiticae
experimental — placa 0,8 m x 0,40 m viga 19,05 m
freqiiéncia 0 a 250 Hz.
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Figura 5.22 Mobilidade transferéncia numérica, analitica ¢
experimental - placa 0,8 m x 0,4 m viga 19,05 mm

freqiiéncia 250 a 500 Hz.
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Figura 5.23 Mobilidade transferéncia numérica, analitica ¢
| experimental - placa 0,8 mx 0,4 m viga 19,05 mm

3 1 1 1 1

107 . 800 250 900 950 1000
Fregiiéncia [Hzl
— Elementos Finilos
""" Método Mobilidade
""" Experimental

Figura 5.24 Mobilidade transferéncia numérica, analitica e
experimental - placa 0,8 mx 0,4 m viga 19,05 mm

freqiiéncia 500 a 750 Hz,

de fregiiéneia 750 a 1000 Hz.
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Figura 5.25 Mobilidade de transferéncia numérica, analitica ¢ experimental - placa 0.8 m x 0,4 m - viga 19,05 mm
faixa de freqiiéncia 0 a 1000 Hz.

Observa-se da Figura 5.25 que os valores das freqiiéncias de ressonincia do sistema
permanecem praticamente inalterados, e as amplitudes apresentam uma pequena variagao.
Essa concorddncia demonstra mais uma vez a importancia e precisdo do método proposto

neste estudo na obtengdo de repostas de placas livre-livre.

5.8) Analise dos Efeitos da Viga de Reforg¢o

Apos terem sido apresentadas diversas comparagdes de resposta em fregiiéncia
entre os varios métodos, corroborando com os resultados obtidos pelo método da mobilidade,
a seguir serd usado este método para analisar a influéncia da inclusfio de uma viga de reforgo

no acoplamento entre duas placas iguais, excitadas por uma forga transversal unitaria.

5.8.1) Comparacfio na Configuracéo I - com viga acoplada/sem viga acoplada

O efeito do acoplamento de uma viga de 50 mm de lado da segéo transversal com um
sistema formado de duas placas iguais de 1,0 m x 1,0 m, € apresentado nas Figuras 5.26 a
5.30, que mostram a mobilidade pontual calculada pelo Método da Mobilidade, do sistema

com e sem a viga de refor¢o colada na linha central da placa. A localizagdo da excitagdo € o
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20cm e a resposta foi medida no mesmo ponto. Por causa da grande

=50cme y=

ponto x

quantidade de modos envolvidos, a curva serd apresentada em faixas distintas e

complementares de freqiiéncia.

~— comaviga

sem aviga

Figura 5.27 Mobilidade pontual - placa 2,0m x 1,0m

viga 50 mm freqiiéncia 250 a 500 Hz.

com a viga

sem a viga

Figura 5.29 Mobilidade pontual - placa 2,0m x 1,0m

viga 50 mm freqiiéncia 750 a 1000 Hz.

— comaviga

setm a viga

Figura 5.26 Mobilidade pontual - placa2,0 mx 1,0 m

viga 50 mm freqiiéncia 0 a 250 Hz.

comaviga

--==' semaviga
Figura 5.28 Mobilidade pontual - placa 2,0m x 1,0m

viga 50 mm freqiiéncia 500 a 750 Hz.

A Figura 5.30 mostra a mesma curva de 0 a 1000 Hz.
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Figura 5.30 Mobilidade pontual - Configuragdo I- com e sem a viga de 50 mm acoplada
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Evidencia-se que, com a introdugdo da viga todo o sistema € alterado, tanto nos
valores das freqiiéncias de ressondncia, como de amplitude.

A fungdo resposta em freqiiéncia de transferéncia, para a placa II, produz efeitos
significativos nas amplitudes, como mostra a Figura 5.31. Esta figura mostra a mobilidade de
transferéncia, sendo que os pontos, em que as fungdes resposta em fregiiéncia foram medidas,
encontram-se exatamente na linha em que a viga foi colada, ou seja, a figura mostra a
diferenca entre fungdes resposta em freqiiéncia medidas nos pontos da linha de unidio
respectivamente antes e depois do acoplamento da viga nas placas, evidenciando, mais uma
vez, a influéncia da viga na transmissdo de energia entre as placas, que ndo somente atua na
mudan¢a das ressondncias do sistema acoplado mas, também, na propria amplitude das
mesmas, diminuindo consideravelmente a transmissdo de energia.

Corroboram com o que foi exposto acima, as respostas em freqiiéncia tipo
mobilidade, obtidas em diversos pontos da estrutura, inclusive na placa I, ou seja, no lado da
estrutura apos a linha de unidio entre as placas e a viga. Nas figuras seguintes, a conclusdo
tomada no exemplo anterior ¢ a mesma para todas as respostas mostradas. A influéncia da
viga na diminuig@o da energia transmitida entre as placas se faz notar, obviamente tanto nas

amplitudes das respostas, quanto na mudanga das freqii€ncias de ressonéncia do sistema.
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Figura 5.31 Mobilidade de transferéncia - Configuragéo I- com ¢ sem a viga de 50 mm acoplada

Tomando como exemplo o ponto x=170cm e y=30cm, pertencente & placa

11, a Figura 5.32, mostra resultados de resposta em freqiiéncia obtidos neste ponto, antes e

depois da viga ser acoplada, evidenciando de forma inequivoca a atuagfio da viga na
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diminuigéo da transmissdo de energia vibratoria da placa I para a placa IIl. Um outro exemplo

sdo as curvas obtidas no ponto x=130cm e y =70cm, na placa II, mostrada pela Figura 5.33.
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Figura 5.33 Mobilidade de transferéncia — Configuragio I - com e sem a viga acoplada

5.8.2) Comparacéio na Configuracfo II - com viga acoplada/sem viga acoplada

Optou-se por mostrar somente a mobilidade de transferéncia da configuragéo II, com
a viga de 19,05 mm acoplada na unifio entre as placas ¢ a forga de excitagdo localizada no
ponto x=30cm e y=10cm, sendo a resposta sendo medida no ponto x=40cm &
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y =30cm, portanto medido na viga, exatamente no meio das placas. A Figura 5.34 ilustra a

curva obtida.

Aqui, nota-se também que, a viga atua na propagagdo de energia na placa, diminuindo
a amplitude como também a forma da curva ou seja, a viga atua aumentando a rigidez do
sistema, impedindo a transmissdo de energia entre as placas.

Observa-se que o numero de ressondncias ndo ¢ alterado de forma significativa,
conforme esperado de sistemas estruturais formados por chapas. Tem-se observado que a
quantidade de modos estd muito relacionado as areas das placas, ja que sdo estas quem
proporcionam as ressonancias. As vigas possuem um efeito maior de reduzir as amplitudes
das respostas, principalmente nas altas freqii€ncias, através dos efeitos de inércia e de

enriquecimento.
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Figura 5.34 Mobilidade de transferéncia - configuragdo II - com e sem a viga acoplada

Apés todos estes resultados comparativos, nota-se que a amplitude das
respostas obtidas em pontos localizados, tanto na linha onde a viga estd acoplada quanto na
placa II (placa apds a viga), ¢ bem menor do que as obtidas com a placa sem o acoplamento
da viga. Ocorre também uma mudanga das freqii€ncias de ressonancia da estrutura, ou seja, 0
formato da curva obtida com a viga acoplada é perceptivelmente diferente do formato da
curva obtida sem o acoplamento da viga. Pode-se concluir, entdo, que a viga impede

consideravelmente a transmissdo de energia de uma placa para a outra. Isso se deve pelo fato



134

da viga introduzir um aumento de rigidez e de inércia ao sistema. A viga possui grande
inércia a rotagdo e a flexdo.

Estes resultados mostram de forma clara, a grande influéncia de uma viga na resposta
de um sistema composto de placas e vigas acopladas, mesmo que esse sistema seja repleto de

ressondncias, como € o caso do sistema sendo analisado.

5.9) Resultados de Densidade Modal

Conforme j4 evidenciado no Capitulo 4, neste trabalho o resultado de densidade
modal, pelo método da mobilidade, segue o proposto por Clarkson [32], através da Equagédo
2.32. Como as curvas de mobilidade foram obtidas em banda estreita, 0,5 Hz de
discretizagdo, os dados também foram posteriormente convertidos em banda 1/3 oitava, para
apresentagdo dos resultados.

A seguir, sdo mostrados resultados obtidos da densidade modal, pelo Método da
Mobilidade, das configuragdes I e II, com e sem viga de reforgo, na faixa de freqiiéncia de 1/3
oitava, tomados através da mobilidade pontual de 15 pontos da estrutura analisada e, somente
para efeitos de comparacgéio, obteve-se o resultado da densidade modal para as mesmas
configuragdes de placa, porém plana, na condigdo de contorno simples apoio, obtida através
da Equagdo 2.30 [31, 25].

A Figura 5.35 mostra a comparagéo da densidade modal da configuracfo I, com e sem

reforgo de uma viga quadrada de 19,05 mm.

63 8 100 125 160 200 250 315 400 500 630 800 1000
Freqiiéncia [Hz]

—— com reforgo —M— sem reforgo = placa plana Eq. 2.30

Figura 5.35 Gréficos comparativos entre densidades modais da configuragdo I, com ¢ sem reforgo de uma vigade 19,05 mm,
calculadas pelo Método da Mobilidade ¢ de uma placa plana apoiada calculada pela Equagfio 2.30.
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A Figura 5.36 mostra 0 mesmo sistema de placas acopladas, mas com o reforgo de
uma viga quadrada de 50 mm.

A Figura 5.37 mostra a diferenga da influéncia da viga de 50 mm e da viga de 19,05
mm, no sistema composto de duas placas iguais de 1,0 m x 1,0 m, quando acopladas ao longo

de uma linha comum.
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Figura 5.36 Graficos comparativos entre densidades modais da configuragéo I, com e sem reforgo de uma viga de
50 mm, calculadas pelo Método da Mobilidade e de uma placa plana apoiada calculada pela Equagéo 2.30.

Densidade Modal [modos/Hz]

o
[
1

v:
[
W

o AN A
Kol

T T T T T T T T T T T T

63 80 100 125 160 200 250 315 400 500 630 800 1000

N
._.

Freqiiéncia [Hz
=~ sem reforgo === com viga S0mm == com viga 19,05mm ~—jl-~placa plana Eq. 2.30 req L

Figura 5.37 Graficos comparativos entre densidades modais da configuragdo I, com e sem reforgo da viga de 19,05 mm e da
viga de 50 mm, calculadas pelo Mét. da Mobilidade e de uma placa lisa apoiada calculada pela Equagéo 2.30.
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A Figura 538 apresenta a comparagdo da densidade modal do sistema da

configuragdo II, com € sem o reforgo de uma viga quadrada de 19,05 mm na linha de unido, ¢
da mesma configuragdo, porém simplesmente apoiada, calculada pela Equagéo 2.30.
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Figura 5.38 Graficos comparativos entre densidades modais da configuragéio I, com e sem reforgo de uma viga
de 19,05 mm, calculadas pelo Método da Mobilidade ¢ de uma placa lisa apoiada caleulada pela Equagdo 2.30.

Pode-se verificar que as curvas da densidade modal das configuragdes apos a inclusdo
das vigas apresentam valores menores em relagdo aos de placas sem vigas, mostrando a
influéncia destas na quantidade de modos presente numa banda de freqiiéncia e, portanto, na

energia da placa.
5.10 Resultados da Poténcia de Entrada e Transmitida

A principal razdo da obtengdo das curvas de poténcia de entrada e transmitida ¢
entender o fluxo de energia na linha de unido do acoplamento entre as duas placas e a viga.

Para a obten¢do das curvas de fatores de acoplamento, foram usadas as mesmas
configuragdes de placas acopladas, que consistem em duas placas planas iguais com uma
borda comum, e uma viga de reforgo nesta unido. Para o calculo dos fatores de acoplamento,
utilizou-se a Equagéo 2.47.

Assim, as Figuras 5.39 e 5.40 apresentam, respectivamente, as poténcias de entrada e

transmitida, da configuracéo I com uma viga quadrada de 50 mm, obtida através do método
da mobilidade e elementos finitos.
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Figura 5.41 Poténcia de entrada e transmitida — configuragéo I — com viga 50 mm
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A Figura 5.41 apresenta a comparagdo entre as poténcias de entrada e transmitida, da

configuracéio I com a viga de 50 mm, obtidas através método da mobilidade.

A Figura 5.42 apresenta o resultado da razdo entre as poténcias transmitida e de

entrada.

0.1

Figura 5.42 Raz#o entre Poténcia transmitida/entrada — configuragéo I - com viga 50 mm
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As Figuras 5.43 e 5.44, a seguir, apresentam, respectivamente, as poténcias de entrada

e transmitida, da configuragé@o Il com uma viga quadrada de 19,05 mm, obtida via método da

mobilidade e elementos finitos.
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Figura 5.43 Poténcia de entrada — configurag8o II — com viga 19,05 mm
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Figura 5.44 Poténcia transmitida — configuragdo II — com viga 19,05 mm.

A Figura 5.45 apresenta a comparagdo entre as poténcias de entrada e transmitida, da
configuragdo II com a viga de 19,05 mm, obtida através método da mobilidade.
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Figura 5.45 Poténcia de entrada e transmitida - placa 0,8 mx 0,4 m viga 19,05 mm.

A Figura 5.46 apresenta o resultado da razéo entre a poténcia transmitida e a poténcia
de entrada.
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Figura 5.46 Razdo entre poténcia transmitida e poténcia de entrada — configuragéo II- com viga 19,05 mm

Nas Figuras 5.42 e 5.46, as freqiiéncias onde a maior parte da energia é transmitida
sdo aquelas em que o valor da razdo se aproxima da unidade, ou seja, nessas freqii€ncias a
maior parte da poténcia de entrada ¢ quase que toda transferida da placa I para a placa II.

As Figuras 5.41 e 5.45 mostram que, no acoplamento entre placas e viga, a energia
transmitida de uma placa para outra depende fortemente da viga de reforgo que estd acoplada
na unifio entre as placas. Comprova-se, em relagéo a viga, que quanto mais robusta menor a
quantidade de energia transferida entre as placas. Em ambientes ruidosos tais como
plataforma offshore, onde maquinas possantes transferem grandes quantidades de energia nas
placas onde estdo instaladas, esse detalhe pode ser usado para controle de ruido de uma
determinada maquina, diminuindo sua influéncia no ruido irradiado por todo o sistema da

plataforma.

5.11 Resultados de Fatores de Acoplamento

Como ja foi mencionado anteriormente, o fator de acoplamento ¢ um elemento
fundamental para a aplicagdo de SEA e, um dos propdsitos deste trabalho, era a sua obtengao
através do método proposto. Para os célculos dos fatores de acoplamento, utilizou-se a
Equagéo 2.47, pelo Método da Mobilidade.

A Figura 5.47 mostra os fatores de acoplamento da placa I para a placa II, para a
configuragdo I estudada, acrescida do fator de acoplamento obtido antes da inclusdo das

vigas.
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Figura 5.47 Fator de acoplamento — configuragdo I — sem viga, viga 50 mm e viga 19,05 mm.

Pode-se notar que, em relagdo ao acoplamento com a viga quadrada de 50 mm, seus
valores sdo notadamente menores que os obtidos em relagéio a outra viga de 19,05 mm. Essa
diferenga de valores fortalece ainda mais as conclusdes sobre a influéncia da viga num
acoplamento entre placas.

A Figura 5.48, abaixo, esta relacionada a placa da configuragéo II deste capitulo.
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Figura 5.48 Fator de acoplamento — configuragdo IT — sem viga e com viga 19,05 mm
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Também, aqui, a influéncia da viga, alterando o comportamento da transmissdo de
energia entre os subsistemas acoplados, ¢ demonstrada através da diferenga de valores entre os
fatores de acoplamento. A viga quadrada de 19,05 mm proporciona uma grande redugéo da
energia transferida da placa I para a placa II, como demostrada pela diferenga entre os fatores
de acoplamento presentes na Figura 5.48.

Estes resultados mostraram novamente a boa concordancia com os obtidos numérica e
experimentalmente, indicando sua viabilidade de implementagdo em estudos de placas tendo
vigas acopladas nas quatro bordas, simulando segmentos de placas reforgadas conforme

tipicamente usadas em plataformas “offshore”.

5.12) Esforgos e Deslocamentos ao Longo da Linha de Unido

Novamente, todos os esfor¢os ao longo da linha de unifio, usando-se uma discretizagio
de 25 intervalos ao longo do acoplamento foram calculados. As figuras a seguir mostram
alguns desses resultados. Deve-se frisar que os resultados foram obtidos nas freqiiéncias de

ressondncia do sistema e comparados com resultados obtidos por elementos finitos.

5.12.1) Resultados dos Esforgos de Flexiio

A Figura 5.49 apresenta os graficos dos momentos fletores que atuam na unido entre
as placas, os momentos torcores ao longo da viga e as forgas cortantes ao longo da viga e

também nas placas I e II, obtidas de forma idéntica aos apresentados no Capitulo I'V.



143

0.006 —

0.001

g R TR g
P = P
St oIJ 1 oot oIJ
Eixo X fundio) Bins X endio)
(a) freqiiéncia = 3,44 Hz (b) freqiiéncia = 6,28 Hz
0.004 = T T
i
3\
1
A
? st - \\ B
5003 i 2 e W5 1
Eivw X i) (d) freqiéneia = 11,15 Hz
{ o) frequéneia = 8,70 Hz
K ; 0002 (— :
\
g 2507

A
? s \‘\ \7_/

~0.0015

-0001 L=

Fixo ¥ Gmilo)

(e) frequéncia = 17,75 Hz

0 [X] 1

Eim X fondio)
(f<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>