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Resumo

Neste trabalho consideramos o problema de estabilidade quadritica pa-
ra sistemas incertos com restricbes algébricas no estado. No caso discreto
e continuo estabelecemos condigGes suficientes para sistemas incertos na for-
ma algébrico-diferencial desacoplada, onde as incertezas sao do tipo politopo.
A metodologia utilizada consiste em descrever as condi¢ées do problema co-
mo Desigualdades Matriciais Lineares(LMIs), sem a eliminacdo das varidveis
algébricas do sistema. Enfocamos o problema de andlise e de sintese por rea-
limentacdo de estados e de saida. Apresentamos uma extensdo do resultado
de andlise para sistemas com incertezas do tipo LFT. O caso de perfomance
com as normas H; e H,, também sao considerados. Uma aplicacdo a um Sis-
tema de Poténcia é apresentada para ilustrar o desempenho da metodologia
desenvolvida.



Abstract

In this work, the quadratic stability problem for uncertain systems with
state algebraic constraints is considered. The discrete and continuous time
cases are considered and sufficient conditions are derived based on the uncou-
pled differential-algebraic representation. The uncertainties are considered to
lie in a polytope. The approach consists of recasfing the control problems as
Linear Matrix Inequalities (LMIs), without eliminating the system’s algebraic
variables. We focus on the analysis and synthesis problems. We also present
relations with the stability of systems having LFT uncertainties. The perfor-
mance cases for the H; e H,, norms are also considered. An application to the
stabilization of eletric power systems is presented to illustrate the performance
of the developed methodology.
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Introducao

Diversos sistemas fisicos podem ser modelados matematicamente por um conjunto de
equagoes algébricas e diferenciais, entre eles: sistemas robéticos [KM94] [MW8S], sistemas
de poténcia [HM90] [SSTCY8], processos quimicos [KD95], sistemas econémicos [Leo53],
circuitos elétricos [New81] e sistemas de perturbages singulares [GDB98]. A existéncia
das restri¢des do tipo algébrica sdo provenientes das interconexdes de dois ou mais subsis-
temas dindmicos. Na literatura, estes sistemas sdo conhecidos como sistemas descritores,

sistemas singulares ou sistemas com restri¢des algébricas.

O interesse nesta 4rea desenvolveu-se muito nas ltimas décadas com a publicacdo de
importantes trabalhos, tais como [VLK81], [Cob84b] [Cob84a] [Lew86] [TMK94]. Muitos
destes sdo dedicados ao estudo dos problemas decorrentes da estrutura particular deste
tipo de sistema, como a presenca de modos impulsivos, descontinuidade da solucdo e
regularidade no sistema. O problema de controle, comumente tratado na literatura, busca
tornar o sistema em malha fechada livre de impulsdes, regular e estdvel.

A solucao usual dada a este problema consiste em separd-lo em dois subsistemas, um de
dindmica lenta, obtido através da eliminagdo das vari4veis algébricas, e outro de dinamica
rdpida, associado aos autovalores infinitos do sistema. O processo é feito em duas etapas:
primeiro busca-se tornar o sistema regular e livre de impulsdes através da eliminagio
dos modos infinitos e, em seguida, considera-se apenas o subsistema de dindmica lenta,
estabilizando-o, como ¢ feito em [GDB98] [KKJ86).

Nesta dissertacdo damos enfoque ao processo de estabilizacio de sistemas com res-
tricoes algébricas, na forma algébrico-diferencial desacoplada. Freqiientemente, estes
sisternas ndo aparecem na forma de um conjunto desacoplado de equacoes algébricas-
diferenciais. No entanto, este desacoplamento pode facilmente ser obtido através de trocas
de coordenadas como feito em [Dai89]; ou, parcialmente, por transformagdes ortogonais,



como propds Varga em [Var95].

A andlise da estabilidade de sistemas com restrigdes algébricas na forma algébrico-
diferencial tem um importante papel no estudo da teoria de sistemas singulares e suas
aplicagoes. Normalmente, esta analise € feita através da eliminagdo da varidvel algébrica,
transformando o sistema algébrico-diferencial em um outro diferencial de menor dimensio
[Cob84b] [Var95] [Men98]. Com o sistema na forma diferencial é possivel aplicar técnicas
j& conhecidas de estabilizagdo, tais como alocagio de pélos, auto-estrutura e fungdes de
Lyapunov. |

Apesar de simples, essa abordagem pode implicar em diversos problemas. Um deles
¢ a dificuldade em considerarmos incertezas no modelo, jé que a eliminagdo da varidvel
algébrica envolve a inversdo de matrizes com elementos incertos. Qutro problema é a
perda da esparsidade das matrizes que, em alguns casos, quando a dimensao do problema
é grande, pode acarretar dificuldades computacionais consideraveis.

O que propomos é uma forma alternativa de estudar a estabilidade de sistemas com
restricoes algébricas explorando as propriedades estruturais das equagdes do sistema origi-
nal, sem a eliminagdo da varidvel algébrica de maneira semelhante a que propds [TMK95].
Desta forma facilita-se o estudo de sistemas com parametros incertos. Consideramos,
entdo, o problema de Estabilidade Quadritica para sistemas com incertezas descritas na
forma politépica no tempo continuo e discreto. A abordagem que serd dada ao proble-
ma consiste em descrever as condigoes para sua resolugio, como desigualdades matriciais
lineares (LMIs), para as quais se conhece métodos de resolugdo numéricos eficientes.

Estudamos o problema de andlise e de sintese, via realimentacao de estados e reali-
mentacio de saida. E importante salientar a extensio dos resultados de anslise para o
caso de sistemas na forma Linear Fractional Transformations (LFT).

No caso de sintese por realimentacio de saida, além do problema estdtico, tratamos
também do problema de controladores dindmicos através da incorporagdo da dinamica do
controlador ao sistema.

Nao somente o problema de estabilidade serd exposto, mas também o problema de Per-
formance para sistemas com restrigoes algébricas. Como indice de performance usaremos
a norma H, e a Norma H,.

Os capitulos tém a seguinte estrutura geral: primeiramente, faz-se uma abordagem do
problema e revisdo de alguns conceitos bésicos. Em seguida, enunciamos os resultados



obtidos na forma de teoremas. Uma extensio para o caso discreto é feita em todos os
capitulos e exemplos sdo apresentados para ilustrar o desempenho do método.

No capitulo 1, formulamos o problema, com uma revisio dos conceitos de estabilida-
de e estabilizabilidade quadrética para sistemas com restricdes algébricas, além de um
apanhado das propriedades de LMI. No capitulo 2, o caso de andlise e sintese via Rea-
limentagdo de estados sdo considerados. Uma extensdo do resultado de anglise é feita
para sistemas LET. O caso de Realimentacdo de saida ¢ considerado no capitulo 3. O
problema de performance H, e H, serd visto no capitulo 4. Finalmente, no capitulo 5
fazemos as consideragdes gerais sobre os resultados obtidos. No apéndice A fornecemos
os dados numéricos do exemplos de SEE utilizados ao longo da dissertagao.



Capitulo 1

Descrigcao do Problema e Definicoes

1.1 Introducao

Sistemas com restricdes algébricas sio representados, matematicamente, por um con-
junto de equagdes algébricas e diferenciais®, dado por

Ei = Jz+ Bu
y = Cz

(1.1)

onde z € R", u € R™ e y € RP representam respectivamente os vetores de estado, de
controle e de saidas do sistema; E € R*"™*" J ¢ R™" C € RP*™ Para caracterizar a
singularidade do sistema, consideramos posto(E) < n.

Comportamentos indesejéveis podem ocorrer neste tipo de sistema, decorrentes de
sua estrutura particular, como a presenga de modos impulsivos [VLK81] e nao-unicidade
da solugdo. Para garantir que a solu¢do do sistema seja Unica, o par (E, A) tem que
ser regular. Para que isto ocorra e o sistema seja livre de impulsbes temos as seguintes
defini¢des dadas em [VLKS81].

e O par (E, A) é dito regular se existe algum ntmero complexo s tal que: det(sE —
A) #0.

e O par (E, A) regular é livre de impulsio se posto(E) for igual ao grau do det(sE—A).

Uma condigéo algébrica, generalizando a equagio de Lyapunov, foi proposta por Taka-
ba et al [TMK95] para garantir que o par (E, A) regular seja estdvel e livre de impulsoes.
Uma condigéo decorrente desta, na forma de LMIs, foi proposta por [MKOS97), sem a

1A diferenca ou recursiva, no caso discreto.
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necessidade de considerarmos o par (E, A) regular. Este resultado, descrito na forma de
LMI, é apresentado a seguir:

Lema 1.1 /[MKOS97] O par (E,A) € regular, livre de zmpulsoes e estdvel se e somente se
eziste X € R™*" tal que:

EX=XE>0

‘ 1.2
AX+X'A<0 (12)

Através deste resultado é possivel se obter condigOes equivalentes is condicoes pro-
postas neste trabalho, partindo diretamente de sistemas descritores em vez de sistemas
restrigdes algébricas, onde a parte algébrica é vista como uma restrigao do problema. Pars,
mais detalhes veja a segdo 2.2.1.

No decorrer desta dissertacdo, consideramos que o sistema é regular e livre de im-
pulsdes. O problema principal serd o de garantir estabilidade quadratica e performance
para sistemas com restrigGes algébricas no estado, j& na forma algébrico-diferencial de-
sacoplada. Na se¢do 1.2, fornecemos uma solu¢do para o caso em que o sistema nio é
regular e tem modos impulsivos.

Neste capitulo, descrevemos as ferramentas mateméticas utilizadas ao longo deste
trabalho. Na secdo 1.2 fazemos a descrigao e algumas consideragbes sobre sistemas do
tipo algébrico-diferencial desacoplado. Uma breve revisio do conceitos de estabilidade e
estabilizabilidade quadrética para sistemas na forma algébrico-diferencial é colocada na
secao 1.3. Na ultima secdo, descrevemos algumas propriedades e resultados relacionados
a LMIs. '

1.2 Modelagem do Problema

Consideramos o sistema (1.1) j4 na forma algébrico-diferencial desacoplado 2, cuja
representacdo matemadtica é dada por:

z = Jiz + Joz + Bju
0= J3£L‘ =+ J4Z -+ Bzu (13)
y=Ciz+Coz

2No restante da dissertagédo trataremos apenas como sistema algébrico-diferencial sem mencionar que
€ desacoplado.
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ondez€ R",2€ R, ue R"ey€c R? sdo, respectivamente, os vetores das varigveis de
estado, algébricas, de entrada e de safda. Admitimos que o sistema (1.3) é incerto e

[A.kBl 14

J3 Jy Bz

€Co[W,)7_, ¥, = [ Jii Ja By J

Jsi Jui By

onde Co [¥;]{_; é um politopo convexo de vértices ¥; conhecidos.

Assumiremos Jy inversivel, a fim de evitarmos o comportamento impulsivo e garan-
tirmos a regularidade do sistema. Quando J,; néo for inversivel, podemos encontrar uma
realimentagdo de estados u = K2 que torna J; + B, K, inversivel sempre que o posto de
(Js, B2) = I, onde [ é a dimensdo da varidvel algébrica. Esse procedimento ¢ freqiiente-
mente utilizado em diversos artigos, como [Var95), [BJ97].

A abordagem usual dada ao problema de estabilizacdo consiste em se eliminar as
restricbes algébricas através da eliminagio da varidvel z (no sistema (1.3)), resultando
em:

= Az + Byu

o (1.5)

onde

A= T, — LJ s,
Bb = B1 - JgJZlBg
C= Cl - CQJ4_1J3

Apesar da sua simplicidade, essa abordagem possui sérios inconvenientes, como no
caso de algumas varidveis eliminadas serem de interesse para fins de controle ou quando
essas estdo associadas a pardmetros incertos (elementos de J2, Js, Jy). Essas incertezas
podem se espalhar por quase todos os elementos do sistema de ordem reduzida (1.5),
complicando o problema de anélise e projeto de controladores.

O que propomos nesta dissertacdo é uma alternativa para tratar sistemas algébrico-
diferencias sem a necessidade da eliminacéo da varidvel algébrica. Os resultados obtidos
exploram a estrutura original do sistema (1.3) e sdo descritos como desigualdades matri-
ciais lineares (LMIs), permitindo, assim, tratar sistemas incertos de maneira, conveniente.
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1.3 Nocoes de Estabilidade Quadratica para Slstemas

Algébrico-Diferenciais

O problema que estamos tratando é o de estabilidade quadritica, via fun¢io de Lya-
punov, para o sistema do tipo (1.3)-(1.4). As nocdes de Estabilidade e Estabilizabilidade
Quadrética para sistemas do tipo algébrico-diferencial, dadas abaixo, sio uma extensio
das definigGes j4 existentes para sistemas diferenciais [Tro98).

Definigdo 1.1 (Estabilidade Quadratica) Seja Col¥;]L., um politopo convero de
vértices V; dados. Considere o sistema:

r = Jiz + J,
’ 1T % (1.6)
0= J3$ + J4Z
e suponha gque
Ji J. Ju Ja
i e Co[myL,, U= | CH 2 (1.7)
Js Jy Jai Jy

Entdo, o sistema (1.6), (1.7) é quadraticamente estdvel se eziste uma Sungdo v(z) =

2'Pz > 0, Vr tal que sua derivada temporal para as trajetérias do sistema (1.6), (1.7)
satisfacga:
JiP+PJ, PJ,

4 !
T x
)(z) = <0
i) [zJ LP 0 zJ

4 (1.8)

v[j; jjJeCo[\Il],_l,‘v’[:}:[Jg, J"][:J=O

OO

Definicao 1.2 (Estabilizabilidade Quadrética) Seja Co[¥;)2., um politopo converzo
de vértices V; dados. Considere o sistema:

T =Jiz + Joz + Byu
{ 1 2 1 (1.9)

0= J3$+ J4Z+ Bz’u

e suponha que

Ji . B Jii Ja By
C 2 T eColm),, @ b (1.10)
J3 Ji By Jsi Jyu By
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Entdo , o sistema (1.9), (1.10) € quadraticamente estabilizdvel pela lei de controle do
tipo u = K1z + Ksz se existem matrizes K, K, e uma funcdo v(z) = 2'Pz > 0, Vz tal
que sua derivada temporal para as trajetdrias do sistema (1.9), (1.10) em malha fechada

satisfaca:
T
z

:[J3+B2K1 J4+BQK2] [;‘} =0

(1.11)

- J.P + K}B!P 0

( @ [z]'[J{P+PJ1+PB1K1+K{BiP PJ,+ PB\K,
vz
p4

J3 Js By

v[‘]l % BI} € Co[Wj]L,, v[’”
Z
\

OO

Para o caso de realimentagdo de saida, basta considerarmos u = K ycomy=Cze
as defini¢bes de Estabilidade e Estabilizabilidade Quadratica para sistemas discretos sers
omitida, j4 que podem facilmente serem deduzidas do caso continuo.

1.4 Propriedadesv de LMI

Como j4 comentamos, usaremos técnicas de LMIs para solucionar o Problema de
Estabilizacdo de sistemas do tipo algébrico-diferencial. A vantagem em se usar esta técnica
deve-se principalmente ao fato de que o conjunto solugio é sempre convexo [BGFBY4].
Outro ponto relevante é a existéncia de algoritmos e pacotes computacionais eficientes
para o cdlculo de LMIs, como o Matlab e o Scilab.

Normalmente os problemas de controle nio aparecem na forma explicita de uma LMI,
mas através de manipulagdes algébricas, uma formulagio LMI pode ser obtida. A seguir
enunciaremos algumas propriedades e resultados de LMIs que serdo titeis no decorrer deste
trabalho.

1.4.1 Complemento de Schur

Um conjunto de desigualdades ndo-lineares pode ser posto na forma de uma LMI,
através do Complemento de Schur, enunciado abaixo. Enunciaremos aqui somente o caso
de desigualdades estritas, o caso ndo-estrito pode ser visto em [BGFB94].
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Lema 1.2 Sejam Q, R, S matrizes de dimensées compativeis, com Q, R simétricas.
Entdo as seguintes condicdes sdo equivalentes:

[g ZJ>O<==>R>0, Q-SR'S'>0 (1.12)

1.4.2 S-Procedure

Enunciamos aqui apenas a versio de S-Procedure para sistemas com desigualdades
estritas, no caso de desigualdades nao-estritas ver [BGFBY4, se¢do 2.6.3].

Lema 1.3 Sejam Ty,....,T, € R™" matrizes simétricas, consideremos a seguinte con-
dicio em Ty, ...., Tp:

PTToy >0 Vo #0 tal que yTTip >0, i= 1,..,p. (1.13)
Entao (1.18) é verificada se ezistem escalares 7; > 0 tais que

r
To-Y ;>0 (1.14)

=1
Além disso (1.14) e (1.18) sdo equivalentes quando P = 1. Quando T; sGo funcies
afim de um conjunto de pardmetros a condig¢do (1.14) ainda implica (1.13).

1.4.3 L-C, Scaling

Esse lema é uma particularidade do Lema de Finsler [BGFB94).

Lema 1.4 Dada a matriz simétrica U e a matriz C. de dimensées compativeis e seja X
uma matriz tal qgue C,X = 0. Entdo teremos que

X'UX <0 (1.15)

se e somente se 3 L tal que
V+LC,+C.L'<0 (1.16)

Se C, ou ¥ dependerem de um conjunto de parametros incertos, entdo, para que as
condicOes acima ainda continuem necessirias e suficientes, teremos que a matriz L também
deve ser dependente destes parametros [LD95).
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1.4.4 D-G Scaling

Lema 1.5 [FAG96] Seja w; € R* e z; € R*. Entdo existe um escalar § tal que w; = 02;
e |6;| <1 se e somente se

{ wiSiw; < 2iSiz;, S;>0 (1.17)

'w:T,z, =0 sz = _]},7 fZ},Si € R

A prova deste lema pode ser encontrada em [FAGY6].

1.5 Comentarios

Neste capitulo fornecemos a formulagio matemitica para sistemas algébrico-
diferenciais que iremos utilizar durante este trabalho. Definimos as nogoes de estabilidade
e estabilizabilidade quadritica para sistemas algébrico-diferencias e enunciamos algumas
propriedades de LMIs tteis para obtermos uma formulacdo convexa para a resolugio dos
problemas a serem considerados.



Capitulo 2

Analise e Realimentacao de Estados

2.1 Introducao

Neste capitulo, consideramos o problema de anslise e sintese por realimentagido de
estados. Procuramos aqui explorar a estrutura algébrico-diferencial do sistema (1.3),
através da formulacdo LMI, tanto no caso continuo como no caso discreto. Na, secao 2.4,

apresentamos uma relagéo entre os resultados de anélise e sistemas com incertezas do tipo
LFT.

2.2 Sistemas Continuos

2.2.1 Anaélise

O problema de Anélise para sistemas do tipo algébrico-diferencial consiste em encon-
trar uma fung¢do de Lyapunov para o sistema, garantindo assim a estabilidade quadrética.
Em um primeiro momento, consideramos apenas o sistema nominal,

Teorema 2.1 O sistema

L = J, J:
{ x 1T + Joz (21)

0= J3$+ J4Z

¢ quadraticamente estdvel se eristem matrizes P > 0 e L tais que a seguinte LMI seja
satisfeita:

[ JiP+PJ, PJ,

P . }+L[J3 J4]+[J3 J4]'L'<o (2.2)

Em caso afirmativo, v(z) = z' Pz € uma funcdo de Lyapunov para o sistema.
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Prova Sai diretamente da aplicacdo do lema 1.4 e da definicdo 1.1.0u seja, de (2.2),
aplicando o lema 1.4 temos que

| [ np+PJ PJ,
BP0

z]<m,w@@:[k A][Z]=0

e o resultado segue pela defini¢do 1.1.

OO
Este resultado € equivalente ao resultado dado pelas condi¢bes do lema 1.1 quando
I
consideramos E = 0 ol O interessante aqui é que se obteve condicbes necessérias e

suficientes semelhantes, com uma abordagem inicial diferente. Ou seja, uma ligacdo entre
as condicoes dadas pelo lema 1.4e o lema 1.1.

A seguir, tratamos do problema de estabilidade para sistemas incertos. Aqui os resul-
tados apresentados estabelecemn apenas condigGes suficientes.

Teorema 2.2 Seja Co[¥;]7., um politopo convezo de vértices ¥; dados. Considere o
sistema incerto

L= J J:
x 1Z + Jaz (2.3)
0=Jsz+ Jy2
e suponha que
J . .
LR o, w = | T T (2.4)
Jz Jy Jai Jg

Entdo o sistema (2.3), (2.4) € quadraticamente estdvel se ezistem matrizes P >0 e L
tais que a sequinte LMI seja satisfeita:

' P4 PJy; PJo; ,
17 1z 2 . . . , .
[ 1P 0 } + L [ Jsi Ju ] + [ Jsi Ju } L'<0, Vi=1,..q (2.5)
Em caso afirmativo, v(z) = z' Pz é uma funcdo de Lyapunov para o sistema (2.3), (2.4).

Prova: Suponha (2.5) satisfeita, entdo, por convexidade, temos com (2.4)

JIP+PJ, PJ,
JLP 0

+L[ g A}+[A.ATU<O
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1
2 o g T T
pos multiplicando-a  por ] e , teremos
z z

2 0

[x] [J’P+PJ1 PJ,
va o teorema pela defini¢cdo 1.1.

<0V (x 2) [J3 J4][:} = 0, o que pro-

OO

A nogdo de sistema dual, dada abaixo, pode ser interessante no caso de sintese, onde
problemas de estabilizacao do sistema primal podem ser mais facilmente resolvidos com
a utilizag@o do sistema dual.

Considere o sistema incerto:

{ Tqg= J{xd + Jézd (2 6)

0 = Jyza + Jy2q

onde zg € R", zg € R' sdo, respectivamente, os vetores de varidveis de estado e das
varidveis algébricas.

Denominaremos o sistema (2.6) de Sistema Dual(D) e o sistema (2.7) de Sistema
Primal(P). Note que o sistema (2.6) é obtido a partir do transposto do sistema original,
ou seja:

PiA=J - JJils & [Jl szl (—-){ z=Jz+ Joz

J3 Jy 0= Jsz 4+ Jyz

D:A=J - BT o [ A ] © { “a = Jia + Juz
_ Jy Jy 0= Jyzq+ Jj24
E importante ressaltar que se v(z) = z’Pz ¢ uma funcdo de Lyapunov para o sistema
primal, entdo vq = z, P 'z4 é uma funcio de Lyapunov para o sistema dual e vice-
versa. Para verificar esse fato, note que para o primal a condicdo de estabilidade é
AP >0: AP+ PA <0eparaodunal 3W > 0: AW + WA’ < 0. Logo, se as condicdes
do Primal estdo satisfeitas, as do dual também o sdo com W = P11,

Corolario 2.1 Seja Co[;)]_, um politopo convezo de vértices V; dados. Considere o

sistema incerto
{ = J123 + J2Z

2.7
0= Jsz + Jyz ( )

e suponha que
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[L % (2.8)

€Co[WiL,, ¥;= o
J3 Js

J3i Jai

Entdo o sistema (2.7), (2.8) é quadraticamente estdvel se existem matrizes W > 0 e
L tais que:

WJ; + JuW WJ, . S .
[ JuW 0 +L [ 2% Jai ] + [ 2 J4 ] L'<0, Vi=1,..,q (2.9)
Em caso afirmativo, v(z) = z'W ™z € uma funcdo de Lyapunov para o sistema (2.7),

(2.8).

Prova: Se (2.9) estiver satisfeita, entdo por convexidade juntamente com (2.8) temos

WJ+ W WU, . S,
[ . . RIERARIERAREY: (2.10)

!
- z T
Pés e pré multiplicando-a por [ d ] e [ d J teremos que
2d Zd

[md}’[WJI’-\LJlW JQW} [:cd

Zq
< 0V(zg,2q): [JE J; =0
2d . WJ3 0 Zd } (xd Zd) [ 2 4] l: :l

Zd

Pela defini¢do 1.1, provamos que v(z4) = z,Wz, é fungio de Lyapunov para o Sistema
Dual, entéo v(z) = z'W~!'z ¢ funcdo de Lyapunov para o Sistema Primal, concluindo a
prova do teorema.

OO

2.2.2 Realimentacao de Estados

O processo de estabilizacdo de sistemas na forma algébrico-diferencial, via realimen-
tacao de estados, em alguns casos, busca estabilizar, através de técnicas j4 conhecidas de
controle, o sistema diferencial resultante da eliminacao das varidveis algébricas.

Os teoremas a seguir dao condigdes suficientes para que o sistema seja estabilizavel
sem a eliminagdo de nenhuma varidvel, o que permite a inclusdo de incertezas em todas
as matrizes J;. '
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Teorema 2.3 Seja Co[¥;)]_; um politopo convezo de vértices U; dados. Considere o
sistema incerto

L= J, J: B
L=t hr S (2.11)
0= Jsz+ Juz
e suponha que
Ji J, B Jii Ja By
1 J2 Ll e co [‘Pi],?:l, U, = 1 2 1 (2.12)
Js Jy O Jyi Jy 0

Entdo o sistema (2.11), (2.12) é quadraticamente estabilizdvel, pela lei de controle
u = Kz + Ksz, se eristem matrizes W > 0, R> 0, N, M, Fy, F; tais que as seguintes
LMIs sejam factiveis:

WJ, + JuW + ByFy + F!B!; JyuR+ ByF.
[ 11+ 1 1 1 11 2 1 2 +N[J3z J4z]+[J3, J4z]’ N, <0

RJ} + F3Bj; 0

M(J3; Jg) = [JssW J4iR) Vi=1,..,q
(2.13)
Em caso afirmativo, v(z) = 2'W'z é uma funcdo de Lyapunov para o sistema em malha
fechada e K; = FiW ™}, Ky, = F,R™! sdo os ganhos estabilizantes.

Prova: Suponha que (2.13) esteja satisfeita e defina L = NM~!, K, = F{W-1 e
Ky = F,R™. Como M[J3; Jy] = [Js;W JyR), temos que: '

[ WJl;, + JuW + B, K\ W + WK|B! JxR+ B;K,R

4+ LiJuW JuR
RJ,, + RK}B! 0 ] siW JaiRl+

(2.14)

+[J3iW J4iR],LI <0
Por convexidade e com (2.12), temos:

WJ + W + BK\W + WK!B' J,R+ BK,R
[ T+ 1 10 2 *7 | + LW J,R) + [JsW J,RI'L' <0

RJ,+ RK}B' 0

(2.15)

]
- z z
Pré e P6s multiplicando-a por [ 0 ] e { 0 ], obtemos
20 20
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2 RJ, - RK,B' 0

2

[ Zo ] [ WJ + W — BK,;W ~ WK!B' J,R— BK.R

x°}<0

sempre que [JsW JyR] Tol_oo
20

Com W =P!>0,R>0,zy= Pz ez = R !z concluimos a prova do teorema
pela definicdo 1.2.

OO

Corolério 2.2 Seja Co[¥;]L, um politopo convezo de vértices U; dados. Considere o
sistema incerto

= Jiz+ Joz+ B
TE T e A (2.16)
0= Jaz+ Jsz + Bou
e suponha que
J, Jo B Ji; Jo; By;
S €Co[w,, = | T (2.17)
J3 J4 B2 J3i J4i Bzi

Entéo o sistema (2.16), (2.17) € quadraticamente estabilizdvel por uma lei de controle
do tipou = K1z seAW > 0, L, F, tais que as sequintes LMIs sejam factiveisVi =1, ...,q:

WJ!, + JuW + By,F + F'B,, WJ, + F'B),

J3iW + Bo, F +L[J£i ii]“‘[tféi J",,-]IL'<O

(2.18)
Em caso afirmativo, Ky = FW ™! é 0 ganho estabilizante e v(z) ='Wz € uma funcdo
de Lyapunov para o sistema realimentado.

Prova: A prova € semelhante ao coroldrio 2.1, necessitando-se apenas substituir J;
por J; + B1 K, e J; por Js + B2 K; na LMI (2.9).

OO

Quando o sistema nao apresenta parametros incertos, ou seja ¢ = 1, as condi¢bes do
Teorema 2.2 e dos Corolarios 2.1, 2.2 s@o necessarias e suficientes. A prova da necessidade
é obtida através da aplicacdo do Lema 1.4.

As condigoes do Teorema 2.3 sio apenas suficientes, mesmo quando o sistema nio
apresenta incertezas. No entanto, se aplicarmos uma transformacdo de similaridade em z
e z, tais que Zo = 7, 'z e 29 = 7, 'z, as condi¢ies do Teorema 2.3 mudam para
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(| WJ!, + J,W + BF, + F!B' JyR+ BF,
u+JulW + }‘*‘ 1 2R+ BFy + N [T JuTy)+
RJ}, + F,B '
{  +[JsTe JuT:) N' <0 (2.19)

\ M[J5Ty JT) = [JsW JuR| | Vi=1,..q.

onde T; = 7,7, e T, = 7,7,. Com isso, podemos encontrar valores de T} e T, que tornem

o problema factivel. Contudo, esse ndo é um trabalho trivial, j4 que as condigdes acima.

ndo sao convexas em 1 e T,. Uma alternativa para tal é tentar encontrar T, e T, através

de teste de Dectabilidade e Estabilizabilidade, como propos [CT99].

2.2.3 Exemplos

Nos exemplos a seguir, utilizamos o software matematico Scilab{desenvolvido pelo

INRIA, Francga).

Exemplo 2.1 Primeiramente iremos considerar o caso de andlise, com o sistema descrito

na forma (2.3), onde :
J__(—IO —5) J_(z 0)
S VR AR N A
6 8 8 5
Js = , Jg=
’ (6 6) ’ (6 6)

Note que o sistema ¢ estdvel, dado que os autovalores de (J; — JoJ; ' J3) sdo:

—2.4262859
—26.240381

Aplicando o Teorema 2.1, comprovamaos a estabilidade do sistema, obtendo:

0.0305042  0.0679597
| —0.1800858 —0.1866456 _( 19.668744 —1.5244659)
—0.5530199 —0.0151116 |’ ~  \ —1.5244659 4.4820319

0.0839101 —0.5377337



2. Anilise e Realimentacido de Estados 18

Considerando o mesmo sistema, mas agora, com elementos incertos nas matrizes J; e
Js da seguinte forma:

J3=(2 6(1i51)>’ J4=(2 6(1-?—62))

Aplicando o teorema 2.2, conseguimos provar que o sistema acima continua quadrati-
camente estdvel para uma variacdo de 70% em 6; e de 80% em ds.

Exemplo 2.2 Podemos também aplicar o coroldrio 2.1 no mesmo ezemplo, aqui apenas

para o caso nominal, obtendo:

0.0375533 —0.0481731
_ | —0.1082332 -0.0382336 _ < 19.668744 —1.5244659)
—0.3055450  0.0116717 |’ =~ \ —1.5244659 4.4820319

0.0201787 —0.3107010

Aqui percebe-se que nao hé, no caso de andlise, uma diferenga entre aplicar o teorema
de andlise com abordagem dual ou primal, mas isso fica mais evidente para o caso de
sintese via realimentagdo de estados onde a abordagem dual é bem menos restritiva.

Exemplo 2.3 Considerando agora o sistema na forma (1.3) com

1 0 0 0 7 2 8
Jy= 6 2 31|,,=19 51 0
-3 7 5 6 5 2 3
2 11 8 33 2 0
21 15 15 2 5 6 4
Jy = , Ja=

6 3 6 5 5 4 2
24 0 9 4 4 9 4

0

B=] 100
0

que tem o seguinte conjunto de autovalores em malha aberta :
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—18.020392
1.612461
35.230153

Utilizando o teorema 2.3 obtemos os seguintes ganhos :

K, = (—13376.846 —77287.489 —42727.209)

K, = (—0.4931469 0.4410784 0.2298262 —0.4865354)

que levam os autovalores em malha fechada para:

—23190078.
—1.6999876 + 6.3699917:
—1.6999876 — 6.36999174

Exemplo 2.4 Agqui utilizamos um ezemplo de sistemas de poténcia cujos dados
numéricos podem ser encontrados na se¢io A.1 do Apéndice A.

Aplicando o coroldrio 2.2, obtemos

K, = (—8503.5176 —2798.8724 —3292.6663 —0.1280335)

que leva ao seguinte conjunto de autovalores em malha fechada:

~67.715007 + 997.07621¢
—67.715007 — 997.076217
—9.55111

—3.3599221

Os ganhos aqui obtidos sdo elevados, mas deve-se levar em conta que nenhum critério
de performance foi utilizado. No capitulo 4, utilizando critérios de performance, obtemos
para este mesmo exemplo ganhos mais razodaveis.

2.3 Sistemas Discretos

No caso discreto, os sistemas com restrigoes algébricas sao descritos por um conjunto
de equacdes algébricas e recursivas (a diferenca). Os resultados a seguir sdo uma extensio
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dos resultados obtidos para o caso continuo.

2.3.1 Analise

Os teoremas a seguir fornecem condigGes suficientes para provar a estabilidade de
sistemas discretos com restrigoes algébricas.

Teorema 2.4 Seja Co[¥;]7_, um politopo convezo de vértices U; dados. Considere o
sistema incerto

z = Jizp + J;
k+1 1Tk T J22 (2.20)
0 = Jyzp + Juzi
e suponha que
Ji J Ju  Ja
PPl eColBlL,, U= | T 2 (2.21)
Js Js | Ja Ju

Entdo, o sistema (2.20), (2.21) é quadraticamente estdvel se ezistem matrizes P > 0
e L, tais que a sequinte LMI esteja satisfeita:

_[Ig} [1 O]+L[J3i J4i]+[‘73" J‘“],L' Ji:i} <0,¥i=1,..,q

P[ Jii J2i] -P

(2.22)
Em caso afirmativo, v(zx) = z Py € fungdo de Lyapunov para o sistema (2.20),
(2.21).

Prova Suponha que (2.22) satisfeita; pela propriedade da convexidade e por (2.21),
teremos:

_[ﬂ[f o)+ 5 a]+[ 5 J4]'L' jii o
P[J1 Jz] _P

Aplicando o Complemento de Schur na LMI acima, obtemos:

P 0

[ 7 J,,]'P[J1 |- AR AR J4]'L'<o
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Pré e Pés multiplicando esta equagdo por [ Tk } , obtemos
2k
I 4 P 0 z T
Iy 1 k k Iy
PlJ J |- <0,V /A / =0
RIFEERIR M MR AER N
(2.23)
que é a versao discreta da definigdo 1.1.
OO

A abordagem Dual também pode ser utilizada, como no caso continuo, para garantir
a estabilidade do sistema Primal.

Coroldrio 2.3 Seja Co[¥;]{_; um politopo convezo de vértices ¥; dados. Entdo o sistema
(2.20), (2.21) é quadraticamente estdvel se ezistem matrizes W > 0 e L tais que a seguinte
LMI esteja satisfeita:

_[V:MI o] +L] B ]+ % ] T [zg] <0,¥i=1,..,q

w5 ] -w
(2.24)
Em caso afirmativo, v(zi) = W 'z € uma funcdo de Lyapunov do sistema.

Prova De forma anéloga ao caso continuo, podemos verificar a estabilidade do sistema
(2.20), (2.21) (Primal), analisando a estabilidade do seguinte sistema

(2.25)

£k+1 = J{:Ek+J§zk
0 = Jii+Ji5%

onde (2.25) é denominado sistema Dual. Sabemos que, se v(zx) = z,W'z; é uma
funcdo de Lyapunov para o sistema primal, entdo v(Zx) = Z, Wi, serd uma funcdo de
Lyapunov para o sistema (2.25) (e vice-versa). Este fato pode ser verificado pela condicio
de estabilidade do primal 3P > 0: A’PA — P < 0 e o Complemento de Schur.

Suponha (2.24) vélida. Pela propriedade da convexidade, teremos que ela ¢ vélida
para (2.21). Aplicando o Complemento de Schur, obtemos:

[ J;,]'W[J{ Jg]—[v: g}-*—L[Jé 7]+ 5 J;]'L'<o
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!
2 : 2 ~ . zk zk s
Pré e pés multiplicando a equag@o acima por e , concluimos a prova
2k 2k

pela versdo discreta da definigao 1.1.

2.3.2 Realimentacao de Estados

Teorema 2.5 Seja Co[V;)I_, um politopo convezo de vértices V; dados. Considere o

sistema tncerto

= J Jozy + B
Tr+1 1Tk + J2zg U (2.26)
0 = Jszip + Jaz
e suponha que
Ji, Jo B Ju Ja2i B;
P €ColW)L,, ¥;=| " " 2 (2.27)
J3 Jy 0 | Jzi Jg 0

Entdo o sistema (2.26), (2.27) é quadraticamente estabilizdvel pela lei de controle
u = —K,z se existem matrizes W > 0, F, L, tais que a sequinte LMI seja factivel:

SHEEIEIEEA RN bl 1B

| W, - FB; Wiy, | —w
Vi=1,..,4q
| (2.28)
Em caso afirmativo, K; = FW™! € 0 ganho de realimentacdo em malha fechada e
v(zk) = oy Wz, € fungdo de Lyapunov para o sistema (2.26), (2.27).

Prova : A prova é semelhante ao caso de andlise usando a abordagem Dual. Teremos
apenas que substituir J; por J, — BK e definir K; = FW L.

2.3.3 Exemplos

Exemplo 2.5 Considerando o sistema (2.20) onde:

0.2 0 0 0 0.8
5=(07 05) %= (s o 02)
0.7 0.3 06 0 0.2
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0.7 0.1 3 6 2
Jo=108 07|, =110 1
0 02 8 9 3

Note que o sistema é estdvel j4 que os autovalores sdo:

—0.2628571 + 0.4336461:
—0.2628571 — 0.4336461:

A) utilizando o Teorema 2.4:
Obtemos

N (10977.169 5740.0266
~ \5740.0266 8142.209

B) Abordagem DUAL: usando o coroldrio 2.3, teremos:

_ [ 8205735  —413.29314
T\ —413.20314  774.89858

Exemplo 2.6 Utilizamos o exzemplo A.1 do apéndice A, discretizado com um periodo de
amostragem de T, = 0.01.

Em malha aberta o sistema discretizado tem os seguintes autovalores:

0.8348422
0.9408887
1.0105966 + 0.0479511¢
1.0105966 — 0.0479511:

Aplicando o Teorema 2.5, obtemos como ganho K, da realimentacio de estados u=-Kx,

K = (137.45132 70.395621 670.92199 0.2115725)

que leva os autovalores em malha fechada para:



2. Anilise e Realimenta¢do de Estados 7 24

—0.0391355 4 0.1439773
—0.0391355 — 0.14397731¢
0.8797351 + 0.12696741
0.8797351 — 0.1269674:

2.4 Extensao para Sistemas LFT

Os resultados obtidos na segao 2.2.1 sdo aqui extendidos para sistemas LFT ( Linear
Fractional Transformations) [LZD91} [DPZ91] [LZD96]. A estrutura destes sistemas pode
ser vista como um problema de realimentacao, mostrado no diagrama de blocos da figura
2.1

—>{ G(s) i
e

Figura 2.1: Sistema LFT

~onde G (s) = C(sI — A)~*B + D representa a matriz de tranferéncia do sistema.
Consideramos o caso em que A é uma matriz diagonal com elementos incertos, repre-
sentada por
A€ Ay ={A: A= Diag(é:l,), &€ R,|6|<1}. (2.29)

A representacdo por varidveis de estado do sistema na forma LFT é dada por

z = Az + Bw
z2=Cz+ Dw (2.30)
w= Az

onde A, B, C, D sdo matrizes conhecidas e z € R*, w € R* e z € R,

Os teoremas a seguir utilizam-se da idéia do L-Ca ”Scaling”’e D-G "Sca-
ling” apresentados nas se¢les 1.4.3, 1.4.4. O problema tratado é o de andlise, ou seja,
verificar se o sistema é quadraticamente estavel, com A € A,. Para tal, assumimos que
l|D|} < 1, garantindo que o sistema (2.30) seja regular.
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Teorema 2.6 Seja {A;}]., o conjunto de vértices do politopo A,. Entdo o sistema in-

certo
T = Az + Bw
z2=Cz+ Dw (2.31)
w= Az

€ quadraticamente estdvel se 3 L, P, tats que:

A'P+ PA PBA;

ABP 0 +L[C (DA~ ]+[c (a-1] <0

(2.32)
P>0 Vi=1,...,q.
Em caso afirmativo, v(z) = z' Pz € funcdo de Lyapunov para o sistema.

Prova: O sistema (2.31), através da eliminagdo da varidvel w, é equivalente ao seguinte
sistema na forma algébrico-diferencial desacoplado:

; = Az + BA
{x T 222 (2.33)

0=Cz+ (DA-1I)z

Considerando J; = A, Jo = BA, J; = C e Jy = (DA —I), podemos facilmente aplicar
o Teorema 2.2 (L — C, Scaling) no sistema 2.33, o que prova o teorema.

OO

Note que a condigdo ||D|| < 1 é necessdria para garantir a regularidade do sistema,
isto é, J; inversivel para todo A. O interessante da abordagem acima é que se conseguiu
uma formulagao politépica para as incertezas limitadas em norma.

O resultado abaixo ¢ similar ao resultado obtido por Feron et all [FAG96] na proposi¢io
1.1.

Teorema 2.7 Seja A, definido por (2.29). Entdo o sistema incerto

z = Az + Bw
2=Cz+ Dw (2.34)
w=Az, A€A,

€ quadraticamente estdvel se 3 T,S,P, tais que:
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(| AP+ PA+C'SC  PB+C'SD+CT
B'P+D'SC+TC -S+D'SD+TD+D'T

T=—T'7 T = Di :Tia CI} R
iagiL}, T € (2.35)

S>0, S= Diag{S,—}, S; € R™*™

LP>0

Em caso afirmativo, v(z) = 2’ Pz € fungdo de Lyapunov para o sistema.

Prova: As condigbes para que v(z) = z' Pz seja fungio de Lyapunov para o sistema
(2.34)sao P >0e

v(z) =2'(AP+ PA)z +w'B Pz +2PBw<0 (2.36)

sempre que 2 = Czx + Dw e w = Az.
Pelo lema 1.5, teremos que :

Wi = iz &> wgsiwi < ZéSizi, S;>0
2 14t wz’.fz';zl = 0 111 — ___:Z';:’
Utilizando o fato de que z = Cz + Dw, teremos:

’U);Si'w-,; < z,fSizi = (C,iC -+ Diw)’Si(Cix =+ D,”w), S; >0
wiTiz; = wT;(Ciz + Diw) =0 T; = T}

Aplicando S-procedure [BGFB94], obtemos que:

¥(z) £ 2'(A'P+ PA)x +w'B'Px + 2'PBw + (Cz + Dw)'S(Cz + Dw) — w'Sw
+w'T(Cz + Dw) + (Cz + Dw)Tw < 0

(2.37)
Note que (2.37) pode ser escrita na forma LMI, como indicado em (2.35). Assim, se

(2.35) esta satisfeita, temos (2.37) satisfeita e, consequentemente, (2.36) também est4, o
que prova o teorema.

oo

Teorema 2.8 Seja A, definido em (2.29). Entdo o sistema incerto
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z = Az + Bw
z2=Cz+ Dw (2.38)
w=Az, A€EA,

é quadraticamente estdvel se 3 L, P, S, T, tais que:

(| AP+ PA PB 0

!
BP -S T +L[C’D—I]+[CD—I]L’<O
0 T S
{ T=-T', T = Diag{T:} (2.39)

S>0, §= Diag{S,-}

( P>0
Em caso afirmativo, v(z) = z' Pz € fungio de Lyapunov para o sistema.

Prova: As condigGes para que v(z) = z'Pz seja funcio de Lyapunov para o sistema
(2.38) sado P >0e

v(z) = 2'(A'P + PA)z + w'B'Pz + 2’ PBw < 0

sempre que 0 = Cz+ Dw — z e w = Az,

Uma condigéo suficiente para incorporar a restricio w = Az a v(z) é dada a seguir.
wiSiw; < 2[S;z;, S;>0
wilizi=0 T; = -T!
teorema, 2.7, podemos aplicar S-procedure e obter

‘Como w; = §;z; & pelo lema 1.5, de maneira andloga ao

z A'P+PA PB 0 z

vz) < | w B'P -S T w| <0 (2.40)
z 0 T 8 z
z
sempreque[C D —I] w | =0
z

Supondo que (2.35) esteja satisfeita, podemos simplesmente pré e pés multiplicé-la
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z z
por | w | e | w | eo teorema fica provado com (2.40).
2 2
OO

Proposigao 2.1 O Teorema 2.7 € um caso particular do Teorema 2.8, obtido com

1 D 1
L1=‘2-C’S, L2=T+“2§6L3=S(§+6)

sendo € > 0 um escalar suficientemente pequeno.

Prova: Considere as condicoes dadas pelo Teorema 2.8. Fazendo a multiplicacio de
L [ C D -1I ], obtemos

Lo [c D —I]= LoC I,D —L,

Ls L3C LzD -—L;
entao

, LC+CL, LD+CL, -L +CL,
Lt{c D -1|+[Cc D -I|I'= | (LD+CLY LD+DL, -L+DI,
(—Ly +C'LL) (=Ly+D'LY)  —Ls— I}

a LMI (2.39) fica:

AP+ PA+L,C+C'Ly, PB+L,D+CL, -L +CL,
(PB+LiD+C'Ly)  —~S+L;D+DLy, T—Ly+DL; | <0
(—L, + C'LLY (T—Ly+D'LY) S—Ly— L,

Escolhendo L, = }C'S e Ly =T + 22 ¢ Ly = S( + ¢) e definindo

AP+ PA+C'SC PB+C'SDL + C'(T + B%)
(PB+C'SD:+C'(T+28)) -S+TD+ DT +D'SD

temos que:
o —3C'S+C'S(A +¢)
D'Se <0
[ (~iC's+C'sG+e) (D'Se) ] —Se
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Aplicando Schur:

€ByS | .1 1
<I>+[€D,S]S ' [ eSB, 5D | <0

efetuando as multiplicagbes no segundo termo da desigualdade, obtemos:
CI
<I>+e[ ]S[C D] <o
DI

Para e suficientemente pequeno, a expressao acima se reduz & condicao dada pelo teorema
2.7. O que prova a nossa proposi¢ao, ou seja, D-G scaling caso particular de L—Ca/D~G
scaling.

OO

2.4.1 Uma Aplicacao

Exemplo 2.7 Uma aplicagdo a sistemas LFT:
Considerando o seguinte ezemplo de sistema LFT ( 2.30) onde :

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0

A = , B =
0 0 0 1 0 O
-1 4 -6 -4 1 -1

» 0 700 0.1 0
=(5 12 2) 2= (5 o)
6 1 2 2 0 0.2
A wariacdo mdzima em mddulo de 6; e b2, obtida pela aplicacdo de cada teorema, é
mostrada na tabelas (2.1), (2.2) e (2.8).

E interessante notar que o teorema 2.6 é menos restritivo que os outros teoremas. J4
provamos que o teorema 2.7 é menos restritivo do que o teorema 2.8. Falta demonstrar
analiticamente se a abordagem politdpica é mais vantajosa do que as outras. Em todos
os exemplos que simulados, a metodologia politdpica foi menos restritiva.
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Variagdo Teoremas

Maz. de 26 |27 2.8
O1|| com ||62|]| =01 0.5 | 042 0.42
do|| com ||61)| =01 0.24] 0.17] 0.17

Tabela 2.1: variagdo mdzima de ||6;|| com ||d;]] = 0

Variacdo Teoremas

Maz. de | 2.6 | 2.7 2.8
"~ 1]dy 0.8%10.17]| 0.18
0o 0.141 0141 0.14

Tabela 2.2: variagdo mdzima de ||6,]| com ||2|] < 0.14

Variacao Teoremas

Maz. de | 2.6 | 2.7 2.8
&1 0.15 015 0.15
32 0.20 0141 0.15

Tabela 2.8: variagGo mdzima de ||&,|| com ||6,]| < 0.15.

2.5 Comentarios

Neste capitulo fornecemos condigoes suficientes para o problema de andlise e sintese
via realimentagdo de estados, evitando o processo de inversdo de matrizes e preservando
a esparsidade do sistema.

O interessante desta abordagem é que podemos, de maneira simplificada, considerar
incertezas em todos os elementos do sistema.

Outro ponto importante é a maneira alternativa de se tratar sistemas na forma LFT.
Com isso, resolve-se o problema de incertezas do tipo limitada em norma de forma po-
litépica (Teorema 2.6), sendo a solu¢io menos restritiva. O ponto negativo deste é de
ordem numérica, j& que o niimero de LMIs cresce exponencialmente, & razdo de 29. A
vantagem das duas outras abordagens é o fato do nimero de LMIs ser independente do
‘nimero de pardmetros incertos no sistema.



Capitulo 3

Realimentacao de saida

3.1 Introducao

O processo de estabilizagdo de sistemas dindmicos por realimentacdo de saida é uma
técnica de controle frequentemente utilizada na prética, pois dificilmente temos acesso
a todas as varidveis de estado. Normalmente, as técnicas de estabilizagdo de sistemas
algébrico-diferenciais, via realimentacao de saida, utilizam o sistema obtido com a elimi-
nagdo das varidveis algébricas. Este procedimento permite a utilizacdo de diversas técnicas
ja conhecidas de realimentacao de saida, tais como: LMI, alocacdo de pd6los, Funcdo de
Lyapunov, posicionamento de auto-estrutura entre outros [SADG97].

De forma andloga ao caso de realimentacao de estados, o que propomos, neste capitulo,
¢ estabilizar o sistema algébrico-diferencial através de uma realimentaco de saida, sem a
eliminagdo da varidvel algébrica. A idéia é garantir que o sistema incerto seja quadrati-
camente estabilizdvel e que v(z) = z/Pz, Vz, com P > 0, seja uma funcio de Lyapunov
para o sistema realimentado. -

3.2 Realimentacao de Saida

3.2.1 Estatica

Aqui trataremos do caso de uma realimentagio de saida desacoplada do tipo

u=—[K1 K2]y,ondey=[co1 C’O}[Z}
2
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Esse tipo de abordagem ¢ interessante, pois caracteriza uma independéncia entre as va-
ridveis algébricas e as varidveis diferenciais. Mas os resultados a seguir podem ser facil-
mente transpostos para o caso de realimentacgio de saida sem desacoplamento.

Teorema 3.1 Seja Co[¥;]L, um politopo convezo de vértices U; dados. Considere o
sistema incerto

:i:=J1:c+J2z+Bu

0= Jsz+ J
3O T (3.1)
y =
0 Cz 2
e suponha gue
J1 J2 A Jli J2i
J. Jsi  Jy
B e co W, &= % ™ (3.2)
Cl 0 Cli 0
0 Cz 0 C2i

Entdo o sistema (8.1), (8.2) é quadraticamente estabilizdvel pela realimentacdo de
saida u = — [ K, K, ] y se existem P, L, F1, Fy, M tais que as sequintes LMIs sejam
factiveis:

( [ PJy;+ J,P— BF,Cy; — C|,F!B' PJy; — BFyCo;

+ L{J3; Jg| + (I3 Jii]'L' < 0
Ji,P — CyFiB' 0 as Tadl + [as Jad

PB = BM : Vi=1,.,q
ﬁ

L P>0
(3.3)
Em caso afirmativo, os ganhos de realimentacdo séo dados por Ky = M~'F} e Ky =

M~1F, e v(z) = ' Pz € uma fun¢io de Lyapunov pare o sistema realimentado.

Prova: Suponha que as condi¢des do Teorema 3.1 estejam satisfeitas. Como K; =
M~'F,, Ky = M~'F, e PB = BM, teremos:

PJy; + J;P — PBK,Cy; — C,K|{B'P PJy; — PBK,Cy;

L{J3; Jy s Ju'L' <0
JLIJZP—CézKéB’P 0 + [3 4]+[J3 J4]
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Pela propriedade da convexidade juntamente com (3.2), obtemos

PJ,+ J|P - PBK,C, — C.K!B'P PJ, - PBKC,

+ LJs Jo] + [Js Ja'L' <0
JLP — CLKLB'P 0 } s Ja] + 1o Ji]

!
2 rd - 3 x m ”
Pré e pés multiplicando-a por [ } e [ ], concluimos a prova do teorema pela
z z

definigcdo 1.2.

OO

Uma outra alternativa seria trabalharmos com o Problema Dual, de forma aniloga a
utilizada no problema de realimentacio de estados.
O sistema dual ao sistema (3.1) é descrito por

Zg = J1zq+ Clug + J3z4
0= Jizq+ Jszq (3.4)
yq = B'zy

onde ug = ~GLyq
O teorema a seguir garante condigdes suficientes para o caso de realimentacdo de saida
do tipo u = ~ Ky com y = C — 1z.

Coroldrio 3.1 Seja Co[¥;]Z_; um politopo convezo de vértices ¥; dados. Considere o

sistema ncerto

T =Jiz+ Joz+ Bu
0= J3z + Jyz (3.5)
Yy= Cl.’B

e suponha que

l ok B (3.6)

Jz Jy

€ ColWlL,, W= { i T B }

Jsi Ju 0

Entdo o sistema (8.5), (3.6) é quadraticamente estabilizdvel pela realimentacdo de

saida u = — K1y se ezistem W, L, F, M e N tais que as seguintes LMIs sejam factiveis:
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; WJi.— B;NC, — C;N'B! WJ.. /
leW+ 1é B 1 1 i 33 +L[ éi llii ] + [ éi 41. ] L'<0
Js W 0

CIW=M01 Vz:l,,q
(3.7)
Em caso afirmativo, o ganho de realimentagio é dado por K = M™IN e v(z) =

W~z é uma funcdo de Lyapunov para o sistema realimentado.

Prova: Supondo Que (3.7) esteja satisfeita. Como temos K; = M~*N e C;W = MC\,
ficamos com:

JuW + Wy — BEK,C\W — WCLK! B! WJ,
+L] B Ty ]
J W 0

1
+[ o «'1:’]["<0

(3.8)

Por convexidade, teremos com (3.6)

LW +WJ, — BK,C,W - WC,K!B' WJ, |
JsW 0

+L] g ﬂ]+[%.ﬁYﬂ<0
(3.9)

-
Tg
obtemos

!
z
Pré e Pés multiplicando-a por a1l e
2d Zd |

zd J3W 0

ﬁ_[%][hw+wm—3mqw-wqxw'WﬂJ[w}<0
2d ’

V(Zd, za) : Joza + Jsza =0

Pela defini¢do 1.2, esta € a condigdo para que V(z) = z,Wz, seja funcdo de Lyapunov
para o sistema Dual. Entdo temos que V(z) = /W !z serd funcio de Lyapunov para o
sistema primal, concluindo assim a prova do teorema.

OO

OBS: quando consideramos y = Ciz + Cyz (Cy # 0), obtemos
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JsiW 0

]+L[ i~ CyK4BY Ty |
+[ m-crB 1 ] 'r <o

(3.10)

que é ndo-convexa devido ao termo LC3K) B, .

3.2.2 Dinamica

Normalmente, podemos incorporar a dinidmica do controlador no sistema, transfor-
mando o problema de realimentacao dindmica de saida em um problema de realimen-
tacdo estdtica de dimensdo aumentada. Consideramos aqui o problema de realimentacio
sem desacoplamento entre as varidveis algébricas e diferenciais, ou seja, ¥ = —Ky com
Yy = Cl.'B + ng.

Dado o seguinte sistema:

Ii)=J1.’E+JQZ+BU

0=Jsz+ Jyz (3.11)
] .
v=[c 6] ]

e a seguinte lei de controle:

T = AcTc + By

(3.12)
u=Cyx,+ Dy
em malha fechada, teremos
z = (Ji + BD.C\)z + (J2 + BD.C3)z + BC,z,
Z,= Az, + B,C1z + B.Coz (3.13)
0= J3$ + J4Z
resultando no seguinte sistema aumentado:
Ii]a = sza -+ Jgaz - BaGaCm.'Ea - BaGaCMZ (314)

0 = J30To + Ju2z

Ji 0
onde z, = [z’ 7¢)'; Jia = [ 01 0 ] Fe=

B 0 J2
§ J2a = ;
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Cl 0 C2
Cia = ;Co = 1Go =

Considerando o sistema (3.14), obtemos o seguinte resultado:

—Bc "Ac

g LR P

Coroldrio 3.2 Seja Co|¥;)]_, um politopo convezo de vértices ¥; dados. Considere o
sistema ncerto

Ty = Jlaxa, + JZaz + Ba.ua
0= J3a$ + J4Z

(3.15)
z
y=| cu caa][ }
z
e suponha que
Jla. J2a Jlai J2ai
Jsa  Ju € Co [\I’i]g___l y Vi= | Jaai  Jai (3'16)
Cie Co Cirai Coai

Entdo o sistema (8.15), (8.16) é quadraticamente estabilizdvel pela realimentacdo de
satda u = —G,y se existem matrizes P, L, F, M tats que as seguintes LMIs sejam factiveis:

(| PJigi + JI ;P — BoFClyi — Ci,F'B.  PJas — BoFCoui
JouiP — Chui F'B,, 0
+LiJ3a; Ju; J,u-Ji’L'<0
] - s Tl + s Ja] (3.17)

PB, = B,M

P>0 Vi=1,..4q

\

Em caso afirmativo, a matriz dos ganhos que definem o controlador é dada por G, =

M='F ev(z) = 2'Pz é uma funcio de Lyapunov para o sistema realimentado.
Prova: A prova ¢ idéntica & do teorema 3.1 e sera omitida.

o0

As vezes, necessitamos que o controlador tenha alguma estrutura predeterminada.
Neste caso, podemos colocar o sistema na forma canénica observivel e reorganizar as
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matrizes, de forma que os pardmetros desconhecidos fiquem apenas nas matrizes B, e D,.
Reorganizando entdo o sistema (3.14), obtemos

Lo = ~a_Baéaa a a_Baéa
{ Za (J1 C )IB + (J2 Cz)z (318)

0= J3,Z0 + J42

onde zq, By, Jaa, J3, €stdo definidos na se¢ao anterior e

Como o sistema tem a mesma, estrutura do sistema 3.15, podemos aplicar o Corolério
3.2, substituindo Jy, por jla, G, por G, e Ci, por C,.

OO

Nos casos anteriores, podemos facilmente transpor os resultados para uma realimen-
tagdo de saida desacoplada (sistema do tipo (3.1)). Basta empregarmos o mesmo alge-
brismo usado para incorporar a dindmica do controlador ao sistema, obtendo, entao, uma
nova estrutura para as matrizes G,, Ci, € Cy,, podendo-se assim aplicar o Coroldrio 3.2.

3.3 Extensao para o caso Discreto

Os resultados obtidos para o caso continuo sido facilmente transpostos para o caso
discreto. Trataremos aqui apenas do caso de realimentagdo de saida estdtica, usando a
abordagem Primal. O problema de realimentacdo de saida dindmica pode ser obtido de
maneira semelhante ao processo feito na secio 3.2.2.

Teorema 3.2 Seja Co[¥;]?_, um politopo convezo de vértices ¥; dados. Considere o
sistema tncerto

Tp+1 = Jlxk + Jsz + Bu

0 = J3zp+ Jazk 3 19)
Ty ] '

_ a0
v OC2 4%
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e suponha que

J S Jii Jai
J3 Ji | €Co[G), U= Jy Jy (3.20)
Cy C, Cu Cy

Entdo o sistema (8.19), (8.20) € quadraticamente estabilizdvel pela realimentacdo de
saida u = — | K1 K, ]y se ezistem matrizes P, L, Fy, Fy, M, tais que as seguintes
LMIs sejam factiveis:

[-[2]0r ol el e [22222]).
4 | PJi— BRCi Py~ BF,Cy | ~P
| PB=BM | | Vi=1,.,q

(3.21)
Em caso afirmativo, K1 = M™'F, e Ky = M~'F, sdo 0s ganhos de realimentacdo em

malha fechada e v(zx) = ) Pz € funcdo de Lyapunov para o sistema.

Prova Suponha (3.21) satisfeita. Usando as propriedades de convexidade e as igual-
dades PB = BM, K, = M71F} e K, = M~ F,, temos:

P o)«c[ s a)+[n a] j{ggigigjﬂ 3y
24 — 2
[PJI—PBch’l PJZ—PBchQ] -—;3

Aplicando o Complemento de Schur na equagdo acima, teremos:

P 0

[ 5 - BE.G, J2_BK202]'P[J1—BK101 JQ-BK-ZCQ]—[O 0

A A RS A ]'L’<o

!
Pré e p6és multiplicando a desigualdade acima por [ Tk } e [ Tk }, concluimos a
2k 2k
prova de forma andloga a 2.23.

OO
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3.4 Exemplos

Para os exemplos que se seguem, estaremos considerando o SEE descrito na segio A.2
do apéndice A.

Exemplo 3.1 Considerando uma realimentacdo de saida estdtica dada por y = Ciz+Csz
eu=—Ky onde

cl=[0001010]

C;=[001100001000]

obtemos como ganho K:

K = 0.0909840

Este ganho estabiliza o sistema levando os autovalores em malha fechada para:

—640.22307
—41.069961
—0.3753911 + 6.0424434:
—0.3753911 — 6.0424434:
—2.2276516
—14.790796
—0.0010000

Exemplo 3.2 Considerando agora o caso de realimentacdo Estdtica de Saida usando
desacoplamento, com

cl=[0001ooo]

e
0010000O0O0COO0ODO
C:=]00010000O0O0O0O
00000O0OO0CO0CTLT OOCGO

Aplicando o Teorema 3.1, obtemos como ganho

K, = 0.0023026
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K, = [ 0.4185987 0.0358428 ~0.0819564 ]
que leva ao seguinte conjunto de autovalores em malha fechada:

—67.571972

—4.6938227 + 28.89169:
—4.6938227 — 28.89169:
—0.4662180 + 5.1533396:
—0.4662180 — 5.1533396:
-14.610203

—0.0010000

Exemplo 3.3 Considerando agora o caso de realimentagdo dinémica de saida através do
sinal de poténcia elétrica, sem nenhum pardmetro conhecido no controlador, aplicando o
Coroldrio 8.2 obtemos

_ 0.3113264 0.1684943
9.633D — 07 0.4999812

a

levando para os seguintes pélos em malha fechada:

—65.590352

—5.6402443 + 26.5658061
- —5.6402443 — 26.5658061

—14.518367

—0.5565239 + 5.6693332:

—0.5565239 — 5.6693332:

—0.0010000

—0.4999812

Exemplo 3.4 Considerando agora o caso de realimentacdo dindmica de Saida através do
sinal de poténcia elétrica, com o seguinte controlador:

_ k(l + STl)
- (1 + 87'2)

G(s)

com T, fizado em 0.28 e aplicando o Coroldrio 8.2, obtemos como ganho
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a —

0.3511806
0.0000031

e os parimetros do controlador sao: k = —0.3511808, 7, = 0.2799 que leva os autovalores
em malha fechada para:

—66.258508
—5.2949099 + 27.358107:
—5.2949099 — 27.358107:
—14.549978
—0.5519739 4+ 5.4902876¢
—0.5519739 — 5.4902876:
—3.5714302
—0.0010000

OO

Exemplo 3.5 Considerando o sistema de poténcia usado na secdo anterior e
discretizando-o com periodo de amostragem de T, = 0.01.

O sistema discretizado tem os seguintes autovalores em malha aberta:

0.4079623

0.9031130 + 0.1810932:
0.9031130 — 0.1810932:
1.000226 + 0.0808196:
1.000226 — 0.0808196:
0.8603371

0.99999

Aplicando o Teorema 3.2 teremos que a realimentacdo de saida v = —[ K; K, |y
estabiliza o sistema com

K, = [ —0.0008012 0.0146860 ]

Ky = [0.2331555 —0.1597248 —0.8020158]
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levando os autovalores em malha fechada para:

— 0.3130646
0.5647584
0.9961787 + 0.06916674
0.9961787 — 0.0691667:
0.8525666
0.9992920
0.99999

3.5 Comentarios

Neste capitulo enfocamos o problema de realimentacdo de saida para sistemas
algébrico-diferenciais no tempo continuo e discreto. A abordagem utilizada é idéntica
a utilizada no processo de estabilizacdo por realimentacdo de estados, ou seja, trata a
parte algébrica como uma restrigdo a mais do problema.

Além do problema de realimentagao estdtica de saida, tratamos também do problema
de realimentagdo de saida dindmica, incorporando a dindmica do controlador ao sistema.
Outro ponto relevante é a possibilidade de se considerar realimentacdo de saida do tipo
decentralizada, que pode ser interessante em algumas aplicagdes.

As condigOes para a solugdo do problema s3o apenas suficientes, mesmo quando trata-
mos de sistemas nominais. No entanto, como no caso de realimentagao de estados, estas
condicOes sdo sensiveis & aplicagdo de uma transformacdo de similaridade.

Os exemplos apresentados ilustram o bom desempenho do método proposto, com a
obtencao de ganhos pequenos para o controlador.



Capitulo 4

Performance H) e Hy

4.1 Introducao

Atualmente, além do problema de robustez, outro ponto importante na teoria de
controle é o problema de performance. Busca-se uma forma de minimizar, na saida do
sistema, a influéncia de perturbagOes presentes na entrada. Para isto, necessita-se ter
uma idéia da medida da varidvel de performance, ou seja, encontrar um controlador K
no qual a funcgdo de transferéncia em malha fechada da entrada da perturbacio w, para
a saida de performance desejada, z, seja minima. Um dos caminhos mais comuns para
definir uma medida de performance sdo os critérios de norma Hjy e H,,.

Neste capitulo fornecemos condigdes para o projeto de controladores via realimentacao
de estados do tipo u = — Kz para sistemas com restri¢goes algébricas, levando em conta
os critérios de performance H; e Hy,. Os casos continuo e discreto serdo tratados. Uma
breve revisao dos conceitos de norma H; e Hy, nos dois casos, seré feita no decorrer deste
capitulo.

4.2 Performance H,

4.2.1 Norma H

Seja o sistema dado por:

{:i:=Am+Buu+wa (41)

2z =C,z+ Dyu

onde z € R™ é a variavel de estado que supomos estar disponivel para realimentacio,
u € R™ é a varidvel de controle, w € R! é a varidvel de perturbacio e 2, € R é a saida,
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ou sinal de performance. A representacdo do sistema em diagramas de bloco é dada pela
Figura 4.1.

G(s)

Figura 4.1: Problema H,

Primeiramente vamos considerar o problema de anilise onde se supde que o sistema
de malha aberta (u = 0) é estdvel.

A funcéo de transferéncia do sistema em malha aberta de w para z é representada por
G(s) = C,(sI — A)'B,

A norma H; para a funcdo de transferéncia G(s) ou sua anti-transformada G(t) é
definida como

618 = - [ (G w)Gtiudu = [ GYG(ar

Se L. denota o Graminiano de Controlabilidade e L, o Graminiano de Observabilidade,
a norma H, pode ser calculada por [Dai9l]:

I|Gl|3 = tr(C.L.C;) = tr(By,LoBy)
onde L. e L, sdo solucoes de
AL .+ L A"+ B,B,, =0

A'L,+ LyA+C'C, =0

Podemos também calcular a norma através do seguinte problema de Otimizacgio
(BGFBY4]:

G2 = min(tr(C,L.C.)) : AL, + L A"+ B,B., < 0,L, >0

|IG||2 = min(tr(Bl,LoBy)) : AL+ L,A+C.C.,<0,L, >0
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ou ainda
|Gl = min(tr(N)) : N — C.L.C,, AL.+ L.A'+ ByB}, <0, L. >0

|GIIZ = min(tr(N)) : N — ByLeBy, A'L,+ L,A+C.,C,<0, L, >0

4.2.2 Problema H; e Realimentacao de Estados

O problema de otimizagdo em H; consiste em encontrar uma realimentacio de estado,
tal que a norma H, da fungio de transferéncia em malha fechada ||Gy., || seja minimizada.

O teorema a seguir é conhecido na literatura, veja por exemplo [Cru96], e fornece
condigGes para que a norma H, do sistema seja minimizada por uma realimentacio de
estados u = - Kz.

Teorema 4.1 [Cru96] Seja Gy, a fung@o de tranferéncia em malha fechada no sistema
abaizo comu = —-Kzx

z = Jr + Byu + Byw
29 = Coz + Dy,u (4.2)
y=z

e suponha que C.D,, =0 e D,,D,, > 0. Entdo

N C:W ~Du:F | _
, . (C,W — D, FY w -
min ||Gy,, |12 = min tr(N) : 4.3
Gzl (N) JW +WJ' + B,F + F'B. + B,B,, <0 (43)
W>0 '
e o ganho que minimiza a norma € dado por K = FW ™!,
OO

- Para sistemas do tipo algébrico-diferencial na forma 4.4, obtém-se a extensdo do re-
sultado acima mostrado no Teorema 4.2.

Teorema 4.2 Considere o seguinte sistema algébrico diferencial:

T = J1z + Joz + Byu + Byw
0= Jsz+ Jyz (44)
29 = sz + Duzu
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A minimizacdo de ||Gy,,||2 por realimentacio de estados € dada pelo seguinte problema

de minimizacdo:

N CW-D,F
Guz |2 = mintr(N) : # ue >0 4.5
1Guss | = mimtr(V) {(czw_p,,,m o }_ (45)
W+ WJ; - BF — F'B'+ B,B!, WJ,
AW WA M 3}+L[J;J;]+[J;J;]'L'so
JsW
(4.6)
W>0
onde K = FW™! € o ganho que minimiza a norma H, em malha fechada com u = ~Kz

!
z z
Prova: Pré e pés multiplicando-a por { ] e [ } e utilizando o lema 1.4, temos
z z

que 4.6 é equivalente a

<40

z J3W 0

[:c ] [ LW +WJ| + B,F + F'B. + B B, WJ;] [x]
Z

R
V(z, 2) [ Jy Jy } [ } =0
z
Desenvolvendo a multiplicagio e considerando z = —J; 7 Jhz obtemos:

g’ ((Jy = JoJ 7 ' T3)W + W(Jy = JoJ; ' J3) + B,F + F'B,, + B,,B. )z < 0

Fazendo-se J = J; — JoJ ' J3, obtemos as condigdes do teorema 4.1 o que completa a
prova.

oo

O problema acima considera o sistema nominal (sem incertezas). Para sistemas incer-

tos com

Ji J» B, By
Js Jy 0 0 € Co [‘I’i]:'{:l (47)
Cc, 0 D,, 0
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podemos mostrar que tr(/N) se torna um limitante superior para ||Gy||3, isto §é,
||Guzll2 £ tr(N). Com essa ressalva, as mesmas LMIs (4.6) se aplicam no caso incerto
desde que elas sejam resolvidas para os vértices do politopo (4.7). Esse procedimento foi
detalbado no caso de realimentagdo de estados e serd omitido aqui. Note que Gy, deve
ser visto como um operador quando as incertezas variam no tempo.

4.3 Performance H,

4.3.1 Norma H

A norma Hy de uma funcao de transferéncia G, é a norma induzida pela norma Hs,
ou seja, é o maior ganho em norma 2 que se pode obter do sistema, e é dada por [GL95]:

[|Gwislloo = SUP Ormas |G (W)

onde sup denota o supremo da fungdo Op.:[G(jw)], € Ome:[G(jw)] é 0o miximo valor
singular.

No caso de norma H,,, ndo existe uma forms analitica de cdlculo, mas podemos
calculé-la de maneira iterativa. Um procedimento iterativo para o cdlculo da norma H,
¢ dado a seguir e pode ser encontrado, por exemplo, em [Sou94):

Teorema 4.3 Seja o sistema G(s) = C(sI — A)"'B + D. Entdo ||G(s)|lc < v se €
somente se existir uma matriz P > 0 tal que

(A+BZ\D'CYP + P(A+BZ'\D'C)+ PBZ'B'P + »C'T-'C=0  (48)
onde Z=~21-—D'D e¢eT =21 — DD’
OO

O célculo da norma H,, pode ser expresso taxnbéfn na formulagdo LMI, dado pelo
Teorema 4.4.

Teorema 4.4 Seja a funcdo de transferéncia G(s) = C(sI — A)"*B + D. Entdo a sua
norma Hy é dada pelo problema !

1Se a funcdo néo for controldvel ou observdvel, entdo o problema retorna um limitante superior para
o norma.
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||Guw=mz'n(vz):{AW+WA' 5 ] {WC'

2 o ][C’W D|<ow>0 (49)

Prova: A prova deste é obtida diretamente da equagdo de Riccati, colocada na forma
LMI. A prova completa pode ser encontrada, por exemplo, em [Cru96].

OO

4.3.2 Problema H, e Realimentacao de Estado

O problema subétimo Hy consiste em encontrar um controlador K tal que o sistema
seja estdvel e a norma H,, < v, onde o valor de 7y é previamente especificado. O problema
6timo H, consiste em encontrar um controlador que minimize essa norma.

Considerando o seguinte sistema:

T = Jiz + Joz + Byu + Byw
2 = C,z + Dy,w + Dyu

A solucdo do problema subdtimo H,, é dada pelo Teorema 4.5.

Teorema 4.5 Seja~y um escalar positivo e Gy, a fung@o de transferéncia de w para z, no
sistema (4.10) em malha fechada. Entdo eziste uma realimentagdo de estados u = —Kz
tal que ||Gualloo < 77 e € somente se a seguinte LMI for factivel em W, F e L:

- B, (C,W = Dy, FY
0 0
[ B 0] a1 o <0 (4.11)
L [ C.W — DF 0 ] D,, _I

W >0

- [ LW +WJ, - B,F - F'B, WJ,

o } + LU, )+ (1 TIT

onde K = FW™! € o ganho de realimentacdo.



4. Performance Hy e Hy 49

Prova: Defina
By,
0

[ B, 0] —yr

v

En
I

eCf=Cz—DuzK

Aplicando o complemento de Schur na LMI (4.11), obtemos a seguinte LMI equiva-
lente:

!

WC%
¥+| o |[cw o D<o
DI
!
z z
Pré e p6s multiplicando-apor { z | e | z |, temos pelolema 1.4 que a desigualdade
w w

acima ¢ equivalente a:

(o' (LWW +WJ)z +@B.z + 2'B,® + 2 s Wz + W Tz — wy*Io+
!
wc,
+| 7 "lew p]| 2 <o
w D' ]
L V(z,z, @) : [ Jb Jfl] [‘:] =0

Da restricdo de igualdade, deduzimos que z = —J; ' Jsz. Definindo J = J, — JoJ; 1 J5—
BK, obtemos:

-

Dl

g

! i
:c'(JW+WJ')z+B;x+x'Bww—wy21w+[ ’ } [ch } lcw D] [ ’ J <0, V(z, 0)

£

z

Colocando [ _ } em evidéncia, teremos:

B |5 Lo 21)]

A prova se completa com o teorema 4.4.

g

JW+wJ B,
B, -2

8

&
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OO

E interessante notar que o resultado apresentado é equivalente ao resultado proposto

I 0
por Izumi et al [MKOS97], no caso de E = 00l que resolve o problema de perfor-

mance H, através do Lema 1.1.

4.4 Caso Discreto

Nesta secdo faremos uma breve revisdo da teoria de norma H, e H,, para sistemas
discretos. As defini¢oes de Norma H; e H,, para sistemas discretos sao similares ao caso
continuo e podem ser obtidas em [GL95]. Os resultados obtidos aqui sdo uma extensio
dos resultados obtidos na se¢ao anterior.

4.4.1 Norma H,, Problema H; e Realimentacao de Estados

A norma H, para sistemas discretos é definida por
+00

1GR3 =D _rire
k=0

onde 7y é a resposta ao pulso unitario do sistema e G(z) sua transformada z.
A norma H, pode ser calculada através do graminiano da controlabilidade ou obser-
vabilidade dado por

IG5 = tr(B'L,B) = tr(CL.C")

onde
A,LoA - La + C,C = 0

AL A'-L.,+BB' =0

Como no caso continuo, o clculo da norma H, pode ser feito através de um problema
de otimizagao dado por

|G||3 = min(tr(B'LoB)) : {A'LyA— L, + C'C <0, L, > 0}

IIGl)3 = min(tr(CL.C")) : {AL.A'~ L.+ BB' <0, L, > 0}

OO
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O problema de sintese H, discreto consiste em encontrar um controlador, tal que
o sistema seja estivel e tenha a norma H, minimizada em malha fechada. O teorema
a seguir fornece condi¢des que solucionam o problema de sintese H,, no caso de uma
realimentacdo de estados u; = —Kzk.

Teorema 4.6 [ZDG96] Seja Gy, a fungdo de transferéncia de wy para z em malha
fechada com uy = —Kz. No sistema abaizo,

{ Tk = Azy+ Byug + Bywy

4.12
zor = Cozp+ Dyug (4.12)
Entao
([ N C.W —DuF | _
| (C.W — D, FY W -
in||Guz, |2 = min tr(N): -
min |[Gunlff = Jmin (V) 3 W W B
(AW — B,FY -Ww 0 | £0

L B, 0 —I

(4.13)
e o ganho uxy = —Kz) que minimiza a norma € dado por K = FW 1,

OO

O resultado acima € conhecido na literatura e permite o calculo da norma H, de um
sistema discreto sem restrigdo algébrica e serd utilizado como base para os resultados que

seguem. Vamos agora considerar um sistema discreto com restri¢do algébrica, indicado a
seguir.

Tpy1 = J1Tx + Jozx + Byug + Bywy
0 = J3zi + Jyzg (4.14)
zok = Cuzp+ Dysux _
Para o sistema acima, a minimizacdo da norma H,, por uma lei de controle do tipo
u = —Kz, é dada pelo Teorema 4.7.

Teorema 4.7 Seja G, ., a funcdo de transferéncia em malha fechada de wy para z, no
sistema (4.14), com u = —Kz. Entdo:
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. N C,W-D,F
min |]kazk||§ = miny L tr(N) : [ } >0

(C,W = D,,F) w

-—[“’][I o)+z|n 5 |+] % J;]'L' [J‘W'BF}

0 JoW
| wan-FB Wi -w o |SPO
L [ B, o] 0 -1 |
W >0
(4.15)

onde o ganho gue minimiza a norma Hs é dado por K = FW—1

Prova A prova é andloga ao caso continuo e serd omitida. Cabe ainda lembrar que
para sistemas incertos, onde

J J» By, By

Js Jy 0 0 €Co [\I’i]:;l (4.16)

c, 0 D, O
tr(N) é um limitante superior para a norma ||Gu,z,,||3, i5t0 é, ||Gu, 2z, |12 < tr(N). Para
minimizar esse limitante, basta resolver (4.15) para o conjunto de vértices do politopo
Co{¥;}. Note que, no caso incerto, Gy, ,,, deve ser visto como um operador caso as
incertezas variem no tempo.

4.4.2 Norma H, Pr_oblema Hy, e Realimentagao de Estados

A norma H,, € o problema H, para o caso discreto sao definidos de forma andloga ao
caso continuo (veja se¢do 4.3). O calculo da norma H,, também é feito de forma iterativa.

Teorema 4.8 Seja o sistema G(z) = C(2I — A)"*B+ D com (A, B) estabilizdvel. Entio
1|Glleo < v 8s€ 3 P > 0 tal que;

AQA' - Q + BB' - (AQC' + BD')R™(CQA' + DB') =0 (4.17)
onde R=—-v?>+ DD'+CQC < 0

Esta equacao pode ser facilmente posta na forma LMI , como dado abaixo. Para mais
detalhes veja [SX92], [ZDG96].
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Teorema 4.9 Seja o sistema G(z) = C(z] — A)"'B+ D com (A, B) estabilizdével. Entdo
loo < v € dada por:

a norma ||G

A By
C; D

wol[la Bel
HGHw:min'y:[ ][ W}—[W 0 }SO,W>0

0o I{|c, D 0 ~2I
(4.18)

OO

Os dois teoremas acima se aplicam para sistemas discretos sem restricdo algébrica. Pas-
saremos aqui diretamente ao caso de realimentacdo de estados para sistemas discretos
com restrigdo algébrica, buscando encontrar um controle K, que estabilize o sistema e
satisfaca ||G(2)||e < 7, para um dado ~.

Considere o seguinte sistema:

Try1 = STk + Jozx + Byug + Bywy
0 = J3zp + Jaz (4.19)
Rk = szk + Dwzwk + Duzuk

A solucdo do problema subdtimo H,, é dada por:

Teorema 4.10 Seja v um escalar positivo e Gy, @ fung@o de transferéncia de w para

2y no sistema (4.19) em malha fechada. Entdo eriste uma realimentacio de estados

ur = —Kzi tal que ||Guz,llo < v s€ € somente se a seguinte LMI for factivel em W, F e
I:
]
_[VH[I o]+1[ J4]+[J§.JQ}L’ 0 JIVT];/B“F B(:V
0 —y2I CoW + DyF D,
WJ, + F'B, WJ, WC,+ F'D, W 0
i [ Bl 0 D o 1
(4.20)

Prova A prova deste segue os mesmos passos do caso continuo e serd omitida.

4.5 Exemplos

Exemplo 4.1
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Aqui utilizamos o exemplo 1 de SEE dado no Apéndice A. Consideramos:

0100 0 0.2113249
0 0 0 1 0 0.7560439

§ 0 00O ue 0 v 0.0002211
0 00O 1 0.3303271

Utilizando o teorema 4.2, obtemos como ganho de realimentagao:

K = (9.356705 0.2174239 -—2.8981683 0.9812815)

e o trago de N = 4.6729797
Que leva os autovalores em malha fechada para:

—1000.1303
—0.6105863 + 4.14974851
—~0.6105863 — 4.1497485:
—0.2375850

Note a sensivel reducdo na magnitude dos ganhos aqui obtido quando comparados
ao resultado obtido no exemplo 2.4. Perceba também que existe um autovalor que foi
posicionado quase em —oo, isto pode ser explicado pelo fato de que na escolha das matrizes
de performance n3o se levou em conta nenhum critério fisico.

Exemplo 4.2 Para o caso Hy, considerando o mesmo ezemplo com:

C_(0100)D_<1
7\0 0 0 1 “*7\o

0.2113249
0.7560439 0.6653811
B, = wz =
0.0002211 0.6283918
0.3303271 '

Supondo v = 5 e utilizando o Teorema 4.5, obtemos como ganho de realimentacdo de
estados:

K = (60.852661 2.0314555 —17.559783 2.1740479)
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que leva os autovalores em malha fechada para

—2190.7582
—1.3782739 + 4.1160446:
—1.3782739 — 4.11604461
—0.8407899

Os ganhos aqui obtidos s3o maiores que os do exemplo anterior, caso de performance
H,, isto se deve ao fato de que quando tratamos do problema de performance via norma
H,,, buscamos sempre amenizar os efeitos do pior sinal de perturbagao presente no sistema
na saida deste. Mas, como no caso anterior, estes ganhos sdo bem menores que os do
exemplo 2.4.

Exemplo 4.3 Para o caso de sistemas discretos iremos retornar ao exemplo 2.6. Con-

stderaremos como indice de performance para a norma Hy o sistema discreto (4.14) com

0100 0 0
0 0 0 1 0 0
= ,Du,z: ’B=

C 0 000 1 v 0
0 0 00 0 0.3303271

Com o teorema 4.7 temos que o ganho que estabiliza o sistema € dado por:

K =(0.6401133 0.0180451 —0.6363450 0.0804802)

e o valor do critério minimizado é trago(N)= 0.1112150, que leva ao sequinte conjunto de
autovalores em malha fechada

0.0078893
0.9933085 + 0.0413279:
0.9933085 — 0.0413279:
0.9976157

Exemplo 4.4 Para o mesmo ezemplo, usando agora o critério de performance Hy,, com

01 00 0 0 0.11
0 0 0 1 0 0
= ’D = >B = 7D =
Ce 0 0 0 0 v 1 ot 0 wE 0
0 000 0 0.3303271 0
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Supondo v = 11.121503 e aplicando o teorema 4.10, obtemos como ganho

K =(17.303843 1.1980519 -—0.4679964 0.1037385)

que estabiliza o sistema, levando os autovalores em malha fechada para:

— 0.0415203
0.8308952
0.9850822 + 0.0414517:
0.9850822 — 0.0414517:

4.6 Comentarios

CondicGes necessarias e suficientes para o problema de performance H; e H,, foram
expostas neste capitulo. Os resultados sao apresentados somente para sistemas nominais,
mas podem facilmente ser transpostos para sistemas incertos de maneira andloga ao caso
de realimentagdo de estados (cap. 2). Uma breve revisdo dos conceitos de Performance
H, e H, é feita no inicio de cada se¢ao para melhor formular o problema.

Enfocamos aqui apenas o problema de realimentagio de estados, mas parece-nos que
o caso de realimentagao de saida pode ser obtido de forma semelhante ao capitulo 3.

Como era de se esperar, com a aplicagio de critérios de performance, h4 uma melhora
significativa no esforgo de controle em relagio aos resultados obtidos nos capitulos prece-
dentes, quando o problema era apenas de estabilizagdo (sem critérios de performance).



Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho tratamos do problema de estabilizagdo quadrética para sistemas com
restrigdes algébricas no estado. Interessantes resultados foram obtidos para o caso de
analise e sintese de sistemas na forma algébrico-diferencial, sem a necessidade da elimi-
nacdo de varidveis algébricas.

Nesta nova abordagem, o conjunto de equagoes algébricas é tratado como uma restricdo
do sistema. Com isto, pode-se através do lema de Finsler (I-Ca Scaling), obter condigoes
que garantam a estabilidade quadratica do sistema sem a necessidade de invertermos
matrizes, o que preserva a esparsidade do sistema e facilita o trabalho de sistemas com
parametros incertos. Outra caracteristica relevante é que se conseguiu colocar as condicoes
do problema de maneira convexa, através da formulagdo LMI, o que permite resolver o
problema numericamente de forma eficiente.

A maioria dos resultados aqui apresentados € necesséria e suficiente para o caso de
sistemas nominais e apenas suficientes no caso de sistemas incertos. Conexdes entre incer-
tezas do tipo politopo e LF'T também foram consideradas e alguns resultados comparativos
foram estabelecidos.

No capitulo 2 fornecemos condigdes suficientes para o problema de anilise e sintese via
realimentacdo de estados para sistemas algébrico-diferenciais incertos. Neste capitulo é
interessante notar a relagao entre a abordagem L —C, scaling (Lema de Finsler) e sistema
da forma LFT.

O capitulo 3 aborda o problema de realimentacido de saida, tanto para o caso de
realimentagdo de saida estdtica, quanto para o caso de realimentagio de saida dindmica,
através da transformacgao do sistema dindmico em um sistema aumentado. E interessante
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notar que os resultados de simulacGes obtidos com essa abordagem, para o exemplo de
SEE considerado sao satisfatérios tanto pela posi¢do dos autovalores no plano complexo
como pela magnitude dos ganhos do controlador obtidos.

O capitulo 4 trata do Problema de performance H; e H,, de sistemas algébrico-
diferenciais. Apenas o caso nominal foi considerado, mas para sistemas incertos os re-
sultados podem ser transpostos de maneira semelhante a do caso de realimentacio de
estados (capitulo 2). Trabalhamos aqui apenas o caso de realimentacio de estados, o
caso de performance com realimentagao de saida, parece-nos poder ser obtido de maneira
semelhante. E importante observar a significativa melhora nos ganhos, quando compara-
mos os resultados obtidos neste capitulo aos obtidos no caso de realimentagio de estado
(capitulo 2).

Devido & ordem elevada dos sistemas do tipo algébrico-diferencial, percebemos que
os softwares existentes ainda néo tém uma boa eficacia numérica, principalmente quando
consideramos incertezas do tipo politopo, onde o niimero de LMIs cresce exponencialmente
na ordem de 2¢, onde i é o nimero de pardmetros incertos.

Uma forma alternativa de atenuar o crescimento exponencial é tratar as incertezas
como limitadas em norma, ao invés de politépicas. Isto requer mudancas nas LMIs aqui
apresentadas, de forma semelhante ao caso do teorema 2.6 (abordagem politépica) pa-
ra o caso do teorema 2.7 (abordagem limitada em norma) . A diminuicio do esforgo

computacional se faz as custas de condicGes mais restritivas para solucionar o problema.

Para atenuar os problemas relativos a ordem elevada do sistema uma idéia seria estudar
novos algoritmos que explorem a esparsidade do sistema, facilitando assim o manuseio de
sistemas de ordem elevada.

Como perspectivas de futuros trabalhos, podemos citar:

uma melhor comparagdo dos resultados obtidos com os resultados jé existentes na
literatura;

uma, aplicacdo mais detalhada a sistemas de poténcia;

tratar outros tipos de estabilidade, como a biquadratica [Tro98];

estudar novos algoritmos que explorem a esparsidade do sistema.



Apéndice A

Exemplos de SEE

Sistemas de Poténcia podem ser modelados matematicamente como um sistema na
forma algébrico-diferencial (sistema 1.3). Neste sistema as equagdes diferenciais descre-
vem os geradores, controladores e outros dispositivos dindmicos, enquanto as equagées
algébricas descrevem a rede e as conexdes estdticas dos equipamentos 4 rede. Esses siste-
mas tém caracteristicas bem particulares, como o fato das matrizes J; serem esparsas e
Jy ser inversivel. Para mais detalhes veja [Sca98], [HM90]. A seguir fornecemos os dados
numeéricos de dois sistemas-teste utilizados como exemplo neste trabalho.

A.1 Sistema com 4 barras

Figura A.l: Representagio de um sistema Maquina-Barra Infinita: 4 barras

Consideramos um sistema mdquina-barra infinita (constituido de 4 barras, um gerador
e uma barra infinita), mostrado na Figura (A.1). Este sistema possui 4 varigveis diferen-
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ciais e 16 varidveis algébricas. Os dados da barra, da linha e da méiquina sincrona, bem

como 0s pardmetros de excitacao, sdo mostrados em forma de tabela no final desta se¢do.

Através do programa AMCT (Modal Analysis for Voltage Studies) e dos dados do
sistema, obtém-se a matriz Jacobiana, cujos valores ndo-nulos sdo dados abaixo:

J1(1,1)=-0.888889
J1(2,1)=111.309799
J1(3,2)=1

J»(1,9)=0.445458
J2(2,9)=-14.482916
J2(2,12)=-107.226868
J2(4,16)=0

J5(1,1)=6.802753
J5(5,3)=3000.61499

Ja(1,1)=-1
Ja(1,12)=-6.553223
J4(2,9)=-2.933956
J4(3,3)=-1
Jo(4,13)=1.978
J4(5,11)=-3000.61499
J1(6,10)=-2999.384766
Ja(8,8)=-1
74(9,9)=6.6176
Jo(9,13)=-5.442264
J4(10,6)=-1
Ju(10,11)=-2.498426
J4(10,14)=2.498426
Ja(11,10)=-2.498426
Ja(11,13)=-2.526215
J4(12,9)=2.498426
J4(12,13)=2.526215
J4(13,4)=-1
J4(13,10)=-5.382399

J1(1,4)=0.117647
J1(2,3)=-188.534195
J1 (4,4) =-20

J»(1,12)=0.629588
J2(2,11)=188.534195
J2(4,9)=-1000

J3(2,1)=4.81321
J5(16,4)=0

J1(1,9)=-0.885131
Ji(2,2)=-1
Js(2,12)=-0.885131
Ji(4,4)=-1
J4(5,5)=-1
J5(6,6)=-1
Ja(7,7)=-1
J4(9,2)=-1
J4(9,12)=2.498426
J1(9,14)=-2.498426
J1(10,10)=6.6176
J1(10,13)=-5.442264
Jy(11,5)=-1
Jo(11,11)=5.382399
Ja(11,14)=-5.382399
J4(12,12)=5.382399
J4(12,14)=-5.382399
J4(13,9)=-5.382399
J5(13,11)=-2.498426
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J4(13,12)=2.498426
J4(13,15)=-9.889999
J4(14,9)=-2.498426
Ju(14,11)=-5.382399
Ja(14,14)=20.546009
Ja(15,8)=-1
J4(15,15)=9.889999
J(16,14)=-9.78121
J4(12,0)=2.498426
Jo(12,13)=2.526215
J4(13,4)=-1
J4(13,10)=-5.382399
Ja(13,12)=2.498426
J1(13,15)=-0.889999
J1(14,9)=-2.498426
J4(14,11)=-5.382399
J4(14,14)=20.546009
Ja(15,8)=-1
(15,15)=9.889999
(16,14)=-9.78121

Jy
J4

B, (4,1)=1000

J4(13,13)=22.74147
Js(14,3)=-1
J4(14,10)=2.498426
J4(14,12)=-5.382399
J4(14,16)=-9.78121
J4(15,13)=-9.889999
J4(16,7)=-1
J4(16,16)=9.78121
Ja(12,12)=>5.382399
J4(12,14)=-5.382399
J4(13,9)=-5.382399
J4(13,11)=-2.498426
J4(13,13)=22.74147
J4(14,3)=-1
J4(14,10)=2.498426
J4(14,12)=-5.382399
J4(14,16)=-9.78121
J4(15,13)=-9.889999
J4(16,7)=-1
J1(16,16)=9.78121

O sistema ¢ instdvel e possui os seguintes autovalores em malha aberta:

16.515781
5.9111344
1.0596639 + 4.79510761
1.0596639 — 4.7951076:
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Dados do Exemplo 1: Sistema de 4 Barras
DADOS DA BARRA
Barra Tensdo Pgen Qgen | Pload Qload Qsh ()
no | mod(pu) | ang(deg) (MW) | (MVAr) | (MW) | (MVAr) | (MVAr) ()
1 1.00000 | 49.8000 | 250.0000 | 61.5000 | 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.98900 24.9000 0.0000 0.0000 | 0.0000 0.0000 97.8121
3 1.00000 0.0000 | -250.0000 | 61.5000 | 0.0000 0.0000 0.0000
4 0.98900 24.9000 0.0000 0.0000 | 0.0000 0.0000 0.0000
DADOS DA LINHA
(from) (to) R X1 Xc base
(pu) | (pu) | MVAr) | (MVA)
1 2 0.0000 | 0.5000 0.0000 | 300.0000
2 3 | 0.0000 | 0.5000 0.0000 | 300.0000
2 4 | 0.0000 | 0.3000 0.0000 | 300.0000
DADOS DA MAQUINA SINCRONA
Barra | md | comp(%) base H D Xd Xq Xd | Xq
no. cod Pgen | Qgen | (MVA) (s) | (pu/pu) | (pu) | (pw) | (pu) | (puw)
1 2 100 100 300.0 3.840 0.0000 | 2.7200 | 2.6000 | 0.3600
3 1 100 100 |- 300.0 | 1000.000 0.0000 0.0010
Barra X"d | X"q Ra T™d| T'q | T"d | T"q
no. cod. | (pu) | (pu) | (pw) | (pu) | (pu) [ (pu) | (pu)
1 0.0000 { 8.500
3
DADOS DO SISTEMA DE EXCITAGAO:
Barra Parametros
no.cd Ka| Ta| Efd mn | Efd mx
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A.2 Sistema com 3 barras

Utilizamos como exemplo um sistema méaquina-barra infinita, constituido de 3 barras,

um gerador e uma barra infinita, mostrado na figura (A.2).

2
-

Figura A.2: Representagdo de um sistema Maquina-Barra Infinita: 3 Barras

Este sistema possui ordem 19 (total), das quais 7 sdo varidveis de estado e 12 varidveis

algébricas. Os dados da barra, da linha e da maquina sincrona, bem como os parimetros

de excitacdo, sdo mostrados em forma de tabela no final desta secéo.

Através do programa AMCT (Modal Analysis for Voltage Studies) e dos dados das
tabelas, obtém-se a matriz Jacobiana deste sistema, cujos valores ndo-nulos sio dados

abaixo:

J1(1,1)=-0.190259
J1(1,3)=0.007407
J1(1,6)=0.190259
J1(2,2)=-62.600594
J1(2,5)=-17.663231
J,(3,3)=-37.704353
J1(4,2)=-163.264771
J1(4,5)=-276.084137
J1(6,6)=-33.555557
J1(7,6)=1e-09

J2(1,9)=0.916224
J2(2,9)=20.722137
J2(3,9)=-20.249783
J»(4,8)=-188.5504
J2(4,10)=276.084137
J2(7,12)=0

J1(1,2)=-1.19997
J1(1,5)=-0.780975
J1(2,1)=35.460991
J1(2,3)=0.167528
J1(3,2)=-0.175055
J1(3,5)=-24.100004
J1(4,3)=-207.945755
J1(5,4)=1
J1(6,7)=6666.666992
J1(7,7)=-0.001
J2(1,10)=0.780975
J2(2,10)=17.663231
J2(3,10)=24.100004
J2(4,9)=-59.443882
J2(6,9)=-6666.666992
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J5(3,2)=3.688581
J5(3,5)=6.24126
J5(4,3)=-4.072884
J5(12,7)=0

Jo(1,1)=-1
Ju(2,2)=-1
J4(3,3)=-1
J4(3,10)=-6.24126
J4(4,9)=-5.657792
J4(5,5)=-1
J4(7,2)=-1
J4(7,8)=-1.306899
J4(7,12)=1.306899
J4(8,7)=-0.843466

J4(8,11)=-1.337829

J4 9,4)-:-1
J4(9,10)=0.864668

J4(9,12)=-0.864668

J4(10,9)=1.325023

J4(10,11)=0.885133

Ja(11,8)=-0.866464
Ja(11,10)=1.308732
Ja(11,12)=-0.442268

J4(12,7)=0.866464

J4(12,9)=-1.298603

(
(
(
(
(
(
(
Ja(11,6)=-1
(
(
(
(
(
(

J4(12,11)=0.4527

B,(6,1)=6666.6667

J3(3,3)=4.702217
J5(4,2)=4.25349
J5(4,5)=-1.429188

J4(1,8)=-1000.290955
J4(2,7)=-999.708984
J4(3,9)=1.348621
Ja(4,4)=-1
J4(4,10)=1.429188
Ja(6,6)=-1
Ja(7,7)=5.09908
J4(7,11)=-4.624049
Js(8,1)=-1
J4(8,8)=4.517141
J4(8,12)=-4.517141
J4(9,9)=5.067762
J4(9,11)=-4.769805
J4(10,3)=-1
J4(10,10)=4.659527
J4(10,12)=-4.659527
J4(11,7)=-4.621881
J4(11,9)=-4.519533
J4(11,11)=9.393934
J4(12,5)=-1
J4(12,8)=-4.621881
J4(12,10)=-4.554785
J4(12,12)=9.176666

Bl (7,1)=0
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O sistema é instdvel em malha aberta e possui o seguinte conjunto de autovalores:

— 59.203768

— 9.6886974 + 18.109323¢

— 9.6886974 — 18.109323:
0.0225985 + 8.0819636:
0.0225985 — 8.0819636:

- 13.96629

— 0.0010000
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Dados do Exemplo 2: Sistema de 3 Barras
DADOS DA BARRA
Barra Tensao Pgen Qgen | Pload Qload Qsh ()
no | mod(pu) | ang(deg) (MW) | (MVAr) | (MW) | (MVAr) | (MVAr) ()
2 1.00000 0.0000 | -107.5185 | 29.0988 | 0.0000 0.0000 0.0000
1 1.00780 26.6490 | 110.0000 | 22.3896 | 0.0000 0.0000 0.0000
3 0.97688 13.3771 0.0000 0.0000 | 0.0000 0.0000 (.0000
DADOS DA LINHA
(from) (to) R X1 Xec base
(pu) | (pu) | (MVAr) | (MVA)
1 3 0.0100 | 0.2075 0.0000 100.0
3 2 0.0100 | 0.2075 0.0000 100.0
DADOS DA MAQUINA SINCRONA
“Barra | md | comp(%) base H D Xd Xq| Xd]| X7q
no. cod Pgen | Qgen | (MVA) (s) | (pu/pu) | (pw) | (pu) | (pu) | (pu)
2 14{ 100 100 100.0 | 1000.000 0.0000 0.0010
1 4] 100| 100| 100.0 4.270 | 0.0000 | 1.4450 | 0.9590 | 0.3160
Barra X”d X”q Ra T’d T,q T” d T”q
no.cod. | (pu) | (pw) | (pw) | (py) | (pu) | (pu) | (pu)
2 0.0000 | 8.500
1 0.1790 | 0.1620 | 0.0010 | 5.256 0.028 | 0.157
DADOS DO SISTEMA DE EXCITACAO:
Barra Parametros
no.cd Ka Ta Kf Tf| Vimn | VIl mx | Efd mn | Efd mx
| 1 200.0000 | 0.0300 | 0.00100 | 1000.00000 | -0.1000 | 0.1000 | -20.1560 | 20.1560 |
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