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Resumo

O conteudo deste trabalho trata da aplicagio do método sem matha hp-Clouds ou
simplesmente método de nuvens (C. A. Duarte ¢ J. T. Oden [8]) a solugio de problemas de
placas de Reissner-Mindlin.

Inicia-se o0 mesmo fazendo um abordagem sucinta das técnicas sem malha precursoras da
metodologia adotada, destacando suas potencialidades e limitagdes. A seguir é apresentado
o principio variacional modificado dos Trabalhos Virtuais, proposto por Y.Y. Lu, T.
Belytschko € L. Gu [4], adaptado ao problema de placas semi espessas de Reissner-
Mindlin.

Sdo estabelecidos os alicerces matematicos necessarios na construgdo do espago de
aproximagao, que se¢ fundamentam na particio da unidade ¢ nas fun¢des denominadas
Moving Least Square (MLS). E definida a fungdo de Shepard como um caso especial
das fungdes MLS bem como seu carater de partigio da unidade. Posteriormente, sio
construidas as bases, do espago de aproximagdo por meio de produto tensorial com
polindmios de L.egendre ou por produtos com conjuntos completos de polinGmios.
Culmina-se o trabalho apresentando resultados numéricos, onde se¢ wverifica o
comportamento do espacgo de aproximagdo quanto ao fenémeno de Travamento (Locking) e
quanto a convergéncia de deslocamento transversal ¢ esforgos (momentos e cortantes).

Como item anexo ¢ feita a comparagdo de resultados, entre a metodologia utilizada € MEF.



Abstract

The content of this work consists on the application of the mesh less hp-Clouds
method (C. A. Duarte and J. T. Oden [8]) to the solution of problems of the Reissner-
Mindlin thick plates.

It begins with a brief approach of the mesh less techniques of the adopted
methodology, emphasizing its potentialities and restraints. Then, the modified variational
principle of the Virtual Works is presented, as proposed by Y. Y. Lu, T. Belytschko and
L. Gu [4], adapted to the problem of the Reissner-Mindlin plates.

The necessary mathematical foundations for the construction of the
approximation space are set, which are based on the partition of the unity and the
functions named Moving Least Square (MLS). The function of Shepard is defined as a
special case of the MLS function, as well as its character of partition of unity.

Afterwards, the bases of the approximation space are built through tensorial
products with Legendre’s polynomials or through complete set of polynomials.

The work finishes presenting numerical results, where one verifies the behavior of
the approximation space in relation to the phenomenon of locking and to the convergence
of transversal dislocation and efforts (moments and shear).

As an annexed item, the comparison of results is done between the methodology

used and FEM.
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Capitulo 1

Introducao

Dentre os grandes avancos nos métodos numéricos do século vinte, temos o surgimento
do Método dos Elementos Finitos (MEF) que, juntamente com o avanco da ciéncia da
computagao, marcam uma nova era na ffsica na matematica e na Engenharia através da
simulagao numérica de problemas reais. Nos dltimos vinte anos, vemse delineando uma
nova geragao de métodos numéricos, sendo o objetivo principal destas pesqﬁisas modificar
a estrutura interna do método tradicional de elementos finitos, de forma a torns-lo mais
flexivel, vers4til e robusto. Os trabalhos témse concentrado naqueles pontos onde o MEF
tradicional apresenta limitagoes tais como movimentos descont{nuos, fraturas ou choques,
malhas complexas, adaptatividade, etc. Por exemplo, o cardter estruturado dos elementos
finitos encontra sua aplicagao limitada em problemas de simulagdo de impactos de alta
velocidade, problemas de erosdo, problemas de dano do material e falha estrutural e
problemas de mudanga de fase. Em muitos destes casos, os chamados métodos sem
malha mostram sua eficiéncia e versatilidade, proveniente da independéncia das fungGes
de aproximagao de uma malha, evitando problemas de distorgdo da mesma e & diminuigao
do custo computacional devido & nao-necessidade de remalhamento.

Entre as primeiras propostas dos métodos sem malha temse a de R.A.Gingold e
J.J.Monaghan com Smooth Particles Hydrodynamics (SPH)[27], e o método Moving Least
Square (MLS), de P. Lancaster e K. Salkaushkas[26]. Recentemente a importancia dada
aos métodos sem malha temse refletido no surgimento de uma série de outros métodos,

tals como:
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Difuse Element Method (DEM) (Nayroles, Touzot e Villon) [29]

Element Free Galerkin (EFG) (T.Belytschko e co-autores) [2]

o Reproducing Kernel Particle Method (RKPM) (Liu e co-autores) [30]

hp-Clouds (J.T.Oden e C.A.Duarte) [8]

Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM) (Babuska e Melenk) [12]

O método SPH, representa a forma mais flexfvel dos métodos sem malha, sendo de
simples implementagao. Este usa o conceito de colocagao para construir o conjunto de
equagdes discretizadas que governam o problema. O processo de integragao usado em R? é
a regra do trapézio que, além de nao ser uma regra 6tima, integra exatamente, no maximo,
funcGes lineares. As fungfes de interpolag@o usadas nos micleos das equagGes integrais
tém a mesma forma que as funcoes de grau zero do método MLS, conhecida como funcéo
de Shepard. O inconveniente de sua utilizagdo é a baixa precisdo de aproximagao. Além
disto, o método SPH apresenta inconsisténcia linear quando sdo usadas determinadas
fungdes de interpolagéo (fungdes spline cubicas). Situagdo similar acontece nas fronteiras,
onde nao se tem como garantir a consisténcia nem para funcgdes lineares, nem para as
constantes. Portanto, embora seja um método muito simples de ser implementado, ele
apresenta a limitacao de usar fungdes de aproximacao de baixa precisdo e um processo
de integragao pouco adequado, exigindo um ntmero elevado de pontos integragao para
obter-se uma precisao satisfatéria.

Os métodos EFG e DEM, ao contrédrio do SPH, usam a formulacao de Bubnov Galerkin
para obter o conjunto de equacdes discretizadas junto a técnica de Moving Least Square
(MLS) para a construgéo das fungdes de aproximagado. Entretanto, o DEM mostra baixa
precisao, principalmente devido & consideracgdo inadequada das condi¢Ges de contorno na
fronteira de Dirichlet, ao emprego de regras de integragado de baixa ordem no conjunto de
células suportes de integracao e, principalmente, & omissao de certos termos das derivadas

das fungdes de interpolacao.
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O EFG vem como uma forma de aprimorar o DEM, usando regras de quadratura
de alta ordem, incluindo certos termos nas derivadas dés fungoes de aproximacgao que
néo sdo considerados por Nayroles, e o emprego de multiplicadores de Lagrange para
forcar condicoes de contorno essenciais. As taxas de convergéncia bem como a precisao
atingidas sd0, em muitas situagoes, melhores do que em MEF, como é o caso de problemas
de dinamica de fratura, mostrado por Y.Y.Lu, T. Belytschko, M.Tabbara [5], j& que as
fun¢des ndo apresentam sensibilidade que comprometa a precisao para uma distribuicao
nao uniforme de nés. Esta caracterfstica torna este método muito atraente para refinos
”h 7 adaptativos, ndo correndo o risco de malhas distorcidas para ajustar-se a geometria

”

do problema. Por outro lado, o refino ” p ” adaptativo torna-se mais simples que em
METF, j4 que nao se tem a dificuldade da descontinuidade de fungGes nas fronteiras entre
os elementos.

Embora o método EFG apresente uma excelente linha a ser seguida para contornar
problemas onde os métodos tradicionais com malha apresentam limitagdes, o custo com-
putacional na etapa de processamento é alto, j& que para calcular as funcoes de aproxi-
magcao é necessdrio inverter uma matriz em cada ponto de integragao. Uma forma de evitar
a inversao desta matriz foi apresentada no trabalho de Y.Y.Lu, T. Belytschko, M.Tabbara
[5], no qual é usado um processo de ortonormalizagdo das fungdes peso-polinomiais resul-
tando uma matriz diagonal. Porém o custo computacional do processo de ortonormaliza-
céo é tdo caro quanto inverter a matriz. O método EFG, quando aplicado a problemas
regulares, ndo oferece vantagens em relacdo ao MEF convencional, jé4 que nestas cicun-
stancias a etapa de pré-processamento para gerar a malha é de baixo custo computacional,
se comparada com a etapa de processamento utilizando o método EF'G. Portanto, um pro-
cedimento com o qual se consegue elevada precisao de resultados em regides criticas, e ao
mesmo tempo, baixo custo computacional, é conseguido, co a divisao do dominio em duas
regides: uma critica, onde se aplica o método EFG, e outra regular, no qual se aplica MEF

convecional, conforme apresentado por D. Hegen [7]. Uma outra dificuldade que surge em

EFG convencional estd intimamente relacionada com a forma de impor as condigoes de
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contorno essenciais, utilizando multiplicadores de Lagrange. Este procedimento, quando
usado de forma direta no principio variacional cléssico, resulta numa matriz de rigidez
que nao é positiva definida, apresentando problemas de mal condicionamento quando se
trabalha com bases polinomiais de grau elevado.

Uma forma de contornar os problemas relacionados aos multiplicadores de Lagrange
é apresentada por Y.Y.Lu, T Belytscho e L.Gu [4], empregando o principio variacional
modificado. Neste caso, é usado o significado ffsico dos multiplicadores de Lagrange, que
correspondem aos vetores tragéo sobre a fronteira de Dirchlet necessérios para forgar as
condigbes de contorno prescritas. A grande vantagem do emprego desta técnica consiste
na diminuigao do nimero de graus de liberdade e no surgimento de uma matriz sem
grandes problemas de mal condicionamento.

O emprego do método EFG é estendido ao tratamento de dominios constituidos de
materiais diferentes de L.W.Cordes, B. Moran[6], onde novamente é usadd o significado
ffsico dos multiplicadores de Lagrange para forgar condi¢oes de contorno essenciais e na
fronteira definida entre os materiais. Outra variacao do método é o tratamento do EFG
com integragao nodal, ou seja, onde nao é preciso o conjunto de células para integragao
numérica Sephen Beissel e Ted Belytscho[3]. Neste caso, o problema da sub-integragso,
também chamado de instabilidade tensorial é contornado incorporando na equagao do
princ{pio variacional o quadrado do residuo de energia.

Como uma sequéncia natural ao método EFG, surgem os métodos que constréem o
espago de aproximagao por enriquecimento externo da particdo da unidade, como o hp
Clouds, de C. A. Duarte e J. T. Oden (8], e o Partition of Unity Finite Element Method
(PUFEM), de J.M. Melenk e I.Babuska [12].

No método hp-Clouds, aqui denominado Método das Nuvens, o espago de aproximagao
é construfdo por enriquecimento da fungao particao da unidade com sinal. Este enriquec-
imento podese dar por produto tensorial destas fungdes com polinémios de Legendre, ou
por conjuntos completos de polinémios.

Embora nao tenha sido adotado neste trabalho, no qual as condigdes de contorno
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essenciais sdo impostas de forma fraca, nesta metodologia, as fungdes de aproximacéo
podem ser construidas de forma a possuir a propriedade delta de Kronecker (C. A. Duarte
e J. T. Oden [11]). Nestes casos, as condgbes de contorno sdo impostas de forma similar
a do MEF, em que sdo utilizados elementos hierdrquicos.

A principal vantagem deste método sobre o EFG é o de poder usar parti¢des de unidade
de grau zero (funcGes de Shepard ). Esta caracteristica torna este método muito atrativo
para o uso de estratégias adaptativas, devido ao baixo custo computacional necessdrio
para obter o espago de aproximagao. O emprego de fungdes de Shepard na construcao do
espago de aproximagao representa uma economia de tempo de processamento, j4 que nao
héa vantagem em construir fungdes particao da unidade usando bases polinomiais de grau
maior do que zero, como provado numeérica e matematicamente por C. A. Duarte e J. T.
Oden [8§].

O Partition of Unity Finite Element Methd (PUFEM) se caracteriza por construir o
seu espago de aproximagao por enriquecimento das fungoes particdo da unidade do tipo
Lipschitz com fungtes que apresentam boas propriedades de aproximagcéo (polinémios de
Legendre, polinémios de Lagrange e fungdes que fazem parte do PVC). Dentro das fungdes
particao da unidade possiveis de serem usadas se encontram as fungdes globais de MEF.

As principais caracteristicas do método sao:

e Habilidade de incluir, a priori, conhecimento sobre o comportamento local da solugao
no espago de elementos finitos. Isto o torna apropriado na abordagem de proble-
mas em que as solugbes sdo fortemente oscilatérias e o uso de bases polinomiais
nao resolve as caracteristicas principais da solugdo. Um exemplo de problemas com
solugdes fortemente oscilatérias sdo os problemas de elasticidade para materiais lam-
inados, materiais endurecidos e a equagao de Helmholtz para pequeno comprimento

de onda;
e habilidade de construir o espagb de aproximagao de regularidade desejada;

e pelo fato de ndo precisare de uma malha no sentido cléssico de elementos finitos, o
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método se torna sem malha;

e pode ser entendido como uma generalizagdo das versées h p e hp de MEF.

Dentre as dificuldades encontradas podem ser citadas as seguintes:

— A escolha da base do espago de interpolacdo, pois dela depende o niimero de

condicionamento da matriz de rigidez;

— A incorporaggo das condigbes de contorno essenciais no problema, j4 que as
funcoes de interpolagdo podem nao ter a propridedade seletiva do Delta de
Kronecker, tendo que forcar as condigoes de contorno por meio de funcgdes de

penalizagao ou outras técnicas;

— O processo de integragao numérica torna-se mais dificil do que o MEF conven-
cional, j& que as fungGes nao estao amarradas & malha, tendo que determinar
para cada ponto de integragdo o nimero de patch (dominios da particdo da
unidade) que o cobre, bem como os valores das funcdes e seus gradientes cor-

respondentes no ponto de integracao.

1.1 Objetivos do Trabalho

A finalidade deste trabalho ¢ a andlise do comportamento do espago de aproximagao
construido mediante o Método das Nuvens na resolucdo de problemas de elasticidade,
especificamente na andlise de problemas de placas de Mindlin. Para tal, foram executadas

as seguintes tarefas:

e Implementacgao de uma estrutura computacional para a solugdo numérica de prob-
lemas de elasticidade, segundo os métodos sem malha, em particular o método hp
Clouds, ou simplesmente método das nuvens. A estrutura computacional foi con-
struida em POO ( programagéo orientada a objetos ), com arquitetura aberta, ou
seja, elaborada de forma tal que permita a implement¢do de problemas especfficos,

usando a estrutura j4 existente. Este é o caso da estrutura computacional especifica
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para o problema de placas de Mindlin (que é o problema especffico a ser abordado),

problemas de elasticidade plana etc;

e verificacdo do desempenho do método para o problema de placas de Mindlin, através

da andlise de:

— Fen6meno de travamento (Locking);
— Convergéncia em termos de erro relativo na norma L?;

— Convergéncia local avaliada em termos de valores méximos normalizados em

relagao & solugao analftica.

Como complemento anexo as verificagGes citadas é feita uma andlise comparativa com

resultados obtidos utilizando MEF.

1.2 Descricao do Trabalho
1.2,.1 Capitulo 1.

Constiui-se de uma introducao & metodologia sem malha apresentada anteriormente.

1.2.2 Capitulo 2.

Este capftulo analisa o problema estdtico de placas, considerando a deformagao cisal-
hante. Nesta abordagem s&o apresentadas as hipéSteses cineméticas e as correspondentes
equactes de deslocamento para teoria de primeira ordem, caracterizando, desta forma, o
modelo de placas de Reissner-Mindlin. Sao definidos para o modelo apresentado o tensor
de deformagcdes de Green para pequenos deslocamentos e as equagOes constitutivas para
material eldstico linear isotrépico. O principio da energia potencial conforme K. Washizu
[16] é utilizado como ponto de partida para determinar o principio variacional dos tra-
balhos virtuais (PTV). Sdo definidas as equagSes de PTV incorporando as condicdes de
contorno essenciais por meio de funcdes de penalizagdo (multiplicadores de Lagrange) e

pelo Principio Variacional Modificado, que usa o significado fisico dos multiplicadores de
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Lagrange conforme Y.Y. Lu, T. Belytschko e L. Gu [4], adaptado ao problema de placas
de Mindlin.

1.2.3 Capitulo 3.

Apresentam-se neste capitulo as caracteristicas fundamentais do espaco de aproximacao no
método das nuvens. Sao definidos os fundamentos matemdticos dos métodos precursores
do EFG, hp-Clouds e PUFEM, como Moving Least Square(MLS) e o Método da Particdo
da Unidade. £ comentada de forma sucinta a construgdo do espago de aproximagao do
EFG e do PUFEM, ressaltando suas potencialidades e limitagoes. Finalmente é abor-
dada de forma detalhada a construgao do espaco de aproximacao do método hp-Clouds,

conforme C. A. Duarte e J. T. Oden [g].

1.2.4 Capitulo 4

Neste capftulo se estabelece a formulacao de Bubnov Galerkin para o campo de deslo-
camentos e, a partir destas, a equacao integral do Principio Variacional Cléssico com
varigveis discretizadas, no qual surgem as matrizes N, e Ny, e os vetores de pardmetros
de Lagrange A, responsdveis por introduzir as condigtes de contorno essenciais.

Como uma forma alternativa de contornar as dificuldades de impor as condicoes de
contorno essencias é apresentada a equacdo com varidveis discretizadas para o Principio
Variacional Modificado. Como complemento deste capitulo sdo apresentadas de forma
sucinta as caracterfsticas fundamentais da programacio orientada a objetos (OOP), bem

como a estrutura bésica do cédigo CLOUDS++ utilizado neste trabalho.

1.2.5 Capitulo 5

Sao apresentados e discutidos aqui os resultados numéricos, através dos quais se verifica
o comportamento do espaco de aproximacgao, a influéncia da geometria e das condigoes
de contorno. Sao utilizadas nesta anélise placas quadradas com apoios rigidos e placas
quadradas e circulares engastadas, todas sujeitas a carregamento uniformemente distribui-

do no dominio. E analisado o fenémeno de travamento (locking), assim como o resultado
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de convergéncia em termos de erro relativo na norma L? e de valor local m&ximo normal-
izado, para os campos de deslocamento transversal e esforgos (momentos.e cortantes).
Encerra-se o capftulo comparando os resultados obtidos para convergéncia local do

deslocamento transversal com MEF, para os seguintes casos:

Placa quadrada simplesmente apoiada no contorno {(apoio rfgido, "hard ™);

Placa circular engastada no contorno;

Placa triangular ( tridngulo equildtero ) simplesmente apoiada no contorno;

Placa anular simplesmente apoiada no contorno;

Placa rémbica simplesmente apoiada no contorno.

1.2.6 Capitulo 6

Sao discutidas as potencialidades e limitagtes desta metodologia na abordagem do prob-
lema de placas de Mindlin, em func¢ao dos resultados numéricos dos exemplos analisados

no capitulo cinco. Finalmente sdo apresentadas sugestdes de linhas de pesquisa futuras.
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Capitulo 2

Placas de Mindlin

As placas s8o elementos estruturais que se caracterizam por apresentar uma dimensao
(espessura) muito menor que as outras duas e rddio de curvatura infinito, conforme Figura
2.1. Assim, o dominio da placa 2 é definido como

£t

0= {(x,y,z) eRze [—2—51 (z,y) e B, 8¢ Rz}

onde ¥ representa o plano médio da placa, 92 o seu contorno e ¢t a espessura.
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Figura 2.1. Elemento estrutural de placa
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O modelo de primeira ordem, também conhecido como modelo de Reissner-Mindlin
para placas semi-espessas, ndo mais considera a rigidez no cisalhamento infinita, como
na teoria cléssica de Kirchhoff. Neste caso, depois da estrutura deformada, as fibras ndo
permanecem perpendiculares ao plano médio, e sim defasadas de um angulo v em re-
lagao a perpendicular, correspondente & rotagao devida ao cisalhamento. Neste modelo, o
campo cinemdtico é construfdo em fungdo dos deslocamentos transversais e das rotactes
de pontos no plano médio da placa e é representado por fungoes lineares com relacdo
4 coordenada z da espessura, o que caracteriza o modelo cinemdtico de primeira ordem.
Partindo da definigao do préprio campo de deslocamento, pode-se constatar que as ten-
soes cisalhantes 7., € Ty, sao constantes ao longo da espessura. Este fato caracteriza
uma limitagao desta teoria ja que se sabe que a tensao cisalhante se distribue de forma
aproximadamente parabdlica ao longo da espessura da placa. Esta limitagao foi contor-
nada por Mindlin e Reissner através de um fator de corre¢ao da distribuigdo de tensdes
de cisalhamento transversais. Este fator de corregéo foi calculado em comparacéo com a
solucao analftica apresentada pela teoria da elasticidade triciimensional, sendo o primeiro
valor determindado por Reissner (1945) com k. = 2 , e posteriormente por Mindlin (1951)

11.2
define k. = I35.

2.1 Hipéteses Cinemadticas.

As hipéteses simplificativas bésicas para o modelo cinemdtico de 1% ordem sao:

(a) Espessura t<<IL/10 no qual L é a largura média da placa;
(b} 0., =0;
(c) As fibras retas continuam retas ap6s a deformacao;

(d) As fibras perpendiculares ao plano médio ndo variam de dimensao apés a de-

formacao.

Na presente abordagem nao sao levadas em consideragéo as deformagdes de membrana.

Isto pode ser feito sem perda da generalidade, j& que no modelo de placa de Mindlin os
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mecanismos de deformacao de esforgos de membrana e flexdo se encontram desacoplados.
Assim, pode-se descrever o deslocamento de um ponto qualquer P (z,y, z) da placa em
fungdo do deslocamento vertical w e dos giros 6, e 6, do ponto Py(z,y) da superficie
média como :
" uy(z,y, 2) 1 |{ —20(z,y)
u(x,y,z) = uz(x,y,z) > =< _Zey(x’y) (21)
[ u(z,%2) )] | wizw

onde u;, ug € u3 s30 os deslocamentos nas diregGes z, y e z respectivamente.
O gradiente de deslocamento é dado por
—205, —20y, Wi

Vu= | —26,, —20,, w, (2.2)
—0, -6, 0

e o tensor de deformagdes de Green é definido como:

e(u) = %(Vu + VuT) (2.3)

Substituindo 2.2 em 2.3,

‘ (w,y —Oy) (2.4)

Devido a simetria do tensor de deformagtes de Green, pode-se escrever o mesmo como

um vetor de cinco componentes como segue:

( Exz ] —zez,z
] Eyy l —20yy
€ (u) =48 Yy ¢ = "Z(ea:,y + ey,z) (25)
l Yz J l (w1x -0::)
. Yyz (way —Gy)

O vetor acima pode ser decomposto em fungao dos mecanismos de formagao atuantes,
ou seja, em uma parcela correspondente & deformacgdes de flexao e & outra cisalhante,

como mostrados abaixo:
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Eyy ¢ = 2€5 (1) (2.6a)

onde €; (u) é o vetor formado pela parcela simétrica do gradiente de rotagdes, definido a

seguir como:

& (u) = —Byy (2.6b)
- (ez,y + ey,r)

Em forma anédloga,

{ Vaz } — e (u) = { Wiz —0z } = Vw—0 (2.7)

Tyz W,y —0,

onde 87 = {6,,6,}.

2.2 Equacoes constitutivas

Devido ao fato de se considerar uma espessura { << 1L_0 , admite-se que as tensoes normais

o, $30 despreziveis em relacdo as outras. Esta hipStese incorporada na relagao cinemética

de um sélido eldstico linear isotropico ( Lei de Hooke ) permite obter a seguinte equagéo:

[ - l 1v 0 0 0 "
1 0 0 0
Tyy E v iy Eyy
o) =1 7, =T oo &2 o o0 Yoy (2.8)
T I 00 0 @4 g lvm
Tyz 00 O 0o = Vi

Esta equagado constitutiva pode ser expressa levando em consideragdo os diferentes

mecanismos de deformagao que ocorrem na placa:

gy(u)=4 0y p=7—5 v 1 O Egy (2.9)
o A R N
T E 1) g ] [~
suy=4{ ™ L2 | 72 2z 2.10
7 () { Tyz } (1-v2) [ 0 852 11 % } (210)
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ou em forma compacta,

o5 (u) = 2Cle; (u) (2.11)
o, (u) = C’, (u) (2.12)
onde:
1 v 0 ]
c! : E =|v 1 0 (2.13)
(_V)_OO!IEU!_
=& - 7 0 - (2.14)
(1-»%| o &= '

Figura 2.2. Estado de tensoes de um elemento de placa em equilfbrio estético
Dado o estado de tensdes de um elemento da placa com dimenstes dz e dy mostrado na
Figura 2.2, os esforcos internos estdo relacionados aos momentos e esforgos de cisalhamento

distribuidos dados pelas expressoes:

(ML

M":f 2002 (2.15)

(S1ES
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My, fi 20,42 (2.16)
Mgy = sz 2Tdz (2.17)
Qe /Et Tz202 (218)

-7

t
/"z

Qy = . Tyzd2
-3

(2.19)

Desta forma, utilizando a Eq. 2.11 e integrando os momentos de primeira ordem na
espessura define—se:

MZQ‘:
M =

L
£

My, ? = / 2oy (u)dz = /
sz == .

il

2

i

2
onde pode-se escrever C, como:

3

” 1
C,=—C'=D |V
12 0

o o= W

1-v)

(2.21)
2
Na Eq. 2.21 D o coeficiente de rigidez a flexao da placa é definido por:

8E

T 1201 - 7)
De forma anéloga, a partir da Eq. 2.12, define-se:

Q:{ g: }:fksas(u)d:::

L
2

(2.22)

2

/ " k,C2e, (u)dz = k,tC2%, (u) = Cye, (1) (2.23)

A matriz C, de coeficientes eldsticos tem a forma:

C. — ptCl = FstE [——‘”'”

0
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O Coeficiente k£, é denominado de coeficiente de corregao de cisalhamento, sendo ado-

tado o valor de k; = % (Reissner 1945)

2.3 Principio da energia potencial

O principio da energia potencial minima estabelece que a fungdo u (x), que minimiza o
funcional II (energia de deformagéo total) corresponde a uma configuragdo de equilibrio
do sistema.Partindo da expressao da energia potencial de deformacao interna, pode-se
determinar o sistema de cargas compatfveis com o modelo cinemdtico como observa-se a
Seguir:

Conforme K.Washizu[16], a energia potencial interna de deformacéo fica definida como:

IL (u) = %A(M (u) - & (u) + Q(u) - €, (u))dx (2.25)

Por motivos de comodidade no formalismo matemadtico, define-se a seguir a seguinte

igualdade (ver expressdo 2.6b)

M (u) - & (u) = —M (u) - V°@ (2.26)

onde,
M () = { AZ‘Z: ﬁz } (2.27)
vsg — [ f:;; % (Sx,g + By,.r) } . (228)

Substituindo as Eqs. 2.26 e 2.7 na Eq. 2.25, pode-se escrever a energia potencial

interna de deformacéao como:

I'I,L-(u)z%/2(~1\_/[(u)-V50—Q(u)-0+Q(u)-Vw)dE (2.29)
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As parcelas do integrando 2.29, que se constituem de produtos internos com gradientes
de rotagdes e gradientes de deslocamentos transversais, podem ser desdobradas, com a
intencao de reduzir a ordem da integral.

Parte-se, inicialmente, da definicdo do Gradiente V@ como uma soma da parcela
simétrica V°@ definido em 2.28 responsdvel pelas deformagdes, e da parcela anti-simétrica

responsdvel pela rotagao de corpo rigido,

Vo = (V°0+V°0) (2.30)

na qual V@ representa a parte anti-simétrica do gradiente com a seguinte forma matricial:

0 2 (029 —Oyz)
Vg = 3\ —Swal | 2.31
{ 10y —0ay) O } (2:31)

Com a finalidade de expressar M (u) - V*@ do integrando de 2.29 em funcéo de diver-

gentes, emprega-se a seguinte identidade da 4lgebra tensorial:

div(M (u) 8) = M (u) - VO + 8 - divM (u) . (2.32)

Substituindo a Eq. 2.30 em 2.32, obtem-se:

div(M (u) 8) = M (u) - (V°0+V°8) +8 - divM (u) (2.33)

ou,

div(M (u)8) = M (u) - V°0+M (u) - V*0 + 8 - divM (u) . (2.34)

Como M (u)- V@ = 0 em 2.34, j& que o produto interno de uma matriz simétrica por

uma anti-simétrica é nulo, chega-se a seguinte expressdo para —M (u) - V°:

—M (u) - V*0 = —div(M (u) 8) + @ - divM (u) (2.35)

Para determinar Q (u) - Vw em funcdo de divergentes procede-se de forma similar &

anterior e obtem-se a seguinte expressao para Q (u) - Vw:
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Q (u) - Vu = div(Q (u) w) — wdivQ (u) (2.36)

Substituindo as Egs. 2.35 e 2.36 em 2.29 obtem-se:
_ L[ [5[~div(M(u)8) + 8 - divM (u))] 4% - [ Q(u) - 84X ] ;
Hutay= 2 { 2 + [5 [div(Q (u) w) — wd]in (u)]sz J (2.37)

Rescrevendo a Eq. 2.37 chega-se a:

{/ —di”(M(U)B)d2+Le-dz‘vﬁ(u)dg_Lq(u).gcgg (2.38)

b3

+de(Q(u) w)dE—Lwdz'vQ(u) dz}

Aplicando o teorema da divergéncia as integrais primeira e quarta de 2.38, conclui-se

que:

1 [ (divM (u) — Q(u)) .0dE — [ wdivQ(u) d5—
U(w) = 2{ i fazﬁ(u)n.odasm [0 Q) - nwddE } (2.39)

Portanto, a equagao completa do Funcional IT (u) pode ser escrita como:

_1f divM (u) — Q(u)) - 0 — wdivQ (u)] dX
L) = 2 { N ['*(_faz [—M u)n-0)+ Q(u) -nw] dBE] } (2.40)

—/qde— [m-ods— [ Gwdsn- [ - 6dos
5 Js Jozy Josy

Na Eq. 2.40, tem-se que:

I (u) =TI (u) — L, (w) (2.41)

no qual IT; (u) corresponde & Eq. 2.39, e II, (u) ao trabalho realizado pelas forgas externas,

ou seja:
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He(u)z/qwd2+ fm-0d2+ / qwdoy + [ m-0do% (2.42)
b3 Jz 5T JOTN

Minimizando este funcional, chega-se & equagdo de trabalhos virtuais em que o prob-

lema consiste em determinar u €Xin que satisfaz a equagado abaixo:

811 (u) = /Z | [(divM (u) — Q(u)) - 6" — w'divQ] dT+ (2.43)
[ M6+ Q) -nu|aoz-
-~ /Eqw*dz — jé m - 6'dY — /% qu'ddx — Asz .'d8% =0
VO® e VYw' € Var

Kin={6w:0we H (X),0=0, w=u Yx€dTp] (2.44)

Var = {6"w* : 0" w" € H' (£),0"=0, w" =0 Vxecd%Tp} (2.45)
2.3.1 Equagoes de Equilibrio

Partindo da Eq. 2.43 obtem-se a seguinte configuragao de equilfbrio:
Em3 :

divM (u) ~Q (u) = m (2.46)

divQ(u)+g=0 (2.47)

Considerando uma base cartesiana, essas equagOes podem ser escritas como:
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OM 1z /0% + M )8y — Qz = Ty (2.48)

M o/ B8z + M, /8y — Q, = m, (2.49)
8Qz/ 8z + 8Qy/dy +q =0 (2.50)
Em 8%y, tem-se:
M (u) -n = —m, (2.51)
Q(u) -n=g, (2.52)

Procedendo de forma similar para as Egs. 2.51 e 2.52, chega-se a:

M poniy + Moyny = —migg (2.53)
Myzng + Myyn, = ~mg, (2.54)
Qg + Qyny =45 (2'55)

2.4 Uso de Multiplicadores de Lagrange para imposicao
das condicoes de contorno essenciais

No MEF tradicional as fungGes de interpolagdo apresentam a propriedade delta de Kro-
necker permitindo, desta forma, impor condigoes de contorno essenciais de forma forte. No
procedimento aqui adotado, ndo se conta com esta propriedade. Portanto, as condigbes

de contorno devem ser incorporadas através da combinagé@o linear dos pardmetros das
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funcoes que tém valores nao-nulos nesta fronteira.Esta combinagao pode ser obtida me-
diante a utilizag ao de multiplicadores de Lagrange, como indicado a seguir. O problema

de equilfbrio pode ser expresso mediante a minimizagéo do funcional I1(u), ou seja:

min EIG(ICI:Z: %a (u,u) —{u). (2.56)

Na Eq. 2.56, o funcional bilinear Za (u,u) e linear I (u) temn as seguintes formas para

o problema de placas,
o (uu) = L (W) &3 () + Qu) -, (w)d (2.57)

l(u):/qwd2+ [m-0as+ [ guisz+ [ wm.0dos  (259)
z JE DN JB}.‘.N

Observe-se que a Eq. 2.56 corresponde ac problema de minimizagdo de um funcional

convexo em u, dentro do conjunto restrito

Kin={u(@w): Qwe H'(S), 6 =0, w=T Y x €0%p} (2.59)

As propriedades de IT(u) assim como da restrigdo sobre u garantem, pelo teorema de
Lax-Migram { Oden [33])

a existéncia e unicidade da solugao.

Por outro lado, a utilizagdo de multiplicadores de Lagrange permite eliminar a restrigao

explicita sobre u na fronteira de Dirichlet. Se u é a solugao do problema 2.56, isto é.

u =arg min II(0) (2.60)

Gekin

entdo existem as fungBes Ay € L? (8%p) e Ay € i (0%p) tal que o lagrangeano

L (ua )‘b:/\‘w) = H(u) + [Ab) (0“5)]3213 + [)‘wa (w —_'(17)] (261)

é estaciondrio em, u, A, e A\, (Luenberger[31]):



(6ul (u, Xy, Ay),u*) =0 Yu® € H (%) (2.62)

(BAL (1, Mgy Aw) s ALY + (62X L (1, Mgy M), ALY =0 (2.63)

¥ Aje)l, € L? (8%p)

Operando as Egs 2.62 e 2.63 chega-se &s seguintes condi¢tes de estaciondrio:

a(u,u*) —(u*) — / As - 6*°dOY — / Asw*dO¥ =0 (2.64)
oXp 8Zp
/ AL (0—§)daz+/ ! (w — T)dOT = 0. (2.65)
8Tp 8L p

Assim, as Eqs. 2.64 e 2.65 definem o equilfbrio do corpo j4 incorporadas &s condices
de contorno. Colocando estas em forma explicita, é possivel afirmar que o problema de

equilfbrio consiste em determinar 8 e w €H' (X) e Ay e A,€L%(8Lp), de forma que:

r

[ V() - (") + Qu) - e, (w))dE - [ quas— [ m-oas (2.66)
) Jz Js

— / qw*doy — f - 0°do%
BEN 32N

- / Ay - 6°dOT — / Aw*dd% = 0
JaED BED

J/a): A; - (6 —0)doT + ng A {w —W)dOT =0 (2.67)

VO ew € H(E) e A} e ) eL?8%p).

O sistema de equagtes formado por 2.66 e 2.67 constitue o princfpio variacional cléssi-

co, forgando as condigGes de contorno essenciais através de multiplicadores de Lagrange.
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Este princfpio variacional tem o inconveniente de gerar uma matriz de rigidez que nfo é
positiva definida, além de apresentar problemas de mal condicionamento quando se tra-
balha com fungbes de aproximagao obtidas por enriquecimento. Como no caso de placas
& comum trabalhar com fungdes de interpolagao de ordem p=3 e p=4 para obter uma
boa precisao, optou-se por usar o princifpio variacional modificado, no qual é utilizado o
significado fisico dos multiplicadores de Lagrange que, no problema de placas, correspon-
dem as componentes de momento e forgas cortantes nas fronteiras de Dirichlet. Através
deste procedimento se obtem uma matriz de rigidez similar & utilizada em MEF con-
vencional, sem problemas graves de mal condicionamento e com redugao do numero de
graus de liberdade do problema. Entretanto, como no Principio Variacional Modificado
os multiplicadores de Lagrange sao colocados em func¢ao dos deslocamentos, a qualidade

de resultados é inferior ao procedimento anterior.

2.5 Principio Variacional Modificado

Subtraindo a Eq.2.67 da Eq. 2.66, resulta:

[[M(u) €5 (u*) + Q(u) g (u*)]dE — [qw*dE—— [m-G*dE (2.68)
Jx Jz Jz

_f qw*doy — / m - 0%doy — / Xs - 6°dOS
2)3%%s oMY %p

—/ Asw™dd% — [ A - (0 —6)dox —/ As(w —W)dOT =0
321) JSZD aED

VO ew € H(X) e A e Al eL*8%p)

Substituindo as identidades 2.35 e 2.36 na primeira integral de 2.68, obtém-se:

ﬁ' [—div (M (u)8*) + divM (u) - 8* — Q(u) -6°]dx
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+/E [div(Q (u) w") —divQ (u) w’]dE — [‘:qw*dz

—/m-e*dz—-/ §w*—/ 'r“n“-O*dc‘)E-/ A - 07dOY
b)) Tw TN % p

— / AW dOT — / A;-(6-6) daz-/ Ay (w—T)dOZ =0

VO ew € H(Z) e A e A € L*(8%p)

Aplicando o teorema da divergéncia as primeiras parcelas do primeiro e segundo inte-

grando e agrupando os termos em funcdo de 8 e w*, a equagdo toma a forma:

L (divM (u) — Q (u) — m) -8°d% — [z: (divQ (u) + g) w*dE

+ [,  (Qu(w)-qurdo+ [ (=M, (u) - ) 6°a0%

J Oy

+ / (=M, (u) =) - 6°dOT + / (Qn (u) —\,)dET
Jozp 9% p

—/ ,\;-(o—mdaz—/ As (w ~w)ddL =0
9T p 85,

VO ew € H(X) e Aj e A\ € L*(8%p)

Esta ultima expressao permite evidenciar o conjunto de equacoes diferenciais de equflib-
rio e as condigdes de contorno a que estd submetida a placa. Ou seja:

em &

divM (u) — Q(u)=m (2.69)



divQ(u) +q =0 (2.70)

em 8%y
M, (u) = —f (2.71)
Q- (u)=7 (2.72)

em 85p
M, (u) = —A, (2.73)
Qn (1) =A, | (2.74)
6=0 (2.75)
w=T (2.76)

As Egs. 2.73 e 2.74, mostram o significado fisico dos multiplicadores A; e A;. Assim,
substituindo 2.73 e 2.74 em 2.68 se obtém a seguinte expressao para o principio variacional

modificado:
/2 M (u) - & (u") + Q(u) & (u")]dE — A qw*d¥ — l}m - 0°dY (2.77)

—f qw doY — f m-0'doY + / Mn(u)-O*dBZ—
ATy JOT JoLp

/ Qn(u)w*d82+/ Mn(u*)-(e—ﬁ)daz—[_,z Qn (U") (w —w)dOL =0
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Vo e w € H (X)

Na Eq. 2.77 se tem:

(M

_ | ng 0 my = Maeng + Myny _
M,= M _[ S %:yy _{ [Pl } (2.78)
Qrn=n,Q=[n m ] { QQ; } = Qznz + Qyny (2.79)

As formulacGes e definigdes apresentadas neste capftulo fundamentam as
diretrizes tedricas para o capftulo quatro, onde serd empregado o método de

Bobnov-Galerkin para obter o sistema de equagOes discretizadas.



Capitulo 3

Método das Nuvens hp

O método "hp-Clouds ”, ou Método das Nuvens, igualmente ao Método de Elementos
Finitos (MEF), é orientado & construcao automética de uma base de funcdes capazes de
aproximar a solugao de problemas de valores no contorno.

Esta famfilia de fung¢des, denominadas simplesmente de Nuvens hp, estao definidas
igualmente ao MEF em suportes compactos dentro do domfnio. Estes suportes, denomi-
nados nuvens, diferenciam-se dos suportes do MEF convencional por nao estarem ligados
a uma conectividade especifica. Por este motivo, desaparecem os conceitos de malha e el-
emento, e permanece o de fungdes globais de aproximagdo (Galerkin). A matha se resume
a um conjunto de células de integragao, sendo, portanto, desnecessdrio construi-la com os
cuidados que seriam necessdrios em MEF. A unica exigéncia é a distribui¢do adequada de
pontos sobre o dominio, o que dependera do problema a ser analisado.

Como serd visto, este método permite com relativa facilidade, a incorporagao de
fungoes de enriquecimento adequadas ao problema em andlise, inclusive de fungtes que
fazem parte da solugéo do P.V.C (problema de valores no contorno).

Inicia-se este capitulo apresentando os fundamentos matemdéticos da construgao do
espago de aproximagao do método Moving Least Square (MLS) da versdo de P. Lankaster
e K.Salkauska [26], e das fungles parti¢do da unidade, que correspondem ao ponto de
partida do Método de Nuvens usado neste trabalho.

A seguir, sdo mostrados os métodos que constréem seus espagos de aproximagdo com

fungdes MLS, como é o caso do método Element Free Galerkin ( EFGM ), de T.Belytsko,
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Y.Y. Lu e L. Gu[2|, e os métodos que constréem a base do espago de aproximagcdo por
produto da partigao de unidade com fungoes que apresentam boas propriedades de in-
terpolagao. Dentre estes ultimos sao citados o método Partition of Unity Finit Element
(PUFEM), de L. Babuska e J. M. Melenk[12], e o método hp Clouds, de C.Armando
Duarte e J.Tinsley Oden[8]. Este ultimo é apresentado de forma mais detalhada por ser

o tema principal deste trabalho.

3.1 Particao da Unidade

O método da particao da unidade de uso difundido em simulagtes numéricas por ap-

resentar exelentes propriedades de interpolagao, constréi o seu espago a partir de um

N

a=1

associadas & cobertura {QQ}N paraa=1,..,.N (N é

a=1?

conjunto de fungdes {ip,, (x)}
o numero de sub-domfnios 2, que cobrem ). Assim, que para um domfnio Q definido
pelo PVC(problema de valores no contorno) se tem que 2 C UY_; Q4. As funcgdes ¢, (x) se
caracterizam por serem nao nulas unicamente dentro de uma regido compacta suppyp,, (x)
(supp representa o suporte da fungdo), e por ser a soma ;:los valores das fungoes e cada
ponto do dominio 2 igual & unidade.

As caracterfsticas citadas anteriormente s&0 as que definem uma particao da unidade
independentemente do espaco ao qual suas fungoes pertencem. Quanto ao espago no qual

estas fungOes sao definidas, elas sdo classificadas em parti¢oes de unidade com sinal e do

tipo Lipschitz, cujas propriedas sao dadas a seguir.
3.1.1 Fungoes particao da unidade com sinal

As fungoes que caracterizam uma particdo de unidade com sinal ndo necessitam satisfazer

a condigao ¢, (x) > 0 V z € e apresentam as seguintes propriedades:
L ¢, (x) € C5° ()

2. g (x)=1, Yze
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3.1.2 Funcoes particao da unidade tipo Lipschitz

Estas fungOes se caracterizam por ¢, € H? (50,) ,em que para n = 1,23 apresenta as

seguintes propriedades:
1. supp ¢, € Q,, isto &, cada fungao estd definida no fechamento da cobertura ,,.
2. Y pa(z) =1
3. ”%HL«»{}R") <0
4. HV(:O'L'HL“(]R") < Cg/diam (Q)
5. A particio & de grau m se {p, }o_, C C™(R™).

Em funcdo das caracterfsticas acima citadas, a escolha de uma particdo de unidade é

baseado em alguns aspectos, tais como:
¢ Complexidade da geometria do domifnio;
e regularidade requerida a partir da aproximagao C°, C?, ou ordens maiores;
e 3 importéncia do cardter sem malha da aproximagéo.

Os fundamentos matemdticos das funcGes particdo da unidade e das funcdes MLS
lancam as bases para a construgdo dos espagos de aproximacao dos métodos EFGM,

PUFEM e hp-Clouds, os quais sdo comentados a seguir.

3.2 Funcoes Moving Least Square (MLS).

As fungbes Moving Least Square (MLS) foram usadas pela primeira vez por Nayroles, que
as desenvolveu partindo das nogGes dos Diffuse Elements. Posteriormente, P. Lankaster
e K.Salkauska [26] propoem um novo enfoque, que é usado neste trabalho.

Antes, porém, de entrar na construcao das funcdes MLS, serd apresentado como con-
hecimento bésico indispensédvel na compreensdo deste procedimento o método de aproxi-

magcao dos Minimos Quadrados e Minimos Quadrados Méveis para R1.
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3.2.1 Meétodo dos Minimos Quadrados

A idéia fundamental do método é obter o polinémio que minimiza o erro quadrético com
relagdo a um conjunto de valores conhecidos da fungao a ser aproximada, que pode ser
descrito pela seguinte abordagem matematica.

Sejam N pares de valores (24, f.) onde o, € @ = {z1,20,...,zn} € fo € £ = {f1, f2,
., [N} que corresponde ao vetor de valores conhecidos da fungdo a ser aproximada nos
pontos do conjunto @ . A finalidade do problema é determinar o polindmio p{z) =
{ao + a1z + ...a,z™} de grau m, com m < N que melhor represente o valor da fungéo

nestes pontos. Para tal, define-se o erro quadrético a ser minimizado pela expressao,

N
E=> [p(za) — fol* = (p—£) - (p— ) | (3.1)
a=0
onde pT = {PO,PL )pN}

Definindo os vetores a” = {aq,01,..,am} ¢ XT = {1,z,2%,..,2™}, o polinémio p(z)

pode ser escrito como

plz) =X -a. (3.2)

O melhor polinémio é aquele cujo a minimiza [, isto é,

N N
-g% =) 2lp(za) — M?% =2 2[p(%a) — fa] =0 (3.3)
7 a=0 7 a=0

onde j =0,....m, a =1,..., N.

A Eq. 3.3 d4 como resultado o seguinte sistema linear,

Eo: ,_L.g @ mi Za x:: a0 ] Za ft; l
2aTs LaTa v 2aTot “l_ Z"‘ L (3.4)
. Za x;n Za w;n-}-l o [ xczxm Qm . Eo; x;ﬂfa ‘I
Escrevendo o mesmo em forma matricial se obtem,
Viva=V"f (3.5)
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em que

- o 2 m-
1 Fe) xl cev ees eve g
1 z 23 . . . ¢
vl ... LT (3.6)
i 1 TN x%}. i o ¥ weid wiedd x?r_i

No método dos minimos quadrados o vetor a é constituido de valores constantes,
sendo o erro, em qualquer ponto z do domfnio de aproximacao, influenciado igualmente
por todos os pontos de @. Uma proposta para aumentar a precisdo da aproximacéao é

comentada a seguir no Método dos Mfnimos Quadrados Méveis.

3.2.2 Método dos Minimos Quadrados Méveis.

O método dos mfnimos quadrados méveis introduz uma fungdo peso W, (z) no célculo
do erro, de tal forma que reduza ou elimine a influéncia dos pontos g € @ fora de uma
certa vizinhanga do ponto z € [z;,zx| onde se quer determinar o erro. Portanto, o erro

de aproximagao num ponto arbitrdrio « é dado por:

N

E(z) =Y Wal(z)[p(za) - fal (3.7)

a=0

Aplicando as condigBes necessdrias de minimo 8E/8a; = 0 determinam-se os coefi-

cientes a; correspondentes ao polinémio que minimiza o erro no ponto z, como segue:

N
%ff) =2 ; We (2) [p (za) — fo] Bp (2a) /Ba; =0 (3.8)
N 4
> Wa (@) lp (a) — ful 2, = 0 (3.9)
=0

onde j =0,....,m,a=1,..., V.
Partindo da definigao 3.2 e da equagao 3.9, chega-se ao seguinte sistema de equagoes

algébricas:
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g=o Wa?f'g E%—r_o WaZg .. ENg:o Wazy [ Qg l’ E%o Waxﬂf o
Damo Wals  ogeoWely oo Lo Waapt! a1 = 2 im0 WaZy fo
Eff:o Wey Zivzﬂ Weozgtl ... Eiﬁ Weza™ Am | Zfio Waly fo J

(3.10)
Definindo W(z) = Diag Wy (z), W) () , Wa (z) , ..erv... , Wn (z)], pode-se escrever o

sistema na forma matricial a seguir:

VTW (2) Va = VIW (2) f (3.11)

Observa-se agora que os coeficientes a; = a; () com %= 1,..,m sdo fungdes de z, ao
contrdrio dos minimos quadrados, nos quais estes eram constantes.

Usando como ponto de partida o método dos minimos quadrados méveis, constréem-
se as fungoes MLS, provando posteriormente o cardter de particao de unidade com sinal
destas. Para tal, define-se o seguinte problema:

Seja 2 um dominio aberto em R™ » = 1,2,3 limitado por uma fronteira 92, como
mostrado na Figura 3.1, e Qx um conjunto arbitrdrio de N pontos x, € ©, definido por

On = {XLXQ, ________ ,xN}a, onde Q é o fechamento de 9.

Figura 3.1. Cobertura aberta do domino  pelo conjunto {Qa}le
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Seja On = {Qa}_, uma cobertura aberta finita de € constitufda de N nuvens g,

com centros em X, @ = 1,2, ..., N e tendo as seguintes propriedades:

Qcud

=1

Q (3.12)

Uma nuvem 2, pode ter qualquer formato, sendo que nesta abordagem é usado o

dominio esférico definido por:

Qo ={y eR*|ly — x,|| < he} (3.13a)

Seja W, : R® - R com n = 1, 2, 3. uma func@o peso com as propriedades:

e Wal(y)>0VyeQ

e Wo(y)=Waly —x,)

em que a fungdo W, € C§ (B, ), isto &, W, pertence ao espaco de fungles que séo
contfnuas de suporte compacto e que possuem as 8 > 0 derivadas continuas, definidas
numa bola B de rddio A, com centro no ponto X,

Seja, ainda, o produto interno ponderado num ponto y definido por

N
(£,9), =3 Wa3) f(xa)9(xa) f,9:Q9—R, figeC(Q), 120 (3.13b)

e atrelado & seguinte proposigao:

Proposig¢ao 1: Dado um conjunto de funcdes p = {p1, p2, .., Pm }, onde para i = 1, .., m,
p; ! —Rep, € C (Q) 1> 0, diz-se que se a fun¢do peso W, definida acima e as fungdes
P; sao tais que Vx €1 se tem:

i} a; (pi,pr), =0 parak = 1,...,m se e somente se a; = 0 para ¢ = 1,...,m a
expzr;sséo 3.13b é um produto interno no espago definido por p.

As condigBes necessdrias e suficientes para satisfazer a proposicao 1 sio apresentadas

em C. A. Duarte e J. T. Oden [8].
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Portanto, para uma fungéo contfnua u : & — R, com Q C R®, n=1,2,3 define-se a
aproximagio num ponto y € {2 por mfnimos quadrados méveis por

Zaz ¥)p(x), pep’ ={n}Z, (3.14)

(Lyu) (z) =

) = {a: (y)

}iv, s8o determinados com a resolugado do problema

onde os coeficientes a (y

abaixo.
Encontrar a (y) € R® que minimiza o funcional J no ponto y, onde

(3.15)

m m \
J= (u — Zaipi,u—- Zaipz-)

O funcional J definido em 3.15 nada mais é que o produto interno ponderado definido

em 3.13b.
Aplicando condigOes necessarias de mfnimo ao funcional definido em 3.15, chega-se a

(3.16)

Z(pi,pj)ya; = (uipj)y7 -7 =

t=1

1,..m

J& que a proposigao 1 é satisfeita, a matriz A;; correspondente ao produto interno

m

=1
linear:

Ayja; = b

em que os a; sdo obtidos invertendo a matriz A = (A4;;) como segue:

>~ (ps, pj), nao é singular e, portanto, pode-se escrever 3.16 na forma do seguinte sistema

a; (y) =Y A5 (u,p)), (3.17)
5=1
Substituindo a; (y) definido em 3.17 na expressdo 3.14 se obtem
(3.18)

(Lyu) (x) = sz X)ZAQJ’TW (¥) 25 (%a) e

7=1

ou ainda,



(Lyw) (x) = Y 0¥ (%) ta (3.19)
onde :
Y (x) = Z Zpt- (x) A7 () Wa (¥) P (%a) (3.20)

Se se movimenta o ponto de aproximagao y junto com a varigvel x de avaliacdo da

funcao, isto é, y = x, chega-se a

Peo (x) = Z Zpt' (X) A:__-;l (X) th (X) pj (xa) ' (321)

=1 5=1

A expressao 3.21 pode ser escrita na seguinte forma matricial:

¢, (x) = p* (x) A7" (x) Ba (%) (3.22)
na qual,
o pT(x) = {p1(x),p2 (%), eeevrern. ,Pm (X)}
e A(x)=PT'W (x)P
onde,
p(z1) po(z1) -+ Pm(xl)
pi(z2) p2(z2) - Pml(z2)
p(en) p2(zn) oo Pm(en)
W(e—z) - S0
0 Wiz —zg) - 0
Wx) =
0 o W (z - an)

o B, (x) =W, (x)p (%)

Nesta equacao x, € Qe corresponde ao centro da nuvem. Serd provado a seguir que
3.22 satisfaz as propriedades 1 e 2 das fungoes partigao da unidade com sinal.

Lema 3.1
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l.Sep, 1=1,2,........ ,m. €EC™(Q) eW, a=1,...,N € C'(Q), entao:

Pa (x) € CT (Q). (3.23)

Prova:

Partindo das seguintes defini¢Ges abaixo,

C, (x) = A1 (x) B, (x) (3.24)
o (2) = P (x) Cq (x) (3.25)
A (x) C, (x) =B, (x) (3.26)

e usando a férmula de Leibnitz se obtem:

D?(AC,) =Y (%) D"AD?C, = D°B,
B

= ADPCo+ Y (5) D'ADPC,

<8
Y#0

D°C,=A""|D’B,~ > (%) D"AD?C, (3.27)

<8
v#0

A expressdo 3.27 faz sentido desde que A lexista. Assumindo a diferenciabilidade
de Wy, DPB, e DPA igualmente existem se |3| < I. As derivadas de baixa ordem de
C. que aparecem do lado direito podem ser determinadas usando a expressdo acima.

Desta forma, chega-se a que C, € C'(Q) e a conclusdo do Lema é imediata.

1. Se 1 € p, j& que as fungdes @, (x) definidas em 3.21 séo p redutiveis no conjunto

Qn, a segunda condicao das fungdes particao de unidade com sinal é satisfeita.
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Prova:

Sendo p; € p entao,

sz (Xa) Pa (%) = sz ZZ (x) A}’ (3) We (%) 5 (%)

m m N
=222pz (%a) Pj (Xa) Wa (%) AL (%) pr (%)

como a matriz A (x) é simétrica por construgéo, j& que PTW (x)P = (PTW (x) P)T
pode-se escrever na forma indicial que Ax;(x) = Aji (x), e ainda Aj; (x) 45 (x) =

Ay (x) A;jl (x) = 6. Portanto, chega-se a

Y P (%) pa(X) =Y bups () =pr (). (3.28)

Desde que 1 € p, partindo de 3.28 obtem-se:
N
1= 1(Xa)pa(x Z% (3.29)
a=1
VXq € Qo

A identidade 3.29 comprova a segunda propriedade da partigao da unidade.
As partigdes de unidade que serdo apresentadas a seguir sao funcdes de aproximagao
MLS (Moving Least Square) obtidas com base polinomial p = {1}, também conhecidas

como fungoes de Shepard. Para p = {1}, 3.21 toma as formas,

B, (x) =W, (x)

1
471 (x) =
ﬁ; W (x)

e consequentemente
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Wy (%)

= i—m (3.30)

Pq (X)

3.2.3 Fungoes Peso

Um componente fundamental na construgdo das fungées M LS, séo as fungdes peso W (x),
pois delas & herdada a regularidade das primeiras. A seguir s&o comentados alguns exem-
plos de fungdes peso de uso mais difundido, juntamente com as caracterfsticas das fungdes

de aproximacao com elas obtidas em R!.

1.Fungoes peso exponenciais: estas fungdes sdo usadas para construir
o espago de aproximagao no método Element Free Galerkin (EFG), conferindo
as fungdes MLS obtidas a partir delas regularidade infinita. Um exemplo das

mesmas é dado a seguir:

"(:—xa)z/d‘ |z — .| <d

, le -zl <d (3:31)

W, [ e
«(@)=1 o

Na fungao 3.31, d é uma constante real e arbitrdria que limita o suporte da fungao.
2. Fungoes péso Spline: Sao aquelas construfdas com funcgdes spline cubicas e
de quarta ordem. A seguir sdo mostrados dois exemplos desta classe de funges, sendo o
primeiro uma fungao peso spline ctibica usada no método Smoocth Partycles Hydrodynam-
ics (SPH) para construir as func¢des de aproximac&o, e o segundo corresponde a fungéo

peso spline de quarta ordem usada neste trabalho.

We (8,h) = — (2 — q)3 para 1 <q<2 (3.32a)

5 1-2¢% +3¢® para ¢ <1
1
4
8h 0 para q > 2

Na funggo definida em 3.32(a) se tem que 8 = ||z — z4|| , h & o raio do suppW, (s, h)
e g = s/h.

4
4 lly—zql _
We (y) = \/:(l“ ) e ly =l <ha (3.32b)
07 se Hry - xa” 2 h'a
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3. Fungoes peso com singularidades : estas fungGes se caracaterizam por apre-

sentar singularidade no ponto z = z,, como as fungdes mostradas a seguir:

W, () = (x__le (3.33)
— ax_k{l_(“"‘°“‘/2)2}k, T— || £d
Halo)= { 0 Y (534

A constante d pode ser estendida ao infinito; @ e k£ s3o também constantes pré-determinadas
de forma a alterar o comportamento da curva.
Para eliminar o inconveniente da singularidade é usado o processo da normalizacdo no
qual para um conjunto de funcdes {WV,, (;c)}le estas sao redefinidas da seguinte forma:
We (2)

Ua () = 57— (3.35)

2, Ws(z)
B=1
onde os i/, s3o as novas funcoes.

As fungdes definidas em 3.34 gozam das seguintes propriedades:

¢ 0<Up <L Up=0E =25 a#0.

N
o Y Uy(x)=1.

i—a

dlﬁ?;: Up () = 1/N
3.3 Element Free Galerkin Method ( EFGM )

A idéia fundamental do método é o emprego de funcdes de aproximacao MLS associadas
a uma distribuigado de nés sobre o domfnio. Nesta metodologia o espaco de aproximagao é
enriquecido com o aumento da ordem da base polinomial usada para construir as fungoes

definidas em 3.21.
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Nao obstante o conjunto de aproximacao construfdo com fungdes MLS confira ao
EFGM excelentes propriedades, tais como, ndo evidenciar locking volumétrico e altas
taxas de convergéncia, este apresenta limitagcOes na construcao das fungoes de aproxi-
magao, que estao intimamente ligadas a forma de obtengao destas dltimas. Estas re-
strigoes sao comentadas no teorema 2.3 do trabalho de C. Armando Duarte e J. Tinsley
Oden|8], e estao ligadas & singularidade da matriz A definida anteriormente.

No entanto, o que torna este método computacionalmente caro é a necessidade de ter
que inverter a matriz A em cada ponto de integragado. Esta dificuldade apresentada pelo
método exige que para bases polinomiais de grau elevado, usadas para construir as funcées
de aproximagao, seja necessdrio uma cardinalidade também elevada da cobertura para
garantir a nao singularidade da matriz A. Esta cardinalidade elevada pode ser traduzida
num exesso de cobertura que ocasiona diminui¢ao das taxas de convergéncia.

Pode-se citar ainda como limitagoes apresentadas por este método:

e malha suporte de integragao numeérica nao adaptada & geometria do problema, po-

dendo, portanto, ocorrer sub-integragao nas regioes préximas as fronteiras;
¢ utiliza unicamente refino ”p ” homogéneo;

Com base na dificuldade anteriormente citada, surgem os métodos que constréem
seus campos de aproximagao através do enriquecimento da parti¢ao da unidade por foru,
ou seja, por produto destas fungdes com outras que apresentam boas propriedades de
aproximagdo. Entre estes métodos encontram-se o Partition of Unity Finite Element (

PUFEM ) e o hp Clouds, que sdo comentados a seguir.

3.4 Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM)

O espago de aproximagdo do Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM) se
caracteriza por apresentar uma técnica para construcao do espaco de aproximacgdo V C

H' () usando fungdes particdo da unidade do tipo Lipschitz subordinadas a uma cober-

N
x)a=1"

tura {0
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Seja 2 C R® com n = 1,2,3, um conjunto aberto, e {Qa}le uma cobertura aberta

do domfnio que satisfaz as condigdes de fechamento

IMeN:VxeQ  card{a:x e} <M (3.36)

e {goa}le uma particao da unidade do tipo Lipschitz em que

suppp,, C Qo Ve (3.37)

Igualmente ao que acontece em MEF, o espago de aproximacgéo é definido pela com-
binagao linear das fungdes parti¢gao da unidade, subordinadas a sub-espacos locais 2, de

forma que:

14 :Z Vo Ve = {Z PoVa : Vg € Va} C H'(R) (3.38)

onde,

Vo C H' (RN Q) (3.39)

Em 3.38 V é chamado de espago de PUFEM, o qual &, considerado de grau m € N se
V C CF* (£2), e é definido pelo teorema 2.1 do trabalho de I. Babuska e J. M. Melenk[12].

A constante Ml controla a cobertura dos patches, isto é nao mais do que M patches
cobrem um determinado ponto x €  (os patches correspondem as coberturas ).

As funcGes lineares do elemento triangular em R? utilizado em FEM satisfaz as pro-
priedades da parti¢ao da unidade de Lipschitz, em que M = 3 e C,, = 1. Para o caso de
elementos quadrangulares se tem M = 4, e C, = 1.

J4 que o espago de aproximagao do PUFEM se fundamenta na partigdo da unidade,
sao comentadas a seguir algumas formas de obtengao destas fungGes.

Uma possivel escolha para um domfnio € R? sdo as fungGes lineares globais asso-
ciadas a elementos finitos triangulares ou retangulares, como comentado anteriormente,

sendo que uma escolha mais geral é dada pela técnica de normalizacdo como segue:
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Seja {Qa}le uma cobertura sobre e sejam {cpa}il o conjunto de funcdes que tem
como suporte os sub-domfnios locais {2,. Portanto, pela técnica da normalizagao se pode

construir uma funcao

by = Z%‘P - (3.40)
7

com as caracteristicas de uma partigao da unidade subordinada a cobertura {Qa}i\;l.
Note-se que para um dado « o somatério em 3.40 se estende sobre os 3 tais que satisfazem
Qa N Qg # 0. As fungdes 9, obtidas por este procedimento herdam a regularidade das
funcdes ¢,. Desta foma, a técnica de normalizagdo fornece uma possivel construcao de
espacos de elementos finitos de grande regularidade como, por exemplo, subespacos H?.

O método do PUFEM é muito similar & versdo h e p adaptativos se os espacos V, sdo
escolhidos como espagos polinomiais. De fato, mantendo-se o grau da polinomial fixo, a
convergéncia é atingida aumentando o nidmero de patches A. Por outro lado, fixando-se
h, a aproximagao local é feita aumentando-se p.

Um exemplo da aplicacao do PUFEM ¢é apresentado por Babuska ¢ Melenk na res-
olucao da equagao de Helmholtz em uma dimensao, na qual é iﬂtroduzida uma aproxi-

macao da forma:

By N0 A0a + Q10T + ... + QraZt+ ) 8 g
u” (=) -_Z #a(2) ( biosinhnz + by, coshnz (3.41)
Colocando o segundo termo entre parénteses como um produto interno de vetores obtem-
se,
u (2) =) 90 (2) Y Baypy (2) (3.42)
o ¥
onde
,BZ = |:a'0malaa'"ra‘k&1b1a;bhl (343)
e
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T

p = [1,93, ...,:z:k

,sinh n, cosh nz| (3.44)

Na expressdo 3.41 ¢ (z) é uma funcdo MLS de ordem zero (func¢do de Shepard).
Os coeficientes agq,@1q) -y Cka, D10y D22, COrrespondem as coordenadas generalizadas que
podem ser obtidas pelo processo de Galerkin ou por Colocacdo. As funcgdes coshnz e
sinh nz, também conhecidas como base extrinseca, sdo responsdveis pelo aumento da
precisao de resultados para o problema especifico.

Babuska e Melenk também introduzem uma apraximagdo usando polinémios de La-
grange, com o objetivo de construir um campo de aproximagao onde as fungtes apresentem

a propriedade do delta de Kronecker. Portanto, se tem

u” () :Z 5 (2) Z by Ly () (3.45)

ou,

u” (z) =Z ¥, () by (3.46)

onde,

¥, (@) = Z o (2) Lay (). (3.47)

Yz Qe

As fungBes definidas em 3.47 apresentam a propriedade 9., (2o) = 6yo-

Com este exemplo se encerra esta abordagem sucinta do método, cumprindo com o
objetivo de comentar os seus fundamentos matematicos essenciais. A seguir, como uma
continuagao dos métodos que se baseiam na partigao da unidade para construgao do espago
de aproximagcao, é feita uma abordagem detalhada do método Hp Clouds, de Carlos A.

Duarte e J. Tinsley Oden.
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3.5 Método das Nuvens hp

A idéia fundamental do método das nuvens consiste na construgao do espago de aproxi-
magao por enriquecimento das fun¢Ses MLS (Moving Least Square).

Este enriquecimento é feito por meio de produto de fungbes que apresentam boas pro-
priedades de aproximagcao, como é o caso de polindmios de Legendre, polinédmios definidos
no suporte real da nuvem, ou fungoes que fazem parte da solugao de problemas especificos

(solugBes de placas, solucdes singulares, etc.).
3.5.1 Construcio das familias T;f;p

O passo mais importante no método das nuvens hp é a construcdo da familia }_K;? usando a

N
a=1"

partigdo de unidade com sinal {p, } definida em 3.21. Esta classe de fungtes pode ser
construida a baixo custo e tem a propriedade de que P, C span { .7-;}’ } , em que P, denota
o espago vetorial dos polinémios de grau g < p. Esta familia de fun¢des é construida por

produto com o conjuto £,, que representa o produto tensorial de polindémios de Legendre

L;; (x), definido em R? por

Li' (X) = L.,; ((L‘l) Lj (.’272) (348)
onde
0<i,j<p dtouj>k, p=k

ou por enriquecimento da particao da unidade com conjuntos completos de polinémios
Ilx e II,, que podem ser de Legendre ou fungles polinomiais definidas no dominio real
24, em ambos o0s casos com grau g < p.

Para definir span {f:,’p} deve-se levar em consideragao que os elementos do produto
tensorial £ sdo linearmente dependentes da fungdo (% (x), conforme indicado em 3.28.

Sendo assim, a familia de funcdes .’F;:;p é definida em caso de produto tensorial por

N = {{ea (0} U{phly (0} 1 1<a<N,0<i,j<p (3.492)
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outou j>k; k<p}.

Se for construfdo o espago span {f’;,’p } através de enriquecimento por conjuntcs com-

pletos de plinémios IIx e I1,, a famflia F5” & definida como:
Fr={{et (0} u{etly(x)} :1<a<N,0<i,j<p (3.49b)

k<i+j<p; k<p}

Este tipo de enriquecimento permite que a nova base ]—’:;P, obtida a partir das fungGes
{% (x)}f:1 , possa representar polinémios de grau maior do que k.

Quando o enriquecimento é feito usando base polinomial de Legendre é necessério
mapear o dominio da nuvem {2, para ﬁa ,J& que nossas fungoes E,—,- ficam definidas em

[—1,1]. Sendo assim,

Qo = {x € R?: ||xq — Xz < ha} (3.50)

Qo = {6 eR?: ||€]lg < 1}, (3.51)

onde F, : ﬁa — 2, é uma fungao de mapeamento definida por:

Fy (&) = hof + X, £, (3.52)

Portanto, as fun¢des de nuvens hp ficam finalmente definidas por,

PaLij (X) = o (%) Lij 0 F7* (x)

onde F;1:Q, — Q, & dado por
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Fil(x) = ——= (3.53)

em que Zij (€) & o produto tensorial de polinémios de Legendre em [—1,1]°. A seguir serd
apresentado um exemplo de obtengdo da familia fé’g.
A familia .7-"%’3 é construfda inicialmente enriquecendo a particdo da unidade com

produtos tensoriais de polinémios de Legendre Lix—je £,=3, como se observa abaixo:

| zi\22 | Lo(xy) | Li(z) | Ly (xg) | Ls(zg) |
Lo (1) | Lo (1) Lo(22) | Lo (1) L1 (22) | Lo (21) L2 (w2) | Lo (21) Ls (2)
1(21) || Ln (21) Lo (22) | Ln (%) La (22) | Ln (@1) Lo (z2) | Ly (1) L3 (22) | (3.54)
Ly (21) || L2 (z1) Lo(w2) | Le(z1) L1 (22) | Lo (21) Lo (z2) | L2 (%1) Ls (22)
3(z1) || Ls(z1) Lo(22) | L (x1) L (22) | L3 (1) L2 (z2) | Ls (21) La (2)
Deve-se observar que L;; (z1, 2) = L; (¢1) L; (z2) com 4, 7 = 0, 1 constituem o conjunto

L=, cujos elementos reduzem a partigdo da unidade em Q. Sendo assim, cada particdo
de unidade é multiplicada por 12 produtos, perfazendo um total de 26 funcdes para a
familia 75",

Em forma compacta pode-se definir esta base como:

Fa? = {{go’; (1, xg)} U {cp’; (21, 22) Ly; (.'131,2,'2)} 1<a<N,0<4,7<p;

oviou j>k;k<plondek=1p=3, N=2, a=1,.,N 4,j=0,..,3.

Uma outra forma de construir a familia f21‘3 € usar os conjuntos de polinémios com-

pletos Ilx=; e IT,—3.

Lg (:171) Lo (:Ez) (355)

Lo (1) Ly (®2) Ly (@1) Lo (z2)

Lo (z1) Ly (z2) Ly (21) L (z2) L2 (1) Lo (x2)

Lo (1) La (x2) Li(z1)La(@2) L2 (z1) Li(22) Ls(21) Lo (22)
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Novamente neste exemplo [lx—; reduz a particao da unidade em 2. Portanto os
Lij (1,22), i+ 7 > 1 ndo multiplicam a parti¢édo da unidade, e a famflia }_21,3 é constituida
de 16 fungoes, que sao definidas como:

F2? = {{k (z1,22)} U {0k (@) L (z1,22)} : 1<a<N,0<4,5<p;

k<it+j<pk<plondek=1p=3 N=2 a=1,.,.N i,5=0,.,3

E importante observar que a dimensdo destas familias corresponde ao ntmero de
fungbes que aproximam cada grau de liberdade do modelo correspondente ao problema
de contorno em questao.

As familias J—";,"" representam a generalizacdo de algumas classes de funcgGes usadas
para apraximar solugGes de diversos tipos de problemas de contorno. Apresentamocs, a

seguir, algumas delas.
e Fungoes de Shepard
FNO=0 = {0, 68, ........ JON
e Técnica de aproximagao desenvolvida por Liszka
s O N S 3
e Fungoes MLS usadas por Belitschko em EFGM
Frr=* = {oh, b, ... ok

e Funcoes do campo de aproximagao no método das Nuvens hp

J’ vl 5 - PN I
A=y Vil Vi G ©56)
l (;D;‘LszM @‘;Ls:M wees (;DSEVL.?:M 5

onde, se for usado produto tensorial com polinémios de Legendre, o nimero de produtos

para cada fung¢ao parti¢do da unidade é dado por
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M = ((p+1)% - (k+ 1)?). (3.57)

Observando a expressao 3.57, confirma-se o que foi mostrado pelos exemplos anteriores,

nos quais o mimero total de fungoes que enriquecem cada particao da unidade é 12 para o

caso de produto tensorial. Quando é usado enriquecimento com conjuntos completos Tli
e I1,, o valor de M é dado por

M = (2¥%) - (k+9) (3.58)

n

onde 1 = 2, j4 que se trata de R2.
A seguir sao apresentados dois teoremas que justificam o uso das familias f’;ﬁ’ para
aproximar fungdes.

Teorema 3.3: O conjunto f;;” tem as seguintes propriedades:

1. Se o conjunto de MLS { ga’;}le é linearmente independente em R?, o conjunto }'}t;p

é também um conjunto de fungdes linearmente independentes em R2.

2. dim f;‘p = N + N({(p + 1)2 — (k + 1)), se o enriquecimento for feito por produto

tensorial.

3. dim Fp = N+ N ("% — (5*%)), se for enriquecida através de produto com o

conjuto de polindmios com Il e I, para n = 1, 2, 3.

Prova:( para n=2)

Supor que:
/
N
Z agph (x) + Z beijphLiy (x) | =0 (3.59)
a 0<ij<p -
\ g orj>k
/ \
N
D (0 [aat Y baili(x) [ =0 (3.60)
a 0<ig<p
\ i or j>k
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Jé que { (pi}i\;I é linearmente independente resulta que

Qo+ Z bcrijLij (X) =0 (361)
0<ig<p
torj >k
paraa=1,..,N
Como o conjunto {L;; } é linearmente independente e ndo h4 combinacio linear possfvel

das fungGes L;; (x) que fornegam uma constante, conclui-se que:

Qo = 0, btn'j =0 (362)

As identidades 3.62 comprovam o primeiro item do teorema. As confirmacdes dos
itens posteriores séo verificadas partindo das definicées 3.49(a) e 3.49(b), e das Eqgs. 3.57
e 3.58, ambas decorrentes da conclusao 3.28.

Teorema 3.4: L;; € span (]'—1,:1’?) ,para0 < 1,5 < p.

Prova:

Se Lys, 0 <7r,8 <p € span (}';‘V’p) entdo 3 a, e bqi; tal que:

\

N
Ly(x)=Y (%@i (X)+ Y baig Ll (x) (3.63)
o 0<ij<p
\ iorj>k /
Ser, s <k entao:
o = Lys (Xa) a=1,..... N (3.64)

Por outro lado, como as fungdes ¢* sdo £ redutiveis, se r,ou s > k, entdo se obtem:

(3.66)

o

R
il
o

o8



1l sei=7r,7=3s8

b‘“’F{ 0 do contrdrio (3.67)

para a =1,...,N. Aplicando 3.66 e 3.67 em 3.63 chega-se finalmente & expressédo

/

N N
Z aaipy, (X) + Z basjpaLij (X) =Z barsPoLr (3.68)
@ o

0<ijg<p
\ torj >k /J

A seguir serd apresentado um exemplo pratico de construgdo da base .7-";{,::05"’:2. Sao
considerados os casos de construgao da base citada por produto tensorial da particao da
unidade (neste exemplo fungdes de Shepard ) com os conjuntos Lx_g e £,-2 definidos

m [—1, 1] e posteriormente, por produto com polinémios completos ITx—g e I1,—3. Este
dltimo corresponde & base polinomial definida no domfnio real da nuvem 3.50.

O dominio do PVC utilizado no exemplo apresenta as seguintes caracterfsticas:

Q={(zy)eRY -2<z<2 e —2<y<2} (3.69)

A cobertura aberta para 3.69 é definida pelo conjunto Sy = {Qa}-7 , ¢ um conjunto

ﬂc“l 3
@~ de centros x, de subdomfnios locais definido por:
@~ = {(-0.85,-0.85),(0.85,-0.85), (0.85,0.85), (—0.85,0.85) , (0,0)} e representa-

do na Figura 3.2.
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Figura 3.2. Cobertura aberta do domfnio 2 pelo conjunto {Qa}z:ls .

A funcdo peso W, utilizada no exemplo é uma spline de quarta ordem e foi escolhida
em detrimento das fungoes peso exponenciais por ndo apresentar problemas de integragdo
numeérica.

A fungo peso apresentada a seguir servird de base para a construgdo das fungdes

partigao de unidade, e é definida pela expressao,

4 _ ly—xall 4 _
Wa(y):{ \/;(1 7 )  se Iy — Xl <o (3.70)

0’ s€ “y_XGH Zh'x

onde,

y=y(z,9)

Xo = Xo (T Yo )

he =2, para o =1,...,5.

Partindo da expressdo 3.30 se tem cinco fungdes de Shepard definidas por
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(3.71)

paraa=1,..,.5e 8=1,..,5.

Definida a fungao de Shepard para cada nuvem, o préximo passo é a construcédo do es-
paco span (}-;iosmzz) , inicialmente usando enriquecimento da funcao particdo da unidade
(fungbes de Shepard) por produto tensorial com polindmios de Legendre como mostrado
abaixo.

Sejam os conjuntos p1 = {0 (€),L1(6), L2 (§) } e p2 = {Zo(m), L1 (1), L (n) } con-
stituidos de polinémios de Legendre, em que através do seu produto tensorial, chega-se
aos conjuntos Lx—g e L,=2 definidos em [—1, 1]2, e cuja técnica de construcao é dada a

seguir:

lz\y | Lo(z) | Li(x) | Lz(z) |

Lo(y) | Lo(y) Lo(z) | Lo(y) L1 () | Lo (y) L2 (z) (3.72)
Li(y) | Li(y) Lo (=) | L1 (y) Li () | L1 (y) L2 ()
La(y) | Lo (y) Lo () | Lo (y) Ln (z) | La (y) L2 ()

onde L; (z) L; (y) = L () o F71 () Ej (n) o F7' (y) com 4,7 = 0,...,2 tal que L €) € p

e L; (1) € pa.

Neste caso, observando 3.72 verifica-se que Lg (z) Lo (y) é linearmente dependente da
parti¢do da unidade. Portanto M = 8, como confirmado por 3.57 e dim?f;::%‘pﬁ =45, de
acordo com a propriedade 2 do teorema 3.3.

Definindo agora L, € L,=2 de forma que L, (z,y) = L; () L; (y) , sendo que 0 < 4,5 <
2eitouj>0es=1,..8 Logo, a base ka%deo espago de aproximagao é definida

COomao:

[ o1 v e P8 l
_,}_-}tr:['}s,p:Q _ WILs=1 ¢3Lg=1 ... @Ls=1 (3.73)
l @?Lsza SOSLS=8 wsls=g

Se, ao contrdrio de produto tensorial, forem usados os conjuntos Il;—¢ e II,—2 de

polinédmios completos definidos no dominio real 3.50 se tem:
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Lo () Lo () (3.74)

Lo(z) L1 (y) L1(z) Lo (y)

Lo (x) L2 (y) La(z)La(y) L2(z)Lo(y) -

Novamente verifica-se que Lo () Lo (y) reduz a partigdo da unidade. Assim M = 5,
conforme a expressdo 3.58 e a dim}‘;::%"’zg = 30, de acordo com a propriedade 3 do
teorema 3.3. Portanto, a base f}kv";os’pzzdo espago de aproximacao, neste caso, fica definida

como:

saz w% tp% 1

= ol R 679
0 0 0 I
~ SDILSZS (P2LS=5 LERL] SDSLS:E) y

Ser4 feita a seguir a exploragao gréfica de algumas das fungdes que formam a base
.?71\,2205“’:2 e suas respectivas derivadas, dando uma idéia do tipo de fungdes e do gradiente
do espago de aproximagao.

Um dos aspectoé a serem constatados é a suavidade destas e de seus gradientes para

alguns elementos de 3.73 e de 3.75, e para as nuvens Qa:4(——0.85, —0.85) e Qa=s (0,0)

respectivamente.

Figura 3.3. Fungdo particdo da unidade 3
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Figura 3.5. Fung8o parti¢do da unidade enriquecida L (z) L1 (y) 98 (=, v)

Se, ao contrdrio de usar polindmios de Legendre, forem usados produtos com conjun-
tos completos definidos no dominio real como em 3.50, se tem as seguintes formas para
algumas das fungGes e suas derivadas de 3.75. As fungGes graficadas agora correspondem

a nuvem {lo—4, com centro (—0.85,0.85).
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Figura 3.8. Particdo da unidade enriquecida (0.85 + x) (0.85 — ) ¢§
Com os exemplos acima citados encerra-se este capftulo, sendo os alicerces
lancados para uma futura implementacdo computacional. Além disso, foram
mostradas as idéias e fundamentos mateméticos bésicos existentes por trds

das metodologias precursoras & usada neste trabalho.
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Capitulo 4

Formulacao de Galerkin &
Procedimentos Computacionais

Nos capftulos 2 e 3 foram introduzidas a teoria de placas para o modelo de Mindlin e
a teoria bésica de construgao das fungoes do espago de aproximagao, formando a base
necessiria para a montagem das equagoes de Galerkin e a posterior implementagao do
cédigo computacional. O objetivo deste capftulo é utilizar o espago das funcdes de aprox-
imagao no modelo de placas de Mindlin. A montagem de matriz de rigidez e vetor de carga
para pontos de integragéo localizados no dominio e na fronteira de Dirichleté é abordada
através de um exemplo. Embora, aqui, seja usado o principio v;triacional modificado,
seré visto, a tftulo 'ilustrativo, o principio variacional cldssico usando multiplicadores de
Lagrange para forgar condigdes de contorno na fronteira de Dirichlet, com comentdrios a
respeito das as vantagens e desvantagens do emprego de cada um deles. Finalmente sao

comentadas as caracteristicas da programacéo orientada a objeto (POO) juntamente com

os aspectos computacionais fundamentais do cédigo CLOUDS++.

4.1 Meétodo de Bubnov-Galerkin

O método de Galerkin consiste na aproximacao de grandezas de um espago vetorial de
dimensao infinita por um espago vetorial de dimensao finita. Neste problema pretende-
se aproximar o campo de deslocamentos reais, que pertence a um conjunto ou variedade

linear de dimensao infinita, pela combinacao linear das func¢des da base de um espago veto-
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rial de dimensao finita, que corresponde ao espago das fungdes de interpolacao de nuvens.

Este vetor, nada mais é do que a proje¢ao da solugao real no espago de aproximagao.
Seja u (6,w) € Vo campo de deslocamentos real, e o campo de deslocamentos aprox-

imado uy (04, wr) € span {f‘;{;” } (espago vetorial de aproximacao definido em 3.49). O

método de Galerkin propde:

u (6,w) = up, (6h, wp) (4.1)

onde, por consequéncia,

own={ 520 bonwn = { Y7 | (42)

w(z,y) ¥ wy (2,y) = Y'u' - (4.3)

onde?’ (z,y) € span {.7-‘;,’?} et =1,..dim {f}'{,’p} onde dim {]-':,’p} & determinado
conforme os itens 2 e 3 do teorema 3.3. Definindo o vetor de pardmetros de deslocamentos

U como
UT=[w?,6L,6) ......... wN e oY

[ TR L

pode-se agora escrever 4.2 e 4.3 na forma matricial, como segue:

6 = 6), = NpU, (4.4)
w = wp=N, U, (4.5)
em que
N=[0 % B0 ] (9
N,=[%" 00 -+ --- %" 0 0], (4.7)
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Substituindo as Eqs. 4.4 e 4.5 nas Eqs. 2.6 e 2.7, & possivel obter as expressdes

discretas das deformagdes €; (u) e €, (u), e os tensores de momento e cortante M (u) e

Q (u), como segue:

onde
0 —¢,
Bb: 0 0
1
0 ‘W,y
e

s _ w,la: ”ﬂ*l
=4

(4.8)
(4.9)
(4.10)
(4.11)
¥ 0
0: _?;;g (4.12)
”ww ¢x
N N
- 0
- Endi o (4.13)

Y

Na discretizagao dos multiplicadores de Lagrange & preciso levar em consideragao os

graus de liberdades que estdo sendo prescritos. Desta forma, sdo usadas as matrizes Ny

N, ao invés de Ny e N, sendo obtidas as seguintes expressdes matriciais para A, e A,:

(4.14)

(4.15)

em que, sendo m a dimensao do espago de aproximacao na fronteira 8Zp,



AT=[AL M A - o AR AR AR, (4.16)

- [0 S 0 -0 Sev, O
N"‘{o 0 Spy - 0 O Setn (4.17)
Nu=[S% 00 -+ Sutp,, 0 0] (4.18)

O operador Sgof, sendo Siof = {Sez, Sey, Sw}, € definido da seguinte forma:

S, = 1 se 3 condigGes de contorno prescritas em X p
9/ =\ 0 senfo 3 condigOes de contorno prescritas em dXp

Partindo das Eqs. 4.4 a 4.18, e substituindo nas Eqgs. 2.66 e 2.67 do principio varia-

cional cléssico, o problema de equilfbrio consiste em determinar U € R*N e A € R¥™, de

forma que:
U { / (B; C;B,;+B!C,B,) U dX — / NTqdx — / NJm d¥ (4.19)
b2 3 ¥

—~ f NIgdor — / N7m dox
I N J BN

- NINgA doY — NIN.A daz} =0
9L p oEp
vV U* e R®W
e
- r - —
A* { NINyU dox — NINyU dox (4.20)
321) BED
- .0 - _ 1
+ NiN,U dox — NIN,Udos !} =0
85p 8Zp J
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¥ A* ¢ R

Pela arbitrariedade dos vetores U* e A*, as Eqs. 4.19 e 4.20 configuram o seguinte

sistema linear a ser resolvido:

| 17 1 [

K | GT U F

1 = (4.21)
|

G

A matriz de rigidez é assim constituida da matriz K, correspondente ao trabalho vir-

o A H

- - =5 ke -

tual no dominio, e a matriz G, correspondente ao trabalho virtual na fronteira, na qual
sao prescritas as condigOes de contorno essenciais. Os vetores U e A correspondem aos
pardmetros de deslocamentos e pardmetros de Lagrange, respectivamente, sendo estes l-
timos equivalentes as feagvSes de apoio na fronteira 9%p. O vetor F é o vetor de esforgos
equivalentes correspondentes ao carregamento no domfnio e na fronteira OXy. Final-
mente, o vetor H considera a parcela de carregamento correspondente a deslocamentos

prescritos em 0¥p.

K= jf (BfC,B,+BIC,B,) d¥, (4.22)
b
G = / (ﬁ;” Ny + 1§I£N,_,,) doy, (4.23)
Zp
F :/ NTq d¥ + f NZm d% (4.25)
z b3

+/ NTG 4o + [ N;m dox
o Jozy

H = (N;’” No + NZNW;) U doz. (4.26)

9Zp
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A formulagdo estabelecida nas Eqs. de 4.22 a 4.26 apresenta limitacSes decorrentes
de sua prépria formulagao, como a matriz de rigidez global que nao é positiva definida,
podendo apresentar problemas de mal condicionamento, j& que as matrizes G e GT podem
ter valores muito diferentes comparados com os da matriz K.

O procedimento de montagem da matriz de rigidez global é feita de forma similar
como em elementos finitos, com a diferenca que em MEF cléssico, o nimero de fungdes é
o tipo de fungbes que cobrem cada ponto de integragdo dentro de um elemento, é sempre
o mesmo. Isto permite realizar o cdlculo da matriz de rigidez e termos independentes
mediante o conceito de matriz elementar, produto da integracao parcial em cada elemento
e sua posterior incorporagao na matriz global.

No presente caso, ao haver uma independéncia entre regiao de integragdo e funcgao
de aproximagao é necessdrio verificar quais sao as fungdes de aproximacao diferentes de
zero no ponto de integragao. Este mimero depende do mimero de nuvens e do nimero de
funcdes associadas a estas nuvens.

Assim, nasce o conceito de matriz de rigidez do pont(; de integragao. Feita uma
particao do domfnio em células de integragao, para cada ponto de integragao é construida
uma matriz que contém as contribuigces das fungoes de aproximacao diferentes de zero
neste ponto, sendo incorporada a matriz de rigidez global via conectividade, na forma
usual.

J4 que, o procedimento nao é o cléssico do MEF, é mostrado, a seguir um exemplo de
obtencao da matriz de rigidez e do vetor de cargas para pontos de integracao no domfnio
e na fronteira 0% p.

Exemplo 1:

Seja uma placa retangular simplesmente apoiada, sujeita a uma carga distribufda no
dominio, como mostrado na Figura 4.1(a) e 4.1(b), coberta por 5 nuvens e apresentando
um conjunto de 4 células triangulares de integracao no dominio. Sdo usadas unicamente
fungdes particdo da unidade associadas a cada nuvem, enriquecidas por polindémios de

Legendre num segundo exemplo.
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Quando se aplica o princfpio variacional cldssico, no qual os multiplicadores de La-
grange sao introduzidos de forma direta, a matriz de rigidez global para o exemplo da
Figura 4.1 apresenta uma parcela correspondente a pontos de integracao localizados no
domfnio, e outra associada a pontos de integragdo sobre a fronteira. Na primeira abor-
dagem, ao serem usadas unicamente func¢oes de Shepard, cada grau de liberdade do modelo
é aproximado por uma funcao. Desta forma, a parcela K da matriz de rigidez correspon-
dente ao domfnio tem dimens&o (15X15), j& que se tem 5 nuvens e 3 graus de liberdade
caracterfsticos do modelo, correspondentes ao vetor {w,,,6,} de coordenadas general-
izadas. Na parcela correspondente & fronteira, sdo usados apenas os graus de liberdade
prescritos na determinacao da matriz G. Como se trata, nesse caso, de uma placa sim-
plesmente apoiada no contorno, o tnico grau de liberdade prescrito é o deslocamento
transversal w. Assim, a matriz G tem dimensdo de (4X15).

O vetor de carregamento equivalente tem um tratamento andlogo a mé.triz de rigidez,
e uma parcela deste corresponde as cargas no domfnio (no exemplo, uma carga uniforme-
mente distribuida no dominio) e outra, & fronteira, que neste exemplo é nula, j4 que o

deslocamento transversal prescrito na fronteira também tem valor nulo.

s P > -F
\\ S Q 4 Q 3
\\\ E’3 ././ / \\
e ipb \
E4 E2
// B N/ we/
’/ * » ‘\Y / P X
{a) $21 (h) Q2

Figura 4.1: (a) Conjunto de células de integragdo, (b)cobertura {Q,}hey

A seguir é feita a montagem da matriz de rigidez e do vetor de cargas equivalentes
para os pontos #pd sobre o dominio e ipb sobre a fronteira, com suas correspondentes
contribuicoes na construgao da matriz de rigidez e do vetor de carga equivalente.

A matriz de rigidez do ponto de integragdo ipd é definida a seguir:
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Kin = (B] C;B; + BTC,B,) WipaJm (4.27)

Como somente duas nuvens ( 2 e 5) cobrem o ponto de integracgdo, i. e, uma Unica
fungdo de aproximagdo por nuvem, a matriz de rigidez do ponto é de (6X6). As matrizes

de deformacgao sao:

0 —()02,:1: 0 0 _505,:: 0

Bi=[0 0 —pp, 0 0 —gpg, (4.28)
0 —po, —2, 0 —¢3, —¥sa
e
. — 0 - 7
B, = | P22 %2 P52 ~¢s U (4.29)

B R 502,y 0 —P2 (lDS,y 0 2

O sub indices associados as fungtes de Shepard nas Matrizes 4.28 e 4.29 indicam a
nuvem envolvida.

Os termos C; e C; na Eq. 4.27 sdo as matrizes de coeficientes elédsticos referentes a
flexdo e ao cisalhamento, respectivamente correspondentes as expressdes 2.21 e 2.24. Na
expressao 4.27, W,,q e Jg; correspondem ao peso referente 3 regra de integracao de Gauss
especifica e o jacobiano do elemento E'1. Para o vetor de cargas tem-se a seguinte forma

matricial:

em que

e g corresponde & carga distribuida no dominio.

A superposicdo da matriz de rigidez e do vetor de cargas equivalentes do ponto de
integracao é efetuada mediante a informagao da conectividade, deste ponto. Para obter
esta conectividade é preciso definir a matriz ID do dominio e, a partir dela, a matriz LM

para o ponto de integragdo. A matriz ID, ou matriz de identificagao, indica os indices
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das equagles associadas a cada nuvem. A matriz LM obtida a partir da matriz ID em
fungao das nuvens que cobrem o ponto de integragado indica o fndice das equagOes para as
quais ponto de integragdo tem contribuicao.

No caso do exemplo, a matriz ID é dada por:

INuwv\GL || 1 | 2] 3|

1 1123
2 4| 51 6
ID —]
3 =T’ 19 (4.33)

4 10| 11| 12
) 13|14 |15

Olhando a matriz de 4.33 verifica-se que os graus de liberdade 1,2 e 3 estdo associadas

4 nuvem {2, e os graus de liberdade 4,5 e 6 & nuvem 23, e assim por diante. A matriz
LM correspondente ao ponto de integragao ipd é constitufda pelos graus de liberdade

associados as nuvens 2 e 5, como indicado a seguir:

LMu=[4 5 6 13 14 15] (4.34)

A posigao da matriz e vetor de carga local K;py e F;pq € assim dada por:

[I\NC] 4 | 5] 6[13]14 [15 |
4 ki | k12 | k13 | kia | k15 | ke
5 koy | koo | ko3 | kos | kos | kos
Kipa =| 6 || kay | ks | kaz | kaa | kas | kas (4.35)
13 || kg1 | kaz | ka3 | kaa | ka5 | Kas
14 || ksy | ks2 | ks3 | ksa | Kkss | Kse
15 |l ke | ko2 | ke3 | kea | Kes | Kes

|O\L]4 |5 |6 [13]14]15]
I [AIBR[A[A[F]F]

Fia (4.36)

A montagem da matriz de rigidez e do vetor de cargas equivalentes para pontos na
fronteira, bem como sua contribui¢do na matriz de rigidez e no vetor de cargas equiv-
alentes globais, é feita de forma andloga aquela construfda no dominio para pontos no
dominio. Ela é exemplificada através da montagem da matriz de rigidez e do vetor de

cargas equivalentes para o ponto b da Figura 4.1.
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Considerando apenas uma nuvem {24 cobrindo o ponto ipb, a matriz Gy e 0 vetor

H,; tém dimensdo(3X3) e (3X 1), respectivamente.

F - - by L—
Gip = (NG Np + NGN,, | Wip—24 (4.37)
_ _ — L
Hip = (NFNo + NENW) Uligs =22 (4.38)

Na equagao 4.37, novamente W),y corresponde ao peso do ponto de integracdo e Ly

ao jacobiano do elemento linear AD. As matrizes 1(19, Ny, 1<Im e N, tém a seguinte forma:

S _ |0 Sepg 0 ] _
Ng_[o 0 Sam}_o (4.39)

Dado que a placa do exemplo é simplesmente apoiada, nao sao prescritas rotagoes e,

portanto, Sg; = Sgy, = 0. O deslocamento transversal é prescrito. Portanto, S, = 1:

Ny=[Sups 0 0]=[¢p, 0 0] (4.39)
0 ¢, O

Ne= o % 0] (4.40

Ny=[¢g 0 0] (4.41)

O vetor H é um vetor nulo, o que se deve ao fato de que w =0

Para acoplar estas matrizes é preciso definir uma nova matriz de identificagao, que
indica os indices dos pardmetros de Lagrange associados a cada funcao de aproximacao,
por sua vez relacionadas ao grau de liberdade prescrito. Esta matriz é denominada IDL,
ou matriz de identificagdo de pardmetros de Lagrange. Os indices nesta matriz sao nu-
merados seguindo a sequéncia do dltimo indice da matriz ID.

Para determinar as conectividades dos pontos de integragao sobre as fronteiras serd

usada a matiz LML, construida de forma semelhante & matriz LM, que indica os indices
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de parametros de Lagrange associados a um ponto de integragdo especffico. A seguir,

define-se a matriz IDL para o exemplo como

| Nuv\GL | 1]2[3]

1 16100
IDL = 2 17]0]0 (4.42)

3 1800

4 1900

As linhas da matriz acima correspondem as nuvens 1, 2, 3 e 4, respectivamente.Observando-
se 4.42 verifica-se que a matriz IDL é numerada a partir do dltimo valor da matirz ID,
como comentado anteriormente, e apresenta valores diferentes de zero unicamente nas
posicdes correspondentes a condigdes de contorno prescritas.A matriz LML para ipb tem

a seguinte forma:

LML;=[19 0 0] (4.43)

Partindo da matriz LML para o ponto de integragao ipb, pode-se determinar a con-
tribuicdo da matriz G,p na parcela da matriz de rigidez global K, correspondente ao

contorno de Dirichlet.

[C/LT19 JO0 [0 |
19 G G G

Gi — 11 12 13 4.44
» 0 Go; | Gao | Gos (4.44)

0 Gz1 | G32 | Ga3

A dnica contribui¢ado para a matriz de rigidez global é o elemento G;1, o qual vai

para a posigdo (19, 19) na matriz de rigidez global K. As outras posi¢des da matriz LML
sdo nulas devido ao deslocamento transversal ser o Unico grau de liberdade prescrito.O

sistema linear global resultante fica definido por:

[~ | = = = l =
| z U F
{15X15) (15X4) (15X1) (15X1)
| - (4.45)
G | 0 H
(4X15) (4x4) | L (4X1) ] _ (4X1) |




em que

UT = [uyugyus, . U13 Uy4, Uns) (4.46)

A =g As, A (4.47)

No exemplo correspondente a Figura 4.1, foi feita 8 montagem detalhada das matrizes
de rigidez e vetores de cargas equivalentes, para pontos de integracao no dominio e na
fronteira de Dirichlet. Foi montado o sistema 4.45 como resultado das equacdes inte-
grais do principio variacional cléssico, usando multiplicadores de Lagrange para forcar
condigoes de contorno na fronteira de Dirichlet.Como comentado anteriormente, este pro-
cedimento apresenta boa precisao numérica, embora as condigbes de contorno essenciais
sejam impostas de forma fraca. Porém apresenta o inconveniente de ter uma matriz de
rigidez que ndo é positiva definida e, frequentemente, mal condicionada (geralmente para
espagos de aproximag@o obtidos com p > 2). Uma das formas de contornar este prob-
lema é utilizar o princfpio variacional modificado, apresentado por T. Belytschko, Y.Y.
Lu e L.Gu [4], adaptado para o problema de placas de Mindlin. Com isto se obtém uma
matriz de rigidez similar & obtida em FEM, sem grandes problemas de condicionamento
e com redugdo do ntimero de graus de liberdade do problema. A seguir sdo apresentadas
as equacoes integrais com varidveis discretizadas para principio variacional modificado,
juntamente com aplicagao destes nos exemplos da figura 4.1.

Partindo das Eqgs 2.73 e 2.74, as varidveis Mn ¢ Qn tém as seguintes formas dis-

cretizadas:

Mn & N (CbBbU) (4.48)

Qn = n, (C,B,U) (4.49)

cujas matrizes n, e n; sdo apresentadas nas Egs. 2.78 e 2.70.
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Discretizando as varidveis da Eq. 2.77, obtem-se:

/ [C,B,U - B,U" + C,B,U - B,U*] d% (4.50)
by
- / gN,UdE — / m - NeU*dZ — / N, U*dos — / m - NoU’dox

b b LN SELN

+ / n,C B, U - NgU*d8YT —/ n,C,B,U - N,U*dox.
8ED oxD

n / n,C,B,U" - (NGU _ NGU“) dov- [ nc,B,U"-( N, U — N,,,I_J) =0
82D Josp \

v U*eR¥W
Colocando em evidéncia U*,chega-se & equagao:

'

U { / (BY C,B,+BTC,B,) U d% (4.51)
=

+ / (Bg”cbn{N9+N§ n,,chb) Udos— [ (’Bg”can’NﬁNZnscsBs) U do%
)3 Jozp M

w

—/Nquz—/Ng"mdz:— f NIg 4oy — NI'm dox
by T Joz N 8ZN

= - — b
+ f (—B{cbanNg +BTC,nTN, ) T dos b =0
8TD % J

Y U eR¥™

Denominando

K = / (Bf C;By+B. C,B,) d% (4.52)
=
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+ / (Bg’can"N9+Nf n,,c,,B,,) I BfC,anw+NZn,CSB3) ddz,
8ED Jorp \

F = / NTgds + / NImdy + [ NTGdoT (4.53)
= b Jozn

+ NFmdos — /

(—B,,Tc,,n;’"Ng + BchnZ’Nw) Udos,
0N orD

a equagao 4.51 pode ser escrita como:

U'{KU -F} =0 (4.54a)

Devido a U* ser um valor arbitrario, o equilfbrio do sistema implica satisfazer o sistema

de equagoes.

KU =F ” (4.54b)

O procedimento de célculo de K e F é feito de forma anéloga a ja vista. Sao calculados
matrizes e vetores de carga para cada ponto de integracao e, posteriormente, inseridos
nos termos globais.

Assim a matriz K & composta pela parcela Ky do dominio e Kggp da fronteira, sendo

Kg= / (B{C,;B;+BIC,B,) d% (4.55)
=

Kosp = BT CynTNg+N, meBb) dd% (4.56)

=D (
' T T = - T N
—/ (BI'C,n! Nw&-ansCsBs) dox.
8TD
Exemplo 2:
No segundo exemplo apresentado a seguir, é usado um espago de aproximagao obtido

pelo enriquecimento da particdo da unidade{gpa}iv: , por conjuntos completos de polinémios
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de LegendreIlz—o e II,—;, apresentados no capitulo 3. Isto equivale a ter trés funcdes

aproximando cada grau de liberdade do modelo, indicadas a seguir:

1. g (2,9) = @, (z,y)
2. ¢7 (2,y) = L1 (§) o F 1 (2) ¢, (2, Y)
3. ¥5 (z,y) = L1(n) o 1 () ¢q (7, )

Nas func¢des ¥ (z, y)definidas acima, o supra-fndice « indica a nuvem envolvida, e os
sub-indice, a funcao envolvida.

Como o enriquecimento é feito com polindmios de Legendre, tem-se que { e n € [—1, 1]
e as fungdes F, ! (z) e F;‘l (y) sdo fungdes de mapeamento de domfnio, como definidas no
capitulo trés.

Considerando, no presente exemplo, um ponto de integragdo no dominio ipd (o da

Figura 4.1), as matrizes de deformagéo discretas B, [3X18] e B, [2X 18] sdo:

0 %, 0 -0 i, 0 -0 i, 0
B,=|0 0 "¢§,y e 00 —t5, o+ O 0 —ng_y (4.57)
0 _wgfy _wo,x 0 ¢2,y w; x ' 0 —¢2,y _21)21:
Yg. —¥5 O - W, —wp O o 9B, —y) O J
By =1 2° : % a 4.58
{ R S R A R S B

Por outro lado, as matrizes ID da cobertura e LM do ponto de integragao ipd tém as

seguintes formas:

(Nu\GL[ 1 [2 [3 [4 [5 [6 7 [8 ]9

1 1 12 {3 |4 {5 |6 |7 |8 ]9
D = 2 101111121314 1516|1718 - (4.59)
3 1912021 122|23 2425|2627

4 28129130131 |32|33|34|35|36
o 373813813940 |41 4243 |44

A matriz LM para o ponto de integragéo é dada pelas equacdes associadas as nuvens

Q5 e (5, respectivamente:



LM,‘Pd:[IO 11 12 13 14 15 16 17 18 37 38 39 40 41 42 43 44 45]

A partir da matriz LM,y pode-se efetuar o acoplamento da matriz K,,; ,que é calcu-
lada, como em 4.27, na matriz de rigidez global.

A parcela da matriz de rigidez correspondente a pontos sobre a fronteira de Dirichlet
leva em consideragao o efeito do significado ffsico dos multiplicadores de Lagrange, isto
é, o valor das reagdes de vinculo (momentos e cortantes) necessdrios para garantir as
condigoes de contorno prescritas.

No célculo da Ky sao levadas em consideragao as fungoes de aproximagéo diferentes
de zero no ponto ipb. A seguir sdo apresentadas a expressdo para a matriz de rigidez para

o ponto pb e as formas das matrizes componentes B;, B, ﬁg e Nw:
Kz’pb = [(BzcanN9+NganbBb) (460)

o L
- (BZC,anerNZ:nSCSBS)] mpb—é—ﬁ

0 %, 0 0 9, 0 0 93, O
B,=|0 0 95, 0 0 ¢, 0 0 i, (4.61)
0 %oy Yoo 0 ¥i, ¥i. 0 3, ¥3,

(V0. —%o 0 Wi, —¢1 O W5, —¢5 O 1
B,=| %" & - 4.62
w0 —uh wh, 00—yt b, 0 gy | (46
S _ 10 Seg 0 0 Seyf 0 0 Spyy O
Ny = 4.63
=10 0 Su¥t 0 0 Suut 0 0 Sl (4.63)
Ny=[S8% 00 SS9 00 Sup3 0 0] (4.64)

A dimens&o da matriz K,,; serd, portanto, de (9X9).

As parcelas correspondentes ao vetor de cargas equivalentes é obtida por
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_ N L
Fis = (~B] Conf No + BICin N, ) U,y —28 (4.65)

Como U = 0 para o presente exemplo, resulta que Fi» = 0 também. Isto permite
verificar que sempre que o vetor U = 0, for nulo sejam quais forem as condigSes de
contorno prescitas (deslocamento trasversal ou rotagdes), o vetor Fap, que é a parcela do

vetor de cargas referente as condigoes de contorno na fromteira de Dirichlet, serd nulo.

4.2 Resultados de P6s Processamento:

Resolvendo o sistema linear 4.54b determina-se o vetor de pardmetros de deslocamento
U. A partir deste vetor e da matriz de conectividades LM correspondente a um ponto
qualquer do dominio ou da fronteira, pode-se determinar as coordenadas generalizadas,
isto &, o deslocamento transversal w e as rotagoes 0, e 6, no ponto. Da mesma forma,
podem ser calculados o tensor de deformagdes, assim como as reagoes de apoio, quando
for o caso. Optando por uma abordagem prdtica para esta matéria, j4 que as equagCes
foram estabelecidas, sdo usados os pontos ipd e ipb do exemplo anterior na determinagao

destes resultados.
e Determinagao do campo de deslocamentos

No exemplo adotado, o vetor deslocamento para o ponto tpd da figura 4.1 é

w
02 = NipaUipd (4.68)
0y ) i
em que
“wa 0 0 - Y3 0 0 - g5 O O
Ny [3X18)=| 0 w3 0 -~ 0 % 0 --- 0 93 0 |, (4.69)
0 0 ¢ - 0 0 93 - 0 0 ¢
Ul = {u10, cereene LU} (4.69)
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O vetor Ujpe € recuperado do vetor U global com auxilio da matriz LM, pq
Determinado o vetor de pardmetros de deslocamento para o ponto, o campo de deslo-

camento fica definido em funcao deste vetror de pardmetros, como segue:

Up =< —26y (4.70)
Us ipd w ipd

A expressao 4.70 corresponde & equag@o do modelo cinemético de primeira ordem 2.1,

através do qual se define o campo de deslocamento em qualquer ponto da placa.
e Tensor de Momentos e Cortantes num Ponto

Na determinacao do vetor de momentos e do vetor de cortantes para o ponto ipd,
parte-se das matrizes 4.57 e 4.58 e do vetor de pardmetros de deslocamentos U,,q, obtido
em fungao da matriz LM;;q para o ponto. Portanto, aplicando-se as definigoes 4.10 e 4.11

chega-se a:

Mip (u) = C°B} Ui (4.71)

Qipt (1) = C*BjqUipa (4.72)
e Reagoes de Apoio:

As reagOes de apoio na fronteira de Dirichlet correspondem as forcas necessérias para
forgar as condicoOes de contorno nesta fronteira, que nada mais sdo que os multiplicadores
de Lagrange. Para determinar as reagoes no ponto #pb da figura 4.1, partimos das matrizes

4.61, 4.62, e da matriz LM;, definida abaixo:
LM, =[28 29 30 31 32 33 34 35 36 ] (4.73)

através da qual obtem-se o vetor de pardmetros de deslocamento para o ponto U,

definido por



Ugps ={ ws -+ ug } (4.74)

b

As matrizes n’ e n® na fronteira do ponto #pb tem a forma:

n’ = {‘01 8 _01] (4.74)
n=|-10 0] (4.75)

Substituindo-se as Eqs.4.71, 4.72 e 4.73 nas Eqs. 4.48 e 4.49 obtém-se:

Mny,,=n* (C°B},U,p) (4.76)
Qn,;;= n* (C°B;,,Uips) (4.77)

Estabelecidas as equagOes de Galerkin, o passo seguinte é asua implementacao com-

putacional através do cédigo CLOUDS++, cuja estrutura é abordada a seguir.

4.3 Aspectos Computacionais

Antes de comentar c‘) cédigo CLOUDS++ é necessdrio, como ferramenta indispensdvel
a sua compreensdao do mesmo rever, os conceitos bdsicos da filosofia da Programacao
Orientada a Objetos, que sao apresentados a seguir.

A caracterfstica fundamental da linguagen orientada a objeto consiste na forma de
ordenar e modularizar os seus cédigos, agrupando dados e procedimentos (funges) numa
mesma estrutura, chamada classe. O emprego deste tipo de estrutura computacional
torna esta linguagem muito vantajosa em relagao as linguagens estruturadas.

Na Programacao Orientada a Objeto, as classes sao defini¢ Ges do tipo varidveis, com
dados e procedimentos préprios. Juntamente com a classe, surge o conceito de objeto,
que estd intrinsecamente ligado a esta e corresponde a uma instancia ou vari4vel da classe
definida. Esta filosofia de programacdo permite a atualizacdo e incorporagao de novos

procedimentos, usando as classes j4 existentes, o que constitui uma das grandes vantagens
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em relagdo a programacao estruturada convencional e & programacao procedural. Existem
trés propriedades fundamentais que caracterizam uma linguagem orientada a objetos, a

saber:
¢ Encapsulamento

E a propriedade de se implementar dados e procedimentos correlacionados em uma
mesma entidade(classe), tornando esta independente de sua implementacdo interna, mas
nao de sua interface. Portanto, a organizacao de dados, sua estrutura , posicao fisica na
memdria e detalhes de implementacgdo sao alheios ao cédigo que utiliza o objeto. Por
outro lado, a nao interferéncia do c6digo externo nos dados da classe confere protecdo a

estes.
e Heranga

A heranca constitui o mecanismo pelo qual se pode compartilhar autornaticamente
métodos e dados entre diferentes classes, subclasses e objetos. Esta é fruto de um mecan-
ismo de hierarquia entre classes, em que uma classe mais especializada(classe filha) herda
as propriedades da classe mais geral (classe pai), a qual ela estd imediatamente subordina-
da na hierarquia. A heranca permite ao programador criar uma nova classe programando

somente as diferencas para a classe pai.
¢ Polimorfismo

F usado para indicar a propriedade de se usar o mesmo nome para métodos difer-
entes, implementados em distintos niveis de uma hierarquia de classes. Neste caso, para
cada classe tem-se um comportamento especifico para o método.Portanto, pode-se definir
polimorfismo como a propriedade de um programa orientado a objetos de discernir, entre
os métodos homénimos, aquele que deve ser executado. A chave para esse discernimento
é o objeto receptor da mensagem. O polimorfismo é o responsével pela facilidade de ex-

ecucgao de um Programa Orientado a Objetos . Para se modificar um programa que usa
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polimorfismo, basta desviar novas subclasses de uma classe herdada. Se os métodos da
superclasse sao suficientes para a subclasse, ndo se fard necessdria uma nova implemen-
tacao de cédigo. Caso contrério, o cardter polimérfico do programa permite a implentacgéo
das exceg¢les no préprio nfvel da nova classe. A fim de diminuir o volume de extensdes de
um programa, uma das estratégias usadas na Programagao Orientada a Objetos é a de
implentagao dos métodos o mais alto possivel na hierarquia de classes. Com o polimorfis-
mo, os objetos estardao prontos a responder a métodos que estdo implementados em seu
préprio nivel ou mais acima na hiererquia das classes. Outra vantagem do polimorfismo
é a relativa facilidade de manutengao, jd que uma vez eliminados os erros nos métodos
j4 implementados, o surgimento de novos erros podem estar associados aos métodos de

novas subclasses adicionais.

4.3.1 Cdbdigo CLOUDS+H+

O cdédigo desenvolvido na linguagem orientada o objetos C++ (CLOUDS++) contém
todos os procedimentos para a resolugao do problema de flexao de placas de Reissner-
Mindlin, utilizando método das nuvens nas versGes h , p e hp homogéneos. Durante o
processo interativo,-a estrutura computacional faz o gerenciamento de:

a)Incremento de graus de liberdade do problema, através do aumento do nimero de
pardmetros de deslocamento associado a cada grau de liberdade do modelo;

b)Incremento da matriz de rigidez e do vetor de cargas para um ponto de integracio
e consequente aumento da matriz de rigidez e do vetor de cargas globais;

c)Construgdo automética do espaco das fungbes de aproximagao;

d)Imposicao automética das condicdes de contorno para pontos de integracdo sobre
a fronteira de Dirichlet através do significado fisico dos multiplicadores de Lagrange,
incorporados na matriz de rigidez e vetor de cargas destes pontos;

e)Determinacao de resultados de pés-processamento (deslocamentos, esforcos e reagdes
de apoio).

Os itens citados acima definem de forma resumida as potencialidades do cédigo, sem
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deixar de citar que, devido s caracteristicas modulares da Programagao Orientada a
Objetos, ele pode ser usado para a anélise de outro tipo de problemas. Devido & pro-
priedade de modularidade acima citada, o cédigo CLOUDS++ foi construido por 4reas
de gerenciamento como:

Malha Suporte de Integragao

Classe:
e acCoord2D

Procedimentos: leitura de coordenadas e fungoes auxiliares
Dominio

Classe:
e acDomain

Procedimentos: gerenciamento de dados do domfnio de integracao e montagem da
matriz de rigidez e do vetor de cargas globais correspondentes as parcelas do dominio.
Definicao da Geometria.

Classes:

e acKeyPoint

e acBoundaryGrp
e acBoundary

Procedimentos: leitura e gerenciamento de definicdo geométrica das fronteiras, bem
como montagem das parcelas correspondentes & fronteira da matriz de rigidez e do vetor
de cargas globais. A classe acBoundary é uma classe virtual, ou seja, possue unicamente
os protocolos das classes filhas, nas quais serd4 implementado o corpo da funcdo.Nesta
classe pode-se evidenciar de forma clara o emprego do conceito de isomorfismo, no qual
as fungCes tém a mesma forma para as classes acLine, acArch e acBSpline, as que sao

acessadas pelos objetos do vetor de fronteira.
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¢ Cobertura Aberta do Dominio
Classe:
e acClouds

Procedimentos: construgao e gerenciamento da cobertura e do espaco de apraximagao.

Esta classe possue as fungdes responsdveis por:

— leitura e geracao de nuvens de forma a garantir que o ponto do dominio ou da

fronteira seja coberto pelo menos por duas nuvens;

— montagem de estrutura Qaud- Tree, utilizada para diminuir o tempo de procura

das nuvens que cobrem um determinado ponto de integracao.

— célculo da particao da unidade, gradiente e enriquecimento.

Propriedades Materiais e Geométricas

Classes:
e acMaterial
e acGeomProperties

Procedimentos: gerenciamento de dados de material e constantes geométricas.
Definigao de Graus de Liberdade e Condigoes de Contorno.

Classes:
e acDefDOFNode
e acBoundCondGrp .

Procedimentos: leitura e gerenciamento dos tipos de graus de liberdade do problema
e condicoes de contorno nas fronteiras.
Definigao de Graus de Liberdade do problema.

Classe:



e aclD

Procedimentos: gerenciamento dos graus de liberdade (equag@es) do problema necess4rios
nas etapas de montagem e solugao de pés- processamento.
Ponto de Integragao

Classes:

e aclP

e aclPPlate

Procedimentos: leitura e gerenciamento de informagdes, bem como construcdo da
matriz de rigidez e vetor de cargas para o ponto de integracao. A classe acIP é, igualmente
a acBoundary, uma classe virtual. Portanto, temos unicamente, os protocolos das fun¢Ges
filhas (acIPPlates, acIPPIStrs, acIPPlstrn, ect), sendo o corpo destas definidas dentro de
cada classe, respectivamente, como jé foi citado.Novamente, as fun¢oes das classes sdo
acionadas pelos objetos correspondentes.

Finalmente fecha-se este capftulo, que mostrou de forma clara e detalhada a montagem
das equagdes de Galerkin para o problema analizada, bem como um resumo da estrutura
bésica do cédigo computacional utilizado. Encerra-se aqui a etapa correspondente aos
fundamentos tedricos do trabalho, ficando desta forma o caminho delineado para a etapa

conclusiva da pesquisa que trata dos resultados numéricos, abordados no préximo capftulo.
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Capitulo 5

Resultados Numéricos

Neste capitulo sdo analisados de forma objetiva os resultados numéricos para desloca-
mentos e esforgos na resolugao do problema de flexao de placas de Mindlin, provenientes
da metodologia abordada neste trabalho. Os objetivos principais desta andlise recaem
sobre o comportamento do espago de aproximacao quanto ao fenémeno de travamento
(locking), e quanto & convergéncia de deslocamentos e tensdes com relagdo as solugdes
analiticas para as placas semi-espessas do Capftulo 2.

Como se trata de um novo campo de aproximacao, ”onde as funcgGes apresentam
dominios que nao estao amarrados a uma malha, aparecendo agora o conceito de matriz
de rigidez e vetor de cargas equivalentes do ponto de integragao, surge a necessidade
de verificar a influéncia da cobertura sobre estes pontos, através do nimero de condi-
cionamento da matriz de rigidez global. Por se tratar de um método sem malha, no qual
esta é usada apenas como conjunto de células de integragao e pelo fato de as fungdes de
aproximagao serem altamente regulares, é feita uma andlise de verificagao de convergéncia
de deslocamentos transversais com relagao ao ntimero de pontos de integragao no domfnio
e na fronteira.

Inicia-se este capitulo com o comentdrio do processo de integragao numérica utilizado,
por ser considerado conhecimento indispensdvel nas anélises que seguem.

Os primeiros resultados numeéricos sdo referentes a placas quadradas simplesmente

apoiadas e placas quadradas e circulares engastadas no contorno, estando todas elas su-

jeitas a uma carga uniformemente distribuida, j& que estes modelos apresentam solugao
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analitica que leva em consideragao as deformacoes cisalhantes. Encerra-se o capftulo

fazendo uma verificacao de proximidade dos resultados obtidos utilizando o método das

nuvens e MEF. Nesta tltima andlise sao acrescentados os casos de placa triangular, placa

anelar e placa rombica.

Os resultados numéricos referentes as andlises acima sao, para uma melhor apreciagao,

apresentados por meio de gréficos, tabelas e diagramas de isocamadas de deslocamentos

e esforgos para os seguintes exemplos:

fenémeno de travamento (locking) para placas quadradas simplesmente apoiadas e

placas quadradas e circulares engastadas no contorno;

verificagdo para placa quadrada simplesmente apoiada a influéncia da cobertura e
da ordem polinomial do campo de aproximagdo no nimero de condicionamento da

matriz NC(K);

verificagdo para placa quadrada siplesmente apoiada a influéncia da cobertura na

e 9 .
convergéncia da norma L~ do erro relativo do deslocamento transversal;

Verificagao para a placa quadrada simplesmente apoiada a influéncia do nimero de
pontos de integracao por célula e por fronteira de Dirichlet nas convergéncias globais

e locais do deslocamento transversal;

convergéncia da norma L? do erro relativo do deslocamento transversal e esforcos

(Momentos e Cortantes);

convergéncia em relacao a valores mdximos normalizados com relagao as solugtes
analiticas de placas semi-espessas, para os campos de deslocamento transversal e

esforgos (Momentos e Cortantes);

andlise comparativa de proximidade de resultados entre o deslocamento transver-

sal normalizado obtidos com o uso do MEF e do método das Nuvens para a placa
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quadrada simplesmente apoiada, placa circular engasatada no contorno, placa trian-
gular, placa anelar e placa rémbica, sendo estas trés dltimas simplesmente apoiadas,

e todas as cinco sujeitas a um carregamento uniformemente distribuido no dominio.

5.1 Integracao Numérica

Neste trabalho, para efetuar a integragao numérica é utilizada, no domfnio, uma malha
suporte de integragéo constitufda de elementos triangulares (esta malha é chamada aqui
de conjunto de células de integrac@o) ajustada & geometria da estrutura em anélise. Nas
fronteiras de Dirichlet, j& que nao temos conectividade entre os suportes das nuvens, a
integracao numérica se faz separadamente do dominio. Para tal, sao utilizados elementos
lineares (aqui chamados de células lineares), com regras de Gauss fixa de 3 pontos de inte-
gragao por elemento, na qual o aumento das taxas de convergéncia é atingido aumentando
o nimero de elementos na fronteira.

Esta malha nao precisa ser construfda com os cuidados necessdrios em MEF, j4 que
nossas fungoes nao estao associadas ao suporte da malha,‘e as regras de quadratura sao
associadas a cada célula dependente da regularidade das fungtes de aproximagao, de forma
a garantir taxas de convergéncia satisfatérias. Na Figura 5a é mostrado um exemplo de

malha suporte e cobertura associada & esta cobertura.

Figura 5a. (a) Malha suporte de integracdo, (b) cobertura.
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Verificagao de Travamento (Locking)

O fendmeno de travamento (Locking) ocorre devido & incapacidade do espaco de aprox-
imacao de cumprir a restrigao de deformagéo cisalhante nula quando a espessura da placa
tende a zero. Ele se manifesta através de um aumento de rigidez da placa & medida que
sua espessura é diminuida. Esta limitagdo do espago de aproximagéo tem sido contor-
nada em MEF usando processos de sub-integragao da parcela da matriz de rigidez do
elemento correspondente ao cisalhamento.Esta técnica foi apresentada primeiramente por
Mlakus and Huges (1978) e, posteriormente, num contexto mais geral, por Zienkiewicz e
Nakazawa (1984) (ambos referenciados em L. Della Croce e T. Scapolla [22]). Entretanto
este procedimento tem a dificuldade de apresentar modos esptrios de deformacao (modos
de energia de deformagdo nula e matriz de rigidez elementar singular ), podendo ocorrer
oscilagao nos resultados e, em certos casos, até mesmo matriz de rigidez global singular.
Outros procedimentos tém dado bons resultdos em MEF, como o apresentadb por L. Della
Croce e T. Scapolla [22], em que elementos de ordem superior séo capazes de absorver
o locking para as espessuras de interesse prdtico. Utilizando um procedimento similar,
Novotny e Fancello [21] contornam este problema usando refino p homogéneo de quarta
ordem. O objetivo desta andlise é verificar o comportamento do espago de aproximacao
obtido pelo método das nuvens quanto ao locking. Para tal, sao utilizados trés exemp-
los, nos quais pretende-se também verificar a influéncia da geometria e das condigoes de

contorno.
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5.1.1 Placa quadrada simplesmente apoiada no contorno

Yy
b
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P »
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| | | E~210 10 MPa
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_:I'I—/'— — —:'_ L t=variavel
/ / ' | g=variavel
| =16
. 4 —— L Liemm
X 25 nuvens
“A (®)
q
1 a4
A, Ea X
@

Figura 5.1: Placa quadrada simplesmente apoiada: (a) modelo e (b) cobertura.
A primeira andlise é feita para uma placa quadrada s‘implesmente apoiada no con-
torno cujas dimensoes, propriedades elésticas, carregamento e cobertura sao indicadas
nas Figuras 5.1(a) e 5.1(b). A verificacdo de travamento (locking) serd realizada através

do deslocamento central normalizado em relagdao & solugao de Kirchhoff, dada pela ex-

pressao:

L4
Weentral = 0.00406221—)- (5.1)

em que D é o coeficiente de rigidez & flexdo da placa correspondente & expressdo 2.22. A

andlise ¢ feita para uma variacao de *% definidas pelo intervalo 10 < {;- < 10°, sendo os

resultados apresentados no gréfico da Figura 5.2
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Figura 5.2. Verificagao de Locking: Deslocamento transversal central normalizado para

a placa quadrada sob condigGes de apoio rigido (hard).

Através da andlise do gréfico da Figura 5.2, constata-se que a partir da
relacao % > 102 se tem um comportamento assintético das solugdes numéricas
para p = 3 e p = 4 em relagao aos valores da solugao analftica de Kirchhoff.
Para p = 3 ocorre travamento (locking) a partir de £ > 10%,e para p = 4,
como era esperado, ndo se constata travamento (locking), embora ocorra um
pequeno decréscimo da solugao, decorrente de problemas de condicionamento
da matriz de rigidez. Um resultado semelhante é verificado em MEF quando
se emprega um enriquecimento p, como constatado por Novotny e Fancello[21].
Nos exemplos acima se tem para p = 3 NGL = 750 e, para p = 4, NGL =

1125, respectivamente.
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5.1.2 Placa quadrada engastada no contorno
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Figura 5.3. Verificacao de Locking: Deslocamento transversal normalizado para o ponto

central da placa quadrada engastada no contorno.

A placa quadrada engastada no contorno, com as mesmas caracteristicas
eldsticas, de carregamento e geométricas que a apresentada na Figura 5.1, é
usada para mostrar a influéncia das condigdes de contorno quanto ao locking.
Neste exemplo pode ser constatado que a placa engastada constitui um caso
critico no estudo de locking, como serd evidenciado através do gréfico da Figura
9.3. Novamente aqui os resultados numéricos para o deslocamento transversal
central da placa sao normalizados com relagao a solucao analitica de Kirchhoff
dada pela Eq. 5.3, para um intervalo da relagao % apresentado anteriormente.
Nesta anélise, igualmente & anterior, sdo verificados os comportamentos das
bases de aproximagao obtidas por enriquecimento da fungao de Shepard por
meio de produto de polinémios completos I1,—3 e II,—4, sendo o NG L envolvido

para cada caso idéntico & andlise anterior.
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L4
Weentral = 0.00126% (5.3)

Constata-se através da andlise do gréfico da Figura 5.3 que, ao contrario do
que ocorria com a placa simplesmente apoiada, nao se tem mais um comporta-
mento assintético para p = 3, no qual a curva da solugdo numérica apresenta
oscilagtes em torno da solugao analftica. Novamente o espaco de aproximacao
para satisfazer a restricao de deformacgéo cisalhante nula nao é adequado,
evidenciando-se, como pode ser visto, o travamento (locking) para % > 103.
Para o espago de aproximagao obtido com p = 4 obtém-se uma convergéncia
assintética para a solugao analitica até valores de %‘- < 10%, a partir dos quais
comecam a ocorrer oscilagoes devido a problemas de mal condicionamento da

matriz de rigidez.

5.1.3 Placa circular engastada no contorno

E=210 10 MPa
v=0.3
t=variavel
g=variavel
rzgmm 21 nuvens
®)

| -——
[
=y
o
(a

t

R

|\ \I

(a)
Figura 5.4. Placa circular engastada, (a) modelo e (b) cobertura.
Os exemplos apresentados anteriormente mostraram a influéncia das condigoes

de contorno com relagdo ao fendmeno de travamento (locking). Pretende-se
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agora verificar a influéncia da geometria. Para tal, é empregada uma placa cir-
cular com caracterfsticas eldsticas, geométricas, de carregamento e cobertura
mostradas na Figura 5.4.

No gréfico da Figura 5.5 s@o mostrados os valores normalizados de deslo-
camento transversal no centro da placa com relacao a solugao analftica dada
na Eq. 1.106 do Apéndice. A andlise serd feita para um intervalo da relacéo
2R

<= utilizado na placa quadrada.
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Figura 5.5. Verificacdo de Locking: Deslocamento transversal central normalizado para

a placa circular engastada no contorno.

Observa-se aqui um comportamento assintStico das solugoes numéricas até
%E < 10* a partir do qual comegam a surgir oscilacdes na solugdo para p = 3 e,
finalmente, o surgimento de travamento (locking) para uma relagéo %E > 10°.
Para os espagos de aproximacao construidos por enriquecimento da partigao da
unidade com base polinomial de quarta ordem nao ocorre travamento, além de
e

apresentar um comportamento assintético at ~ 108, correspondente ao fim
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da andlise. O nimero de graus de liberdade usados para estes resultados foram
NGL = 630, para p = 3, e NGL = 945, para p = 4. Pode-se concluir, em
principio, que para espagos obtidos por enriquecimento da particdo da unidade
por bases polinomiais de quarta ordem, ndo temos surgimento de travamento
(locking), o que converge para as conclusdes obtidas em MEF para refinos p

homogéneos, como mostrado no trabalho de Novotny e Fancello[21).

5.2 Andlise de Convergéncia

A anélise de convergéncia serd levada a cabo para dois casos dos quais se conhecem
as solugGes analiticas para o modelo de Mindlin. Estes modelos correspondem & placa
retangular simplesmente apoiada no contorno, sujeita a um carregamento de pressdo uni-
formemente distribuido no dominio, e a placa circular engastada no contorno, sujeita ao
mesmo tipo de carregamento. Esta andlise tem como objetivo verificar os seguintes itens:

1. influéncia da cobertura e da ordem polinomial do espago de aproximac&o no Numero
de Condicionamento da matriz NC(K);

2. influéncia da cobertura na convergéncia da Norma L? do erro relativo do Desloca-
mento Transversal;

3. convergéncia do Deslocamento Transversal central normalizado com relagdo ao
numero de pontos de integracao por célula do domfnio e por fronteira de Dirichlet;

4. convergéncia da Norma L?do Erro Relativo para o Deslocamento Trasversal;

5. convergéncia local do Deslocamento Transversal no centro da placa para valores
normalizados com relagdo a solugdo analitica de placas semi-espessas;

6. convergéncia da Norma L?do Erro Relativo em Momentos;

7. convergéncia local de Momentos para valores normalizados em relacdo & solugéo
analftica de placas semi-espessas;

8. convergéncia da Norma L2do Erro Relativo para Esforcos Cortantes;

9. convergéncia para valores normalizados do Esforco Cortante nos pontos médios dos

apoios.
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5.2.1 Resultados numéricos para a placa quadrada

Os itens acima relacionados serao analisados para uma placa quadrada com as caracaterfs-
ticas geométricas e eldsticas apresentadas na figura 5.1. Neste exemplo é adotada uma
espessura de 0.1mm, sujeita a um carregamento de pressao, uniformemente distribufdo

no dominio, de 0.1 M Pa .

Influéncia da cobertura e da ordem polinomial do espago de aproximagao no
Nimero de Condicionamento da Matriz NC(K)

No método de nuvens, como a malha de quadratura ndo necessariamente coincide com o
dominio de definigao das fungdes de apraximagéo, pode ocorrer, dependendo das dimen-
soes do suporte de cada nuvemn, uma cobertura excessiva num ponto de integracdo. Isto
produz uma matriz de rigidez muito povoada e geralmente, mal condicionada.

Um problema similar ocorre quando se incrementa a ordem polinomial da base de
aproximagao, o que significa, em tultima andlise, aumentar o niimero de coordenadas
generalizadas do problema, causando um efeito idéntico ag anterior.

Para esta anélise sao utilizadas coberturas de 5 e 25 nuvens e ﬁma ordem polinomial
da base de aproximagao p = 2. Como suporte de integragdo € utilizado, no domfnio, um
conjunto de 4 e 32 células triangulares, com regras de Gauss de 79 pontos. Nas fronteiras
de Dirichlet sao utilizados conjuntos de 20 e 60 células lineares por fronteira, com regra
de Gauss de 3 pontos de integragao.

O ndmero de condicdo utilizado é calculado pela expressao definida por Cook et al,
(1984), referenciado em Pablo Andrés Murnioz Rojas [24], que corresponde aquela encon-

trada usualmente na bibliografia de MEF e que tem a forma:

/\max

NC(K) = log 3

(5.4)

em que Amax € Amin COrrespondem ao maior € ao menor autovalor em valores absolutos
da matriz K.

Na andlise da influéncia da cobertura no condicionamento da matriz, surge o conceito
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de fator de rddio (RF'), o qual é dado pela expressao

RF = 2 (5.5)

Figura 5b. Raio da nuvem r, determinado pelo software
CLOUDS++ para malha de elementos triangulares

Observando a Figura 5b, é tomado o ponto £, como centro de uma nuvem. O valor
de r, corresponde ao raio do suporte da nuvem, enquanto r, é determinado pela maior
dimensao dos lados dos elementos triangulares que tém conectividade com o ponto z,.

Os resultados destas andlises sao mostrados nos gréficos das Figuras 5.7 e 5.8

Cobertura/ NC( k ) para p=2
—uas— Cobertura nuvens
9.00 — - £3- Cobertura25 nuvens

Nimero de Condigho NC(K)

TTTT T TTTT T
060 070 080 080 100 110 120 130 140
RF

Figura 5.6. Numero de Condicionamento NC(K) em fungéo de FR.

Através da anélise do grafico da Figura 5.6, confirma-se um aumento com algumas

oscilages de NC(K), com o incremento do fator de rédio (RF). Estes resultados indicam
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um crescimneto da largura de banda da matriz K & medida que se aumenta a cobertura,
de forma que se incrementar excessivamente RF, a matriz pode ficar mal condicionada a
ponto de se tornar quase singular.

Um efeito similar ao excesso de cobertura pode ser obtido quando se incrementa a
ordem polinomial da base de aproximacao para as mesmas coberturas e as mesmas regras

de integracao da andlise anterior.

—£—  Cobatira s mwvas

p=4

=4

- =0
200 T IIIIIII{ T IIIIIH} T Illlllli

p=0C

Numerode Condicionamento NC(K)

10 100 1000 10000
Numero de Graus de Liberdade

Figura 5.7. Nimero de Condicionamento NC(K) em funcdo de NGL

Através dos resultados do grafico da Figura 5.7. constata-se um aumento acentuado
do NC(K) com o incremento de p para o intervalo 0 < p < 4. Pode-se também observar
que hd uma melhora em termos de condicionamento da matriz de rigidez para a cobertura

de 25 nuvens em relag@o & cobertura de 5 nuvens.

Influéncia da cobertura na convergéncia da Norma L? do Erro Relativo de
Deslocamentos Transversais.

Esta andlise tem por objetivo verificar a convergéncia de Deslocamento Transversal com as
variagGes de fator de rédio (RF') , e é feita para um campo de aproximagao correspondente

& p = 4, fator de rédio definido no intervalo 0.6 < RF < 1.3,suporte de integragao
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constituido por 32 células triangulares, com regras de Gauss de 79 pontos no dominio, e
60 células lineares, com regra de Gauss de 3 pontos nas fronteiras de Dirichlet. O resultado

é mostrado no gréfico da Figura 5.8.
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Figura 5.8. Placa quadrada sob apoio rigido (hard): Convergéncia da norma L? do erro

relativo em w

Através da andlise do gréfico da Figura 5.6 constata-se que, para coberturas
com RF <0.8, ocorre um aumento brusco na norma L? do erro relativo ||ery ;.
Este fato nao se verifica para RF >0.9, no qual néo se observam variacdes sen-
sfveis de |ler,||;2 -

Para este exemplo pode-se concluir que o aumento de RF de 0.9 até 1.30
apresenta resultados menos desfavorédveis em termos de ||ery|| . do que a sua

diminuigado do mesmo para valores menores do que 0.9.
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Convergéncia do deslocamento transversal com relagao ao nimero de pontos
de integragao por célula no domfnio e por fronteira de Dirichlet.

A procura de um nimero 6timo de pontos de integracdo, tanto no dominio como na
fronteira, torna-se indispensdvel nos métodos sem malha, nos quais as préprias fungoes
particao da unidade sao altamente regulares. Isto leva a procurar uma regra de integracao
que nao torne o processo computacional muito demorado e que ao mesmo tempo, possa
atingir a precis@o de resultados desejada. A seguir mostram-se nos gréficos das Figuras
5.9(a) e 5.9(b), os resultados de convergéncia para valores méximos normalizados e Norma
L?do Erro Raltivo, ambas para deslocamento transversal. Para esta andlise sdo usadas
regras de Gauss de 12, 16, 25 e 79 pontos de integragao por célula, bases de apraximacao
de ordem polinomial p = 3 e p = 4 e 60 células lineares com regras de Gauss de 3 pontos

de integragao por célula em cada fronteira de Dirichlet.
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Figura 5.9. Placa quadrada sob apoio rfgido (hard): Convergéncia em funcao do numero
de pontos de integraggio por célula no dominio, (a) valores normalizados do
deslocamento transversal para o ponto central da placa, (b) convergéncia da norma I?

do erro relativo de W
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Figura 5.10. Placa quadrada sob apoio rigido (hard): Convergéncia em funcéo de
nimero de pontos de integragdo na fronteira de Dirichlet, (a) convergéncia da norma L,
do erro relativo de W, (b) valores normalizados do deslocamento transversal no ponto

central da placa.

J4 que o domfnio e a fronteira sdo integrados separadamente, pois as

fungoes nao estao associadas & malha e por isso, nao se pode garantir que

cada ponto de integracdo da fronteira serd coberto pelo mesmo nimero de
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nuvens, é feita uma andlise andloga 3 anterior, com os resultados mostrados

nos graficos das Figuras 5.10(a) e 5.10(b).
Convergéncia da norma L?do erro relativo para o deslocamento trasversal

Devido a simetria da geometria e do carregamento, é analisado o quadrante
inferior da placa sujeita a condigdes de contorno "rigidas” (hard).
Pelo método de nuvens ser "p” adaptativo, é feita uma andlise de refino p

homogéneo para as seguintes situacoes:

e cobertura do quadrante inferior com 5 nivens para 0 < p < 4;
s cobertura do quadrante inferior com 25 nidvens para 0 < p < 4;

e cobertura do quadrante inferior com 87 nidvens para 0 < p < 2;

Para as coberturas definidas anteriormente sao estabelecidos os seguintes suportes de

integracao para o domifnio e fronteira de Dirichlet:

e conjunto de 4 células triangulares, com regras de Gauss de 79 pontos de integragado
por célula no dominio e 20 células lineares, com regra de Gauss de 3 pontos em cada

fronteira de Dirichlet;

e conjunto de 32 células triangulares, com regras de Gauss de 79 pontos de integragao
por célula no domfnio e 20 células lineares, com regra de Gauss de 3 pontos em cada

fronteira de Dirichlet;

A verificacio da convergéncia global é feita através da Norma L? do erro

relativo em cada ponto de integracédo, dada pela expressao:

Nip
Wpg —w; )2W;
fon — s | 2 "W
_ B |7 /R 5.9
He'rm”Lz - HwHLQ - N&p ( - )
wiW;
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Na Expressao 5.9, wy, é o valor do deslocamenteo transversal aproximado,
w corresponde & Eq. 1.71 do Apéndice e W; ao fator peso de integracgao
numeérica.

Na Eq. 5.9 todos os fatores citados acima s3o determinados em cada ponto

de integracao.
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Figura 5.11. Placa quadrada sob apoio rigido (hard): Resultados de convergéncia da

norma L2?do erro relativo do deslocamento transversal w .

O gréfico da Figura 5.11 mostra os resultados numéricos vistos do ponto
de vista qualitativo, podendo-se constatar algumas caracteristicas do espago

de aproximacao, tais como:
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e baixa precissdo das fungOes de Shepard, nas quais ndo se tem nenhuma melhora
aparente de resultados quando se aumenta o nimero de nuvens da cobertura, ou

seja, um refino A;

e taxas de convergéncia elevadas para refinos p homogéneos, que aumentam brusca-

mente com a variagdo de p = 2 para p = 3, como pode ser constatado no gréfico.

e alta precisao com ndmero reduzido de graus de liberdade, como pode ser constatado

na Tabela 5.1.

Norma L? do Erro Relativo no Deslocamento Transversal W

NGL\C 5 nuvens 25 nuvens 87 nuvens
15 1.001886 (p = 0) - -
45 0.871606 (p = 1) : -
75 - 0.999622 (p = 0) -
00 0.190977 (p = 2) - -
150 0.003474 (p = 3) - -
225 0.000101 (p = 4) 0.835231 (p = 1) -
261 : : 0.999388 (p = 0)
450 = 0.01975 (p = 2) -
750 - 0.000067 (p = 3) -
783 - - 0.811751 (p=1)
1125 - 0.000044 (p = 4) n
1566 - i 0.002395 (p = 2)

Tabela 5.1: Resultados da Norma Lo do Erro Relativo em w em fung¢ao do niimero de

graus de liberdade para as coberturas de 5, 25 e 87 nuvens.

Um comportamento local da convergéncia do deslocamento transversal é
mostrado através dos valores do deslocamento central normalizado em relagao
& solug@o analftica da Eq. 1.70 do Apéndice. Para os mesmos casos de cober-
turas e refino ” p ” da andlise anterior se obtiveram-se os seguintes resultados,

representados graficamente nas Figuras 5.12(a) e 5.12(b) .
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Resultados de Convergéncia Local
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Figura 5.12. Placa quadrada sob apoio rigido (hard): Resultados do deslocamento
transversal no centro da placa, (a) resultado na escala de [0,1.2], (b) ampliacdo do

resultado anterior para a escala [0.998, 1.004]
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Novamente aqui sdo observadas as altas taxas de convergéncia e elevada
precisdo de resultados, como indicado no gréfico da Figura 5.12(b). Pode-se
constatar, entretanto, pequenas oscilagbes & solugao préximo da convergéncia,

decorrentes do processo de penalizagdes usando multiplicadores de Lagrange.

Convergéncia de Momentos e Esforgos Cortantes

A anélise de convergéncia de momentos serd feita de forma global através
da Norma L? do Erro Relativo e local em fungdo do momento M, normalizado
em relagdo & Express@o 1.74 do Apéndice para o centro da placa nas seguintes

situagoes:
e cobertura do quadrante inferior com 5 nivens para 1 < p < 4;

e cobertura do quadrante inferior com 25 nivens para 1 < p < 4;

Para as coberturas definidas anteriormente séo estabelecidos os seguintes suportes

de integracgao:

e para o dominio é utilizado um conjunto de 4 células triangulares, com regra de
Gauss de 79 pontos de integracéo por célula, e para a fronteira de Dirichlet é usado

um conjunto de 20 elementos lineares, com 3 pontos de integragao por célula;

e no dominio é utilizado um conjunto de 32 células triangulares, com regra de Gauss
de 79 pontos de integragao por célula, e para a fronteira de Dirichlet é usado um

conjunto de 60 células lineares, com 3 pontos de integragao por célula.

A Norma L? do Erro Relativo é determinada em relacdo as Eqs. 1.74, 1.75

e 1.76 do Apéndice, e é definida pela expressao:

5 [0t~ D)+ (01, — 3 )? + (2, )] W
lermllpe = | =2 N -
\q z; [M3z+M3v+Mz?y]im
(5.10)
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i=1,..,Np

em que NV, € o ndmero de pontos de integragao.

Na Expresséo 5.10, M* | M ;’y e M;_y representam valores da solugao numéri-
ca, e M;, M, e M, os correspondentes valores das solucdes analfticas para
cada ponto de integragao.

A seguir s30 apresentados os resultados numéricos através dos gréficos das
Figuras 5.13(a) e 5.13(b) de anédlises de convergéncias global e local, respec-

tivamente. Os valores da Norma L? do Erro Relativo sao dados na Tabela

S 1000E41 ~O— Cobertures rumens
L) : —— Cobertura 25 meens
E . ~——  Solugio Anstitice pleca sarmi-capeess
= -
P
Z  1,000E+0— g 110 —
" 3
c -{
& 7 2 1900
. 1.000E-1 | ] %
[ B =~1—3
. 3 - 080
E 3
° .
= ] . 0
3 1omE2 P n o
e 7 x 00
2 : 2 oa0
% 1000E3— | —S— Cobertura Smvens
. E P o
x - l+ Cobertura 25 nuvens I ]
= - 020
2 4
w TO0CE4 I L B S L B E AL 040 —
10 1m m 1m oo T |r|||||r T ||||III1 T |TIT|||
Nimero de Graus deLiberdade 10 100 1000 10000

(a) Nimero de Graus de Liberdade
(b)

Figura 5.13. Placa quadrada sob apoio rfgido (hard): Resultados de momentos, (a)
norma L* do erro relativo em momentos, (b) valores normalizados de M, para o ponto

central da placa.

Analisando os resultados do gréfico da Figura 5.13(a) constata-se altas
taxas de convergéncia jé esperadas, dados os resultados obtidos nos desloca-
mentos transversais e rotagoes e pelo fato do campo de aproximagao ter alta
regularidade para o exemplo analisado. Além disto, pode-se ver a elevada pre-

cisdo de resultados mesmo para um pequeno nimero de graus de liberdade,
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como pode ser constatado na Tabela 5.2. As curvas da Figura 5.13(b) eviden-
ciam também elevadas taxas de convergéncia e uma pequena perda de precisdo
para p = 3. Isto ocorre porque a solugdo € uma funcgdo par, sendo que para
valores fmpares de p nao é acrescentada nenhuma melhora na convergéncia

para um refino p homogéneo.

Norma L* do Erro Relativo em Momentos

NG\C 5 nuvens 25 nuvens
45 0.90607 -
90 0.395166 -
150 0.07965 4
225 0.007567 1.46334
450 - 0.115055
750 - 0.010541

| 1125 - 0.000588

Tabela 5.2. Resultados da norma L? do erro relativo de momentos em fungéo do ndmero

de graus de liberdade para as coberturas de 5 e 25 nuvens.

Os valores de Esforgo Cortante encontrados sdo pouco precisos comparados
com os de Momento. Isto se deve ao fato de penalizar a fronteira onde os
valores de cortante sdo maximos, além das limitag¢Ges apresentadas pelo modelo
cinemdtico de Mindlin. O gréfico da Figura 5.14(a) mostra a variacdo da
Norma L? do Erro Relativo do Esforco Cortante, mantendo-se p = 4 e variando
as coberturas de 5, 13 e 25 nuvens.No grafico da Figura 5.14(b) é analisada a
convergéncia do valor normalizado em relacéo as Egs. 1.77 e 1.78 do Apéndice
para um ponto no meio do apoio. A Norma L? do erro relativo para esforcos
cortantes serd determinada de forma similar & de momentos, cuja expressao é

dada a seguir:

(@ - Q) + (@ - Q)] m
lerqllze = ~ (5.11)
> (@2 + @2, W

i=1

Na Expresséo 5.11, Q@ e Q'Z"I correspondem aos valores determinados numéri-

™=

camente e Q. e Q,, através das Eqs. 1.77 e 1.78 do Apéndice.
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Figura 5.14. Placa quadrada sob apoio rigido (hard): Resultados de esforgo cortante, (a)
norma L? do erro relativo em cortantes, (b) valores normalizados de @, para o ponto

médio do lado.

5.2.2 Resultados numéricos para a placa circular

A andlise de convergéncia neste caso serd levada a cabo para uma placa circular com

os dados apresentadas na Figura 5.4. Para este caso especifico, adota-se uma espessura
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t = 0.1mm e uma carga de pressao ¢ = 0.1M Pa. Os resultados numéricos para desloca-
mento transversal e momentos sdao determinados para o quadrante superior adotando uma
cobertura de 23 nuvens dispostas obedecendo a simetria radial da estrutura, onde, desta
vez, os centros das nuvens nao coincidem com os nés da malha.Os resultados apresentados
sao obtidos para um refino p homogéneo, dado pela variagdo 1 < p < 4.

O suporte de integragao utilizado é constitufdo de 101 células triangulares no dominio,
com regra de Gauss de 79 pontos de integracao por célula e, na fronteira, 100 células
lineares, com regra de Gauss de 3 pontos de integracao por célula no contorno circular e
60 células lineares, também com regra de Gauss de 3 pontos de integracao por célula nos

contornos retos.
Convergéncia do deslocamento transversal

A primeira andlise tem como finalidade uma avaliagdo global do erro e ser4 feita através
da norma L? do erro relativo do deslocamento transversal definido na Expressdo 5.6.
Este erro é determinado em relagdo & solucdo analftica da Eq. 1.104 do Apéndice. Os

resultados obtidos sao mostrados no gréfico da Figura 5.15 e na Tabela 5.3.

1,m.=_+1—;1
3 8
[ ] -4
© .
o
z ?p-‘t
®  1.00E+0 —
o 3
2 ]
o 7
| -4
1 5
w B
o
©  41.00E-1 —
~N -
- .
= .
3 p=2
E -
: B pe3 pe=d
= - —
LWE2 LA N I RN
200 400 600 800 1000 1200

Numero de Graus de Liberdade

Figura 5.15. Placa circular engastada: Norma L? do erro relativo do deslocamento transversal.
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Norma L* do Erro em W

NGL\C 23 nuvens
207 1.4266
414 0.03425
690 0.0164107

1035 0.016428

Tabela 5.3. Resultados da Norma L? do Erro Relativo em w para uma cobertura de 23

nuvens.

Constata-se novamente aqui altas taxas de convergéncia de p = 1 para
p = 2, porém convergindo para um erro de 0.016428, como indicado na Tabela
5.3. Isto deve-se, provavelmente, &s limitagGes apresentadas na integracdo
do contorno, que é feito separadamente do domfnio. Foram usadas células
triangulares lineares para integragao no domfnio, e isto provoca um erro devido
ao mal mapeamento geométirco. Além disto, deve ser considerado o erro
proveniente do processo de penalizacao das condigGes de contorno.

A anédlise de convergéncia local é feita para o Deslocamento Central Nor-

malizado com relagdo & Eq. 1.106 do Apéndice, com resultados apresentados

no gréfico da Figura 5.16.

—&5—  Cobertura 23 Nuvens
—— = Solugio Analitica placa semi- espessa

W/ Wea

pz3 54

] ! | : I " | : [
200 400 600 800 1000 1200
Numero de Graus de LiIberdade

Figura 5.16. Placa circular engastada: Deslocamento transversal normalizado para o

ponto central da placa.
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Observa-se novamente aqui a baixa precisdo para p = 1 e a alta convergén-
cia atingida quando p = 2, a qual se deve evidentemente ao fato de estar
aproximando uma solugao par a uma base também par.

Também nesta andlise se constata a convergéncia para valores de 1.0157

devido aocs fatos anteriormente citados.
Convergéncia de Momentos

A andlise de convergéncia de momentos é feita para uma placa com as
mesmas caracterfsticas usadas na anélise anterior, e a norma L? do erro relativo

dos momentos radiais serd dada pela expressao

N
3 (Mr — My); Wi
lermllz = | = - (5.8)
3 (M), Wi

i=1

Na Eq. 5.8, M,, e M, correspondem aos componentes radiais no ponto de
integragao do momento, dado pela expressao 2.171, e do Tensor de Momentos

M, definido pela seguinte expressdo:

M, =n"Mn (5.9)

Escrevendo 5.9 por extenso se obtem:

T
el M. M 7.
M, = * =z htd = } 5.10
{ny } [Myx Myy:l{ oy ( )

em que, n é o vetor normal & curva de circunferéncia com o mesmo centro
da placa e que passa pelo ponto de integragao.

Os resultados desta andlise sao apresentados no grafico da Figura 5.17.
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Figura 5.17. Placa circular engastada: Norma L? do Erro Relativo em momentos.

Observa-se novamente as altas taxas de convergéncia da Norma L? do erro
relativo em momentos, fato jd visto nas anélises anteriores. Constata-se tam-
bém um aumento do erro para p = 4. Esta perda de precisdo é resultante,
provavelmente, de uma falta de cobertura na fronteira, onde o erro é incor-
porado pela forma fraca de impor condigtes de contorno, associado aquele
decorrente do mapeamento geomeétrico. Isto fica evidenciado na andlise de
convergéncia local que prossegue.

Na convergéncia local observam-se os melhores resultados correspondentes

& base de aproximagdo com p = 4, como mostrado no gréfico da Figura 5.18.
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Figura 5.18. Placa circular engastada: Momento M, normalizado no ponto central da

placa.

5.3 Comparacao de Resultados com MEF.

Para finalizar o capftulo, serd verificada a praximidade de resultados com
relacao ao MEF e as solugdes analiticas de placas finas, juntamente com re-
sultados de visualizagdo para campos de deslocamento momentos e cortantes
para os seguintes exemplos.

As solugdes analiticas para placa fina tém apenas a fungéo de comparagao
de resultados e nao de critério de convergéncia, j& que se constituem de modelos
diferentes.

a) Placa quadrada simplesmente apoiada da Figura 5.1.

b) Placa circular engastada no contorno da Figura 5.4.

¢) Placa triangular (tridngulo equildtero) simplesmente apoiada (condigdes
de contorno de simples apoio ) no contorno e sujeita a uma carga uniforme-

mente distribufda no domfnio.
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d) Placa em anel simplesmente apoiada (condigées de contorno de simples
apoio ) no contorno e com carga uniformemente distribuida no domfnio.

e) Placa rombica simplesmente apoiada (condi¢des de contorno de simples
apoio ) no contorno, com carga uniformemente distribufda no domfnio.

Esta anélise é feita conforme os critérios que seguem:

e s3o comparados unicamente resultados locais méximos de deslocamento transversal
normalizado em relagao a solugao analftica de placa semi-espessa para os casos a e

b, placa fina para c e d e valores absolutos de deslocamento w em e;

e as solugoes analiticas de placa fina para a placa triangular e a placa anelar foram

obtidas do trabalho de Raymond J. Roark e Warren C. Young [32];

e Os resultados correspondentes a MEF sdo obtidos através do software Ansys 5.3
para o elemneto Shell 93 (Elemento quadrético de Serendipty com 8 nés), sendo a

convergéncia atingida po meio de refino h.

5.3.1 Placa Quadrada

Na andlise de placé quadrada, sao observados resultados préximos aos encontrados em
MEF. No entanto, neste exemplo em que a geometria da pega é bem reproduzida devido a
sua simplicidade, é obtida, para o caso de valores normalizados de Deslocamento Transver-
sal mdximo, precisao muito alta com um nmimero reduzido de graus de liberdade, como é
mostrado no gréfico da Figura 5.19. Estes resultados sao obtidos para uma placa simples-
mente apoiada com caracterfsticas geométricas e propriedades elédsticas dadas na Figura
5.1, sendo que neste exemplo é utilizado um carregamento uniformemente distribufdo no
dominio de ¢ = 0.1M Pa e uma espessura de 0.1mm.

O suporte de integracao para esta andlise é constituido de 32 células triangulares, com
regra de Gauss de 79 pontos de integragao por célula no dominio e 60 células lineares,

com regra de Gauss de 3 pontos por célula em cada fronteira de Dirichlet.
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Os resultados de deslocamento transversal central provenientes do método de nuvens
e de MEF sao normalizados com relagao a solugao analitica da placa semi-espessa dada
pela Eq. 1.71 do Apéndice.

Os resultados referentes a MEF tem a finalidade apenas de constatar a sua proximidade
com relagao aos obtidos pela metologia usada neste trabalho, nao devendo se fazer nenhum
tipo de comparacao quanto as taxas de convergéncia, j4 que no caso de nuvens temos refino

”p” homogéneo onde estas taxas sao reconhecidamente mais altas do que no refino ”h”
{

utilizado em MEF.

Para finalizar as andlises feitas para a placa quadrada é mostrado a seguir através
dos diagramas de isocamadas correspondentes as Figuras 5.20, 5.21 e 5.22, os resultados
de distribuicao para os campos de deslocamento transversal w, e componentes M,, de

momentos e (), de esforco cortante:
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0.50 —- /
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n
nN

WhiWwa

—&— 25 Nuvens p[1,4]

0.30 —
0.20 — | —%— FEM({Ansys Shell93)
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0.00 UL I---I-: T T III'H'W T llllll'
1.00E+2 1.00E+3 1.00E+4 1.00E+6

Nimero de Graus de Liberdade

Figura 5.19. Placa quadrada sob apoio rigido (hard): Deslocamento transversal
normalizado para o ponto central da placa, obtidos pelo método de nuvens hp e por

MEF para o elemento shell 93
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INFORMATION:

Field:

Name: W

Max. Value: 1.3847338+00
Node: 9

Min, Valge: -1.000000E-06
Nodae: 1

Palette:

= 1.384733E400
1.298187E+00
1.211641E+00
W 1.125095E400
¥1.038%498400
'9.5200168-01
8.6945778-01
7.7891196-01
6.923650E-01
6.0582018-01
5.192742E-01
4.327284B-01
3.4618256-01
2.5963668-01
1.730907E-01
8.6544878-02
-1.0000008-06

Figura 5.20. Placa quadrada sob apoio rigido (hard): Diagrama de isocamadas do

terceiro quadrante da placa para o campo de deslocamento transversal .

INFORMATION :

Field:

Name: Mx

Max. Value: 1.2Z6G08E+00
Node: 9

Min. Valope: -1.350000B-0Z
Node: 5

Palette:

1,226608E+00
1.149861E+00
1.073113E+00

9.9636598-01

9.196185E-01

18.4287118-01

7.6612378-01

+ 6.833764B-01

¥ 6.126290B-01
5.358816E-01
4.5913435-01
3.8238698-01
3.0563958-01
2

1

x 7.539738E-02

.288921E-01
.5214488-01

-1.350000E-03

Figura 5.21. Placa quadrada sob apoio rigido (hard): Diagrama de isocamadas do

terceiro quadrante da placa para a componente M., do campo de momentos.
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INEORMATION:

Field:

Name: Qx

Max. Value: 5.697120E-01
Wode: 13

Min. Value: -1.030100E-02
Nede: 6

Palettae:

.697120E-01
-334612E-01
.972104E-D1
.609596E-01
.247088E-01
.8845793E-01
.522071E-01
.159563E-01
.797055E-01
-434547E-01
.07203%E-01
.T708531E-01
.3470228-01
.845144€E-02
.220062E-02
2.594981E-02
-1.030100E-02

AW RN WWWD Lo

Figura 5.22. Placa quadrada sob apoio rigido (hard): Diagrama de isocamadas do

terceiro quadrante da placa para a componente (), do campo de esfor¢os cortantes.

5.3.2 Placa Circular

Estes resultados sao obtidos para a placa circular engastada no contorno, com caracteris-
ticas geométricas e eldsticas indicadas na Figura 5.4, sujeita a uma carga uniformemente
distribuida no dominio de 0.1M Pa e uma epessura de 0.1mm.

O suporte de integragao utilizado aqui é o mesmo utilizado na andlise da placa circular
feita anteriormente.

Nesta anélise é observada uma diminui¢do da precisdo de resultados quando com-
parados com a placa quadrada, onde o contorno é reproduzido com mais precisao. Os
resultados encontrados para valores normalizados de Deslocamento Transversal no centro
da placa sdo préximos aos obtidos por MEF. Porém estes sdo computacionalmente mais
caros, j& que sao usadas regras de integracao numérica de alta ordem, aumentando con-

sideravelmente o tempo de processamento, mesmo com um nimero menor de graus de

liberdade, como mostrado no gréfico da Figura 5.23.
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Figura 5.23. Placa circular engastada: Deslocamento transversal normalizado para o

ponto central da placa obtidos pelo método de nuvens hp e MEF para o elemento shell

93.

Sao mostrados a seguir os resultados em diagragramas de visualizagao em isocamadas

para os campos de deslocamento transversal w e componente de momentos M, nas

Figuras 5.24 e 5.25.

INFORMATION:

Fiald:

Name: W

Max. Value: 2.3246440E-C1
Node: 66

Min. Value: -4.3500000E-03
Noda: 26

Palatte:

3.346440E-01
3.137239E-01
928073E-01
T18898E-01
309717E-01
3008378-01
0313568-01
882176E-01
§72995E-01
4638148-01
254634E-01
04545%3e-01
3627238-02
.270919E-02
.1791128-02
.087306E~02
4,300000E-05

INBOA@MMHMIEENNNNN

Figura 5.24. Placa circular engastada: Diagrama de isocamadas do primeiro quadranate

da placa para o campo de deslocamento transversal.
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TNEORMATION -

Fleld:

Wame: Nx

Max. Value: 5. T748400E-01
Node: 66

Min. Value: -8.518330E-01
Node: 59

Palette:

3.748400E-01
4.B36717E-01
3.965034E-01
3.073381B-01
2.181667E-01
1.289984E-01
~ 3.983012E-02
—4,9338198~-02
-1.385063E-01
-2.276748E-01
~3.168431e-01
-4.0601146-01
-4.951798E-01
~5.843481E-01
~6.735164E-01
-7.626847E-01
-8.518%30E~-01

Figura 5.25. Placa circular engastada: Diagrama de isocamadas do primeiro quadrante

para a componente M,, do campo de momentos.

5.3.3 Placa Triangular

A placa triangular simplesmente apoiada, objeto desta anélise, é consti-
tufda por um tidngulo equildtero com dimensdes, carregamento, propriedades

elésticas e cobertura dadas pela Figura 5.26:

y
E=2.10 10 NI/mmI
q=0.1 N/mm
v= 0.3
L=12mm
t=0.1mm 10 nuvens
®)
2 . A
a
RENERE
o AN
X
@ 28 nuvens
(©

Figura 5.26. Placa triangular simplesmente apoiada, (a) Modelo, (b) cobertura de 10

nuvens, (c) cobertura de 28 nuvens
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Os resultados de deslocamento transversal normalizado no centréide do
tridngulo obtido para as coberturas (b) e (c) indicadas na Figura 5.26 e para
p[2, 4], sdo comparados ao valor também normalizado com relagéo a placa fina
obtido em MEF, j4 que nao se dispoe de solucao analitica para o modelo de
placa semi-espessa para esta geometria.

Como suporte de integracao sao utilizados para cada cobertura os seguintes

conjuntos:

para a cobertura de 10 nuvens é utilizado, no dominio, um conjunto de 9 células
triangulares com regra de Gauss de 79 pontos de integracdo e 20 células lineares,

com regra de Gauss de 3 pontos de integracao por fronteira de Dirichlet;

para a cobertura de 28 nuvens é utilizado, no dominio, um conjunto de 36 células
triangulares de integragao, com regras de Gauss de 79 pontos de integragdo por
célula e 60 células lineares, com regras de Gauss de 3 pontos de integracao por

fronteira de Dirichlet;

Estes resultados, juntamente com a andlise de convergéncia de momentos
para valores normalizados em relacdo & solucdo analitica de placa fina, sao

mostrados nos grédficos das Figuras 5.27 e 5.28.
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Figura 5.27. Placa triangula

Niumero de Graus de Liberdade

r simplesmente apoiada: Deslocamento Transversal

Normalizado para o ponto CG(centréide da placa triangular) obtidos pelo método de

nuvens hp para as coberturas de 10 e 28 nuvens e por MEF para o elemento shell 93.
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Figura 5.28. Placa triangular

200.00 400.00 600.00 800.00 1000.00 1200.00 1400.00
Ndimero de Graus de Liberdade

simplesmente apoiada: Momento M,, normalizado no

ponto CG(centréide da placa triangular) obtido para as coberturas de 10 e 28 nuvens

respectivamente.
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A seguir sao mostrados os resultados de visualizagdo em isocamadas para
os campos de Deslocamento w e de componente de momentos M, , nas Figuras

5.29 e 5.30, respectivamente.

INFORMATION:

Field:

Name: W

Max. Valne: 6.274600E-02
Node: 16

Min. Valve: -3.000000E-06
Node: 4

Palette:

6.274600E-02
5.8824198-02
5.490238E-02
5.0980S6E-02
4.705875E-02
4.313694E-02
3.921513E-02

. 3.529331E-Q2

m 3.137150E-02
2.744969E-02
2.352788E-02
1.9606062-02
1.5684258-02
1.1762448-02
7.8406258-03
3.9188138-03
-3.000000E-06

Figura 5.29. Placa triangular simplesmente apoiada: Diagrama de isocamadas para o

campo de deslocamento transversal.

INEORMATION:

Field:

Nama: My

Max, Valvue: 2.80038CE-01
Node: 16

Min. Value: -6.6750008-02
Node: 26

Palette:

.600380E-01
.396137E-01
.191895E-01
. 987652E-01
.783410E-01
.379167E-01
.374925E-01
.170€82E-01
.664400E-02
.621975E-02
.379550E-02
.537125E-02
.434700E-02
~5.471250E-03
-2.53%01508-02
-4.632575B-02
-6.675000E-02

HFWlNdOokMERRHRENRNN

Figura 5.30.Placa triangular simplesmente apoiada: Diagrama de isocamadas para a

componente M, do campo de momentos.
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Na andlise da Figura 5.30 nota-se que os momentos, embora muito pe-
quenos, nao se tornaram milos no contorno. Isto se deve, evidentemenste,
ao processo de imposi¢ao de condi¢oes de contorno de forma fraca, na qual
para obter melhores resultados, deve-se aumentar o nimero de nuvens nestas

fronteiras.

5.3.4 Placa em Anel

A placa anelar simplesmente apoiada, constitui o primeiro resultado do
método em problemas nos quais ocorre concentracao de tensoes. Os valores
obtidos correspondem & placa anelar, com dimensoes, propriedades eldsticas,

carregamento e cobertura indicadas na figura 5.31.

) 2
E=21 10N/m
v=03

R=8 mm

r=2mm

t=0.1 mm

q=0.1 N/ mn?

[ ITTTT e
il L S T

X cobertura : 36 nuvens

Figura 5.31: Placa anelar simplesmente apoiada, sob uma cobertura de 36 nuvens para o

setor de wrad.

Serd inicialmente feita uma andlise do Deslocamento Transversal Normal-

izado em relacdo & solucao analitica de placa fina para o ponto A, e os re-
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sultados, comparados com aqueles obtidos por MEF correspondentes ao software An-
sys para o elemeneto Shell 93. Numa segunda andlise, procura-se verifiacar os valores
de momentos M,, no ponto A e compara-lhos com aqueles determinados pela solucéo
analitica de placa fina.

O suporte de integragao é formado por 211 células triangulares no dominio com regra
de Gauss de 79 pontos de integracdo por célula, 100 células lineares na fronteira corre-
spondente & curva de circumferéncia e 60 células lineares nos contornos retilineos, todos
com regras de Gauss de 3 pontos de integracao por célula.

Os resultados destas anslises serao mostrados através dos gréficos das Figuras 5.32 e
5.33 e das visualizagoes em isocamadas do campo de Deslocamento w e da componente

M, do campo de Momentos dada nas Figuras 5.34 e 5.35.

1.02 — e —_ & & & £
1.01 p=3¢ —*p=4

1.00
0.99 - [
0.8 — fl
0.97 - |
0.96 — |
0.96 — [
0.84 — .“
0.93 [

0.92 - | —&
[ — Solugdo Analitica de Kirohoff

0.81 - r
0.90 - FEM para o elemento Shell 83

0.88

WhiWa

Cobertura 36 nuvens

‘pnz

| ' J |
100 1000 10000
Nimero de Graus de Liberdade

Figura 5.32. Placa anelar simplesmente apoiada: Deslocamento transversal normalizado
para o ponto A obtidos pelo método de nuvens para uma cobertura de 36 nuvens do

setor de nrad e por MEF para o elemento shell93 .
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INFORMATION:

Field:

Wame: W

Max. Valwe: 1.607071E+00
Nede: 33

Min. Valwoe: -5.600000E-05
Node: 99

Palette:

1.607071E+00
1.506626E+00
1.406180E+00
1.305735E+00
1.205289E6+400
.104844E+00
.004398E+00
.039529E-01
.035075E-01
.030621E-01
.026166E-01
.021712E-01
.017258E-01
3.0128038-01
2.008349E-01
1.00389%4E-01
-5.600000E~-05

b o 0w

Figura 5.33. Placa anelar simplesmente apoiada: Diagrama de isocamadas do setor nrad

para o campo de deslocamento transversal.

INEFORMATION:

Field:

Name: My

Max. Valpe: 2.394356E+00
Node: 49

Min., Valpe: -2.250000E-03
Node: 2

Palette:

2.394356E+00
2.244%68B8400
2.094780E+00
. 9449928400
. 7952058400
.645417E400
. 4956298400
3458418400
.1360538+00
.0462658+00
.964T73E-01
.466894B-01
.9690158-01
.471136E-01
.9732588-01
.475379E-01
z X -2.250000E-03

HRNAWdORRERR R

Figura 5.34. Placa anelar simplesmente apoiada: Diagrama de isocamadas do setor nrad

para a componente M,, do campo de momentos.
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5.3.5 Placa Rombica

Este exemplo consta de uma placa rombica com dados indicados na Figura
5.35.

O resultado do deslocamento transversal méximo é comparado com aquele
obtido por MEF e mostrado no gréfico da Figura 5.36.

O suporte de integragao para esta andlise é constituido de 32 células tri-
angulares no dominio, com regra de Gauss de 79 pontos de integracdo por
célula e 60 células lineares, com regra de Gauss de 3 pontos de integracao por

fronteira de Dirichlet.

¥ L v
| E =210 10’ MPa

."' v=03
/ L =10m
- jpn ;/
A q=10" Pa

/ / t=0.1m

[T
e

La) o) X

L

®)

Figura 5.35. Placa rombica simplesmente apoiada, (a) geometria, (b) carga, (c)

cobertura de 25 nuvens.

Nesta anélise fica evidenciada a elevada convergéncia para valores locais
afastados dos contornos, como é o caso do exemplo analisado. Porém ocorre
uma perda acentuada da precisao para valores préximos do contorno, ji que,
sobre os apoios, o deslocamento transversal deveria ser praticamente zero, o
que nao é constatado nesta andlise de acordo com o diagrama de visualizagao

de isocamadas para o deslocamento transversal da Figura 5.37.
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0.14 — P=2¢.  p=4
018 | ]
0.12 =
0.11 — |

0.10 - |

0.08 - f

W (m)

0.07 — |
aei= / —@— Cobertura 26 nuvens
0.05 / 5 FEM elemento Shell 93
0.04 — | —— - Projegdo de W para p=4
0.03 — .'
0.02 °

p=1
0.01 : . |

i
100 1000 10606
Nimero de Graus de Liberdade

Figura 5.37. Placa rombica simplesmente apoiada: Deslocamento transversal para o

ponto central da placa, obtidos pelo método de nuvens e por MEF para o elemento shell

93.

INEORMATION:

Field:

Name: W

Max. Valva: 1.350240E-D1
Node: 13

Min. Valua: —4.270000E-04
Nede: 5

Palette:

.3502408-01
,265583E-01
.180926E-01
.096269E-D1
.011612E-01
.269856E-02
.422987B-02
. 5764196-02
.729850E-02
.883281E-02
.036712E-02
.190144E-02
.3435758-02
.497006E-02
.650338E-02
.038688E-03
4.270000E-04

2

IO RNWLOOON LSO G R

Figura 5.38. Placa rombica simplesmente apoiada: Diagrama de isocamadas para o

campo de deslocamento transversal.
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Encerra-se este capitulo de resultados numeéricos acreditando que se tenha,
mostrado, através destes exemplos, as potencialidades e limitagoes do método,
sem ter a pretensao, no momento, de ressaltar qualquer tipo de vantagem sobre
os métodos tradicionais com malha, por se tratar de exemplos com geometrias

regulares, nas quais a malha é construida com custo computacional baixo.
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Capitulo 6

Conclusoes & Sugestoes

Os resultados apresentados neste trabalho evidenciam as caracterfsticas do método de
nuvens hp inerentes da sua prépria estrutura, tais como as altas taxas de convergéncia,
elevada precisdo de resultados da norma L? do erro relativo e da convergéncia local para
valores normalizados em relagao a solugdo analftica. Finalmente, pode-se citar a facilidade
de construcao da base de aproximacgao obtida por enriquecimento da funcéo particdo da
unidade (fungdo de Shepard), com funcdes que apresentam boas propriedades de aproxi-
magao. No caso especifico deste trabalho, foram usados polinémios definidos no dominio
real da nuvem e polinémios de Legendre.

Embora as caracterfsticas citadas acima constituam pontos positivos desta metodolo-

gia, nao foram constatadas vantagens na resolugdao de problemas regulares de placas em

relagao ao MEF. Dentre as dificuldades encontradas pode-se citar:

e imposi¢ao de condigdes de contorno de forma fraca por meio do processo de penal-
izagao , j& que as fungoes de aproximagao associadas a cada nuvem niao possuem a

propriedade seletiva delta de Kronecker.

Como na realidade nao se consegue atingir precisamente a condi¢céo de contorno, o erro
remanescente ocasiona perda de precisdo dos campos sobre estas fronteiras, principalmente

aqueles que tem seus valores méximos sobre ela, como é o caso dos esforgos cortantes.

e O emprego de fungdes de alta regularidade, como é o caso das fungbes usadas neste

trabalho, requer regras elevadas de quadratura numeérica, aumentando considerav-
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elmente o tempo de processamento, mesmo para problemas envolvendo um nimero

reduzido de graus de liberdade.

Outros fatores que merecem atencao e devem ser levados em consideragao, com pe-
na de perda acentuada de precisio de resultados, referem-se ao aumento do NC(K)
(Numero de Condigéo da Matriz de Rigidez). Para uma cobertura excessiva, ou um au-
mento exagerado de p, normalmente para p > 4, obtem-se uma matriz de rigidez K mal
condicionada, postulando regras de integragao numeéricas muito altas, o que eleva o tempo
de processamento e diminui a precisao.

Levando em consideragdo os pontos positivos e negativos encontrados, conclui-se que,
para o problema de placas, o método nao oferece vantagens na resolugao de problemas
regulares, sendo sua aplicagao aconselhada nas situagoes em que se torne nuito complexo
e demorado o processo de geragao de malha.

Em face as dificuldades encontradas, surgem algumas sugestdes que podem fazer parte
de linhas futuras de pesquisa. Estas estao relacionadas as tentativas de solucionar dois
problemas bésicos, o que pode tornar o método mais vers4til para a abordagem de qualquer

tipo de problema, como:

1. Melhorar a forma de impor condigoes de contorno, usando a projegao da semi-
norma L2 (8D) e H! (8D), conforme apresentado no item 8.22 da Dissertagdo de
C. A. Duarte[11]. Neste caso sdo empregadas fungBes peso tais que as partigdes de

unidade construidas com elas possuem a propriedade delta de Kronecker.

2. Reduzir o tempo de integragao usando o processo de integracao numérica nodal
proposto por Stephen Beissel, Ted Belytschko[3], no qual o inconveniente de uma
subintegracao é contornado somando & equagao do princ{pio variacional o quadrado

do resfduo da equagdo da energia.

Dentre outras propostas de grande relevancia pode-se ainda citar:

e implementacéo de Estratégias hp adaptativas usando a técnica desenvolvida
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por Novotny e Fancello[22], que otimiza o nimero de interagdes, na determi-

nagao dos valores finais para h e p;

emprego do método misto, conforme D. Hegen [7], em que seria usado o MEF
convencional nas regioes de contorno regular e de geometrias adequadas e o
método sem malha neste caso, método de nuvens nas regioes consideradas
criticas ou pouco adequadas para uma abordagem com malha { caso tipico de

problemas de concentracio de tensdes e fraturas );

resolugdo de problemas de otimizagdo para placas e cascas, nas quais esta
tecnologia pode se tornar atrativa devido & economia computacional decorrente

da nao necessidade de geragao de uma malha;

utilizar como particao da unidade as fungoes tradicionais de MEF, enriquecendo-

as segundo a filosofia proposta no método hp-Clouds.

Pode-se citar ainda outras linhas de pesquisa devido & potencialidade do
método. Entretanto foram citadas apenas aquelas que rseréo objeto de estudos
futuros.

Encerra-se finalmente este trabalho atingindo os objetivos pré-estabelecidos
e mostrando de forma transparente as potencialidades e dificuldades encon-
tradas na aplicac8o desta tecnologia na resolucdo do problema de placas de
Mindlin e, principalmente, expandindo-se o conhecimento numé. nova grea de

métodos numéricos.
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Capitulo 1

Solucao Analiticas de Placas
Semi-Espessas

A determinagao da solucgio andlitica proporciona um valioso método de comparacéo de
resultados, e é obtida através de expansdo em série para placas retangulares, ou através de
uma solugao fechada, como no caso de placas circulares. Uma proposta para determinar
a solugao analftica do problema de placas com deformagao cisalhante é transformar um
problema de oito incognitas {w, 05,0y, M, My, M4y, Qz, @, } num problema de trés incég-
nitas, formulado em fungdo do deslocamento transversal da placa e dos invariantes das
rotagtes, conforme Karl Marguerre & Hans-Theo Woernie[15]. Em outras palavras, deter-
minar as equagoes de equilfbrio da placa em termos de deslocamentos, como é mostrado

a seguir.

1.1 Equacoes de Equilibrio

Partindo das Egs. 2.20 e 2.23 obtem-se, para um ponto da placa, as seguintes expressoes

para as componentes do tensor de momentos e do vetor de esforcos cortantes:

Myy =D (02, +10,,) (1.1)

My, =D (0, + 10, ) (1.2)



My = 5 (1= ) (Bys +02) (13)
My = 2 (1= 0) (62 +0y.) (L)
Qs = Gts (0, +w,s) (1.5)
Q, = Gts (6, + wy,) (L6)

Nas Egs 1.1 a 1.6, D, G, e ts correspondem respectivamente ao coeficiente de rigidez a
flexao da placa dado na Eq.2.22, médulo de elasticidade transversal G = 5(-1%;5 € espessura
corrigida pelo fator de deformagéo cisalhante de Reissner (1945), ts = gt.

Considerando, como carregamento externo somente cargas distribuidas no dominio,

tém-se as Equagoes de Equilfbrio:

divM—-Q =0 (1.7)
divQ +¢q=0 (1.8)

Substituindo 1.7 em 1.8, obtem-se:
div (divM) = —¢ (1.9)

Com a finalidade de reduzir o nimero de varigveis do problema de oito para trés, como
citado anteriormente, sao definidos os invariantes das rotagdes ® e ¥ correspondentes a
div 0 e curl @, como indicado nas expressoes abaixo:

00, 00,

+ = (1.10)

divg =d = P By




_ %y _ %
oz By

Partindo das Equagdes Constitutivas 1.1 a 1.4 e substituindo estes resultados na Eq.

curl @ = (1.11)

1.9, escreve-se a equacao de equilfbrio em fungdo do invariante @, cuja demonstragao é
realizada a seguir.

Escrevendo a Eq. 1.9 por extenso, obtém-se:

FMys My  FMy My,
oz | 8zdy = Oxzdy = O

Na Eq. 1.12, se tem as seguintes expressoes para as componentes da equagdo, escrita

—q (1.12)

em funcgao de derivadas parciais das rotagoes:

FMey _ D 8%, +v &%, ) (1.14)
dz? \ Oz3 ybz?
8 My, [ 8%, %9,
it 1 . 1.
5 D\8y3 +U8:z:8y2> (1.15)
&My, =D(1 —v) [ 8%, - &%, ) (1.16)
dzdy 2 Oxdy*  0x*dy
FPMys _ D(1 -v) [ 8%, N %0, (1L.17)
Sxdy 2 0z20y  Oxby?
Substituindo as Eqgs. de 1.14 a 1.17 em 1.12 chega-se a:
%0, %0, 6, 8%,
b [Bx?’ + V3y8x2 + oy? + "amagﬂ (1.18)

1/ 8%, &6, 8%, 5%,
+= + + +
2 \Oz6y? Ox?0y Oz*0y OxOy>

v [ 8%, 30 20 %0,
¥ n ¥ o ¥ ¥ S
2 \Oz8y? Oz20y Ox28y Oxby?

Agrupando os termos da Eq. 1.18 obtém-se:
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839,_ 8%, 5% 30
D ( * ooy * 50y T By ) -1 (1.19)
Ou ainda:
& 8, 9,
p(29+20) (2,2 __, 0

Como em 1.20 o primeiro termo entre parénteses corresponde ao operador Laplaciano
de um escalar definido por A = %5] +% e o segundo, ao invariante ® chega-se finalmente

a seguinte equacao de equilibrio:

DA® = —q (1.21)

Por outro lado, substituindo as Eqs. 1.1 a 1.6 na equagéo de equilfbrio 1.7 e colocando-
a em fungdo dos invariantes ® e ¥, pode-se obter V,,.
Para isto, parte-se das equagbes de equilfbrio 1.7, que em coordenadas cartesianas

correspondem ao sistema:

50 5 = @ (1.22)
8M,, OM,
et o = (1.23)

Substituindo os momentos na Eq. 1.22 pelas Eqs. 1.1 e 1.3 e o cortante por 1.5

chega-se a:

8% &6,  (1—-v) (8%,  &%6.\] _ [ Ow
DKaxz = A (8283+%2)]‘Gt3‘\9”+5¥) (129

Isolando o termo %w; se obtem:

2 N,
gﬂ e D [(8 6 s 826y) (1.25)
Z



+.].'. 8261’ +%> Z %4_@2)}
2 (azay &) 2 (azay 8y |

2,
Somando e subtraindo o termo %g—z% em 1.25 chega-se a:

o D [[6, &%,

1/8%, &%, &%, &%,\ v (8%, Oo%,
= b= - —= +
2\8,8, " 82 " 8,8, 89,) 2\80, By

Em que, agrupando os termos de 1.26, obtem-se:

O D (&0, &6,  v&,
5z = =T Gi,\ 322 T 528y T 2 5y0s (1.27)

+18292_1320y v 826,
2828y 208zdy 2 Oxdy

Ou ainda, finalmente:

~ D [8 (80, 9, 1 5 (80, 86,
5z 02+Gt3{8xl\8x+8~y) 21~ 5\ 5e By) (1.28)

Analizando a Eq. 1.28 pode-se verificar que o primeiro parénteses corre-
sponde a @ e o segundo, a ¥. Portanto, a expressao acima pode ser escrita

como:

$|®

P D [8@ 1-—u\ aﬂ

—_— - 1.29
Gts ( )

dr \ 2 ) By—
De forma andloga ao que foi feito para obter 1.29, obtem-se a segunda parcela do

gradiente %% como:

Q

w D [0 1—-v)\ ¥
S o
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Derivando a Eq. 1.29 em relagao a = e a Eq.1.30 em relagao a y e somando as memas,

obtem-se o Laplaciano de w em fungao do invariante ®. Isto é:

D

Aw = —& + —AD. (1.31)

Derivando a Eq. 1.29 em relagéo a y e a Eq.1.30 em relacdo a z, trocando de sinal a
primeira e somando com a segunda, obtem-se a tltima equagao de equilfbrio, agora em

fungao do invariante ¥, ou seja,

D1-v

0=0
+Gt3 2

N (1.32)

As Eqgs. 1.21, 1.31 e 1.32 constituem as equagoes diferenciais da placa em fungdo do

campo de deslocamentos. As mesmas podem ser agrupadas e reescritas como segue:

a) A= -4 1_,\___@_*&;
b Aw = —® — - [__Aw_ D Gt (1.33)
AU——2 g0 (1.34)
(1—-v)h?2 ‘
D
2 __
W= o (1.35)

1.2 Solucao Analitica para Placas Retangulares

Na determinacao da solugdo analftica serd usada uma placa de dimensao a ao longo do
eixo z e b ao longo do eixo y, como indicado na Figura 2.2(a), sujeita a um carregamento
uniformemente distribuido no domfinio. Inicialmente serao analisadas as condigOes de
contorno que devem ser impostas ao longo dos eixos y = 0 e y = b, de forma que se
possa usar uma expansao trigonométrica para o campo de deslocamento. Sendo assim, as
condicdes de contorno para a placa com apoio do tipo rigido (hard) s&o satisfeitas pela
expansao em sencs para w e ® e pela expansdo em cossenos para ¥, como indicado a

seguir:



a x1
= 8y
N
b Mxy \ . i
lr (a) (b)

Figura 1.1. Placa retangular apoiada sob condigdes de contorno rigidas (Hard)

w(z,y) Z x)sm—— (1.36)

(z,y) =Y B(z)sin ? (1.37)
V(e,y) =Y ¥ () cos% (1.38)

A terceira condigdo de contorno compativel com esta expansio &, obviamente, ¢, = 0.

Impor as condigoes de contorno anteriores implica que a placa est4 travada no sentido
da espessura, como indicado na figura 2.2(b), permitindo rotagbes #, mas impedindo as
rotagoes 6, devido ao momento torgor M.

Definida a forma geral da solucao dada pelas Eqs. 1.36 a 1.38, & estabelecida a parcela
da solugao em y. Parte-se agora, em funcao das condigdes de contorno definidas anterior-
mente, para a determinacao das parcelas da solugao geral com varidvel independente em

xZ.



Pela teoria das equagGes diferenciais lineares, a solugao geral em « é constituida por
uma parcela correspondente 3 solugao da homogénea, e outra que tem a mesma ordem do
termo independente, que constitue a solugdo particular. Portanto, pode-se escrever w (),

® (z) e ¥ () como:

w (x) =T (z), + @ (2), (1.39)
o(r) =D (z), + @ (2), (1.40)
U (z) :-ﬁ(x)r, + ¥ (z), (1.41)

Partindo da Eq. 1.33(a), da defini¢do 1.37 e do fato que a equacao ndo é homogénea,
o carregamento também precisa ser expandido em. Para o carregamento uniformemente

distribufdo no dominio, tem-se:

(s, ]
. MY
)= n SID —— 1.42
0(e9) =3 gin (L42)
em que

2 ° . nmy 4q,
n = Qo— i ——-—d = —, 143
q qusm Ay = — (1.43)

Incorporando este carregamento na Eq. 1.33(a) se obtem:

go; [6 (z)" - ‘:?)25(23) + %J sin (11;) y=0 (1.44)

A Eq. 1.44 é verdadeira se o termo entre chaves se anula para qualger valor de «,

ficando desta forma definida a equagéo diferencial em fungéo de @ (x), como segue:

T (2)” — (?)26(@ + %” =0 (1.45)

Para determinar a solugao particular é utilizado o método dos coeficientes a determi-

nar, atuando na equagao um operador que a torna homogénea, ficando a mesma como,

9



d [d® /am\2]=
e li@ = l\—b_/ J ®(z)=0 (1.46)
onde a solugao da Eq. 1.46 tem a forma:
Cy + Coe™™™/ 4 Cye"m=/b (1.47)

Como pode-se verificar, a tnica parcela da solugao 1.47 que nao se anula quando
substituida em 1.45 é C}. Portanto, C; corresponde & solugao particular que satisfaz 1.45

e tem a forma:

- b \%qn
®(z), = (;;) 25 (1.48)

Na determinagéo da solugéo particular de W (z), substitue-se 1.48 na equagao difer-

encial 1.33(b) obtendo

fes) g oo
S ,,_(E“—- . T. ____v -, ﬂ ] E{:
; {w (z) ( , ) w(m)J sm( > )y~ ,,,L:; [<I> \x)p+Gts] sin ( . )y (1.49)
sendo que para satisfazer a Eq.1.49 deve-se cumprir,
nm 2 b wzqn qn
wz)y —|—) vle)=—|— ) ——=— 1.50
wer- () 2@ =~ () 5- & (150)

que corresponde & equacdo diferencial para a varidvel W(z). Aplicando novamente o

método dos coeficientes a determinar, se obtem:

w0~ () () 5+ 2]

Ou ainda,

T(a), =L (—b—\)4 (1 +?{2) (1.51)

em que
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h= (3”3) h. (1.52)

Determinadas as solugGes particulares @ (z), e ) (2), , precisa-se adiciona-las s solugdes
homogéneas @ (z), e W(z), e ainda determinar ¥ (z),, para a qual somente existe a
parcela homogénea j4 que 1.34 é homogénea. Nao serd comentado aqui o processo de res-
olucao de equagoes diferenciais lineares homogéneas, por ser considerado um procedimento
trivial abordado em cursos de equagtes diferenciais lineares, apresentando unicamente os

resultados a seguir:

/T

o 2
T (z), = —2 \T) (A2 SinhZ + ByCosh3). (1.53)

Substituindo 1.53 em 1.33(b) se obtem,

w (z), = A1CoshZ + B, SinhZ + A;zCoshz + BoZ Sinhz. (1.54)

Para 1.34 tem-se:

/T2 — 2

. i; (E)” — LT) 1 (?E) — m@(i) =0 (155)

A Eq. 1.55 tem a solugdo homogénea:

U (%) = A3Cosh (v,Z) + B Sinh (v,%) (1.56)

Nas solugbes 1.53, 1.54 e 1.56 tem-se as seguintes expressdes para Z e v,, respectiva-

mente:

5:‘:”%:5 (1.57)
21t (L\)2—1+ 2 (1.58)
n (1—v) \nrh (1-v)h2 '

Uma vez determinadas as formas gerais das solugdes para @ (z), ® (z), e ¥ (), aplicam-

se as condigdes de contorno para a determinagdo da solugéo especffica do PVC (problema

11



de valores no contorno). J4 que o sistema de equagGes tem seis constantes a ser determi-
nadas, é necessério prescrever trés condigoes de contorno em cada um dos eixos £ =0 e
Z = a. Juntamente com as condigtes de contorno w = 0 e M., = 0, deve-se prescrever

uma terceira condigdo de contorno relativa ao apoio tipo rigido (hard), que é

0, =0 (1.59)

Na aplicagao das condigdes de contorno, primeiramente, considera-se a placa pivotada
nos eixos £ = 0 e £ = a, de forma tal que os giros 8, = 0.
A partir da condigdo de contorno definida em 1.59 tem-se que 6,, = 0. Portanto,

partindo da Eq. 1.1 de que 8, , = 0 e M, = 0 conclui-se que 0, , = 0. Assim, se obtem:

S=0,,+0,,=0 em z=0 e z=a (1.60)

Introduzindo agora as condigdes de contorno 8, =0 e & = 0 na expressao

0y = —w,y + h* [@,y + % (1-v) @;J

que nada mais é do que a Eq. 1.30, e colocando agora a rotagao f, em termos dos

invariantes ®, ¥ e da derivada do deslocamento w em relacao a y , conclui-se que:

T,=0 em z=0 e z=a (1.61)

J& que a Eq. 1.55 é homogénea e tem condicoes de contorno homogéneas, a tnica

solugdo possivel é a solugdo trivial:

v

0 (1.62)

Utilizando a condigao de contorno 1.60 se obtem, finalmente:

— b \? 4 - =
T(x)="2 (%> [_2 (%) (A2 SinhZ + ByCoshZ) +1| =0 (1.63)

12



Bo— % (if (1.64)

nrh

e para z = a, e a = Za, obtem-se:

A2=1( b )4 [I—C’osh}&':l (165)

nrh sinha

Assim a soluggo anélitica para @ (z,y) tem a forma:

4gb° - 1 [(Cosha—1Y\ ., .. 1 ~ . (mmy
®(z,y) = =5 Z —3 [(m—) Sinhz — §C’osh:z: + 1] sin (T) (1.66)

n=1,3,5
Substituindo os valores de A2 e By em 1.54 e aplicando as condi¢ées de contorno w = 0

em z = 0 e £ = a, conclui-se que

’ 4 ~
n n . g 11— ha -
T(z) = ( %) {AICosh'x + B, Sinhz + 5.0(1 Sii‘;% ) Coshz (1.67)

lﬁ < = -
+=zSinhz + (1 + hﬂ]
2 /
para z = 0:
Ay =— (1 +1h?) - (1.68)
e para & = a:

L1+ hz) Sinha — &
(Cosha + 1)

By = (1.69)

introduzindo 1.68 e 1.69 em 1.67 e fazendo algumas simplificacoes algébricas se obtem:

4
—_ _q_n, _b_ ! 72\ _ 1 [ Y ~ =
@ (z) = (mr) { (\1 +h ) Coda+1 _(1 + h )) (Cosh (@ — T) + CoshZ) +
(1.70)

13



%("Sinh(&—fc‘) + (& — £) Sinh3)

|

Finalmente, se tem a seguinte forma para a solugdo andlitica de w (z, y):

w(z,y) = 4::;; 3 n—l5 {(l +32) — (1.71)

n=13,5..

1

; ~ . R
Codha 11 l(l +h ) (Cosh (a — ) + CoshZ) +

%(“smh(a‘-fv‘)Jr (@-7) Si"’ﬁ')]}m (5)

As solugtes 1.62, 1.66 e 1.71 constituem a solugao analftica em termos de deslocamento
transversal e invariantes de rotagdes para placas retangulares simplesmente apoiadas,
sujeitas a cargas uniformemente distribufdas no dominio.

Uma vez determinadas as solugdes correspondentes aos invariantes de rotagdes, e ao
deslocamento transversal para a placa, pode-se, em fungdo de w (z,y) , @ (z,y), e ¥ (z, y)e
das Egs. 1.29, 1.30 e 1.1 a 1.6 recuperar as rotagGes o tensor de momentos e de esforgcos

cortantes, como indicado a seguir:

6; = —w, + h® iq:,z - % (1-v) @,y: (1.72)
0, = —w, + h? T@,y + é (1-v) np,,,: (1.73)
M., =-D {w,u + vwy, — h? :@,zz +vd,, — % (1-v)? @,zy: } (1.74)
M, =-D {w,yy + VW, — h? i@w +v®,, — —;-(1 —v)? lIa‘,_,cy } (1.75)
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Mg, = -D(1—-v) {w,,,y — h? {@m + i (1-2) (¥ — lp,yy)} } (1.76)

@ =D, -1(1-v) wy] (1.77)
[ 1

Q=D |®y—5(1-v) ‘I’z} (1.78)

M. + My, =D(1+0v)® (1.79)

1.3 Solucao Analitica para Placas Circulares.

Por motivos de simplicidade de formulagao sao utilizadas coordenadas polares na deter-
minacao da solugdo analftica. A solugdo da placa circular engastada no contorno e sujeita
a uma carga uniformemente distribufda no domfnio, conforme Figura 2.3, representa um

excelente meio para comparar resultados numéricos por tér solugédo fechada, a qual serd

demonstrada a seguir.

Y 4;_:7-
(@)

Figura 1.2. Placa circular engastada no contorno, (a) geometria, (b) carregamento

15



Em coordenadas polares tem-se as seguintes expressdes para os invariantes ® e ¥

Soiiphi=n g s Ly (1.80)
r 00 T
~ o0 1086, 1
lIf—curlﬂ—-&r =50 +1'09 (1.81)

As rotagdes, momentos e forcas cortantes sdo determinados em fungéo de w(r,8),

& (r,0), ¥ (r,8) como segue:

-

~ 1 ’
6, = —w, +h?|®, - 5 (1-v)¥y (1.82)
~ 1 |
Og = —wg+h* | Dg— '2- (1 -v)¥, (183)
- ,, 1
M,.,_ =3 9,-,,- +v (D’g,g + —9,-\)] (184)
. \ T/
1
Mgy =D (Ggrg + I/e,.’,. + ;97.) (185)
\
1 1
Mg =-D (1 — I/) (09,,- + 0,-,9 — —093 (1.86)
2 r )
M. +Mg=D(1+v)d (1.87)
[ 1 |
Q.=D *@,,.—-E(l—u)'ll’g (1.88)
= 1 5
Qo=D |8 —5(1-1)¥, (1.89)

Restringindo o nosso problema para o caso de carregamento e condigdes de contorno
com simetria rotacional, tem-se que todas as derivadas com respeito a 6 sdo nulas. Desta

forma, por razdes de simetria, 0y, Mg € Qg devem ser nulos.Sendo assim, tem-se que:
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=0 (1.90)

O conjunto de equagoes diferenciais parciais pode ser transformado num sistema de

equacoes diferenciais ordindrias em r, como segue:

1 q
B+ =, = —= :
oty =—0 (1.91)
1 q
-t W= - — —— .
Wer + 7r‘w, Cin (1.92)

Aplicando o operador (3% + %%) em ambos os lados da Eq. 1.92, e substituindo 1.91

na expressao resultante, obtem-se:

&# 18\ / 1 g  Zrta,/r -
Lw|= (3—;—2 4 ;5‘-/) (\w,,., + ;w,-) =D + s (1.93)

A solugéo da equacdo de Euler de quarta ordem homogénea correspondente a 1.93 é:

wh (r) = A+ Alnr + Br? 4+ BrlInr (1.94)

Substituindo 1.94 na equagdo homogénea de 1.92 obtem-se:

Pp(r) = — (wh,rr + %wh,,) =-4(B+B) —4Bnr (1.95)

Considerando uma carga uniformemente distribufda ¢,, a solugao particular da Eq.1.91

é dada por:

_ g’
2, (r) = -2 (1.96)

Para obter a solugao particular 1.92 foi usado novamente o método dos coeficientes a

determinar.

Substituindo 1.96 na Eq. 1.92 obtem-se:
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4 2

4 2
wp = g 166~ 640 \! 16?_,_,) (1.97)

Levando em consideragéo condigGes de regularidade, isto é, assumindo-se valores finitos
para o deslocamente transversal, conclui-se que A = B = 0 na parcela correspondente 3

equagao homogénea. Portanto, a solugédo geral adota a forma:

gor?
&(r)=-4B - 2 ,
(r) (1.98)
w(r)—A+Br+g£(1—16h—2 1.99
- 64D \ re (2.99)

Considerando uma placa de raio a, as condigdes de contorno sao escritas como:

w(e)=0 0. (a) = ~w, (a) + h?®, (@) = 0 (1.100)

Aplicando as condigdes de contorno 1.100 em 1.98 e 1.99, chega-se a:

2 h,2
A= % (1 X 0—2) (1.101)
goo®
B = ~33D" (1.102)

Substituindo as Eqs.1.101 e 1.102 em 1.98 e 1.99, obtem-se:

2 2
Goa T
®(r) = (1 . 2—-) (1.103
8D a?) )
2 2 ! 2 2
Il i O Y L
w(r) =55 \1 a'z) LI = +16a2) (1.104)

Substitufndo as Eqs. 1.103, 1.104 e 1.90 na Eq. 1.82, se obtem a seguinte expressdo

para 6.:

2 2
goa T
s 1_6 g (1 . _) (1.105)
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Pode-se verificar na Eq. 1.105 que 6, independe das deformacces cisalhantes, j4 que
¥ (r,6) = 0, para problemas com simetria rotacional.

A deformacao no centro da placa ¢ dada por:

4 7 2
_ Qoo h”
Wmax = 2 \1 + 16a2) (1.1086)

As Eqgs. 1.103,1.104, 1.105 e 1.106 correspondem & solucao analftica da placa circular

engastada no contorno e sujeita a uma carga uniformemente distribuida no dominio.
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