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Lista de Simbolos e Siglas

Se¢
dists{z)
sgn(u)
sat(u)
satas(u)

lim, - f(7)

por definicao

indica a transposicido de uma matriz ou vetor
indica a transformada de Laplace de um sinal
conjunto dos nimero inteiros

conjunto dos inteiros nio negativos

conjunto dos niimeros reais

{z eR:z >0}

{zeR:z>0}

o conjunto de todos os subconjuntos de R
traco da matriz A

conjunto dos autovalores da matriz A

semiplano esquerdo do plano complexo

semiplano esquerdo fechado do plano complexo (inclui eixo jw)

interior do conjunto S

fronteira do cohjunto S
fecho do conjunto S

complemento do conjunto S

distincia do ponto z ao conjunto S, distg(z) = infses |z — 3]

funcao sinal
min{1, |u|} sgn(u)
Msat(u/M)

limite & esquerda de f(-) em ¢



lwlls  lw b= (/2w (et dt

| wlloo [l w |lo= SUPteft, 00) lw(t)]

L2 espaco dos sinais w(t) Lebesgue mensurdveis que satisfazem || w [|2< oo
Lo espaco dos sinais w(t) Lebesgue mensuraveis que satisfazem || w ||oo< 00
Loce espacgo dos sinais w(t) Lebesgue mensuraveis que satisfazem
€ss suPypo, 77| w(t)| < oo para todo 0 < T' < oo
K a classe das funces -y : R — R>o, coﬁtihuas, estritamente crescentes e
tais que.’y(O) =0
Koo a classe das funcGes v(s) € K que satisfazem lim,,00¥(s) = 00
ct classe das fungdes continuas e continuamente diferencidveis
C* classe das funcbes continuas e com derivadas continuas até ordem k
Na(U) dominio de controlabilidade para zero
Ow(A,C,Z) conjunto saida admissivel maximo (ver apéndice B)
Rsp a classe de fungOes constantes r: R — RP
Rasp . a classe de funcoes r : R — R” assintoticamente convergentes
ANC(X,U) Controlivel Assintoticamente para Zero em X com Controle em U
ANCBC(X) Controldvel Assintoticamente para Zero em X com Controle Limitado
ANCBC Controldvel Assintoticamente para Zero com Controle Limitado
AW Anti- Windup
BIBO Entrada Limitada - Saida Limitada (Bounded-input Bounded-output)
LMI Desigualdade Matricial Linear (Linear Matriz Ineguality)
LQR Regulador Linear Quadrético (Linear Quadratic Regulator)
GAS Estabilidade Assintética Global (Global Asymptotic Stability)
LAS Estabilidade Assintética Local (Local Asymptotic Stability)
LES Estabilidade Exponencial Local (Local Exponential Stability)
—ISS Tstabilidade-Entrada-Estado_(Input-to-state_Stability)
RHC Controle com Horizonte Deslizante (Receding Horizon Control)
RG Condicionador de Referéncia (Reference Governor)



Introdugao

A implementacgio pratica de qualquer sistema de controle utiliza-se necessariamente de
sensores e atuadores. Em uma grande maioria de aplica¢Ges, os atuadores operam préximos
de algum valor de equilibrio, o que permite realizar aproximagdes razoaveis que simplificam
os fenémenos ndo-lineares envolvidos. Nao obstante, a constante exigéncia de ma,iof quali-
dade e produtividade nos processos industriais tem tornado, cada vez mais importante, a
utilizacdo ao maximo dos recursos disponiveis, incluindo-se ai, a operagio de sistemas em
faixas proximas de seus limites de capacidade. Dai a necessidade de utilizagio de controles
mais modernos e adequados a cada problema especifico.

Dentre os efeitos nao-lineares mais comuns em atuadores estdo as limitagdes de magnitude
e taxa de variagdo. A primeira, mais comum, revela a limitagao fisica do atuador em alimentar
o sistema. Como exemplo podem ser citados a limitacao na abertura de uma vilvula, o torque
maximo de um motor elétrico, a tensao maxima aplicdvel em uma, resisténcia elétrica, o limite
na acelera¢ido de um carro, entre outros. Limitag¢oes na taxa de variacio revelam a limitacdo
do atuador em responder a variagbes riapidas no sinal de controle. Pode-se ilustrar esta
situagdo com a velocidade mdxima de abertura de uma vélvula e a velocidade mdxima de
movimentagdo de um flap em um avido. _

A problematica de restricGes nos atuadores ganhou mais importidncia dentro da comuni-
dade académica na dltima década. Resultaram deste esfor¢o conjunto de pesquisa avancos
significativos, tanto em termos de andlise como de projeto, chegando-se atualmente a uma
compreensdo abrangente do problema. A partir de um pequeno apanhado histérico desta
trajetéria, feita a seguir, procura-se colocar qual € a contribuicdo deste trabalho e como esta
se insere neste contexto.

Lev Pontryagin formulava o principio do mdrimo na década de 50 estabelecendo con-

dicdes necessirias para otimalidade de leis de controle com magnitude limitada '. Lozi-

10 principio do méximo, algumas vezes também denominado de principio do minimo de Pontryagin, é
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er (LOZI'ER,'1956) analisava 0 comportamento em regime permanente de sistemas com satu-
ragao no controle. Fertik (FERTIK, ROSS, 1967) propuhha uma técnica de anti-windup para
compensa,r os efeitos da saturagio no controle no desempenho do sistema em malha fechada.
Fuller (FULLER, 1969) identificava impossibilidades de estabilizacdo global na presenca de
restrigGes no controle. Nestes trabalhos encontram-se as bases elementares de muitas técnicas

modernas de controle para sistemas com restrigdes nos atuadores.

Do ponfo-de vista.p'rziti(lzo, pode-se dizer que o tratalhento de restricGes no controle ganhou
impulso com o aumento do uso de controladores digitais, os quais permitiram a implemen-

~ tacao de leis de controle adequadas ao problema. O anti-windup e o controle 6timo, na forma
de controle preditivo, controle por matriz dindmica, ou outros, foram as técnicas predominan-
temente utilizadas no inicio. Tal fato deve-se a certa “intuitividade” inerente a estas técnicas

e a facilidade de introduzi-las nos sistemas de controle que ja estavam em funcionamento.

Do ponto de vista tedrico, o grande desenvolvimento deu-se na década de 90, embora re-
sultados importantes sdo encontrados nas décadas de 70 e 80. Explorando idéias de controle
4timo, em (SCHMITENDORF, BARMISH, 1980) e, posteriormente (SONTAG, 1984, SON-
TAG, SUSSMANN, 1990, ZHENG, MORARI, 1995a), foram formalizadas as condi¢des para
controlabilidade assintética para zero para sistemas lineares com controle limitado. Mostrou-
se que, para um sistema linear, condi¢des necessirias e suficientes para que qualquer estado
inicial possa ser levado assintoticamente para zero com controle limitado séo (i) o par (4, B)
ser estabilizdvel e (ii) a matriz 4 ndo possuir nenhum autovalor com parte real estritamen-
te positiva. O conceito de controlabilidade assintética para zero envolve um controle em
malha aberta e, portanto, nio responde diretamente a questao da estabilizabilidade. Este
aspecto foi explorado em (SONTAG, SUSSMANN, 1990), Qnde mostrou-se que a estabiliza-
bilidade global de um sistema linear com controle limitado é equivalente & controlabilidade

—— - ——assintética-para-zero-com-controle limitado,-abreviadamente ANCBC 2,__O;contr,ole.pmpos,tp;__

em (SONTAG, SUSSMANN, 1990) é uma realimentacio n3o-linear de estados. Esta carac-

teristica nao pode em geral ser removida quando o objetivo é a estabilizacio global. De fato,
em (FULLER, 1969) e posteriormente (SUSSMANN, YANG, 1991), mostrou-se que mesmo
para uma, cadeia de 3 integradores nao existe uma realimentagao linear de estados capaz de

garantir estabilidade global da origem na presenca de saturacdo no controle.

hoje encontrado em diversos livros, por exemplo (STENGEL, 1994, FLEMING, RISHEL, 1975, ATHANS,

FALB, 1966).
2ANCBC - Asymptotically Null-Controllable with Bounded Controls.
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Abordagem. Pode-se dizer que, no contexto de sistema com restricbes no controle,
encontram-se duas abordagens maiores. A abordagem direta, na qual o projeto é executado
em uma Unica etapa, considerando estabilizacao, desempenho e as restrigées conjuntamente;
a abordagem indireta, na qual um primeiro projeto é feito objetivando desempenho, sem levar
em conta as restri¢gdes, e, num segundo momento, um projeto adicional é feito para compensar
os efeitos das restrices no controle (estabilizagdo). Dentro da abordagem direta, podem-se
destacar asr abordagens: fungOes saturagdo aninhadas; equacao de Riccati; baseadas em in-
varincia; controle 6timo com restri¢des; controle por horizonte deslizante (RHC). Dentro
da abordagem indireta, podem-se destacar a técnica do anti-windup e o condicionamento de

referéncia.

Objetivos. A grande maioria dos resultados existentes na literatura sobre sistemas com
restricOes no controle trata da estabilizacdo assintética da origem. No contexto de sistemas
lineares, diversos resultados tratam também da estabilizagido robusta. Por outro lado, poucos
resultados estao disponiveis sobre o problema de seguimento de referéncia na presenca de

restrigbes no controle.

Fungoes saturagéo aninhadas. Um procedimento iterativo de projeto para estabili-
zagao global de uma cadeia de integradores foi proposto em (TEEL, 1992) através do qual
uma lei de controle composta de urﬁ aninhamento de funcGes saturagdo é gerada. Este
procedimento utiliza-se, indiretamente, da forma estritamente feedforward (SEPULCHRE
et al:;, 1997, TEEL, 1996a, MAZENC, PRALY, 1996), na época ainda ndo completamente
reconhecida. Posteriormente, em (SUSSMANN et al., 1994), tal procedimento foi estendido
para a classe de sistemas lineares satisfazendo as condicOes necessdrias para estabilizagao
global. Em (TEEL, 1996a), este procedimento de projeto recursivo foi generalizado pa-
ra sistemas nao-lineares na forma estritamente feedforward, porém, neste caso, a garantia
de estabilidade é somente local. Este resultado baseia-se em teoremas de pequeno ganho
nao-lineares (JIANG et al., 1994, TEEL, 1996a) derivados da propriedade de estabilida-
de entrada-estado (ISS) (SONTAG, 1990, SONTAG, 1995). Seguindo objetivos similares,
porém com abordagem diferente - baseada em Lyapunov - em (MAZENC, PRALY, 1996)
foi proposto um projeto para sistemas nao-lineares na forma estritamente feedforward o qual
permite obter estabilidade assintética global com controle limitado. Estabilizacdo global para

sistemas ndo-lineares também foi obtida mais recentemente em (FREEMAN, PRALY, 1998)
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utilizando o back-stepping. O procedimento garante que o controle é limitado em magnitude
e taxa de variacao, porém os limites ndo sido definidos a priori. A estrutura do controle

também € de um aninhamento de fungbes saturagdo. Outros resultados relacionados ao caso
- ndo-linear sdo (LIN, SONTAG, 1995, SMIRNOV, 1996, BITSORIS, GRAVALOU, 1995).

Reaiimentagéo linear de estados. Para sistema,_s' lineares com restri¢des no controle, a
realimentacio linea‘u': de estados ndo permite, em geral, obter estabilidade assintética glo-
bal. Condi¢ées quando isto é possivel sdo analisadas em (CHAN, HUI, 1998). Contudo, a
realimentacgio linear de estados constitui uma op¢ao muito atrativa devido a facilidade de
tratamento algébrico e computacional. Por isto, esta é particularmente interessante quando
o sistema em malha aberta possui autovalores instaveis, caso em que apenas a estabilizacdo
local é possivel. Muitos resultados na literatura exploram leis de controle lineares para esta-
bilizagio de sistemas lineares com restrigdes no controle (CASTELAN, 1992, CASTELAN,
HENNET, 1992, Gomes da Silva Jr., 1998, LIN, SABERI, 1993). Grande parte destes resul-
tados utilizam-se de fungGes de Lyapunov poliedrais (Gomes da Silva Jr., TARBOURIECH,
1997), quadriticas (HINDI, BOYD, 1998, TARBOURIECH, GARCIA, 1997) ou, mais recen-
temente, quadriticas por partes (JOHANSSON, 1999). O uso de desigualdades matriciais
lineares (LMI) (BOYD et al., 1994) é muito comum neste contexto (Gomes da Silva Jr.,
TARBOURIECH, 1998, HINDI, BOYD, 1998, TARBOURIECH, Gomes da Silva Jr., 2000).
Procedimentos de anilise de estabilidade, determinacao do dominio de estabilidade e sintese

de leis de controle sao os principais problemas abordados.

Abordagem pela equagao de Riccati. A solucdo da eqanéo algébrica de Riccati para-
metrizada tem se revelado uma importante metodologia de projeto de leis de controle linea-
"""""" res para-estabilizacio-de-sistemas /l-inea;resfeo-m—satura(;é.&no—eontrole—.-lnieial-ment&propoé,ta..
em (LIN, SABERI, 1993), foi, posteriormente, melhor ampliada em (TEEL, 1995b, LIN,
SABERI, 1995, SABERI et al.,’ 1996a), entre outros. Um dos aspectos importantes des-
ta construgao € a obtencao de conjuntos elipsoidais positivamente invariantes para o siste-
ma em malha fechada. Para sistemas lineares ANCBC, regides de atragio arbitrariamente
largas podem ser obtidas, ou melhor, pode-se obter estabilidade semi-global. O projeto
entdo consiste em sintonizar um pardmetro de forma a obter a regido de atracdo sufici-

entemente larga. O sistema em malha fechada, entdo, opera em um conjunto elipsoidal

contido dentro da regido de linearidade. Isto introduz um certo grau de conservativida-
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de ao projeto - baixo desempenho. Propostas para melhoria de desempenho s&o apre-
sentadas em (WREDENHAGEN, BELANGER, 1994, LIN, SABERI, 1995, REGINATTO
et al., 2000b). Esta metodologia de projeto também ganhou extensdes no problema de con-
trole robusto (TARBOURIECH, GARCIA, 1997) e atenuacio de perturbagdes (SUARES
et al., 1997, CASAVOLA, MOSCA, 1998).

Esta mesma construcao também tem servido para a estabilizagao global e obtencdo de
- propriedades de estabilidade entrada-saida para sistemas lineares ANCBC. A obtencdo de
estabilidade global é tornada possivel através do escalonamento da lei de controle parame-
trizada_em funcdo da evolucio .do estado do sistema, isto é, o “ganho” da lei de controle é
variado em fun(,;éo do estado de forma a garantir estabilidade global. Em linhas gerais, o
ganho é reduzido quando o estado aumenta e, aumentado, quando este diminui. Assim, a

magnitude do controle é mantida limitada independentemente da magnitude do estado.

A idéia de escalonamento para estabilizacdo global de sistemas lineares com saturagido no
controle parece ter sido primeiramente introduzida em (TEEL, 1995a). Neste trabalho, a lei
de controle parametrizada, ¥B'P(£ )z obtida da solucio da equagio de Riccati do tipo Ho, é
escalonada dinamicamente 3. O escalonamento é guiade pela magnitude de uma funcio de
Lyapunov quadritica no estado envolvendo a solugdo P({). Em (MEGRETSKI, 1996) uma
técnica de escalonamento estatica é proposta para a mesma lei de controle. Aqui, £ é obtido
on-line (instantaneamente) como resultado de um problema de otimizagio dependente do es-
tado do sistema, por isto a denominacao estdtica. Com esta estratégia, obtém-se estabilidade
global para sistema lineares ANCBC. Também, garante-se estabilidade BIBO para sinais de
energia limitada{L,), e as mesmas propriedades sdo garantidas para realimentagio dindmica
de saida. Alguns aprimoramentos deste resultado sdo apresentados em (LIN, 1998a), onde a
utilizagdo do controle de alto e baixo ganho permite garantir robustez frente a perturbacdes

limitadas em norma atuantes na entrada de controle do sistema.

Estas estratégias de escalonamento compartilham do problema de impor ao sistema, em
malha fechada, a operagido dentro da regiao linear °dos atuadores, isto é, ndo é permitida
a saturacao dos atuadores. Mais especificamente, o sistema em malha fechada é forgado
a operar dentro de um conjunto elipsoidal (positivamente invariante), o qual estd contido
na regiao de operacio linear do sistema. Este fato certamente introduz conservatividade no

projeto, isto é, o sistema, em geral, opera com “ganho” menor do que poderia ser. Além disso,

80 paréimetro £ é obtido da solugfio de uma equagdo diferencial nfo-linear.
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devido 3 invaridncia dos elipséides e & propriedade de aninhamento dos mesmos, resulta que
o parametro escalonado € moné6tono ao longo do tempo.

Neste contexto é apresentada a primeira contribui¢ao deste trabalho, uma nova estratégia
de escalonamento da lei de controle —B'P(£)z que permite, explicitamente, a ocorréncia de
saturacao do sinal de controle e nao restringe a operacao do sistema a conjuntos elipsoidais
positivamente invariantes (REGINATTO et al., 2000c, REGINATTO et al., 2000b, REGI-
NATTO, DE PIERI, 2000). Na estratégia proposta, o escalonamento é guiado diretamente
pela magnitude do sinal de controle e pode ser ndo-monétono ao longo do tempo. Resultados
de simulagdo comprovam as vantagens da técnica proposta em termos de taxa de convergéncia
do estado para o sistema em malha fechada. Adicionalmente, propriedades similares aos al-
goritmos existentes com relagdo a robustez e estabilidade BIBO para sinais limitados em

energia sdo validas para a técnica proposta.

Seguimento de referéncia. - O problema de seguimento é relativamente mais complexo
do que o problema de estabilizacido, especialmente no contexto de sistemas com restricoes
no controle. Mesmo que o seguimento assintdtico fosse possivel na auséncia de restri¢oes, a
mesma garantia ndo se estende completamente quando restrigdes no controle estdo presentes.
Neste caso, facilmente sdo encontrados sinais de referéncia que ndo podem ser reproduzidos,
nem em regime permanente, pelo sistema em questdo, devido as restricdes em sua entrada de
controle. Torna-se entido imperioso reconsiderar os objetivos do projeto para adequar a sua
funcionalidade as reais necessidades da aplicacdo. Como as aplicacdes sao diversas, diversas

também deverdo ser as técnicas disponiveis para obten¢ao de um projeto adequado.

Seguimento 6timo sob restricdoes. Uma abordagem natural para o problema de segui-

- ~“mento-com-restrigbes-é-o-seguimento-6timo.—Nesta—abordagem, o problema de seguimento

é colocado como um problema de otimizacio com restrigbes. A solucido deste problema de
otimizacao é um controle de malha aberta que minimiza o indice de desemper;ho em questao
com as restricbes envolvidas. Apesar de bastante natural, esta abordagem encontra diversas
dificuldades. Primeiramehte, a necessidade de conhecer o comportamento futuro do sinal
de referéncia é um limitante. Segundo, a grande dificuldade de colocar o controle projetado
como um controle em malha fechada. Resultados nesta dire¢do sdo bem recentes e ainda
restritivos (BEMPORAD et al., 1999). Por fim, a complexidade computacional envolvida

na solu¢do do problema de otimizagdo, um problema menor no caso linear, ainda limita a
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classe de sistemas tratdveis (POLAK, 1971, MAYNE, 1995). Em funcdo destes problemas,
a solucdo 6tima, é dificil de ser diretamente aplicada na pratica. Contudo, esta técnica pode

ser de grande valia na avaliacdo comparativa de outras técnicas existentes.

Controle com horizonte deslizante. O controle com horizonte deslizante pode ser visto
como uma forma implementivel do seguimento 6timo com restricdes. A cada instante de
tempo, um problema de controle 6timo com horizonte finito e com restrigées é resolvido com
base (RAWLINGS, 2000, CAMACHO et al., 1999, ZHENG, MORARI, 1995b): (i) na medida
do estado atual do sistema; (ii) em um modelo qﬁe prediz o comportamento futuro do sistema;
e (iii) no conhecimento do sinal de referéncia dentro do horizonte de otimizagao envolvido. A
primeira amostra do controle 6timo assim obtido é implementada e todo o processo é repetido
a cada instante de amostragem. Assim, o controle é em malha fechada, pois a cada instante
de amostragem a medida do estado é utilizada para alimentar o problema de otimizagao
resolvido. Contudo, como o horizonte de otimizagdo é finito, o controle resultante é, em

geral, sub-6timo.

A principal vantagem do controle com horizonte deslizante é a facilidade de lidar com
restrigoes. Isto porque tais restricoes sdo apenas adicionadas ao problema de otimizagio
envolvido, o qual é resolvido on-line numericamente. A resolugdo deste problema de otimi-
zagao é, contudo, um dos principais problemas desta técnica (MAYNE, 1995, SCOKAERT,
MAYNE, 1998), uma vez que deve ser resolvido on-line e, com isto, o tempo de processa-
mento passa a ser fundamental. Adicionalmente, é dificil garantir, a priori, a factibilidade do

problema de otimizacao, especialmente quando o sistema estd sujeito a estimulos externos.

Outra importante ‘questéo no controle com horizonte deslizante é a garantia de estabi-
lidade. No problema de estabilizacido diversos resultados estdo disponiveis (RAWLINGS,
MUSKE, 1993, MICHALSKA, MAYNE, 1993; ZHENG, MORARI, 1994, CHEN,
ALLGOWER, 1997, DE NICOLAO et al., 1998, SCOKAERT et al., 1999). A questdo da
robustez ainda carece de resultados mais concretos, apesar dos importantes resultados jd exis-
tentes (MICHALSKA, MAYNE, 1993, ZHENG, MORARI, 1993, QI, FISHER, 1994, DE NI-
COLAO et al., 1996). No contexto de estabilidade entrada-saida na presenca de sinais
de referéncia (perturbagGes externas) poucos resultados estdo disponiveis (SCOKAERT,

MAYNE, 1998, MILLER, PACHTER, 1997, MILLER, PACHTER, 1998).
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Condicionamento de referéncia. O condicionador de erro/referéncia tem suas bases no
problema de seguimento com restrigGes, isto é, sua concepgao € direcionada ao tratamento
deste problema. A técnica parte de um projeto existente que resolve o problema de seguimen-
to na auséncia de restricoes. Sobre este sistema em malha fechada, uma modificacido no sinal
de referéncia aplicado ao sistema é introduzida objetivando garantir que as restri¢des sejam
sempre satisfeitas e, com isto, seja garantida a estabilidade BIBO do sistema. As bases desta
técnica foram lancadas em (KAPASOURIS et al.; 1988, KAPASOURIS et al., 1990), 10 con-
texto do condicionador de erro. Uma melhor fundamentacao foi posteriormente apresentada,
em (GILBERT, TAN, 1991) com a formalizacido da teoria de conjuntos saida-admissiveis, a
qual serve de base para o condicionador de referéncia dindmico em (GILBERT et al., 1995).
Diversas ramificagbes desta técnicas sao hoje encontradas na literatura, dentre as quais
destacam-se (MCNAMEE, PACHTER, 1998, MCNAMEE, PACHTER, 1999) e, no contex-
to de sistemas nao-lineares, (ANGELI, MOSCA, 1999, BEMPORAD, 1998, BEMPORAD
et al., 1997).

Anti-windup. A técnica do anti-windup é provavelmente uma das mais antigas estratégias
para lidar com o problema de restrig(")es‘no controle. O problema do windup foi inicialmente
identificado em malhas de controle envolvendo controladores PID, onde a presenca de satu-
racao no sinal de controle introduzia perdas significativas de desempenho, devido a sobrecar-
ga da acdo integral. Diversas técnicas, hoje denominadas ad-hoc, foram entdao desenvolvidas
para compensar estes efeitos indesejados, as primeiras datando da década de 60, backcalcu-
lation (FERTIK, ROSS, 1967, ZENI et al., 1984), intelligent integrator (KRIKELIS, 1980),
anti-reset-windup (ASTROM, WITTENMARK, 1984, ASTROM, RUNDQWIST, 1989), con-
ditioning techm'qde (HANUS et al., 1987), entre outros. |

Na-técnica do-anti-windup-também-parte-se-da. condicao.-em_que_ um projeto de um_con-
trole nominal ja tenha sido executado e, modificacOes adicionais devem ser introduzidas para
compensar os efeitos das restri¢des no controle. '

Progressos significativos sio verificados no inicio da década de 90, onde técnicas mais gerais
foram introduzidas permitindo o tratamento do problema do aenti-windup em sistemas lineares
multivaridveis, especificamente a generalized conditioning technique (HANUS, KINNAERT,
1989, CAMPO et al., 1989, WALGAMA et al., 1992, WALGAMA, STERNBY, 1993), o 0b-
server based anti-windup (ASTROM, RUNDQWIST, 1989, ASTROM, HAGGLUND, 1988)

e o anti-windup para controle por modelo interno (ZHENG et al., 1994). Em (WALGAMA,
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STERNBY, 1990) identificou-se propriedades de observacdo inerentes em diversas destas
técnicas de anti-windup. Em (CAMPO et al., 1989, KOTHARE et al., 1994), muitas destas
técnicas foram colocadas sob uma formulagao geral, em termos de transformacées fracionais
lineares. Melhorias no conditioning technigue sio apresentadas em (CHEN, PERNG, 1997)
através da solugdo de um problema de otimizacao, de forma similar ao resultado de (ZHENG
et al., 1994). Todas estas técnicas, contudo, restringem-se ao caso em que tanto o processo

como o compensador sdo lineares, € nao tratam a questdo da estabilidade de forma adequada.

Baseado na formulagio de (KOTHARE et al., 1994), um projeto de compensador anti-
windup é desenvolvido em (MIYAMOTO, VINNICOMBE, 1996) através de um projeto Hy,
garantindo, assim, estabilidade assint6tica global do sistema em malha fechada. Também,
em (KAPOOR et al., 1998) um projeto para o observer based anti-windup de (ASTROM,
HAGGLUND, 1988) com garantias de estabilidade global é apresentado. Conceitos de pas-
sividade sdo utilizados neste resultado. Garantias de robustez neste contexto sdo estudadas
em (NIU, TOMIZUKA, 1998). Em (BURGAT, TARBOURIECH, 1998), a técnica do intel-
ligent integrator é generalizada em um projeto de anti-windup com garantia de estabilidade
assint6tica global. Mais recentemente, em (KOTHARE, MORARI, 1999), condigbes para
estabilidade assintética global para lacos de anti-windup sao apresentadas utilizando-se a
formulacdo de (KOTHARE et al., 1994), utilizando resultados de passividade e multipli-
cadores. Uma estratégia de anti-windup que utiliza observadores de estado é apresentada
em (SHAMMA, 1999).

O anti-windup Lo, apresentado em (TEEL, KAPOOR, 1997a), introduz técnicas de con-
trole nio-lineares no problema do anti-windup. O enti-windup L, introduz uma definicio
formal do problema de anti-windup como um problema de garantia de estabilidade L3, o
que permite um tratamento mais adequado de quéstées de estabilidade e robustez. O uso
de controle nao-linear permite estender a classe de sistemas para os quais é possivel garantir
estabilidade assintética global. Também, elimina-se a restri¢do de que o controle nominal seja
linear. Um projeto especifico para o.caso em que o sistema em malha aberta possui modos
instdveis é apresentado em (TEEL, 1999). Estes resultados constituem também aplicacGes

do resultado geral para sistemas nao-lineares apresentado em (TEEL, KAPOOR, 1997b).

Nos estudos iniciais do problema do anti-windup, este era visto como uma discrepincia
entre o estado do controlador e a sua saida efetivamente aplicada ao processo. Sendo assim,
o foco de aten¢do ndo era direcionado ao problema de seguimento em si. Nao obstante, o

problema do anti-windup sempre esteve diretamente ligado & questdo do seguimento com
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restricoes, especialmente o seguimento de set-point. Esta interpretacao do anti-windup co-
mo técnica para seguimento sob restri¢des transparece nos resultados mais recentes (TEEL,
KAPOOR, 1997a, BARBU et al., 2000a).

Referéncia. Para introduzir a préxima contribuigcao deste trabalho, é necesséario rever o tra-
tamento dado ao sinal de referéncia através das diversas técnicas mencionadas. Nas técnicas
de seguimento 6timo com restricGes e controle com horizonte déslizé,nte, o sinal de referéncia
n3o é modificado, e o controle projetado minimiza um custo que leva em consideragao o erro
de seguimento, respeitadas as restri¢oes no controle envolvidas. .

No anti-windup L2, o sinal de refereréncia é suposto ser realizdvel em regime permanente,
isto é, supbe-se que o equilibrio do sistema seja tal que o sinal de controle correspondente

estd na regiao linear da saturacao.

O condicionador de referéncia dinamico, por sua vez, exige que a referéncia modificada

aplicada ao sistema assuma, em todo instante, valores que sao realizdveis em regime per-
manente. Com esta restri¢do, o sistema em malha fechada perde desempenho, pois a sua
entrada efetiva fica limitada a valores pequenos durante todo o tempo. Esta restrigao é re-
movida em (MCNAMEE, PACHTER, 1998), onde o condicionador de referéncia permite que
o sinal de referéncia modificado assuma, temporariamente, valores que ndo sdo realizaveis em
regime permanente.

A segunda contribuigio deste trabalho consiste em um projeto para seguimento de re-
feréncia com restricbes no controle baseado na técnica do anti-windup. A classe de sistema
considerada é a de sistemas lineares com modos instdveis e com restri¢des tanto em magnitude
como em taxa de variagdo no sinal de controle. Também, a técnica proposta nio impde ne-

nhuma restrigdo, a priori, sobre o sinal de referéncia a ser seguido. Garantias de estabilidade

sdo-fornecidas mesmo-para-sinais de referéncia que néo_sdo_realizaveis em regime permanente.

O objetivo em permitir sinais de referéncia arbitrariamente grandes é o de obter transigGes
mais ripidas* do sistema, em contraste com a estratégia de restringir a priori o sinal de
referéncia a valores pequenos como meio de garantir estabilidade. Por fim, o uso da técnica
do anti-windup permite dividir o projeto em duas fases: (i) projeto do controle nominal, sem
restrigles, que garante o desempenho desejado; (ii) projeto do compensador anti-windup pa,rzi

garantir estabilidade e respeitar o desempenho induzido pelo controle nominal sempre que

“BErmbora o sinal de referéncia nio seja realizivel em regime permanente, esta é uma forma de estimular o
sistema a chegar mais rapidamente ao valor realizivel mais préximo.
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possivel.

Sistemas nao-lineares. A grande maioria dos projetos para sistemas de controle nao-
lineares nao considera as limita¢Oes nos atuadores. Somente nao-linearidades no estado sao
consideradas, e o sistema, em geral, € afim no controle, cuja magnitude é arbitriria. A
restricao de magnitude nos atuadores, por outro lado, impde uma nio-linearidade na entrada
de controle do sistema. Assim, tais leis de controle, na pratica, sio validas apenasvna, regido
de operagio linear dos atuadores. Por isto é natural que se pense em técnicas para compensar
os efeitos da saturacdo, similarmente ao caso linear, como estratégia de projeto.

Na estratégia de compensacdo de saturacio, as leis de controle existentes (para controle

sem restri¢oes) podem ser utilizadas para induzir, localmente, o desempenho desejado para o
sistema. O controle adicional necessario para garantir a estabilidade na presencga da saturagio
é o que se tem denominado de compensacdo da saturacdo. Esta estratégia de controle é
consistente com os objetivos usuais de controle em sistemas nao-lineares, onde a necessidade
de desempenho é local, enquanto que a necessidade de estabilidade é -global (ou, ao menos,
em um dominio maior).

Em (TEEL, KAPOOR, 1997b) uma estratégia de unificagdo de controladores locais e
globais é apresentada. Nesta estratégia, um primeix_‘o controle (local) é projetado sobre um
modelo modificado do sistema, o qual é localmente consistente com o modelo real, com o
objetivo de induzir o desempenho desejado ao sistema. Um outro controle (global) é projetado
com o finalidade de garantir estabilidade global, porém sem requisitos de desempenho. Com
base nestes controles, um controle unificado é construido para o sistema, o qual preserva,
localmente, as propriedades do projeto local efetuado. Esta estratégia de unificacao é utilizada
em (TEEL, KAPOOR, 1997a, TEEL, 1999, BARBU et al., 1999, BARBU et al., 2000a) para
sintese de compensadores anti-windup para sistemas lineares com restri¢des no controle.

Como terceira contribui¢do deste trabalho, esta técnica de unificagdo de controladores
locais e globais é explorada para compensagao de saturagio em sistemas nio-lineares. Uma,
pequena generalizacao é proposta, a qual nao requer que o controle global garanta estabilidade
assintética global para o sistema. Com base nisto, um estudo ¢ feito acerca da compensagao
de saturacao em robds manipuladores. Mostram-se as vantagens, em termos de estabilidade
e desempenho, em introduzir a compensacgio de saturagdo nos atuadores para o controle de
robds manipuladores. Resultados de simulacio s30 apresenta.dosbpa,ra um robd manipulador

planar de dois graus de liberdade.
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Organizacao do trabalho

Este trabalho estd organizado em 4 capitulos. Cada capitulo contém um apéndice es-
pecifico onde sdo colocadas as provas dos resultados apresentados.

O capitulo 1 introduz o problema de estudo deste trabalho. Os problemas de estabilizacao
e de seguimento para sistemas lineares com restrigoes no controle sao formulados tecnicamen-

te. Também, os conceitos fundamentais relacionados ao tema do trabalho e importantes para
o desenvolvimento do mesmo sdo apresentados.

O capitulo 2 aborda o problema da estabilizagdo global de sistemas lineares com saturagao
no controle. A construcio de leis de controle parametrizadas baseadas na solugao da eqﬁagéﬁo
de Riccati é apresentada e, a partir disto, o tema principal do capitulo é desenvolvido. Sio
revistos os principais algoritmos de escalonamento desta lei de controle e suas propriedades
de estabilizacdo e robustez. Em seguida € apresentada a primeira contribuicao deste trabalho,
consistindo de uma nova metodologia de escalonamento desta lei de controle com o objetido
de reduzir a conserva,tivida,de dos algoritmos existentes e, com isto, melhorar o desempenho
do sistema em malha fechada como um todo. Questbes de robustez e estabilidade entrada-
saida para sinais limitados em energia sdo discutidas na seqiiéncia. Por fim, sdo apresentados
dois estudos de caso ilustrando as propriedades e vantanges do algoritmo de escalonamento
proposto em termos de velocidade de resposta para o sistema em malha fechada.

O capitulo 3 é dedicado ao problema de seguimento de set-point para sistemas lineares
com restrigbes no controle. Restrigoes tanto de magnitude como de taxa de variacao sao
consideradas neste caso. O capitulo inicia colocando uma revisdo das principais técnicas
disponiveis para projeto de controladores visando o seguimento de sinais de referéncia na
presenca de restricdes no controle. Especificamente, sio consideradas: seguimento étimo com

restricdes; controle com horizonte deslizante; condicionamento de referéncia; e anti-windup.

A abordagem anti-windiup é desenvolvida emmais detalhes por consistirno-tema-central— -

do capitulo, que consiste em uma proposicdo de um projeto para seguimento de sinais de
referéncia em sistema lineares com modos instdveis e com restrigoes de magnitude e taxa
de variacido no sinal de controle, a qual é baseada em anti-windup. A técnica proposta
estende resultados existentes em diversas dire¢des, as quais sao melhor colocadas no proprio
capitulo. Resultados de simulac¢do sdo também apresentados para um sistema de segunda
ordem instdvel em malha aberta. O estudo é ilustrativo de um problema, de controle manual
de vbo, considerando-se apenas o modelo longitudinal (pitch angle) da aeronave.

O capitulo 4 trata da questdo da compensacao de saturacdo em sistemas nio-lineares.
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Primeiramente a estratégia de unificacio de controladores locais e globais de (TEEL,
KAPOOR, 1997b) é desenvolvida. S&o feitas particularizagGes deste desenvolvimento mos-
trando como o anti-windup L e a contribuigao do capitulo 3 sao aplicages deste resultado.
Em seguida, uma pequena generaliza¢do do resultado de (TEEL, KAPOOR, 1997b) é apresen-
tada e, com base neste resultado, uma estratégia de controle para compensa¢io de saturagao
em robds manipuladores é desenvolvida. Esta técnica permite que os controles tradicionais
sejam utilizados p.a.ra, induzir o desempénho local, enquanto introduz modificagdes de controle
para garantir dominios de estabilidade. Por fim, esta técnica é aplicada a um rob6é manipula-
dor planar de dois graus de liberdade e resultados de simulacdo sdo apresentados ilustrando
suas principais propriedades. v
Conclusoes e perspectivas sao apresentadas ao final do trablho. Conceitos adicionais sao

também incluidos nos apéndices.






Capitulo 1

O Problema de Controle com

Restricoes nos Atuadores

1.1 Introducao

Neste capitulo procura-se colocar, tecnicamente, os problemas abordados no trabalho.
Estes problemas sdo apresentados no contexto genérico de sistemas nao-lineares variantes no
tempo, muito embora as.contribuicées do trabalho restrinjam-se a sub-classes desta classe de
sistemas.

A partir da colocacio do problema, sio apresentados conceitos bdsicos necessirios para
o desenvolvimento dos problemas em estudo nos capitulos subseqiientes. Procura-se também
a,pfesentar os efeitos decorrentes da presenca de restri¢des nos atuadores e suas implicagGes

no problema. de controle.

1.2 Colocacao do Problema

Em problemas de controle em geral torna-se quase imprescindivel lidar com fatores como
nao-linearidades, perturbagées e restriges. A presenca destes fatores é que justifica, em
grande parte, todo o problema de controle.

Considere entdo um sistema descrito por uma equagio dinimica da forma

z = f(t,z,u,w)

z = hy(t,z,u,w)

’
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onde z é o estado, u € a entrada de controle e w é uma perturbagao, pertencentes aos espagos
X, UeW, respectiva.menté, et € R A saidas y e z correspondem a varidveis mensuraveis
e variaveis de desempenho, respectivamente, e pertencem aos espagos Y e Z. Assume-se que
f , hy € h, sejam, pelo menos, localmente Lipschitz em z, u e w, e Lebesgue mensuraveis em

t. A regularidade em f é necessiria para garantia de existéncia de solucao.

" Restricoes. Como se verifica em sistemas reais, 0s atuadores esté'b sujeitos a restricdes,
normalmente decorrentes de limitagoes técnicas. Embora tais restricbes possam ser incorpo-
radas na fungio f, em muitas situaces é de interesse explicitar tais restricdes com o intuito
de enfatizar o seu efeito/participacdo no projeto da lei de controle.

A restri¢do mais comum em atuadores é a limitacao de magnitude, por exemplo a abertura
de uma valvula, a corrente fornecida por um inversor, a poténcia de um motor elétrico, a
faixa de operagdo de um amplificador, entre outras. Qutra restrigdo importante é também a
limitagdo em taxa de variacdo, por exemplo a velocidade méxima de abertura de uma valvula,
a velocidade maxima de movimentagio de um flap em uma asa de avido, aceleracdo maxima
de um motor, entre outras.

Como o intuito de explicitar estas restriches nos atuadores, uma nova varidvel de controle
é introduzida ug a qual representa a efetiva atuagao sobre o sistema ou a saida do atuador.
O atuador, neste nivel de generalidade, é representado por um operador H com estado z,,

entrada u e saida u,, gerando a seguinte representagio para o sistema (1.1), onde z,,, = z,(%,),

T = f(ta T, Us, w)
us = H(Ty,,Us,u) (19)
Yy = hy.(ta z, ’LU)

= hz(tamausaw)

Nota 1.2.1 Em muitas situacdes, notadamente na técnica do anti-windup, um controle €
projeiado para o sistema (1.2) negligenciando-se as restri¢oes nos atuadores. Neste caso,
toma-se ug como entrada do sistema, ao invés de u, e projeta-se us diretamente. Ao sistema
(1.2) com restricées negligenciadas denomina-se sistema sem restrigées. Quando as restri¢ées

sdo apenas em magnitude, também denomina-se de sistema nao saturado.

Estabilidade. O objetivo do trabalho é propor técnicas de projeto de controladores para

subclasses do sistema (1.2) de forma a garantir determinadas propriedades de estabilidade.
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Assuma que a origem de (1.2) é um equilibrio para perturbacio e controle nulos, isto é,

f(t,0,0,0) = 0 e considere os seguintes problemas.

Problema 1.2.2 (Estabilizagdo) O problema de estabilizacio local (global) consiste em
projetar um sistema dindmico' G, (com estado z. € R, z., = z.(t,)) tal que o sistema
em malha fechada (1.2) com

W= Gltmry) E)

tenha, para w = 0, x = 0 como um equilibrio localmente (globalmente) assintoticamente

estdvel.

Problema 1.2.3 (Estabilizacdo £2) O problema de estabilizacdo Lo consiste em projetar
um sistema dindmico G. (com estado z, € R, z, = x.(t,)) tal que o sistema em malha
fechada (1.2) com

u = Go(%c,, ) (1.4)

seja (a) globalmente assintoticamente estdvel para w = 0 e (b) (z,z.) € Lo sempre que

w € Lg.

Problema 1.2.4 (Seguimento com restrigées) Seja r um sinal de referéncia e seja S
uma classe destes sinais. O problema de sequimento com restrigdes consiste em projetar um
sistema dindmico G, (com estado z, € R™, =, = z.(t,)) tal que o sistema em malha fechada
(1.2 ) com |

u = G(zc,,y,T) (1.5)

satisfaca as seguintes propriedades:
1. Ser € S é limitado, entdo (z,z.) € limitado;

2. Ser € 8 é limitado e limy oo 7(t) =7, entdo (z,z.) € limitado e (z(t),z.(t)) = (Z,T)

quando t — 00;

3. Nas condigbes do item 2, se, ainda, us(t) —u(t) = 0 quando t — oo, entao y(t) — r(t)

quando t — oo.

! Para facilitar o exposi¢do, preferiu-se ndo explicitar a estrutura do controle projetado. Assim, utilizou-
se a notagio u = Ge(xc,,y) para representar um sistema dindmico com entrada y, saida u ¢ estado z.. A
dependéncia em ., (nio em x.) foi introduzida para ezplicitar gque a saida u € dependente da entrada y e do
estado inicial z., = z.(0).
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O problema de seguimento 1.2.4 consiste basicamente de um problema de seguimento
assintético com restrigoes. As propriedades estabelecidas exigem: estabilidade no sentido
entrada limitada saida limitada (BIBO); estabilidade no sentido entrada cbnvergente saida
convergente; e o seguimento assintético propriamente dito, quando este for possivel.

Neste trabalho sdo considerados casos especificos destes problemas envolvendo sistemas
lineares com restrigGes de magnitude e taxa de varia¢do no sinal de controle. As contribuicdes

deste trabalho estdo apresentadas nos czipitulos 2 e 3 e consistem no Seguinte:

Contribuicdo na estabilizacao global e £, de sistema lineares com saturacao no
controle. Esta contribuicdo é apresentada no capitulo 2 e consiste em um algoritmo de
escalonamento de uma lei de controle parametrizada que apresenta, na auséncia de pertur-
bagoes, desempenho superior a projetos similares existentes na literatura e, na presenca de
perturbacdes, propriedades de estabilidade Lo similares a estas leis de controle existentes. O
capitulo também apresenta dois exemplos ilustrativos da funcionalidade e desempenho da lei

de controle proposta.

Contribuigao no seguimento de set-point de sistema lineares com limitacao em
magnitude e taxa de variacdo no sinal de controle. Esta contribui¢ao é apresentada
no capitulo 3. A técnica do aenti-windup é utilizada para propor um projeto de controle
visando o seguimento de set-point para sistemas lineares com restrigoes tanto em magnitude
com em taxa de variagao no sinal de controle. A técnica objetiva obter um seguimento rapido
com garantia de estabilidade. Para tanto, nenhuma restricio é feita a priori sobre o sinal de

referéncia.

Contribuicdc na compensacidc de saturagio em sistemas nao-lineares. Esta con-

“tribuicio é apresentada no capitulo 4. A estratégia de unificacio de controladores locais—e-
globais de (TEEL, KAPOOR, 1997b) é adaptada para propor um esquema de compensacao
de saturacao em sistemas nao-lineares. Este esquema € entdo aplicado ao controle de robds

manipuladores.

1.3 Conceitos Preliminares

Nesta se¢do sdo introduzidos diversos conceitos que serdo utilizados ao longo do trabalho.

O contetido desta se¢ao é baseado em (SCHMITENDORF, BARMISH, 1980, SONTAG, 1984,
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SONTAG, SUSSMANN, 1990, GILBERT, TAN, 1991, LASSERRE, 1993).

Considere o seguinte sistema linear
z(t) = Az(t) + Bu(t) (1.6)

onde z(t) € R" e u(t) € R™ sao estado e entrada de controle, respectivamente. Dados um
controle u(-) Lebesgue-mensuravel e um estado inicial z,, ¢(¢; z,, u) representa a trajetér'ia'de
(1.6) correspondente. Nas defini¢Ges que seguem, U C R™ é um conjunto compacto, convexo

e tal que 0 € int(U).

Definicdo 1.8.1 O estado z, € R™ para o sistema (1.6) é dito controlivel assintotica-
mente para zero com controle em U C R™ se eziste um controle u : [0,00) — U tal que

limy o0 ¢(t; 2o, u) = 0. q

Definicao 1.3.2 Seja X C R™. O sistema (1.6) € dito controlivel assintoticamente para zero
‘em X com controle em U C R™ (abreviadamente ANC(X,U)?) se para qualquer z, € X,
existe um controle u : [0,00) — U tal que limy oo ¢(t;Zo,u) = 0. Quando X =R", diz-se que
o sistema (1.6) € controldvel assintoticamente para zero com controle em U C R™. Remove-
se a palavra assintoticamente quando for possivel levar o estado para zero em tempo finito.

<

Definicao 1.8.3 Seja X C R*. O sistema (1.6) é dito controlavel assintoticamente para
zero em X com controle limitado (abreviadamente ANCBC(X) ) se para qualguer € > 0
e qualquer T, € X, eziste um controle u : [0,00) — R™ com |u(?)| <€ VYt >0 tal que
limy_,y 00 #(t; 20,u) = 0. Quando X = R", diz-se . que o sistema (1.6) é controldvel assintoti-
camente para zero com controle limitado (ANCBC ). Remove-se a palavra assintoticamente

(NCBC) quando for possivel levar o estado para zero em tempo finito. q

O seguinte lema mostra que as Deﬁnig6es 1.3.2 e 1.3.3 sdo equivalentes quando X = R"
(SONTAG, 1984). Disto conclui-se que, do ponto de vista da controlabilidade assintética

global para zero, o limite na magnitude do sinal de controle é irrelevante.

Lema 1.3.4 O sistema (1.6) é ANC(R",U) se e somente se é ANCBC. : o

2 Do inglés, asymptotically null-controlable.
3 Do inglés asymptotic null-controlability with bounded controls
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A propriedade ANC BC pode ser completamente caracterizada em termos de propriedades
do par (A, B), conforme coloca o lema a seguir (SONTAG, SUSSMANN, 1990, SCHMITEN-
DORF, BARMISH, 1980). |

Lema 1.3.5 As seguintes afirmacdes sao equivalentes:
1. O sistema linear (A,B) é ANCBC.

2. O par (A, B) € estabilizdvel e spec(A) C C-, isto é, nenhum autovalor de A possui

parte real estritamente positiva.

Para fins de comparacio, note que, na auséncia de saturacio, a estabilizabilidade do par

(4, B) é condicdo necessiria e suficiente para controlabilidade assintética global para zero.

Definigao 1.3.6 Para o sistema (1.6), o conjunto
NTU) = {zo € R : 38, € 0, T] e u: [0,81] — U tais que ¢(t1; zo,u) = 0} (1.7)

é denominado dominio de controlabilidade para zero em tempo T < co. O dominio de con-

trolabilidade assintdtica para zero de (1.6) € o conjunto
Na(U) ={z, € R* : Ju:[0,00) = U tal que Jim &(t; o, u) = 0} (1.8)
oo
' q

Defini¢do 1.3.7 Para uma dada lei de controle u = k(z) e U C R™, a regido de factibilidade
-€-0--conjunto
{r e R : k(z) e U} (1.9)

Se a lei de controle € linear (u = Kz) a regido de factibilidade é denominada de regido de
linearidade. 4
1.4 Restrigoes no Controle: Modelagem

No estudo de sistemas com restrigdes no controle e no estado sdo em geral consideradas

duas classes de restri¢oes, a saber:
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1. Duras. Restrigdes que tém de ser satisfeitas. Usualmente, o projeto do controle de-
ve garantir o atendimento as restricdes, o que, em certos casos, pode ser uma tarefa

complexa (RAWLINGS, MUSKE, 1993);

2. Brandas. Restricoes que podem ser violadas. Usualmente, a violacao das restrigcoes
é penalizada através de um indice de desempenho que deve ser minimizado (ZHENG,
MORARI, 1995b). -

Restrigoes sdo comumente representadas pelo conjunto de valores que as varidveis do
sistema podem assumir. No contexto de restricbes no sinal de controle, sdo comumente

encontradas restri¢des do tipo (SHEWCHUN, FERON, 1997)

i=1,--,m, t>0 (1.10)

Estas restrigdes de magnitude e taxa de variacdo no sinal de controle podem também ser
modeladas através de operadores nao-lineares. Restricoes de magnitude no sinal de controle

sd0 usualmente representadas através de uma nao-linearidade tipo saturacao, isto é,

us = o(u) = [o1(u1), -+ -, o (um)] (1.11)
onde
M; u; > M;
oi(ui) = up ~M; < u; <M; (1.12)
—-M; ui < —M;

Uma hipétese comum é a de simetria das fungdes saturacio, isto é, M; = M; = M;. Neste

caso®, as restricdes de magnitude podem ser normalizadas em termos da fungio saturacio

sat(u;) = min{1, |u;|}sgn(u;) na forma

2

oi(us) = M sat (ﬁ) (1.13)

“Sem a hip6tese de simetria, o sistema resultante serd afim, ao invés de linear, com respeito a entrada
saturada.
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Uma, simplificagido adicional no modelo pode ainda ser introduzida redefinindo-se o vetor

de entrada como ,
U (25) Um
=2, 2m .1
v [Ml’ ’Mm] (1.14)

Assim, o(u) = diag{M;, - - - , My, }sat(ii) e a matriz diag{ M1, - - -, My, } pode ser incorporada &
matriz B dd sistema, uniformizando e normalizando as fun¢des saturagio em todos 08 canalis
‘de entrada do sistema. | _ '

A partir do modelo bésico da saturagio (1.12), outras descri¢gdes podem ser obtidas para .
representar restricoes de magnitude como, por exemplo, os modelos politdpico e por re-
gides (TARBOURIECH, GARCIA, 1997, Gomes da Silva Jr., 1998), e o modelo por condi¢do
de setor (HINDI, BOYD, 1998, PITTET et al., 1997). Ainda, diversos autores consideram
funcoes saturacido mais genéricas, sem exigir a existéncia de uma regido de linearidade (LIU
et al., 1996, LIN et al., 1996b).

A répresentagé,o do efeito da limitacao na taxa de variacdo do sinal de controle é mais
complexa que a limitacdo em magnitude e requer, além de nao-linearidades, um operador com
memoéria. A Tabela 1.1 resume os modelos mais utilizados® na literatura (TEEL, 1994, LIN
et al., 1997, LAUVDAL, 1997, HESS, SNELL, 1997, LIN et al., 1999, BARBU et al., 1999,
BARBU et al., 2000a).

s = Rsat(u)

s = Rsat(u — T} us)
%s = Rsat(k{u — us))

=W [ | =

us = Rsgn(u — us)

Tabela 1.1: Modelos para taxa de variagao limitada no sinal de controle.

Note-se que o primeiro modelo (Tabela 1.1) é consideravelmente artificial, uma vez que a
entrada u passa a ser a derivada do sinal de controle, ao invés do controle em si.

O quarto modelo (Tabela 1.1) produz como sinal de saida us o préprio sinal de entrada u
limitado em taxa de varia¢do no intervalo [—R, R], modelando efetivamente a limitagdo em
taxa de variagdo. O modelo 3 constitui uma aproximagao do quarto, com a vantagem de ter

o lado direito Lipschitz. Aproximacdes mais suaves podem ser obtidas utilizando-se funcGes

5Muito embora, nesta se¢io, sejam considerados apenas sistemas continuos, toda a formulagio pode ser
facilmente desenvolvida também para o caso discreto.
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como, por exemplo, tangente hiperbdlica.

O modelo 2 considera que o atuador tem uma constante de tempo T;, a qual represen-
ta o efeito da limitacdo em taxa de variacdo. Note-se que os modelos 2 e 3 tém efeitos
consideravelmente diferentes, afora o caso trivial T, = k = 1.

Combinando-se a saturagdo em magnitude com os modelos para limitacdo em taxa de
variagdo obtém-se diversos modelos para o efeito conjunto de limitacio em magnitude e
taxa de variagdo do sinal de controle. A Tabela 1.2 a,presenta 0s modelos mais comumente -
encontrados na literatura (TEEL, 1994, LIN, 1998b, BARBU et al., 1999, BARBU et al.,
2000a).

. Z, = Rsat(u)
us = satp(zy)
5 zy, = Rsat(u—T,z,)

us = satap(Ty)
3 | us = Rsat(k(satar(u) — us))
4 | 45 = Rsgn(satpr(u) — us)

Tabela 1.2: Modelos para magnitude e taxa de variacao limitadas no sinal de controle.

Neste trabalho serd utilizado o modelo 4 da Tabela 1.2, ilustrado em diagrama de blo-
cos na Figura 1.1, como modelo basico para restrices de magnitude e taxa de variacdo no
sinal de controle. Esta escolha deve-se ao fato deste modelo ser consistente com o seguinte
entendimento do fenémeno combinado de limitagdo em magnitude e taxa de variagdo em um

atuador. Para esta descrigdo assume-se que us(0) € [-M, M].

se  ulty) = us(ty), |u(t)] < M, |4(t)] <R, Vt € [ty,t1), entdo wu,

(t) = u(t), VL € [to, 1)
se  u(t) = us(t), |us(t) < M, u(t) > R entdo () = Rsgn(u(t))
se  u(t) > us(t), —M < us( )< M entdo us(t) =R
se  ult) <wus(t), —-M <us(t)<M entdo u(t) =—R
se u(t) >us(t) > M entdo us(t) =M e 4s(t) =0
se u(t) <us(t) < -M entdo us(t)=—-M e us(t) =0
se u(t) = us(t), |lus ()] = M, sgn(us(t)u(t)) <0 entdo 1,(t) = satr(u(t))
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A 4

ﬂ__,fﬁ/‘_+§}_,_J_ o R [

Figura 1.1: Diagrama de blocos do modelo de limitacdo em magnitude e taxa de variacao no
sinal de controle.

De todos os itens, apenas o primeiro carece de prova mais formal, a qual é parte do

seguinte lema (BARBU et al., 2000Db).

Lema 1.4.1 Seja n : R — R uma funcdo absolutamente continua satisfazendo |n(t)] <

M, vVt >0 e |9(t)| < R para quase todo t em [0, 00). O problema de valor inicial

¢{ € RSGN (Msat (%) - ¢) (1.15)
¢(0) = n(0) | (1.16)
onde
1, if >0
SGN(z) ={ -1, if <0 (1.17)

[-1,1] if z=0.
possui como Unica solugdo ((t) = n(t) em [0,00).
Prova: Como a funcio multivalor® SGN : R — 2R ¢ semicontinua por cima’ e tem valores

nao \}azios, compactos e convexos para cada z € R, segue de (FILIPPOV, 1988, Teorema 1,

_pg._77) que existe pelo menos uma solugio. Como o lado direito de (1.15) é uniformemente

limitado, cada solucdo é definida em [0, 0o). Seja ¢ uma soluciio qualquer de (1.15) definida

em [0, o) e seja e = { — 7. Entao, ¢(0) =0e, da equagio (1.15), segue que .

¢ € ~RSGN(e) — 7, para quase todo ¢t em [0, o), (1.18)

$Uma funcio multivalor F, denotada por F : R — 2R & uma fungso que associa cada valor de z do dominio
a um subconjunto de R, isto ¢, a imagem é um subconjunto de R {(ou um elemento de 2R).

"Uma fungéio multivalor F é semicontinua por cima em z se para cada € > 0, existe § > 0 tal que |z —y| < &
implica F(y) C F(z)+ eB,onde B = {z € R" : || < 1} e a soma de dois conjuntos S1 e S2 é definida como
S1+S:={z+y:z € S1,y € S2}. A fun¢io multivalor F é dita semicontinua por cima se for semicontinua
por cima em todo ponto do dominio.
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Como, por hipétese, |7(t)| < R, vale que para quase todo ¢ € [0, o),

d(ee)

7L

N | b=t

= e(—Rsgn(e) — 1)
< —Rle|+ Rle| =0,

onde a funcio sgn(z) é o sinal z para z # 0 e definida a,rbitrariamerite, dentro do intervalo
[-1, 1], em z =0.
: 2 d(e?) . .
Assim, e*(0) = 0 e =;* < 0 para quase todo ¢. O resultado entdo segue aplicando
teoremas de comparacio (KHALIL, 1996). v o
O efeito da restricdo em taxa de variagiao do sinal de controle também pode ser visto como
uma, restricdo no estado. Definindo a nova entrada u e aumentando o estado do sistema com

o novo estado us determinado por

e = u, (1.19)

as restricoes |us| < M e |[4s] < R podem ser reescritas como |u| < R e |us| < M, esta iltima
consistindo em .uma restri¢do no estado aumentado (z,u;).

Para sistemas de tempo discreto, a restricdo em taxa de variacdo é simples de ser mode-

lada, consistindo apenas em uma limita¢ido na norma da diferenca [u(k) — u(k — 1)].

1.5 Restricoes no Controle: Efeitos

Para o sistema (1.6) a estabilizabilidade local é equivalente a estabilizabilidade do par
(A, B). Contudo, ndo é verdade, em geral, que para K tal que A + BK é Hurwitz, tem-se
(1.6) globalménte estavel com u = Kz. Com efeito, mostra-se que mesmo uma cadeia de 3
integradores (com saturacio no controle) n3o é estabilizivel globalmente por meio de uma
realimentagdo linear de estados (FULLER, 1969, SUSSMANN, YANG, 1991).

O seguinte lema formaliza a relagio existente entre a estabiloizabilidade de (1.6) com
a propriedade ANCBC e com propriedades do par (A, B) (SONTAG, SUSSMANN, 1990,
SCHMITENDORF, BARMISH, 1980).

Lema 1.5.1 As seguintes afirmacées sdo equivalentes:

1. O sistema linear (A,B) é ANCBC.



26 O Problema de Controle com Restrigoes nos Atuadores

2. O sistema (1.6) € globalmente assintoticamente estabilizdvel com controle limitado, isto
é, com |u(t)| < M para algum M > 0 independente da condi¢do inicial.

8. O par (A, B) é estabilizdvel e spec(A) C C~.

Note-se que, como conseqiiéncia do Lema. 1.5.1, se a estabilizacio global é possivel, entdo -
ela € possivel para qualquer limite na ma,ghitude do sinal de coﬁtrole.' As condigﬁes do
Lema 1.5.1 ndo garantem, contudo, que a lei de controle estabilizante seja uma realimentacao
linear de estados. De fato, em geral, a estabiliza¢io global de (1.6) é obtida com reaiimentagzio
nao-linear de estados (SONTAG, SUSSMANN, 1990, TEEL, 1992, SUSSMANN et al., 1994,
TEEL, 1996a, MEGRETSKI, 1996). Também, como resultado do lema, a estabilizacio global
de (1.6) é impossivel se A contém algum autovalor com parte real estritamente positiva.
Esta questio é melhor formalizada no lema a seguir (SCHMITENDORF, BARMISH, 1980,
SONTAG, SUSSMANN, 1990, ZHENG, MORARI, 1995a)

A, O B,
0 A, | | Bs
R%s X% ¢ tal que A, contém todos (e somente) os autovalores de A com parte real estritamente

positiva. Entdo, Na,(U) (veja Definicio 1.3.6) é limitado e

Lema 1.5.2 Sejo uma decomposicdo do par (A,B) com A, €

Na(U) = N4, (U) x R™

[e]

Logo, como resultado do Lema 1.5.2, o dominid de controlabilidade para zero é sempre
limitado no subespaco correspondente aos autovalores com parte real positiva. Portanto, a
ﬁt’abi’l’izT.géb"g‘l’oba:l‘né':O‘é‘p'ossfvel~para~-'sistemas~que—contenha-m ‘modes- instaveis. -

Por outro lado, a estabilizacdo local sempre é possivel, mesmo com realimentacao linear
de estados. Desde que U contenha a origem como ponto interior, para qualquer K tal qué
A + BK seja Hurwitz, o conjunto O (A + BK, K,U) contém uma vizinhan¢a da origem do
R |

A adigdo de restri¢bes na taxa de variagao do sinal de controle contribui para restringir
ainda mais o dominio de controlabilidade para zero. Apesar disto, a adi¢do de restri¢oes de
taxa de variaciao ndo modifica as condigGes para estabilizabilidade global do sistema, conforme

coloca o seguinte resultado (SHEWCHUN, FERON, 1997).
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Lema 1.5.3 Sejam M >0 e R > 0. Entdo o sistema (1.6) é globalmente assintoticamente

estabilizdvel com |u(t)] < M e |u(t)] < R se e somente se
1. o par (A, B) € estabilizdvel;

2. nenhum autovalor de A possui parte real estritamente positiva.

Na presenca de modos instdveis no sistema, a adi¢do da restricao em. taxa de variacao
contribui sensivelmente na redugdo do dominio de controlabilidade para zero do sistema.
Neste caso, o dominio de controlabilidade para zero deve ser entendido no espaco de estados -
aumentado (z,us) e o valor inicial do sinal de controle u,(0) passa entdo a interferir na
estabilizabilidade do sistema.

A Figura 1.2 faz uma comparacao entre os dominios de controlabilidade para zero para o
sistema de primeira ordem Z = = + u; nos casos em que ug é limitado apenas em magnitude
(lus| < 1) e us é limitado tanto em magnitude como em taxa de variagdo (Jus| < 1, |as| <
1). Pode-se notar a redugdo considerdvel no dominio de controlabilidade para zero com a

introducio da limitagio em taxa de variagdo no controle.

0.2t
~0.4r
-0.61
-0.81

Figura 1.2: Efeito da limitagdo em taxa de varia¢io no controle sobre o dominio de controla-
bilidade para zero do sistema % = z + u;. Somente com limitacdo em magnitude (tracejada);
com limitagio em magnitude e taxa de variacio (sélida); variedade de equilibrio (pontilhada).
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Nota 1.5.4 O efeito da limitacdo em taza de varia¢do do sinal de controle pode ser interpre-
tado como um atraso de fase introduzido na malha de controle, pois consiste em uma limitagdo
da velocidade de transferéncia do sinal de controle para a entrada efetiva 30 sistema. Esta
interpretacdo baseia-se na obtengdo da fungdo descritiva do modelo que descreve a limitacdo
em taza de variacdo e permite o projeto de compensadores locais baseados em interpretacées

heuristicas dos fenémenos envolvidos (RUNDQWIST, HILLGREN, 1996). *.

1.6 Comentarios Conclusivos

A presenca de saturacio no controle constitui um obstiaculo importante na estabilizagio
de sistemas. No contexto de sistemas lineares, a estabilizacio global 86 é possivel se o sistema
em malha aberta nao possuir autovalores com parte real positiva, além do requisito usual de
estabilizabilidade do par (A4, B). Na presenca de modos exponencialmente instdveis no siste-
ma em malha aberta, o dominio de controlabilidade para zero resulta limitado nas directes
correspondentes a estes modos, e a estabilizacdo global torna-se impossivel.

Um ponto importante é que a adigdo da restricio em taxa de variacido ao sinal de con-
trole ndo modifica as condi¢oes para estabilizabilidade global. Logo, se um sistema linear é
estabilizavel globalmente com controle limitado em magnitude, também o serd com controle
limitado tanto em magnitude quanto em taxa de variacdo. Contudo, no caso de sistemas
lineares instdveis em malha aberta, a restri¢do adicional de taxa de variagdo implica em uma
reducio no dominio de controlabilidade para zero.

A estabilizagao global de sistema lineares com restri¢cées no controle s6 é possivel, no caso
geral, por meio de um controle ndo-linear. Neste trabalho sdo estudadas leis de controle nao-
lineares aplicadas ao problema de controle de sistemas lineares e nao-lineares com restri¢bes

no controle.



Capitulo 2

Estabilizacao de Sistemas Lineares

com Saturacao no Controle

2.1 Imntroducao

Neste capitulo sao abordados sistemas lineares com saturacio no controle do ponto de vista
do problema de estabilizagdo. O capitulo faz uma sintese das diversas técnicas de controle
para estes sistemas que objetivam a estabilizagdo da origem (no sentido de Lyapunov) e,
concomitantemente, é apresentada uma contribuicio & solugfo deste problema cujas principais

propriedades sao:
1. Garante estabilidade assintética global sempre que esta é possivel;
2. Garante estabilidade £ de uma entrada de perturbagio para o estado e sinal de controle.

3. Na auséncia de perturbacio, apresenta desempenho superior comparada a técnicas si-
milares propostas na literatura no que tange a velocidade de convergéncia do estado

para a origem.

Esta contribui¢do consiste em uma nova metodologia para escalonamento da lei de controle
parametrizada —B'P(£)z obtida a partir da solugdo da equagdo algébrica de Riccati parame-
trizada em £.

O capitulo é organizado da seguinte forma. Primeiramente sdo apresentadas as principais
técnicas de projeto para estabilizacio semi-global e global para estes sistemas, focalizando a

estratégia de projeto baseada na solucdo parametrizada da equagao de Riccati. Em seguida é
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apresentada a contribuicdo ja mencionada, abordaﬁdo—se também aspectos de robustez. Dois
exemplos de aplicacdo da técnica proposta sao também incluidos 'ilustraﬁdo suas principais
propriedades de desempenho. Por fim sdo apresentadas as provas dos teoremas envolvidos e
as consideracgoes finais.

Considere o sistema linear com saturagio nos atuadores

r = Az+ Bug -(21)’

us = ofu)
onde z € R*, u € R™, e o(-) é a fungio saturagdo descentralizada,
U(u) = [Ul(ul)a T aUm(um)]’ (2.2)

e 0;(u;) = satpr(u;), M > 0 sendo uma constante. Por simplicidade, assume-se o(-) simétrica
e 0 mesmo nivel de saturacdo para todos os canais de entrada.

A secdo 1.5 apresenta diversas propriedades sobre a estabilizabilidade do sistema (2.1).
Entre elas, estd a propriedade ANCBC como condicao necessaria e suficiente para a estabiliza-
bilidade global de (2.1). Como, ao longo deste capitulo lida-se com a questio da estabilizagio

global, esta hip6tese serd considerada valida.

2.2 [Estabilizacao Semiglobal

Conforme colocado na se¢éo 1.5, a realimentagao linear de estados ndo permite, em geral, a
estabilizacio global de (2.1). Contudo, é possivel obter-se regides de atragio arbitrariamente
largas utilizando realimentacio linear de estados com “ganhos pequenos”. A construcio

~destas-leis-de-controle-utiliza-se.de_propriedades_da_equagao de Riccati estabelecidas no lema

a seguir (veja (TEEL, 1995b) para uma prova). O lema é apresentado de forma mais detalhada
que 0 necessario para esta secdo, porém o intuito é de utilizar este resultado posteriormente

neste capitulo.

Lema 2.2.1 Seja Q : [1,00) — R*™™™ uma funcio matricial continuamente diferencidvel e

tal que limg_,oo Q(€) =0 e, para todo £ € [1, 00),

0Q

QEY=Q'(©) >0, 3

(€) <0 (2.3)
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Entdo, para o sistema (2.1), existe uma funcdo matricial continuamente diferencidvel

P(¢) satisfazendo, para todo € € [1, 00),

A'P(&) + P(§)A— P()BB'P(§) + Q(§) =0 (2.4)

PE)=P'(¢)>0, S <0 | (2.5)

limg oo P(€) =P, >0 (2.6)

Adicionalmente, se (2.1) for ANCBC, entdo P, = 0. o

Claramente, na auséncia de saturagio, a lei de controle
u=—B'P(¢)x (2.7)

estabiliza o sistema (2.1) para qualquer valor de £&. Na presenca de saturagido, contudo,
o parametro £ é utilizado para ajustar o “ganho” da realimentacdo, controlando. assim a
magnitude do sinal de controle, como estabelece o teorema a seguir (TEEL, 1995b, SABERI
et al., 1996b).

Teorema 2.2.2 Assuma que (2.1) é ANCBC. Para qualquer conjunto compacto X, C R™,
eziste £* € [1,00) tal que para qualguer £ € [€*,00) a origem de (2.1), (2.7) é ezponencial-

mente estdvel e a regigo de atracao contém X,.

A prova deste resultado é apresentada por evidenciar aspectos construtivos e propriedades
importantes para o restante do capitulo. A prova é adaptada de (TEEL, 1995b) utilizando
os resultados de (MEGRETSKI, 1996).

Prova: Considere a familia de conjuntos elipsoidais
Se(c) = {z € R* : Te(B'P(¢)B) 2’ P(¢)z < c*} (2.8)

'Como consegiiéncia do fato de %—g(f ) < 0, a familia de elipsdides S¢(c) possui a importante

propriedade de ser concéntrica, isto €, para qualquer ¢ > 0 fixo,

& <& = SEl (c) - S{z(c)
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Seja,

&= mEin{E € [1,00), X, C Se (M)} (2.9)
(2.10)

A existéncia de ¢* finito é garantida pela propriedade ANCBC de (2.1), pois, neste caso, -
P(£) — 0 quando £ — oo. Logo, para qualquer £ € [£*, 00), tem-se '

€ 8¢ (M) = |u| = |B'P(&)z| < M (2.11)

pois, .
|B'P(£)z|? < |B'PY2(&)?|PY2(€)x]? < Tx(B'P(€)B) ' P(¢)z (2.12)

Seja £ € [£*,00). Para provar a estabilidade exponencial considere a funcao quadratica
candidata V(z) = ' P(£)z. Sua derivada ao longo das trajetérias de (2.1), (2.7) contidas em
Se (M) resulta, usando (2.11) e (2.4),

V = z'(A'P(¢)+ P(€)A)z + 22’ P(€)B o(—B'P(¢)x) (2.13)

= o' (A'P(€)+ P(¢)A — 2P(¢)BB'P(£)) = (2.14)

< —2'Q()s | (2.15)

de onde o resultado do teorema segue. .

Nota 2.2.3 Uma forma alternativa para construcdo da familia de elipsdides (2.8) po-
de ser encontrada, por ezemplo, em (WREDENHAGEN, BELANGER, 1994, SUARES
et al., 1997). Embora computacionalmente mais compleza, ela é menos conservativa no sen-

tido -que-constrdi-o maior_elipséide contido na_regigo de linearidade do controle.

2.2.1 Desempenho

O controle proposto no Teorema 2.2.2 € inerentemente de baixo ganho, isto é, o ganho €
reduzido o suficiente para que a regiao de interesse X, esteja contida na regiao de operagao
linear do sistema. Quanto maior o dominio de estabilidade desejado X,, menor serd o ganho
do controle. O uso de controle de baixo ganho freqiientementé é associado a respostas lentas
ou de baixo desempenho dindmico. Assim, uma alternativa que possivelmente melhoraria o

desempenho do sistema em malha fechada seria utilizar ganhos mais elevados no controle,



Biblioteca Universitaria
UFSC

yo-Y

2.2. Estabilizacio Semiglobal B 33

especialmeﬁte em torno da origem, quando a magnitude do estado ja € relativamente pequena.
Uma, primeira contribui¢io nesta diregio é proposta em (SABERI et al., 1996b). O controle

proposto, denominado controle de alto e baizo ganho, é dado por
v=—(1+k)B'P({)z (2.16)

" onde k é qualquer constante positiva. Este controle explora a margem de ganho do controle
LQR (2.7). O ajuste de k n3o afeta a estabilidade, sehdo, portanto; somente para melhorar
o desempenho do sistema. _

Uma abordagem mais elaborada é apresentada em (WREDENHAGEN, BELANGER,
1994), consistindo em um controle LQR linear por partes. Dada a regido de interesse X,, €

gerqda uma seqiiéncia finita &, 1 =1,---,r, com
1=6 << <G =¢"
da qual obtém-se a familia de controles k;i(z,&;) = —B'P(¢;)z, i =1,---,r e de elibso’ides 1
Se, (M) C Sg, (M) C -+ C S, (M) : (2.17)
Por construcio, tem-se que X, C S¢, (M) e
T € Sg (M) = |ki(2, &) < M, i=1,---,r

Também, todos os conjuntos S¢, (M) sdo positivamente invariantes (prova similar ao Teore-
ma 2.2.2). Como conseqiiéncia, o seguinte algoritmo de controle linear por partes garante as
mesmas proprieda.deé de estabilidade do Teorema 2.2.2 com o possivel acréscimo do desem-
penho devido a aplicacdo de ganho mais elevado. A medida que o estado converge para zero,
ganhos cada vez maiores sdo aplicados até o limite k¢, (z,£;). O chaveamento é seguro, isto
é, ndo ha possibilidade de ocorréncia de chaveamentos de alta freqiiéncia, pois baseia-se em

conjuntos positivamente invariantes.
1. Dado z, € X,, determinar o menor indice j € [1, r] tal que z, € S¢, (M).

2. Aplicar o controle linear u = k;(z, §;);

'No trabalho original (WREDENHAGEN, BELANGER, 1994), os elipséides sdo construidos de forma
menos conservativa. Optou-se pela construcdo simplificada devido ao encadeamento com o texto subseqiiente.
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3. Quando z(t) € S¢,_, (M), aplicar o controle u = k;_1(z,&j-1);

4. Repetir o passo anterior até atingir u = k¢, (z, &, )

2.3 Estabilizacao Global

A estabilizagdo semiglobal desenvolvida na secdo 2.2 utilizou-se de realimentacio linear
de estados. Contudo, em geral, a estabilizagio global requer realimentacdo nao-linear de
estados (SONTAG, SUSSMANN, 1990, TEEL, 1992, SUSSMANN et al., 1994, TEEL, 1996a,
MEGRETSKI, 1996).

Uma abordagem para estabilizacdo global de (2.1) utiliza-se de um aninhamento de
funcdes saturacio (TEEL, 1992, SUSSMANN et al., 1994, TEEL, 1996a). Nesta aborda-
gem, contudo, fica dificil garantir requisitos de desempenho local para o sistema em malha
fechada. Esta abordagem ndo sera discutida em detalhes neste trabalho. Para o leitor inte-

ressado sugerem-se as referéncias citadas.

Por outro lado, a lei de controle parametrizada (2.7) possui inerentemente as propriedades
de desempenho do regulador linear quadratico, permitindo estabelecer facilmente o desem-
penho local desejado. Contudo, obtém-se apenas estabilidade semiglobal, e, & medida que o
dominio de estabilidade desejado é aumentado, também perde-se em desempenho devido a

redugao do ganho necessaria para garantir operagdo do sistema na regiao linear da saturagao.

Uma abordagem natural para usufruir do desempenho local da lei de controle parametri- -
zada (2.7) e a0 mesmo tempo obter estabilidade global é variar ¢ em funcdo da evolucio do es-

_tado do sistema, isto é, efetuar um escalonamento de ganho ? com o parametro £. Abordagens

neste sentido podem ser encontradas em (TEEL, 1995a, MEGRETSKI, 1996, LIN, 1998a, RE-
GINATTO et al., 2000b). |

Os principais elementos do escalonamento de ganho sdo: o pardmetro a ser escalonado;
a informacéo utilizada para tal; e o mecanismo utilizado para o escalonamento. No presente
caso, a parametro escalonado é £, enquanto a informac¢ao e o mecanismo podem ser variados,

resultando em comportamentos diversos para o sistema em malha fechada.

2Ser4 utilizada esta terminologia para referir-se & técnica gain scheduling.
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2.3.1 Escalonamento baseado em conjuntos elipsoidais

A estratégia apresentada em (MEGRETSKI, 1996, LIN, 1998a) determina o pardmetro £
como resultado de um problema de otimizagido que emprega as propriedades de concentrici-

dade dos elipséides S¢(c) (eq. 2.8). Sejam,

R(z) = mgin{i € [1,00) : Te(B'P(£)B) 2'P(§)z < M?} - (218)

e a lei de controle _
ugr(z) = -B'P(R(z))z (2.19)

O resultado a seguir (MEGRETSKI, 1996) resume as propriedades da lei de controle
(2.19) em malha fechada com (2.1).

Teorema 2.3.1 A funcdo ur(z) é globalmente Lipschitz. O equilibrio z = 0 do sistema (2.1)
em malha fechada com (2.19) é GAS. o

Note-se que o problema de otimizagio (2.18) sempre tem solugao, pois P(£) — 0 quando
&€ — oo. Ainda, necessariamente, R{z) — 0 & medida que |z|] — oo, pois P({{) é sempre
positiva definida. Nisto transparece a idéia central do escalonamento, isto €, utilizar ganho
pequeno quando o estado estad longe da origem e utilizar ganho maior a medida que o estado
se aproxima da origem.

Como resultado da minimizagio em (2.18), R(z) é tal que sempre se verifica
Tr(B'P(R(z))B) ' P(R(z))z = M?, Yz #0

Por outro lado,

Tx(B'P(€)B) z' P(¢)z < M? > (2.20)
|PY2(¢YB| |PY2(€)z| < M = (2.21)
|B'P(¢)z| < M (2.22)

Logo, o algoritmo de escalonamento garante que o sistema em malha fechada opera sempre na
regido linear da saturagdo. Mais precisamente, para cada valor de z, £ é escolhido de forma
que o estado = pertenca a um elipséide contido na regido de linearidade da lei de controle

(2.19). A funcio minimizada introduz certa conservatividade na obtenc¢io de tal elipséide.
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Uma formulagio menos conservativa, possivelmente com maior necessidade computacional,

pode ser encontrada em (SUARES et al., 1997).

Nota 2.3.2 A margem de ganho da lei de controle LQR pode ser explorada pare permitir
um certo nivel de saturacdo do sinal de controle. Isto pode ser obtido substituindo-se M em
(2.18) por qualguer valor entre M e 2M. Outra alternativa (LIN, 1998a) € utilizar a técnica

de alto e baizo ganho.

Note que se o algoritmo de escalonamento for interrompido no estado T € R™ passando o

sistema em malha fechada a operar com ¢ = £ = R(Z), resulta que o conjunto
{z : T(B'P()B) ' P(E)z < M}

é positivamente invariante para o sistema em malha fechada (2.1), (2.19), e que o estado
converge para zero exponencialmente com o sistema operando sempre na regiao linear da sa-
turagdo. Este fato, aliado ao fato da fungao Tr(B'P(¢)B) z' Pl(f )z ser mondtona em £, resulta
em que o parametro escalonado £ é mondtono ao longo do tempo ou, mais precisainente, é de-
crescente como funcio do tempo. Este aspecto da monotonicidade aliado ao uso de elipsdides
é que parece introduzir conservatividade a este algoritmo e que sera também analisado em

mais detalhes junto com a contribuigao apresentada a seguir.

2.3.2 Escalonamento baseado no sinal de controle

A contribuicdo apresentada nesta se¢io objetiva reduzir a conservatividade do algoritmo
de escalonamento (2.18)-(2.19) e com isto melhorar o desempenho do sistema em malha

fechada, principalmente em relagao a velocidade de convergéncia do estado para zero.

- —Ao-invés-de-utilizar-regides-elipsoidais que-induzem-a-operacao linear do.sistema em malha

fechada para guiar o escalonamento, o algoritmo proposto utiliza-se diretamente da magnitude
do sinal de controle, isto é, |B'P(£)z|. Com isto pretende-se reduzir a conservatividade na
estirﬁativa da regido de operagao linear do sistema, permitindo assim a utilizagao de ganhos
mais elevados. A Figura 2.1 ilustra a conservatividade da estimativa elipsoidal da regido de
linearidade.

Como ficara claro posteriormente, o algoritmo de escalonamento proposto admite que o
pardmetro £ seja ndo-mondtono ao longo do tempo, sendo este outro ponto de possivel ganho

de desempenho em relacdo ao algoritmo (2.18)-(2.19).



2.3. Estabiliza¢ao Global 37

Estimativa
Elipsoidal

Figura 2.1: Regiao de linearidade versus estimativa elipsoidal.

Para introduzir o algoritmo de escalonamento, considere as seguintes definigGes

(REGINATTO et al., 2000a, REGINATTO et al., 2000b, REGINATTO et al., 2000c):
Definigao 2.3.3 Considere o sistema (2.1) e o resultado do Lema 2.2.1.

1. Sejam o € (0,1, 0 < k < p < 2M e B € [0, min{l, (2M — p)/p}] constantes reais.

Defina
N(@E) = oQ(e)+BPEBBPE) (2.23)
v(z,§) = |B'P(£)z| (2.24)
£(z) = min{¢ €[1, oo0) tal que v(z,&) < p} (2.25)

2. Seja W : R>o — [0,1] uma funcdo localmente Lipschitz e que satisfaz

Wis)=1, 0<s<K/2

“ (2.26)
W(s)=0, s>«
3. Sejar:Rx R* = Ry uma fungdo localmente Lipschitz e que satisfaz
—r(6,0)¢ 25 e <N (@s, Ve 0) elloo) x (R -0} (220
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O algoritmo de escalonamento proposto (REGINATTO et al., 2000b, REGINATTO et al., -

2000c) consiste em um operador

G(£(0), =(t), v(z(?)), £(t)),

com &(0) = £(z(0)), que fornece o valor de £(t) de acordo com

€8 = min ¢ sev(e(t)E(®) > p (2.28)

¢ €[g(tT), o)
v(z(t),{) < p
£(t) = —sat(k(E@) — 1)) r(E(t), z(t)) W(v(z(t);£(8) ), caso contrdrio  (2.29)

onde k é uma constante positiva,b (parimetro de projeto) e £(¢t7) = lim,_,;— &(7).

O seguinte resultado estabelece as propriedades de estabilidade do sistema em malha
fechada (2.1, 2.7) com o algoritmo de escalonamento de ganho (2.28, 2.29) (REGINATTO
et al., 2000b, REGINATTO et al., 2000c).

Teorema 2.3.4 Assuma que (2.1) é ANCBC. Sejam P(£) e Q(€) conforme o Lema 2.2.1
e considere a notacdo introduzida nae Definicdo 2.3.3. Entdo, o sistema (21 ) com a lei de
controle (2.7) e o algoritmo de escalonamento (2.28, 2.29) é tal que x = 0 ¢ localmente
ezponencialmente estdvel e globalmente assintoticamente estdvel. Adicionalmente, £(t) — 1

a medida que t — oo. °

A prova deste resultado (veja também (REGINATTO et al., 2000c)) esta apresentada na
secdo 2.7, ao final deste capitulo, para o caso mais geral de sistemas sujeitos a perturbagées

externas considerados na secao 2.4. No que segue, sdo apresentadas a funcionalidade e as

principais propriedades do algoritmo de escalonamento proposto.

Funcionalidade e propriedades do algoritmo de escalonamento de ganho

O algoritmo de escalonamento tem a natureza de um sistema hibrido & medida que a
dindmica de £(t) é dada ora por (2.28), ora por (2.29). As transicbes de uma dindmica para
outra sio determinadas pelo valor da fun¢io v(z, ), a qual depende do estado z e do préprio
parimetro de escalonamento £. O valor da fungio v corresponde a uma medida da. magnitude

do sinal de controle, —B'P({)z, aqui tomada como sendo a norma Euclidiana. Assim, o
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algoritmo de escalonamento € diretamente guiado pela magnitude do sinal de controle, como
representado pela fungio v(z,§).

Como a lei de controle (2.7) também depende de £, o algoritmo de escalonamento
(2.28, 2.29) é definido, na verdade, de forma implicita em £(¢). A explanagio a seguir objetiva
elucidar esta questao, mostrando que o algoritmo é de fato bem definido, a0 mesmo tempo

- que descreve a funcionalidade do algoritmo.

Funcionalidade do algoritmo: Quando o sinal de controle (2.7) é de magnitude pequena
(v(z(¢),&(t)) < p), o pardmetro de escalonamento £(¢) é dado por (2.29). Como r e W séo
nio-negativas, €(t) é ndo-crescente ao longo do tempo. Em particular, {(t) é estritamente
decrescente sempre que v(z(t),£(t)) < . A fungio saturagio passa a ter efeito quando &(t)
- é préximo de seu valor nominal, 1, forcando a existéncia do equilibrio £ = 1. Embora W
seja nula para v(z(t),£(t)) > & implicando que £(£) = 0, ndo é dificil verificar que esta néo é
uma condigdo de equilibrio para o sistema em malha fechada. Portanto, quando a magnitude
do sinal de controle é pequena, o parametro de escalonamento é nao-crescente e convergente
para seu valor nominal 1. Nesta fase do algoritmo, denominada, recupemg&o, o ganho da lei
de controle (2.7) é aumentado em dire¢do ao seu valor nominal.

Por outro lado, para valores maiores da magnitude do sinal de controle, o pardmetro £(t)
passa a ser obtido de (2.28). Esta fase é denominada de busca e objetiva reduzir o “ganho”
do controle tanto quanto necessario para gardntir que o sinal de controle nao ultrapasse o
valor mdximo permitido, como especificado pela condi¢do v(z, &) < p. Esta garantia é obtida
do problema de minimizagido em (2.28) o qual assegura v({z(t),£(t)) < p para todo ¢. Isto
é possivel porque lim¢_,oo P(£) = 0 de forma que, para qualquer z € R® sempre é possivel
encontrar um £, suficientemente grande, tal que v(z,€) = p. Esta condicdo, a igualdade
v(z(t),£(t)) = p, é que de fato é garantida sempre que (2.28) estd ativa.

Note que £(t) é ndo-decrescente como resultado do problema de minimizagio (2.28). Esta
propriedade aliada ao limite p na magnitude do sinal de controle sio fundamentais para a
garantia de estabilidade do sistema em malha fechada. Por outro lado, o interesse no minimo
valor de ¢ satisfazendo (2.28) vem do interesse em nido utilizar um “ganho” menor do que o
necessario.

Como v(z,€) ndo é necessariamente mondtona, como fungdo de £, a exigéncia de que £(t)
seja ndo-decrescente em (2.28) pode levar a descontinuidades no pardmetro de escalonamento.

Contudo, tais descontinuidades em £(¢) ndo causam descontinuidades em v{z(t), £(t)) (como
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funcdo do tempo), pela prépria definicdo do problema de minimizagado. Assim, o sinal de
controle (2.7) ndo é necessariamente descontinuo em tais pontos. Por exemplo', no caso
escalar, a continuidade de v(z(t),£(t)) como funcdo do tempo garante a continuidade de
u(t) = —B'P(£(t))z(t). No caso geral, pode-se mostrar que os pontos de descontinuidade
de £(t) sdo isolados e existe apenas um nimero finito deles em qualquer intervalo de tempo

limitado (veja a prova do Teorema th:schedpert na secdo proofmain).

T&'ansigﬁes: Uma questao importante na funcionalidade do algoritmo de escalonamento
(2.28, 2.29), é a transicdo de (2.28) para (2.29) e vice-versa. Considere, sem perda de gene-
ralidade, que a inicializacio do sistema satisfaz v(z(0),£(0)) < p. A medida que o sistema
evolui ao longo do tempo, a condigdo v(z(t),£(t)) = p pode ser atingida. Se nao for o caso,
entdo £(t) permanecerd sendo determinado por (2.29) e acabara por convergir para seu valor
nominal. Por outro lado, se for o caso, a fungdo W garante que £(¢) é constante durante
algum intervalo de tempo antes da condicdo v(z(t),£(t)) = p ser atingida. Logo, apenas a
evolucdo do estado é capaz de causar a transicdo de (2.29) para (2.28).

Por outro lado, se o sistema em malha-fechada estd operando com v(z(t),£(t)) = p, o
problema de minimizacido garante a permanéncia desta condi¢cdo. Assim, de forma similar,
apenas a evolugdo do estado é capaz de causar a transicio de (2.28) para (2.29).

Por conseqiiéncia, todas transicoes entre (2.28) e (2.29) sio suaves e guiadas pela evolugdo

do estado, ou seja, a determinagdo de £(¢) em qualquer instante de tempo ndo causa nenhuma

transicao, mesmo que £ seja descontinuo naquele instante de tempo.

Por fim, como v é uma funcao continua do tempo, sempre é possivel iniciar o algoritmo
verificando a magnitude de v e, a partir disso, decidir na implementagéo de (2.28) ou (2.29).

Isto resolve a questao da defini¢do implicita do algoritmo em &.

fechada sdo fungdes continuas e C! por partes, enquanto que o parametro de escalonamento
£(t) é C' por partes, mas pode ter descontinuidades isoladas Ever prova do Teorema 2.4.2 na,

secdo 2.7).

Parametros: O pa,ré.métro de projeto mais importante do algoritmo de escalonamento é a
fungdo r(€, z), a qual determina a taxa de recuperagdo do pardmetro £. Quanto mais rapida
a recuperagao, maior o ganho do controle utilizado e, possivelmente, melhor o desempenho

do sistema, respeitadas as condigbes de estabilidade do sistema em malha fechada. Assim,
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em geral, é de interesse escolher r o maior possivel. Uma escolha simples e natural é

i 'N(¢)z .
o¢
Uma escolha alternativa e mais simples para (£, =) é a seguinte. Seja 7 : R — Ryo uma

funcdo localmente Lipschitz, globalmente limitada e tal que
0P -
~7(§) 3¢ SNE), V€0, =) (2.31)

Entdo, pode-se escolher r(§,z) = 7(£). A funcio 7(£) em (2.31) pode ser obtida de forma
fechada, de maneira que o esfor¢o computacional exigido sera menor que 6 necessirio em
(2.30). O custo disso é a conservatividade introduzida, o que pode fazer com que a recuperagio

de £ se torne muito lenta.

Nota 2.3.5 Todo o esquema de controle depende da ezisténcia da solugdo P(£) da equagdo
de Riccati parametrizada. Na escolha da funcéo r também pode ser necessdria OP(€)/0€.
Embora todo este esforco seja off-line, em muitos casos o dificuldade na obtencdo destas
expressoes analiticas pode ser proibitiva. Por outro lado, a solu¢do numérica on-line também
parece pouco vidvel devido ao esfor¢co computacional requerido. Em (MEGRETSKI, 1996) é
proposta uma olternative para este problema a qual pode ser utilizada para muitas aplicacdes

prdticas. Consiste em obter P(£) através de

. -1, __ NS
P(&) = [Pl Yy ¢ (Pt — P , (2.32)
§m -1
onde &m > 1 e P, P, sdo obtidos de
A'Pi + PLA— P BB'P +Q(1) =0 (2.33)
A'Py, + PpA — PpBB'Py + Q(Em) =0 . (2.34)

A solugdo parametrizada assim obtida sé € vdlida para £ < &,,. Assim, & deve ser escolhido

grande o suficiente para englobar a regido de opera¢io normal do sistema em guestio. *

Os pardmetros a e 8 cumprem fungdes similares e afetam a taxa de recuperagdo de &
através da funcido r (eq. (2.23)). Eles determinam o peso das matrizes Q(¢) e P(§)BB'P(€)

na formacao da matriz N(£) e, obviamente, quanto maior N(£), maior poderd ser a escolha
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de r. O parametro a ainda possui relagdo com a taxa de convergéncia exponencial do estado
para a origem.' A taxa de convergéncia que pode ser provada depende de 1 — ¢, fato que pode

levar a um compromisso na escolha de o.

O pardmetro x cumpre apenas o papel de garantir uma transi¢cdo suave entre as fases de
recuperacao e busca do algoritmo. Seu efeito na taxa de recuperacio é tanto menor quanto

mais préximo de p for escolhido.

O nivel de saturacdo admissivel é determinado pelo parimetro p. Se for de interesse, a
saturacgio pode ser evitada escolhendo-se p < M. Por outro lado, fazendo uso da margem de
ganho da lei de controle LQR (2.7), pode-se ajustar p até 2M possivelmente melthorando o

desempenho do sistema.

Nota 2.3.6 Embora tenha-se utilizado a norma Euclidiana na defini¢do de v(z,€) como uma
medida da magnitude do sinal de controle, é na verdade possivel utilizar qualquer norma p
para p € [1,00). Este fato pode ser de interesse em sistemas multivaridveis, pois, neste caso,

v(z, &) fornecerd diferentes estimativas para diferentes valores de p. *

Implementacdo: O problema de minimizagio (2.28) envolvido no algoritmo de escalona-
mento consiste em um problema de programagio nio-linear. Contudo, como a variavel de
decisdo é escalar, o problema pode ser resolvido facilmente. Uma alternativa é utilizar-se uma
busca seqiiencial e aplicar, em seguida, o método da bissec¢io para localizar a solucdo.
Como a implementacdo de algoritmos de controle é, em geral, em tempo discreto, é im-
portante considerar o efeito da-discretizagdo—do-algoritmo -de-escalonamento. —Ademais, a__
implementacdo em tempo discreto é também bastante desejavel em funcido do problema de
minimizagio (2.28), o qual nio é solivel de forma vidvel em tempo continuo. Uma abordagem
natural é utilizar a implementac¢io discreta usual com periodo de amostragem suficientemente
pequeno. Neste caso, contudo, o resultado sera apenas semi-global, isto é, a estabilidade da
origem pode ser garantida apenas para condi¢oes iniciais dentro de um certo conjunto com-
pacto no espago de estados. Quanto menor o periqdo de amostragem, maior sera o conjunto
compacto, caracterizando o terme semi-global. Nao obstante a esta perda na propriedade da

estabilidade global, o resultado ainda é satisfatério para a maioria das aplicagGes praticas.
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2.4 Atenuacao de Perturbacoes

Nas secOes anteriores foi abordada a questao da estabilizagdo de sistemas lineares com
restri¢cdes no controle. Foram consideradas duas situagoes: estabilidade semiglobal e global.
Nesta sec@o estes resultados serdo aprimorados para embutir propriedades de atenuagio de

perturbacgdes. Para tanto, nesta se¢do serao considerados sistemas descritos por
& = Az + Bio(u) + Bow - (2.35)

onde w € R™ é uma entrada de perturbacio, e as demais varidveis sdo andlogas a (2.1).

A questao abordada nesta secao é detérminar propriedades que podem ser garantidas _
em relacdo & perturbacdo w por meio dos algoritmos de escalonamento de ganho (2.18) e
(2.28), (2.29). Para este fim, a lei de controle parametrizada a ser escalonada é obtida a

partir da equacao de Riccati associada ao problema H,,, conforme coloca o préximo lema
(TEEL, 1995b).

Lema 2.4.1 Sejo Q : [1,00) = R ™ funcdo matricial continuamente diferencidvel e tal que

limg_00 Q(E) = 0 e, para todo £ € [1, 00),

9Q

QO =Q©) >0,

(€) <0 (2.36)

Se (A, B1) e (A, By) forem ambos estabilizdveis, eziste uma constante finita v > 0 e uma

fungdo matricial continuamente diferencidvel P({) satisfazendo para todo £ € [1, oo),

A'P(E) + POA+PE) (2ByB, - BiB) PO+ Q) =0 (237)

P(§)=P'(§) >0, 2£(6) <0 (2.38)

limg_y0o P(£) = P, > 0 (2.39)

Ainda, se (A, B1) for ANCBC entio P, = 0. . o

O teorema a seguir (REGINATTO et al., 2000b, REGINATTO et al., 2000c) estabelece
que o algoritmo de escalonamento de ganho proposto (2.28, 2.29) pode ser utilizado para
escalonar a lei de controle

uw=—B!P(¢)z (2.40)

obtida a partir da solugdo parametrizada apresentada no Lema 2.4.1.
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Teorema 2.4.2 Sejam P(£) e Q(£) conforme o Lema 2.4.1 assumindo que (A, B1) e (4, B2)
sGo .estabilizdveis e que (A, B1) é ANCBC. Suponha que w € Looe- Entdo, o sistema (2.35)
com a lei de controle (2.40) e o algoritmo de escalonamento (2.28), (2.29) € tal que (z,u) € L,
sempre que w € Ly. Na auséncia de perturbacio, T = 0 € globalmente assintoticamente estdvel

e localmente ezponencialmente estdvel. Adicionalmente, £(t) > 1 ¢ medida quet —> 00. o

O teorema, estabelece a estabilidade Lo da entrada de perturbagdo w para o estado z e
sinal de controle u do sistema em malha fechada. Isto garante robustez para o sistema em
malha fechada frente a sinais de perturbacio externos L. O requisito adicional de que a
perturbacao seja um sinal L nao restringe o resultado significativamente, pois os sinais de
perturbagao, na préitica, sdo limitados. O requisito apenas impoe que a perturbacio w seja
limitada em qualquer intervalo limitado de tempo, podendo ser ilimitada no infinito.

E f4cil de ver que na auséncia de perturbacio (w = 0), o Teorema 2.4.2 reduz-se ao
resultado do Teorema 2.3.4, de onde se deduz as propriedades de estabilidade do equilibrio.

A prova deste teorema encontra-se na se¢do 2.7, ao final deste capitulo.

Nota 2.4.8 Um resultado similar vale para o caso do algoritmo (2.18), apresentado de forma
mais generalizada em (MEGRETSKI, 1996). Neste caso garante-se um ganho-Lo néo-linear

de w para (z,u) e nio € necessdrio que a perturbacdo pertenca a Looe. *

2.5 Robustez

Nesta secao serdo explorados aspectos de robustez do algoritmo de escalonamento pro-
posto. Serd também proposta uma modificacio na lei de controle para compensar incertezas

.aditivas ao sinal de controle.

Nao linearidades na entrada de controle: Para cada £ fixo, a lei de controle (2.7)

(também (2.40)) é étima com respeito ao indice de desempenho quadrédtico

J= /0 ('Q(&)z + u'u) dt (2.41)

Embora a otimalidade seja perdida quando £ é escalonado em funcao do estado, as margens de
estabilidade sao mantidas, o que garante robustez ao sistema em malha fechada com relagao

a nao-linearidades na entrada de controle. O préximo teorema formaliza este resultado.
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Teorema 2.5.1 Seja ¢(u) = [d1(u1), -+, dm(um)] onde ¢;(-), 1 =1,---,m, sdo funcées ndo-

lineares localmente Lipschitz que satisfazem

AN

uihi () > u (2.42)

Considere o sistema
:_i: = Az + Bio(¢(u)) + Bow : (2.43)

em malha fechada com (2.40) e com o algoritmo de escalonamento (2.28, 2.29) € tal que
(z,u) € Ly sempre que w € Lo. Na ausénceia de perturbacdo, x = 0 é globalmente assintoti-
camente estdvel e localmente exponencia,lmente estdvel. Adicionalmente, £(t) — 1 & medida

gue t — o0 °

O Teorema, 2.5.1 estabelece limites para ndo-linearidades na entrada de controle que sdo
tolerdveis pelo sistema em malha-fechada. Basicamente, o teorema estabelece que qualquer
aumento de ganho é tolerivel, enqﬁanto reducoes de.ganho ndo sdo admissiveis. O Teore-
ma 2.5.1 é, na verdade, uma conseqiiéncia do seguinte teorema que caracteriza as fungOes

saturacdo para as quais o resultado de estabilidade é valido.

Definigao 2.5.2 Uma fun¢io o : R™ — R™ pertence a classe S(M) se o(-) € descentralizada

(veja equacdo (2.2)), globalmente Lipschitz e satisfaz
uw'o(u) > u'satyr(u), V]u| € [0, 2M] (2.44)

4
Teorema 2.5.3 O Teorema 2.4.2 para o sistema (2.35) é vdlido para todo o(-) € S(M). o

Nota 2.5.4 Para ver que ‘o resultado do Teorema 2.5.1 seque do Teorema 2.5.3, note que
pare qualquer ¢(-) satisfazendo (2.42), eziste uma fungdo o(-) na classe S tal que o{u) =
satpr(p(u)), Yu e R™. *

O Teorema 2.5.3 mostra que os resultados de estabilidade sao vdlidos para uma classe
mais geral de funces saturacio, conforme especificado pela classe S{M). Nao hi necessidade
da funcdo o(-) possuir uma regido linear, nem de ser monétona. Contudo, esta deve ter um
comportamento “linear” préximo da origem. O Teorema 2.5.3 é conseqiiéncia do Lema 2.7.1,

apresentado na secdo 2.7 em conjunto com a prova do Teorema 2.4.2.
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Incertezas aditivas na entrada e de norma limitada: Considere que o sistema (2.35)

é perturbado aditivamente na entrada de controle na forma
z = Az + Bio(u + g(t,z)) + Bow | (2.45)

onde g é localmente Lipschitz em = é Lebesgue mensurével em ¢, e valem as demais hipSteses
do sistema (2.35).

Considere que a incerteza g é limitada em norma, como estabelece a seguinte hipdtese.
Hipétese 2.5.5 A funcdo, g(t,z) satisfaz
lg(t,z)| < h{|z]), V(t,z) e R x R" (2.46)
onde h(-) é uma func¢do localmente Lipschitz e conhecida. >

Estas incertezas com norma limitada aditivas na entrada de controle podem ser compensa-
das com uma modificagio na lei de controle a ser escalonada pelo algoritmo de escalonamento
proposto (REGINATTO et al., 2000b, REGINATTO et al., 2000c). Esta modiﬁca,gﬁb segue
um principio similar ao apresentado em (LIN, 1998a), e é objeto do seguinte teorema, cuja

prova estd apresentada na segao 2.8.

Teorema 2.5.6 Considere o sistema (2.45) com as hipdteses do Teorema 2.4.2. Suponha

que g(t, ) satisfaz a Hipdtese 2.5.5. Entdo, a lei de controle

w=—(1+g(z,8)) BiPO)z (2.47)
_onde. g(z,&) satisfaz. 5 (o)
18 2 T 0) Qs (2.48)

com o algoritmo de escalonamento de ganho (2.28, 2.29) é tal que (z,u) € Ly sempre que
w € Lo. Na auséncia de perturbag¢io, z = 0 € globalmente assintoticamente estdvel. Adicio-

nalmente, £(t) — 1 d medida que t — 0. ' .

Comparado ao controle (2.40), a lei de controle (2.47) contém o termo adicional
q(z,€)B'P(&)z. O fator g(z,£) é escolhido suficientemente grande (2.48) de forma que o

efeito da incerteza é dominado e as propriedades de estabilidade sao mantidas.
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Nota 2.5.7 E importante observar que o algoritmo de escalonamento € guiado pela magnitu-
de do sinal v(z,£&) = |B'P(€)z|. No presente caso, em que o fator q(z,&)B' P(£)z € adicionado
ao sinal de controle, v ndo mais corresponde ¢ magnitude do sinal de controle. Enquanto v
é limitado ao valor p pelo algoritmo de escalonamento, o sinal de controle propriamente dito
u pode atingir valores muito maiores, de forma que o sistema pode permanecer saturado por

maior tempo em fung¢do do efeito da incerteza. _ *

2.6 Estudo de Casos

Nesta sec¢ao sao considerados dois exemplos para ilustrar as propriedades de desempenho e
funcioﬁalidade do algoritmo de escalonamento proposto. O primeiro exemplo, uma cadeia de
2 integradores, ndo inclui perturbagdes e sua finalidade é permitir uma visualizagao mais com-
pleta da funcionalidade do algoritmo de escalonamento. Aspectos de desempenho e robustez

sdo explorados mais profundamente no segundo exemplo, uma cadeia de 3 integradores.

2.6.1 Cadeia de 2 integradores

O seguinte exemplo é tomado de (LIN, 1998a) e pode também ser encontrado
em (REGINATTO et al., 2000a). Consiste em uma cadeia de 2 integradores com repre-

sentagao no espaco de estados dada por,
-1 1

0
A= , B= (2.49)
-1 1 1 |

onde considera-se que o sinal de controle é limitado ao intervalo -1, 1].
A solucdo parametrizada da equagdo de Riccati (Lema 2.2.1) é construida para Q(¢) =

(1/€) I, e é dada em forma fechada por (LIN, 1998a)

13(6)— g(1+ %—g) \/g_g ' (2.50)

-9 g

onde g = ’/%+2\/%.
A Figura 2.2 ilustra o comportamento do sistema em malha fechada sem saturacio e com

¢ = 1. Pode-se ver que, para esta condicao inicial, o sistema ultrapassa os limites admissiveis

para o sinal de controle.
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Figura 2.2: Simulagio do sistema em malha fechada sem saturacio para z(0) = [2, —2]'.

As funcdes r(£,z) e W(-) sdo escolhidas como (veja (2.30))

r(€, z) = — ;::—Zj(—g_i (2.51)
¢
1, s < 0.95
W(s) = 20(1—£), 095k <s<k (2.52)
0, S22 K

para a = 0.9, k = 0.95p e p como indicado em cada caso. A funcio W e o paridmetro & sio
escolhidos de forma a ndo afetar significativamente a taxa de recuperagao de £ determinada

—pela-funcio-r. Em todas as simulag¢Ges, k= 10, £ € inicializado em 1, sempre que possivel, e 0

algoritmo de escalonamento é implementado em tempo discreto com periodo de amostragem
de 5ms. ‘

O comportamento do sistema em malha fechada € ilustrado na Figura 2.3. Para uma
condi¢io inicial pequena, o sistema satura apenas no inicio da resposta, e o parimetro es-
calonado £ é monédtono ao longo do tempo. Para uma condicdo inicial grande, o pardmetro
escalonado mostra-se ndo-mondtono, pois o sinal de controle atinge os limites duas vezes. Em

ambos o0s casos o estado converge para a origem, e o pardmetro escalonado recupera o seu

valor nominal (¢ = 1) com uma taxa de convergéncia similar & convergéncia do estado para
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a origem.

0 5 10 15 20
1+ |
!
w05 / .
- /
0 ——tem s
0 5 10 15 20

. t (s)
Figura 2.3: Simulacdo para p = 1.5. Linha sélida: z(0) = [50, 50]'; Tracejada: z(0) = [2, —2]'.

Curva pontilhada: sinal de controle antes da saturagﬁ,o.

A funcionalidade do algoritmo de escalonamento pode ser visualizada no grafico 3D mos-
trado na Figura 2.4, devido ao sistema ser de segunda ordem. O algoritmo de escalonamento
forca o sistema em malha fechada a operar na regido S = {(z,£) : v(z,&) < p}, a qual corres-
ponde ao espago entre as duas superficies mostradas na figura. O pardmetro escalonado inicia
em £ = 1 e é constante até o instante em que a trajetéria atinge a fronteira de S (marcado
com o na figura). Neste ponto, uma descpntinuidade ocorre com O parﬁmetro escalonado £
porque a fronteira direita de S tem uma forma concava nas proximidades de & = 1 (vista da
direita) de forma que se £ crescesse continuamente, a regido S tenderia a diminuir ao invés
de aumentar. Entdo, ¢ salta para um ponto onde a regido S alarga com acréscimos de £
(marcado com A na figura) e continua crescendo de forma a manter a trajetéria na fronteira
de S. Ap6s o terceiro ponto marcado com O, a trajetéria deixa a fronteira de S e converge
para a origem (do espago (z1,z2)) enquanto o pardmetro escalonado é lentamente decrescido
ao seu valor nominal. Pode-se observar que £ é constante tanto quando a trajetéria chega na
fronteira de S como quando a trajetdria deixa esta fronteira. A Figura 2.5 mostra os mesmo

resultado como func¢io do tempo.
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. . / _
4 3 2 1 0 -1 o s 2T

Figura 2.4: Ndo monotonicidade/descontinuidade de {(¢). Linha sélida: trajetéria do sistema
em malha fechada para z(0) = [4, 1), £(0) = 1, e p = 1.5. A regifo entre as superficies

corresponde a §.

4 6 8 10
_2 i 1 t L
0 2 4 6 8 10
1
30.5 r b
. 5 . . = ] . -
0 2 4 6 8 10

. t (s)
Figura 2.5: Resposta temporal da simulacio ilustrada na Figura 2.4. Linha sélida: zi(t);

Tracejada: zo(t); Pontilhada: sinal de controle antes da saturacao.

O efeito do pardmetro p sobre o desempenho do sistema em malha fechada pode ser visto
na Figura 2.6. Pode-se ver que o valor maximo de p = 2 permite uma convergéncia mais
rapida do estado do que o caso com p = 1. O parametro escalonado £ mostra que um ganho

maior é empregado no caso p = 2 o que permite atingir a saturagao em contraste com o caso
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p = 1. Pode-se tamhém

nhaeervar a mnanntanicidade de £ necte racn

10 T T T T
S
\\

L 5T T~ i
8 -

or T ——

0 2 4 6 8

2 T T T T

t(s)

10

Figura 2.6: Efeito do parametro p para z(0) = [10, 10]'. Sélida: p = 2; Tracejada: p = 1 ;

Pontilhada: sinal de controle antes da saturacao.

10 T T
—i 5 ]
8
0 1 1 1
0 5 10 15 20
2 T T T
_2 1 1 1
0 5 10 15 20
1r /
/
wosf 7 l
0 ——q L
0 5 10 15 20
t (s)

Figura 2.7: Influéncia da funcdo r, z(0) = [10, 10}, p = 1.5. Sélida: 7 dada por (2.51);

Tracejada: 7 dada por (2.53); Pontilhada: sinal de controle antes da saturagio.

Na Figura 2.7 a influéncia da funcdo r(¢,z) no desempenho do sistema em malha fecha-

da é investigada. Como mencionado anteriormente, pode ser de interesse reduzir o esforco
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computacional através de uma escolha em forma fechada para a funcio ¥ como uma funcgio

€. Neste sentido, uma escolha possivel é3

7€) = VE | (2.53)

Os requisitos sobre a funcdo r({,z) sdo, com alguma conservatividade, satisfeitos com esta
escolha e com W (v(z, £)) dado por (2'.52). O resultado na Figura 2.7 mostra que a recuperagao.
de £ torna-se consideravelmente mais lenta, fazendo com que a convergéncia do estado seja
mais lenta. Assim, a escolha de r torna-se um compromisso entre desempenho e complexidade

de implementagio.

A Figura 2.8 ilustra uma primeira comparagio de desempenho do algoritmo proposto com
o algoritmo proposto em (MEGRETSKI, 1996) (equacoes (2.18) e (2.19)). Pode-se observar
que o algoritmo proposto produz uma convergéncia mais rdpida do estado para a origem e

um uso mais efetivo do esforco de controle disponivel.

10
5_
&
O._
0 2 4 6 8 10
1 T T T T
5 ST
5 or o
O
1 . . . .
0 2 4 6 8 10
T T T | T B
1t .
/
/
w05} , :
= ) ) } L
___/
o i P N Bt 1 A
0 2 4 6 8 10

Figura 2.8: Comparacio de desempenho para z(0) = [10, 10)', p = 1. Sélida: algoritmo de
escalonamento propostos; Tracejada: algoritmo de (MEGRETSKI, 1996) (equagoes (2.18) e
(2.19)).

30btida com auxilio de computacdo algébrica.
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2.6.2 Cadeia de 3 integradores

Como um exemplo ilustrativo da metodologia de escalonamento, esta serd aplicada a um

sistema constituido de uma cadeia de 3 integradores com perturbagio externa dado por
T = T3, To=1zx3, i3=o0o(u)+w - (2.54)

O sinal de controle é limitado em magnitude por M = 5, isto é, o(u) = sats(u). A solugdo
parametrizada da equagdo de Riccati tipo H,, é construida para v > 4 e para a escolha

Q(e) = idiag{25¢, 4¢%, €} onde € = 1/¢. Esta é dada em forma fechada por *
109138 v

1 pP1 p2 p3
P(e) = 0| P2 Ps P5 ' (2.55)
b3 Ps Do
onde
o "
p3 = 5v/e, ps = \/16006 + 1100€s, p1 = p3ps
ps = 0.5(p§ — €), p2 = p3ps, Pa = —p3 + PsPe
Neste exemplo, r(£, z) é computada on-line como r(¢, z) = —z'N(€)z / :c'?%égx, onde a

é escolhido e diferentes valores para p sao considerados. A funcdo W é escolhida da mesma
forma que no exemplo anterior (se¢do 2.6.1), também com s = 0.95p. Em todas as simulagdes
k = 10 e o algoritmo de escalonamento é implementado em tempo discreto com periodo de

amostragem de 5ms.

A Figura 2.9 mostra o desempenho do sistema em malha fechada em resposta a uma
condicdo inicial pequena em z;. Para fins de comparacio, as respostas para os casos sem
saturacao e com saturacido, porém sem escalonamento (€ =1, Vt > 0), sdo também apresen-
tadas. Pode-se notar que o algoritmo de escalonamento fornece uma resposta intermediaria,

e o sinal de controle atinge a saturacao.

“Esta solugiio é, na verdade, solugio da inequagio de Riccati tipo Hoo, isto &, (2.37) com < em lugar de
=, e foi obtida com auxilio de computagdo algébrica.
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Figura 2.9: Resposta do sistema em malha fechada para z(0) = [8, 0, 0]’ e p = 7.5 (sélida);
Resposta do sistema sem saturagido { = 0 (tracejada); Resposta do sistema saturado sem

escalonamento (pontilhada).

S o5f / .
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Figura 2.10: Resposta do sistema em malha fechada para z(0) = [300, 0, 0]’ e p = 10 (s6lida);

p =5 (tracejada). Pontilhada: sinal de controle antes da saturacao.

A Figura 2.10 mostra o comportamento do sistema em malha fechada para z;(0) = 300,
uma, Condigéo inicial grande em z;. O efeito do parametro p pode ser observado, neste
caso. Para p = 10, o mdximo nivel de saturagdo é permitido, e a convergéncia do estado

mostra-se mais rdpida que no caso p = 5 (sem saturagdo). O comportamento do pardmetro
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escalonado £(t) também est4 mostrado na figura juntamente com €(t) definido acima. A ndo-
monotonicidade do parametro escalonado ¢ verificada no caso p = 10, fato este associado ao

sinal de controle ter atingido os limites permitidos duas vezes.

300

14 16 18 20

12 14 16 18 20

10
t (s)

Figura 2.11: Comparacio da resposta entre o algoritmo de escalonamento proposto (s6lida) e
o algoritmo proposto em (MEGRETSKI, 1996) (tracejada) para z(0) = [300, 0, 0}’ e p = 10.
Pontilhada: sinal de controle antes da saturacao.

A Figura 2.11 compara o desempenho do algoritmo de escalonamento proposto com o
algoritmo proposto em (MEGRETSKI, 1996) (equacdes (2.18) e (2.19)). Para esta compa-
ragio foi utilizado M = 10 na implementacgio de (2.18) de forma a permitir a ocorréncia de
saturagio no algoritmo de (MEGRETSKI, 1996). A mesma condigdo inicial da Figura 2.10
foi utilizada. O algoritmo de escalonamento proposto produz uma convergéncia mais rapida
do estado e permite que todo o esforco de controle disponivel seja utilizado. Embora a satu-
ragdo pudesse ocorrer no esquema de (MEGRETSKI, 1996), observa-se que esfa de fato nao
ocorre, o que é uma conseqiiéncia da conservatividade do algoritmo. A resposta assim obtida
é similar a que se obtém com o algoritmo proposto para p = 5.

O comportamento do sistema em malha fechada sujeito a uma perturbagdo externa
é ilustrado na Figura 2.12. Nesta simulagdo, a perturbacio é escolhida como w(t) =
25 cos(27/3t) exp(—t/6), e a condicio inicial é nula. Embora a perturbagdo seja convergente
para zero, sua magnitude inicial é suficiente para levar o sistema saturado sem algoritmo de
escalonamento (£(t) = 1, V¢t > 0) para a instabilidade. Pode-se observar que o algoritmo de

escalonamento garante z € Lo como desejado.
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z1(t), w(t)

10
t (s)

18

20

Figura 2.12: Resposta do sistema em malha fechada (s6lida) com perturbacgo externa (tra-
cejada) para z(0) = 0 e p = 7.5. Pontilhada: sinal de controle antes da saturacao.
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Figura 2.13: resposta do sistema em malha fechada com incertezas aditivas na entrada para

z(0) = [8, 0, 0]’ e p = 7.5. Linha pontilhada: v(t).

A Figura 2.13 mostra o desempenho do sistema em malha fechada quando sujeito a

incertezas aditivas na entrada. O termo nao-linear g(¢,z) = 2(z3)? sin(z1) é adicionado na

entrada do sistema o qual torna o sistema instdvel para a condigdo inicial z(0) = [8, 0, 0]'.

A Figura 2.13 mostra a r‘esp‘os’c.a do sistema com a adigdo do termo para-dominacdo da
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perturbagéo g(¢,z) dado por
20 ($3)4

1-a)z'Q¢)z

O resultado mostra que a estabilidade do sistema em malha fechada é obtida e o desempenho

9(x, &) =

do sistema é similar ao caso sem perturbagido (compare com a Figura 2.9).

2.7 Prova do Teorema 2.4.2

O seguinte lema, técnico serd necessario.

Lema 2.7.1 Seja 0 < p < 2M e B8 € [0, min{1, (2M — p)/p}]. Seja p € [1, o0 e seja
o : R™ - R™ uma funcdo globalmente Lipschitz, descentralizada e que satisfaz v'c(u) >

u'satpr(u) para todo u tal que® |u|p, < 2M. Entdo, |
lulp < p=> u'u — 2W'o(u) < —Bu'u - (2.56)
Prova: Primeiramente note que o lado direito da implicacio (2.56) é equivalente a
2u'o(u) > (1+ B8)v'u (2.57)

Basta provar que
2u'satpr(u) > (1+ B)u'y, Viulp <p<2M (2.58)

de onde o resultado do lema segue, pois, por hipétese, u'o(u) > u'satzs(u) para todo u tal
que ful, < 2M. | - R

A desigualdade (2.58) claramente se verifica para 0 < p < M, pois, neste caso, satpy(u) =
u. Para o caso M < p < 2M, note c.lue' |ulp < p implica |u;|p < p para ¢ =1,---,m. Por sua
vez, |uilp = |u;| < p implica

. 2M
2usatpr(ug) > —;— uz2

Conseqtientemente,

2M.
2u'satpr(u) > > u'u

de onde segue o resultado do lema, pois (1+ 8) < 2M/p. o

5/-1p € a norma-p usual para vetores.



58 Estabilizacao de Sistemas Lineares com Saturagio no Controle

Existéncia de solugdo: A dindmica do sistema em malha fechada (2.35), (2.40), (2.28),
(2.29) é composta pelo sistema n-dimensional (2.35), (2.40) e por uma das duas dinimicas

possiveis para £(t), (2.28) ou (2.29).

Dado um estado inicial z, € R® e &, € G(z,), por uma solugdo de (2.35), (2.40), (2.28),
(2.29) entende-se uma funcio z(t) definida em um certo intervalo de tempo [t,, ¢1], continua
e absolutamente 'continué, no intervalo [to, t1), que satisfaz,'; conjuntamente com uma fungép
£(t), absolutamente continua por partes, z(t,) = Tp, E(to) = {o, e (2.35), (2.40), (2.28), (2.29)

para quase todo instante de tempo t € [t,, ¢1)-

No que segue, mostra-se que solugbes para o sistema (2.35), (2.40), (2.28), (2.29) existem
‘para todo estado inicial z(t,) € R® e sdo definidas para todo ¢ € [t,, 00). Para ver isto,
considere os segﬁintes sistemas: '

5. | % = Ava+Bio(=BiP()za) + Bru(t) (2.59)

fa = —sat(k(€a— 1)) r(e; Ta) W(v(Za, &a))
Zy = Axzp+ Bio(—BjP(&)zp) + B w(t)
T &lt) = min ¢, (2.60)

¢ € [6(t-), o)
v(zp(t),{) <p

Os sistemas ¥, e X descrevem as dindmicas possiveis para os sistema em malha-fechada
(2.35), (2.40), (2.28), (2.29). As solugdes de (2.35), (2.40), (2.28), (2.29) sdo construidas como
_justaposicgoes (no tempo) de solugdes de ¥, e ¥, definidas em certos intervalos de tempo.

Antes de fazer esta composi¢io, os sistemas ¥, e 3p sdo analisados separadamente.

Claramente 3, possui uma solugio tinica para todo (z(t,), £(¢,)) € R* x [1,00), a qual é

— ———— -definida-para-todo-t € [t,, 00)_e é uma funcio absolutamente continua.

Para a anilise do sistema X, note primeiramente que o problema de minimizacao impée
qué a funcao &(¢) seja ndo-decrescente ao longo do tempo. Assim, &,(t) é continua para
quase todo instante ¢ no intervalo em que a solugio de X, esteja déﬁ_nida. Além disso,
descontinuidades em &;(t) podem ocorrer apenas nos instantes de tempo em que a restrigao

estd ativa, isto é, no conjunto O := {t : v(zp(t), &(t)) = p}.

Considere o problema de otimizagao auxiliar

flz) = v(m%igl:p2 ¢ - (2.61)
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Como v(z,¢) é C*, f(x) também ser4 C' em uma vizinhanca de qualquer ponto no qual
‘ %Z(z, f(z)) # 0. Deste fato segue que para quaisquer zp(t,) € R* e &(to) € G(zp(t,)) tais
que .

(3’1)/6{)(:L‘b(t0),§b(to)) < 07

o sistema Y possui uma tdnica solugio definida para algum intervalo de tempo [t,, t1) com a

.ptopriedad_e de que, para todo ¢ € [t,, t1), &(¢) é continua e

2 (wa(0), (1)) <0 (2:62

Claramente, a solucdo pode ser continuada ao longo do tempo enquanto (2.62) for satis-
feita. Como &,(t) deve ser nido-decrescente, a violagdo da condi¢do (2.62) pode causar uma

descontinuidade em £(t). Se £(-) é descontinua em ¢ = ¢;, necessariamente

Do) )20 (2.69)

e &p(t1) obtido de Ty satisfard (2.62) em ¢t = ¢;. Assim, uma tinica solugdo existird para o
sistema Y em um intervalo [t1, t2) iniciando em z3(t1) e &(t1). Claramente, para qualquer
zp € R" existe um &, satisfazendo (2.62). Além disso, como P(£) é continuamente diferencidvel
e W € Lye, apenas um nimero finito de descontinuidades pode ocorrer em qualquer intervalo

de tempo finito. Este fato permite estender as solugdes de X para todo t € [t,, o0).

A construgdo de trajetérias do sistema (2.35), (2.40), (2.28), (2.29) a partir de pedagos
de trajetérias dos sistemas X, e T é feita da seguinte forma: seja (z(t,), £(t,)) € R* x
[1,00) e assuma, sem perda de generalidade, que v(z(t), &(to)) < p. Faca (24 (to), €a(to)) =
(z(to), €(to)). Entdo, (z(t), £(t)) = (za(t), &a(t)) conquanto v(za(t), &alt)) < p. Seja t; >
t, o primeiro instante de tempo em ‘que v(z,(t), £u(t)) = p. Assuma que ¢; < 00, caso
contrario as trajetérias de (2.35), (2.40), (2.28), (2.29) e X, seriam idénticas para todo t.
Faga z(t1) = Za(t1) € &(t7) = &alts) = £(t5)- Agora, (2(2), £(2)) = (mu(t), &(t)) conquarito

v(zp(t), &p(t)) = p. Seja ty > t; o dltimo instante de tempo em que esta condicdo é satisfeita
pelo sistema . Entao, 361 > 0 tal que v(zs(t), &(t)) < p e &(t) = 0 para todo t € (t2,t2 +
61). Faca (za(t2), Lult2)) = (zp(t2), &b(ta)). Como W (-) é (Lipschitz) continua e W (v(z, £)) =
0 sempre que v(z,€) > k, segue Que para algum 82 > 0, (z4(t), £a(f)) = (zp(t), &(t)) em
(t2, t2 + 82) e logo v(z.(t), &(1)) < p em (i, t2 + d2). Assim, (z(t), £(2)) = (za(t), &a(?))

para todo t > ty tal que v(z,(t), {u(t)) < p. Tal propriedade serd vilida ao menos em um
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intervalo aberto de tempo de forma que chaveamentos de alta freqiiéncia (modos deslizantes)
entre (2.28) e (2.29) nio sio possiveis.

Pela repeticio do mesmo raciocinio, as solucdes do sistema em malha fechada podem
ser estendidas para todo ¢ € [t,, 00). Da andlise também segue que z(t) é continua e

absolutamente continua por partes.
Estabilidade exlﬁonencial‘ local: Sejad >0,c= -2—|%—|, £(0) €C =1, 1+ 6], e defina

H(z,§) = Tr(P)z'P(é)z | (2.64)
T {z:H(z,¢) <, VEeC} o (2.65)

A funcio H(z,&) é positiva definida e T é um conjunto compacto. Ainda, para todo & € C,

vale que .
z €T = Tr(P(£))a' P(¢)z < ¢ = |P(&)a]? < & = |B{P(¢)z] < g (2.66)
Assim, z € T' implica que, para todo ¢ > t;, |
£ = —sat(k (¢ — 1)) r(z,¢) (2.67)
Usando (2.66), obtém-se |
o = Tr(P(£)z'(A'P(E) + P(§)A)z + 2Tr(P(€))s' P(§) Bio(—BLP(£))
Oz
= Tr(P())2 (AP +P(§)A)z - 2Tr(P(€))z'P(§)B1B1P(§)x
< -TrPE) [(1-)2Q@e+aME] . (26)
De forma analoga, i
e = o [P0 ¢ - 1) rieyo)| o
= — [Tr(P({))a;' 81;§£).’L‘ + BTT((;;’(E)) :B'P(é):z] sat(k (€ — 1)) r(&,z) (2.69)

Sem perda de generalidade, assuma que 6 é escolhida de forma que ° para todo EeC

_ BTT‘(aA?(é.)) m’P(§)$ Sat(k (f — 1))7‘(6,37) < (1 ; a)TT(P(E))fF,Q(E)fL‘, Vx eT (270)

6 A existéncia de tal § > 0 segue da regularidade de P(£) e Q(£).
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Levando 2.70 e 2.27 em 2.69 resulta

e <Tr(P©) S50 + e M) .11

uma vez que [sat(k ({ —1))| < 1. Logo, de (2.68) e (2.71), obtém-se

p<-rpeyeee: 0 en

o que implica que Hé negativa definida em I". A estabilidade exponencial do equilibrio z = 0
segue do fato de que H e H sdo uniformemente quadriticas em I'. Mais especificamente,

como ¢ € C todo o tempo, existem escalares positivos a;, ¢ = 1,2,3 tais que

oo <H(z,f) Sanlaff @)
F(2,6) < — aa [of? (2.74)

Por fim, segue de (2.67) que £(t) — 1 exponencialmente.

Estabilidade L; e estabilidade assintética global: " Defina o conjunto
Qe(p) = {z €R" : v(z,€) = [B1P(€) 2| < p} (2.75)
Como o algoritmo de escalonamento de ganho garante v(t) < p, V¢ > 0, resulta que
2t) € Qelp), V20

Assim, apenas trajetdrias contidas em Q¢(p) precisam ser consideradas. Para provar que tais

trajetérias possuem as propriedades estabelecidas no teorema, considere a funcdo positiva

definida .
V(,8) = #'P(&)z (2.76)

Como £(t) e z(t) sdo diferencidveis em quase todo ponto t > ¢,, 0 mesmo vale para
V(z(t),£(t)). Entdo, para quase todo ponto t > t,, V{z,£) pode ser diferenciada ao longo

das trajetdrias contidas em Q¢(p) obtendo-se

V =i'P(€)z + zP(€)i + 2'P(&)z (2.77)
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Note inicialmente que

Pz +aP)s = ' (A'P(E)+ P(E)A)z - 2'P(€)B1 o(BP(£)z) + 22' P(€) Byw

= —2'Q(§)z+ 7' P(§)B1B1 P(£)z — 22" P({) By o(B1 P({)z)

1

- 2’ P(€) By B4P(€)x + 22" P(€) Bow

< —(1-a)2'QE)z -~ ME)z+Pvw (2.78)
onde, no 1ltimo passo, foi empregado o Lema 92.7.1¢ea desigualdade de Young

: 1
2z'P(§) Byw < ?IBQP(§)$I2 + 7wl

Por outro lado, para quase todo ponto t > 0, § (t) satisfaz

£(t) > —sat(k (£(2) — 1)) r{E(), (1) W (v(a(2), £(1))) - (2.79)

Usando (2.79), (2.27) e (2.23), resulta que

Pz = x'-aai;—:cf
< —x'%’gxsat(k (€ ~ 1) r(6,2) W(u(z, €))
< I M(E)zsat(k (€ — 1) W(v(z, £)) (2.80)

Juntando (2.78) com (2.80) resulta que

V < —(1 - 0) 2Q(E) + 12 ww (2.81)

Como £(t) é absolutamente continua por partes e V(z,£) é C!, segue que V(z(t),&(t)) é
absolutamente continua por partes. Logo, V pode ser integrada em qualquer intervalo ﬁﬁito
de tempo. Ainda, V(z(t),£(t)) decresce em cada ponto de descontinuidade de £(-), pois z(-)
é continua, OP(£)/0¢ < 0 e &(-) cresce nestes pontos. Por cohseqiiéncia, levando-se em conta
que apenas um niimero finito de descontinuidades existem em cada intervalo finito de tempo,

pode-se afirmar Ciue

V() -V(0) < /OtV(T)dT» | (2.82)
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Logo, (2.82) e (2.81) fornecem

tu
V() - V(0) < /0 V(r)dr
9 t

7y /Ow(‘r)"w(‘r)d'r

< 2 |lwll3 (2.83)

IA

mostrando que V(t) ¢ limitada sempre que w € Lo. Portanto, em pa,rticulé,r, P({)-l/ 2z &
limitado. Isto, por sua vez, implica que £(t) é limitado, isto é, 3¢ tal que £(t) € [1, €],
Vt > t,. Pois, caso contrario, v(t) = | B} PY2(£(t) [PY2(£(t))z()]| — O & medida que ¢ — oo
e existiria T > £, tal que v(t) < p/2, Vt > T, levando a uma contradigao.

A trajetéria de estado z(t) é limitada, como conseqiiéncia de £(t) e V(z(t),&(t)) serem

limitados. Integrando 1% novamente, chéga—se A seguinte desigualdade de dissipacao,

V() -V(t,) < t V(r)dr

< [ PP - 2Q@e) dr (2.84)

de onde segue que z € Ly sempre que w € L. Segue também que u € Lo, vpois P(¢) é
limitada. Claramente, £ depende de || w ||2 € |z(¢,)], 0 que impede a obtengdo de ganho Ly

finito.

Utilizando a desigualdade de Young, pode-se obter a seguinte limitacdo em norma
()] < Ea + |2(@) + [w(t)]? (2.85)

onde k; > 0 é uma constante. Como z e w sdo sinais L3, o lado direito de (2.85) é unifor-
memente, localmente integravel (TEEL, 1998), (JONES, 1993, pg. 141). Por conseguinte, a
desigualdade (2.85) juntamente com a continuidade absoluta de z(-) implicam que z(-) é uni-
formemente continua (TEEL, 1998) em [t,,00). Logo lim; o z{t) = 0 e, conseqiientemente,

Finalmente, fazendo w = 0 em (2.81) conclui-se que a origem é globalmente assintotica-

mente estivel.
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2.8 Prova do Teorema 2.5.6

Primeiramente, note que a introdugao da incerteza aditiva g(¢,z) nio modifica os argu-
. mentos de existéncia e uniéida.de de solu¢do apresentados na prova do Teorema 2.4.2. Ainda,
~ todas as solugdes do sistema em malha-fechada (2.45), (2.40), (2.28), (2.29) estdo contidas no
* - conjunto Q¢(p) (eq. (2.75)). v ‘ . o ' |

Considere novamente a funcio (2.76) e tome sua derivada (para quase todo ponto ¢ > t,)

ao longo das trajetérias de (2.45), (2.40), (2.28), (2.29) para obter

V =3 P(€)z + zP(&)i +2'P(€)z (2.86)

Para o primeiro termo de (2.86) tem-se

P'PE)s+2PE)s = o/ (APE)+PE)A)z—20'P(§)Bro((1+ q(x,£)BP(€)z — g(t, 7))
+2z' P(£) Byw
= —2'Q(¢)z +2'P(§)B1B{P({)z
~24'P(§) By o( (1 + ¢(z,£)) B{P(&)z — g(t, 7))
—% o/ P(§)ByB4P(¢)c + 20/ P(¢) Byw
= —(1-0)7'QE)z - ' M(&)z + 7’ w'w
+(1+ B) &' P(¢) B1 B P(¢)z — 22’ P(£) B1 o(BL P (£)x)

+22'P(¢) B [o(BLP(E)x) — o( (1 + q(x,€)) BLP(E)z — g(t, ) )]

< —(1- Q) — T M(E)z ++ u'w
lgtt,x)*>
+ q(z,¢) |
< - 02D w00 o MEe + P ulw (2.87)

onde foi utilizado (2.48), Lema 2.7.1 e o seguinte fato (LIN, 1998a)

’ ' ! Dy \1 . 5 |g(t,:z:_)|2
o' P(£)B1 [o( BiP(&)z) — o((1 + g(,£)) BiP(€)z — g(t,z))] <2 @0

~~
N
o0
oo

~—

Nota 2.8.1 Para ver que o fato acima é verdadeiro, note que para qualquer s > 0, u € R™
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en € R™, vale que
slul 2 |n| = v'[o(u) —o((1+s)u+n)] <0

Por outro lado, se slu| < |n| entdo

W o(u) ~o((1+s)u+n)] < |ullsu+n]
< I opul + i)

Seguindo procedimento analogo & prova do Teorema 2.4.2, conclui-se que, para quase todo

ponto ¢ > 0,
£(t) > —sat(k (£(2) — 1)) (@), () W (v(2(2), £(2))) (2.89)
Logo,

Pz < o'M(E)zsat(k (€ —1)) (2.90)

implicando, conjuntamente com (2.87), que

V<-— ( ;a) £'Q(6)z + v w'w (2.91)

A partir de (2.89) e (2.91), todos os resultados seguem conforme a prova do Teorema 2.4.2.

2.9 Comentarios Conclusivos

Neste capitulo foi abordada a questao da estabilizacao global de sistemas lineares com sa-
turacio nos atuadores. Através da equagéo algébrica de Riccati (ou do tipo Hy) foi construida
a lei de controle parametrizada —~B'P(£)z. A estratégia utilizada para obter estabilidade glo-
bal a partir desta lei de controle foi escalonar o pardmetro £ de acordo com a evolucao do
estado do sistema. A monotonicidade de P({) permitiu utilizar este artificio para “a.justar )
ganho” da lei de controle e assim a magnitude do sinal de controle.

Um algoritmo de escalonamento desta lei de controle foi proposto o qual se baseia direta-
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mente na magnitude de B’ P(£)z, isto é, na condigio |B'P(£)z| < p. Isto em contraste com as
estratégias adotadas em (TEEL, 1995a, MEGRETSKI, 1996, LIN; 1998a) que se baseiam em
conjuntos elipsoidais contidos em {z : |B'P({)z| < p}, e, portanto, sdo mais conservativas.

A reducao de conservatividade é verificada em dois exemplos de simulacao, obtendo-se
uma convergéncia mais rapida do estado para a origem. Diversas propriedades do algoritmo
proposto foram também ilustradas com os resultados de simula,gﬁo,i especialmente a influéncia
dos parametros p; _qﬁe detéfmina o nivel de sa.turé,gﬁo“admissivel', e f, que determina a taxa
de recuperagido do parametro escalonado.

O algoritmo proposto também garante propriedades de robustez e atenuagdo de pertur-
bagoes as quais sdo similares as obtidas com os demais algoritmos de escalonamento, mos-
trando que o ganho em desempenho nio implica em perdas significativas de robustez. Por
outro lado, o algoritmo proposto pode introduzir descontinuidades no sinal de controle, o que
pode ser visto como uma desvantagem, embora as descontinuidades sejam isoladas e, logo,

chaveamentos de alta freqiiéncia sejam descartados.



Capitulo 3

Seguimento sob Restrigées: Uma

Abordagem por Anti-windup

3.1 Introducao

O problema, assim denominado windup, é um efeito nio-linear muito conhecido dentro
da comunidade cientifica e profissional de controle e estudado desde longa data (LOZIER,
1956, FERTIK, ROSS, 1967). A esséncia deste problema estd no efeito da saturacio sobre o
desempenho de um sistema de controle linear, especialmente no caso em que o controlador
possui acao integral. |

Como a atuagao sobre o sistema é limitada pela saturacgio, a saida do sistema leva mais
tempo para atingir o valor da referéncia. Durante todo este tempo, o controlador fenta
aumentar a. magnitude do controle através da acdo integral; contudo, esta atuagio é cortada
(limitada) pela saturacéo, e o processo evolui como que em malha aberta com atuacio mixima
em sua entrada. Devido a este fato, quando a sal'da do processo atinge o valor desejado, a
acdo integral estard com valor muito maior do que o valor de equilibrio. Como conseqiiéncia,
a saida do sistemaré forcada a experimentar uma sobre-elevacio para “descarregar” a acao
integral. Este efeito é denominado de sobrecarga da a¢do integral (LOZIER, 1956, ASTROM,
RUNDQWIST, 1989).

Em (DOYLE et al., 1987) sdo estudados 4 casos, incluindo sistemas multivaridveis, ilus-
trativos do efeito do windup. Um dos casos também ilustra o fato de que o controlador nao
precisa conter acao integral para que se verifique o windup.

De forma mais geral, no contexto deste trabalho, entende-se como windup todo efeito
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adverso de estabilidade e desempenho que aparece em um malha de controle no momento
em que o sinal de controle é saturado. O problema do anti-windup consiste entao em propor
modificacoes na malha de controle com o objetivo de reduzir o efeito do windup. .

Desta forma, a estratégia do anti-windup caracteriza-se por um projeto em duas etapas:

1. O projeto do controlador, denominado controlador nominal, é feito desconsiderando-se

a existéncia de saturacdo. .

2. Um controle adicional, denominado compensador anti-windup, é introduzido na malha

para compensar o windup.

Em contraste com o projeto dir_eto. de um controle para o sistema com safuracao, a es-
tratégia anti-windup permite a separagio do projeto nas duas etapas mencionadas. No projeto
do compensador nominal objetiva-se atender requisitos de desempenho, e, nesta etapa, as res-
trigbes sao negligenciadas. Na seglinda, etapa, objetiva-se garantir estabilidade na presenca da
saturacdo, sem maior preocupac¢ao com aspectos de desempenho. Nao obstante, procura-se
preservar, quando possivel, o desempenho induzido pelo controlador nominal. Uma vanta-
gem desta metodologia vem do fato de que em muitas aplicagoes industriais ha interesse em
manter controladores j4 projetados em malhas de controle, porém introduzindo modifica¢oes
adicionais para garantir estabilidade na presenca de perturbagoes e sinais de referéncia que
forcam os limites dos atuadores. _

Historicamente, o anti-windup tem sido utilizado no seguimento assintético de referéncias,
especialmente referéncias constantes, em sistemas lineares envolvendo saturagio no controle.
Cpx_ltudo,_ o foco de atengdo sempre recaiu sobre a sobrecarga da agao integral. Nas palavras

de K.S. Walgama (WALGAMA, STERNBY, 1990)

“Esta-falta-de-consisténcia-does estados -do-controlador_que_pode degradar o de-

semf)enho do controle é definida como o problema geral do windup. A tarefa do

controlador anti-windup é garantir esta consisténcia.”

Neste capitulo, focaliza-se o problema de seguimento sob restri¢oes e utiliza-se o anti-windup
como abordagem para propor uma solucdo para este problema. Sao consideradas restrigoes

tanto em magnitude como em taxa de variacao no sinal de controle.

(&)
[¢°]
B

o]

Os resultados do capitulo 2, embora referentes ao problema de estabilizacao sob restricées,
sdo diretamente utilizados na solugio do problema de seguimento proposta neste capitulo no

caso particular em que apenas restricbes de magnitude sdo consideradas.
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Este cépitulo ¢é organizado da seguinte forma. Primeiramente, na secdo 3.2, sdo apresen-
tados o problema de seguimento sob restricdes e as principais abordagens existentes na, lite-
ratura pa,ra este problema. Na se¢do 3.3 é feita uma revisdo técnica-histérica do anti-windup
e apresentado o anti-windup L,. Com base nisto, na secdo 3.4-é proposta uma estratégia
de controle para seguimento de referéncia sob restricoes. Uma aplicacdo desta estratégia de
controle é desenvolvida na secao 3.5 ilustrando suas propriedades de desempenho. Por fim,

sao apresentadas as conclusdes do capitulo e as provas dos principais resultados.

3.2 Seguimento de Referéncia com Restri¢oes no Controle

Neste trabalho focaliza-se o problema de seguimento de referéncia com restrigdes no con-

trole. Sao consideradas duas classes principais de sinais de referéncia.
Definigao 3.2.1 Seja Rsp a classe de fungdes constantes r : R — RP. o«

Definicdo 3.2.2 Seja Rqsp a classe de fungées r : R — RP assintoticamente convergentes,
isto é, que sd@o continuamente diferencidveis e satisfazem limy o 7(t) = 7, onde 7 € RP ¢é

alguma constante. ' 4

A presenca de restrigdes no controle introduz complicagoes ainda mais severas quando
o problema em questao é o seguimento de referéncia (comparativamente ao problema de
estabilizagdo). O efeito mais 6bvio é o sobre o desempenho, uma vez que a presenca de
restricdes no controle impossibilita o seguimento de referéncias arbitrarias. Por conseqiiéncia,
torna-se necessario redefinir o critério de desempenho para o sistema em malha fechada, ou
seja, decidir a politica a ser adotada caso o éistéma seja alimentado por sinais de referéncia
“srandes”.

Por outro lado, a presenca de sinais externos pode facilmente levar o sistema para além
do dominio de controlabilidade para zero e, dai, & instabilidadse. Este efeito é mais grave que
o} primeirb, pois exige que precaugoes sejam tomadas de antemao para garantir a estabilidade
(limitacdo das trajetdrias) do sistema em malha fechada.

Diversas técnicas tém sido estudadas na literatura para abordar este problema. Estas

podem ser classificadas quanto aos objetivos de desempenho em duas categorias:

1. Desempenho garantido. Neste caso busca-se garantir o desempenho de seguimento

para o sistema em malha fechada. O objetivo entdo é identificar a classe de sinais de
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referéncia admissiveis, isto é, os sinais de referéncia que o sistema é capaz de seguir com

o desempenho exigido (GRAETTINGER, KROGH, 1992).

2. Desempenho maledvel. Neste caso busca-se flexibilizar o critério de desempenho para
o sistema em malha fechada de forma, a tolerar certos efeitos das restri¢Ges no controle. A
estratégia de flexibilizagdo, notadamente dependente da aplicagéo pretendida, torna-se
entdo determinante para o projeto e o dés’empenho geral do sistema em I'na,lha,.fechada..

Tipicamente, erros de seguimento maiores sio tolerados durante transitorios.

No que segue, é feita uma apresentacdo sucinta das técnicas do seguimento 6timo com
restricoes (constrained optimal tracking), o controle por horizonte deslizante (receding horizon
control - RHC), o condicionador de referéncia (reference governor - RG) e o anti-windup (AW).
Para facilitar a exposicdo, esta segio se concentrara apenas em sistemas lineares discretos com

restrigoes no controle.

3.2.1 Seguimento 6timo com restrigoes

Considere o sistema linear discreto

z(t+1) = Az(t) + BAu(t)

3.1
y(t) = Cz(®) &

onde z € R", Au € R™ e y € RP. Como o interesse é no seguimento assintético de set-point
ou, mais genericamente, sinais de referéncia que convergem para um valor constante, assume-

sé que ja foram incluidos, em (3.1), m integradores em sua entrada, isto é, assume-se que

(3.1) possui a_seguinte estrutura. .. . . .

ug+d) | _ | Im O RN I N :
zp(t+1) B, Ap zp(t) By
: _ (3.2)
u(t)

vlt) Z‘[Dp Cb] Tp(2)

onde z, representa o estado do processo original com realizago (Ap, Bp, Cp, Dp). Assim,
Au(t) fica definido pela relagdo Au(t) = u(t + 1) — u(t).

Considere que o controle u estd sujeito a restri¢oes de magnitude e taxa de variagao, as
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quais sdo representadas por restrigGes na entrada Au(t) e no estado u(t),
lu(t) o< M, || Au(®) < R (33)

Um certo sinal de referéncia r(t) é dado e deseja-se projetar um controle Au de forma que
a saida y(t) siga esta ‘_ent'rada de referéncia de acordo com um certo critério de desempenho,
respeitadas as "restr.igﬁes n6 controle. Um dos c_ritérids mais comuns € o critério quadratico,
ponderando o erro de seguimento, e = r — y, e o controle Au na forma
N-
IN(zo,7, Au) = [e(t) Qe(t) + (Au(t))' R Au(t)] (3.4)
t=0

[ay

onde R=R' >0, Q = Q, (Q/?, A) é detectivel, N determina o horizonte de otimizacio
e Au = (Au(0), Au(l),---,Au(N — 1)). Em alguns casos pondera-se também o erro final
e(N), usualmente, também de forma quadratica e(N)' Pr e(N), onde Pr = Pg > 0.

O problema de seguimento com restricdes consiste em resolver o seguinte problema de

otimizagao:

minay  Jn(Zo, T, Au)
| u(®) lo< M, t=0,---,N —1
| Au(t) < R, t=0,1,---,N -1 (3.5)
z(t+1) = Az(t) + Bu(t), t=0,1,--- ,N -1
e(t) =r(t) — Cz(t), t=1,2,---,N

sujeito a

O problema de seguimento 6timo com restrigies (3.5) pode ser colocado como um
problema de programacdo quadritica (MAYNE, 1995) o qual pode ser facilmente resol-
vido numericamente. O resultado do problema de otimizacdo é uma seqiiéncia 6tima
Auy = (Au*(0), Au*(l)i, .-+, Au*(N - 1)) que, aplicada ao sistema (3.1), minimiza o indice
de desempenho quadrético (3.4) e satisfaz as restrigoes impostas no problema. No presente
caso em que o horizonte N ¢ finito, com as hipéteses sobre o funcional (3.4), o problema
sempre tem solugé'b. |

Note—sé que a seqiiéncia 6tima Auj; obtida é um controle em malha aberta, portanto
sujeitko a todos os problemas de implementagao inerentes a qualquer controle em malha aberta.
Recentemente, em (BEMPORAD et al., 1999), uma solucdo de malha fechada para o problema

(3.5) foi proposta. O controle 6timo obtido é dado por uma realimentagio de estados a qual
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é continua e afim por partes, onde o nimero de partes depende. de N e z(0), entre outros
parametros. A construcio da lei de controle é feita utilizando-se programacio quadritica
multi-paramétrica. '

No caso do horizonte ser infinito, N = 0o, 0 problema fica mais complexo. Primeiramente,
para o problema fazer sentido, é necessirio que o seguimento assintdtico seja possivel para a
referéncia em questdo. Segundo, a solugio numérica do problema fica dificil, pois o problema
passa a ter diménséo infinita. Com felagéo a este dltimo aspecto, sob certas condigoes, é
possivel encontfar a solucdo do problema de seguimento com horizonte infinito resolvendo-
se um problema de horizonte finito (SCOKAERT, RAWLINGS, 1998). A condicio para
~isto ser possivel é que a lei de controle correspondente ao seguimento 6timo sem restrigoes
satisfaca s restrigoes de controle envolvidas para todo ¢ > N, para um certo N, > 0. Neste
caso, a lei de controle étima para o problema de seguimento com horizonte infinito pode ser
construida a partir do problema (3.5) com N > No incluindo-se um custo sobre o estado final
adequado (SCOKAERT, RAWLINGS, 1998, SZNAIER, DAMBORG, 1987).

3.2.2 Controle com horizonte .deslizante

No controle com horizonte deslizante um problema de seguimento 6timo com restrigoes
e horizonte finito, como em (3.5), é resolvido a cada instante de amostragem. Da seqiiéncia,
6tima assim obtida, o primeiro elemento, Au(0), é implementado, isto é, aplicado ao sistema.
No instante de amostragem seguinte, todo o processo se repete e, assim, sucessivamente.

Nesta estratégia de controle, o modelo do sistema é utilizado para a predicio de seu

comportamento futuro na forma

Tprht1)t = ATpqpe+ BAupigp

Yerklt = COToppp
onde z;,|; representa do estado do sistema no instante ¢ + k predito no instante ¢. Entao, ¢
representa o instante de amostragem e k representa a evolugdo do sistema dentro da janela
de predigdo. Assume-se que o estado € medido no instante t, isto é, zy, = z(t).

O custo a ser minimizado é quadratico no erro de seguimento, ekt = Tt+kjt — Yt+k|tr €

no controle Ay,

N-—

JN (Z’t, r, Au‘g) = Z .[e;-l.-klt Q et_Hclt + Au;-}-klt,RAut'f'Ht] (37)
k=0

—
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onde R =R >0, Q = @', (Q/%, A) é detectivel e N é o horizonte de predigio 1, e
Aug = (Augg, Augyy)e, =o0 5 Augyn_1pt)-

Para calcular o custo Jn (3.7) é necessdrio conhecer o comportamento futuro do sinal de
referéncia. Em muitas aplicagoes praticas, como no seguimento de trajetérias em robdtica,
a referéncia é de fato conhecida a priori. Se este ndo for o caso, como, por exemplo, no
controle manual de v6o, pode-se optar por uma “predicdo” do sinal referéncia (MILLER,
PACHTER, 1997). - :

O custo Jy deve ser minimizado com respeito a Au, respeitando as restri¢coes envolvidas

e a dindmica (3.6),

minau, Jn(zt,7, Auy)
(] Ugpkjt loo< M, k=0,---,N -1

| Augipe loo< R, k=0,1,---,N ~1
sujeito a { Tyjy = Tt

dindmica (3.6)

(3.8)

\ Ct+kjt = Ttrklt — Yerkity K =1,2,---, N

A lei de controle com horizonte deslizante é construida a partir da solugdo Au; do pro-

blema de otimizagdo (3.8) na forma
Au(t) = Auy, (3.9)

Nota 3.2.3 A4 cada instante de amostragem, um problema de otimizacao com horizonte N
¢ resolvido obtendo-se uma seqiéncia 6tima de dimensdo N. Contudo, esla segiéncia € um
controle em malha aberta, com seus problemas intrinsecos de implementacdo. Por isto, na
estratégia do controle por horizonte deslizante, apenaes o primeiro elemento desta sequéncia
otima € implementado. O controle entdo passa a ser em malha fechada, porque no prézimo
instante de amostragem, o estado € medido, e nova solu¢Go do problema de otimizacio €

obtida a partir desta medicdo. *

Nota 3.2.4 O problema de otimizagdo (3.8) pode facilmente ser colocado como um problema

de programagdo quadrdtica (MAYNE, 1995). Embora o tratamento de restrigdes no estado

!De forma mais geral pode-se considerar horizontes diferentes para o erro de seguimento (horizonte de
predi¢io) e para o controle (horizonte de controle). Por simplicidade, assume-se aqui que os dois coincidem.
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ndo seja o interesse central deste trabalho, estas podem ser diretamente incorporadas no pro-
blema (3.8), o que constitui um dos maiores atrativos do controle com horizonte deslizante -

a facilidade de lidar com restrigdes. ‘ _ : *

As grandes dificuldades do controle com horizonte deslizante sdo a garantia de factibi-
lidade do problema de otimizagéio e a garantia de estabilidade (CAMACHO, ALBA, 2000,
RAWLINGS, 2000). No caso parficular de sistemas lineares com féstrigées apenas no con-
trole e com um custo do tipo (3.7), sempre hd solugio pard o problema de otimizagdo (3.8),
resolvendo-se entao o primeiro probléma,z. '

A garantia de estabilidade, contudo, é um problema mais complexo, especialmente no caso
de seguimento de referéncia. Os resultados existentes na literatura tratam de estabilidade
assintética da origem, isto é, ndo tratam especificamente do caso de seguimento de referéncia.
Estas condicdes de estabilidade estao intimamente ligadas & imposicao de custo e restri¢cées no
estado final. Estas condigGes ndo serdo exploradas neste trabalho por nao estarem dentro do
foco principal. Para o leitor interessado, sugere-se (RAWLINGS, MUSKE, 1993, MICHALS-
KA,\ MAYNE, 1993, ZHENG, MORARI, 1995b, CHEN, ALLGOWER, 1997, KEERTHI,
GILBERT, 1998, SCOKAERT et al., 1999).

3.2.3 Condicionador de erro/referéncia

Embora constituam uma abordagem especifica para o problema de seguimento de re-
feréncia sob restrigdes, o condicionamento de erro (KAPASOURIS et al., 1988, GILBERT,
TAN, 1991) e-o condicionador de referéncia (GILBERT et al., 1995) podem ser vistos como
_ fécnicas particulares de anti-windup. ‘De f'atvo,. ambos baseiam-se na hipotese de existéncia
‘de um projeto (controle nominal) qﬁe desconsidera a existéncia de restrigdes e constituem
- modificagOes neste lago com o intuito de garantir -estabilidade/desempenho. O que torna o
condicionador de erro/referéncia um pouco particular é a forma pela qual a modificagao é
introduzida, onde conceitos de otimizagdo e conjuntos saida-admissivel sao utilizados.

Nesta segao é considerada apénas a formulacgio em tempo discreto. Para o leitor interessa-
do na formulagao para sistemas continuos sugere-se (KAPASOURIS et al., 1988) e referéncias
14 citadas.

Considere que, para um dado sistema linear com restricées no controle, tenha sido proje-

2N#o estdo sendo consideradas restrigdes no estado. Estas restri¢des sio, usualmente, as responsiveis por
infactibilidade do problema de minimizagio.
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tado um controle linear sem levar em conta estas restrigdes, e tome a seguinte representacgao

em tempo discreto pzira o sistema em malha fechada assim obtido

za(t+1) = Ag Tci(t) + Ba T(t)
y(t) = Cycl o) (t) (310)
Z(t) = Crazq(t) + D,y T(t)

Neéta representacao z € R represeﬁta um conjunto de varidveis que devem satisfazer res-
tricoes representadas na forma z € Z C R®. Tanto restrigoes no estado como no sinal de
controle podem ser colocadas desta forma.

Assume-se que, na auséncia de restrigoes, o sistema (3.10) é internamente estdvel e apre-
senta um comportamento satisfatério, segundo algum critério de interesse. A questdo é que
o sinal de referéncia pode facilmente levar o sistema a violar os limites da restricao z € Z,
a qual deve ser respeitada. Diz-se entdo que o sinal de referéncia nao é realizivel ou, mais

‘formalmente, define-se:

Definigao 3.2.5 Para o sistema (3.10), diz-se que uma referéncia constante r é realizdvel
. s N , L . e e
em regime permanente se a condicdo de equilibrio satisfaz a restricdo, isto é, 2° = C,q & +

D,qr € Z. O conjunto de referéncias realizdveis em regime permanente é o conjunto
R,={r:H,r € Z} (3.11)
onde H, =D,  + Czcl(l - Acl)_chl- <

Deﬁnigéb 3.2.6 Diz-se que o sinal de referéncia € realizdvel se a trajetdria cor’respohdente
satisfaz 2(t) € Z, Vt € Z>q (se ndo mencionado ezplicitamente, assume-se condigcdo inicial

nula). ' q

Condicionador de erro. O técnica do condicionador de erro restringe-se a sistemas que
possuam a estrutura particular de realimentagao na qual a entrada do controlador é o sinal de
erro e = r—y. Adicionalmente, esta técnica permite lidar apenas com restrigées de magnitude

no sinal de controle. Assim, no-contexto do condicionador de erro assume-se que:

Hipdtese 3.2.7 Para o sistema (3.10), sejam z = u, Z = {u : sat(u) = u} = {v :|| u [|0< 1}
e D,y =0. >
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Conforme ilustrado na Figura 3.1, o condicionador de erro (KAPASOURIS et al., 1988,
GILBERT, TAN, 1991) consiste em um ganho escalar varidvel A(t) que atua sobre o sinal de
erro e = r — y, modificando a entrada do controlador nominal. O objetivo do condicionador
de erro é garantir que o sinal de controle u(t) safisfaga os limites da saturacao em todo
instante de tempo. O ganho escalar A(t) é determinado a todo instante de tempo através de
um problema de otimizagio baseado na medida do estado z(t) do controlador nominal. Seja

(A¢, Be, C.) uma realizaciio do controlador nominal, entio )\(t) é dado por

Mt) = max{0 < ¢ <1, Actelt) + BeC eft) € Oo(Ae, Cer 2)} (3.12)
F-——————--=- 1
: o, |
Ug Yy
r o\ e Controlador| ¥ / » Processo

+E‘/ At)I nominal

Figura 3.1: Esquema do condicionador de erro.

Note que, com esta estratégia, o estado do controlador nominal z, estara confinado ao
conjunto Oy sempre que iniciar dentro deste conjunto. Além disso, o problema de otimizacao
sempre terd solugio se o estado estiver em O, pois, por definigio, z (¢ + 1). estard em Oy

se A(t) =0.

Nota 3.2.8 Nota-se ai, um aspecto “preditivo” do condicionador de referéncia. Busca-se
atuar sobre o erro no instanie atual para garantir gue no précimo instante de amostragem o .

sistema continue satisfazendo a restrigao no controle. . *

Nota 3.2.9 Em (KAPASOURIS et al., 1988) o condicionador de erro é considerado para
sistemas continuos, caso em que a obtencdo de A(t) envolve a derivada Z.. E também suge-
rida uma escolha para A\(t) caso a condi¢do inicial do controlador nominal ndo esteja dentro
do conjunto saida-admissivel. O esquema € estendido para sistemas discretos em (GILBERT,
TAN, 1991), onde O € aprozimado por um politopo, reduzindo consideravelmente a com-

plezidade do problema de otimizacdo (3.12). *

Este esquema de condicionamento de erro (KAPASOURIS et al., 1988) garante estabi-
lidade Lo com ganho finito (BIBO) da referéncia para a saida y. Estas propriedades de
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estabilidade para o sistema em malha fechada sao possiveié somente no caso em que o siste-
ma é assintoticamente estdvel em malha, a,bérta, e o controlador nominal é estiavel no sentido
de Lyapunov (equivalentemente, os blocos de Jordan associados a autovalores sobre o eixo
imagindrio possuem dimensdo 1). Sob estas condigdes, pode-se notar que para A(t) = 0,
o sistema estabilizard em um valor constante seja qual for o sinal de referéncia. Este fato

norteia a prova de estabilidade para este esquema.

Nota 3.2.10 O condicionador de erro também garante que se a referéncia for tal que nédo
ocorre saturacdo, entio a referéncia néo é modificads. Contudo, ndo hé garantia, em
principio, de que para uma referéncia que cause saturacdo, mas que converge pPare um VG-
lor realizdvel em regime permanente, o sistema em malha fechada converge para 0 mesmo

equilibrio que o sistema nominal (GILBERT et al., 1995). *

A técnica do condicionador de erro é estendida em (KAPASOURIS et al., 1990) para

sistemas lineares instiveis em malha aberta.

Condicionador de referéncia. Diferentemente do condicionamento de erro, no condici-
onamento de referéncia (GILBERT et al., 1995) a modificacio é feita diretamente no sinal
de referéncia, e tanto o estado do processo como do controlador nominal sdo utilizados pa-
ra efetuar esta modificagdo. A Figﬁra 3.2 ilustra o esquema bdsico do condicionamento de

referéncia (compare com a Figura 3.1).

; | 74
Y
T Condicionador Tm Sistema Nominal
de Referéncia ‘ em Malha Fechada z -

Figura 3.2: Esquema do condicionador de referéncia.

O sistema em malha fechada é alimentado pela nova referéncia r,,, a qual é uma versio
modificada da referéncia original r. Os diversos esquemas de condicionamento de referéncia
diferenciam-se pela estratégia de modificagdo da referéncia. Destacam-se, pelo menos, trés

estratégias:
o O condicionador estético;

o O condicionador dindmico;
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e O condicionador estatico modificado.

Estas trés estratégias sio discutidas abaixo. No contexto desta secdo, faz-se a seguinte

hipétese, a qual ndo é restritiva considerando-se que (3.10) é um sistema em malha fechada.

Hipétese 3.2.11 A matriz Ay é Hurwitz; O par (C,q, Ag) € observdvel; o conjunto Z ¢
compacto e determz’hado por um conjunto de desigualdades na forma Z = {z e R™ :m3(2) <

0,i=1,2-,n} >

E usual assumir também que as fungdes 1 que definem Z sejam lineares, de forma que Z
resulta em um politopo. Neste caso a caracterizagdo do conjunto saida-admissivel também é

dada por um politopo ou, na pior das hipéGteses, pode ser aproximada por um politopo.

Nota 3.2.12 No contesto da Hipdtese 3.2.11 tanto restricoes no estado quanto no controle

podem ser incluidas.

Condicionador estdtico. O condicionador estitico é a estratégia mais simples para con-
dicionamento de referéncia. O sistema (3.10) é alimentado pela referéncia modificada através

de um ganho k(r, z,) na forma (GILBERT et al., 1995)

Tel (t + 1) = Adxcl(t) + Bcl'f'm(t)
y(t) = Cyclxcl(t) (3.13)
z(t) = CraZd (t) + Dyatm (t)
rm(t) = k(r,za)r(t)
onde
o)~ max [ Aazalt) + Balrt) € On(haCan2) |
) C c [0, 1] l Czclmcl(t) + chl (T(t) €Z J

Observa-se que condicionador de referéncia assim obtido é ba,stainte similar ao condicio-
nador de erro. O ganho «(r,z.;) obtido do problema de otimizagio (3.14) é tal que a nova
referéncia r, = In(r, zq) 7 aplicada ao sistema (3.10) mantém o sistema dentro do conjunto
safda-admissivel e garante que as restri¢Ges nao sdo violadas. Note que a tltima condicido em
(3.14) é automaticamente satisfeita se D, = 0.

A despeito da simplicidade, o condicionador de referéncia (3.14) ndo apresenta boas pro-

priedades de estabilidade. De fato, ¢ ilustrado.em (GILBERT et al., 1995) que oscilagGes
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podem ocorrer mesmo sob as condicoes da Hipdtese 3.2.11. Contudo, no caso em que a
referéncia é tal que as restricoes ndo sio violadas, o condicionador esttico ndo atua, e o

desempenho do sistema nominal é garantido.

Condicionador dindmico. No condicionador de referéncia dindmico (GILBERT et al.,

1995), a referéncia é modificada de acordo com a dindmica
Tm(t + 1) = rm(t) + 6(r, 26) (r(t) — rm(t)) (3.15)

onde zg = (rm, ) € 0 estado do sistema aumentado com a dindmica da referéncia modifi-
cada. O ganho k(r, z¢) é 0 que deve ser determinado para garantir que as restricoes sejam

satisfeitas bem como a estabilidade do sistema.

Nota 3.2.13 O ganho &(r, zg) determina rp,(t + 1) como um elemento pertencente ao seg-
mento de reta ligando r(t) a rm(t). Para k =0, tem-se rp(t+1) = rp(t). Para x = 1, tem-se

o0 outro extremo, T (t + 1) = r(t), onde a referéncia é apenas atrasada em uma amostra. *

Construindo a representacao do sistema aumentado com o estado da referéncia modificada,

pode-se chegar a seguinte representacgio

ze(t+1) = Agzc(t)+ Bgs(r, z¢) (r(t) — [I 0za(t))

3.16
z(t) = Cgzc(t) (316)

onde

I 0 ' .
AG = » BG =
B, Ay

"|. Co=[ D Cu] @17)

Baseado neste sistema aumentado, o ganho «(r, zg) é escolhido como a solugido do seguinte
problema de otimizagdo (GILBERT et al., 1995)

w(r,zg) = max {¢ € [0, 1] : Agzg(t) + Ba¢ (r(t) — [I 0lz¢(t)) € Ox(4q,Cs, Z)}  (3.18)

Através da escolha (3.18), o sistema em malha fechada (3.16) é forcado a operar dentro do
conjunto O (Ag, Cg, Z). Observe que este conjunto é invariante para o sistema (3.16) com
- referéncias constantes e tais que r(cdot) = rp(-). Em outros casos, a referéncia é modificada

de forma que a propriedade de invariincia seja preservada.
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Nota 3.2.14 Como a matriz Ag possui autovalores sobre o circulo de raio unitdrio, ndo hd
garantia de que o conjunto Ou(Ag,Ca,Z) seja finitamente determz'nado. Por isto, usual-
mente utiliza-se uma aprozimacdo construida da seguinte forma (i GILBERT et dl., 1995).
Seja Z(e) = {z € R : ni(2) < —e <0, i = 1,2,---,ny} e defina (veja Definigdo 3.2.5 e
Teorema B.0.6)

A H, 0
Dy Coa

Entdo, nas condicées da Hipdtese 3.2.11, Ox(Ag,Cq, Z(€) x Z) € finitamente determinado
e Ox(Ag,Ca, Z(€) x Z) C Ox(Aq,Cq, Z). A medida que € tende a zero, o aprozimagcéo
¢ melhorada. Contudo, no caso de Z(e) ser um politopo, o nimero de vértices do politopo

Ow(Ac,Ca, Z(€) x Z), em geral, cresce ilimitadamente quando € tende a zero. *

O desempenho do condicionador de referéncia dindmico é formalizado no seguinte teorema,

cuja prova pode ser encontrada em (GILBERT et al., 1995).

Teorema 3.2.15 Seja OF, = Ox(Ac,Ca, Z(€) X Z) e seja RS = {r: H,r € Z(€)} e assuma
que 0 € int (RS). Para o sistema (3.16) com (r, zg) dado por (3.18), zg(0) € O, e com

referéncias limitadas, bal_e que:
o Para todo t > 0, rpu(t) € RS, z6(t) € O e 2(t) € Z;

o Ser(t) > 1, ety €Z, t1 >0 tal que r(t) € RS, Vt > t1, entdo Ity € Z, t > 0 tal que
K(r(t), 26(t)) =1, Yt > ty;

o Ser(t) =1, er, & RS, entdo, s(r(t), zg(t)) = 0 e rm(t) — 17, € O(RE).

O segundo item caracteriza a propriedade de estabilidade mais importante do condi-
cionamento de referéncia dindmico. Garante-se que o sistema recupera assintoticamente o
desempenho do sistema nominal quando a referéncia converge para um valor estaticamente
realizdvel. Esta propriedade é uma garantia mais forte comparativamente ao que o condicio-

namento de erro e o condicionamento estdtico garantem.

Nota 3.2.16 O primeiro item mostra o principal problema do condicionamento de referéncia
dindmico. A referéncia modificada fica restrita a valores que séo estaticamente realizdveis,

mesmo durante transitérios. Desta forma, o desempenho do sistema como um todo fica
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prejudicado, pois valores maiores de referéncia durante transitérios poderiam acelerar a con-

vergéncia da resposta do sistema. *

Condicionador estatico modificado. Este problema do condicionador dinidmico é
conseqiiéncia direta da exigéncia de invaridncia do conjunto Ox(46,Cq, Z). Se
(*m,Za) € Ox(Aq,Caq,Z), necessariamente 7y, 'e R,. O condicionador estitico modifi-
cado (MCNAMEE, PACHTER, 1998, MCNAMEE, PACHTER, 1999) tenta atenuar este
problema exigindo a invaridncia de um outro conjunto obtido a partir dé Ow(4Ag,Ca, Z).
Conforme (MCNAMEE, PACHTER, 1998, MCNAMEE, PACHTER, 1999), para o condicio-
nador estatico serd assumido que r € R, isto é, a referéncia é escalar.

Como r € R, Ox(4g,Cq,Z) € R*L. Considere a projecio de Ooo(Ag,CG,Z) sobre o

espaco definido por r = 0, isto é,

T
X,={zcR": Irp€R,talque | " | € Oxo(4c,Ca, Z) (3.19)
z .
Entao, o condicionador estdtico modificado consiste em um condicionador estético, isto
é, rm(t) = w(r(t), z4(t)) r(t), com o ganho «(r, zo) determinado do seguinte problema de

otimizacao,
w(r, xcl) = max {C € [0, 1] : Aclfccl(t) + BchT(t) € Xs, Coaqze(t) + Do gr(t) € Z} (3'20)

Como se verifica facilmente, a inica diferenca entre o condicionador estdtico modificado e
o condicionador estatico € o uso do conjunto X em lugar de Oxo (A, Crety Z). Como ilustrado
com um exemplo em (MCNAMEE, PACHTER, 1998), Ox(Au,Cra, Z) € X e X pode ser
consideravelmente maior. Também, como o problema de otimizac¢io ndo exige a invaridncia

de Ox(Ag,Caq, Z), ndo ha restrigdo da referéncia a valores estaticamente realizdveis.

Nota 3.2.17 A implemeniacdo do condicionador estdtico modificado ezige o construﬁ‘do do
conjunto X, o qual, por sua vez, necessita de Ouo(Ag,Cq, Z). Em (MCNAMEE, PACHTER,
1998) € apresentado um algoritmo para determinar X, a partir de Ox(Aq,Caq, Z) no caso
em que Ox(Ag,Cq,Z) €é um politopo. Pode-se também construir X, a partir de O; (veja
Teorema 3.2.15) quando Oux(Ag,Cq, Z) ndo for finitamente determinado. Sendo X; e Z
politopos, as restri¢ées no problema de otimizacdo (3.20) serdo todas lineares, o que simpli-

fica consideravelmente a solug¢do do problema. Em (MCNAMEE, PACHTER, 1998) também
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€ apresentado um algoritmo para obter uma aprozimacio de X; com um ndmero menor de
vértices, permitindo reduzir o complezidade computacional na implementacdo do condiciona-

dor de referéncia. *

Nota 3.2.18 Claramente, as restricées sdo sempre satisfeitas por construgdo do algoritmo.
Também, o problema de otimizacdo sempre tem solugdo, pois k = 0 sempre € solugcdo. Confor-
me afirmado em (MCNAMEE, PACHTER, 1998) (sem prova), o condicionador de referéncia
modificado garante estabilidade BIBO (entrada limitada, saida limitada). Contudo, ndo é
feito nenhum comen_tdrz'o a respeito do problema das oécz’lagzées do condicionador estétiéo

mencionado anteriormente (veja (GILBERT et al., 1995)). *

Como se pode observar, as diversas técnicas de condicionamento de erro e referéncia
procuram garantir que as restricbes sejam satisfeitas alimentando o sistema com um sinal de
referéncia modificado. Como o objetivo é o seguimento da referéncia, busca-se modificar a
referéncia o minimo possivel. Para que o seguimento assintético seja possivel, é claro que
a referéncia deve ser realizavel em regime permanente. Contudo, a velocidade da resposta
do sistema pode ser aumentada permitindo que o sinal de entrada assumd valores “maiores”
durante o transitério. Dai a importancia de permitir que o condicionador de referéncia nao

fique restrito a valores de referéncia estaticamente admissiveis.

Nota 3.2.19 E razodvel admitir que se o controlador nominal for projetado com ganhos
elevados, pequenos valores de referéncia podem causar o saturagdo do sinal de controle.
- Logo, o projeto do controlador nominal afeta o tamanho dos conjuntos Ouxo(Act, Crelr Z),

Ow(Ac,Caq, Z) e X;, que, por sua vez, afeta o condicionador. de referéncia. *

A técnica do condicionador-de referéncia-pode-ser-estendida-para-sistemas-nao-lineares:—— -
Alguns resultados nesta diregao podem ser encontrados em (BEMPORAD, 1998, ANGELI,
"MOSCA, 1999) e referéncias 14 citadas. '

3.3 A Técnica do Anti- Windup

Esta secao é desenvolvida para sistemas em tempo continuo. Um breve histérico do
problem do anti-windup é apresentado, e a técnica do anti-windup Ly é desenvolvida mais

detalhadamente. Apenas restrigoes em magnitude sao. consideradas nesta secao.
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Considere o sistema

z = Az + Bius+ Byw

(3.21)

comz €ER? u; € R?, w € R%™, y € RP e com saturagdo no controle representada por
us = satpr(u) . (3.22)

Alternativamente, a funcdo de transferéncia de u; para y serd representada por G(s).

Suponha que um controle (possivelmente nio-linear) tenha sido projetado para o sistema
(3.21) (desprezando-se o efeito da saturagdo). Considere a seguinte representacio para este

controlador.

Te = g(l'c, U, 7")

(3.23)
Ye = k(mauc,r)

onde u. e ¥y, 830 entrada e saida do controlador, respectivamente, e r é a entrada de referéncia.
O controlador (3.23) serd denominado de controlador nominal. Similarmente, serd denomi-
nado de sistema nominal o sistema (3.21) em malha fechada com (3.23) de acordo com a
interconexao®

Ue =Y, Us=1Yc (3'24)

Assuma que o controlador (3.23) foi projetado com o objetivo de garantir um determinado

desempenho para o sistema nominal, medido em termos da varidvel

z2=Cyz+ D,yus + Dyw (3.25)

Muitas técnicas de anti-windup assumem que o controlador nominal é linear na forma

5

. = A.z.+ Boue+ E.r (3.26)
Yo .= Ccxe+ Douc+ For

sendo que algumas assumem uma estrutura ainda mais particular, representada em termos

8Nesta interconex3o u, ¢ tomada como entrada do sistema, eliminando assim a influéncia da saturagéo,
equacio (3.22).
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da variavel de Laplace s como,
=K@ F-9) o (3:27)

onde K(s) é a matriz de transferéncia e o acento " representa a transformada de Laplace do

respectivo sinal.

O problema do windup foi originalmente atribuido a presenga de agéo integral no con-
trolador. Técﬂicas de anti-windup foram entdo concebidas paia, controladores tipo PID,
isto é, situacoes em que o controlador nominal é do tipo PID. Diversas estratégias, hoje
denominadas ad hoc, podem ser encontradas na literatura para lidar com este caso: back-
calculation (FERTIK, ROSS, 1967), intelligent integrator (KRIKELIS, 1980), anti-reset win-
dup (ASTR@M, WITTENMARK, 1984), e outras (ZENI et al., 1984).

Como ilustrado em (DOYLE et al., 1987), o problema do windup nio fica restrito aos
casos em due controlador possui acdo integral. Assim, técnicas mais gerais de anti-windup
foram entdo desenvolvidas admitindo controladores nominais lineares cbm miiltiplas entradas
e saidas: conditioning technique (HANUS et al., 1987, HANUS, KINNAERT, 1989), generali-
zed conditioning technigue (WALGAMA et al., 1992, WALGAMA, STERNBY, 1993); técnica
baseada em observador (ASTROM, WITTENMARK, 1984, ASTROM, HAGGLUND, 1988);
anti-windup para controle por modelo interno (ZHENG et al., 1994).

Na técnica baseada em observador (ASTROM, WITTENMARK, 1984, ASTROM,

HAGGLUND, 1988), o compensador anti-windup consiste em modificar o controlador no-

minal linear (3.26) na forma

Ze = Acze + Beue + L('U's - yc)

(3.28)
- Yo = Ccxe+ Deue

-~ onde uz = satyr{yz)-O-compensador-de-windup-(3-28)-pede-ser visto-como-um-observador
de estados para o controlador nominal (3.26) (dai a sua denominagio) onde se busca fazer o
“estado observado ser tal que este controlador reproduza o controle saturado us.

Em (WALGAMA, STERNBY, 1990) foi observado que diversas técnicas de anti-windup,
inclusive a conditioning technique, continham propriedades intrinsecas de observacdo de es-
tados e podiam ser colocadas como casos particulares da técnica baseada em observador
(3.28). Resultados similares também foram apresentados em (CAMPO, MORARI, 1990)

onde também se relacionou o anti-windup (3.28) com o controle por modelo interno.

Mais tarde, em (KOTHARE et al., 1994}, todas estas técnicas foram colocadas como casos
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particulares da estrutura de anti-windup mostrada na Figura 3.3. O controlador nominal,
linear e invariante no tempo, possui a estrutura dada na equacao (3.27). O compensador

anti-windup ¢ obtido fazendo-se
t=U(s)(F—§)+ (I —V(s))is (3.29)

onde U(s) e V(s) constituem uma decompo_sigé.o fracional linear de K(s), isto é, K(s) =

VY s)U(s).
i N U(s) 2 / o

I-V(s)|s

Y

Figura 3.3: Parametrizacao genérica de controladores anti-windup (KOTHARE et al., 1994).

Usando este resultado, uma decomposigéo fracional particular é proposta
em (MIYAMOTO, VINNICOMBE, 1996) permitindo‘ realizar um projeto com desem-
penho H,. Alguns projetos anti-windup baseados em otimizagdo podem ser encontrados em
(ZHENG et al., 1994, PARK, CHOI, 1995, CHEN, PERNG, 1997).

Uma metodologia de projeto de compensadores anti-windup é também apresentada
em (BURGAT, TARBOURIECH, 1998). Esta metodologia trata especificamente do caso em
que o controlador nominal possui a¢io integral e garante estabilidade global para o sistema
em malha fechada. A metodolbgia generaliza o resultado de (KRIKELIS, 1980) (integrador
inteligente) para sistemas MIMO. |

3.3.1 O anti-windup L,

®

| A maioria das técnicas mencionadas, excluindo-se apenas (PARK, CHOI, 1995, MIYA-
MOTO, VINNICOMBE, 1996, BURGAT, TARBOURIECH, 1998), ndo trata a questdo da
estabilidade de forma adequada. Mesmo em (PARK, CHOI, 1995), garantias de estabilidade
global s3o fornecidas apenas para o caso do sistema em malha aberta ser estdvel. Similar-
mente, o resultado de (MIYAMOTO, VINNICOMBE, 1996) s6 tem garantia de solugao para

este caso particular.
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Resultados mais formais para andlise de estabilidade em problemés de anti-windup sao
propostos em (KOTHARE, MORARI, 1999). Estes resultados baseiam-se na teoria de multi-
plicadores, critério do circulo e critério de Popov e fornecem condigoes suficientes para estabi-
lidade do sistema em malha-fechada com anti-windup. Também, em (KAPOOR et al., 1998),
uma metodologia de projeto com ga.raﬁtias de estabilidade para o anti-windup baseado em
observador (3.28) foi proposta. A metodologia consiste em projetar L de forma que um certo
sistema auxiliar dependente de (3.21) e (3 26) seja passivo. '

Como tais resultados aplicam-se apenas ao caso em que o compensador de windup ¢ linear,
é de se esperar que as hipSteses sejam muito severas, uma vez que os resultados do capitulo 1
mostram limitacoes das leis de controle lineares no controle de sistemas com restrigoes nos
atuadores. Assim, resultados menos conservativos passam pelo reconhecimento de que leis.de
controle nao-lineares devem ser permitidas no compensador anti-windup.

Este reconhecimento aparece em (TEEL, KAPOOR, 1997a), onde é apresentado o anti-
windup Ly, introduzindo uma generalizagio considerdvel no problema do anti-windup. O
esquema proposfo admite controladores nominais ndo-lineares e utiliza-se de controle nao-
linear para compensar os efeitos da saturagdo. Desta forma, um tratamento adequado do
problema. de estabilidade local e global pode ser dado, ao mesmo tempo que os resultados
conhecidos sobre a estabilizacdo de sistemas lineares com saturagdo no controle podem ser
diretamente utilizados no projeto do compensador anti-windup.

Para apresentar anti-windup Lo, uma versao perturbada do sistema (3.21), (3.22), (3.25)

é utilizada,

& = Az+ Biug + Bow + ®(¢o, T, u, w)

y = Cz+ Diug+ Daw .
) 1Us 2 (3.30)
z = Cyz+ Dyus+ Dyw

us = o(u)

onde ® é uma perturbagio dinimica estdavel com estado inicial ¢,. Por simplicidade, assume-
se que o controle nominal é linear e dado por (3.26) com sinal de referéncia r na classe Rgsp.
Assume-se também que o sistema nominal em malha fechada, isto &, (3.30) e (3.26) com
Ue = Y € Us = Y, ¢ bem colocado e internamente estdvel. No contexto do anti-windup Lo, a
fungao saturagio o(-) pode ser mais geré,l que satas(-). Os requisitos formais sdo estabelecidos
adiante.

No que segue, assinala-se com um til (7) as varidveis do sistema nominal em malha fechada
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((3.30), (3.26) com u, = y e us = yc). O problema do anti-windup Ly é definido para um
conjunto compacto U, C R™ como segue (TEEL, KAPOOR, 1997a).

Definicao 3.3.1 O problema nominal global do anti-windup Lo para o conjunto U, consiste
em (TEEL, KAPOOR, 1997a) encontrar um compensador dindmico
v= | = Tow(&(0),yc) (3.31)
V2

onde § € o estado do compensador, tal que o sistema em malha fechada (3.30) (com ® =0),
(3.23), (3.31) na forma
U =Y + v1, ' Ue =Y + Vo (3.32)

satisfaca
1. Se &(0) =0 e §.(t) = a(§:(t), Vt >0, entio z(t) = z(t), Vt > 0;
2. Se disty, (§c(:)) € L2, entdo (z — 2)(-) € Ls.

A wversdo local consiste em satisfozer estas duas condicées para condicées iniciais, pertur-
bagées e referéncias tais que |£(0)| e || disty, (.(-)) |2 sdo suficientemente pequenas. A
versdo robusta consiste em satisfazer estas condicées para todo ® com ganho incremental *

Lo suficientemente pequeno. - q

O papel do conjunto U, é, basicamente, estabelecer o conjunto de valores admissiveis para
o sinal de controle em regime permanente. Assume-se que este conjunto satisfaz a seguinte

hipdtese, em conjunto com a fungao saturagio.

Hipétese 3.3.2 Seja U, C R™ um conjunto compacto tal que existem L > 0 e b > 0 tais
que, para todo u,v E R™ e u € U,,

lo(u+p) —p—u] < Lu'lo(u+p)-pl
lo(u+v) —o(u)] < min{L|v|, b}

(3.33)

4 Diz-se que ® possui ganho incremental L2 finito se eziste cg > 0 tal que || ®(x2, vz, d) — (1, u1,d) ||2<
T2 — I ”

¢ |l Uz — Uy
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Nota 3.3.3 A primeira inequacio em (3.33) implica que o(p) = p, V p € Ue (tome u =
0). Pode-se mostrar que, no caso em que o(-) = satp(:), qudlquer escolha para U como
conjunto compacto estritamente contido em {u : satpm(u) = u} = {u : |u;| < M} satisfaz a
Hipdtese 3.8.2. A necessidade desta inclusdo ser estrita pode ser entendida com o seguinte
ezemplo. Considere o sistema & = sat(u) +d com d = —1 e tome U, = [-1, 1]. Suponha
que o controle nominal possua ac¢do int-egml de forma que Z(t) converge para zero no infinito.
Neste caso §.(t) = u(t) converge Vex-ponencz'almente j)am 1 e, logo, disty, (@) € L,. C’bntudo,
para qualguer € > 0, £(0) < —e implica z(t) < —e para todo t e, logo, z(t) ¢ Lo. Assim, nem

o anti-windup Ly local teria solucdo.. *

@) primeiro requisito da Definicdo 3.3.1 garante que o compensador enti-windup ndo mo-
difica o desempenho do sistema nominal nas cqndig()es em que ndo ocorre saturagdo. O
segundo requisito estabelece uma condicao de estabilidade do sistema em malha fechada e,
a0 mesmo tempo, uma medida da degradacgio de desempenho do sistema em funcao do nivel
de saturacio do sinal de controle. Note que garantias s6 sdo fornecidas para o caso em que
disty, (@) € Lo. Em particular, isto requer que o sinal de controle em regime permanente seja
realizdvel, isto é, §.(t) = o(§.(t)) em regime permanente.

O seguinte lema ¢ necessario para a solucdo do problema do anti-windup Lo. Este lema é
uma generalizacio dos resultados de (MEGRETSKI, 1996, TEEL, 1996b), e se fundamenta,
parcialmenté, na construcio (2.19) apresentada no capitulo 2. O resultado do Teorema 2.4.2

também pode ser adaptado para este fim.

- Lema 3.3.4 Considere a Hipdtese 3.3.2. Para o sistema

onde (A, B) é estabilizdvel,

= At + Blow+n(t) —n@®)]  (3.34)

1. eziste uma realimentacdo u = x(€), globalmente Lipschitz, tal que o ganho Ly de

disty, (n(-)) para £(-) € finito para |£(0)| e || disty, (n(-)) ||lo suficientemente pequenos;

2. se £ = Az + Bu é ANCBC, entio existe uma lei de controle u = k(£), globalmente

Lipschitz, tal que disty, (n(-)) € Ly implica £(-) € Ly;

3. se eziste P = P' > 0 tal que A'P + PA < 0, x(€) no item 2 pode ser tomada como
K(§) = —B'P¢;
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4. se A for Hurwitz o ganho Lo de disty, (n(-)) para £(-) € finito com a lei de controle do

item 3.

O préximo teorema, formaliza as condigdes para existéncia de solucio para o problema do

anti-windup L2 (TEEL, KAPOOR, 1997a).

Teorema 3.3.5 Para o sistema (3. 3&),(3.26}, (3.24) o problema do anti-windup bz
1. sempre tem solucdo local, tanto nominal quanto robusta;
2. tem solugdo global nominal se e somente se o sistema linear £ = Az + Byu é ANCBC;
3. tem solucdo global robusta se e somente se A for Hurwitz;

Sempre que uma solugdo existe, o problema € resolvido com o seguinte compensador

£ = Af+ Bilo(ye+v1) — v (3.35)

n = k(£ (3.36)

vg = ~C&— Difo(yc+v1) —yc » (3.37)

onde k(&) € obtido do Lema 3.3.4. - .

A Figura 3.4 ilustra o diagrama de blocos do sistema em malha-fechada com compensador
anti-windup. Este compensador atua na entrada da planta, vi, e na entrada do controlador
nominal, vo. Note que a dindmica do compensador enti-windup é obtida de uma cépia parcial

da dindmica da planta (3.30).

T 4

Controlador | Y 7\ U f Ug Sistema
Ue Nominal +}\/ Original | vy

n

v2| AW
T
J|:+,

o/

Figura 3.4: Diagrama de blocos do sistema em malha fechada com anti-windup Ls.
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Nota 3.3.6 As condi¢cdes para ezisténcia de um compensador de windup global séo as mes-
mas condicoes para um sistema linear com saturagdo no controle ser globalmente estabilizdvel
por realimentacdo de estados. Isto é conseqiéncia do Lema 3.3.4, o qual € uma extensdo dos
resultados do capitulo 2. Por outro lado, a existéncia de solugdo local nao € surpreenden-
te, uma vez que, locdlmente, o sistema se comporia como um sistema linear, permitindo a

obtencio do desempenho requerido. . - ' . ' *

Nota 8.3.7 Considere o caso particular em que o sistema (3.30) é estdvel em malha aberta
e o controle mominal possui a estrutura (3.27). Seja P(s) a matriz de transferéncia de u,
para § = —y. Para vi1(€) =0, o sinal de controle u no sistema anti-windup em malha fechada

resulta

2>
Il

K# — K§j+ KP(is — 1)

(I +KP)i = K(#—7)+ KPi;

(I+KP)'K(f-9)+ (I + KP)"'KPa,

4 = (I+KP)'K(#—~9)+ I~ I+ KP) i, (3.38)

2>
Il

Comparando (3.38) com (8.29) nota-se que os dois coincidem para U = (I + KP)"'K e
V = (I + KP)™!. Logo, o esquema de anti-windup (8.29) é um caso particular do anti-
windup Ls. O fato de (I + K P) ser inversivel € consegiiéncia da hipdtese do sistema nominal

ser bem colocado. *

 Note que o Teorema 3.3.5, para o céso local, nao garante nenhuind regiao de atracao
ou limites especificos sobre a magnitude da referéncia, perturbagoes e condicoes iniciais en-
“volvidas. Este problema é melhor tratado em (TEEL; 1999), onde é proposto um projeto
especifico para o caso de sistemas lineares com modos instiveis e satura¢do em magnitude no
controle. O projeto é conduzido utilizandc;—se uma fun¢do de Lyapunov quadratica, fato que
introduz um grau de conservatividade consideravel em relagdo ao dominio de estabilidade e a
magnitude de || disty, (@is) [|2- Neste projeto ainda exige-se que a referéncia e as perturbagoes
sejam tais que o sinal de controle seja realizavel em regime permanente. A técnica proposta
na secao 3.4 estende estes resultados para o caso em que ha limitacdo tanto em magnitude
como em taxa de variacdo do sinal de controle bem como os sinais de referéncia admissiveis

$40 malis gerais.
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Prova: (do Teorema 3.3.5) Seré provada apenas a suficiéncia. Para uma prova comple-
ta veja (TEEL, KAPOOR, 1997a).  Considere a seguinte transformacio de coordenadas
(€prCer€) = (¢ — & — T,z — &, &) € seja ( = [(p, (|- Nas novas coordenadas o sistema

em malha fechada (3.30), (3.26),(3.32), (3.35)-(3.37) tem a seguinte representagio.

4'- — AczC+ <I)(z‘ao'(yc'*"01)1‘1) _q)(‘%,gc’d) : ‘ (339)

0
§ = At+ Bilo(ye+v1) — vl (340)
v = k() (3.41)

onde A, é a matriz de estado do sistema nominal em malha fechada com ® = 0. Para
£(0) = 0, (((0),¢:(0)) = (0,0), e-o(c(t)) = §c(t) para todo t > 0, segue de (3.39)-(3.41)
(como v1(0) = 0) que (p, (e, €) = (0,0,0). Por sua vez, isto implica 2(-) = (-), e o item 1 da

defini¢do do problema do anti-windup Lo fica provado.

Da transformagao de coordenadas pode-se obter

IA

|yc - gcl CIICI
lz—2| < ¢+l (3.42)
22—z = Cz(<p+§)+Dzu[0'(yc+'Ul) _gc]

Como «(-) é globalmente Lipschitz, usando (3.33) obtém-se

0 (Yo — o + K(E) + Gi) — (@) + o (dic) — e

Il

| (Ye +v1) — Gl

< Llye — G + 6(6)| + lo(Fe) — e
< Llyc - gc] + L2I€| + |0'(’,17c) - gcl
< Lil¢| + Lo|€] + disty, (Fc) . (3.43)

onde Ly = c;L e Ly = LyL e Ly é a constante de Lipschitz de «(-).

Como A é, por hipétese, Hurwitz e ® possui ganho incremental finito limitado por ¢,

segue que existem ¢; > 0 e y1(:) € K tais que (3.39) satisfaz

16 o< O +eaeq (I @ =B [+ [ (0e+o) ~3)O) o) (3.4
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Utilizando (3.42) e (3.43), chega-se a seguinte relacdo, onde L3 =1+ Ly e Ly =14 L2,

1HCE) Nl (SO + eacq (La I €C) ll2 +La || £C) ll2 + |l distae, (Fe()) [l2 ) (3.45)

Das propriedades da funcdo distancia e de (3.33), segue que
’ diStLle (yc) S l diStue (gc) + |yc - gcl . : (346)

De (3.46), (3.42), e do Lema 3.3.4, segue que existem fungdes v;(-) € K, i = 2,3,4, tais que
(3.40) satisfaz

1 £C) 112 72(1€O)]) + 7 (I disteg, (Fe() I12) + 72 (1 <C) ll2) (3.47)

De (3.47) e (3.45) segue que, para cg, condicoes iniciais, e || disty, (¥c) |2 suficientemente
pequenos, 3 e y4 podem ser tomadas como lineares, € o0 teorema do pequeno ganho (veja
apéndice C) é aplicével, donde se conclui que ((-) € Ly e £(-) € Lo desde que disty, (§(-)) €
Ls. Logo (z—2)(:) e L. Na hipétese de A ser Hurwitz, 3 e y4 so lineares e o resultado vale

globalmente em || disty, (.(-)) ||2 e nas condi¢des iniciais, para ¢, suficientemente pequeno. e

3.4 AW para Sistemas com Magnitude e Taxa de Variagao

Limitadas

Nesta se¢ao, uma estratégia baseada em anti-windup é apresentada para o problema de
" seguimento de referéncia em sistemas lineares com modos instaveis e com limitagdo em mag-
nitude e taxa de variacdo no sinal de controle. A estratégia estende resultados anteriores em

diferentes direcoes:

o O resultado de (TEEL, 1999) é estendido para sinais de referéncia mais gerais, dando-se
um tratamento mais detalhado ao dominio de estabilidade e considerando-se também

- taxa de varia¢io limitada no sinal de controle;

o Os resultados de (GILBERT et al., 1995, MILLER, PACHTER, 1998, MCNAMEE,
PACHTER, 1998, MCNAMEE, PACHTER, 1999) sio estendidos com condigbes de

estabilidade menos restritivas e independentes do controlador nominal projetado;

o O resultado.apresentado pode ser visto como uma construgao mais explicita do resultado
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de (TEEL,‘ KAPOOR, 1997b) para o caso de sistemas lineares com modos instdveis e

com limitacao em magnitude e taxa de variagdo no sinal de controle.

Vale lembrar que o caso combinado de restricGes em magnitude e taxa de variacio no sinal
de controle tem sido menos abordado na literatura. Além disso, grande parté dos resultados
dizem respeito a sistemds de tempo discreto. Veja-se, por exémplo, praticamente toda a
literatura sobre o condicionador de referéncia (GILBERT, TAN, 1991, GILBERT et al., 1995,
BEMPORAD et al., 1997, MILLER, PACHTER, 1998, MCNAMEE, PACHTER, 1998) e,
similarmente, a literatura de controle por horizonte deslizante (RAWLINGS, MUSKE, 1993,
SCOKAERT, MAYNE, 1998, SCOKAERT, RAWLINGS, 1998, CAMACHO, ALBA, 2000,
RAWLINGS, 2000). No contexto de sistemas de tempo continuo, alguns resultados podem
ser encontrados em (KAPASOURIS et al., 1988, SHEWCHUN, FERON, 1997, LIN, 1998a,
TEEL, KAPOOR, 1997b). '

Considere um sistema linear contendo modos instaveis. Sejam u; ER™, y €c R? e z € R?
a sua entrada, saida de varidveis mensuraveis e saida de desempenho, respectivamente. Seja
z € R" o seu estado e, sem perda de generalidade, considere a seguinte representagio para o

sistema

. A_ A B_

T = Az+Bug= T+ Ug (3.48)
0 A, B,

y = Cyz+ Dyu, (3.49)

z = C,z+ D,u,, (3.50)

onde A contém todos os autovalores com parte real estritamente positiva (modos instdveis)
e A_ contém todos os demais. Seja
R
T =
T4
com z; € R* e z_ € R* o particionamento do estado correspondente & decomposi¢ao

modal apresentada.

-

Ser4 considerado o caso em que a entrada de controle u, do sistema (3.48)-(3.50) é limitada

em magnitude e taxa de variagdo. Tais restri¢Oes serao representadas aumentando-se o estado
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do sistema com o modelo
is = Rsgn (satpr(u) — us), (3.51)

onde u € R™ é a nova entrada de controle, sgn é a funcio sinal, satys é a fungdo saturacao
com limite em M e R é o valor miximo da taxa de variacdo. Desta forma, assume-se que
todas as entradas de controle possuem as mesmas restrigbes. Este modelo corresponde ao
modelo 4 da Tabela 1.2.

Considere que um controle, possivelmente nio-linear, tenha sido projetado para o sistema
(3.48)-(3.50) de forma a atender certos requisitos de desempenho, sem levar em conta as
restricoes no controle. Represente este controlador, denominado controlador nominal, na

forma

T, = g(xm Ue, '7')

(3.52)
Ye = k(xa Uc, 1"),

onde z, € R" é o estado, 7 € R? é uma entrada de referéncia, u, € RP e y. € R™ sao entrada
e saida do controlador, respectivamente.

O controlador nominal (3.52) em malha fechada com o sistema (3.48)-(3.50) na forma
Us = Ye, Uec =Y, (3"53)

constitui o sistema nominal, o qual esta ilustrado no diagrama de blocos da Figura 3.5. Em

relacao ao sistema nominal, assume-se que:

r . ' z
Controlador Us .
Uc (llTrlogx?ir?al = Sistema y

£

Figura 3.5: Diagrama de blocos do sistema nominal.

Hipétese 3.4.1 O projeto do controlador nominal (3.52) € tal que:

1. O sistema nominal é bem colocado, isto é, fica garantida ezisténcia e unicidade de

solugdo;

2. O sistema nominal é internamente estdvel. Em particular, isto requer que o par (A, B)
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seja estabilizdvel e o par (Cy, A) detectdvel;

3. Garante convergéncia assinitdtica da varidvel de desempenho na forma

Iim 2(t) =r.
t—+00
4. Garante que, pare cada referéncia constante r, existe um inico equilibrio (z*, =) para

o sistema nominal, o qual é globalmente assintoticamente estdvel.

Definigao 3.4.2 De acordo com o item 4 da Hipétese 3.4.1, defina o mapa de equilibrio
E:RP —» R* xR como

E(r) = (z*, v*) = (2", ¥;) (3.54)

onde yX € o controle associado ao equilibrio do sistema nominal (z*, z¥), correspondente a
entrada de referéncia r. Defina também a variedade de equilibrio £ C R* x R™ como o
conjunto de todos os pares estado-entrade (z, us) do sistema linear (3.48) associados a um

equilibrio do sistema nominal. Em funcdo do mapa de equilibrio E (3.54), tem-se

E={(z,us) eR" xR™: FreR! tal que (z, us) = E(r)}.

341 O compensador anti-windup

Como o projeto do controlador nominal negligencia as restricoes de magnitude e taxa
Eie variagao no sinal de controle, problemas de estabilidade e desempenho podem aparecer
quando este controlador é colocado em malha fechada com o sistema real, isto é, com as
interconexoes

Ue =Y, U=TYe (3.55)

A questdo da estabilidade é especialmente critica devido ao fato do sistema (3.48) possuir
modos instaveis (autovalores com parte real estritamente positiva). Dai advém a necessidade

de introduzir um controle adicional, 0 compensador anti-windup, para compensar os efeitos
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das restricées no controle garantindo dominios de estabilidade para o sistema em malha-

fechada.

Por outro lado, o desempenho induzido pelo controlador nominal é desejavel para o sistema
em malha-fechada. Apesar de nao ser possivel garantir este desempenho globalmente, ao
menos localmente (onde ndo h4 influéncia das restri¢des no controle), é desejavel que o sistema

em malha-fechada se comporte como o sistema nominal.

Assim, o projeto do anti-windup deve acomodar estes dois requisitos principais, isto é,
respeitar o desempenho induzido pelo controlador nominal, a0 mesmo tempo que garan-
te estabilidade para o sistema em malha-fechada. A estrutura de anti-windup apresentada
em (TEEL, 1999) contempla estes requisitos apenas no caso em que hd limitacio somente
em magnitude no sinal de controle e o sinal de referéncia é realizdvel, conservativamente, em -
regime permanente. Nesta se¢io propde-se uma extensdo do resultado de (TEEL, 1999) a
quaJ permite tratar os casos de taxa de variacdo limitada no sinal de controle‘e referéncias
ndo-realizdveis em regime permanente.

O projeto a ser apresentado utiliza-se de uma estrutura para o compensador anti-windup
similar & utilizada em (TEEL, 1999). Especificamente, a estrutura do compensador anti-

windup é dada por

é = Af{+B ('u‘s - yc) (3.56)
n = a($+’ Ug, T4 — é-}-, Ea yC) — Y (357)

vo = —Cy&— Dy(us —ye)s : | (3.58)

onde ¢ € R™; u, o4 e y, séo varidveis do sistema, (3.48)-(3.50) e do controlador nominal (3.52);

e o : R+ x Rm x R x R* x R™ — R™ é uma fungio a ser projetada. O compensador
anti-windup (3.56)-(3.58) é conectado em malha fechada com o sistema (3.48)-(3.50), (3.51)

e o controlador nominal (3.52) de acordo com

u = Y, + v1, Ue = Y + 1. ' (3.59)

Nota 3.4.3 O compensador anti-windup (3.56)-(3.58) utiliza a parcela z do estado do sis-
tema. Nem sempre esta informacdo é mensurdvel diretamente, podendo ser necessdria a me-

dicdo-completa do estado para obter-se tal informacdo. Caso o estado ndo seja mensurdvel,.
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pode-se empregar observadores de estado, como, por ezemplo, em (SHAMMA, 1999). *

O sistema em malha fechada (3.48)-(3.50), (3.51), (3.52), (3.56)-(3.58, (3.59) sera deno-
minado de sistema anti-windup em malha fechada. A Figura 3.6 ilustra o diagrama de blocos

deste sistema.

r z
Controlador e [ N\ u Limites dos Usg .
e Nominal +K-P J | Atuadores  Sistema v
O -
m 1
v2 | AW
I +
/2%
\_/

Figura 3.6: Diagrama de blocos do sistema anti-windup em malha-fechada.

A liberdade de projeto do compensador anti-windup esti na funcio a. Esta fungio deve
ser projetada de forma que o sistema anti-windup em malha fechada satisfaga os requisitos

de desempenho ja colocados qualitativamente e que sdo formalizados a seguir.

3.4.2 Requisitos

Seja X @& X_ uma soma direta do R" condizente com a decomposi¢io modal do sistema
(3.48). Seja V C R**™ o dominio de controlabilidade para zero do sistema (3.48), (3.51).
Segue do Lema 1.-5.2 que V=V, UX_, onde V., CR} x R™ é o dominio de controlabilidade
- para zero do subsistema (T, us).

Como conseqiiéncia deste fato, a regido de operagdo do sistema em malha fechada, em
termos de (z4, us), deve ficar restrita a V. Seja i C V, a regifo de operagao desejada,
isto é, o conjunto no qual as trajetérias (z, (t), us(t)) devem permanecer para todo ¢t > 0. A

“seguinte hipétese é feita em relagdo ao conjunto U.
Hipétese 3.4.4 O conjunto U € compacto e estritamente contido em V.. >

Nota 3.4.5 Pode-se, d primeira vista, pensar que a melhor condi¢cdo para o sistema em malha
Jechada seria obtida escolhendo-se U o mais prozimo possivel de V. Contudo, verifica-se que
este raciocinio é enganoso. Isto porque o sistema (3.48) possui modos instdveis e, logo, exis-

tem pontos sobre a fronteira de Vy que sao pontos de equilibrio do sistema (3.48) para algum
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valor admissivel de us. Utilizando-se argumentos de continuidade de solucées com relacdo a
condicdo. inicial, conclui-se que o sistema poderd levar um tempo arbitrariamente grande pa-
ra mover-se de uma condi¢do inicial arbitrariamente prozima de um destes equilibrios. Este

fato tem sido verificado na literatura (veja, por ezemplo, (MILLER, PACHTER, 1998)) e é

conhecido como o stickiness effect. *

A Nota 3.4.5 justifica a escolha de U como um conjuhto estritamente contido em V.,
com o objetivo de evitar que o sistema tenha comportamento muito lentc em determinadas

condicoes de operagido. Baseado no conjunto U, considere a seguinte definigéo.

Definigao 3.4.6 Para U C V., satisfazendo a Hipdtese 3.4.4, sejam
1. F um conjunto compacto estritamente contido em U;
2. Fy ={zy € R" : Jus; € R™ tal que (x4, us) € F}

3. P :R* x R™ — F. uma fun¢do continua tal que

Ty € .7:+ = P(IZJ+) =Ty - (360)

Y

O papel dos conjuntos F, F. e da fungdo P serdo melhor explicitados na seqiiéncia da
Propriedade 3.4.7. Em termos dos conjuntos U, F e da fungao projecdo P, a propriedade a
seguir estabelece formalmente os requisitos de estabilidade e desempenho desejados para o

sistema, anti-windup em malha fechada.

Propriedade 3.4.7 Denote por um til (~ ) as varidveis correspondentes ao sistema nominal

em malha fechada iniciadas emr(:i(O), Z.(0)) = (Zo, Zc0). Entdo, o sistema anti-windup em
malha fechada (3.48)-(3.50), (3.51), (3.52), (3.56)-(3.58, (3.59) é tal que para (z(0), z.(0)) =

(%o, o),

1. Se £(0) = 0, us(0) = §.(0), e existe um conjunto compacto Fo e constantes ﬁositivas

My, Ry, tais que,

(j-f-(t)a gc(t)) € j:O C znt(.'F)
@I <My <M, |Gt <R <R,  Vt>0 o
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entdo z(t) = Z(t), V¢ > 0.

2. Se a condi¢do inicial satisfaz (21 (0), us(0)) € U e r € limitada, entdo (x4 (t), us(t)) €

U, Yt > 0 e todas as trajetorias sgo limitadas.

3. Se a condigdo inicial satisfaz (z1(0), us(0)) €U e se

lim (3_(2), &+ (), (1)) = (3%, 7, &2), (3.61)

©t—o00

entdo limyyoo(z—(t), 4(t), zc(t), E(t), us(t), 2(2)) = (=%, P(2%), =}, £%,us, 2*).

A obtencao dos requisitos estabelecidos na Propriedade 3.4.7 para o sistema anii-windup
em malha fechada recai sobre o projeto da funcdo ¢, principal parimetro de projeto do
compensador anti-windup. Os papéis dos conjuntos U, F e da fungio P e uma interpretagio

dos itens da propriedade 3.4.7 sao considerados a seguir.

e O item 1 da Propriedade 3.4.7 estabelece as condi¢bes nas quais o sistema em malha-
fechada deve reproduzir o desempenho do sistema nominal. Duas ocorréncias podem
impedir que o sistema em malha-fechada se comporte como o sistema nominal. Primeiro,
porque os atuadores podem atingir seus limites. Segundo, porque a trajetdria do estado
pode estar se aproximando da fronteira da regido de operagio. A primeira situagio é
levada em conta diretamente, enquanto que a segunda é considerada através do conjunto
F. Assim, F determina uma sub-regido dentro da regido de operagdo do sistema em
malha-fechada onde a operagao é considerada segura e o desempehho nominal pode
ser reproduzido. O conjunto F é um pardmetro de projeto que pode ser escolhido
arbitrariamente dentro das condigdes da Defini¢gdo 3.4.6. Quanto maior o conjunto F,

maior a regido em que se procura respeitar a atuagdo do controle nominal.

e O item 2 da Propriedade 3.4.7 se refere a regiao de operacio U{. O conjunto I/ deve ser
positivamente invariante para a parcela da trajetéria (z(t), us(t)), independentemente
do sinal de referéncia. Ao mesmo tempo, exige-se que as trajetérias do sistema em
malha-fechada sejam limitadas. Este item, além de impor a necessidade do sistema
ficar restrito a regido de operagdo, também impde a propriedade de entrada limitada -

estado limitado com relacao ao sinal de referéncia.
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e Se o sinal de referéncia ndo é realizidvel em regime permanente, o sistema anti-windup
em malha—fechadé, nao podera atingir o mesmo estado de equilibrio atingido pelo sistema
nominal. E desejdvel, contudo, que o estado de equilibrio atingido esteja préximo, se-
gundo algum critério, daquele atingido pelo sistema nominal. A funcdo P é responsavel
por fazer este mapeamento entre o equilibrio do sistema nominal e o equilibrio do sis-
tema anti-windup em malha-fechada. O item 3 da Propriedade 3.4.7 estabelece entdo
que o equilibrio atingido pelo sistema anti-windup em malha-fechada deve ser tal que
zh = P(Z%). A fungdo P é definida como uma identidade dentro do conjunto F de
forma. que, se o equilibrio do sistema nominal é tal que % € F,, entdo o sistema anti-
windup convergira para o mesmo equilibrio. O item 3 também exige que a convergéncia

seja assintOtica para qualquer condicdo inicial consistente com a regiao de operacao U.

Nota 3.4.8 A funcdo P pode, em principio, ser definida livremente para pontos fora de Fi.

Uma escolha possivel é a projecdo ortogonal sobre o conjunto F., isto €, tal que

|P(:L‘+) - :L'+| = distf+($+), vz, € R*

3.4.3 Projeto de «

O projeto direto de o para atender aos requisitos da Propriedade 3.4.7 é muito dificil.
Nesta secdo, é apresentada uma estratégia de projeto para o que se baseia na realizacdo
de um projeto de uma lei de controle mais simplificada. Para introduzir esta metodologia,

considere as seguintes definigoes

Definicdo 3.4.9 Com base nos conjuntos F e U, defina uma funcdo B : R*+ x R™ =70, 1],

continua em todos seus argumentos e tal que

1, if (z4,us) €F

(3.62)
0, if (zy,us) € OUUUC.

ﬂ($+aus) =

De acordo com a Defini¢do 3.4.9, o papel da funcio 8 é localizar a parcela (z(t), us(t))

da trajetéria em relagdo aos conjuntos F e U. A liberdade na escolha de 3 estd apenas na
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regido F° Nint(lf) e sua influéncia sobre o desempenho do sistema em malha-fechada néo é
significativa. Portanto, 8 nao é vista como um parametro de projeto. Uma escolha possivel

para a funcio 3 é

dist (srunie) (T+,Us)
inf di ¢
inf dist(auue) (2)

,3($+,Us) = min ¢ 1,

Teorema 3.4.10 Sejam U eR*+ xR™, F, F., &, P e B como nas Defini¢oes 3.4.6, 3.4.2
e 3.4.9. Considere a nota¢do da Propriedade 3.4.7.

Entdo, o sistema anti-windup em malha-fechada (3.48)-(3.50), (3.51), (3.52), (3.56)-
(3.58, (3.59) satisfaz os requisitos da Propriedade 3.4.7 para qualquer escolha de o na forma

(T, Usy Nty €5 Ye) = Y(Z4s Usy P(04), &, ye) + B(@4s us) (Ye — (045 Yer 14, 0, yc)) {3.63)

onde a fungdo v : R X R™ xR*+ xR? x R™ — R™ ¢ contz’nuamente'diferencidvel e tal que
para cada r € RY (e seu correspondente par de equilibrio (*,3%,§:) = E(r)) e para qualguer

condigdo inicial (z_(0), z4(0), us(0)) € R* x U, as sequintes propriedades sdo satisfeitas:
1. A lei de controle
U = 'Y(x-l—v Us, P(i‘i)a T — 5"*7 g:) (364)

garante estabilidade assintdtica de um equilibrio (z*, =% ,u}) € R*~ X F para o sistema

(3.48), (3.51) com regido de atragdo incluindo R~ xU e com z% = P(Z%);

2. Para qualguer % € R+ eu, j; € R™,
(&, u, 3,0, 92) = 4z ; (3.65)

3. Para qualquer escolha de fungdes assintoticamente convergentes para zero €1(t), €2(t),

e3(t) e €4(t), a lei de controle
u = y(zy, us, (&L +e1(t), z — T° + ea(t), §; +e3(t)) + Blz4,us)ea(t)  (3.66)

para o sistema (3.48), (3.51), € tal que U é positivamente invariante, e todas as tra-

jetorias sao limitadas.
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Com base no projeto da fun¢io -y, conforme os requisitos estabelecidos no Teorema 3.4.10,
uma fun¢io a pode ser diretamente obtida de (3.63), a qual garante que o sistema anti-windup
em malha fechada atende a todos os requisitos da Propriedade 3.4.7. E importante entao

comparar o nivel de dificuldade do projeto de y com o nivel de dificuldade que se teria no

" projeto direto de o.

Um primeiro aspecto estd associado aos requisitos de desempenho no projeto de o estarem
associados ao sistema anti-windup em malha fechada enquanto que os requisitos para o projeto
de v estao ligados somente ao sistema original (3.48), (3.51). Assim, as dindmicas, tanto do
controle nominal como do compensador anti-windup, nao afetam o projeto de .

Um outro aspecto é que o projeto de -y nao utiliza informacoes de desempenho do sistema
nominal, consistindo basicamente em um problema dé estabilizacdo, ao invés de estabilizacio
mais desempenho, na presenca de restrigdes de magnitude e taxa de varia¢do no sinal de con-
trole. Assim, resultados existentes na literatura sobre este problema podem ser diretamente
aplicados no projeto de_’y,v em especial os resultados de (BLANCHINI, 1999, SHEWCHUN,
FERON, 1997).

Nota 3.4.11 Neste ponto fica mais clara a politica adotada com relagao ao seguimento do
sinal de referéncia. O desempenho do sistema nominal com relagdo ao seguimento da re-
feréncia € reproduzido pelo sistema anti-windup em malha-fechada enquanto os limites do
sinal de controle ndo sdo atingidos e a trajetdria € tal que a parcela (z4(t), us(t)) € F.
Qudndo os limites dos a_tu_adores sao atingidos, isto passa o ndo ser mais possivel e o com-
pensedor anti-windup passa o atuar devido ao fato de ugs # u. Contudo, o sistema continua, .

dentro das limitacdes dos atuadores, buscando sequir o sistema nominal. Este comportamento

“mudd quando a tTajetoTia do sistema deiza o conjunto F. Neéste ponto, a lei de controle o

passa o mudar de acordo com a fun¢do B e, quando a trajetdria atinge a fronteira de U, fica
determinada apenas por . Das propriedades da fungdo -y, veriﬁcc;-se gque o sistema passa
a objetivar o seguimento de P(T(t)), ao invés de T (t), isto é, o seguimento da referéncia
original passa a ser ignorado, e todos os esforcos sdo direcionados para manter o estado
limitado e dentro da regido de operagdo U. '

Note-se que, em contraste com a politica adotada em (GILBERT et al., 1995), a modi-
ficacéo da referéncia através de P s6 é introduzida quando a trajetéria do sistema atinge a

fronteira de F. Note-se também que o sinal de referéncia pode assumir qualquer valor, seja
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ele realizdvel ou ndo, em regime permanente. *

Em algumas situagoes particulares, o projeto de -y pode ser simplificado. A secéo seguinte

discute duas destas situagoes.

3.4.4 Situacoes particulares

Auséncia de modos sobre o eixo jw: No caso em que o sistema (3.48) ndo tem au-
tovalores sobre o eixo imaginario, o estado z_ é limitado sempre que o sinal de referéncia
e a parcela z forem limitados. Assim, o item 3 do Teorema 3.4.10 reduz-se a garantir a
invaridncia de U, uma vez que isto implicara nas limitagio das trajetérias. Contudo, como 3

é zero na fronteira de U, isto é equivalente a exigir que a lei de controle
u="y(Z4, us, P(Z +€1(t)), 2— " +e2(t), Ui +e3(2)) (3.67)

torne U positivamente invariante para quaisquer funcdes £1(t), €2(t) e 3(t) assintoticamente
convergentes para zero.

Uma simplificagdo adicional que pode ser introduzida no projeto de y para este caso
particular estd relacionada ao seu quarto argumento. Considere, por exemplo, a seguinte

estrutura para -y,

7(1‘.-}-’ Us, ’P("E:-)a z —I%, g;) = ’Yl(z*i-a Us, P(ij—)’ g:) +:3(m+1 U’S) 72($— - :Ei)’

Nesta estrutura, 2 atua sobre os modos estéveis do sistema (3.48) e, pode-se assumir ¥2(0) =
0. Eventualmente, -y, pode ser escolhido identicamente zero, caso em que nenhuma agio serd
realizada sobre os modos estdveis.

Na fronteira de U, o efeito de 72 é zerado pela fungao §. Logo, 2 ndo tem efeito sobre a

invaridncia de U e esta pode ser obtida através do seguinte controle em lugar de (3.67).

u= 71($+a Us, P(jj,— +51(t))a :‘72 +63(t)),

Por conseqiiéncia, os itens 2 e 3 do Teorema 3.4.10 sdo independentes de ¥, e, se 72 = 0, 0
quarto argumento de -y fica descartado. Assim, para atender aos requisitos do Teorema 3.4.10

é suficiente projetar ; com base apenas na parcela z1 do estado do sistema.
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Sém modos instdveis: No caso particular em que o sistema ndo contém modos instaveis,
isto é, ﬁ+ = 0, a regido de controlabilidade para zero engloba todo o espago de estados R™ (veja
Lema 1.5.3 e (SCHMITENDORF, BARMISH, 1980, SHEWCHUN, FERON, 1997)). Como
a parcela do estado . ndo existe neste caso, as fun¢bes S e P nao tem mais significado, e a

saida (3.57) fica simplificada na forma

v = a(:z:+, Us, T+ — 6—}-7 £, yC) . —= Y
= 'YO(U'S, 67 yC) +¥— (ymoa yC) - Ye (368)
= (£), |

onde se fez a escolha yo(us, &, ye) = K(€) + yc, independente da varidvel u,. Se £(0) =0, o
item 2 do Teorema 3.4.10 fica satisfeito. Os itens 1 e 3 do teorema resumem-se a garantir
estabilidade assintética global do sistema original (3.48) com restricbes de magnitude e taxa
de variacao no sinal de controle e na presenca de perturbagoes assintoticamente convergentes
para zero. O projeto de x(-) atendendo a estes requisitos pode ser feito empregando-se
resultados existentes na literatura (TEEL, 1996a, SHEWCHUN, FERON, 1997, LIN, 1998b,
LAUVDAL, 1998, FREEMAN, PRALY, 1998). No caso do sistema estar sujeito apenas a
restricbes em magnitude, o compensador anti-windup (3.56)-(3.58) reduz-se ao compensador

anti-windup Lo (3.35)-(3.37).

3.5 Estudo de Caso

Nesta secao serd considerado um exemplo ilustrativo do problema de seguimento de re-

feréncia com restrigdes no controle. Através deste exemplo, algumas propriedades de de-

sempenho da técnica baseada em anti-windup proposta na secdo 3.4 sao elucidadas. Uma
andlise comparativa com as técnicas de seguimento 6timo, controle com horizonte deslizante

e condicionamento de referéncia é também apresentada.

Os resultados apresentados nesta secio sao baseados em (BARBU et al., 1999), porém
diversas extensoes sao feitas para tornar a andlise mais abrangente. Consiste em um controle
da taxa de variacdo do dngulo de pitch em um controle manual de vbo, onde € considerado

apenas o modelo longitudinal da aeronave.

Considere o seguinte sistema. linear continuo correspondente a um modelo linearizado da
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dindmica longitudinal de uma aeronave.
A= , b= , c=[o 1] (3.69)

Como estado tem-se z = [a, g|', onde & é o dngulo de ataque e g é a taxa de variagao do
* angulo de pitch (pitch rate). A entrada ug representa do efeito concentrado da atuacao, e

considera-se que é limitada em magnitude (M = 0.35) e taxa de variagio (R =0.7) na forma,
ts = Rsgn(satar(u) — u,) (3.70)
O problema de seguimento consiste em projetar um controle tal que o desempenho do

sistema em malha fechada reproduza o desempenho do seguinte modelo de referéncia,

yr(8) s+1

Gr(s) = rr(s) T2+ 15s+1

(3.71)

Para atingir tal objetivo, uma escolha possivel para o controle nominal é a ilustrada na

Figura 3.7 com

s+1 1.5s+1 1
Cr(s) = Ths 1’ Crp(s) = —g,— Ks=5[-62] (3.72)

I ! i
. + _ + - Sistema 7
Tt Cpps) FEo— Crils) > original T

! A +1 |

! :

| |

I K :

. Controlador : ' 3

| Nominal :

! .

Figura 3.7: Controle nominal.

Para o sistema nominal em malha fechada (Figura 3.7) a variedade de equilibrio £ pode

ser obtida como

£ = {(zl,xz,us) = (7‘, T, —g) ,TE ]R} (3.73)
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Com uma transformacio de coordenadas adequada, o sistema (3.69) pode ser diagonali-

zado na forma

i 1 0 T b :
T 2 A+ T u (3.74a)
g 0 -4 | |2 by
- T . o
v=laal|™|] (740
| . |

A presenca de um autovalor no semiplano direito indica que o dominio de controlabilidade
para zero é limitado na direcdo de z4. No presente caso, o dominio do controlabilidade para

zero pode ser determinado explicitamente como

V = V. xR | (3.75)
Vi = {(z4,u): [u| £ M, v(zy,u, M, R) <0} (3.76)
onde
v(z4,u, M\,R) = —[(z4+ bru + blR)e(M__“)/R —bi(R+2M)]
[(z4 + biu — biR)eMT¥/E L p R (3.77)

Para evitar a operacio do sistema pr6ximo & fronteira do dominio de controlabilidade

para zero, foi adotada como regido de operagao U o conjunto

U ={(z4,u) : |u| <M, v(z,u, M, R) <0} | (3.78)

onde M =10.7 M e R=0.7R-Por fim, o-conjunto-F-¢é escothido uma-contragio-de U, -isto-é—— -

para é > 0 pequeno,
F={(zs,u) €RxR: (1 +0)(zs, u) € U} (3.79)

Para o presente caso, foi adotado § = 0.01, significando que os conjuntos F e U/ sdo muito
similares, porém F C U estritamente. -

Os conjuntos V.., U e F° estio ilustrados na Figura 3.8. A variedade de equilibrio também

5Para tornar a figura mais-didética, foi utilizado um-valor maior para 4, 4. =-0.05, na determinacio do
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1.5 ¥ T T T T T T

051

Figura 3.8: Conjuntos Vi, U, F e €.

esta mostrada na mesma figura.

Como o sistema nao contém autovalores com parte real nula, recai-se em um dos casos
particulares mencionados na se¢do 3.4.4 e v pode ser projetada com base no subsistema .

Para os conjuntos U e F descritos acima, a lei de controle

16 6) = = (G + K(G - o) (3.80)

e2M/R _ 1
e2M/R(2M/R-1)+1"

- satisfaz as condig¢es do Teorema 3.4.10 para K € (0, Kpnoz) onde Kpppr =

Note que no equilibrio, v = —z,/by = vy(z4,z+), satisfazendo o item 2 do teorema.
Também, a lei de controle u; = y(z4,7% ) estabiliza globalmente o ponto z4 = 7% na auséncia
de restrigcoes. Com isto, para provar os itens 1 e 3 do teorema, basta provar a invariincia de
U. Isto pode ser feito analisando as trajetérias do sistema sobre a fronteira de U e concluindo

que, para K dentro da faixa especificada, nenhuma trajetdria deixa U.

O projeto do compensador anti-windup fica terminado com uma escolha para 3. Esta é

conjunto F.
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escolhida como uma funcéo continua na forma 8

0, v($+,u,M,R) <0

Blzy,u) = (3.81)

min{1, K, v(z,,u, M,R)}, caso contririo

O desempenho da estratégia anti-windup para seguimento de referéncia com restrigoes
no controle é analisado a seguir. O desempenho desejado é determinado pelo modelo de
referéncia (3.71). A anilise é feita para um sinal de referéncia r, consistindo em degraus na

forma
A, 0<t<4s

=9 —A, 4s<t<8s (3.82)
0 8s<t<12s

A Figura 3.9 ilustra a resposta do sistema anti-windup e do modelo de referéncia. Também
mostra o sinal de controle do sistema anii-windup. Para este caso, o sistema anti-windup
reproduz com boa precisio o sinal de referéncia, resultanto em um bom desempenho de

seguimento, pois praticamente ndo ha atuacdo dos limites dos atuadores.

8’ 10 12

o~ O
~—~
w
S—

Figura 3.9: Resposta do sistema anti-windup em malha fechada para Ar = 0.45 (linha sélida).

Sinal de referéncia (linha tracejada).

5Basta escolher K, suficientemente grande para que 8 =1 em F.
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1-5 T T T T T T T

0.5

1t .

®

Figura 3.11: Resposta do sistema anti-windup em malha fechada para Ar = 0.7 (linha sélida).
Vista no plano (z4,us) em conjpinto com a regiao de operacdo U e a variedade de equilibrio

(linha pontilhada).

Na Figura 3.10 tem-se a resposta do sistema anti-windup e do modelo de referéncia para

um sinal de referéncia maior, no caso Ar = 0.7. Observa-se que o erro de seguimento é maior
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neste caso, especialmente em torno do degrau para baixo na referéncia. Pare este sinal de
referéncia, os limites do atuador sdo atingidos, bem como a fronteira da regido de operagao
U. Isto é melhor ilustrado na Figura 3.11, onde se tem a mesma trajetéria da Figura 3.10
mostrada no plano (z4,us) juntamente com a regido de operagao U. Nota;se que o sistema
opera grande parte do tempo na fronteira da regido de operagido. Inicialmente, o sistema
.opera apenas com o limite de taxa de variacdo no atuador fazendo um seguimento preciso
da refeféncia. Ao atingir a fronteira de U, o sistema é impedido de continuar o seguimento e
limita-se a garantir a invaridncia de i{. Somente no final do ensaio o sistema consegue voltar

ao seguimento preciso do sinal de referéncia.

Para propiciar uma andlise comparativa de desempenho, sdo apresentados, a seguir, re-
sultados obtidos da aplicagdo de outras técnicas de seguimento de referéncia sob restricoes
ao presente problema. Foram consideradas as técnicas de seguimento 6timo com restrigoes,
controle com horizonte deslizante e o condicionamento de referéncia. Para a aplicacao des-
tas técnicas o sistema (3.69) e o controlador nominal (Figura 3.7) foram discretizados com

periodo de amostragem 7, = 0.1s.

Seguimento 6timo com restrigoes. Nesta andlise procura-se responder a seguinte per-
gunta. Dadas as restri¢bes do problema, o que pode ser feito de melhor, em termos de

seguimento da referéncia em questao?

Para tratar esta questdo, um problema de seguimento 6timo com restricoes é formulado de
acordo com a secio 3.2.1. O sistema (3.69) em tempo discreto é aumentado com um integrador
na entrada conforme .(3'.2), eo problema de otimizagdo (3.5) é resolvido para@Q =1, R=1
e N = 120. Ao problema (3.5) sdo acrescidas restricoes para forcar a operacao do sistema
dentro do conjunto U/. Para tanto, umé, aproximagao politépica do conjunto U ¢é considerada

(Figura 3.12) para permitir a solu¢do do problema como um programa quadratico.

A trajetéria 6tima obtida para as mesmas condictes da Figura 3.10 estd mostrada na
Figura 3.13. Como seria de se esperar, devido & natureza preditiva do controle 6timo, o
seguimento da referéncia é mais preciso que o obtido com o anti-windup. Nota-se, contudo,
as mesmas limitacoes de seguimento nos instantes préximos aos picos de cima e de baixo da
resposta, mostrando que estas nio sfo limitacGes do anti-windup em si, mas sdo devidas &

regiao de operagao.
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1.5

1t

-1.5
-04 03 -02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 04 -

Figura 3.12: Aproximagao politépica do conjunto U.

Figura 3.13: Seguimento 6timo com restri¢des para Ar = 0.7 (linha s6lida). Sinal de referéncia

(linha tracejada).

Esta estratégia de seguimento 4timo, embora produza um bom resultado, nio é pritica,
pois o controle obtido é em malha aberta. O propésito de incluir este resultado é apenas para

fins de comparagio.
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Controle com horizonte deslizante. A estratégia de controle com horizonte deslizante
descrita na secao 3.2.2 é também aplicada ao presente estudo de caso. O problema (3.8) é
resolvido on-line a cada instante de amostragem, e o controle implementado de acordo com

(3.9). Para a solucdo deste problema é considerado um horizonte N = 20 e pesos Q = R = 1.

A Figura 3.14 ilustra os resultados obtidos. Quando a restricdo da regiao de operagao U
é considerada, o controle com horizonte deslizante fornece desempenho similar ao seguimento
6timo (Figura 3.13).  Neste caso, a restricdo da regido de operagdo garante estabilidade,
pois garante limitacio do estado instivel que, juntamente a limitacio do controle, garante

limitagdo do estado estavel z_.

6
t (s)

-~ Figura 3:14:-Controle com horizonte-deslizante para—Ar-—=-0:7e-horizonte-N-=20-implemen-
tado sem (sélida) e com (trago-ponto) a restri¢do da regido de operagdo . Sinal de referéncia
(tracejada). .

Por outro lado, observa-se que o seguimento da referéncia é mais preciso quando a festri(;éo
da regiao de operagao nao é considerada, mostrando que, permitindo-se uma maior regiao de
operagio, é possivel obter resultados melhores para sinais de referéncia especificos. Contudo,
neste caso, existem sinais de referéncia para os quais esta estratégia de controle é instavel,

especialmente sinais que ndo sao realiziveis em regime permanente.
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Condicionamento de referéncia. Primeiramente o sistema (3.16) é construido a partir
de (3.69) e do controlador nominal 7 (Figura 3.7) com saida z(k) = (u(k), u(k+1)—u(k)). O
conjunto de restricdes é entdo determinado como Z = {(u,v) € RxR: |u| < M; |v| < RT,}.
Com isto, uma aproximagcao do conjunto saida admissivel é obtida de acordo com a Nota 3.2.14
para ¢ = 0.3M. Para obtencdo desta aproximagao foi utilizado (GILBERT et al., 1995,

Algoritmo 3.2). Esta aproximacio é representada por 304 desigualdades lineares _8.

1 ! - ! ; !

0.5

-0.2

-0.4
0

Figura 3.15: Resposta do condicionador de referéncia para Ar = 0.45 (linha sélida). Re-

feréncia (linha tracejada).

- Com o conjunto saida admissivel assim obtido, o condicionador de referéncia (3.18) é
implementado por meio de um programa linear resolvido on-line. Os resultados estdo nas.
Figuras 3.15 e 3.16, as quais mostram simula¢des nas mesmas condigdes das Figuras 3.9
e 3.10. Observa-se que o condicionador de referéncia produz uma resposta com forma similar
a referéncia, porém com erro de seguimento considerivel no caso da Figura 3.16. Também,
observa-se que ¢ erro de seguimento no inicio da simulag8o é maior que no caso do anti-windup.
Isto é inerente ao condicionador de referéncia que limita, a priori, o sinal de referéhcia, a
valores admissiveis em regime permanente. O anti-windup, por outro lado, somente modifica

o controle nominal quando necessario, fato que lhe confere uma resposta mais préxima da

7O controlador nominal possui um modo néo-observével de sua saida, o qual pode ser removido para fins
de célculo do conjunto saida admissivel. _

8Nio houve preocupagio em eliminar desigualdades redundantes, de modo que existem desigualdades des-
necessérias.
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linear (mais rdpida) no inicio.

Figura 3.16: Resposta do condicionador de referéncia para Ar = 0.7 (linha sélida). Referéncia

(linha tracejada).

3.6 Prova do Teorema 3.4.10

Na prova do teorema 3.4.10 utiliza-se o resultado do Lema 1.4.1.

O teorema. serd provado mostrando que, sob as condicdes estabelecidas sobre v, a funcao

« definida por (3.63) é tal que todos os itens da Propriedade 3.4.7 sdo satisfeitos.

Sejam X =z —&, Y = y__-i-. 1-)2., z =C, £+ D, (u~yc) e Z=2z— 2. A representagio
o sistema, anti-windup em malha fechada (3.48)-(3.50), (3.51), (3.52), (3.56)-(3.58, (3.59) nas

novas coordenadas (X, z, z., u) resulta,

4

X = AX+By.

Y = CyX +Dyy.

(X,z:) { Z = C,X4+D,y. (3.83)
. = g(z., Y, 1)

| Yo = k(ze, Y, 1)



3.6. Prova do Teorema 3.4.10 : 115

T = Az+ Bug
(z, us) s = Rsgn(satpy(u) — us), (3.84)
u = 7($+, Us, P(X+)’ z - X, ?jc) + :3($+7u8) (yc - 'Y(X-{—,ym X+,0, yc))

Note que o sistema nesta forma possui uma estrutura em cascata, onde o subsistema
(X, z.) alimenta o subsistema (z, us)-

Item 1. Sejam as seguintes condigdes iniciais para o sistema anti-windup em ma,lha—fechada

z(0) = (0) (3.85)

zc(0) = Z,(0) (3.86)

w0) = 5(0) (3.87)

£0) = 0 (3.88)

Assim, (X(0), z.(0)) = (%(0), £.(0)) e, como as equagdes descrevendo o subsistema
(X, z.) (3.83) coincidem com as equagdes descrevendo o sistema nominal, segue que

X(t) = &), V>0, | (3.89)

Z{t)=z@1), Vt=>0, (3.90)

Ye(t) = e(t),  VE>0. ! (3.91)

s

Basta provar que, sob as condicdes deste item, (z(t), us(t)) = (X(t),v.(t)) é a tnica
solucdo ? do subsistema (z, u,) (3.84). Deste fato, segue imediatamente que ze(t) =0, Vi >0,
e daf 2(t) = 2(t), V¢ > 0. o ' ' |

Para a prova da unicidade ser4 utilizado o Lema 1.4.1 apés derivar limites sobre lu| e |-

Primeiramente note que
P(X4 (1) = X (t) = 34(t), VE20 - (3.92).

fato que segue da hipétese (Z1(t), §c(t)) € F, Vt >0 em conjunto com a equacio (3.89) e a
propriedade (3.60) de P(-).

Adicionalmente, se (z+, us) € F, segue da compacidade de F e das equagdes (3.48),

9Pode-se facilmente verificar que esta constitui uma solugio. Porém, n3o é possivel afirmar a sua unicidade
diretamente, pois o lado direito de (3.84) ndo é localmente Lipschitz.
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(3.51), que existe L > 0 tal que

L A +B
Ty _ + T+ + Us <L (3.93)
g Rsgn (satpr(u) — us)

Sejam § = infyer, distar(z) e T = 6/L. Uma vez qﬁe Fo é um conjunto compacto
estritamente contido em F, a partir da desigualdade (3.93) e invocando a continuidade de
solucbes com relacdo ao tempo, pode-se afirmar que para qualquer ¢, > 0 (note que T nao

depende de t,),

(@4 (t0), s (b)) € Fo => (04 (t), us(t)) € F, V£ € [torto + T1, (3.94)

De (3.85) obtém-se z.(0) = Z+(0), o qual combinado com (3.87) e com a hipétese de que
(. (t),1(t)) € Fo, Vt, permite concluir que (z4(0), us(0)) € Fy. Assim, de (3.94) obtém-se
que (z(t), us(t)) € F, Vt € [0, T}, e utilizando-se (3.91), a definicdo de S, e (3.92), o sinal

de controle u é dado por

U(t) = gc(t) + 7(m+(t)7gc, X+(t),.’l}(t) - X(t),ﬂc) —V’Y(X-f-(t)sgm X+(t)10a gc)v Vte [0: T] (395)

Utilizando a compacidade de F e a diferenciabilidade de v, podem-se encontrar fungoes
continuas, ndo-negativas e nao-decrescentes p;, ¢ = 1,2,3, tais que p1(0) = p2(0) =0, e para

‘todo t € [0, 1,

ROl < 1RO+ e (@) — XD
i@l < 1501+ plal) - XOD + pallzlt) - XED 120 — X O],

5

IA

(3.96)

Como z({0) = X(0), us(0) = g.(0) e pela continuidade das fungbes p;, ¢ = 1,2, 3, para cada

€ > 0, existe T: > 0, independente das condi¢oes iniciais, tal que (lembrando que £ = z — X))

vt € [0, T¢].

_ Assim, levando em conta as hipéteses |7.(t)] < My < M, |3,(t)] < Rg < R, e escolhendo
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e = min{M — My, R — Ry}, as equagbes em (3.96) podem ser limitadas conforme

lu@®)] <M

] <R Vi € [0, Td]. (3.97)

As desigualdades em (3.97) permitem fazer uso do Lema 1.4.1 para obter que

(2(t), us(®)) = (B(0), Tult),  VEe€ [0, T2,

é a tnica solucdo do subsistema (z, us) (3.84) para as condicGes iniciais (3.85) e (3.87) no
intervalo [0, Te]. Logo, (z+(Te), u(Te)) = (£+(Te), §c(Te)) € Fo, e 0 mesmo argumento pode
ser repetido para estender a solucdo para o intervalo [T, 2T¢], e, assim, sucessivamente, até
o tempo T. Como T é uniforme com relagao ao tempo inicial, a solugiao pode ser estendida
até o infinito, e o item 1 da Propriedade 3.4.7 estd satisfeito.

Item 2. Como as equagdes do subsistema (X, z.) (3.83) coincidem com as do sistema

nominal e, por hipétese, (Z(t), Z.(t)) — (&*, £}),

X(t) = 7 —eoft)
Xi(t) = & +elt)

ye(t) = gz +es(t),

onde €1(t), e2(t) e e3(t) sdo funcbes assintoticamente convergentes para zero e §i =
limg_,o0 #c(t). Como, por hipétese do Teorema 3.4.10 (item 2), v(z+, Yc, T+, 0, Ye) = Ye

para quaisquer 4 e y., entdao, por continuidade de =,
€4(t) := ye(t) — V(X1 (1), ye(t), X4(2), 0, ye(t)) — 0 quando ¢ — oo,
e u pode ser escrito como

ut) = y(z+(1), us(t), P(ZL +e1(t)), (t) — & + £a(t), T2 + €3(t))
+B(z+(1), us(t)) €a(?)- (3.98)

Do item 3 do Teorema 3.4.10, conclui-se que para qualquer condi¢do inicial
(z+(0), us(0)) € U, resulta (z4(t), u(t)) €U, Vt > 0 e (z(t), u(t)) é limitado. Conseqiiente-

mente, todos os estados sio limitados, e o item 2 da Propriedade 3.4.7 est4 satisfeito.
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Item 8. Como ¢£1(t), £2(t), €3(t) e €4(t) na equagdo (398) $30 convergentes para zero,
o item 3 do Teorema 3.4.10 garante limitacdo das trajetérias. Devido & hipétese (3.61) no -

item 3 da Propriedade 3.4.7 e devido a (3.89)-(3.91), segue que
tlim (X_(t), X4(t), z(t)) = (&%, 2%, Z7) . (3.99)
—00

Baseado em'resulfados sobre a estabilidade de sistemas em cascata (SEPULCHRE et al.,
1997, cap. XX) aplicados sobre o sistema em cascata (3.83), (3.84), a estabilidade interna do
sistema nominal e a hipdtese de estabilidade do item 1 do Teorema 3.4.10 (lembrando que
as trajetorias do sistema anti-windup em malba-fechada sdo limitadas) sdo suficientes para
garantir a propriedade de convergéncia (lembrando que £ = z — X))

lim (2 (£), 2+(t), Tc(t), £(2), us(t)) = (a2, 73, a7, €7, ug)-

t—00

Adicionalmente, pela equagio (3.63) e das propriedades de v, segue que

lim u(t) = tl_lglo (x4 (1), us(t), P(EL), z(t) — £*,02),

t—00

Dai, pelo item 1 do Teorema 3.4.10, %} = P(&% ), garantindo que o item 3 da Propriedade 3.4.7

estd satisfeita.

3.7 Comentarios Conclusivos

O problema de seguimento de referéncia para sistemas lineares com modos instdveis e com

restricdes tanto em magnitude como em taxa de variagdo no sinal de controle foi considerado.

Uma estratégia-de-controle foi-proposta-a-qual segue-a abordagem do. anti-windup

Resultados de simulagao foram apresentados para um controle do dngulo de pitch de
uma aeronave, mostrando as principais propriedades da estratégia proposta. Também foram
apresentados resultados comparativbs com outras estratégias de controle, a saber: controle
4timo sob restrigoes, controle com horizonte deslizante e condicionamento de referéncia.

A estratégia de controle proposta ndo impse restrigoes sobre a magnitude do sinal de
referéncia, como é o caso no condicionador de referéncia. Também, a técnica permite total
liberdade no projeto do desempenho de seguimento local (para sinais de pequena magnitude). -

No condicionador de referéncia, por outro lado, o controle local projetado interfere no dominio
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de estabilidade garantido, pois o conjunto saida admissivel é dependente do estado do controle
nominal.

A vantagem em nao impor restrigoes na magnitude do sinal de referéncia é que, desta
forma, pode-se manipular o sinal de referéncia para obter transi¢oes mais ripidas do sistema
em malha fechada.

Os resultados de simulagao também foram comparados as respostas obtidas-com controle
6timo e com controle por horizonte deslizante. Estas técnicas, por sua natureza preditiva,
conseguem uma melhor utilizacao do esforgo de controle na tarefa de seguimento da referéncia.
Por outro lado, a estratégia de controle baseada em anti-windup tem a vantagem de nao
exigir a solugao de um problema de otimizagao on-line e ndo exigir o conhecimento do sinal

de referéncia futuro.






Capitulo 4

Compensacao de Saturacao em

Sistemas Nao-Lineares

4.1 Introducédo

Neste capitulo considera-se o problema de saturaciao para sistemas nio-lineares. A pri-
meira vista, pode parecer estranho, no contexto de sistemas nao-lineares, tratar a saturacao
no controle como algo diferenciado, e ndo apenas como mais uma nao-linearidade no sistema.
Entretanto, basta observar que a grande maioria dos sistemas praticos se enquadra na classe

de sistemas nao-lineares afins, possuindo uma representacio na forma
& = fo(z) + folz)u (4.1)

Para este sistema, as ndo-linearidades ficam restritas ao estado, enquanto a entrada de
controle nao sofre a ac¢ao direta de nao-linearidades. Pois que a saturacdo no controle é

exatamente isto, uma nao-linearidade presente no canal de entrada.

6] .ponto crucial da saturaco no controle estd em diferenciar drasticamente o comporta-
mento local do sistema (sinais de controle pequenos) de seu comportamento em termos glo-
bais (sinais de controle de magnitude maior). Esta separacio de comportamentos, contudo,

.é consistente com os objetivos usuais de projeto, motivo pelo qual a saturagdo é usualmente
negligenciada a priori. Negligenciar a saturagio é, sobretudo, uma facilitacio do projeto,
mesmo no contexto de sistemas nao-lineares. Nao obstante, negligenciar a saturacdo ¢ uma

consideragdo muito menos restritiva do que linearizar o sistema em torno de um ponto de
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operagdo. Dai uma das necessidades de considerar o problema da compensacio de saturacio
no contexto de sistemas nao-lineares.

Os requisitos de desempenho do sistema recaem usualmente sobre seu comportamento
local, em torno do ponto de operacdo. Em geral, dificilmente serd necessario garantir desem-
penho sobre uma condi¢ao de operagio do sistema fisico a qual é esporadica e, eventualmente,
de risco. Contudo, ha necessidade de estabelecer garantias para que, mesmo nestas situagoes
adversas e esporadicas, o sistema ainda opere em uma éoﬁdigéo “segura”;

Desta observagao advém a nocao de que os objetivos de controle sao distintos em diferentes
condicoes de operacdo do sistema. Notadamente, de acordo com a discussao elaborada,
objetivos de desempenho estdo relacionados ao comportamento local do sistema, enquanto
estabilidade é um objetivo de controle que deve valer em termos mais globais L

Dado que os objetivos de controle locais e globais sao distintos, é natural a alternativa de
projetar controladores distintos para atingir tais objetivos. Naturalmente, segue a necessidade
de “juntar”, “unificar” estes controle distintos na tarefa de controlar o sistema ém questao.
Este passo ndo € necessariamente simples, uma vez que € preciso preservar o desempenho
induzido pelo controlador local, pois, de outra forma, a metodologia nao faria sentido.

O problema da compensagio da saturagdo em sistemas nao-lineares pode ser visto dentro
desta formulacao, tendo em vista a divisao natural (local, global) introduzida pela saturacao.
Tendo em vista que a grande maioria das técnicas de controle para sistemas nao-lineares
assume que o sinal de controle é ilimitado (REGINATTO, DE PIERI, 1999, REGINATTO,
DE PIERI, 1998, REGINATTO, 1998, KHALIL, 1996, SEPULCHRE et al., 1997, KRSTIC
et al., 1995), pode-se ver como uma vantagem desta abordagerh a possibilidade de utilizar
estas técnicas para induzir o desempenho local do sistema.

Neste capitulo, a estratégia de unificagio de controladores locais e globais proposta

em (TEEL, KAPOOR, 1997b). é apresentada na segdo 4.2.. Com base neste estratégia, sao
revelados aspectos estruturais do anti-windup L2 e do controle proposto na Secdo 3.4, uma
estratégia anti-windup para seguimento de referéncia em sistemas lineares com limitagio em
magnitude e taxa de variacao no sinal de controle.

Esta metodologia de unificacio de controladores é particularizada para o problema de
compensagao de saturacdo em sistemas nao-lineares. E desenvolvida uma aplicacao desta

metodologia no controle de robds manipuladores, secao 4.4, através da qual mostram-se as-

! A nogéo de global aqui nio est4 ligada a seu sentido estritamente tedrico, mas a nogéo de que o dominio
de validade é muito mais amplo do que a operagdo em torno do equilibrio.
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pectos de desempenho bem como justifica-se a importdncia de considerar o problema de

compensacao de saturagio, mesmo no contexto de sistemas nao-lineares.

4.2 Unificando Controladores Locais e Globais

’,

Nesta secio é apresentada a estratégia de unificacdo de controladores locais e globais
' apresehtada. em (TEEL, KAPOOR, 1997b). Esta técnica serd, posteriormente adaptada pé,ra a
compensacao de saturacao em sistemas nao-lineares, especificamente em robés manipuladores.
Ver-se-a também que esta estratégia fundamenta o projeto anti-windup proposto na segio 3.4
para seguimento assintético de set-point.

Considere o sistema nao linear

z = flz,u)+d

4.2
y = h(z) “2)

onde z e R*", y ¢ RP, u € R™ e d € R* é uma perturbacio constante e ﬁé',o mensuravel.
Assume-se que f é, ao menos, localmente Lipschitz em (z, u).

Dada uma referéncia r = r* € RP, constante, o objetivo geral de controle para o sistema
(4.2) é garantir estabilidade e convergéncia assintética para um equilibrio z* tal que y* =
h{z*) = r*. \

Atacar diretamente o problema de projeto para o sistema (4.2) procurando atender este
objetivo de controle é uma tarefa complexa. Uma alternativa para abordar o problema é

desdobri-lo em duas etapas:

1. Um primeiro projeto é realizado para garantir os objetivos locais, isto é, a operacio
préxima ao ponto de equilibrio. Neste projeto, utiliza-se um modelo modificado, even-
tualmente linear, consistente com (4.2) localmente. Por ser um projeto valido apenas

localmente, sera denominado de controlador local.

2. Um segundo projeto é realizado diretamente sobre o sistema (4.2), porém com o objetivo
apenas de estabilizacdo, sem levar em conta os requisitos de desempenho local. Este

controlador sera denominado de global.

Uma vez disponiveis estes controles local e global, a técnica apresentada a seguir permite

juntd-los dinamicamente de forma que tanto as caracteristicas de estabilidade garantidas
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pelo segundo controlador como as caracteristicas de desempenho local do primeiro sejam
preservadas. Este pfocedimento sera denominado de unificagdo destes controladores.

O entendimento do controle local é formalizado na seguinte hip6tese na qual considera-se
que r e d sao constantes. O caso geral de r e d possivelmente variantes no tempo € considerado

nas segoes 4.2.5 e 4.2.6.

Hipétese 4.2.1 (Controle local) Eriste uma fun¢do F: R* x R™ — R e um controlador

na forma
go = g(Tc,Ue;T) (4.3)
Yo = k(zc,ue,T)
tais que para cada valor admissivel de d e r, eziste um ponto (z*, z7) tal que
1. F(z,u) = f(z,u) em uma vizinhanca N de (z*, u*) onde u* = k(z}, z*,1);
2. qu o sistema em malha fechada
i=F(z,u)+d, y=h(z) (449
i, = g(ze,z,7), u=k(z,z,T) ' (4.5)
o ponto (z*, z¥) € globalmente assintoticamente estdvel e satisfaz h(z*) = r.
>

Exemplo 4.2.1 Para ficar mais clara relagdo entre f e F', considere o caso em que 0 sistema
(4.2) consiste em um sistema linear com saturagdo, isto €, f(z,u) = Az + Bsat(u). Neste:
caso, uma escolha direta para F é F(z,u) = Az + Bu, a qual coincide com f(z,u) para u na

regido linear da saturacdo. , *

De acordo com a Hipétese 4.2.1, o controlador local é projetado sobre a dindmica (4.4),
a qual difere éa dinidmica do sistema original (4.2). As duas dindmicas, determinadas por
F e f, respectivamente, coincidem em uma vizinhanca N do ponto (z*, u*). Este ponto
estabelece o valor de equilibrio do sistema (4.4)-(4.5) para os valores de r edem questao. -

O fato das duas dindmicas coincidirem apenas em torno do ponto de equilibrio é que
caracteriza este projeto como local. E importante observar que o projeto é local em relacao
4 dinamica do sistema original (4.2). Em relagio & dinidmica modificada (4.4) o projeto é

global, isto é, exige-se estabilidade assintética global do equilibrio (z*, z7) de. (4.4)-(4.5).
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Esta exigéncia, entretanto, é mais facil de ser atendida, uma vez que o modelo modificado é,

supostamente, mais facilmente estabilizdvel.

Nota 4.2.2 De acordo com a Hipdtese 4.2.1, o ponto (z*, =) € um ponto interior de N.
Este ponto estabelece o valor de equilibrio do sistema (4.4)-(4.5) para os valores de v e d em
guestdo. Note que, quanto a esta hipdtese, nao hd nenhum problema em d e r serem variantes
no tempo, .désde que sejam tais que o sistema nominal convirja para um equilibrio em regime
permanente e que, no entorno deste equilibrio, :a dinamica dé (4.4) coincida com a de (4;2).

Ndo obstante, esta hipdtese impoe restricées sobre os valores admissiveis de d e r. *

O sistema em malha fechada (4.4)-(4.5) serd denominado de sistema nominal em malha
fechada. De acordo com este sistema, denotando por (z(t;z,), Zc(t;zc,)) a trajetéria de
estado no instante ¢ iniciada em (z,, z.,) € por u(t; o, Z, ) 0 sinal de controle correspondente,
defina o conjunto de condigOes iniciais para as quais a trajetdria do sistema fica confinada a

N, isto é,
Z = {(zo, z¢,) €ER* x R™ : (2(t;70), ult; To,zc,)) € N,VE > 0} (4.6)

Os requisitos sobre o controlador global sio formalizados na hipétese a seguir.

Hipétese 4.2.3 (Controlador global) Sejam z*, u* e N conforme a Hipdtese 4.2.1. Exis-

te uma fungdo o : R* X R® x R™ — R™ tal que
al(z,z,u) =u, V(z,u) eN (4.7)

e tal que o ponto x = =™ constitui um equz’lz’bm’o globalmente assintoticamente estdvel para o

sistema

z = f(z,u)+d (4.8)

v = a(r,z*,u")

A lei de controle o consiste em uma realimentagio estdtica de estados nao linear para
o sistema (4.2). Esta lei de controle constitui o controlador global, isto é, deve garantir
estabilidade assintética glob.a.l para o equilibrio z = z* do sistema original (4.2). Note que
o projeto de a é conduzido sobre o modelo completo e nao sobre o modelo modificado do

sistema. Nao obstante, o estado de equilibrio é o mesmo obtido do projeto local, isto é, os
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controladores local e global devem concordar com relagao ao equilibrio. No sistema nominal
(4.4)-(4.5), o equilibrio é determinado por d e r. No sistema (4.8), o equilibrio é determinado
por z* e u*. Como ver-se-4 em seguida, o controlador final ndo necessitara, explicitamente,

de z* e u*.

Nota 4.2.4 A propriedade da lei de controle o estabelecida na equagao (47) € fundamental
para garantir que o desempenho induzido pelo controlador nominal seja preservado localmente.
Esta ezigéncia ndo €, em geral, restritiva. Em certos casos, a satisfacdo desta restri¢go

decorre automaticamente do projeto. *

4.2.1 A estratégia de unificacio

Os controles global e local projetados para o sistema (4.2) atendem a objetivos distintos.
O controle local 86 é vélido em torno do equilibrio, e garante um certo desempenho local. 0
controle global garante estabilidade global para o sistema, porém ndo garante desempenho
local. Nesta secio é apresentada uma estratégia para unificar estes controladores procurando

preservar as propriedades positivas de cada um.

A estratégia de unificagido dos controladores local e global consiste em introduzir o seguinte

controlador dinidmico, que serd denominado de compensador de unifica¢do,

é = f(:r,u)—F(:v—{,yc)
v = o8&y ~ Y K 49

vp = —¢

com estado ¢, entradas u, y, € T, medidas de (4.2) e (4:3); e safdas v; e vy conectadas-em
malha fechada com (4.2) e (4.3) na forma u, = z+v2 e u = y.+v1. O processo de obtengao do
compensador de unificagio a partir dos projetos local e global est4 ilustrado, qualitativamente,

na Figura 4.1. O sistema completo em malha fechada fica assim determinado,

Planta ! ? f Fx’u) (4.10)
(v = hl@)
Controle P
local Te 9(@e, v 1) (4.11)
Ye = k(xw 3 Uc, T)
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Global

f(z,u) \
Unificacao
f(@,u) = F(z - & yc)
Local / _ o

F(z,u)

Figura 4.1: Construgao do compensador de unificagao.

Compensador ¢ = flaw)-Flz-¢, Ye)
de unificacao = a(g;, T — €, yc) - Ye : (412)
Vo = —6
u = Yo+ :
Conexoes e U1 : (4.13)
U = T+ vy

Nota 4.2.5 O compensador de unificacdo ndo necessita das medidas de d, nem dos valores

de =%, ¥ e u* explicitamente. *
’ [+

Antes de apresentar as propriedades do sistema em malha fechada (4.10)-(4.13), a se-
guinte hipétese € introduzida, a qual se faz necessaria para a garantia de validade global dos

resultados.

Hipétese 4.2.6 Sejam z* e u* conforme d’Hipo’tese 4.2.1 e seja a conforme a Hipdtese 4.2.3.

Para o sistema

z = f(z, a(z, ¥ + e1(t), u* + e2(2))) +d (4.14)

as trajetdrias de estado sao limitadas, pare quaisquer sinais €1(t) e €2(t) que convergem

assintoticamente para zero. ' >

A Hipétese 4.2.6 estabelece uma propriedade de estabilidade entrada convergente, estado
limitado com relacdo as entradas €;(t) e £9(t). Esta propriedade é relativamente restritiva
no caso geral. Porém, parte dos resultados sao validos sem esta hipGtese e, em certos casos

particulares, torna-se relativamente ficil atendé-la.
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Teorema 4.2.7 Suponha que as Hipdteses 4.2.1 e 4.2.3 sdo vdlidas. Entdo,

1. o ponto (z,x.,&) = (z*,%,0) para o sistema (4.10)-(4.18) € localmente assintoticamen-

te estdvel e a regido de atracdo inclui os conjuntos

Z = {($7$C7£) : (IL’,(EC) € Z7€=0} v (4"15)
2, = {(@38) : (@—E& ) = (a*,20)} N CA 1)

2. com a adi¢do da Hipdtese 4.2.6, o equilibrio (z,z.,§) = (z*,z},0) € globalmente assin-

toticamente estdvel.

Prova: Definae=z—¢, &1 =e—~z* e g9 = k(z,,e,7) — u*. Nas coordenadas (e, ., ) o
sistema (4.10)-(4.13) resulta em
Subsistema ¢ = F(e k(zee +d
(e, zc) _ (€ lze,e,m)) (4.17)
Te = g(xw €, T)

Subsistema,
z { t = f(z,a(z, z*+¢e,u* +e))+d (4.18)

Reconhece-se imediatamente a estrutura em cascata do sistema resultante, o subsistema
(e, z.) alimentando o subsistema z. Da Hipdtese 4.2.1, o ponto (e, z.) = (z*,z*) do subsistema
(e,z.) é globalmente assintoticamente estdvel. Neste ponto de equilibrio (z*,z7), €1 € €2 séo
nulos. Logo, da Hipétese 4.2.3 e da estrutura em cascata (veja Teorema C.2.3) de (4.17)-
(4.18), segue que o ponto (e, z., z) = (z*, z}, z*) é localmente assintoticamente estdvel. Como

e =z — &, o ponto de equilibrio corresponde a (z, z.,£) = (z*,z},0).

Conjunto Z;. A estrutura de (4.9) implica que se (z,y.) € N e { =0, entdo £ = 0. Logo,

£(0) = 0 e (z(0), z.(0)) € Z implica £(t) = 0, Yt > 0. Da Hipétese 4.2.1 e da propriedade 4.7

segue que (x(t), z(t)) converge assintoticamente para (z*,zy).

Conjunto Z;. No caso em que (z(0) —£(0), z.(0)) = (z, z;), é conseqiincia da
Hipétese 4.2.1 que (e(t), zc(t)) = (z*, =) e, logo, (ei(t), e2(t)) = (0,0). Assim, da
Hip6tese 4.2.3, segue que z(t) converge para z*. Como e(t) = z(t) — £(t) = z*, {(t) converge
para zero.

Nas condigoes da Hipédtese 4.2.6 a estabilidade global de equilibrio segue de resultados de

estabilidade global de sistemas em cascata (SEPULCHRE et al., 1997). e
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Para todas as condigdes iniciais no conjunto Z;, €(t) = 0 para todo ¢ e o sistema em malha
fechada (4.10)—(4.13) se comporta como o sistema nominal em malha fechada, isto é, somente
o controle local atua e, logo, seu desempenho é preservado localmente. Para todas condigoes
iniciais em Zy, o controlador local estd em estado estaciondrio, e somente o controlador global
atua sobre o sistema.

Como resultado do Teorema 4.2.7, o desempenho-do controlador local é preservado no
conjunto Z;. O préximo teorema éstabele"ce que, para condicdes iniciais pequenas em ¢, a

modificacao introduzida no controle local também é pequena.

Teorema 4.2.8 Suponha que as Hipdteses 4.2.1 e 4.2.83 sdo vdlidas. Entdo, para Z, um
conjunto compacto estritamente contido em Z (equagéo 4.6) e € > 0, existe § > 0 tal que
(z(0),z:(0)) € 2. e |£(0)| < & implicam que as trajetdrias de (4.10)-(4.13) satisfazem |£(t)| <
€, ¥t > 0. '

Prova: - De acordo com o Teorema 4.2.7, o ponto (z,z, &) = (z*,z%,0) é localmente assin-
toticamente estdvel, o conjunto Z; X {0} est4d incluido na regido de atracio e as trajetérias
iniciadas neste conjunto satisfazem £(t) = 0. O resultado do teorema entdo segue da con-
tinuidade das solugoes com respeito as condicGes iniciais em intervalos compactos de tempo
juntamente com a propriedade de convergéncia uniforme devida & estabilidade assintética
local. : °

E oportuno, neste ponto, considerar alguns casos particulares. O principal propdsito
é mostrar que, no caso de sistémas lineares com restrigoes no controle, o compensador de

unificagio reduz-se ao compensador anti-windup apresentado no Capitulo 3.

4.2.2 Especializagao para sistemas lineares com satura¢dao no controle

Considere o sistema linear com saturacio

®

£ = Az+ Bsat{u)+d (4.19)
y = Cz+ Dsat(u)

Considere que o par (A, B) e d satisfazem condigGes necessérias para que o sistema seja
globalmente estabilizdvel e considere que u = k(z — z*) + v*, k(0) = 0, é uma realimentacdo
de estados ndo linear que estabiliza globalmente o ponto z = z* para o sistema (4.19), onde

u* é tal que Az* + Bsat(u*)+d = 0. O caso mais simples é quando d = 0, isto é, estabilizagio
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da origem z* =0 e u* =0.

Nota 4.2.9 Claramente z* ndo pode ser arbitrdrio. Além de satisfazer a condicdo de
equilibrio, tem de ser possivel levar todas as condi¢des iniciais para * com controle limi-
tado. Note que nem sempre é possivel estabilizar um egquilibrio =* que ezija um controle

saturado. Considere por exemplo o sistema escalar

z = sat(u) + 1
Qualquer valor de T é um equilibrio para este sistema que ezige u* = —1 (saturado). Contudo,
nenhum equilibrio z* < z(0) pode ser alcancado. *

Para o sistema (4.19); f(z,u) = Az + Bsat(u), e uma escolha natural para F é F(z,u) =
Az + Bu. Neste caso, N =R* x {u € R™ : |u;| < 1, i = 1,---,m}. Para qualquer projeto de

realimentacao de saida efetuado sobre o modelo linear

T = Az+Bu+d

(4.20)
y = Cz+ Du
o compensador de unificacio reduz-se 3 forma simplificada
£ = Az + Bsat(u) — A(z — £) — By, = A{ + B [sat(u) — yc|
ve = —C¢&— D[sat(u) — y|
U = Yctu

O compensador (4.21) é exatamente o compensador anti-windup Lz desenvolvido na
Secao 3.3.1. Note que, neste caso particular, a implementacido do compensador de unificacao

requer somente a medida de y, se a funcdo saturacio for conhecida.
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4.2.3 Sistemas lineares com limitagdo em magnitude e taxa de variagdo no

sinal de controle

Considere o sistema linear com limita¢io em magnitude e taxa de variagio nos sinal de

controle, representado por

& = Ac+Bu,+d |
us = Rsgn(sata(u) —us) (4.22)
y = Cz+ Dug

Uma escolha natural para representar o sistema (4.22) de forma simplificada é negligenciar
as restricoes de magnitude e taxa de variagao no sinal de controle. Isto equivale a fazer R — oo
e M — oco. O modelo simplificado resultante é linear na forma
T = Az+ Bu+d

(4.23)
y = Cz+ Du

Note que as dinidmicas de (4.22) e (4.23) possuem dimensdes diferentes. Por isto, para o
fim de obter a dindmica do compensador de unifica¢do, o sistema (4.23) é representado, de

forma equivalente, através do sistema aumentado

z = Ar+ Bus+d
‘s = Reosgn (u — us) ' (4.24)

y = Cz+ Dug,

onde R, é tomado suficientemente grande, representando o fato de que nio hi limitacio
em taxa de variacao. Quando Ry — 00, 0 modo deslizante (DECARLO et al., 1996) criado
sobre a parcela u; do estado forca a operagao do sistema sobre a variedade u — ug, = 0, de

onde segue a equivaléncia de (4.23) e (4.24).

De (4.22) e (4.24), a dindmica do compensador de unificagdo resulta em

é = A$+BUS_A($—§)_B(US—§u)

. (4.25)
§u = Rsgn(sata(u) — us) — Roosgn (ye — u, + &u)

Como (i) R é limitado, (ii) Re — 0o e (iii) existe uma realimentagao negativa de £, através

da fungio sinal, um modo deslizante é criado forcando a operaco do sistema (4.25) sobre
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a variedade y, — us + &, = 0. Logo, &, = us — Y., € o compensador de unificacdo pode ser

representado, de forma equivalente, pelo sistema de ordem reduzida

£ = AL+ B(us —yo)
v = o,z -§Y) Y (4.26)
vy = —C¢ — D(us — ye)
onde a fungio « é obtida do cbnt'rola.dor‘global e a estrutura de V2 assume Qué o controlador
local é projetado com base na saida y do sistema (4.22). |

O compensador (4.26) justifica a escolha da estrutura do compensador de anti-windup

(3.56)-(3.58) na Secio 3.4.

4.2.4 Sistemas nio-lineares com satura¢ao no controle

O objetivo deste capitulo é utilizar esta estratégia de unificagao de controladores locais
e global para a compensacio de saturacio em sistemas ndo-lineares. Por isto, a seguir é
desenvolvida a estrutura que o compensador de unificacio (4.9) assume neste caso particular.

Considere o sistema

T = x,sat(u)) +d
y = h(z,sat(u))

onde a éntrada de controle é limitada de acordo com a fun¢do saturagdo. Como o interesse é

na compensacdo da saturacio, o modelo modificado escolhido corresponde ao sistema (4.27)

sem saturacdo no controle, isto é, F(z,u) = f(z,u), ou

(4.28)

z = f(z,u)+d
(z,m)

T ooy =""hiz,
Para um certo controlador global a, o compensador de unificacio assume a forma

£ = flz,sat(w) - flz — & ve)
v1 = az,t—&yc) —Ye (4.29)

ve = ¢

Note que, ao contrario do caso linear (4.21), a implementacao deste compensador requer

a medida do estado do sistema, muito embora o controle local possa_ser projetado a partir
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da realimentacgao da saida y.

4.2.5 Outros objetivos de controle

A estratégia de unificagdo apresentada concentrou-se no propésito de seguimento de set-
point. Esta secdo procurara mostrar que a metodologia nio se restringe a este caso, podendo
abranger outros objetivos de controle.

Para, ilustrar este fato, considere o caso em que o controle nominal nio é projetado para
garantir convergéncia para um equilibrio, mas sim para um determinado conjunto compacto
W,, isto é,

tl_l’nolo distwy, (z(t), z.(t)) =0 (4.30)

Com este objetivo de controle, ndo hid mais necessidade que d e r sejam constantes,
englobando-se assim casos mais gerais de seguimento de referéncia e atenuacao de pertur-
bagoes.

Para a estratégia de unificaciio fazer sentido, é necessério que o conjunto residual W, seja
consistente com a regido N de coincidéncia das dinidmicas local e global. Assim, o seguinte
deve ser verdade

(z, zc) € W, = (z, k(z¢,z,7)) EN (4.31)

Note que (4.31) também impdse restrigées sobre o sinal de referéncia. Esta inclusdo deve
ser satisfeita para a classe de sinais de referéncia de interesse. Contudo, a restri¢do ndo é
sobre o coniportamento temporal de 7 e sim sobre a gama de valores que r assume.

Como os objetivos de controle foram modificados, o controlador global também deve ser
modificado de acordo. Como o objetivo do controle local é levar o estado para W,, é natural
que o controle global ndo atue sobre o sistema quando este objetivo é atingido. Logo‘, um
requisito para o controle global é que £(t) — 0 a medida que (z(t), z.(t)) = W..

Observando a estrutura em cascata (4.17)-(4.18) nota-se que, mesmo com este objetivo
mais geral de controle, o controle unificado ainda preserva o desempenho do controle local.
Isto porque esta propriedade nao depende dos objetivos de controle do controlador local, mas

sim dos seguintes fatos:

1. as dindmicas f e F coincidirem em N;
2. o compensador de unificagdo é inicializado em zero, £(0) = 0;

3. a propriedade de a em N, equagio (4.7).
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4.2.6 Robustez

A estratégia de unificagdo de controladores locais e globais foi apresentada considerando
que o sistema, (4.2) estd sujeito a uma perturbagao externa constante. Uma questao natural é

perguntar se o esquema é robusto & adi¢do de dindmicas nao-lineares de pequena magnitude.

Para estudar esta qﬁestéﬁo, considere que o sistema (4.2) é afetado por uma uma perturbagao

¥o(20, Z,d, u), possivelmente dindmica, na forma

z = f(:l:,u)+d+20(zo,x,d,'u,)

4.32
y = h(z) 432

onde ¥, representa um sistema dindmico determinado pelo estado inicial z, e as entradas z,
d e u. Assume-se que I, é estdvel, e, no mais, arbitrério.

O controlador local, neste caso, deve garantir a estabilidade robusta do equilibrio (z*, z})
ou, no caso mais geral, convergéncia para um conjunto compacto W,, para o sistema modifi-

cado

I

z F(z,u) +d+ Xo(20, 7, d,u)
y = h(z)

Para um dado controlador global a, a estratégia de unificagdo (4.9) permite obter a

(4.33)

seguinte representagio para o sistema em malha fechada nas coordenadas (e,z.,z) (com

referéncia ao sistema (4.17)-(4.18))

Subsistema e = Fle k(zg,e,7))+d+ 2 T, dyu
(e, ) _ (¢ Koo e,r) ol ) (4.34)
. e = g(xc, €, T) .
. . — 2 ‘ N .
Subsistema & F (2, v) +d +Xo(20,2,d,u) (4.35)
u = alz,z*+e,u" +e2)

Nota-se que a preservagdo do desempenho do controlador local para trajetérias satisfazen-
do £(0) = 0 (equivalentemente, e(0) = z(0)) e (z(t),yc(t)) € N, ¥ t > 0, continua valendo.
Portanto, esta propriedade é robusta & perturbagio %,. E claro que a estabilidade robusta

deve ser garantida pelo projeto do controlador local, mas o importante é que a estratégia de

* unificagdo ndo destréi esta propriedade.

Por outro lado, nota-se claramente em (4.34)-(4.35) que a estrutura em cascata foi perdida
devido & presenca da perturbacao ¥,. O estado = perturba o subsistema (e, z.) por meio da

perturbacao X,.
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Claramente, a estabilidade robusta de (4.34)-(4.35) exige reconsideragdes no projeto do
controle global a, em funcdo da perturbagdo ¥. Isto basicamente significa exigir que a
estabilidade assintética global garantida por « seja também robusta & perturbacio T,

Feitas as devidas reconsideragdes no projeto do controle global, apesar do sistema, (4.34)-
(4.35) nao ter mais a estrutura cascata, sua estabilidade pode ainda ser testada. Na hipétese
de X, ser estdvel, o teorema do pequeno ganho fornece um formalismo para tanto. Estabele-
cendo os ganhos nao-lineares dos sistemas envolvidoé, o teorema do pequeno génho (veja, por
exemplo (TEEL, 1996a, JTANG et al., 1994) e apéndice C) permite determinar uma classe de
perturbacoes ¥, para as quais a estabilidade robusta de (4.34)-(4.35) e, conseqiientemente,
do sistema em malha fechada, fica garantida. Usando esta abordagem, garantidas de robustez

para o anti-windup L, foram estabelecidas na se¢io 3.3.1.

4.3 TUnificando Controladores Locais e Globais: Uma Genera-
lizacao

A estratégia de unificagdo de controladores locais e globais apresentada na secio 4.2 con-
siderou o caso particulaf em que ambos os controladores local e global garantem estabilidade
assintética global do equilibrio. Contudo, nem sempre é possivel trabalhar com garantias de
estabilidade global. Em muitos casos, hi interesse apenas de garantir uma certa regido de
atracao para o equilibrio em questao. Assim, torna-se importante estabelecer condicoes sob as
quais a estratégia de unificacao apresentada preserva 0s dominios de estabilidade garantidos
pelos projetos local e global. A proposigdo estabelecida nesta se¢io formaliza tais condigoes.

Considere novamente o sistema (4.2), reproduzido a seguir,

z = flz,u)+d

4.36
y = h(z) (439

ondez € R*, y €c R, u € R™ e d € R" é uma perturbacio constante e°nao mensuravel.
Assume-se que f é, a0 menos, localmente Lipschitz em (z,u).

Considere que sdo dados: uma classe de sinais de referéncia constantes R,p, uma classe
de sinais de perturbagao constantes W,, e um conjunto compacto X,. O objetivo geral de
controle é garantir a estabilidade assint6tica do equilibrio (determinado por 7, d e a dinidmica
do sistema) de forma que o conjunto X, esteja incluido na regiao de atracao.

No contexto da técnica de unificagdo de controladores locais e globais, o problema de
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controle nio é atacado diretamente. Um primeiro projeto (local) é feito sobre um sistema
modificado o qual coincide com (4.36) localmente. Um segundo projeto (global) ¢ feito sobre
o sistema completo (4.36), porém com objetivos de controle menos exigentes. Por fim estes
controladores sio unificados em um sé, de forma que o desempenho induzido pelo controle
local seja preservado. Nesta secdo, busca-se também garantir a preservagido da regido de
atragio garantida nos projetos individuais.

A hipétese a seguir formaliza os requisitos que devem ser satisfeitos pelb controle local.
Hipdtese 4.3.1 (Controle local) Eziste um controlador na forma

T = g(xmucﬂ') (4 37)

yc = k(;‘l}c, Uc, T)

onde z. € R, u, € R" e y. € R™, um conjunto compacto X; C R*® x R* x R x R", um
conjunto (ndo necessariamente compacto) N C R* x R™, e uma funcdo F : R* x R* — R"

tais que
1. F(z,u) = f(z,u) para todo (z,u) € N;

2. Para o sistema em malha fechada

z=F(z,u)+d, y=h(z) (4.38)

T = g($61$: T)7 U= k(.’L‘c,IL', T) (439)

vale que, para qualquer (z(0), z.(0), r, d) € A}, a trajetéria (z(t), z.(t)) é limitada e

converge uniformemente para um ponto (z*, z%) tal que

(a) (z*, u*) € int(N), onde u* = k(z*, z%,T),

(b) h(z*) =r.

Conforme estabelece a Hipétese 4.3.1, o controlador local é projetado sobre a dinamica
(4.38), a qual é uma modificagio da dindmica do sistema original (4.36). As duas dindmicas,
determinadas por F e f, respectivamente, coincidem em N, o qual contém o valor estacionario

(z*, u*) como um ponto interior.
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A convergéncia para o equilibrio (z*, z}) é exigida somente para as condicdes iniciais em
A}, o qual caracteriza a regiao de atragdo do equilibrio para cada valor de r e d. Novamente,

o controle local deve satisfazer a condigio de regulagio (desempenho) h(z*) = r.

Definicdo 4.3.2 Em conformidade com o sistema (4.38)-(4.39) defina o conjunto
Zo = {(%o, T, 7, d) € Xy (2(8), u(t)) €N, VE>0} (4.40)

<

Em seguida ¢é estabelecida a hipétese que caracteriza o projeto do controle global. Neste
contexto, a palavra “global” é utilizada para se referir ao projeto efetuado sobre o modelo
completo (4.36), e ndo sobre a garantia de estabilidade, a qual é local, porém com garantia

de regiao de atragao.

Hipoétese 4.3.3 (Controlador global) Sejam z*, u* e N conforme a Hipdtese 4.2.1. Exis-

te um conjunto Xy C R* x R® e uma funcdo o : R® x R® x R™ — R™ {ais que
afz,z,u) =u, VY(z,u) EN (4.41)
e para o sistema em malha fechada

flz,u) +d
u = oz, z*+ei(t),u” +e2(t))

8.
Il

(4.42)

vale que,

1. para €1(t) =0, e2(t) =0, e V(x(0), d) € &y, =(t) € limitado e converge uniformemente

* .
pare *;

2. z(t) € limitado para todo (z(0), d) € Xy e para quaisquer sinais €1(t) e e2(t), fungdes

limitadas e assintoticamente convergentes para zero.

>

A realimentac¢io nao linear de estados o para o sistema (4.36) deve garantir estabilidade
assintética do equilibrio z* com regido de atracdo determinada por X, para cada valor de
d. Mais do que isto, ela. deve garantir que as trajetérias de (4.42) permanecem limitadas na

presenca das perturbagdes €1 e €;.
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Nota 4.3.4 E importante comparar as Hipdteses 4.2.3 e 4.2.6 com a Hipédtese 4.3.3. Note
que esta dltima erige as propriedades de estabilidade assintdtica do equilibrio e a propriedade

de entrada convergente—estado limitado apenas para as condigdes iniciais consistentes com

Xy. v *

Com base nos controles locais e globais estabelecidos de acordo com as Hipéteses 4.3.1

e 4.3.3 e na estratégia de unificagdo (4.9), o sistema em malha fechada resulta |

Planta, B (4.43)
y = h(z)
Controle Ca =
local Te 9(Ze, Ue,T) (4.44)
1 Ye = k(.’L’,c s Ue, T )
Compensador £ = fs ) F(z—§,yc) 4
de unificagao v = oz, z —&,Ye) — Ye (4.45)
Vg = —g
= Yo+
Conexoes “ _ Ye U1 (4.46)

U = T4V

O sistema em malha fechada (4.43)-(4.46) é tal que os dominios de estabilidade dos con-
troles local e global, bem como o desempenho induzido pelo controle local, sdo preservados

no sentido formalizado na seguinte proposigao.

Prdposigiio- 4.3.5 Suponha que as Hipdteses 4.3.1 e 4.3.3 séo vélidas. Denote poi‘
(Z(t), £.(t)) as trajetorias do sistema local em malha fechada (4.38)-(4.39) e assuma que

(Z(t), Z.(t)) — (z*, =%) quando t — oo. Entdo, para quaisquer (z(0)—£(0), z.(0), r,d) € Ay e
(2(0), d) € Xy, a trajetdria (z(t), z.(t), £(t)) € limitada e converge uniformemente para o pon-
to (z*, z%, 0). Adicionalmente, se (z(0), z.(0), r, d) € Z, e£(0) =0, entdo £(t) =0, V£ > 0.

A prova da Proposi¢io 4.3.5 segue as mesmas linhas da prova do Teorema 4.2.7 e, por
esta razao, é omitida. A proposigao formaliza como os dominios de estabilidade obtidos nos
projetos local e global sdo traduzidos em dominios de estabilidade para o sistema em malha

fechada.
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4.4 Aplicacao em Robés Manipuladores

Robética é um campo abrangente envolvendo diversas dreas de conhecimento como fisica,
projeto mecanico, estatistica, dindmica, eletrdnica, instrumentac@o (sensores e atuadores),
processamento de sinais e projeto de controle. Nesta secido focaliza-se a questdo do projeto
de controle para robds manipuladores.

Na maioria das aplicagoes industriais, os robés sdo empregados pé.ra executar uma
seqiiéncia de tarefas durante um certo periodo finito de tempo. Um problema bésico no
controle de tais robds é garantir que o efetuador final siga um trajetéria previamente pla-
nejada, movendo-se pelo espaco livre, até atingir um determinado ponto desejado (LEWIS
et al., 1993, SPONG, VIDYASAGAR, 1989, QU, DAWSON, 1996). Na execucio de tal ob-
jetivo de conmtrole, muitos aspectos entram em jogo, entre os quais a questdo inerente de
que os atuadores, motores que acioham as juntas, possuem capacidade limitada. Adicio-
nando o fato de que o controle de robds industriais em geral possui ago integral (LEWIS
et al., 1993, SPONG, VIDYASAGAR, 1989, QU, DAWSON, 1996, ROCCO, 1996) é esperado

que se encontrem problemas de ’vwindup.

De um ponto de vista pratico, se as exigéncias de segnimento da referéncia sdo fortes, é
natural que se procure, antes de mais nada, modificar os atuadores para que os problemas
com a saturacdo sejam minimizados ou aceitar uma operacdo mais lenta de forma que o
esforgo de controle seja reduzido. Isto porque, a saturagio certamente limitars, como foi
ressaltado no Capitulo 3, as possibilidades de seguimento da referéncia. Por outro lado, tal
procedimento nem sempre € viavel devido a restricGes usualmente alheias ao problema de
controle propriamente dito, como custos, peso, tamanho, produtividade, entre outras. Dai
que passa a ser razoavel aceitar uma certa degradacido de desempenho quanto ao seguimento
de referéncia, quando em condigdes um pouco adversas de operagéio, desde que o sistema de
controle consiga garantir que tal operagé'o seja “segura”. Adicionalmente, a compensacio de
saturagdo pode permitir a operagdo mais rapida do robd pela utiliza¢io-mais adequada do

esforco de controle disponivel.

As técnicas de anti-windup tradicionais (HANUS et al., 1987, WALGAMA et al., 1992,
ASTROM, HAGGLUND, 1988, ASTROM, RUNDQWIST, 1989, ZHENG et al., 1994,
KOTHARE, MORARI, 1997, KAPOOR et al., 1998) bem como o anti-windup Lo (TEEL,
KAPOOR, 1997a, TEEL, 1999) e a estratégia de controle proposta na Se¢ao 3.4 sao dedicadas

a sistemas em que a unica nao-linearidade envolvida é a saturagio no controle, seja em mag-



140 _ Compensagio de Saturacio em Sistemas Nao-Lineares

nitude, taxa de variagdo ou ambas. Desta forina., estas técnicas ndo podem ser diretamente
aplicadas ao caso de robos manipuladores, pois estes sdo sistemas nao-lineares.

Embora seja defendido em (LEWIS et al., 1993) que técnicas tradicionais de anti-windup
podem ser utilizadas em robos manipuladores apés realizada uma linearizacdo exata por
meio de realimentacio linearizante, é fundamental observar que a saturagdo de fato ocorre
no atuador, e ndo no controle “virtual” criado a partir da realimentagéo linearizante. Com
base nisso, hd uma dificuldade adiéiona,l em garanﬁf estabilidade ao sisfema completo. B

A abordagem de unificacio de controladores locais e globais discutida na Segdo 4.2 torna-
se, entao, atrativa para tratar deste problema, permitindo uma formalizacio adequada para a
compensacio de saturacdo em sistemas nao-lineares com garantias de estabilidade e robustez.

Nesta secao é considerado a questdo da saturacdo de atuadores em robos manipulado-
res. Mostra-se com simulagoes que a saturagdo dos atuadores influi significativamente na
estabilidade e no desempenho geral do rob6. Com base nos resultados da secio 4.2 (veja
também (TEEL, KAPOOR, 1997b)), um esquema de compensacio de tais efeitos é propos-
to. A abordagem utilizada é consistente com a idéia de projeto em duas etapas, a saber:
primeiramente é projetado um controlador que fornece o desempenho desejado na auséncia
de saturacao; depois, modificagbes sdo introduzidas para compensar os efeitos da saturacao
de forma que o desempenho induzido pelo controlador original seja preservado para sinais de

pequena magnitude.

4.4.1 Colocacao do problema

O modelo completo db_ robd manipulador utilizado nesta secdo é apresentado no
Apéndice A. No que segue, apenas o modelo genérico é apresentado.

Considere um robé manipulador de dois grau de liberdade descrito pela equacao diferencial

F (4.47)

M@M+CWJM+G@

onde g = [6, 02] é o vetor de dngulos das juntas, 7 = [71, 7o)’ é o torque nas juntas, M é
a matriz de inércia, C engloba os efeitos de forcas centrifugas e de Coriolis, e G engloba os
termos de gravidade. Assume-se que a dinimica dos atuadores (motores) tenha sido incluida
no modelo acima de forma que 7 é a entrada de controle efetiva do sistema. Por simplicidade
de notacdo, defina, V (g, ¢) = C(q, 4)4.

As estratégias de controle tradicionais para robds manipuladores consistem, basicamente,
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em dois lagos aninhados (LEWIS et al., 1993, ROCCOQ, 1996): o lago interno, constituido
de uma realimentac¢io nao-linear estdtica e atuando como realimentacio linearizante ou com-
pensacao de gravidade; o lago mais externo, formado por controladores cldssicos tipo PD ou

PID objetivando fornecer o desempenho de seguimento/regulacio desejado.

O controle, assim denominado, torque computado, consiste na linearizacio da dindmica do
“erro para o robd manipulador. Seja e = g4 — g 0 erro entre a trajetéria dos dngulos deséjada :
gq € a trajetdria real . Em termos do erro e, o controle por torque computado é dado por
7 = 1., onde ’

7e = M(q)(da —u) + V (g, §) + G(g) (4.48)

e produz uma dinimica linear para o robd, de u para e, isto é,

E=u (4.49)

Por outro lado, a compensacdo de gravidade consiste em compensar diretamente os ter-
mos de gravidade G(g), porém sem cancelar os demais termos nao-lineares do modelo. A

compensacao de gravidade é implementada como 7 = 74, onde
7 = u+ G(q) B (4.50)

A dindmica dos sistema em malha fechada com compensacio de gravidade (4.47), (4.50)

resulta em v
M(@)§+V(ig, d)=u R C¥:1 )

O lago externo é, fregiientemente, composto por um controlador classico tipo PD ou PID.
A agdo integral se faz comumente necessiria para evitar erros em regime permanente na

presenca de torques de carga.

No contexto deste estudo, os limites de capacidade dos atuadores em suprir torque s
Juntas sdo levados em consideracao no projeto. Estes limites sdo modelados como funcdes

saturacdo na entrada de torque de cada junta do robé, isto é,

7 = sat(1) | (4.52)
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onde sat(7) = [sat(r1), sat(72)]’, e

T,LM, T 2 T; ‘
sat(7;) = T, —tM << M (4.53)
—Ti]Ma 7 < "“.TiM

Com isto, as leis de controle (4.48) e (4.50) passam a ser implementadas, efetivamente,

na forma

T = 1.=M(q)u+V(g )+ Glq) (4.54)
T = 1a=u+G(qg) (4.55)

Como as limitacoes dos atuadores sdo freqiientemente ignoradas durante o projeto, é
esperado que problemas de desempenho e estabilidade possam ocorrer com o sistema em
malha fechada. Este fato é especialmente importante no caso em que transicoes rapidas
e de larga magnitude sdo exigidas do efetuador final do robd, exigindo o esforco maximo
dos atuadores. Este problema € ainda mais agravado pela presenca de acgado integral no
controlador, o que é comumente o caso, devido & sobrecarga da acao integral. Tais problemas
sdo melhor ilustrados nas simulagGes apresentadas nas secoes 4.4.3 e 4.4.4, as quais mostram

a importancia de considerar estratégias de controle capazes de compensar tais efeitos.

4.4.2 Estratégia de controle para compensagao de saturagao

Conforme ilustrado nas ségc")es 4.2.2 e 4.2.3, tanto o anti-windup Ly como a estratégia de
anti-windup proposta no capitulo 3 para seguimento de set-point em sistemas lineares com
———limita¢do em magnitude-etaxa-de-variagio-do sinal-de controle-sde-aplicagbes-da-metodologia
de unificagio de controladores locais e globais apresentada na secao 4.2. Na se¢ao 4.3 mostrou-
se que a metodologia de uniﬁca,agé',o de controladores locais e globais pode também ser utilizada
no contexto regional, isto é, quando o controle global objetiva garantir apeﬁas uma, regiao
de atracdo, ao invés de estabilidade global propriamente dita. Estes resultados serao agora
empregados como estratégia para compensac¢ao de saturacdo em robds manipuladores.

Seja zp = [¢, ¢']' = [Zp,» Tpy» Tps» Tps)'- Nestas coordenadas o modelo do robd manipula-

dor resulta na forma

i = fal@p) + folzp) sat(r) o . (4.56)
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onde f, : R* = R* e f; : R* - R* sdo dadas por

. mp3
fa (xp) = Tpa

L — M—l(xp) [V(zp) + G(zp)]

0
folzp) = 0
L M_l(“"p)

Defina também o seguinte sistema auxiliar, o qual consiste no modelo do robd manipulador

sem restricoes nos atuadores,

z2=fu(2)+ fol2) T - (4.57)

O projeto de um controlador para o sistema (4.56) é usualmente elaborado com base
no sistema (4.57), isto é, sem levar em consideracio as restricoes nos a,tué,dores. Assuma
que um certo controlador tenha sido projetado de forma que o sistema em malha fechada
(sem saturagdo) apresente as caracteristicas de desempenho desejadas. Considere que este
controlador possui a seguinte representacio, onde g4 € a trajetdria desejada para os angulos
das juntas,

e = 9(Tc, Uc, ga)

(4.58)
Ye = k(l‘C, Ue, qd)

O controlador (4.58) garante o desempenho desejado quando em malha fechada com (4.57),
isto é, u; = z e T = y.. Contudo, quando colocado para operar com o sistema real (4.56), com
Ue = Tp € T = Y., problemas de estabilidade e desempenho podem sﬁrgir de\}ido a presenca,
da saturagdo no sinal de controle. Seguindo a abordagem da secio 4.3, busca-se introduzir
modificacoes no lago de controle para compensar tais efeitos indesejdveis ao mesmo tempo

que se procura preservar, localmente, o desempenho induzido pelo controlador (4.58).

s

Para obter a regido de estabilidade desejada para o robé manipulador na presenca de

saturacao, a lei de controle & do controle “global” é escolhida na forma,

afz,z%,u*) = p(z,z*) + u* ' ’ (4.59)

Desta forma, o compensador de unificagio (4.9) fica determinado por p e a dindmica do
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robd manipulador como segue,

é = fa(z'p) - fa(xp + '02) + fb(zp) Sa't(yc + 'Ul) - fb(zp + 'UZ) Ye
v = p(zp, Tp +v2) (4.60)

v = —¢

O sistema completo em malha fechada entéo resul‘ha

‘ Robd { Ep = fa(zp) + fo(zp)sat(r) (4.61)
Controle o = g(ze, 2p— &, 2a) (4.62)
Ye = k(zc; Tp — g, Qd)
ggfflgfgjggg € = falop) = folap = &) + folap) satlye + 1) ~ @ =Wy oo
’ v = p(Tp, Tp ~ &)
Conexdes { TS tetn (4.64)
e = zp—§

Para o sistema em malha fechada (4.61)-(4.64), a Proposicdo 4.3.5 pode ser diretamente
aplicada garantindo um dominio de estabilidade e a preservacdo do desempenho induzido
pelo controle local (4.58) localmente.

Nas préximas secoes, esta estratégia de compensagio de saturacgdo é estudada para um ca-
so particular de rob6é manipulador através de simulacdo. Sao consideradas diferentes escolhas
para os controladores local e “global” e diferentes tarefas para o rob6é manipulador.

E considerado um robé planar de dois graus de liberdade cujos parametros sao dados

por 2 my = 1.5Kg, mg = 1Kg, 11 = 1.2m, e ré = 1lm. A aceieragﬁ,o da gravidade ¢ tomada

como 9.8m/s?. O torque mdximo produzido pelos atuadores nas juntas 1 e 2 é considerado

4.4.3 Seguimento de se;t-point

Nesta tarefa sdo utilizadas variacoes em degrau nos dngulos das juntas buscando-se obter

estabilizacdao do angulo das juntas com pequena (ou nenhuma) sobre-elevagao.

Para, atingir este objetivo, um controle composto de um controlador PID com estrutura

o

modificada em conjunto com compensacao de gravidade é utilizado para induzir o desempenho

20 modelo completo do robd pode ser encontrado no apéndice A.

50N e 20N, Tespectivamente. T
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desejado para o sistema em malha fechada na auséncia de saturagdo. Este controle é dado

por

Te = 4474 (4.65)
Ye = Kizc—Kpqg— Kgg+G
Para os resultados de simulacao, os parametros do controlador (4.65) foram ajustados a
partir do modelo do robd obtido por meio da realimentacdo linearizante, equacdo (4.49), e
tal que se obtivesse estabilizacdo rdpida com sObié-elevagEio nula. A sintonia do controlador
(4.65) foi baseada em uma alocagio de pélos, de onde resultaram os seguintes ganhos: K, =
diag{10935, 3645}, K; = diag{27337.5, 9112.5}, e K; = diag {1093.5, 364.5}.
Na Figura 4.2 pode-se observar o comportarﬁento do sistema em malha fechada obtido com
o controlador (4.65). Na auséncia de saturacdo, o set-point é atingido sem sobre-elevagao,
e o acoplamento entre as juntas é desprezivel, isto é, nao h4 influéncia dos comandos de

posicionamento de uma junta sobre a posigdo da outra. Este é o desempenho desejado para

o rob6 manipulador para esta tarefa.

Junta 1

100

50

q2, qd,

Figura 4.2: Resposta de 4ngulo das juntas do robd manipulador com controlador (4.65).

Sélida: com saturacdo; Tracejada: sem saturagio; Pontilhada: sinal de referéncia.

Quando o controlador (4.65) é colocado a operar sobre o robé manipulador com saturagcio,
nota-se uma degradacgao significativa na respota de angulo das juntas em dois aspectos princi-

pais: na existéncia de uma sobre-elevacéo considerdvel para os mesmos degraus de referéncia;
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na existéncia de oscilactes na resposta devidas ao aumento do acoplamento entre as juntas,
especialmente na junta 2. Tal degradacao é natural uma vez que o controlador (4.65) ndo foi

projetado para operar na presenca de saturacao.

Para introduzir o esquema de compensacdo de saturagdo proposto, é necessario projetar
um controle para cumprir a tarefa de controle “global”. No caso, foi utilizado um compensador

PD com compensagao de gravidade, dado por
p(z,y) = [K1, Ka](z —y) + G(z) - G(y) | (4.66)

Note que, para esta escolha, p(z,z) = 0 para todo z, satisfazendo a primeira propriedade
da lei de controle a (equagdo (4.41)). Por outro lado, o controlador (4.66) garante estabilidade
global para o sistema (4.57) (sem saturagdo) para sinais de referéncia constantes e torques
de carga nulos. Uma prova deste fato pode ser encontrada em (LEWIS et al., 1993, cap. 3).
Deste resultado conclui-se que o controlador (4.66) também garante estabilidade local para o
sistema (4.56) (com satvuragéo). Embora seja dificil determinar a regido de atracao garantida
pelo controlador (4.66), os resultados de simulagio mostram que esta é consideravelmente

maior do que a regido de atracdo que seria obtida utilizando-se diretamente o controle (4.65).

No ajuste de ganhos do controlador global (4.66) focalizou-se mais o dominio de estabi-
lidade, ao invés de desempenho. Foram ajustados os seguinte valores K; = diag{256, 64.} e
K, = diag{64, 16}.

Com este projeto, o desempenho da estratégia de compensagao de saturagado é analisada.
O sistema completo em malha fechada é construido como em (4.61)-(4.64) utilizando os
controladores (4.65) e (4.66). Os resultados comparativos de simulacdo estdo mostrados nas

Figuras 4.3 e 4.4.

Em termos deresposta-de-angulo das-juntas; observa-se-na-Figura-4.3-que a sobre-elevagio

é significativamente reduzida (comparativamente ao caso sem compensacido de saturacio),
bem como os efeitos de acoplamento entre as juntas. Com isto, a resposta do sistema fica
mais préxima da resposta do sistema sem saturagio, evidenciando a diminuicao da degradagao

de desempenho introduzida pela saturacao dos atuadores, como pode ser observado na figura.

Na Figura 4.4 compara-se os sinais de controle efetivos obtidos com e sem compensagao
da saturacdo. Observa-se que a compensac¢io da satura¢do aumenta a suavidade do controle
bem como reduz o tempo em que os atuadores permanecem saturados, caracteristicas que

sdo certamente positivas para o desempenho geral do sistema em malha fechada.
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Figura 4.3: Resposta de angulo das juntas do robé manipulador com controlador (4.65).

Sélida: com compensacdo de saturagdo; Tracejada: sem saturacao; Pontilhada: sinal de

referéncia.

Sem compensacio de saturagio

Figura 4.4: Sinal de controle para o robé manipulador com controlador (4.65). Sélida: torque

na junta 1; Tracejada: torque na junta 2.
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4.4.4 Seguimento de trajetéria

Considera-se a seguir o caso de seguimento de referéncia mais geral. A tarefa escolhida é

um movimento senoidal do d4ngulo das juntas iniciando e terminando no mesmo ponto.

Para esta tarefa de seguimento sdo analisadas duas escolhas distintas para o controle local,

empregando o mesmo controle global utilizado na tarefa de seguimento de set-point.

PID + tbrque computado. Primeiramente, considere o caso que um controle composto
por um PID com controle por torque computado é escolhido para induzir o desempenho de

seguimento desejado na auséncia de saturagido. Na notacdo de (4.58), tem-se

. = K; (Qd - 9)
Yo = Mlz.+ Kp(gs — q) + Ka(da — 9)) (4.67)
+MG+V+G

Para as simulacoes foram ajustados os seguintes ganhos, baseado em uma alocacao de

p6los: Kp=1021, K; =101, K4 =201, onde 1 é a matriz identidade 2 x 2.

A Figura 4.5 ilustra o comportamento do sistema em malha fechada obtido com o controle
(4.67). Na auséncia de saturagdo, o objetivo de seguimento é atingido pelo controle proposto

com um erro menor que 1073 graus, o qual é considerado satisfatério.

Quando a limitacao de torque dos atuadores é introduzida na simulagido, pode-se observar,
na mesma figura, a degradacio resultante no seguimento da referéncia. O erro de seguimento

¢é considerdvel em diversos instantes de tempo e a resposta apresenta pequenas oscilacoes.

- FEm-seguida o_esquema de_compensacio de_saturacio (4.60) é introduzido. O mesmo

controle “global” (4.66) utilizado no seguimento de set-point foi utilizado. Contudo, neste

caso foram utilizados os seguinte ganhos: K1 =647 e Ky = 16 1.

O comportamento do sistema em malha fechada com compensagdo de saturagdo é mostra-
do na Figura 4.6. Pode-se ver que o desempenho do sistema é recuperado significativamente,
em contraste com a resposta do sistema com saturagdo, porém sem compensagio de satu-
racdo. O erro maximo de seguimento é significativamente reduzido, especialmente na junta
2. Este resultado ilustra o fatc de que a compensacgao de saturagao permite o sistema operar

em condigOes mais extremas com garantia de estabilidade e com desempenho ainda razodvel.
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Figura 4.5: Resposta de angulo das juntas do robd manipulador com controlador (4.67).

Sélida: com saturacdo; Tracejada: sem saturagio; Pontilhada: sinal de referéncia.
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Figura 4.6: Resposta de éngulo das juntas do rob6é manipulador com controlador (4.67).
Sélida: com compensagdo de saturacio; Tracejada: sem saturacao; Pontilhada: sinal de

referéncia.
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A Figura 4.7 mostra os sinais de controle obtidos com e sem a compensagao de saturagao.
Similarmente ao seguimento de set-point, observa-se que a compensagao de saturagdo produz

um sinal de controle mais suave e que satura durante menos tempo.

Sem compensagio de saturagao

50+ ‘ 4

3
t (s)

Figura 4.7: Sinal de controle para o robd manipulador com controlador (4.67). Sélida: torque

na junta 1; Tracejada: torque na junta 2.

PID 4 compensacido de gravidade. Em seguida é analisada uma escolha alternativa
para induzir o desempenho na auséncia de saturagdo. O controlador (4.67) é substituido por

um controlador PID com compensacao de gravidade dado por

i, = Ki(ga—q)

! o (4.68)__

Ve = Zc+ Kplga—9q) + Kalda — ) + G

onde foram utilizados Kp = 4081, K; = 401, K; = 80I. A sintonia desta controlador
também foi baseada na alocacdo de pélos considerando-se o modelo linear do robé obtido
com realimentacgao linearizante. '

Na Figura 4.8 pode-se observar o comportamento do sistema em malha fechada obtido
com o controlador (4.68). Na auséncia de saturacdo, o controlador (4.68) permite obter um

erro de seguimento menor que 1 grau para a tarefa de seguimento da referéncia senoidal, o

qual é considerado satisfatério. Como pode ser visto na.mesma figura, o efeito da saturagao €
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mais severo neste caso, comparativamente ao resultado mostrado na Figura 4.5 obtido com o
controlador local (4.67). A resposta, no presente caso, é inaceitdvel para o sistema em malha
fechada. Este efeito estd relacionado aos ganhos mais elevados que sdo necessirios para
garantir o erro de seguimento desejado, neste caso. O uso de controle por torque computado

permitiu ajustes com ganhos menores.

3
t (s)

Figura 4.8: Resposta de dngulo das juntas do robd manipulador com controlador (4.68).

Sélida: com saturacgio; Tracejada: sem saturacio; Pontilhada: sinal de referéncia.

Nao obstante a degradacdo mais significativa do desempenho em funcio da saturacéo, a
estratégia de compensagdo de saturagio ainda ﬁermjte obter uma recuperacao de desempenho
significativa. Isto pode ser observado na Figura 4.9, a qual mostra a resposta do robé com
controle local (4.68) e com compensagio de _satilragé,o. Para este caso, o mesmo compensador

(4.66) foi utilizado, porém com ganhos K = diag{256, 64} e K, = diag{64, 16}.

Uma melhoria significativa no sinal de controle também € verificada neste caso, até mais
evidente que nos casos anteriores, como ilutra a Figura 4.10. Como resultado da compen-
sacdo de saturacdo introduzida, o tempo em que os atuadores permanecem saturados foi

significativamente reduzido sendo que, na junta 2, ndo foi mais observada a saturacio.
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3
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Figura 4.9: Resposta de angulo das juntas do rob6é manipulador com controlador (4.68).

Sélida: com compensacido de saturagao; Tracejada: sem saturacdo; Pontilhada: sinal de

referéncia.
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Figura 4.10: Sinal de controle para o robd manipulador com controlador (4.68). Sélida:

torque na junta 1; Tracejada: torque na junta 2.
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A Tabela 4.1 condensa as comparages de desempenho obtidas através dos resultados
de simulacdo. Sao utilizados trés indices de desempenho para comparar o desempenho nas
condigées de operagao: linear (isto é, sem saturagio); com saturagio, porém sem compensagao
de saturacao; com compensagao de saturacao. Os indices de desempenho utilizados foram os

seguintes: :
IAE: [’ laa(t) — a(®)] ¢

ISE: /Sy laalt) — q(t)|? dt
SUP : SUD;e(0, ¢4] |‘1d(t) - q(t)l

Nota-se a significativa melhoria de desempenho obtida com a introducao da compensacao

de saturacio em praticamente todos os casos e, em especial, na junta 2.

Junta 1 Junta 2

Torque computado | Comp. gravidade | Torque computado | Comp. gravidade
IAE | ISE | SUP | IAE | ISE | SUP | IAE | ISE | SUP | IAE | ISE | SUP
Lin. - 0 0 0 0 0 0 |0.04002| 0.01 |0.03]|0.02]|0.01
Sat. 0.61 {041 | 0.53 | 092 |0.70 | 1.07 | 2.87 | 1.68 | 1.78 | 2.44 | 1.45 | 1.61
Comp. | 0.59 | 0.32 | 0.27 | 0.15 | 0.09 | 0.09 | .64 | 0.39 | 0.42 | 0.20 | 0.11 | 0.10

Tabela 4.1: Comparacdo de desempenho de seguimento de referéncia.

Embora a estratégia de compensacao de saturacao utilizada permita grande flexibilidade
com relagdo ao projeto do controles local e global, o desempenho do sistema em malha fechada
dependera do ajuste dos pardmetros destes controladores; pois sempre havera interagao entre
as acdes de cada um deles. Assim, é de se esperar que diferentes ajustes dos controladores
PID utilizados neste estudo de caso conduzam a resultados diferentes, muito embora o efeito

~ da compensacao da saturagdo sobre a estabilidade do sistema deva ser o mesmo.

4.5 Comentarios Conclusivos

Uma metodologia de compensacao de saturagdo em sistemas nio-lineares foi desenvolvida
com base na estratégia de uniﬁcagéo de controladores locais e globais apresentada em (TEEL,
KAPOOR, 1997b). Também, este esquema de unificagio foi adaptado para o caso em que o
controle “global” garante um determinado dominio de estabilidade, ao invés de estabilidade

global, e deseja-se que a estratégia de unificagdo preserve este dominio, além de preservar o
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desempenho do controle local, sempre que possivel.

Esta métodol_ogia, foi aplicada ao controle de robés manipuladores e resultados de simu-
lacao foram apresenfados. Estes resultados mostram o efeito significativo da saturagao sobre
o desempenho/estabilidade do sistema e ilustram os beneficios da compensagao de saturacao.
A introducio de compensacdo de saturacao permite uma recuperagao significativa do desem-

penho do sistema que fora originalmente projetado sem considerar a existéncia de saturacio

1no controle.



Conclusao e Perspectivas

Neste trabalho foram abordados alguns aspectos do problema de projeto de controladores
ndo-lineares para sistemas com restriges nos atuadores. Foram propostas alternativas de

solugdo no contexto dos seguintes problemas:
1. Estabilizacdo global de sistemas lineares com saturacao nos atuadores;

2. Seguimento de set-point, ou, no caso mais geral, referéncias limitadas que convergem
para um valor constante, para sistemas lineares com modos instiveis e com restrigdes
tanto em magnitude como em taxa de variacao do sinal de controle, utilizando a técnica

do anti-windup;

3. Compensacio de saturagdo no problema de seguimento de set-point em sistemas néo-

lineares com saturagao nos atuadores.

Foram considerados estudos de casos ilustrando a efetiva contribui¢io dos controles pro-

postos, inclusive fazendo-se comparagdes com técnicas de controle existentes na literatura.

Estabilizagao. O algoritmo de escalonamento proposfovpermitiu reduzir a conservatividade
inerente aos algoritmos baseados em conjuntos elipsoidais positivamente invariantes. Como
resultado, obteve-se uma melhoria de desempenho observada como uma convergéncia mais
rapida do estado do sistema nds dois estudos de caso considerados. Mostrou-se também que o
ganho em desempenho obtido com o algoritmo de escalonamento proposto, comparativamente
aos algoritmos existentes, ndo impde perdas significativas em termos de robustez para o
sisterna em malha fechada nem em incremento de complexidade computacional. Em certas
situacoes, o algoritmo proposto pode introduzir descontinuidades no sinal de controle, o que
pode ser visto como uma desvantagem deste algoritmo, embora tais descontinuidades sejam

isoladas, eliminando assim a possibilidade de chaveamentos de alta freqiiéncia.
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Seguimento. A técnica do anti-windup foi utilizada como abordagem para propor uma
estratégia de controle para seguimento de referéncias assintoticamente convergentes para um
valor constante no contexto de sistemas lineares com restrigdes nos atuadores. A estratégia de
controle abrange sistemas lineares com modos instaveis e com limitagio tanto em magnitude
como em taxa de variacio do sinal de controle.

O seguimento de referéncia através do anti-windup proposto apresenta propriedades atra-

tivas como as relacionadas a seguir.

e Liberdade total no projeto do controle nominal, isto é, o controle que induz o desem-
penho de seguimento desejado quando o sinal de referéncia e as condigdes iniciais sdo

tais que o sistema opera na regido linear dos atuadores;
e Nenhuma restricio sobre a magnitude do sinal de referéncia € imposta a priori;

o E garantida a preservagido do desempenho induzido pelo controle nominal, sempre que

possivel;

e Permite utilizar técnicas de controle ja desenvolvidas para estabilizacdo robusta de

sistemas lineares com restri¢bes no controle;

s Decompode o projeto em dois estigios: um local, visando desempenho; um outro “glo-
P J 3 ) g

bal”, visando garantia de estabilidade.

Estas propriedades oferecem uma certa flexibilidade de projeto, conjuntamente com uma
quase separacao de objetivos de desempenho e estabilidade no projeto. Ao mesmo tempo,
o fato de ndo restringir a magnitude do sinal de referéncia permite que esta possa ser utili-
zada para obter transicdes mais rdpidas para o sistema em malha fechada, utilizando mais

efetivamente o esforgo de controle disponivel.

Compensacao. Através do estudo do controle de um rob6é manipulador, mostrou-se a im-
portéincia e as vantagens de dispor de estratégias para c;mpensagéo de saturagao mesmo em
sistemas ndo-lineares. Uma das motivagtes para tal vem do fato de que a grande maioria das
técnicas de controle disponiveis para sistemas nio-lineares considera o sinal de controle ilimi-
tado. Assim, estratégias de compensagao de saturagdo podem tornar mais vidvel a aplicagao
destas técnicas.

A estratégia de unificacdo de controladores locais e globais desenvolvida em (TEEL,

KAPOOR,.1997b) mostrou-se atrativa para o propésito da compensacio de saturagdo em
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sistemas nao-lineares, fornecendo um formalismo adequado para o tratamento do problema.
" Esta mesma estratégia fundamenta a técnica do anti-windup Ly e a contribuicio apresentada
para seguimento de referéncia no contexto de sistemas lineares.- Uma extensao desta técnica
foi proposta e aplicada na compensagao de saturagio no controle de robds manipuladores. Os
resultados de simulagdo atestam melhorias significativas de desempenho/estabilidade obtidas

com a estratégia de compensacio de saturacdo proposta.

Conclusao geral. Virtualmente todo sistema fisico estd sujeito a restrigbes de magnitude
e/ou taxa de variagdo em sua entrada. Devido a simplificacGes de projeto e ao fato de que
muitos sistemas reais sdo operados em torno de um ponto de operagido, normalmente estas
restri¢bes sdo negligenciadas na fase de projeto. Contudo, variagbes de referéncia e/ou pertur-
bagoes .podem facilmente levar o sistema a atingir os limites dos atuadores, comprometendo
estabilidade e desempenho do projeto original. Esta é uma primeira motivacdo para o proble-
ma da compensac¢io de saturagiao. Por estas razdes, pode-se supor que muitos sistemas fisicos
sdo superdimensionados para evitar que os limites dos atuadores sejam ultrapassados. Alter-
nativas para compensacao de saturacao podem, portanto, contribuir para reducao de custos
e/ou aumento de produtividade, explorando de forma mais adequada as potencialidades do
sistema.

Desta forma, o tratamento mais adequado de restricdes no controle é um problema de
importancia pratica consideravel. Neste contexto, encaixam-se as técnicas do anti-windup e
a unificacdo de controladores locais e globais, permitindo que os controle projetados inicial-
mente, negligenciando-se as restri¢Ges nos atuadores, possam ser reutilizados integralmente
~ e apenas adicionados de modificagbes que garantem estabilidade em condicbes extremas de
operacdo. Além disso, do ponto de vista de aplicagOes, os esquemas de controle em uso pouco
contemplam as restricbes nos atuadores, de onde pode ser vislumbrada a utilizacdo prética

das técnicas desenvolvidas neste trabalho.

s

Perspectivas

A abordagem da equagcdo de Riccati e o algoritmo de escalonamento proposto no capitulo 2
poderiam ser estendidos para sistemas lineares descritores. A questdo de realimentacio de
saida também poderia ser abordada.

No contexto do anti-windup L, a sintese de x(¢) tal que minimize || z || é um problema
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importante que. poderia ser atacado.

A contribuicio ao seguimento de set-point apresentada no capitulo 3 carece de uma anilise
de robustez adequada quanto a incertezas paramétricas nas matrizes A e B do sistema original.
Um projeto mais explicito de v também seria desejavel.

O capitulo 4 abre diversas frentes que poderiam ser melhor exploradas. Uma contribuicao
importante seria relaxar a necessidade do controle global garantir estabilidade assintética
do equilibrio, para garantir Apénas convergéncia para um conjunto que contém o equilibrio.
Desta forma, apenas o controle local seria resppnsével por garantir o equilibrio do sistemas
em malha fechada.

No contexto da aplicac¢io a robds manipuladores uma primeira perspectiva é a implemen-
tagdo pratica da lei de controle proposta para verificar sua funcionalidade em uma aplicagio
real. Também cabe uma anilise mais detalhada da garantia de estabilidade para o robd ma-
nipulador, além de extensGes para classes mais gerais de robos, considerando mais graus de
liberdade e flexibilidade nas juntas, a qual sempre ocorre quando robds, considerados rigidos,

operam em velocidades elevadas.
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Apéndice A
Modelagem do Robé Manipulador

Neste apéndice é apresentado o modelo completo de um rob6é manipulador de dois graus
de liberdade. Este modelo foi utilizado para obter os resultados de simula¢do apresentados

no Capitulo 4.

Figura A.l: Esquemadtico de um rob6é manipulador planar de 2 graus de liberdade.

&

A Figura A.1 ilustra esquematicamente um robé planar de dois graus de liberdade. Supde-
se que a massa dos bragos esteja concentrada nas extremidades, representadas por mi e my.
Os bragos possuem comprimentos I; e Iy, respectivamente. O torque aplicado em cada junta
é'repres_enta,do por 11 e T9. O angulo medido em cada junta é representado por #; e 6,
respectivamente. A aceleragao da gravidade é representada por g. Sdo desprezados os atritos

nas juntas e as dindmicas dos atuadores.
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Os angulos nas juntas 1 e 2 correspondem as coordenadas de trabalho, e serdo também

representados por q; € go, respectivamente. Considere também a notagao vetorial

q 6
g2 8

ea representaga.o usual de derivadas temporals ge g.

Com estas hipéteses e a notagao introduzida, o modelo do robd planar ilustrado na Figu-

ra A.1 é dado por (LEWIS et al., 1993)

M(q)j+C(g,d)d + Gla) = (A.2)
onde,
[ (m1 + m2)I? + mal2 + 2malyl; cos(gs) mal3 + malils cos(gz)
M(g) = | o 2 . (A.3)
i mal2 + malils cos(ge) mals
. [ —2ml1ly sin(ge)go  —malila sin(ga)de
Clg,q) = (A.4)

malilo sin(ge)d1 0.

(m1 4+ m2) gly cos(g1) +maglacos(gqy + g2)
Glg) = - (A.5)
ma gla cos(gL + g2)

Neste modelo, M representa a matriz de inércia, G representa o efeito da gravidade e C
representa o efeito da forca centrifuga e de Coriolis.
Para considerar torques de carga nas juntas, basta substituir 71 e 7 na equacgio (A.2)

pelo torque liquido aplicado na respectiva junta.




Apéndice B
Conjuntos Saida Admissiveis

Neste apéndice é apresentado o conceito de conjunto saida admissivel bem como um
conjunto de resultados que permitem sua utilizacdo na andlise e projetos de sistemas com
restricoes no controle. Todos os resultados sdo apresentados no contexto de sistemas linea-
res discretos, embora o conceito de conjunto saida admissivel seja independente do fato do
sistema ser continuo ou discreto no tempo. Os resultados apresentados sido particularmente
importantes para o ca,pitulo.3.

Considere o sistema, linear discreto.

z(t+1) = Az(t)

(B.1
() = Cu(t) )

onde z € R", 2 € R* et € Z>. A saida z representa um conjunto de varidveis do sistema
que estao sujeitas a restricoes.

Todas as defini¢bes apresentadas no capitulo 1 no contexto de sistemas continuos, possuem
definigoes andlogas para sistemas discretos. Em particular, os Lemas 1.3.4 e 1.3.5 continuam

vélidos com a devida substitui¢go de C—, no Lema 1.3.5, pelo disco fechado de raio unitério.

Definicdo B.0.1 Para o sistema (B.1), um conjunto X C R® ¢ dito admissivel pare a saida
z com respeito ao conjunto Z C R* se CA*X C Z, Vt € Zyo. Abreviadamente, diz-se que
X é(A,C, Z)—admiséz’vel ou saida-admissivel. O conjunto X € dito saida-admissivel mdzimo,

e € representado por Ox(A,C, Z), se contém todos os conjuntos (A, C, Z)-admissiveis. q

Um conjunto saida-admissivel ndo necessariamente é invariante para o sistema (B.1).

Nio obstante, O (A, C, Z) é positivamente invariante e, mais do que isto, é o maior conjunto
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positivamente invariante tal que as trajetorias de (B.1) satisfazem a restrigdo 2(t) € Z, Vt €

Zzo.

Nota B.0.2 Em particular, para o sistema z(t + 1) = A:t(t) + Bu(t), Ox(A + BK, K,U)
€ 0 maior conjunto positivamente invariante obtido pela lei de controle linear u = Kz e tal
que o controle satisfaz a restricdo u(t) € U, Vt € Z>q. Necessariamente, Ox(A+ BK, K,U)
é um subconjunto da regido de linearidade da lei de controle u = Kz (em geral bem.meno'r).

A igualdade sé se verifica em alguns casos particulares (CASTELAN, 1992). : *

A seguir sao estabelecidas algumas propriedades de conjuntos saida-admissiveis as quais
serao importantes para a apresenta¢io do condicionador de referéncia. Provas destes resul-
tados podem ser encontradas em (GILBERT, TAN, 1991). '

O primeiro teorema estabelece propriedades de O (A, C, Z) relacionadas com proprieda-

des de Z. Quando o contexto permitir, utilizar-se-4 O para denotar O (4, C, Z).

Teorema B.0.3 As propriedades de fechamento, convexidade e simetria de O sdo herdadas

das propriedades correspohdentes de Z. Adicionalmente,
1. Se (C, A) ¢é observduvel, entdo Z limitado implica Oy limitado.
2. Se A é Lyapunov estdvel, entdo 0 € int(Z) implica 0 € int(Ox).
‘3. Para o € R, Owo(A4,C,aZ) = aOuw(A,C, Z)
4. Se T € R"™" ¢ ndo singular, entdo Ox(A,C,Z) = TOOO(T‘IAT, CT, Z).

5. Se (C, A) € detectdvel e C = [C, 0], A = Al com (C1, A1) observdvel, entdo
_ 2 Az

Ow(4,C,Z) = Oo(41,C1, Z).

O préximo teorema estabelece condigdes para que O possa ser descrito por um conjunto

de desigualdades.

Teorema B.0.4 Suponha que A é Lyapunov estdvel e o conjunto Z é dado por

Z={z€R™ :Fy(z) <0, i=1,2--,ns} (B.2)
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onde, para i = 1,---,n¢, F; : R» — R sdo fungoes continuas e tais que F;(0) < 0. Entdo,
0 € 0x(A,C,2Z) €

Ow(4,C, Z) = {z € R* : Fy(CA'z) <0, i=1,2,---,ns, t€ Lo} ~ (B.3)

De acordo com a descrigdo (B.3), Ox é determinado por um niimero infinito de desigual-

dades. Diz-se que Oy é determinado finitamente se existe t* tal que
Ox(4,C,Z) = {z e R : F(CA'z) <0, i=1,2,---,n5,t=0,1,---,¢*} (B.4)

O préximo lema fornece condigbes para que Oy seja determinado finitamente. As con-
dicbes .sd0 apenas suficientes, mas existem exemplos que evidenciam dificuldades em enfra-

quecé-las.

Teorema B.0.5 Suponha que: (i) A € Schur-estdvel', (ii) (C, A) é observdvel, (iii) A

¢ limitado, e (iv) 0 € int(Z). Entdo, O € determinado finitamente. . .

A condicio mais forte para a determinagéo finita de O € a primeira, que requer que A
seja Schur-estavel. Quando A é apenas Lyapunov estidvel ndo hi garantia de que O seja
determinado finitamente. Neste caso, é possivel obter-se uma aproximacio de Oy a qual é

determindvel finitamente. O seguinte teorema estabelece as condigGes para tal.
Teorema B.0.6 Sejam,
o T ol - o o
c=lo ], 4= , C= (B.5)
0 As CL CS
com (C, A) observdvel e A; Hurwitz. Baseado em Z (eq. (B.2)) defina,

Z(e) = {z € R : Fy(2) < -6 i=1,2,--‘-,nf} (B.6)

Entdo, para cada € € (0, — max{F;(0),i = 1,---,n5}], Oxo(4,C,Z(€) x Z) € determinado
finitamente e
Ooo(A,C, Z(€)) C Oo(A,C, Z(€) x Z) C Oo(A,C,Z) (B.7)

1 A € Schur-estduvel sse todos os seus autovelores estio no interior do circulo de raio unitdrio.
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Assim, de acordo com o Teorema B.0.6, ao invés de determinar-se Ox (A4, C, Z) (que néo
é determinével finitamente), encontra-se Ouo(A4, C, Z(€) x Z), o qual sempre é determindvel
finitamente para algum e dentro das condig¢des do teorema. Este conjunto pode entdo ser
utilizado como uma aproximagio de Ox(4,C, Z) cuja precisdo depende de € e pode ser

inferida de (B.7). -




Apéndice C

Estabilidade de Sistemas

Nao-Lineares

C.1 Conceitos Basicos

Defini¢do C.1.1 Uma funcdo continua g : R — R>q pertence a classe G se for ndo-
decrescente. Uma fungdo continua a : [0,a) — Ryo pertence a classe K se for estrita-
mente crescente e a(0) = 0. Ela é uma funcdo da classe Ky, se, adicionalmente, a = oo
e limy 00 a(r) = 0c0. Uma fungdo continua B : [0,a) x R>g — R>q pertence a classe KL
se, para todo s fizo, B(r,s) pertence a classe K com respeito a r e, para todo r fixo, 0 mapa

B(r,s) é decrescente em s e B(r,s) = 0 quando s — oo. q

Considere o sistema nao-linear

& = f(t,z) o - (Cy

onde f : [0,00) x X — R" satisfaz as condicdes usuais de existéncia e unicidade de so-
lucdo (KHALIL, 1996) e X C R™ é um dominio que contém a.origem como ponto interior.
Corblsidere, sem perda de generalidade, que a origem é um ponto de equilibrio de C.1, isto é,
f(t,0)=0, Vi>0. '

A definicdo usual de estabilidade no sentido de Lyapunov utiliza o formalismo de ¢, &'s
(KHALIL, 1996, YOSHIZAWA, 1966). O seguinte lema fornece uma caracterizacio em ter-
mos de fungoes de classe K e KL, a qual é mais concisa. Para uma prova deste resultado

veja (KHALIL, 1996).

Lema C.1.2 O equilibrioz =0 de C.1 é
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e uniformemente estdvel se e somente se existir uma funcgdo a-) € K e uma constante

¢ > 0, independente de g, tais que

lz(8)] < e(lz(to)]), Vi2to, V(i) <ec (C.2)

o UAS ;e e somente se ezistir umq funcao B(-,-) € KL e uma constante ¢ > 0 tais que
lz(t)| < B(|lz(to)|,t —t0), Vit>to, Viz(te)| Lc (C.3)
o GUAS se e somente se a condicido C.3 for satisfeita para toda estado inicial z(tp).
e ezponencialmente estdvel (ES) se a condigcdo C.3 for satisfeita com
- B(r,s) =kre™®, k>0, v>0

Ainda, é globalmente exponencialmente estdvel (GES) se esta condicdo for satisfeita

para qualquer estado inicial.

O teorema seguinte constitui o alicerce do segundo método de Lyapunov (KHALIL, 1996).

Teorema C.1.83 Seja V : [0,00) x X — R uma fungdo continuamente diferencidvel e sejam

a1() € K e as(-) € K tais que para todo t > tg e todo x € X

a1 (Jel) < V(t,2) < ag(lal) | (C.4)
V(z) = %% + g—Zf (t,ﬂx) < -W(z) _ _ (C.5)

para algum W (z). As sequintes sentencas s@o verdadeiras.
e Se W(z) >0, entéo z = 0 ¢ uniformemente estdvel.
e Se W(z) > as(|z|) € K, entdo z =0 é UAS.

e seai(|z)) > ki |zl ao(|z]) < ko |z|® e Wi(z) > k3 |z|® para algumas constantes positivas

k1, ko, ks, c, entdo z = 0 € exponencialmente estdvel;
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Ainda, se todas as condigcdes do teorema forem satisfeitas globalmente e oq(|z|) for radial-
mente ilimitade, entdo a caracteristica do equilibrio z = 0 € global. Finalmente, para sistemas
auténomos (invariantes no tempo), V (t,z) pode ser escolhida independente de t e a qualifi-

ca¢ao uniformemente pode ser suprimida. °

Definicao C.1.4 Considere o sistema néo-linear auténomo
& = f(z) (C.6)

onde £ € R* e com as hipdteses usuais de existéncia e unicidade de solucdo. Um conjunto

- M C R*® € chamado de conjunto invariante em relagcdo ao sistema C.6 se
z(0) e M =>z(t)e M, ViteR
Um conjunto M é chamado conjunto positivamente invariante se

z0)eM=>z(t)e M, Vi>0

A nocao de invaridncia pode auxiliar na prova de estabilidade assintética, conforme esta-

belece o teorema de LaSalle (KHALIL, 1996, SLOTINE, LI, 1991).

Teorema C.1.5 Seja X C R® um dominio e seja 2 C X um conjunto compacto e positiva-
mente invariente em relagdo ao sistema C.6. Seja V : X — R uma funcdo cohtinuamente
diferencidvel tal que V(z) < 0 em Q. Seja E = {z € Q : V(z) = 0} e seja M o maior
conjunto invariante contido em E. Entao se z(0) € Q, z(t) tende a M a medida que t — oc.

Para os sistemas nao-auténomos, um resultado similar é possivel, porém o conjunto para
o qual as trajetorias convergem nao pode ser determinado tio precisamente. O resultado

baseia-se no lema de Barbalat (KHALIL, 1996, SLOTINE, LI, 1991).

Lema C.1.6 Considere o sistema C.1 e seja V(t,z) uma funcdo limitada inferiormente. Se
V(t,x) ¢ semidefinida negativa e uniformemente continua em t, entdo V(t, z) = 0 quando

t — oo. : o
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C.1.1 Estabilidade com Relagdo a Conjuntos Compactos

Uma. caracterizacao mais geral de estabilidade é a estabilidade com relacao a conjuntos
compactos. O seguintes resultados apresentam caracterizagoes em termos de funcdes de classe

K e KL, e em termos de fungdes de Lyapunov (LIN et al., 1996a, LIN, 1992).

Teoréma C.1.7 Seja M C R™ um conjunto compacto e invariante para o sistema ( 06‘)
Entdo (C.6) é globalmente assintoticamente estdvel com relacdo a M se e somente se ezistir

uma funcdo B € KL tal que

distar(2(t)) < B(distar(zo), 1), VE>0, Vz, € R

Teorema C.1.8 O sistema (C.6) € globalmente assintoticamente estdvel com relagdo a M

se e somente se existir uma fungdo V : R* — R, diferencidvel em (R* — M) e que satisfaz
1. existem a; € Koo, g € Koo tais que

oy (distar(2)) < Viz) < ag(disty(z))

2. emiste uma funcdo continua e positiva definida a3 tal que

9 p(z) < ~os(distar(a)

C.1.2 Estabilidade Entrada-Estado - ISS

Considere o sistema
T = f(z,u) (C.7)

ondez € R*, u € LT e £(0,0) = 0. A seguinte defini¢do é devida a Sontag (SONTAG, 1990,
SONTAG, 1995, SONTAG, WANG, 1996).

Definigdo C.1.9 O sistema (C.7) é entrada-estado-estivel (ISS) se eszistirem fungdes B €
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KL ey €K tais que V u € LT eV zo € R* a solugio z(t) com £(0) = zq eziste e satisfaz !
para todo t > 0
| |2(8)] < max{B(|zol,2), (Il ue lloo)} (C8)

onde us € o truncamento de u em t. O sistema (C.7) € dito localmente ISS se (C.8) wvaler

pare || vt | € |To| suficientemente pequenos.

O uso de || u¢ ||oo Ou simplesmente || u lloo € indiferente na definicdo. A definigiio estabelece
que o estado z(t) é limitado para todo w(t) limitado. Também que o equilibrio z = 0 é
globalmente assintoticamente estivel para 4 = 0. A funcdo (:) 4 chamada de ganho Lo

nao-linear de {C.7).

Nota C.1.10 Se o equilibrio x = 0 de (C.7) com u = 0 for assintoticamente estdvel, entdo

(C.7) é localmente 1SS. Contudo, o mesmo ndo vale no caso global. *

O préximo teorema caracteriza ISS em termos de fungtes ISS-Lyapunov (SONTAG, 1995,
SONTAG, 1990, SONTAG, 1989).

Teorema C.1.11 O sistema (C.7) € ISS se e somente se uma das seguintes condigies for

sd,tz'sfeita:

1. ezistem uma fungdo V : R* — R, diferencidvel e positiva definida, funcées oy e ay de

classe Ko, p € a3 de classe K, tais que

ay(|z]) < V(z) < ex(|z))

(OR!)
2 > p(]| w [|oo) = T2 f(z,u) < —os(lal), Vz,u 9

2. ezistem uma funcio V : R* — R, diferencidvel e positiva definida, funcées o, oo, o3

e a4 da classe Ko, tais que

i (|2]) <V (z) < ay(|2))

C.10
V@) (5 u) — aglal) + csllul), Va,u (C.10)

O sistema (C.6) é localmente 1SS se e somente se uma destas condi¢des se verificar em uma

vizinhancga da origem de R x R™. .

1A definicdo seria equivalente se fosse tomada a soma de B e v ao invés do mdzrimo entre elas, pois
max{a, b} < a + b < max{2a, 2b}.
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C.2 Estabilidade de Sistemas em Cascata

Considere a composi¢ao em cascata na forma

: C.11
€& = a(d) (10

com f(0,0) =0 e a(0) =0. O'objetivo desta secdo é estabelecer condigdes sobre o sistema
(C.11) para concluir sobre a estabilidade da origem (z,£) = (0,0) a partir da estabilidade
individual dos subsistemas z e £. Os resultados desta secdo podem ser encontrados em

(SEPULCHRE et al., 1997, KHALIL, 1996).

Teorema C.2.1 Considere o sistema (C.11) com as seguintes hipdteses:
1. o equilibrio z = 0 do subsistema = = f(z,0) é LAS;

2. o equilibrio £ =0 do subsistema & = a(£) é LAS;

Entéo, o equilibrio (z,€) = (0,0) é LAS. .
N3o é possivel estender este resultado diretamente para o caso global. O sistema (C.12) é
um exemplo em que os equilibrio dos subsistemas individuais é GAS, mas o sistema completo

néo é.
& = —z4+23¢

¢ = ¢

Garantia de estabilidade global do sistema em cascata (C.11) pode ser obtida com a

(C.12)

hipétese de estabilidade entrada-estado.
Teorema C.2.2 Goneidere o sisiema (C.11) eom o8 segwintes Wpdtesss:
| 1. o subsistema £ = f(:;,f) é ISS (tomando & com entrada);
2. o equilibrio {I: 0 do subsistema £ = a(€) é GAS;
Entdo, o equilibrio (z,€) = (0,0) é GAS. .

A hipétese de ISS para o subsistema z de (C.11) é consideravelmente restritiva. O resul-

tado mais geral para garantia de estabilidade global de (C.11) é estabelecido a seguir.

Teorema C.2.3 Considere o sistema (C.11) com as seguintes hipdteses:
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1. o equilibrio z =0 de £ = f(z,0) é GAS;
2. o equilibrio £ =0 do subsistema € = a(€) é GAS;

Entdo, o equilibrio (z,£) = (0,0) é LAS e, adicionalmente, todas as trajetdrias limitadas sGo

convergentes. .

Em outras palavras, o Teorema C.2.3 estabelece que a estabilidade assintética global
dos equilibrios individuais conjuntamente com a limitagdo de todas as trajetdrias constitui
condicdo suficiente para estabilidade assintética global da origem do sistema em cascata

(C11).

C.3 Estabilidade de Sistemas Interconectados

Considere o sistema
= f(z,§)
é = g(§7$)

com f(0,0) = 0 e g(0,0) = 0. Para o sistema (C.13), a estabilidade assintética local dos

(C.13)

subsistemas £ = f(z,0) e € = g(¢,0) ndo é suficiente para garantir a estabilidade assintética
da origem. O seguinte teorema fornece condigbes suficientes para tal, em termos de uma

condicao de pequeno ganho.

Teorema C.3.1 Considere o sistema (C.13) com as seguintes hipdteses:
1. o subsistema © = f(z,0) é localmente ISS com ganho 7;;
2. o subsistema £ = g(&,0) € localmente ISS com ganho ~y;
3. existe § > 0 tal que (yz 0 ve)(s) < s, Vs € (0, d).

Entdo, o equilibrio (z,£) = (0,0) é LAS. .

®

A versao global deste resultado requer que a condigdo de pequeno ganho (item 3) seja

vélida globalmente, como estabelece o resultado a seguir.
Teorema C.3.2 Considere o sistema (C.13) com as seguintes hipdteses:
1. o subsistema = = f(z,0) € (globalmente) ISS com ganho vy;

2. o subsistema £ = g(£,0) é (globalmente) ISS com ganho Ye;
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8 (eoes) <s, Vse (0, o0)

Entdo, o equilibrio (z,&) = (0,0) é GAS. .

C.4 Ganho £, e Teorema de Pequeno Ganho

Como o conceito .de ganho Ly e o teorema do pequeno ganho foram utilizados ao longo
do trabalho, estes sdo desenvolvidos nesta se¢cdo para maior completude do trabalho. Estes
resultados podem ser encontrados em maiores detalhes em (KHALIL, 1996, TEEL et al.,
1996, VAN DER SHAFT, 1996, DESOER, VIDYASAGAR, 1975)

Defini¢do C.4.1 Sejo w: R — RP uma funcdo Lebesgue mensurdvel. A norma Lo de w €

definida como a seguinte integral (se existir)

I w. [l2= /Ooo lw(®)* dt. | (C.14)

Diz-se que w € Lg se || w ||2< oo. q
Definicdo C.4.2 Diz-se que o sistema ndo-linear

z = f(z,u) (C.15)

possui ganho Lo menor ou igual a v(-) se ezistir § € G tal que, para qualquer u € Ly e qualquer

condicio inicial T, € R", as trajetdrias de (C.15) existem para todo t > 0 e satisfazem

|z llo< (I ll2) + B{lzol). (C.16)
Diz-se que o ganho Lq € finito se v(s) =7s e B(s) = Bs para alguns ¥ >0 e 3 > 0. q

Para sistemas nio-lineares afins, o ganho L, finito pode ser caracterizado através da

inequacao de Hamilton-Jocobi-Isaacs, conforme estabelece o préximo teorema.

. Teorema C.4.3 Considere o sisterna ndo-linear

£ = f(z)+g(z)u

C.17
y = h{z) (C47
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Seja ¥ > 0 e assuma que ezista uma funcdo V : R® — R continuamente diferencidvel e

positive semidefinida que satisfaz

oV vV oV 1, n
F flz) + #a—x g(z) (—8—; g(z)) + ih (z)h(z) <0, VzeR". (C.18)

Entao, o sistema (C.17) possui ganho Lo finito menor ou igual a Y de u para y. .

Para o caso linear, a caracterizagio é dada pelo conhecido Lema da Limitagdo Real { Boun-

ded Real Lemma).
Lema C.4.4 Para o sistema linear

z = Axz-+ Bu

(C.19)
y = Czx
com A Hurwitz, ||y [|2< 7 || u |l2 +8 |z0| se e somente se existir P = P' > 0 tal que
A'P+ PA+ ’;—2PBB'P +C'C<0 (C.20)

O teorema a seguir fornece uma condi¢do de pequeno ganho para garantir estabilidade
global de sistemas interconectados. Este resultado pode ser encontrado em (TEEL et al.,

1996).

Teorema C.4.5 Considere o sistema

(C.21)

com a8 seguintes hipdteses:
1. o subsistema z = f(z,u) é GAS e possﬁz‘ ganho Lo menor ou igual a vz;
2. o subsistema § =g(&,u) é€ GAS e possui ganho Ly menor ou igual a ve;
3. (Yzove)(s) <s, Vse(0, 00)

Entdo, o equilibrio (z,£) = (0,0) é GAS. .
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