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Capitulo 1

Introducao

O objetivo bésico da teoria de controle é a obtencéo de controladores que atendam os requisi-
tos de projeto sobre o processo real. A busca por estes controladores é realizada utilizando-se
modelos que geralmente apresentam um certo grau de incerteza em relagio 3 descrigao precisa
destes processos, tais como, dindmicas ndo modeladas, incertezas paramétricas, ruidos, etc.
Sob esta abordagem ressalta-se a importancia de dispor-se de técnicas que permitam nao ape-
nas a anilise da robustez de um dado sistema de controle, mas também de técnicas de projeto
que permitam considerar as estimativas das incertezas e informacoes sobre as perturbacées
que afetam o processo.

Dentro da evolugio da teoria de controle, a utilizacio das desigualdades matriciais lineares
LMIs, cuja sigla vem do Inglés ”Linear Matrix Inequalities”, tem se apresentado como uma,
ferramenta eficiente na busca por solugdes de problemas de anélise e sintese que diariamente
se apresentam nesta area.

Um histérico da evolugdo das desigualdades matriciais lineares na teoria de controle pode
ser encontrado em [1].

O surgimento de métodos computacionais eficientes para a solugio de LMIs, fez com que
elas se tornassem amplamente utilizadas na teoria de controle.

. Pode-se ainda mencionar que pela formulagio LMI, requisitos de desempenho e robustez
podem ser simultaneamente tratados.

A formulagio LMI, de um problema. de controle é bastante flexivel e pode em muitos casos

ser modificada com a incorporagdo de novas restrigées impostas ao problema.

1



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

Intmeras sdo as formulagdes LMIs que tém aparecido na literatura, e a busca por estas,
tem se tornado um tema de pesquisa bastante explorado na abordagem de problemas de
controle, tendo em vista é. flexibilidade e a eficiéncia numérica que uma formulacio por
desigualdades matriciais lineares possibilita.

Objetiva-se neste trabalho apresentar formulacées LMI para os casos de anélise e sintese,
abordando o problema de performance para sistemas lineares variantes no tempo do tipo

LPV (Linear Parameter Varying), empregando a defini¢io de estabilidade bi-quadratica.

1.1 Sistemas Lineares a Parametro Variante

Um sistema linear variante no tempo pode ser descrito por um sistema de equagdes de estados

do tipo

£(t) = A()z(t) + B(t)u(?)

(1.1)
y(t) = C(t)=(t) + D(t)u(t)

onde as matrizes de representacio de estados A(t), B(t),C(t), D(t), dependem do tempo.

A busca de solugdo para problemas nesta representagio, exige o conhecimento, a priori, da
dependéncia temporal e da representagio de estado A(t), B(t),C(t), D(t), para uma solugio
em tempo real. Devido a estas dificuldades, a representagio de sistemas nesta formulagio
nao apresenta interesse pratico.

Uma representacdo que tem sido amplamente utilizada para sistemas variantes no tempo,

é apresentada abaixo.

#(t) = A(0())=(¢) + B(O(t))u(t)

) - (12)
y(t) = C(0(8)=(2) + D(O®))u(t)

Sistemas que admitem esta formulacio sdo conhecidos como sistemas lineares a pardmetro
variante (sistemas LPV), cuja sigla LPV vem do Inglés ”Linear Parameter Varying”.
Nestes, a dependéncia temporal da representagio de estados aparece através da dependéncia
paramétrica 6(t). Esta representacdo ndo ¢ genérica, mas iniimeros sio os exemplos praticos

que admitem esta formulagio.

Quando 0(t) representa elementos incertos do modelo normalmente se supoe o conheci-
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mento a priori de limitantes para 6(t) e em alguns casos para 6(t) também.

Quando 0(t) representa paradmetros cujos valores sdo conhecidos em tempo real podemos
utilizar esses pardmetros na prépria lei de controle para ajustd-la & medida que o modelo
evolui no tempo. Com isto podemos melhorar o desempenho do sistema. Nesses casos se
supde o conhecimento a priori de limitantes para 6(¢) e em alguns casos para 9(t) também.

A abordagem cléssica, comumente usada para controlar um sistema LPV, é realizar difer-
entes controladores para determinados pontos de funcionamento do sistema, associado & val-
ores pré-definidos do pardmetro 6(t), figura 1.1. Assim o controle global do sistema pode
entdo ser obtido por interpolagdo dos controles locais de cada ponto de funcionamento, por
meio de uma estratégia de comutacédo entre os diferentes controladores locais.

Esta abordagem poe as seguintes questoes:

1. Como escolher os pontos de funcionamento onde se fara a concepgio da lei de controle?

2. O que se pode dizer da estabilidade global?

Isto é, mesmo que o sistema seja estdvel quando se fixa o parametro 0(t), ele pode vir a

se tornar instével quando 6(t) evolui e introduz sua prépria dinimica.

Propriedades Locais

ontade
unctonamento

Propriedades Locais

Trajetéria

Propriedades Globais

Figura 1.1: Propriedades Locais e Globais.

Estas dificuldades conduzem & uma outra abordagem para o controle de sistemas LPV.

Nesta, o controle é descrito por uma representacio de estados dada por
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e = Ac(0(2))zc(t) + Be(6(2))y(t)

(1.3)
u = Ce(0(t))z(t) + Dc(6(2))y(t)

e faz uma utilizacio explicita do pardmetro 6(t).
Veja referéncias seguintes para maiores detalhes: [2], [3], [4],[5] e [6].
A dependéncia temporal das varidveis z(t), u(t), z(£), 6(t) serd omitida por questio de

simplicidade.

1.2 A evolugao dos Estudos para Sistemas LPV

Dentro da classe de sistemas lineares variantes no tempo, aquela em que a variacio temporal
das matrizes do modelo de estado aparece como funcdo de um dado vetor de parametros tem
sido objeto de muito estudo nos dltimos anos. Na literatura esta classe é conhecida como
sistema lineares com dependéncia paramétrica LPV. Os trabalhos em (7], {8], [9], [10], [L1],
[5] e [12] tratam desta classe de sistema.

Uma ferramenta usual para o estudo da estabilidade de sistemas LPV tem sido a funcio
de Lyapunov, sendo que esta pode ou ndo apresentar uma dependéncia nos pardmetros do
sistema. Neste contexto, foram propostas nogdes de estabilidade tais como quadrdtica e
afim-quadrdtica (8], [9], [10], [13], [3].

As técnicas apresentadas em [14], [2] para sistemas LPV fazem uso de uma funcio de
Lyapunov fixa. De acordo com [6] tais abordagens podem ser conservativas uma vez que elas
permitefn uma taxa de variagido paramétrica arbitraria.

Um melhor resultado tem sido obtido quando uma fungio de Lyapunov com dependéncia

3

paramétrica é utilizada, isto é, para cada valor de @, obtém-se uma funcio de Lyapunov
diferente. _

Fungdes de Lyapunov do tipo Lur’e-Postnikov sio obtidas para sistemas com dependéncia
paramétrica quando o critério de Popov é empregado. Nesta abordagem a fun¢io de Lyapunov
apresenta uma estrutura particular, veja [15].

O conceito de func¢io de Lyapunov com dependéncia paramétrica afim resulta em um maior
grau de liberdade o que pode conduzir a resultados menos conservativos quando comparado

aos métodos que empregam Popov.
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Em (3], utiliza-se uma fungio de Lyapunov com dependéncia paramétrica afim supondo
que o parametro e sua taxa de variagdo pertencam a um politopo convexo. Empregando-se
a nogéo de multi-convexidade, LMIs que apresentam condicdes suficientes sao propostas.

Com os trabalhos de Haddad and Bernstein [15], houve um aumento no interesse
por métodos de andlise e sintese que empregam funcoes de Lyapunov com dependéncia
paramétrica. Grande parte destes resultados empregam uma funcdo de Lyapunov com de-
pendéncia paramétrica afim (8], [10], [16] e [15].

Os trabalhos de [17], [10] e [15] tratam o problema de sintese sob a abordagem Hs e nestes
as condi¢des obtidas ndo sdo convexas.

Sob o conceito de estabilidade afim-quadratica, controladores dinamicos do tipo LPV
foram apresentados em [6]. Nestes estudos o problema de obter uma formulagdo convexa
ficou em aberto.

Recentemente, uma fung¢do de Lyapunov com dependéncia paramétrica, que é mais geral
que a fungio de Lyapunov com dependéncia afim, foi apresentada em (4], (5] Resultados
correlatos podem ser encontrados em [18] e [19]. Esta nova fungio de Lyapunov v(zx, ) é
bi-quadrética, isto é, quadratica em 6 e em z.

Este trabalho trata dos problemas de performance robusta e controle robusto. Utilizan-
do a definigéo de estabilidade bi-quadratica, sdo apresentadas desigualdades matriciais que
resolvidas sob o objetivo de otimizagio convexa permitem que limitantes superiores para os

critérios de performance Hs, Hoo sejam encontrados.

1.3 Organizagao do Texto

Além desta introdugdo, o texto est4 organizado nos seguintes capitulos.

O Capitulo 2, apresenta um conjunto de ferramentas visando a obtencdo de condiges
LMI para problemas de andlise, sintese e performance aplicados & classe de sistemas LPV.

Também, neste capitulo, apresentam-se as principais nocdes de estabilidade utilizadas no

controle de sistemas LPYV.

O Capitulo 3 aborda o problema de performance robusta Hs e Hoo utilizando a nogao de

estabilidade bi-quadratica.
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O Capitulo 4-aborda o problema de controle robusto Hs € Hoo utilizando também a nogao

de estabilidade bi-quadratica.

O Capitulo 5 aborda os problemas de estabilidade robusta e controle robusto para sistema
LPV atempo discreto. Neste, os problemas de custo garantido e performance H, sio tratados

e para tanto a nogao de estabilidade bi-quadrética é empregada.

O Capitulo 6, apresenta as conclusdes e consideragoes finais fazendo uma analise critica

do trabalho e identificando perspectivas futuras.



Capitulo 2

Fundamentos para Estudo de

Sistema LPV

0 objetivo deste capitulo é apresentar ferramentas da teoria de controle de modo a facilitar a
compreensdo dos capitulos subsequentes. Os resultados aqui apresentados permitem o estudo
dos casos de andlise e sintese visando atender os critérios de performance Hs e Hoo, para
sistemas do tipo LPV. Com estes resultados estamos interessados em obter formulactes do

tipo LMI para os referidos estudos.

2.1 Desigualdades Matriciais Lineares - LMI

A representacio de uma desigualdade matricial linear ¢ dada pela seguinte forma

m
F@) 2 Fo+> Fizi >0 (2.1)
i=1
para desigualdades estritas, e
F(z)>0 (2.2)

para desigualdades ndo estritas. Aqui z € R" é a varidvel a ser sintonizada e F; = F} € R**",
1=1,---,m sdo matrizes constantes dadas.

O problema de encontrar uma solugio z tal que F(z) > 0 é chamado um problema de

7



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS PARA ESTUDO DE SISTEMA LPV 8

factibilidade LMI. A LMI (2.1) é uma restri¢o convexa sobre z, isto é, o conjunto {z / F(z) >
0} é convexo.
A formulagdo LMI, permite que varios problemas possam ser resolvidos simultaneamente,

neste caso, se possuirmos k restrigdes na forma LMI, a representagio

F(z) = diag{Fo(z), F1(2),- -+ , Fi(x)} > 0 ' (2.3)

é também um problema na forma de uma LMI.

Esta versatilidade apresentada pela formulagdo LMI faz com que ela encontre muitas

aplicacGes na teoria de controle.

2.1.1 Propriedades da LMI

Apresentam-se a seguir as propriedades que sio atribuidas a uma formulacdo LMI, sendo que
estas estao relacionadas & nogdes de fungbes e conjuntos convexos [20]. O fato de o conjunto
solugdo de uma formulacdo LMI ser convexo é fundamental no desenvolvimento de algoritmos

eficientes para a solugéao de uma LMI.

Linearidade

Embora a representagio (2.1) seja uma forma muito empregada para representagio de uma
LMI, observa-se que nesta representacio F(z) nio é linear em x, pois F(0) = Fy # 0. Na
realidade a equagdo (2.1) é afim em z, isto é, uma relacio que mapeia retas paralelas em retas

paralelas e pontos finitos em pontos finitos. Mas, cabe notar que (2.1) pode ser representada

de forma equivalente por

m
F(zo, z) = F(%) 2 Fyxy + ZFia;i >0, >0 (2.4)

i=1
através de uma transformacdo, onde F é linear em Z = [z}, ']
Convexidade

O conjunto solugdo de uma LMI é convexo (quando ndo é vazio). Isto é, o segmento de reta,

que une quaisquer dois pontos do conjunto também pertence ao conjunto.



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS PARA ESTUDO DE SISTEMA LPV 9

Para provar, consideremos que y e z sejam dois pontos que satisfacam (2.1) e seja z =

ay +I (1 — @)z, onde 0 < a < 1. Substituindo na definigio temos
Fo+ XL Pz = Fo+ X2 Fileyi + (1 - 0)z) =
Fo+ Yt Fizi+a X% Fi(yi — %) = (2.5)

(1-a)(Fo + X2 Fiz) + a(Fy + Y2, Fiyi) >0

o que completa a prova, pois conclui-se que z também é solucio da LML E importante

observar que todos conjuntos afins sdo convexos.

2.1.2 Complemento de Schur

O complemento de Schur na verdade néo é uma propriedade da LMI, mas sim uma pro-
priedade de matrizes [21] que é extremamente 1til em varias aplicagoes.

Seja uma matriz quadrada M com as seguintes particdes

maA|[ P €@ (2.6)
R S

com P quadrada e néo singular. Se adicionalmente § — RP~1Q também for nio singular,

teremos que a matriz M serd nao singular. Isto, vem diretamente de

P I -p! P 0
@ ¢ = (2.7)
R S||lo I R S—RP'Q
Tomando o determinante de (2.7) encontraremos
det(M) = det(P).det(S — RP7'Q) (2.8)

e a matriz S — RP~1Q é chamada de complemento de Schur de P em M.
Similarmente assumindo que S seja inversivel, o complemento de Schur de S em M é dado
por P — RS™1Q.

A aplicagdo do complemento de Schur & matrizes semi definidas e definidas positivas serd
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apresentado na forma dos seguintes lemas.

Lema 2.1 (Complemento de Schur) Seja R* o pseudo-inversa da matriz R. As

sequintes desigualdades sdo equivalentes.

P S
° >0

S R|
e R>0, P—SRt$'>0, S(I—RR*)=0

Lema 2.2 (Complemento de Schur para desigualdades estritas) As seguintes de-

sigualdades sao equivalentes

P S
° >0

S" R
e R>0, P-SR!§>0

O complemento de Schur é uma ferramenta que é amplamente utilizada na conversio de

desigualdades nao lineares em LMI. Exemplificaremos sua aplicagio sobre a seguinte desigual-

dade matricial:

A'P+PA+PBR'BP+Q<0 ' (2.9)

onde 4, B, @ = @', R = R’ > 0 séo matrizes dadas e P = P’ é a varidvel. Note que (2.9)
é quadritica em P, devido ao termo PBR™!B'P. Aplicando o Lema 2.2 , a desigualdade

acima pode ser reescrita na forma

—A'P-PA-Q PB

) >0 (2.10)
B'P R ,

que é uma LMI.

2.1.3 Formulacdao LMI Utilizando Restrigoes Algébricas

Algumas LMIs com restricio de estrutura podem ser reescritas de forma alternativa

eliminando-se a restrigdo.
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O problema de eliminagio de varidveis ¢ tratado pelo lema a seguir onde uma formulago

LMI ¢ obtida para o caso em que uma desigualdade matricial aparece em conjunto com uma

dada restricdo de igualdade.

Lema 2.3 Seja M € R™ " uma matriz simétrica e C € R™ ™ uma matriz dada. A condicio

'’Mz < 0 estd satisfeita para todo z : Cz = 0 se eziste uma matriz L € R™*™ tql que

M+ LC+C'L'<0 (2.11)

Prova: Se (2.11) é satisfeita, basta pré e pés multiplicar por z para obter 2’ Mz + 2/ LCx +
z'C'L'z < 0. Logo para todo z : Cz =0 temos 2’ Mz < 0.

AN

Cabe ainda salientar que o Lema 2.3 apresenta condicdes de necessidade e suficiéncia
quando ndo existem incertezas nas matrizes M, C. Como nas abordagens apresentadas a

seguir, existem incertezas na matriz C, somente a condicio de suficiéncia é obtida. Para

maijores detalhes veja. [1].

2.2 Pacotes Computacionais

Com o surgimento de algoritmios de pontos interiores para a solugio de problemas de
otimizagdo convexa, tornou-se possivel solucionar numericamente LMIs de forma mais rapida
e eficiente.

Desde entdo muitas pesquisas vem sendo desenvolvidas para a criacdo ou melhora de
pacotes computacionais para a solucdo de problemas de otimizagio convexa. Os pacotes

computacionais mais conhecidos para a solugdo de LMIs sdo

e LMIlab presente no Matlab que usa o Método Projetivo, criado por Nesterov e Ne-

mirovskii [22] para a solugdo do problema. Mais detalhes sobre o LMIlab podem ser

obtido em [23].

o LMITOOL presente no Scilab que usa o Método Primal-Dual desenvolvido por [24] .
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Além destes dois métodos de solugio existem novas abordagens, que buscam melhorar estes
algoritmos, buscando principalmente uma melhor eficiéncia do método para sistemas esparsos.
Mais detalhes sobre estes métodos podem ser vista em [25].

Neste trabalho, iremos utilizar o LMITOOL, do Scilab para a solu¢io de LMIs. Mais

detalhes sobre o LMITOOL podem ser obtido no site: www.rocq.inria.fr/scilab.

2.2.1 Complexidade computacional

Como ja salientamos, umas das mais importantes vantagens no uso de LMI ¢ a existéncia de
pacotes computacionais para a sua solugdo. Mas como todo problema de otimizagio convexa,
ou SDP (programacao semi- definida ), pode-se ter dificuldades numéricas na busca de soluges
de uma LMI.

Algumas destas dificuldades podem ocorrer devido ao mal condicionamento numérico dos
dados, capacidade de meméria das miquinas, erros de preciséo.

Outro grande problema é o esforco computacional necessirio para solucionar as LMIs.
Grandes progressos foram feitos com o uso de algoritmos de pontos interiores para a sua
solugéo, garantindo a solugdo do problema de complexidade polinomial no tempo, ao invés
da ordem exponencial dada por outros algoritmos.

Uma aproximagdo da ordem de grandeza do niimero de operagdes para o método primal-

dual é dada por:
O(m°LA).

Onde m é o nimero de varidveis e L é o niimero de LMIse a = 2.1 e 8 = 1.2. Perceba
que o numero de operagdes para a solugdo do problema via LMI, é dependente do ndmeros
de LMIs e do ntimeros de varidveis a ser buscada. Os softwares hoje existentes sdo capazes

de manipular algumas centenas de varidveis de decisdo.

2.3 Superficie Politépica

Um politopo convexo é genericamente definido como sendo qualquer conjunto convexo com
um ndimero finito de pontos extremos [3].

Para melhor exemplificar, consideremos o sistema
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T = Az + Bu

. (2.12)
y=Czx

Admita que o sistema. (2.12) seja incerto e que as incertezas tenham as seguintes estruturas

A=Co(A)izt,p E{A: A=Yl idi, Tiyai=1, ¢ >0}
B=Co(B))jm,s & {B: B=5319;Bj, Ti19i=1, g;20} (2.13)
€ =Co(Cimt, e S {C: C = Thor heCry Thoyhe=1, he >0}

Nesta definigdo, as matrizes A;, B; e Ci definem os vértices do politopo para as incertezas
nas matrizes A, B, C respectivamente e os escalares g;, g;, hx permitem a combinagio convexa

destes vértices representando assim os pontos internos a este politopo, bem como a sua

superficie limitante.

E comum a seguinte notacdo para esse politopo.

P, = (Ath’Ck)

comi=1,---,r,j=1,---,8,k=1,.--,¢.

&
-

P,6

P,2 P,3

Figura 2.1: Politopo convexo representando um modelo com 3 elementos incertos.

Os pontos internos a este politopo representam modelos admissiveis para o sistema, e sdo
obtidos a partir de combinagdes lineares convexas dos vértices de P,. O ntimero de vértices

deste politopo é fun¢do do nimero total de elementos incertos nas matrizes 4, B e C do
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sistema. Sendo na + nb + nc o nimero de pardmetros incertos em A, B, C respectivamente,

o nimero de vértices é

T = 2na+nb+nc
v =

A figura 2.1 ilustra a representagio politépica de um sistema incerto com na +nb+nc = 3.
Pela definigao acima, nota-se que néo h4 nenhuma referéncia explicita quanto 3 existéncia
de um modelo nominal para o sistema tratado.

No caso de definir-se um modelo dentre os possiveis como sendo o nominal, supde-se que

o sistema (2.12) pode ser reescrito como:

T = (Ap + AA)z + (By + AB)u

(2.14)
y=(Co+AC)z

com

AA=04A, AB=6gB, AC=0cC

Nesta formulacio, Ag, By e Cy representa as matrizes que formam o modelo nominal e A,
B e C' sdo matrizes constantes que determinam como 84, 0 e ¢, afetam os elementos das

matrizes Ay, By e Cp.

2.4 Representagao do Sistema LPV

Seja o sistema linear variante no tempo que é dado pela seguinte forma:

z(t) = A(@)z, z(0) =z (2.15)

onde a matriz de dindmica A(¢) possui uma dependéncia afim com o parametro 6(t). Isto é

m
A(0) = Ao+ 0;4; (2.16)
i=1
z € R"= & o estado do sistema, A; € R"=*" (i = 0,1,--,m) sio matrizes conhecidas e

6; (i =1,---,m) sdo pardmetros reais variantes no tempo que possuem magnitude e taxa
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de variacao temporal 6 limitada.

Supde-se que cada um dos pardmetros 0; e sua derivada 6; sejam limitados, isto é

9; €(6;,0;) ;i elé;, 6] (2.17)

onde 6;, O;e 0;,0; representam respectivamente o limite inferior e superior para cada pardmetro
e sua derivada. Nesses casos 6; e 0; sio tratados como variveis independentes. De forma
mais genérica podemos ainda supor que 0 = [, - - - 0] e sua derivada 8 = [6; - - - 0,,] estejam

limitados por um politopo como indicado a seguir:

0.0 e Z € Coltr -+ £n) (2.18)

onde (,( sdo varidveis auxiliares que definem os valores admissiveis para (9,0) respectiva-

mente e C, € um politopo de vértices {; (i = 1,---,n,) conhecidos. Dessa forma podemos

considerar casos onde 6; e 6; sdo varidveis dependentes.

by &
A

(51 | ) 51

(a.:b) (-a,0) \I (a,-b)

Figura 2.2: Tlustracdo de duas regides I possiveis no caso escalar.

2.5 Nocoes de Estabilidade para sistemas LPV

Apresenta-se nesta secdo defini¢Ges de estabilidade que se aplicam a sistemas lineares variantes

no tempo do tipo LPV. Estas fazem uso dos resultados apresentados a seguir.
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Seja o sistema linear
G: i=A(t)z+ Bu(t)w
(2.19)
z=C(t)z + Dy(t)w

2

onde z(t) € R" é o estado , w(t) € R™ ¢ a entrada , 2(t) € R™ §é a saida, e A(t), By(t) ,

C(t) e Dy(t) sdo fungdes de matriz real com dimensio apropriada.

Definigdo 2.1 O sistema G é ezponencialmente estdvel se existern mimeros reais e positivos
a1 ecy tal que ||®5(t, 7)|| < el Yi > 7, onde ®(t,7) € a matriz de transicio de
& = A(t)z. )

O seguinte lema permite o estudo da estabilidade, para sistemas variantes no tempo,

empregando Lyapunov [26].

Lema 2.4 Seja o sistema G definido por (2.19). Entdo qualgquer das seguintes afirmacées

¢ uma condi¢cdo suficiente para que os sistema G seja ezponencialmete estdvel.

1. Se eziste uma funcdo de matriz X(t) definida positiva e limitada em [0, 00) tal que

—X(t) + A@R)X(t) + X(8)A'(t) <0, Vi€ [0,00)

2. Se existe uma funcdo de matriz Y (t) definida positiva e limitada em [0,00) tal que

Y(t) + A @)Y (1) + Y(£)A(t) < 0, Vi€ [0,00)

Com estes resultados estamos aptos a apresentar as seguintes definicdes de estabilidade.

2.5.1 Funcoes de Lyapunov a Parametro Dependente

CondigGes para estabilidade exponencial do sistema (2.15), (2.18) com uma fun¢ao de Lya-

punov V(z) = z'P(0)x sdo expressas pelas seguintes desigualdades

A(6)'P(9) + P(0)A(0) +P(6) <0, P(B)>0

: (2.20)
V(6,6) € I
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Definigdo 2.2 O sistema linear (2.15), (2.18) é quadraticamente estdvel se (2.20) estd sat-

isfeita com P(6) = Py independente do pardmetro 6.

Defini¢do 2.3 ([3]) O sistema linear (2.15), (2.18) é afim-quadraticamente estdvel se (2. 20)

estd satisfeita com P(0) afim em 0, isto é
ng
P(O) = Po+)_ 6P
i=1

Definigdo 2.4 ([5]) O sistema linear (2.15), (2.18) € bi-quadraticamente estdvel se (2.20)

estd satisfeita com P(0) quadrdtica em 0, isto é

!

I I
PO)=P +PO+0P +0P0 = p
S ©
(2.21)
Py, P
p=|" 1|, P egmm
P P
com © afim em 6.
AN

Note que a definicio de estabilidade quadratica introduz um certo conservativismo, quan-
do aplicada a sistemas que apresentam taxa de variagio paramétrica limitada, pois as con-
digdes que definem a nogéo de estabilidade quadrética nio dependem da taxa de variagao do
pardmetro 6. »

Note ainda, que a condigdo P(6) > 0, em geral, ndo implica P > 0. As desigualdades
em (2.20) devem ser satisfeitas para todo (6,6) € II. Mas como essas desigualdades nio sio
convexas nos pardmetros €, o problema de verificar quando elas estio satisfeitas para todo
(6,9) € II ndo é trivial, pois j4 ndo basta verificar se as mesmas estio satisfeitas nos vértices

da regido II.
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2.6 Normas Hy e H

Em sistemas de controle é normal que o sistema a ser controlado esteja sujeito a perturbacées
externas, e estas por sua vez, acarretam problemas de performance.

Procedimentos que eliminem o efeito da perturbagao sobre o sistema, muitas vezes re-
querem que hipéteses com alto grau de restri¢ido sejam impostas, e isto pode impossibilitar a
aplicacido destes sobre determinados sistemas.

Uma abordagem alternativa para o tratamento deste problema, é feita utilizando os con-
ceitos de norma Hs e Hoo onde se procura atenuar os efeitos indesejados a niveis satisfatérios
dados pelas norma H3 ou H,. Para tanto consideremos o sistema de controle representado

conforme a figura 2.3.

Y

Figuré, 2.3: Sistema realimentado.

Nela esta representado o controlador K, a planta generalizada G, que inclui a planta e
todas as fungoes introduzidas com fins de ponderagio. O sinal w contém as entradas externas,
incluindo perturbagoes, ruido dos sensores e comandos; u é a agdo de controle; y representa
a saida medida para fins de realimentagio; e z é um sinal de erro em relagio a um objetivo
especificado embutido em G(s).

A seguir apresentam-se definicdes para a norma Hs e Ho, para sistemas lineares variantes

no tempo.

2.6.1 Norma H, para Sistemas Variantes no Tempo

Quando as perturbagbes que afetam o sistema sdo sinais de ruido, é possivel represents-
las como a saida de um sistema dindmico excitado por um impulso. Essa dindmica pode

ser incorporada & planta G, a qual considera-se como sendo excitada por perturbacgdes w
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impulsionais. O sinal z(t) serd a resposta impulsional do sistema, e a sua norma coincidirs
com ||Gw|l2. Se modelarmos as perturbagdes como processos estocdsticos de densidade de

poténcia conhecida, a norma de ||G;yl||2 coincide com o valor RMS da energia do sinal de

saida.

A definicdo da norma H, para fungdes de transferéncia é dada por

1618 =5 [ tr(G (jw)G G Jw (2.22)

onde G(s) = C(sI — A)"! By, + Dy,

Esta equagio € vilida se o sistema for estvel invariante no tempo e estritamente préprio,
ou seja Dy, = 0. Se o sistema possuir D,, 7# 0, entdo a norma H, serd infinita.

Caso o sistema seja modelado por uma representagio por variaveis de estado, a norma
H3 pode ser calculada tomando-se a seguinte definicio, que considera t variando no inter-
valo [0, T]. Para sistemas variantes no tempo devemos substituir a nog¢io de funcio de

transferéncia pela no¢io de resposta impulsional.

Definigdo 2.5 [27] Seja o sistema G definido por (2.19) ezponencialmente estdvel e assuma

Dy(t) =0. Entdo a norma Hy de G é definida por

16|12 = e{ lim — / dt} (2.23)

quando z(0) = 0 e w € um ruido branco de média nula com matriz de densidade de poténcia

igual a identidade, onde £ representa a esperanga matemdtica.

A norma 3 pode ser calculada utilizando o gramiano de controlabilidade Q(t) ou o de
observabilidade R(t). O lema a seguir apresenta condigdes para obtencdo da norma Mz com

estes gramianos empregando desigualdades matriciais.
Lema 2.5 [27] Seja o sistema G definido por (2.19) com D, (t) =0 e as seguintes condigdes:

1. Se o sistema G € exponencialmente estdvel, entio

IGIE = Jim — / Tr { C(H)Q)C'(¢) } dt (2.24)

I

lim % /0 Tr { BL(t)R(£) Bw () } dt (2.25)
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onde Q(t) e R(t) satisfazem respectivamente

Q(t) = A)Q() + Q(t)A'(t) + Bu(t)Bi,(+), Q(0) =0 (2.26)

~R(t) = R(t)A(t) + A@)R(t) + C'(t)C(t), R(T)=0 (2.27)

2. Se eziste uma funcdo de matriz P(t) e P(t) definida positiva e limitada em [0, 00) tal

que

—P(t) + A(t)P(t) + P($) A'(t) + By () BL(t) <0, V€ [0,00) (2.28)

P(t) + P(t)A(t) + A/(H) P(t) + C(t) C(t) <0, Vte [0,00) (2.29)

entdo o sistema G € exponencialmente estdvel e

2 . 1 (T ,

IGI3 < Jim = /0 T { C(t)P(})C'(¢) } dt (2.30)

1613 < l/T’I?::{B' O B(t)Bu(t) } dt 2.31
i< fm g [ m{BLOPOBL fa (2:31)

O problema de sintese padrao de otimizagdo H consiste na obtencdo do controlador que
minimiza um limitante superior da norma Hz de Gy, isto é, entre as perturbagbes w e as

saidas de interesse z. Para maiores detalhes veja [28] [1] [29] [30].

2.6.2 Norma Hs, para Sistemas Variantes no Tempo

A norma H, de uma fungio de transferéncia de sistemas invariantes no tempo é calculada

como sendo o maximo valor singular de G(jw) para todos os valores de w, isto é

1GGw)lleo 2 supa{G(jw)} (2.32)

onde (.) denota o méaximo valor singular de G (jw).

Esta norma estd associada ao maior ganho que pode existir de alguma das entradas
para alguma das saidas, ao longo de todo espectro de frequéncia. Assim, a minimiza¢3o da
norma H,, de uma funcio de transferéncia consiste em abordar o problema de atenuacio de

perturbagdo analisando-se o pior caso possivel de ganho entrada/saida para o sistema.
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No caso de sistemas variantes no tempo representado como em (2.19) a norma H, serd

obtida tomando por base a seguinte definicio.

Definicdo 2.6 [27] Admita que o sistema (2.19) seja ezponencialmente estdvel e seja Gy,

o operador entrada/saida de w para z de (2.19). Entdo define-se a norma Hoo do operador

Guz, ou do sistema (2.19), como sendo

1Guzllo = sup {||z||2 1:(0)=0}

weLa, fulla0 Llwllz’
onde || - ||2 € a norma dois de sinais.

Note que ||Gyy.|loo representa o ganho induzido pela norma £ de sinais.

A norma H, pode ser representada da seguinte forma

”éwznoo = il,}f{"éwzf”oo <7}

A norma ?H, pode ser calculada utilizando a abordagem primal Xp =
{A(t),Bw(t),C(t),Dw(t),’P(t),'P(t)} ou ainda empregando a abordagem dual Y, =
{A'(t), B, (t),C'(t), DL, (), W(t), W(t)} . O lema a seguir apresenta condicdes para obtengo

da norma H, sob estas duas abordagens.

Lema 2.6 O sistema G definido por (2.19) € ezponencialmente estdvel e IGlloo < 7 se

P(t)+A(t)P(t)+P(t)A(t) P(t)By(t) N C'(t)

(2.33)

W)+ WA (1) +AW(E) W(E)C'(t) N By (t)

C(tW(t) I Dy(t) [ B,,(t) D, (t) ] <0, W(t)>0

(2.34)

ou respectivamente
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P(t) + Alt)P(t) + P()A(t) P(t)Bu(t) C'(1)
B (£)P(t) —*I  DL() | <0, P(t)>0 (2.35)
C(t) Dy (t) -1

—W(t) + WA () + AGW(E) Bu(t) WEHC'(Y)
B.(t) —2I D (%) <0, W() >0 (2.36)
CW(R) Du(t) I

onde a relagio de equivaléncia ente as desigualdades ¢ obtida em termos de W(t) = P(t)~ L.

AA

Apresenta-se a seguir uma interpretagio para o Lema 2.6. Seja a equagio (2.33) escrita

da seguinte forma

P(t) + A®)P(t) + P()A() + CRY'C(t) (P(H)Bu(t) + C(t) Du(t))

<0 (2.37)
(P(t) Bw(t) + C(t) Dy (t)) Dy(t)' Du(t) —v*I

Multiplicando (2.37) & direita por f = [z’ w'] e & esquerda por f', decorre que

o"P(H)z + (A(t)z + By (t)w) P(t)z + 2'P() (A(t)z + By (t)w)
+(C(t)x + Dy (t)w) (C(t)x + Dy (t)w) — y2w'w < 0

ou seja, com V(z,t) = ' P(t)z temos

V(z,t) + 2’z — yw'w <0 (2.38)
Integrando (2.38) de 0 & T, com a condigdo inicial z(0) = 0, obtém-se
V(z(T),T) + f3('z — y*w'w)dt < 0. (2.39)

Como V(z(T),T) > 0, VT conclui-se que

Gwzlloo <
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Para o caso de sintese o problema subétimo ., consiste em encontrar um controlador tal
que a norma H da fungio de transferéncia Gy, seja menor que um valor 7 pré-especificado.
O problema 6timo H, consiste em encontrar um controlador que minimize essa norma. Para
maiores detalhes veja [31] [14] [27].

Com estas defini¢Ges estamos aptos a apresentar abordagens LMI que permitem a garantia
de limitantes para as normas Hs e Ho, através de um problema de factibilidade envolvendo

LMIs, o que ser4 apresentado nos capitulos subsequentes.

2.7 Consideracoes Finais

Este capitulo teve por objetivo apresentar a formulacio LMI e as suas propriedades. A
propriedade de convexidade é talvez a mais importante principalmente nos casos quando se
trata de sistemas incertos e sistemas variantes no tempo do tipo LPV.

A formulagdo LMI tem por vantagem permitir uma solu¢io numérica de problemas de
controle, uma vez que existem pacotes computacionais, como Scilab e Matlab, que pbdem ser
usados para este fim.

Foi apresentado um conjunto de ferramentas que auxiliam na obtencéo de uma formulagio
LMI. A maior parte dos resultados foram tirados de [1], (3], [2], [27] e [30] onde provas e outros
resultados podem ser encontrados.

Apresentou-se também os conceitos de estabilidade quadratica, afim-quadritica e bi-
quadratica comentando-se as principais particularidades de cada uma, delas.

Por fim, apresentou-se as defini¢ées de norma Hs e Ho, para o caso de sistema variantes

no tempo.



Capitulo 3
Analise de Sistemas LPV

Neste capitulo estaremos buscando formulagées LMI que apresentem condicdes suficientes e
estejam baseadas em uma fun¢io de Lyapunov com dependéncia quadritica no estado e no
pardmetro. Estas formulagdes serdo obtidas visando atender os critérios de performance H,
H e terdo por base a nocao de estabilidade bi-quadratica.

Os valores dos critérios de performance H3, Hoo serdo obtidos pela solugio das LMIs,
onde um limitante superior, para os referidos critérios de performance é determinado via

otimizacdo convexa.

3.1 Estabilidade Robusta

Ao longo desta segio, apresentam-se condigdes LMI para analise de estabilidade e performance

de sistemas lineares variantes no tempo na seguinte forma:

I = A(H)w, SU(O) = 2y, 0= [01 .. -0,,0]’ (3.1)

onde a matriz de dindmica A(6) possui uma dependéncia afim com o parametro 8. Isto é

ng
A6) = Ao+ >_6:A; (3.2)

i=1
r € R é o estado do sistema, A; € R"=*" § = 0,1,---,ny sdo matrizes conhecidas e
0;, i=1,---,np sdo pardmetros reais que possuem magnitude e taxa de variagio temporal

0; limitada. Admite-se que os parimetros e sugi respectivas taxas de variagao possam assumir
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qualquer valor dentro de um politopo II cujos vértices sdo conhecidos a priori.

0,0)ell (3.3)

Admita que o sistema (3.1) seja representado pela seguinte equacio

I
=40 ] NE (3.4)
onde
A= [ A - Ay, ] € RN=XN=T0 (3.5)
r 7
O = ['OlInz cor Onglp, ] € RNaNeXNz : (3.6)

Empregando (3.4), apresenta-se a seguir um teorema que propde condicdes suficientes na

anilise de estabilidade robusta.

Teorema 3.1 [5] Seja o sistema (3.1) e a sequinte notagio

A T
Aa = . ° A ’ ea = "
©+ 04, OA ©
(3.7)

Ca = [ O _In;ng ]

e seja II um politopo construido a partir dos valores admissiveis de (0,9). Admita que existe
uma matriz simétrica P € Rr=netD)xns(ne+) ¢ mgtrizes L, M € Rn=(no+1)xXnan0 t4is que as

sequintes LMIs sejam satisfeitas nos vértices do politopo II.

AP+ PA,+LC,+CLL' <0

(3.8)
P+MC,+CM >0

Entdo o sistema (3.1) € bi-quadraticamente estdvel e V(z,0) = 2'P(6)z com P(0) = ' PO,

¢ uma fungdo de Lyapunov para o sistema.
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Prova: A prova pode ser encontrada em [5]. Para tornar o trabalho o mais autocontido
possivel ela serd apresentada a seguir. Admita que as desigualdades do teorema estejam

satisfeitas nos vértices do politopo II. Como as desigualdades (3.8) sdo afins em (9,0) elas
sdo satisfeitas para todo (6,6) € II.

Observe que o espaco nulo de C, é dado por:

I,
Ne, = = 0,. (3.9)
)

Entdo com a segunda desigualdade de (3.8) temos que V(6,6) € II
$'OLPOx >0, Yz € R™, 2 £0

isto ¢ P(0) = ©/PO, é uma matriz definida positiva para v(6,6) € 11

Tomando agora a primeira desigualdade de (3.8) e tendo em mente (3.9), obtemos

©L(ALP + PA,)0, < 0. (3.10)

Com (3.7), nés temos que (3.10) pode ser escrita como

’

1o 0
(| . | POa+O,P| | |+
)

S}
(3.11)
AI
o, | “* | eypo, + o,Pe, [ 4o A ] 9.)z < 0
A
ou equivalentemente,
7' (P(6) + (Ao + A0)'P(8) + P(6)(Ay + AB))z < 0, Yz, ¥(0,0) € II (3.12)

Logo V(z,0) = z'P(6)z é uma funcio de Lyapunov para o sistema, (3.1) e satisfaz a defini¢io

de estabilidade bi-quadratica e o teorema estd provado.
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3.2 Performance Robusta H,

3.2.1 Abordagem Primal

Seja o sistema linear

z=C(0)zx (3.13)
com
_ I -
Oiln. 6,1
T
0= : y ea. = " 3 e’w = ' _nw
© :
Ong In,, _ (3.14)
| 0np In., ]

A(e) = Ay + AO , B‘w(o) = ByOy , 0(9) =CO,

onde z € "=, w € R™, 2 € R™ sdo respectivamente os vetores de estado, a entrada de
perturbacdo e a saida de performance; A, By, C sio matrizes dadas de dimensdes compativeis,
6 = (61,...,0n,) € R™ sio pardmetros reais, que podem variar no tempo.

O teorema seguinte permite estudar o problema de performance H5 para sistemas variantes
no tempo do tipo LPV. Este estudo é feito empregando-se LMIs que apresentam condigdes
suficientes. A solugdo numérica destas LMIs em conjunto com um problema de otimizagao

convexa permite que um limitante superior para a ||Gy;||2 seja obtido.

Teorema 3.2 Seja o sistema (3.13) e a seguinte notagdo
Ao A . [

(3.15)
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e seja II um politopo construido a partir dos valores admissiveis de (0, 0) Admita que ez-
iste uma matriz simétrica P € R=Met)xna(motl) ppptrizes [ € Rwtna(not2)xne  pr
Rre(motD)xn2mo o ymq funcdo matricial simétrica Q(0) € R™*™w ¢ o escalar | que solu-

cionam o seguinte problema de otimizacdo, onde as LMIs estao satisfeitas nos vértices do

politopo 1I1.
minimize {l} :
[ A'P+PA, + MC, + CIM'
<0 (3.16)
| c —I,,
[Qo) 0o o o]
0 P PO, 0 -
+LCy+CIL' >0 (3.17)
0 ©P 0 0
| 0 0 0 0,
I -Tr{Q(8)} >0 (3.18)
onde
e ¢
QO =) Qi, >0, Y =1 (3.19)

i=1 i=1
Entdo o sistema ndo forcado & = A(6) z é bi-quadraticamente estdvel, com a funcdo de

Lyapunov V(z,0) = z'P(6)z, onde P(0) = O,PO, e a norma Hy do sistema satisfaz

1 (T '
1Guellf < Jim /0 Tr{B,(0)P(8) By(6)}dt < I (3.20)

Prova: Admita que as LMIs do teorema estejam satisfeitas nos vértices do politopo II. Como
as desigualdades (3.16)-(3.18) sdo afins em (6, 9) elas sio satisfeitas para V(0,6) € II.

Com (3.16) e o complemento de Schur nés temos
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AP +PA,+CC+MC,+CiM' <0
Observe que ©, é uma base para N¢,. Assim,
OL(ALP + PA,+C'C)0, <0

P(6) + A(0)P(6) + P(6)A(6) + C(6)'C(6) <0

Agora defina

o]

- 0 O,
By(@) ©
| 0 I, |

Tomando (3.17), note que ¥ € uma base para Ng,, com isto nés obtemos

Q) 0 o o
y 0 P PO, O 7= Q) B,,(6)P(8) >0
0 ©P 0 0 P(0)B,(6)  P(O)
| 0 0 0 0, |

aplicando agora o complemento de Schur podemos reescrever da seguinte forma

P(6) = ©,P6, >0, Q) — By(8)'P(8)Bu(68) >0

29

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Assim V(z,0) = z'P(f)z > 0 e de (3.21) nés temos V(z,0) < 0 que mostra a estabilidade

bi-quadrética para o sistema ndo for¢ado (w = 0).

Agora com o Lema 2.5, (3.21), (3.24) nds temos

.1 T
1Gusllf < Jim = [ Tr{Bo(0YP(6)Bu(6)}t

(3.25)
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e consequentemente com (3.24) e (3.25) nés obtemos

T
1Gu:lf < Jim 7 [T {BoO)PO)B(®) ) ds

. i /T
< Jim % [ T {Q(O)}at

< max Tr{Q:} <L

que completa a prova.

AN

Note que as desigualdades apresentadas no Teorema 3.2 sdo fungdes afins nas varidveis L,
M,Ple Qi, t=1,---,¢, nos vértices do politopo II. Ent&o a busca por um limitante superior
minimo para a norma H3, € um problema de otimizagio convexa que pode ser solucionado
numericamente como um problema de minimizagio de autovalores. A solugio deste problema

de otimizacdo com as desigualdades matriciais, permite encontrar este limitante que é dado

por ||Guzll2 < VI.

3.2.2 Abordagem Dual

Apresenta-se a seguir uma outra formulagdo LMI para o problema de performance H. Para

tanto, considere que a equacio de estados do sistema (3.13) seja reescrita da seguinte forma.

T =[Ag+O0'Alz + By(O)w
[ 0 ] w( ) (3.26)
z2=C0)z :
onde A € R?*™ é uma matriz conhecida e © € R9*" ¢ uma matriz que depende linearmente
dos parametros 6;, e o valor de ¢ depende da estrutura das matrizes 4;, i = 1,...,ng, € da
estrutura de ©.

Note que a representacdo de (3.26) sempre existe e ndo implica em perda de generalidade

dado que A(#) em (3.13) é afim em 6 . Por exemplo, uma escolha direta para 4 e © é:
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A1 01 Inm

Ano 0’”9 I’nz

Esta escolha resulta em g = n;ny que é a maior dimensio admissivel para ©. Observe que
a decomposi¢io ©’A4 de (3.26) nio é tinica. Além do mais, a escolha da dimensio q para © est4
baseada no compromisso entre o grau de conservativismo e o esfor¢o computacional requerido
pelo método de andlise de estabilidade. Um aumento de g para reduzir o conservativismo
do método aumentard o nimero de varidveis na solugdo do problema de otimizagio, o que
implica em um aumento do esfor¢o computacional requerido.

Apresenta-se a seguir um teorema que foi obtido para o sistema (3.13) e que destina-se a

obten¢do de um limitante superior para ||Gy.||2-

Teorema 3.3 Dado um politopo 11 construido a partir dos valores admissiveis de (0,9).

Seja o sisterma (3.26) e a seguinte notagdo

Ay -0 + Ag© . B, (0 I
A=|"" 1, B,= w(©) S T e (3.27)
A AQ 0 )

C’a=[6 ——Iq], Q) = 0 -1 00 (3.28)
c'e o0 -1 0

Admita a existéncia de uma matriz simétrica P, matrizes L e N, uma fun¢do matricial Q(0) e
o escalar Kk que solucionam o seguinte problema de otimizacdo, onde as LMIs estdo satisfeitas

nos vértices do politopo II.
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minimize {k} :

AP+ PN +LC, + C'L' B,
5 <0 (3.29)
] B!, ~I -
Qo) o o o]
0 P PO, 0 .
+ NQ(8) + Y (O)N' > 0 (3.30)
0 ©P 0 0
| 0 o o0 o]
k—Tr{Q(0)} >0 (3.31)
onde
) '
QO =) aiQi, «>0, Y a;i=1. (3.32)

Entdo o sistema (3.26) € exponencialmente estdvel para V(9, 0) € Il com a func¢do de Lyapunov
V(z,0) = z'P(0) 1z, onde
P(9) = 6, PO,

e a norma Ho do sistema satisfaz

2 1 T ’
1Guw:ll3 < - /0 Tr {C(8)P(6)C'(6) Y dt < x (3.33)

lim
T—00
Prova: Admita que as LMIs estejam satisfeitas nos vértices do politopo II. Como as de-

sigualdades (3.29)-(3.31) sdio afins em (6, §), elas sdo satisfeitas para v(0,0) € II.

Observe que o espago nulo de C, é dado por:

Ne, = = Oq. (3.34)
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Aplicando o complemento de Schur em (3.29) e tendo em mente (3.34), obtemos

©,(AP + PA' + B, B.)6, < 0. (3.35)

Com (3.27), nés temos que (3.35) pode ser escrita como

1
A A
e, "’ |e.Po,+0.Pe,| *° |6,
A A
'
0
~| | | Po.—0,P| | +Bu®)B,0)<0
6 )
ou equivalentemente,
—P(0) + (Ao + ©'A)P(8) + P(8)(4o + ©'A)' + By (0)B.,(8) < 0. (3.36)

Observe que o espaco nulo de ©(6), é dado por

[ 1 0
0 O,
Na= . (3.37)
c'@ o
L 0 I -
Assim com (3.30) nés obtemos
(Q6) o0 o0 o]
0 P PO, 0 0 C(6)P(6
N§ No = o) : (6YP(6) >0 (3.38)
0 ePr 0 0 P@O)YC'(0) PO
| 0 0o o o]

aplicando agora o complemento de Schur podemos reescrever da seguinte forma

P(6) = ©LPO, > 0, Q(0) — C(6)P(8)C'(6) > 0 | (3.39)

Assim V(z,0) = 2'P(0) 'z > 0 e de (3.36) nés temos V(z,0) < 0 que mostra a estabili-
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dade exponencial para o sistema nio forgado (w = 0).

Agora com o Lema 2.5, (3.36), (3.39) resulta

T
1Gusl} < Jim 7 [ Te{COP@OC0)}at

. 1T
< pm o ) Tr{Q@)}de

< max Tr{Q;} < &.

que completa a prova.

AN

Observe que o ﬁmitante superior para ||Gy;||2 obtido com o Teorema 3.3 é dado por
|Guzllz2 < VK. O valor minimo deste limitante é obtido numericamente resolvendo um
problema de otimizacdo convexa que deve ser solucionado em conjunto com as desigualdades
matriciais que envolvem as varidveis L, N, P, ke Q;, i = 1,...,¢, e os vértices do politopo
IL

3.3 Performance Robusta #

3.3.1 Abordagem Primal

Seja o sistema linear variante no tempo descrito pela seguinte equagio de estado.

z = C(0)z + Dy(0)w (3.40)

com

A(8) = Ay + AO, By(0) =ByOy, C(6) =CO,, Dy(0) = DuOy
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I,
b11n I 0,1
0= : y o= " y O = l.nw
o
Ony I,
| 00, |

onde z € R"*, w € R, z € R™ sdo respectivamente os vetores de estado, a entrada de
perturbagio e a saida de performance; Ay, A, By, C, D, sido matrizes dadas de dimensdes
compativeis, 8 = (0y,...,0,,) € R" sio pardmetros reais, que podem variar no tempo. Se
supde que estes parametros e suas respectivas taxas de variacio possam assumir qualquer
valor dentro de um politopo II cujos vértices sdo conhecidos a priori.

A solugdo das LMIs apresentadas no teorema a seguir em conjunto com o problema de

otimiza¢do convexa, permite que um limitante superior para a ||Gy;||« seja encontrado.

Teorema 3.4 Seja o sistema (3.40) e II um politopo dado que represents os valores ad-

missiveis de (0, 6). Seja a notagio

Co=[0 -1
[ _A@) To00o00 o0 |
-0, 0I 000 0
d=|-C(®) 00 T 00 O
0 000 I 0 —By®)
| 0 000 0 I —Dy) |
[0 o &P 0 o0 c@O o ]
0 0 ©P 0 0 0 0
P&, PO, 0 0 PO, 0 0
¥=| 0 0 0 I, 0 0 0
0 0 ©eP 0 0 0 0
ce) o o 0 0 I 0
L0 0 0 0 0 0 —4,, |

Entdo, dado um escalar vy > 0, o sistema (3.40) é bi-quadraticamente estdvel e ||Gloo < 7,
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se existem matrizes P' = P, M e L tais que as LMIs

U+ MO+ M <0 (3.41)

P+LC,+CLL' >0 (3.42)

séo factiveis em todos os vértices do politopo II. Além disso, a fungdo V(z,0) = z'P(0)z,
onde P(0) = ©,PO, > 0 é uma fungdo de Lyapunov para o sistema (3.40) néo for¢ado
(w=0)

Prova: Admita que as LMIs (3.41) e (3.42) sejam satisfeitas em todos os vértices do politopo
I1. Como as desigualdades sio afins em (6, 6), elas sdo satisfeitas para todo (6,6) € 1I.

Visto que ©, é uma base para N¢,, entdo de (3.42) obtém-se

P(0) = O,PO, >0 (3.43)
Agora defina
- o ]
A(9) 0
B, 0
d=|c@O) o (3.44)
0 By(9)
0 Dy(6)
0 I

e note que & é uma base para Np. Tomando (3.41) e fazendo &'¥d obtém-se

P(8) + A(6)'P(8) + P(8)A(6) + C(0)'C(0) (P(8)Bw(6) + C(6)' Dy(9))

| <0. (3.45)
(P(6)Bu(6) + C(6) Du(9))’ Dyy(8) Doy (6) = ¥*In,
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De (3.45) temos que V(z,6) = z'P(#)z é funcio de Lyapunov para o sistema (3.40) ndo
forcado (w = 0) e este sistema é bi-quadraticamente estdvel.

Agora com o Lema 2.6 e (3.45) nés obtemos

[Guwzlloo < 7.

AA

O Teorema 3.4 permite encontrar o valor minimo do limitante superior para ||Guy;||oo-
Este limitante é obtido numericamente resolvendo um problema de otimizacio convéxa em
conjunto com as desigualdades matriciais onde buscam-se as seguintes varidveis L, M, P, e

7, nos vértices do politopo II. Este problema de otimizagio é apresentado a seguir

minimize {y?}

(3.46)
sujeito & (3.41) — (3.42).

3.3.2 Abordagem Dual

Apresenta-se a seguir uma outra formulagdo LMI para o problema de performance Ho,. Esta

formulagao foi obtida tomando-se o dual do sistema (3.40).
A solugio das LMIs apresentadas no teorema a seguir em conjunto com um problema de

otimiza¢io convexa, permite que um limitante superior para ||Gy;|| seja encontrado.

Teorema 3.5 Seja o sistema (3.40) e Il um politopo dado que representa os valores ad-

misstveis de (0,6). Seja a notagdo

Co=[0 -1 ©,=
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~ABY I 0000 0 |
-8, 0I 000 O
Pa=|-B,® 00 I 00 0
0 0001710 —CO
6 000 0 I —Dyu®) |
0 0 —-OW 0 0 Bu® 0 |
0 0 ew 0 0 0 0
-Wb, WO, 0 0 WO, 0 0
Tg=| o0 0 0 I, 0 0 0
0 0 ew 0 o 0 0
B,(6) 0 0 0 0 I 0
|0 0 0o 0 0 0 -2, |

Entdo, dado um escalar v > 0, o sistema (3.40) é exponencialmente estdvel e |G|l < 7, se

eristem matrizes W' = W, M e L tais que as LMIs

g+ MO+ M <0 (3.47)

W+ LC,+C,L' >0 (3.48)

sao factiveis em todos os vértices do politopo II. Além disso, a funcdo V(z,0) = z'P~1(8)x
com P~1(0) = W(6), onde W(6) = ©.W®O, >0, é uma funcio de Lyapunov para o sistema
(3.40) com w=0. ‘

Prova: Admita que as LMIs (3.47) e (3.48) sejam satisfeitas em todos os vértices do politopo
II. Como estas desigualdades sio afins em (6, 6), elas sdo satisfeitas para v(0,0) e I1.

Note que ©, é uma base para N¢,, entao de (3.48) nés temos
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W@)=0e,Wo, >0 (3.49)
Agora defina
o 0 ]
A(6) 0
ea 0
;= | B,(6) 0 (3.50)
0 c(9)
0  Dy()
= 0 I -

e note que ®4 é uma base para Np,. Tomando (3.47) e fazendo &,¥3d, obtém-se

-W() + A(@)W(8) + W.(O)A(G)’ + B (0)B,(6) (W(0)C(8)' + B,(6)D,(8)") <0 (351)
(W(EC(6) + Bu(6)Du (6)) Dy (0)Du(8)' — I '
Com o Lema 2.6, (3.49) e (3.51) nés obtemos que o sistema (3.40) ndo forcado (w = 0) é

exponencialmente estavel e

NGuzlleo < 7.

Entdo V(z,0) = z’'W(0)z com W() = P~1(0) é funcio de Lyapunov para o sistema o

que completa a prova. AA

O Teorema 3.5 permite encontrar o valor minimo do limitante superior para ||Guyz||oco-
Este limitante é obtido numericamente resolvendo um problema de otimizagio convexa em
conjunto com as desigualdades matriciais onde buscam-se as seguintes varidveis L, M, W, e

7, nos vértices do politopo II. Este problema de otimizacéo é apresentado a seguir

minimize {7?}

(3.52)
sujeito a (3.47) — (3.48).
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Observe que P(§)~! = W(8) é a restrigio de equivaléncia dada pelo Lema 2.6. As LMIs
obtidas pela abordagem primal e dual estdo respectivamente em termos de P e W. Note que

Pl £ W, este fato conduz a propriedades diferentes para as respectivas LMIs.

3.4 Exemplos Numéricos

Apresentam-se aqui resultados de simulagdes obtidos utilizando os teoremas apresentados nas
secOes anteriores. Para tanto estaremos considerando o politopo II tal que todo (4, 8) € II.
Observe ainda que as condig¢des de estabilidade afim-quadratica e quadratica sao obtidas
como casos particulares da bi-quadrética como apresentado em (2.21) fazendo-se respectiva-
mente P, =0e P, =0, P, =0 [5].
Os resultados de simulagdes que serdo apresentados foram obtidos com o software Scilab

que pode ser obtido gratuitamente no endereco www.inria.fr.

3.4.1 Estabilidade Robusta

Exemplo 3.1 O sistema apresentado a seguir

, 8 -9 ~108 9
&= z+0 z (3.53)
120 -18 | —120 17

€ assintdtivamente estdvel para todo 0 fizo no intervalo 0 < 6 < 1. Porém ele ndo é quadrati-
camente estdvel, isto €, 0 ndo pode variar arbitrariamente rdpido dentro do mesmo intervalo.
Empregando as defini¢des de estabilidade bi-quadrdtica e afim-quadrdtica objetiva-se en-

contrar a mdzima taza de variacdo |0| < amaz pare 0 pertencente ao intervalo 0 < 9 < 1.

Estabilidade Limitante superior
Bi-quadrdtica ] Cmar = 66
Afim-quadrdtica Cmaz = 62

Tabela 3.1: Mdzima taza de varia¢do para 0 <0 < 1.

Note que um menor conservativismo foi obtido com a defini¢do de estabilidade bi-

_ quadrdtica uma vez que esta € mais geral que a nocdo de estabilidade afim-quadrdtica.
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3.4.2 Performance Robusta #,

Exemplo 3.2 Considere o sistema

#(t) = A(O)z(t) + Bu(O)w(t)

(3.54)
2(t) = C(0)z(t)
onde o parametro 0 é um escalar e
-1.65 - 1.3 —-9.5—200 214220 -3.75+0.50
A(0)= y Buw(0) = , C(0) =Ipx,.
20 -7 -100 —-4-60 —-3.5-50

Este sistema possui um pardmetro incerto e é quadrdticamente estdvel para |8} < 0.765.
A Figura 3.1, foi obtida a partir do Teorema 3.2, (abordagem primal) para 0 pertencente
ao intervalo |6] < 0.6. Nela apresenta-se o valor do limitante superior do custo Hs obtido

para o sistema (3.54) em fungdo do limitante superior da taza de variagdo.

= r
583 676 7.70 8.63 9.56 10.50 11.43 12.37 13.30 14.23 1

|
i
i
|
I
i
|
i
i
|
I
i
|
I
I
I
i
I
|
i
i
|
i
I
I
I
I
I
!
I
5

) ! T T ¥ T ! T N T |

17

...... Rlﬂr?:!l ?x;%:g?ica
— = =~ Quadratica

)

Figura 3.1: Custo Hy para || <0.6 ¢ |9| < a. (abordagem primal)

A Figura 3.2 foi obtida empregando o Teorema 3.8 (abordagem dual). Nela apresenta-se

resultados de simulagdes que foram obtidos para o sistema (3.54) sob as mesmas condicées
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anteriores.

10+ .
.
D)
9 [
i ‘o
l' |
8 o
J S
" I
7 / |
i !
6 / !
i / |
'
5 4 !
A t
i
4 |
4 1
i
3 |
| I
|
2 |
4 i
]
14 |
- .- !
Y 4 T ¥ { * 1 T M 1 T I N T T T ' T T 1
5.831 5.896 5.961 6.026,- 6.091 6.156 6.221 6.286 6.351 6.416 6.481
Bi-Quadrética,
...... Rﬁ = RE r
T2 AR Quacrdtica Ve

Figura 3.2: Custo Hg para |0] <0.6 e |6 < a. (abordagem dual)

Note que para este ezemplo os resultados obtidos com a abordagem dual sio melhores

resultados.

3.4.3 Performance Robusta #

Exemplo 3.3 Considere o sistema

#(t) = A(9)z(t) + Bu(O)w(?)

(3.55)
z(t) = C(8)z(t) + Dy (9)w(t)
onde
—-1-1.30 0.5-200 14+220 -—-4+0.50
A(9) = y Bul() = )
—1+420 -2 100 —1 — 60 -1 -56
Cc)= y Du(8) =
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A Figura 3.3, foi obtida a partir do Teorema 3.4, (abordagem primal) para 0 pertencente
ao intervalo [0,1]. Nela apresenta-se o valor do limitante superior do custo Hoo obtido para

o sistema (3.55) em funcdo do limitante superior da taza de variagdo.

10+

s S T T T 71—
5.50 572 594 6.16 638 6.60 6.8 704 726 7.48 7.70

------ Rpiihe :

Figura 3.3: Valor minimizado de y para § € [0,1] e || < 0. (abordagem primal)

A Figura 3.4 foi obtida empregando o Teorema 3.5 (abordagem dual). Nela apresenta-se
resultados de simulacdes que foram obtidos para o sistema (3.55) sob as mesmas condigées
anteriores.

Note que neste caso nio houve uma diferenga significativa entre os resultados obtidos para

a abordagem primal e dual.
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— r 1 r 1 1 1T 7 1T
5.50 5.72 5.94 6.16 6.38 6.60 6.82 7.04 7.26 7.48 7.70
. sti
...... R’ﬁgllad gdt:gé‘ica v

- - -~ Quadritica

Figura 3.4: Valor minimizado de -y para 0 € [0,1] e |0| < a. (abordagem dual)
3.5 Consideragoes Finais

Neste capitulo abordou-se o problema de anilise de estabilidade e performance Hy e Hoo para
sistemas variantes no tempo do tipo LPV.

A busca por um limitante superior minimo para cada um dos respectivos critérios de
performance Hy e Hoo pode ser realizada através de um problema de otimizacio convexa.

Na obtencdo dos resultados deste capitulo, empregou-se a nogio de estabilidade bi-
quadratica. Neste conceito de estabilidade a funcio de Lyapunov a ser determinada é
quadratica no estado z e no pardmetro §. Além disso, pode-se impor restri¢des de estru-
tura na fungdo de Lyapunov para obter os casos de estabilidade quadratica e afim-quadratica
como casos particulares.

Resultados de simulagoes foram apresentados, e destes pode-se observar que a utilizacio
da estabilidade bi-quadratica conduz a resultados menos restritivos. Isto se justifica pelo fato
de a nogao de estabilidade bi-quadratica ser mais geral que as demais.

No caso de performance empregando a norma s, note do exemplo apresentado que um

melhor resultado foi obtido com as LMIs elaboradas empregando a abordagem dual. Este fato
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ndo significa, de modo geral, que os resultados obtidos pela abordagem dual sejam melhores
que os obtidos pela abordagem primal. Como os limitantes superiores possuem propriedades
diferentes, um melhor resultado pode ser obtido empregando-se uma ou outra abordagem
dependendo do sistema em questao.

O mesmo ocorre no caso de performance empregando a norma Ho,. Observe que as as
LMIs obtidas pela abordagem primal e dual apresentam propriedades diferentes, isto &, elas

foram obtidas a partir do Lema 2.3 com majoracdes diferentes.



Capitulo 4
Sintese para Sistemas LPV

Este capitulo apresenta condigdes LMI para o projeto de controladores para sistemas LPV.
Na formulagdo deste problema consideram-se os indices de performance Hg e Hoo.

Os critérios de performance Hy e Ho sdo atendidos resolvendo-se um problema de
otimizagdo convexa, onde busca-se minimizar um limitante superior para as norma Hs e
‘H respectivamente.

Sao apresentados métodos de sintese por realimentacéo de estado, onde a técnica proposta
permite o projeto de controladores com dependéncia paramétrica afim (controlador LPV),
bem como controladores com ganhos fixos (controlador robusto), considerando respectiva-

mente o caso dos paridmetros estarem ou nao disponiveis "on-line”.

4.1 Controle Robusto

Seja um sistema linear variante no tempo descrito por

, ne
I = (AO + ZO,,A,):L‘ + Byu. (4.1)

i=1

O sistema (4.1) pode ainda ser representado da seguinte forma

In:

o

3= [Ao A] 2+ Buu (4.2)

com

46
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A=[ 4y o ay, e
!
0= [ 0L, - OnI,, ] € RaTeX N2

onde Ag, A e B, sio matrizes constantes dadas de dimensdes compativeis, x € Rz, u € R™
sa0 respectivamente os vetores de estados e entrada de controle; 8 := (6y,-:-,6y,) é um vetor
de pardmetros reais variante no tempo limitado em magnitude e taxa de variag3o.

O sistema (4.1) é considerado como um sistema linear com dependéncia paramétrica do
tipo LPV, onde 6;(t), i = 1,..., ng, estdo disponiveis "on-line”, contudo, suas trajetérias nio
estdo disponiveis a priori. Supde-se que os valores de 6;(t) e 8(t), para todo ¢ > 0, pertence
ao politopo II.-Neste caso, objetiva-se projetar um controle por realimentagio de estado com
dependéncia paramétrica afim que estabilize o sistema realimentado.

A lei de controle que procuramos é do tipo

u=K(@)z, K(0) =Ko+ i‘: K.0;. (4.3)

i=1

Apresenta-se a seguir uma solugdo para o problema acima.

Teorema 4.1 Seja o sistema (4.1) e Il um politopo dado que representa os valores ad-

missiveis de (0,9) Seja a notacdo

4 A I,
O+04, 04| e

Ca=[@ —I]; B, = ©,B,.

Se existem matrizes W = W' > 0, F,, L e N, tais que as sequintes condi¢ées sdo satisfeitas

em todos os vértices do politopo 11

WA, + AW + B,F, + F.B. + LC, + C.L' < 0 (4.4)
NC, = C,W. (4.5)
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Entio eziste uma realimentagdo de estado do tipo (4.3) tal que o sistema em malha fechada

€ bi-quadraticamente estdvel, onde os K; ganhos da lei de controle sdo dadas por:

(Ko Ki---Kp)=F,W™! (4.6)

e V(z,0) = z'0,W 10,z é uma funcio de Lyapunov para o sistema em malha fechada.

Prova: Como as condigdes (4.4) e (4.5) sio afins em (0, 6) e sdo satisfeitas em todos os
vértices de II, por convexidade elas sdo satisfeitas para todo (6, 6) € II.

Defina P = W™, assim obtém-se
P(0)=0©,PO,>0, V(9,0) eIl

Devido ao fato de N ser ndo singular da restrigdo (4.5) temos C,P = N~1C,. Além disso,
considerando (4.3) e (4.6) pode-se estabelecer que F,PO, = K(#). Logo, multiplicando
(4.4) a direita por PO, e & esquerda por (P©,)’ e lembrando que ©, é uma base para Ne,,

obtém-se

P(0)+ALP(0)+P(6) A, < 0. (4.7)

onde A, = A(0) + B, K (6).

Assim V(z,0) = ='P(6)z e V(z,0) sio calculadas ao longo das trajetérias do sistema
(4.1) em malha fechada com a lei de controle de (4.3) e (4.6). Logo V(z,0) é uma funcio de
Lyapunov para o sistema em malha fechada, e portanto, este sistema é bi-quadraticamente

estavel.

AA

O sistema realimentado com os ganhos (4.6) passa a ter a seguinte formulagio

&(t) = [(Ao + BuKo) + (41 + ByK1)01 + - - + (An, + BuKn, )0, 2.

Quando os pardmetros @ nio estdo disponiveis “on-line”, eles nio podem aparecer na

lei de controle (4.3). Neste caso os elementos das matrizes K; sio assumidos como nulos.
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Note no Teorema 4.1, que a lei de controle admitird as matrizes K; nulas, se as particbes
correspondentes da matriz F, em (4.6) forem zeradas e a matriz W admitir uma estrutura
bloco diagonal. Observe ainda, que a remogio dos pardmetros da lei de controle, nio implica,
em remové-los da funcdo de Lyapunov, mantendo-se assim as condigdes de robustez desejada.

Uma caracteristica interessante da lei de controle apresentada em (4.3) é que ela possui
uma dependéncia paramétrica afim, o que facilita a implementacio "on-line”, quando com-

parada as técnicas de controle apresentadas em [18], [6], nas quais a dependéncia paramétrica

¢ nao linear.

4.2 Controle Robusto #;

Esta se¢io trata do problema de projeto de uma lei de controle baseada na nogio de estabil-
idade bi-quadritica. Objetiva-se encontrar um limitante superior para a norma Ho que seja
valido ¥(8, ) € II. Dentro desta abordagem, a estabilidade e o custo H3 para o sistema em

malha fechada estdo baseados em uma fungio de Lyapunov do tipo bi-quadratica.

Nés estaremos buscando por fbrmulagées LMI que apresentem condigdes suficientes para

estabilizagdo do sistema.

4.2.1 Abordagem Primal

Seja o sistema

T = A(0)z + By(8)w + Byu

(4.8)
z=C(0)z + Dy(0)u

com

A(9) = Ao+ A© , By(0)=B,0, , C6)=CO, , D,(0) =D,0O,

L ]
“1ln, I 0.1, 0.1
z w 14in,
0= : y Op= " y Oy = l,n y Ou= .n
, 2)
I T
et | Onp Iy, | | OnpIn, |
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onde Ay, A, By, By, C, D, sio matrizes constantes dadas de dimensdes compativeis, z € Rh=,
u € R™, w € R, z € R s3o respectivamente os estados, a entrada de controle, a entrada
de perturbagio e a saida de performance; 8 := (0y,- -, 0p,) é um vetor de parimetros reais
variante no tempo limitado em magnitude e taxa de variagio.

O sistema (4.8) é considerado como um sistema linear com dependéncia paramétrica do
tipo LPV, onde 6;(t), i = 1,...,ng, estdo disponiveis "on-line”. Se supde que os valores de
0:(t) e 9(t), para todo ¢t > 0, pertence ao politopo II. Neste caso, objetiva-se projetar um
controle por realimentagio de estado com dependéncia paramétrica afim que minimize um

limitante superior para a norma Hs do sistema realimentado.

Teorema 4.2 Seja o sistema (4.8) e a notacdo seguinte

4 A I,

©+04, 04 |’ 0
L (4.9)

Ca. =106 -I ]; Cb = [ On,xnw @;, —Inz ]

E seja II um politopo construido a partir dos valores admissiveis de (9,9). Admita que
eriste uma matriz simétrica W € Rre(mot)xna(notl)  motrizes F, € Rruxna(ne+l) [, ¢
Rrutna(ne+2)xne M ¢ Rnz(netl)xnang N ¢ Rrenoxneng  gymg fungdo matricial Q(9) €
RwX"w ¢ o escalar | que solucionam o sequinte problema de otimizacdo, onde as LMIs estdo

satisfeitas nos vértices do politopo II.

minimize {l} :

[ WAL + AW + FLB, + ByFa + MCy + CLM'  WC' + FLD, (6) <0 (4.10)
_ CW + Dy(0)F, ~In.
[ Q) 0 Bu(0)
N P (4.11)
X
1 -Tr{Q(6)} >0 .

NC, = C,W | (4.13)
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onde

14

e
QO)=) i, >0, Y a=1 (4.14)
i=1

1=1
Entao o sistema (4.8), em malha fechada com a lei de controle (4.3), onde os ganhos K; sio

dados por

(Ko Ki---K,,)=F,W! (4.15)

€ bi-quadraticamente estdvel e um limitante superior para a norma Hy € dado por ||Gu.||2 <
VI. Sob estas condi¢bes, V(z,0) = z'P(@)z, com P(0) = ©,W10,, é uma funcdo de

Lyapunov para o sistema néo for¢ado (w = 0) em malha fechada.

Prova: Como as desigualdades em (4.10)-(4.13) sdo afins em (0,8) e estdo satisfeitas nos

vértices de II, por convexidade elas estdo satisfeitas V(8, 8) € II.

Defina
I, 0
d=| o I (ng+1) (4.16)
0 SA

e observe que ¢ é uma base para N¢,. De (4.11) nés obtemos

Q®©) 0 BL6) -
sl o w o lez| @O BuOO | (4.17)
0.B,(0) W
Bu(®) 0 0

Aplicando o complemento de Schur obtém-se »

W >0, Q(8) — By(6)'P(6)Bu(6) >0 (4.18)

Note na expressdo acima que W é inversivel, este fato é uma condicio necesséria para a
obtencdo de (4.3) via (4.15).
Agora defina C t =CW +Dy(0)F, e P=W~!. Aplicando o complemento de Schur em (4.10)
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nés temos

WA, + AW + FuB, + BoFy + CiCy + MC, + CoM' <0 (4.19)

Devido ao fato de N ser ndo singular da restri¢io (4.13) temos C,P = N~!C,. Note que
©, é uma base para Ng,. Logo, multiplicando (4.19) & direita por PO, e & esquerda por
(PO,)', obtém-se

©,[(As + BaF, PY'P + P(Aq + By F,P) + PC}C;P|®, < 0

Com (4.3) e (4.15) nés obtemos F, PO, = K(f) e portanto C; PO, = C(6) + D,(9)K(9).

Apés algumas manipulagdes algébricas empregando (4.9) nés obtemos

P(6) + [A(6) + B.K(8)P(6) + P(6)[A(6) + B, K (0))

(4.20)
+[C(6) + Du(B)K (9)[C(6) + Du(6)K(9)] < 0

Observe ainda que, P(d) = O,W~10, > 0 em conjunto com (4.20), assegura que
V(z,6) = a'P(f)z ¢ uma fungio de Lyapunov para o sistema nio forcado (w = 0) em
malha fechada.

A prova segue como apresentado no Teorema 3.2 caso de anilise.

AA
4.2.2 Abordagem Dual
Dentro desta abordagem, a equacio de estados do sistema (4.8) serd escrita como segue
t = [Ag + ©'A] z + By(6)w + B
=4 Jo+ Bu(6)w + Byu (4.21)
z=C(6)z+ Dy,(0)u
onde
A 611,
A= : , 0= : . (4.22)

A’no ong Inz
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O sistema, (4.21) realimentado com a lei de controle (4.3) é dado por

& =0, (4 + Bu,Ky) 7+ Bu(O)w

(4.23)
z2=[C(0)+ D,(6)0,K,]z
onde
_ K, . _ I .
K . A I o1,
Kv= .1 ,A: 0 @az Nz ,@uz 1in
A S}
(4.24)
| Ky | i Oy In., ]

Seja a seguinte notacao

Ao —6' + A0’ !
A= ° ) Ca=[e —1], S,’,=[S(, s ... s;w].

A A©’
Objetiva-se projetar um controlador do tipo LPV dado por (4.3) que assegure a condicdo
de estabilidade exponencial para, o sistema realimentado e permita que um limitante superior

para a norma #, para todo (6,6) € II seja encontrado.

Teorema 4.3 Seja o sistema (4.8) e seja II um politopo construido a partir dos valores
de (6,8). Admita que eziste uma matriz simétrica P, matrizes L, N, R, S uma funcdo
matricial simétrica Q(@), e o escalar x que solucionam o seguinte problema de otimizagdo,

onde as LMIs estdo satisfeitas nos vértices do politopo II.

minimize {k} :

AP+ PN + By, 8,0, + 0,8, B!, + LC, + C.L' By(6)
<0 (4.25)
B! (8) ~I



CAPITULO 4. SINTESE PARA SISTEMAS LPV ' 54

Y(6) + NQ(6) + Q(6)'N' > 0 (4.26)
k—Trace{Q(0)} >0 (4.27)
RO, =0.P \ (4.28)
onde
Q) 0o 0 0 0 0
0 P PO, 0 6,5, 0
0 ©P 0 0 0 0
y(6) = (4.29)
0 0 0 O 0 0
0 S©, 0 0 0 0
0 0 ¢ 0 0 0
0 -I 0 0 0 6]
c'®) 0 -I 0 0 0
2:(0) = (4.30)
Di6) 0 0 -I 0 0
0 0 06, -I 0
4 4
Qo) = Z i@, o;>0, Zai =1. (4.31)
=1 =1
O controlador LPV (4.38) serd obtido com
!
[K{, K{ - K, ] =S,R7. (4.32)

Assim, o sistema (4.23) € ezponencialmente estdvel para todo (8,0) € II e um limitante
‘superior para @ norma Haz serd dado por ||Gy;|| < /K. Sob estas condi¢des V(z,0) =
z'P(0) 1z, com P(9) = OLPO,, é uma fun¢io de Lyapunov com dependéncia paramétrica

para o sistema ndo for¢ado (w = 0) em malha fechada.
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Prova: Como as condigdes (4.25)-(4.28) sio afins em (6, 6) e estio satisfeitas nos vértices de
II, por convexidade elas estio satisfeitas V(6, §) € II.

Admita que a matriz P(f) = O}, PO, seja positiva definida para todo (8,6). A seguir,
mostraremos que qualquer matriz R que satisfaz (4.28), nio é singular. A prova sers feita
por contradi¢do, suponha que existe um vetor z € R™ diferente de zero tal que Rz = 0. Com

(4.28) e levando em conta que ©,0, > 0, nés obtemos:
0 = R(©,0,)(0'0,) !z
= P(6)(©,0.) =

que é uma contradigdo, pois P(0) > 0 e (0,0,) 1z # 0 para todo (6,6) € II.

Tendo em vista a ndo singularidade de R e tomando (4.32) e (4.28) chega-se a:
$,0, = K,0.LP. (4.33)

Note que o espago nulo de C, é dado por

Agora aplicando o complemento de Schur em (4.25) podemos reescrevé-la como

(A + By, Ky0,)P + P(A + By, K,©,) + LC, + C.L' + B,,(6)B,(6) < 0

ou ainda

0, [(A+ Bu, K,O})P + P(A+ By, K, 0,) + B,,,(o)B,',,(e)] 0, < 0. (4.34)

Tomando (4.24) e substituindo em (4.34) resulta

—~P(0) + O, (A + By, K,)P(0) + P(6)(A + By, Ky)' Oy + By (0)B. (9) < 0. (4.35)
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Seja N, o espago nulo de 2,(6)

I 0
0 O,
No, = o) 0 (4.36)
D,6) O
0.D.®) 0
o0 1

Entdo pré multiplicando (4.26) por N, e pés multiplicando por Ng, e utilizando (4.33)

nés obtemos

Q(9) [C(6) + Du(6)0,K,]P(0)

> 0. (4.37)
P(0)[C(6) + Dy(6)0, K, P(6) -

Com o complemento de Schur a desigualdade acima pode ser reescrita como

P(0) = ©,PO, > 0

(4.38)
Q(6) = [C(6) + Du(0)K (6) | P(9) [C() + Du(O)K(6)] > 0.

Assim V(z,0) = z'P(0) "'z e de (4.35) nés temos que V(z,8) < 0 que mostra a estabili-
dade exponencial para o sistema ndo forcado (w = 0) em malha fechada. A prova é concluida

como apresentado no Teorema 3.3.

JAVAN

No caso em que os pardmetros nio estdo disponiveis para medida, eles nio poderao aparecer
na lei de controle (4.3). Neste caso os elementos das matrizes K;, sio assumidos como nulos.
Note no Teorema 4.3, que a lei de controle admitird as matrizes K; nulas, se as partigdes
correspondentes da matriz S, em (4.32) forem zeradas. Observe ainda, que a remocgio dos
pardmetros da lei de controle, ndo implica em remové-los da funcio de Lyapunov, mantendo-

se assim as condicoes de robustez desejada.
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4.3 Controle Robusto H

4.3.1 Abordagem Primal

Seja o sistema linear variante no tempo descrito pela seguinte equacio de estados

4.39
z = C(0)z + Dy(0)w + Dy (0)u (4.39)
com
A(6) = Ay + AO, By(0) = BuOu, Bu(6) = B.O,
C(0) =CO,4, Dy(0) = DyOuy, Dy(6) =D,O,
[ I, ] L. | (440
utne 0 ; ;
I 0.1
O = : 3 O, = " ’ (")w= l_nw ’ ®u= l.nu
S}
ongIn;
| oneInw J " onoInu J

onde z € ", u € R, w € R™, z € R™* 530 respectivamente os vetores de estado, entrada
de perturbagdo e a saida de performance; Ay, A, By, By, C, Dy, Dy, sdo matrizes dadas de
dimensdes compativeis, § = (0y,...,0,,) € R™ sdo pardmetros reais, que podem variar no
tempo.

O sistema (4.39) é considerado como um sistema linear com dependéncia paramétrica
do tipo LPV, onde 6;(¢), i = 1,...,ng, estdo disponiveis "on-line”. A tnica informacao
conhecida a priori é que os valores de 0;(t) e 8(t), para todo t > 0, pertence ao politopo II.
Neste caso, objetiva-se projetar um controle por realimentacio de estado com dependéncia
paramétrica afim, dado por (4.3), que minimize um limitante superior para a norma #., do
sistema realimentado.

Uma solucao para o problema acima é dada pelo seguinte teorema.
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Teorema 4.4 Seja o sistema (4.39) e Il um politopo dado que representa os valores ad-

missiveis de (0, 6). Seja a notagdo

| WA, + AWV +LC, + C.L' FIBL(§) 0 WC +F.D.(6) |
v B.(O)F. 0 Bu(6) 0
: 0 BL(O) -1 €D,
(4.41)
L CW + DueuFa O Dw@w _I i
¢c=[@a —-Inz 0 0]
onde
A A
Ag=1] ; Co=[0 -1l (4.42)
0+64, 04

Se existem matrizes W > 0, F,, L, M, e N, um escalar v > 0, tais que as seguintes condicdes

sdo satisfeitas em todos os vértices do politopo 11:

U+ MP +P.N' <0 (4.43)

NC, =C,W | (4.44)

Entdo eriste uma realimentacdo de estado do tipo (4.8), onde os K; ganhos da lei de controle

sdéo dados por:

[ Ky Ki---Kp, ] =F,W™! (4.45)

tal que o sistema em malha fechada é bi-quadraticamente estdvel, e V(x,0) = '@, W10,z

€ uma fungdo de Lyapunov para o sistema ndo forcado em malha fechada.

Prova: Como (4.43) e (4.44) sdo afins em (9,6) e estio satisfeitas nos vértices de II, por

convexidade elas estio satisfeitas V(6,6) € II.
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Com W > 0 defina P = W1, assim obtém-se

P(6) = ©LPO, >0, V(0,0)ell (4.46)
Agora defina
I 0 0
- e, 0 0
b, = (4.47)
o I,, O
| O 0 I, |

e note que &, é uma base para Ng,. Entio de (4.43) obtemos

A ©,By(8) WC' + F.D. ()
$vd.=| B.(0)O,. —y2I D! () <0
CW +D,(0)F, Dy(0) -1

(4.48)

onde
A=WA, + AW +LC, + C.L' +©,B,0,F,
+F'O.B.O"..

Devido ao fato de N ser ndo singular da restri¢do (4.44) temos C,P = N ‘IC,;. Note que
©, é uma base para Ng,. Além disso, considerando (4.3) e (4.45) pode-se estabelecer que

F,P®, = K(0). Logo, multiplicando (4.48) & direita por
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e 3 esquerda por T", obtém-se

P(O)+A.P(O)+P(0)A. P(6)B,6) C'
B.(6)P(9) i | D!(9) | <0 (4.49)
Ce Dy(6) -1

onde

Ac = A(B) + BuO)K(©)

C.= 0(0) + Du(o)K(o)'

Aplicando o complemento de Schur & desigualdade (4.49) obtemos

PO)+ ALP(9) + P@)A.+ CLC, P(0)B,(09) + CéDw ()] <0 (4.50)
(P(6) Bw(6) + C.D,,(6)) D.,(6)D,(8) — 2T '

A prova segue como apresentado no caso de anilise no Teorema 3.4.

AN

O Teorema 4.4 fornece um método de projeto de realimentacio de estado H, sub 6tima,
com dependéncia paramétrica afim, para sistemas lineares variantes no tempo do tipo LPV.
O método proposto é baseado na solugdo de um problema do tipo LMI, e como tal, pode
ser resolvido numericamente de maneira eficiente via métodos de otimizacio convexa. Note
que a lei de controle que minimiza o limitante superior para a norma |G,y ||, utilizando o
Teorema 4.4, pode ser obtida resolvendo-se o seguinte problema de otimizagio convexa

minimize {y?}

(4.51)
sujeito a (4.43)- (4.44).
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4.3.2 Abordagem Dual

Seja o sistema (4.39) realimentado com a lei de controle (4.3). Em malha fechada o sistema

sera dado por

i =0L(Ad+ By, K,) 7+ 0,(t) Byw

(4.52)
z =0, (C’ + ﬁuuK,,) z + 0,(t) Dyw
onde
R I
- A -~ B, - C - Dy 011,
A= ° B'w= o 7C= 0 ,Dw= ° 7ez= l_n
A By C Dy
. G"HInz A
' '
S,Uz 5'6 Si e S:Lg] sz[K6 K{ .o KT”Lg]

B,, = diag {B,(0),--,Bu()} D,, = diag {Dy(0),---,Dy(6)}

A, ©,, C, sio dados por (3.27).

Objetiva-se projetar um controlador do tipo LPV dado por (4.3) que assegure a condigdo
de estabilidade exponencial para o sistema realimentado e permita que um limitante superior
para a norma Ho para todo (0,9) € II seja encontrado.

O teorema a seguir apresenta uma solugio para o problema acima.

Teorema 4.5 Seja o sistema (4.39) e II um politopo dado que representa os valores ad-

missiveis de (0,0). Seja a notagdo

[ AP+ PN + JC, +C.J' PO, BuS, 0 By |
e.P 0 0 0 0
Wy, = SiB! 0 0 S'DL e, 0
0 0 ©.D,S, -1 @.D,
i B!, 0 0 D8, ~-I, |
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C: 0 0 0 0
®q,=| 0 -1 0 CO, 0
@ 0 -I 0 0

Se existem matrizes P=P', L, M, R, Sy, e 0 escalar v > 0, tais que as seguintes condig¢ies

sdo satisfeitas em todos os vértices do politopo II:

Uy, + L&y, + 8 L' <0 (4.53)
P+MC,+C.M' >0 (4.54)
RO =0'P. (4.55)

- Entio existe uma realimentacdo de estado do tipo (4.3), onde 0s K; ganhos da lei de controle

sao dados por:

’

[K{, K{ - K, | =SR! (4.56)

tal que o sistema em malha fechada é exponencialmente estdvel e ||Gy;l|loc < 7, € V(z,0) =

'P(0) "z, com P(9) = O/, PO,, é uma fun¢io de Lyapunov para o sistema em malha fechada.
a >

Prova: Como (4.53)-(4.55) sio afins em (6,6) e estdo satisfeitas nos vértices de II, por
convexidade elas estio satisfeitas para todo (6, 6) € IL

Defina N, como o espaco nulo de C,

Com (4.54) temos que a matriz P(0) = ©/, PO, é positiva definida para todo (9,0) € II.

Mostra-se a seguir que qualquer R que satisfaz (4.55), ndo é singular. A prova serj feita por
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contradi¢do. Suponha que existe um vetor z € R" diferente de zero tal que Rz = 0. Com

(4.55) e levando em conta que ©,0, > 0, nés obtemos:

0 = R(0,6.)(6,0.) 'z

= P(6)(6,04) '

que é uma contradigio, pois P(8) > 0 e (©,0,) 'z # 0 para todo (6, 9) e IL.

Tendo em vista a nio singularidade de R e tomando (4.56) e (4.55) chega-se a:

$,0! = K,O.P. (4.57)
Agora defina
O, 0 0
0o Co, o
$=|00, 0 0 (4.58)
0 I 0
0 0 I,

e note que "i’d., é uma base para N 4,- Entdo de (4.53) nés obtemos (i)fi., Yq, &4, que resulta

em
0’40, 0L(0,COLP + 0Dy, 5,0.) Bul(6)
(0.Ce.P +0.D,,5,0,)0, R Dy(6) | <0 (459)
B, (0) Dy, (6) ~I,
onde

A=AP+PA + B, 5,0, +6,5,B, .
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Agora substituindo (4.57) em (4.59) obtém-se

~P(6) + ©,4.P(0) + P(O)A.0, P(6)C'O, B,(0)
(PO)C0.) —L,, Dy(6)|<0 (4.60)
By (8)' Dy(0)  —I,,

onde

A.= (A+ B, K,)
C.= (C + D, K,).

Aplicando Schur em (4.60) chega-se

—P(0) + OLAP(9) + P(6) ALO, + Byy(6) Bu(6)' P(8)C'O, + By(8)Dy(8)

<0 (4.61)
(P(B)C!:ez + By(0) D,y (9),)’ Dw(e)Dw(o)l - '72In

w

A prova segue como apresentado no Teorema 3.5.

AA

O Teorema 4.5 também nos permite resolver o problema de sintese que consiste em min-
imizar um limitante superior para a norma H.,. Este limitante é obtido numericamente
resolvendo um problema de otimizagdo convexa em conjunto com as desigualdades matriciais
onde buscam-se as seguintes varidveis P,L,M,R,S, e, nos vértices do politopo II. Este

problema de otimizagdo é apresentado a seguir

- . - 2
minimize
) (4.62)
sujeito a (4.53) — (4.55).
Note que a matriz de ganho K obtida pela formulagdo dual nio exige que a matriz P > 0,
como ocorre na abordagem primal, este fato, dependendo do sistema utilizado, pode tornar

uma abordagem mais restrita que a outra.
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4.4 Exemplos Numéricos

Nesta secdo apresentam-se resultados de simulagSes utilizando os teoremas obtidos para as

seguintes condi¢Ges: controle robusto #5 e controle robusto H,.

4.4.1 Controle Robusto #-

Exemplo 4.1 Seja o sistema

& = A(6)z + By, (0)w + Bu

(4.63)
z=C(0)z+ D()u
onde .
—4.1 — 30 1 -0.03 — 0.30
A(6) = , Bu(8) =

—20 2—3.26 —-0.47 + 0.96

3 11 0

B = , C(0)= , D(0)=
2 00 1

O sistema acima € instdvel para 6 < 0.248596. Considere o problema de projeto de um
controlador por realimentacio de estado que estabilize o sistema (4.63) e que garanta um
desempenho Ha para todo 6 satisfazendo |9| < 3 e |0| < 5. Primeiro consideraremos o caso
em que o pardmetro 0 ndo estd disponivel "on-line”. Neste caso o pardmetro 6 ndo aparece na
lei de controle. Utilizando o Teorema 4.2 (abordagem primal), obtém-se que a realimentacio

de estado que fornece o menor limitante superior VI para Ho é dada por

u(t) = (Ko + 0K1)z(t) (4.64)

onde

Ko = [ —1.37885 —9.96657 ]

a=lo o]
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e VI = 20.805078. A funcdo de Lyapunov correspondente para o sistema em malha fechada é

!

I I
V(z,0) =2 2wt g (4.65)
o1, oI,
onde
[ 2.18671 0.27021 O. 0. ]
W | 027021 028356 0. 0.
0. 0. 2.18671 0.27021
0. 0. 0.27021 0.28356 |

Considere agora o caso em que o pardmetro 6 estd disponivel Zon-line”. Neste caso as

matrizes de ganho obtidas para a realimentacdo de estado (4.64) sdo

Ko = [ —0.38157 —6.19712 ]

K= [ 0.52168 1.23790 ]

e o menor limitante superior para Hy ¢é V1 = 18.408419. A funcdo de Lyapunov correspon-

dente para o sistema em malha fechada é dada por (4.65) com

[ 3.31302 0.33510 0. 0.
0.33510 0.34925 0. 0.
0. 0. 3.31302 0.33510
0. 0. 0.33510 0.34925

Empregando agora o Teorema 4.3 (abordagem dual), apresentam-se resultados de simu-
lagées que foram obtidos para o sistema (4.63) sob as mesmas condicdes anteriores. Admita
inicialmente que @ ndo estd disponivel "on-line”. As matrizes de ganho obtidas para a reali-

mentagdo de estado (4.64) séo
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Ko = [ 0.20404 -—-11.6110 ]

e o menor limitante superior para Hy € \/k = 47.945916. A funcdo de Lyapunov correspon-

dente para o sistema em malha fechada é

I
V(z,0) =z P z (4.66)
onde

[ 10.6063 2.41044 0. 0.
2.41044 1.65915 O. 0.

0. 0. 10.6963 2.41044
0. 0. 241044 1.65915

L

Considerando que o parimetro 0 estd disponivel em tempo real. Neste caso as matrizes

de ganho obtidas para a realimentacdo de estado (4.64) sao

Ko = [ 0.52960 -—8.33783 ]

K, = [ 0.82145 0.18369 ]

e o menor limitante superior para Ha é /k = 29.894193. A funcdo de Lyapunov correspon-

dente para o sistema em malha fechada é dada por (4.66) com

[ 8.07719 0.41893 0. 0.
0.41893 0.44750 O. 0.
0. 0. 8.07719 0.41893
0. 0. 0.41893 0.44750
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Os valores do custo Ha apresentados acima sdo maiores do que o apresentado em [18].
Contudo nos estudos aqui apresentados a lei de controle apresenta uma dependéncia afim em
0 enquanto que em [18] a lei de controle é uma fungio ndo linear em 6.

Note que para este exemplo um melhor resultado foi obtido empregando-se a formulagdo

LMI elaborada o partir da abordagem primal.

4.4.2 Controle Robusto H,

Exemplo 4.2 Seja o sistema (4.63). Considere o caso de projeto de um controlador por real-
imentagdo de estados que estabilize o sistema e garanta desempenho Hoo para @ satisfazendo
0] <3 e |0| < 5. Inicialmente considere o caso em que o pardmetro @ ndo seja disponivel
“on-line”. Neste caso, o pardmetro @ ndo pode ser utilizado na lei de controle. Utilizando
o Teorema 4.4 (abordagem primal), obtém-se que a realimentacdo de estado que fornece o

menor limitante superior v para |G ylleo € dada por

u(t) = (Ko + 0Ky)z(t)

(4.67)
onde»

Ky = [ 0.28902 —14.76292 ]
K, = [ 0 0 ]

ey = 9.490078. A funcio de Lyapunov correspondente para o sistema em malha fechada é

!

Vo) =« | 2 | w| 2 |2 (4.68)
oI, o1,
onde
[ 155930  0.30288 0 0 ]
W | 030288 010767 0 0
0 0 1.55930  0.30288
0 0 030288 0.19767 |

Considere agora o caso em que o pardametro 8 esta disponivel "on-line”, ou seja, @ poderd
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ser utilizado na lei de controle, resultando assim uma realimentacio de estado com de-

pendéncia paraméirica. Neste caso as matrizes de ganho obtidas para a realimentacio de

estado (4.67) sdo

Koy = [ 0.26720 —16.25338 ]

K = [ 0.62925 1.87771 ]

ey =8.7108272. A func¢do de Lyapunov correspondénte para o sistema em malha fechada é

dada por (4.68) com

[ 1.86488  0.26135 0 0o |
| 026135 016250 0 0

0 0 1.86488  0.26135

0 0 0.26135  0.16259 |

Utilizando agora o Teorema 4.5 (abordagem dual), considere inicialmente o caso em que

o pardimetro @ ndo seja disponivel "on-line”. Neste caso as matrizes de ganho obtidas para a

realimentacdo de estado (4.67) sdo

Ko = [ 040728 —26.1718 ]

k=0 o]

ey =2.1824892. A fun¢do de Lyapunov correspondente para o sistema em malha fechada é

] -1

V(z,6) =z’ (4.69)
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onde
[ 0.20213  0.05692 0 0o |
p_ | 005692 003718 0 0
0 0 029213  0.05692
0 0 0.05692  0.03718

Considere agora o caso em que o pardmetro 0 esteja disponivel ”on-line”, ou seja, 0
poderd ser utilizado na lei de controle, resultando assim uma realimentacdo de estado com

dependéncia paramétrica. Neste caso as matrizes de ganho obtidas para a realimentacdo de

estado (4.67) sdo

Ko = [ 1.24401  —-11.8088 ]

K, = [ 0.34404 4.78696 ]

ey = 2.1700194. A funcdo de Lyapunov correspondente para o sistema em malha fechada é

dada por (4.69) com

[ 0.28801  0.05622 0 0o |
p_ | 005622 0.03682 0 0

0 0 0.28801  0.05622

0 0 0.05622  0.03682

Observe que um melhor resultado para @ norma He foi obtido utilizando a formulagdo

LMI elaborada a partir da abordagem dual.

4.5 Consideracoes Finais

Este capitulo apresentou formulagdes LMI destinadas aos casos de sintese e performance para
sistemas lineares variantes no tempo do tipo LPV.
Fazendo-se uso da nogdo de estabilidade bi-quadritica obteve-se formulagdes LMI que

apresentam condi¢oes suficientes tanto na abordagem primal como dual.
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Os critérios de performance H; e H, sdo obtidos resolvendo-se um problema de otimizagao
convexa onde busca-se um limitante superior para as normas em Hg € Hoo respectivamente.

A técnica de sintese, aqui proposta, permite o projeto de controladores com dependéncia
paramétrica (controlador LPV), bem como controladores de ganhos fixos (controlador robus-
to). A obtencdo destes controladores estd vinculada ao fato de os parametros do sistema
serem ou nao disponiveis "on-line” através de medida ou estimacao.

Resultados numéricos que permitem ilustrar a aplicacio dos teoremas desta se¢io foram
apresentados, e destes pode-se observar que os resultados sio mais ou menos restritivos de-
pendendo da formulacdo empregada, primal ou dual.

Como esperado os resultados apresentados para o caso quando os parimetros @ estio
disponiveis ”on-line”sdo menos restritos quando comparados aos caso onde estes pardmetros
nao sao disponiveis "on-line”.

A técnica aqui apresentada permite que uma lei de controle afim seja obtida pela solucio de
LMIs em conjunto com uma, condigéo' de igualdade. Contudo esta condi¢do pode acrescentar
restri¢oes ao resultado tendo em vista que ela faz com que a matriz P da fun¢ao de Lyapunov
seja bloco diagonal.

A implementagdo "on-line”de uma lei de controle por realimentagio de estado com de-
pendéncia paramétrica afim aqui proposta é mais ficil que a de controladores cuja dependéncia
paramétrica é ndo linear, como por exemplo [18], [6], [32].

Comparando as formulacdes LMIs obtidas no caso das norma H; e Ho, pela abordagem
primal e dual, note que a matriz de ganho K; obtida pela abordagem primal requer que P > 0
(V(z,0) = ©,PO,), o que nio ocorre na abordagem dual. Note ainda que as LMIs obtidas
apresentam condig¢oes suficientes, entdo ndo se pode afirmar que um melhor resultado pode
ser obtido com uma ou outra formulacio ficando este relacionado as caracteristicas préprias

do sistema em estudo.



Capitulo 5

Sistemas LPV a Tempo Discreto

Neste capitulo, estudam-se os problemas de estabilidade robusta e estabiliza¢io robusta para
sistemas LPV discretos.

Para tal sdo apresentadas condigées LMIs que permitem a solucdo desses problemas visan-
do atender os critérios de custo garantido e perforinance Hoo-

A prova da estabilidade é feita utilizando uma funcio de Lyapunov com dependéncia
paramétrica, empregando-se a defini¢do de estabilidade bi—quadfética.

Para o problema de estabiliza¢do robusta dois tipos de controladores sdo apresentados:
controlador LPV e controlador robusto.

No estudo onde objetiva-se atender os critérios de custo garantido e performance Hoo,
determina-se um limitante superior para estes critérios através da solugdo de um problema
de otimizagio convexa.

As formulagbes aqui obtidas derivam quase que diretamente da abordagem dada para o

caso de sistemas a tempo continuo.

5.1 Representacao do sistema LPV discreto

Seja o sistema

z(k +1) = A(0(k))z(k) (5.1)

72
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tal que a matriz de dindmica A(6(k)) possui uma dependéncia afim com o pardmetro (k).

Isto é
ng )
A(0(k)) = Ao+ _ Aibi(k) (5.2)
i=1
onde z(k) € R ¢ o estado do sistema, 4; € R*=*"= (; = 0,1, --,ny) sio matrizes conheci-
das e 6;(k) (¢=1,---,np) sio pardmetros reais que possuem magnitude e taxa de variagao

temporal d(k) = 0(k + 1) — 6(k) limitadas. Admite-se que os pardmetros e suas respectivas
taxas de variagdo possam assumir qualquer valor dentro de um politopo II cujos vértices sio

conhecidos a priori.

(6(k),0(k)) e I (5.3)

Para definir esses limites usaremos a seguinte notagao:

O®), k) en2{cm: | ¢ et e (5.4)

n

onde (,n sdo varidveis auxiliares que definem os valores admissiveis para (6(k),d(k)) re-
spectivamente; Co(€y, -, &n,) € um politopo de vértices & (¢ = 1,---,n,) conhecidos. A
estrutura particular de (k) e sua variagdo temporal §(k) é especificada através dos vértices.

Note que para o sistema (5.1) os valores de 6(k) dependem dos valores de (k—1) e 6(k—1).
Esta dependéncia exige cuidado na hora de deﬁnir.os valores admissiveis de 6(k), d(k) em
(5.4).

Como exemplo seja a figura 5.1 (a) onde a, b, ¢, d > 0 tal que

—b<0(k)<a

(5.5)
~d<é(k)<c Vk=0,1,---.

Note que 0(k) = a e 6(k) = c sdo valores admissiveis de incerteza. Porém como 8(k+1) =
6(k) + O(k) temos 6(k + 1) = a + c que estd fora da regido definida em (5.5) indicando
incoeréncia na forma de definir a regido admissivel. Para contornar essa dificuldade podemos

definir a regido admissivel da seguinte forma
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—-b<0(k)<a
d (5.6)
—d— $0(k) < 6(k) <c—%0(k) Vk=0,1,--

como ilustra a figura 5.1 (b).

Para que (5.6) ocorra para todo kK =0,1,---, devemos terc<aed < b.

k)
\ \
b a f(k) " b I\c\a
> | \\l

-d

8(k) 8
J A

o(8)

(a) (b)
Figura 5.1: Ilustrag@o de duas regides II possiveis no caso escalar.

Quando ¢ = a e d = b o pardmetro 8(k) pode passar de um extremo do intervalo ao outro
em um unico instante de tempo. Esta situagdo é tipicamente considerada em problemas
de estabilidade quadratica onde ndo se tem restricio na taxa de variagio dos paridmetros.
Quando ¢ < a e d < c teremos restricdo na taxa de variagio. O caso ¢ = d = 0 considera que
o pardmetro é invariante no tempo.

A partir de agora estaremos supondo que o politopo Il em (5.3) serd definido de forma

coerente, como acima, ilustrado.

5.2 Custo garantido para sistemas discretos

Seja o sistema linear

z(k+1) = AB(k)z(k) Y z(0) €ly; (9(k),d(k)) € II

(5.7)
z(k) = C(0(k))z(k)

onde z(k) € R™ é o estado , w(k) € R™ é a entrada , 2(k) € R"= é a saida, A(0(k)), C(6(k))
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sao matrizes reais com dimenstes apropriadas, IIp e II sio politopos obtidos respectivamente
a partir das condi¢Oes iniciais e com o pardmetro e sua taxa de variacao.

A norma L3 de sinais a horizonte finito é dada por

N |
211310, Ny = D 2'(K)2(k) (5.8)
0

onde N é qualquer inteiro positivo.

Definicao 5.1 Admita que o sistema (5.7) seja ezponericialmente estdvel, defina custo garan-

tido como sendo uma constante J tal que

Izll3, My <J Va(0) €Mo; (0(k),6(k)) €11, VN eI*. (5.9)
AN

O lema a seguir serd utilizado na obtengdo dos resultados que serdo apresentados ao longo

deste capitulo onde o problema de custo garantido é tratado.
Lema 5.1 Seja o sistema (5.7), se exziste matriz P(6(k)) > 0 tal que as sequintes desigual-

dades sejam satisfeitas V¥ z(0) € I1y; (0(k),d(k)) € 1

A'O(k)PO(k + 1)) A'(8(k)) — P(B(k)) + C'(B(K))C(8(K)) < O (5.10)
J — 2'(0)P(8(k))z(0) > o. (5.11)

Entdo o sistema € exponencialmente estdvel e

lall3, vy <J ¥ 2(0) €My; (O(k),d(k)) €I, VN € IT*. (5.12)

Prova: Com (5.10) temos que o sistema (5.7) é exponencialmente estivel, entio as seguintes

condigGes estdo satisfeitas para todo z(k) # 0.

V(z(k)) = 2' ()P (0(k))z(k) > 0
AV (z(k))) = «'(k)(P(6(k)) + A'(6(k))P(6(k + 1)) A(6(k)))z (k) < 0

onde A ¢ o operador diferenca (Az(k) = z(k + 1) — z(k)).
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Impondo A(V(z(k))) < —=z'(k)C'(8(k))C(0(k))x(k) = —2'(k)z(k), temos (5.10) como. con-
di¢do a ser satisfeita. Por outro lado, se (5.10) est4 satisfeita temos que aplicando o somatério

| dos dois lados de 0 & IV
N
V(z(N)) — V(2(0)) < =) _ 2/(k)z(k)dt
, 0

logo Hz(k)llg,[o’N] < V(z(0)) = V(z(N)) como A(V(z(k))) < 0 temos V(z(N)) < V(z(0)) YN

e assim

12(B)13,0, < V(2(0)) = &' (0)P(8(k))z(0) < J

0 que completa a prova.

5.3 Norma H, para sistemas discretos

Seja o sistema linear

G: z(k+1) = A(k)z(k) + By(k)w(k)

(5.13)
2(k) = C(k)z(k) + Dy (k)w(k)

onde z(k) € R" é o estado , w(k) € R™ é a entrada , z(k) € R™ é a saida, e A(k), By(k) ,
C(k) e Dy(k) sdo fungdes de matriz real com dimensao apropriada.
O problema H, para o caso discreto é definido de forma andloga ac caso continuo dado

pela Definicdo 2.6. A busca por um limitante superior para o problema H,, serd obtido

fazendo uso do seguinte resultado.

Lema 5.2 Seja o sistema G definido por (5.138). Entdo o sistema G €é ezponencialmente

estdvel e ||Glloo < 7 se eziste matriz P(k) tal que as seguintes desigualdades sejam satisfeitas.

Pk) >0
~Pk)+AR)P(k+ DAK)  A(R)YPk+1)By(k) } .\ l C'(k)

] [ ) Dutiy ] <0
B, (k)P (k + 1)A(k) By (k)P(k+1)By (k)21 D, (k)

(5.14)
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Além disso, V(z(k)) = z(k)P(k)z(k) é uma fun¢do de Lyapunov para o sistema ndo
Jorcado.

AN

Apresenta-se a seguir uma interpretagio para o Lema 5.2. Seja a equagio (5.14) escrita

da seguinte forma

A'(K)P(k + 1)A(k) — P(k) + C'(k)C(K) A'(K)P(k + 1)By, (k) + C'(k) Do (k) <o
(A'(k)P(k + 1)Bu(k) + C'(k)Dy(k))'  B,,(k)P(k + 1)Bu(k) + Dy(k)' Dy (k) — v*I '
(5.15)

Multiplicando (5.15) & direita por ® = [z w'] # 0 e & esquerda por ®', decorre que

[A(R)z((k) + Buw(k)w(k)]P(k + D[A(K)z((k) + By (k)w(k)]
—z(k)'P(k)z(k) + [C(k)z(k) + Dy (k)w(k)]'[C(k)z(k) + Dy (k)w(k)] (5.16)
—y2w(k)w(k) <0

ou seja,

V(z(k+1)) — V(z(k))] + 2(k) z(k) — Yw(k)w(k) < 0 (5.17)
Efetuando-se o somatdrio de (5.17) de 0 & N, com a condigdo inicial z(0) = 0, obtém-se

N
V(z(N)) + ) _(2(k) z(k) — v*w(k)'w(k)) <0 (5.18)
0

Como V(z(N)) > 0, VN > 0, conclui-se que
1G]l <.
Com estes resultados estamos aptos a apresentar abordagens LMI que permitem tratar

os problemas de custo garantido e de norma Hy, através de um problema de factibilidade, o

que serd apresentado nas se¢Oes subsequentes.
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5.4 Funcoes de Lyapunov a Parametro Dependente

CondigGes para estabilidade exponencial do sistema (5.1), (5.3) com uma fungio de Lyapunov

V(z(k)) = (k) P(8(k))z(k) sdo expressas pelas seguintes desigualdades

A(6(k))'P(0(k + 1)) A(6(k)) — P(6(k)) <0, P(6(k)) >0 (5.19)
V(8(k), 6(k)) € II. '

Defini¢éo 5.2 O sistema linear (5.1), (5.8) é quadraticamente estdvel se (5.19) estd satis-
feita com P(0(k)) = Py indenpendente do pardmetro 0(k).

Definigido 5.3 O sistema linear (5.1), (5.3) € afim-quadraticamente estdvel se (5.19) estd
satisfeita com P(0(k)) afim em 6(k), isto é

ng(k)
P(6(k)) = Po+ Y 6(k)iP:.
i=1

Definicdo 5.4 ([5]) O sistema linear (5.1), (5.3) é bi-quadraticamente estdvel se (5.19) estd
satisfeita com P(6(k)) quadrdtica em 0(k), isto é

!

PO(k)) = Po+ P,O(k) + ©(k) P + O(k) P,O(k) = I P I
O(k) O(k)
(5.20)
p=|" 7|, pepmonm
Pl P
com O(k) afim em 0(k).
AN

Como j4 mencionado para o caso continuo, note que a definicio de estabilidade quadratica

é conservadora quando aplicada a sistemas que apresentam taxa de variagdo paramétrica

limitada, pois as condicGes que definem a nogio de estabilidade quadratica nio dependem da
taxa de variagdo do pardmetro 6(k).

Da Definigao 5.4, nota-se que a condi¢do P(6(k)) > 0, em geral, ndo implica P > 0. As

desigualdades em (5.19) devem ser satisfeitas para todo (8(k),0(k)) € II. Mas como essas
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desigualdades nao sdo convexas nos pardmetros incertos, o problema de verificar quando elas
estdo satisfeitas para todo (4(k),0(k)) € II ndo é trivial, pois ji4 nio basta verificar se as

mesmas estao satisfeitas nos vértices de II.

5.5 Estabilidade Robusta

Consideremos que o sistema (5.1)Atenha a seguinte representagio

Nz

:z:(k:+1)=[A0 A] ®)

z(k) (5.21)
onde

A= [ A - Ag, ] € RN=Xnano

(")(k) = [ ol(k)Inx v eno (k)Inz ], € RaneXnz
AO(k) = O(k + 1) — O(k) € Rn=noXn=
(6(k),AO(k)) € TI

Com esta representacao apresenta-se a seguir um teorema que possui condigdes suficientes

e permite o estudo do caso de anilise.

Teorema 5.1 Seja II um politopo dado que define os valores admissiveis de (©(k), A©O(k)).

Considere o sistema (5.1) e a notagdo:

Ag A
Ay = C, = [ o) —I ] : (5.22)
(AO(k) + ©(k)) Ao (AO(K) +O(k)A '

O sistema (5.1) €é bi-quadraticamente estdvel se existir uma matriz simétrica P €

Rn=(no+)xnz(me+l) ¢ matrizes M € Ri=otl)xnang [ & Rna(2no+2)xna(26+2) 1445 que as

sequintes desigualdades sejam satisfeitas em todo os vértices de II.

p !
-P AP C. 0 C. 0
M| + M <0 (5.23)
PA, -P A, —I A, —I
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P+IC,+C.L' >0 (5.24)

Prova: Ela pode ser encontrada em [5] mas serd apresentada a seguir para tornar o trabalho
o mais autocontido possivel. Admita que as LMIs do teorema estejam satisfeitas nos vértices
de II. Como as desigualdades (5.23) e (5.24) sdo afins em (8(k), d(k)) elas sdo satisfeitas para
todo (8(k), (k) € IL. |

" Note que o espaco nulo de C, é dado por:

Ne, = =0,. (5.25)
(k) '

Entdo com (5.24) temos que para todo (0(k), 6(k)) € II

z'(k)©, PO,z(k) > 0, Vz(k) € R, z(k) #0

isto & P(0(k)) = ©,PO, é uma matriz definida positiva para V(8(k), §(k)) € II.

Tomando agora a desigualdade (5.23) e multiplicando & direita por

o
T = ] (k) (5.26)
Aaea
e A esquerda por 1", obtém-se
o' (k)(0L A PA,0, — 6. PO,)a(k) < 0. (5.27)

Substituindo em (5.27) ©, e A, e lembrando que O(k + 1) = AO(k) + O(k) obtém-se

' (k)((Ao + AO(k))'P(O(k + 1)) (A + AO(K)) — P(O(K)))z(k) < 0 (5.28)

Logo V(z(k), 6(k)) é uma fungio de Lyapunov para o sistema, (5.1) e satisfaz a definigio de

estabilidade bi-quadratica, o que completa a prova.

AA
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5.6 Performance Robusta com Custo Garantido

Seja o sistema linear

Ny

z(k)

x(k+1)=[A0 A] oK) (5.29)

z2(k) = C.(6(k))z(k)

onde x € Rz, z € R™ sdo respectivamente os vetores de estado e de performance; A €
Rn=Xn2n6 & uma matriz conhecida e ©(k) € R*="¢*"= ¢ uma matriz de incertezas que depende
linearmente dos parametros 6;(k).

O teorema a seguir apresenta formulag¢des LMIs que fornegam condiges suficientes per-

mitindo tratar o problema de custo garantido, via otimizagao.

Teorema 5.2 Seja o sistema (5.29) e a seguinte notagdo

. Ao A e | I
T (aek) +0k)A (20K +OENA | | ek
Go| 0 Tham 0 O (5.30)
.’L‘(O) 0 —Inw 0

Cza=[00 Cno]; C’a=[@(k) -1].

Sejam II e Ilg politopos construidos respectivamente a partir dos valores admissiveis de
(0(k),d(k)) e z(0). Admita que eriste uma matriz simétrica P, matrizes L, M e o escalar

J que solucionam o seguinte problema de otimizacio, onde as LMIs estdo satisfeitas nos

vértices de Il e Ily.

minimize {J} :
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r “ !
~P +C},Co ALP C, 0 C, 0

a2 Sl M| C +| M <0 (531)
PAa "—P Aa_ _I Aa "'I

J 0 0 0
0 P PO, 0
0 P 0 0
[0 0 0 o,

+LCy+CiL' >0 (5.32)

T

Entdo o sistema (5.29) € bi-quadraticamente estdvel com a funcdo de Lyapunov

V(z(k), 0(k)) = 2'(k)P(8(k))z(k) e custo garantido dado por

30, 3 < o ¥ 2(0) €To; (B(K), d(k)) € 1T (5.33)

Prova: Admita que as LMIs do teorema estejam satisfeitas nos vértices de II e II; . Como as
desigualdades (5.31)-(5.32) sdo afins em (6(k),d(k)) e em z(0), elas sio satisfeitas para todo
(0(k), 8(k)) € 1I e todo z(0) € IIy. Defina

1 0
0 ©
U= . (5.34)
z(0) O
0 I, |

Tomando (5.32), note que ¥ é uma base para N¢,, com isto nés obtemos

J 0 0 0
w0 P PO 0| J SOPEO®) | o (5.35)
0 eP 0 0 POK)(0)  P(O(k))
(0 0 0 0, |

Aplicando agora o complemento de Schur podemos reescrevé-la da seguinte forma

PO(k)) = O.PO, >0, J — z'(0)P(8(k))z(0) > 0. (5.36)

Assim P(6(k)) é uma matriz definida positiva para Y(0(k),d(k)) € II.
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Observe que ©, é uma base para N¢,. Tomando agora a desigualdade (5.31) e multiplicando

3 direita por

O,
T = (5.37)
Ag©,
e 4 esquerda por T, obtém-se
(0,4,PA,0, - O,PO, +06.C},C20,) <0. (5.38)

Substituindo em (5.38) ©, e A, e lembrando que O(k + 1) = AO(k) + O(k) obtém-se

(Ao + AB(K))P(B(k + 1)) (4o + AO(K)) — P(O(K)) + C.(0(k))'C2(8(k)) <0.  (5-39)

Logo V(z(k),0(k)) é uma fun¢io de Lyapunov para o sistema, e portanto, este sistema é

bi-quadraticamente estéivel.

Agora com o Lema 5.1, (5.39) e (5.36) obtemos
Izl550, M < J, ¥ z(0) €M; (B(K),6(k)) €I (5.40)
0 que completa a prova.

AA

Note que o Teorema 5.2 determina, através de um problema de otimizagio, o valor minimo

do custo que é dado pela relagao:
2ll2,[0, &) < V.

5.7 Performance Robusta H

Seja o sistema linear descrito pela seguinte equagdo de estados



CAPITULO 5. SISTEMAS LPV A TEMPO DISCRETO 84

z(k + 1) = A(6(k))z (k) + Bu(0(k))w(k)
z(k) = C:(0(k))z(k) + Du (9(k))w(k) (5.41)

com

A(g(k)) = Ao+ .A@, Bw(a(k)) = ByOu, Cz(e(k)) =CO,, Dw(e(k)) = DyOy

L,
01(K)In, o (5.42)
I w
o=| N S T
0, (k)1 ©
e | Oy (k) I |

onde = € ER”’, w € R™, z € N sdo respectivamente os vetores de estado, entrada de
perturbagio e a saida de performance; Ag, A, By, C, Dy sao matrizes dadas de dimensées
compativeis, 8§ = (0y,...,0,,) € R" sio parimetros reais, que podem variar no tempo. Se
supbe que estes pardmetros e suas taxas de variagio possam assumir qualquer valor dentro
de um politopo II cujos vértices séo conhecidos a priori.

0] teoreina, enunciado a seguir apresenta formulaces LMI que possuem condigdes su-
ficientes para a solugdo do problema de performance H.,. Ele permite que um limitante

superior para a ||G||« seja obtido resolvendo-se um problema de otimizagio convexa.

Teorema 5.3 Seja o sistema (5.41) e II um politopo dado que representa os valores ad-

missiveis de (0(k),d(k)). Seja a notacédo

I
AB(k) + ©(K)

Co=0 -1, J=
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[ —A@Kk) I 000 0 O 0 0|
-0, 0 I 00 0 O 0 0
~C,(6k)) 0 0TI 0 0 O 0 0
¢ = 0 _7 001 0 0 0 0
0 0 000 I 0 —Byk) 0
0 0 000 0 I —Du6(k) 0
i 0 0 000 -J O 0 I |
0 0 0 0 0 0 C,(0k) 0 0
0 0 0 0 00 0 0o JP
0 0 -P 0 00 0 0 0
0 0 0 I, 00 0 0 0
U= 0 0 0 0 PO 0 0 0
0 0 0 0 00 0 0 0
C.0k)) 0 0 0 0 0 I, 0 0
0 0 0 0 00 0 —2I,, O
0 P7 0 0 0 0 0 0 P |

Dado um escalar v > 0, o sistema (5.41) € bi-quadraticamente estdvel e ||Gy,lleo < 7, se

ezistem matrizes P = P', M e L tais que as LMIs

T+ ME+'M <0 (5.43)

P+LC,+C,L' >0 (5.44)

sdo factiveis em todos os vértices de II. Além disso, V(z(k),0(k)) = z'(k)©,PO.z(k) é uma

fungtio de Lyapunov pare o sistema (5.41) ndo forgado, (w = 0).

Prova: Admita que as LMIs (5.43) e (5.44) sejam satisfeitas em todos os vértices de IT. Como
estas desigualdades sdo afins em (6(k),d(k)), elas sdo satisfeitas para todo (6(k),d(k)) € II.

Visto que ©, é uma base para N¢,, entdo de (5.44) obtém-se
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P(O(k)) = ©,PO, > 0.

Agora defina

I 0 ]

A(6(k)) 0
0. 0

C(8(k)) 0

®=| JA@B(K)) 0 (5.45)

0 By (0(k))
0 Dy, (8(k))
0 I

|0 J Bwu(6(k)) |

e note que & é uma base para Np. Além disso, tomando (5.43) e fazendo &' ¥U® obtém-se

a a
P} (5.46)
ajp az

onde

11 = A'((K)) P(0(k + 1)) A(6(k)) — P(6(k)) + C;(0(k))C(6())
a1y = A'(0(k))P(0(k + 1)) By (0(k)) + C;(6(k) Dy (6(k))
az = B, (0(k))P(0(k + 1)) By (6(k)) + Du(6(k))' Duw(8(k)) — v*T

Agora com o Lema 5.2 e (5.46) nés obtemos

1Gwzlloo < 7-

Como V(z(k),0(k)) = z’'(k)P(6(k))z (k) é fungio de Lyapunov para o sistema (5.41) ndo

forcado (w = 0) este sistema é bi-quadraticamente estivel o que completa a prova.

AA
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O Teorema 5.3 permite encontrar o valor minimo do limitante superior para ||Gy.||co. Este
limitante é obtido numericamente resolvendo-se o seguinte problema de otimizagio convexa

com restri¢oes do tipo LMI

minimize {y*}

(5.47)
sujeito & (5.43) — (5.44).

5.8 Exemplos Numéricos

Nesta secao sao apresentados resultados de simulagGes utilizando os teoremas obtidos para as
seguintes condigGes: andlise de estabilidade, performance robusta com custo garantido e Hyo.

Para tanto estaremos considerando o politopo apresentado na Figura 5.2 onde (§(k), 6(k)) €

(e, d).

S(k)

Figura 5.2: Politopo II indicado pela regido em destaque (6(k), 8(k)) € II(c, d).

Observe que ¢ = 2d representa a condigdo usual de variagio paramétrica na estabili-
dade quadrética. Pois por geometria observa-se que VO(k) € [—d,d] temos que 6(k + 1)
pode assumir qualquer valor no mesmo intervalo, ou seja, nio existe restricdo na taxa de
variagdo paramétrica. Mesmo sem restricio na taxa de variagdo paramétrica é possivel, nes-
tas situacdes, utilizar fungoes de Lyapunov a pardmetro dependente. Note que esta condicao
é particular do caso discreto e ndo ocorre para o caso continuo.

Observe ainda que as condigGes de estabilidade afim-quadratica e quadratica podem ser
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obtidas como casos particulares da bi-quadritica como apresentado em (56.20) fazendo-se

respectivamente P, =0e P, =0, P, = 0 [5].

5.8.1 Estabilidade Robusta

Exemplo 5.1 O sistema apresentado a seguir

0.9979 -0.01 0 0
zk+1)= z(k) + 6(k) z(k) (5.48)
0.01 1 0.0008 0

€ assintoticamente estdvel para todo (k) constante pertencente ao intervalo |0(k)| < 124,
porém ele ndo é quadrdticamente estdvel para |6(k)| > 2.488.

Empregando as defini¢ies de estabilidade bi-quadrdtica e afim-quadrdtica objetiva-se en-
contrar o maior intervalo para d com valores fizos de c¢ tal que (8(k),0(k)) € Ii(c,d).

A Tabela 5.1 apresenta resultados de simulagies para (3(k),0(k)) € H(c, d).

| Estabilidade I Politopo |
Bi-quadrdtica c=0.5 d=2.772
Afim-quadrdtica c=0.5 d=2.763
Bi-quadritica c=0.1 d="7.441
Afim-quadrdtica ¢c=0.1 =4.794
Bi-quadrdtica c=0 d=12.4
Afim-quadrdtica c=0 d=12.4

Tabela 5.1: Resultados de simulacées para (8(k),0(k)) € Il(c, d).

Note que 0s resultados obtidos com a nogdo de estabilidade bi-quadrdtica sGo menos con-

servativos que os obtidos com a nogio de estabilidade afim-quadrdtica.

5.8.2 Performance Robusta com Custo Garantido

Exemplo 5.2 Considere o sistema

z(k +1) = AB(k))z(k)

(5.49)
z(k) = C,(0(k))z (k)

onde z(0) = [z(0); (0)2) pare z(0)12 €[0.5,1.5] e
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0.523 —0.307 + 6(k)
0.307 — 0(k) 0.523

A0(k)) =

C:(0(k)) = [ 1 1+6(k) ] :

Este sistema possui um pardmetro incerto e é estdvel para |6(k)| fizo no intervalo

[-0.545, 0.545]. Os resultados apresentados a sequir foram obtidos considerando a Figura

5.2 onde (8(k),0(k)) € II(c,d) com d = 0.5.

c

1.00
0.91—-
0.82-:
0.73-‘-
0.64-:
0.55—.
0.46—:
0.37—-
0.28—-

0.19

0.10 — — T
4.243 4443 4643 4.843 5.044 5244 5444 5.644 5845 6.045 6.245
uadrética

i-Q '
o gﬁ:‘&ﬁ:ﬁﬁ'“‘“ v7

Figura 5.3: Custo Ha para (8,6) € Il(c,d) com d = 0.5.

A Figura 5.3, foi obtida a partir do Teorema 5.2. Nela é apresentado o valor minimizado
do custo para o sistema (5.49) em funcdo de c para d = 0.5. Note que com a defini¢do de
estabilidade bi-quadrdtica os resultados obtidos sdo menos conservativos. Note ainda que para
as mesmas condi¢ées de variacdo paraméirica da estabilidade quadrdtica (c=1) um melhor

valor para o custo foi obtido com uma fung¢do de Lyapunov com dependéncia paramétrica,

P(0) dado por (5.20).
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5.8.3 Performance Robusta H

Exemplo 5.3 Considere o sistema

z(k + 1) = A(0(k))z (k) + By (0(k))w(k)

(5.50)
z(k) = C(8(k))z(k) + Dyy(6(k))w(k)

onde

A = 0.523 —0.307 + 0(k) | B8 = 1+ 0(k)
0.307 — 6(k) 0.523 1+6(k)

C.(6(k)) = [ L 140 |, Dul0®) =0

Os resultados apresentados a seguir foram obtidos considerando a Figura 5.2 onde

(6(k),0(k)) € II(c,d) com d =0.5.

c

10
09
0.8 - —
0.7 -

0.6
0.5
0.4
0.3}
0.2

0.1

0-0 T I T I T I T I L} I T I’ L} “ T I T ' T l
108.00 108.22 108.44 108.66 108.88 109.10 109.32 109.54 109.76 109.98 110.20

i drati 2
........ R‘ﬁ39 u;(ﬂg%ica v
...... Quadratica

Figura 5.4: Custo H para (0,90) € Il(c,d) com d =0.5.
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A Figura 5.4, foi obtida a partir do Teorema 5.3. Nela € apresentado o valor minimizado
do custo para o sistema (5.50) em funcdo de c. Note que resultados menos conservativos

foram obtidos com a defini¢cdo de estabilidade bi-quadrdtica.

5.9 Controle Robusto

Seja um sistema, linear descrito por

s(k+1) = (Ao s e,-(k(e))A,-) (k) + Bou(k). (5.51)
i=1

O sistema (5.51) admite ainda a seguinte representacio

I
z(k+1) = [ A A ] oK) z(k) + Byu(k) (5.52)
com
A= [ Ay oo Ap, ] € Rnaxng
O(k) = [ O1(k) T -+ O, (K)I ]' € Rranexna

onde A, A sdo matrizes constantes dadas de dimensdes compativeis, £ € R"=, u € ®™ sdo
respectivamente os vetores de estados e entrada de controle; 8 := (0y,:--,6,,) é um vetor de
pardmetros reais variante no tempo limitado em magnitude.

O sistema (5.51) é considerado como um sistema linear com dependéncia paramétrica do
tipo LPV, onde 6;(k), i = 1,...,ny, estio disponiveis ”on-line”, contudo, suas trajetérias
nao estao disponiveis a priori. Admite-se que os valores de 0;(k) e é(k) pertencam a um
politopo II. Neste caso, objetiva-se projetar um controle por realimentagio de estado com
dependéncia paramétrica afim que estabilize o sistema realimentado.

Busca-se uma lei de controle do tipo

u(k) = KOz, K(O(R) = Ko+ Kb(k) (5.53)

i=1
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onde K; € R™*" { =1,...,ng, sio matrizes constantes a serem determinadas que assegurem
a condi¢io de estabilidade bi-quadrética para o sistema realimentado para todo (0(k),6(k)) €
II.

O teorema a seguir apresenta uma solugdo para o problema acima.

Teorema 5.4 Seja o sistema (5.51) e Il um politopo dado que representa os valores ad-

missiveis de (6(k),5(k)). Seja a notacdo

Ay A I,
Ay = 3 Be= B,
(AO(K) +O(k))Ar (AO(K)+O(k))A i (AO(k) +O(k))
Co = [ ok) -I ] i O = Tn. :
o) |

Entao eziste uma realimentagdo de estado do tipo (5.53) tal que o sistema em malha fecha'da
€ bi-quadraticamente estdvel, se existem matrizes W =W’ >0, F,, L e N, que satisfazem

as sequintes condi¢des nos vértices de II

_W + LCa, + C(IIL’ (AaW + BaFa),
AaW + BaFa —W

<0 (5.54)

NC, = C,W. (5.55)

Neste caso, as malrizes de ganho da lei de controle (5.53) sdo dadas por
[Ko Ki---Kp)=F,W! (5.56)
e V(z,0) = 2'©,W =10,z é uma funcio de Lyapunov para o sistema em malha fechada.

Prova: Como as condigdes (5.54) e (5.55) sdo afins em (0(k),5(k)) e sio satisfeitas em todos
os vértices de II, por convexidade elas sio satisfeitas para todo (8(k),d(k)) € II.

Definindo P = W1, obtém-se

P(6(k)) = ©, PO, > 0.
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Tomando (5.54) e aplicando Schur, resulta

(AW + BoF,) P(AJW + BoF,) = W + LC, + CLL' <O0. (5.57)

Devido ao fato de N ser ndo singular da restrigdo (5.55) temos C,P = N~1C,. Além
disso, considerando (5.53) e (5.56) pode-se estabelecer que F,PO, = K(6). Visto que O, é
uma base para N¢,. Entdo multiplicando (5.57) & direita por PO, e 4 esquerda por (PQ,),

obtém-se

(A(8(k) + B, K (0(k))P(8(k + 1))(A(8(k) + B, K (0(k)) — P(B(k)) <O0. (5.58)

Logo V(z(k),0(k)) é uma fungio de Lyapunov para o sistema em malha fechada, e por-

tanto, este sistema é bi-quadraticamente estavel.

AA

O sistema realimentado com os ganhos (5.56) passa a ter a seguinte formulagio

2(k +1) = [(Ao + BuKo) + (A1 + BuK0)01(k) + - + (Ang + BuKing)Ono (R (k).

Quando os pardmetros 6(k) ndo estdo disponiveis ”on-line”, eles ndo poderdo aparecer
na lei de controle (5.53). Neste caso as matrizes K; sdo assumidas nulas. Note no Teorema
5.4, que a lei de controle admitird as matrizes K; nulas, se as partigdes correspondentes da
matriz F, em (5.56) forem zeradas e a matriz W admitir uma estrutura bloco diagonal.
Observe ainda, que a remocgio dos pardmetros da lei de controle, ndo implica em remové-los
da funcao de Lyé.punov com dependéncia paramétrica, mantendo-se assim as condigoes de
robustez desejada.

Uma caracteristica interessante da lei de controle apresentada em (5.53) é que ela possui
uma dependéncia paramétrica afim, o que facilita a implementagdo ”on-line”, quando com-
parada as técnicas de controle apresentadas em [18],(6], nas quais a dependéncia paramétrica

é nao linear.
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5.10 Controle Robusto com Custo Garantido

Considere o sistema

z(k +1) = A(0(k))z(k) + Byu(k) V z(0) € Iy; (8(k),d(k)) €11

(5.59)
z(k) = C(6(k))z + Du(8(k))u(k)

com

A(6(K)) = Ao+ AB(K) , C:(0(k)) =COa , Dy(6(k)) = DyOy

T
oK) = : L Ou=| |, e
O(k)
Ony (k) In, ey,
. YN ny |

onde Ag, A, C, D, sio matrizes constantes dadas de dimensées compativeis, z € R"=, u €
R™, 2z € R™: sdo respectivamente os estados, a entrada de controle e a saida de performance;
8 := (61, -+ ,0n,) é um vetor de parémetros. reais variantes no tempo limitado em magnitude.

O sistema (5.59) é considerado como um sistema linear com dependéncia paramétrica
do tipo LPV, onde 6;(t), i = 1,...,ny, estdo disponiveis "on-line”. Se supde que os val-
ores de 0;(k) e d;(k), pertencem a um politopo IT e as condigbes iniciais z(0) pertencem ao
politopo Ilp. Neste caso, objetiva-se projetar um controle por realimentacio de estado com

dependéncia paramétrica afim, dado por (5.53), que minimize um indice de custo para o

sistema realimentado.
Teorema 5.5 Seja o sistema (5.59) e a sequinte notacdo
Ay A I
Aa, = M B = Bu

(AB(k) +O(k)As (AOK)+0RDA | | ABK) +0®K) 550

Ca=[@(k) _1]; 0b=[o 0, -1, |-

Sejam II e IIy politopos construidos respectivamente a partir dos valores admissiveis de
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(6(k),4(k)) e z(0). Admite que existem matrizes W = W', matrizes F,, L, M, N e um
escalar J que solucionam o seguinte problema de otimizagdo, onde as LMIs estao satisfeitas

nos vértices de I1 e Ilj.

minimize {J} :

-W+LC,+C.L' WA+ F.B!, WI[C.(0(k)) 0]+F.D.(6(k))
AW +B,F, -w 0 <0 (5.61)
| [C2(6(k)) O)W+Dy(8(k))Fa 0 ~I
[ 7 0 ()
0 W 0 |+MC+CM >0 (5.62)
| z(0) 0 0
NC, = C,W. (5.63)

Entdo o sistema (5.59), em malha fechada com a lei de controle (5.53), onde os ganhos K;

sdo dados por
- [Ko Ki---Kp,)=F,WL (5.64)
é bi-quadraticamente estdvel com o funcdo de Lyapunov V(z(k),0(k)) = z'(k)P(0(k))z(k)

para P(0(k)) = ©' W10, e custo garantido dado por

Izll30, < J ¥V 2(0) €Tho; (B(K),6(k)) € IL. (5.65)

Prova: Admita que as condigdes em (5.61)-(5.63) sejam satisfeitas em todos os vértices de
II e II,. Como estas condigdes sio afins em (6(k),d(k)) e em z(0) , elas s@o satisfeitas em
todo (6(k),d(k)) € I1 e todo z(0) € II,.

Note de (5.61) que W > 0 defina P=W1e



CAPITULO 5. SISTEMAS LPV A TEMPO DISCRETO 96

I 0
2= 1|0 Inz(no-i-l) (5.66)
0o e

observe que ® é uma base para Ng,. Com (5.62) obtém-se

J 0 Z'(0) N (Ol OV
| o w o |®= k) =08, > 0. (5.67)
©,z(0) w
z(0) 0 0

Aplicando o complemento de Schur em(5.67) obtém-se

J — 2/ (0)P(8)z(0) > 0. (5.68)

Assim P(6(k)) = ©,PO, é uma matriz definida positiva para V (8(k),s(k)) € II.
Defina Cy = [C,(0(k)) O0]W +D,(0(k))F,. Aplicando o complemento de Schur em (5.61)

’
nos temos

(AaW + BoFo) P(AJW + BoF,) = W + CCs + LC, + CLL' <. (5.69)

Devido ao fato de IV ser nao singular da restri¢cio de igualdade em (5.63) temos C,P =
N~1C,. Além disso, considerando (5.53) e (5.56) pode-se estabelecer que F,PO, = K(6).
Observe que ©, é uma base para Ng,. Entdo multiplicando (5.57) & direita por PO, e &
esquerda por (PO,)' , obtém-se

©go(As + BoF4P)'P(Ay + B.F,P)©, — 6,PO + 0, PC;C;PO, < 0 (5.70)

que ainda pode ser reescrita como

APk + 1))A. — PO(K)) + C.C. < 0 (5.71)

onde A, = (A(6(k)) + B.K(0(k)) e Cc = (C:(6(k)) + Du(0(k)) K (0(K)).

A prova segue como apresentado no caso de andlise Teorema, 5.2. AA
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5.11 Controle Robusto #

Seja o sistema linear descrito pela seguinte equagdo de estados

zk+1)= [ Ap A ] ! z(k) + Byw(k) + Byu(k)
O(k) (5.72)

z(k) = C(6(k))z(k) + Dy (0(k))w(k) + Du(0(k))u(k)
onde z € R, v € R™, w € R"™, 2 € RN** sdo respectivamente os vetores de estado,
entrada de controle, entrada de perturbagio e a saida de performance; A € R"=*"="¢ ¢ yma,
matriz conhecida e ©(k) € R"="¢*"= é uma matriz de incertezas que depende linearmente
dos parametros 6;(k).

A lei de controle que procuramos é dada por (5.53), para tanto seja o seguinte teorema.

Teorema 5.6 Seja o sistema (5.72) e Il um politopo dado que representa os valores ad-

missiveis de (0(k),8(k)). Seja a notagdo

Ag A I
A, = i Bg= B,
(AO(k) + ©(k))Ao (AO(k) +06(k))A (AB(k) + O(k))
By = ! By; Cu= [ C.0K) © ]; Gy = [ o) -I|.
(AB(k) + ©(k)) '

(5.73)
Entdo, existe um escalar v > 0 e uma realimentacdo de estados do tipo (5.53) tal que o
sistema em malha fechada € bi-quadraticamente estdvel e ||Gy;lloo < 7, se ezistem matrizes

W =W', F,, L e N, tais que as sequintes condi¢des sGo satisfeitas em todos os vértices de

II.
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r~ , -
_W + LCa + C(’lL’ 0 AaW + BaFa B2a
0 | C20uW + Dy (0(k))Fa Dy(6(k)) <0
AaW + BaFa B2a —'W 0
| | CoaW + Du(0k)Fa Du6(0) 0 -1
(5.74)
NC, =C,W (5.75)
Neste caso, as matrizes de ganho da lei de controle (5.53) s@o dadas por
Ko Ki - Kp)=FW! (5.76)

e V(z(k),0(k)) = z'(k)O, W~10,z(k) € uma fun¢io de Lyapunov para o sistema em malha
fechada.

Prova: Como as condigoes (5.74) e (5.75) sao afins em (6(k),d(k)) e sdo satisfeitas em todos
os vértices de II, por convexidade elas sdo satisfeitas para todo (0(k),d(k)) € II.

Com W > 0 defina P = W~1, assim obtém-se
P(0(k)) = ©,PO, > 0.
Agora aplicando Schur em (5.74), resulta

a a
R Y (5.77)
aj; a2

onde
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an = WA,PAW + WA, PB,F, + [WA,PB,F,| + F,B,PB,F,
+WC3,CoW + W C5,Dy(0(k)) Fo + W C3 Do (6(K)) Folf
+F.D.,(0(k)) Du(8(k))Fy — W + LCo + CiL!

a1z = [WA,P + F.B, P|By, + [WC}, + F,D,(6(k))|Dy,(6(k))

azs = By, (0)P(0(k + 1)) B (6(k)) + Du(0(k))' Dy (8(k)) ~ 7°I.

Devido ao fato de N ser ndo singular da restrigio de igualdade em (5.75) temos C,P =
N-1C,. Além disso, considerando (5.53) e (5.56) pode-se estabelecer que F, PO, = K(9).

Observe que ©, é uma base para N¢,. Entdo tomando (5.77) e multiplicando & direita por

T = (5.78)
0o I

e & esquerda por T”, e definindo

Ac = [A(0(k)) + BuK(0(K)]
Ce= [Cz(o(k)) + DuK(e(k)]

obtém-se
ALP(0(k+1))A.—P(6(k))+C.Cc A.P(8(k+1))By(6(k))+CeDw (0(K))
(ALP(8(k+1))Buw (9(k))+CiDw(8(k))) By(6(k))P(8(k~+1))By(68(k)) + Du(6(k)) Dw(0(k))—~*1
(5.79)
A prova é concluida como no Teorema 5.3, caso de anilise.
JAVAY

O Teorema 5.6 permite encontrar o valor minimo do limitante superior para ||Gy||co. Este

limitante é obtido numericamente resolvendo-se o seguinte problema de otimizagdo convexa

com restri¢oes do tipo LMI

minimize {72}

(5.80)
sujeito a (5.74) — (5.75).



CAPITULO 5. SISTEMAS LPV A TEMPO DISCRETO 100
5.12 Exemplos Numéricos

Nesta se¢io sdo apresentados resultados de simulagdes que foram obtidos para o caso de con-
trole robusto com custo garantido e controle robusto . Para tanto estaremos considerando

o politopo apresentado na Figura 5.2 onde (d(k),8(k)) € H(c,d).

5.12.1 Controle Robusto com Custo Garantido

Exemplo 5.4 Seja o sistema

z(k + 1) = A(6(k))z(k) + Byu(k)

(5.81)
z(k) = C;(0(k))z + Du(0(k))u(k)
onde z(0) = [z(0); z(0)2)’" pare z(0)12 €[0.2,3.8] e
Ay < | 09 orrosem | f1)
0.0l 0.9+ 0.050(k) 1
(5.82)

c.00) = 1 0 |, puen =] 1].

Considere o problema de projeto de um controlador por realimentacdo de estado que es-
tabilize o sistema (5.81) com custo garantido para todo (0(k),0(k)) € Il(c,d) onde d =1.8 e
c = 2.5. Admita a principio que o pardmetro 6(k) ndo esteja disponivel "on-line”. Neste caso
o pardmetro 8(k) ndo aparece na lei de controle. Utilizando o Teorema 5.5, obtém-se que a

realimentac¢do de estado que fornece o menor limitante superior para o custo J é dada por

u(t) = (Ko + 0K)z(t) (5.83)
onde

Ko = [ —5.8704193 4.3739671 ]

K=o o]
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e J = 31.235373. A func¢ao de Lyapunov correspondente para o sistema em malha fechada é

’

I I
V(z,0) =z’ 2wt P e

(5.84)
01, 01,

onde

[ 22.022015 24.532112 0. 0.
24532112 27.356267 0. 0.
. 0.  22.022015 24.532112
o 0. 24532112 27.356267

Considere agora o caso em que o pardmetro 6(k) esteja disponivel "on-line”ou seja, 8(k)
poderd ser utilizado na lei de controle, resultando assim uma realimentacao de estado com

dependéncia paramétrica. Neste caso as matrizes de ganho obtidas para a realimentacdo de
estado (5.83) sdo

Ko = [ —5.8093878 4.3168293 ]

K = [ —0.0304237 -0.0661658 ]

o valor do custo obtido para o sistema realimentado foi de J = 26.553178. A funcao de

Lyapunov correspondente para o sistema em malha fechada é dada por (5.84) com

[ 57.412382 63.931293 0. 0. ]
63.931293 71.221367 0. 0.

0. 0. 57.412382 63.931293
i 0. 0. 63.931293 71.221367

Observe que um melhor valor para o custo é obtido quando o pardmetro 0(k) € incorporado

a lei de controle.

5.12.2 Controle Robusto H

Exemplo 5.5 Seja o sistema
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2k +1) = A(9(k))z(k) + Buw(k)+Byu(k)

(5.85)
z(k) = C(0(k))z-+Dy(0(k))w(k)+ Dy (0(k))u(k)

onde

2+0(k) O 1 1 0
A(0(k)) = 1 05 0 |, Bu=]0 0],
0 1 =05 0 1
1]
By=|01{, C(O(k))=[0 1 0],
1

pue) =[0 1|, D.OG)=]o0].

Considere o caso de projeto de um controlador Hoo por realimentacdo de estado para
todo (6(k),0(k)) € Il(c,d) onde d = 0.2 ec = 0.3. Inicialmente considere o caso em que
o parimetro 6(k) nao seja disponivel "on-line”. Neste caso, o parémetro 0(k) nao pode ser
utilizado na lei de controle. Utilizando o Teorema 5.6, obtém-se que a realimentacdo de estado

que fornece o menor limitante superior v € dada por
u(t) = (Ko + 0K1)z(t) (5.86)

onde

42.1380113 —0.068735 —0.9322328
—0.0002950 —1.000147 0.0006447

K, =
' 0. 0. 0.

ey = 0.0201608. A funcdo de Lyapunov correspondente para o sistema em malha fechada é
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onde

| 4111.4914
—580.0631
2582.0627
0
0
o

. I
V(z,0(k)) =4

—-580.0631
5429.1506
—1241.3757
0
0
0

103
,
w-| Bos (5.87)
(k)15 (k)15
2582.0627 0 0 0
—~1241.3757 0 0 0
3648.9514 0 0 0
0 41114914  —580.0631  2582.0627
0 _580.0631  5420.1506  —1241.3757
0 2582.0627 —1241.3757  3648.9514

Considere agora o caso em que o pardmetro 6(k) esteja disp(;ﬁz’vel 7on-line”, ou seja, 6(k)

poderd ser utilizado na lei de controle, resultando assim uma realimentacdo de estado com

dependéncia paraméirica. Neste caso as matrizes de ganho obtidas para a realimentagdo de

estado (5.86) sdo

K —2.2872382 —0.1437184
0 =

] —0.0004940 —1.0002456

K —-0.9999271 —0.0000152
1 =

i 0.0000029 2.181FE — 07

—-0.9894052
0.0005786

—0.0000817
—0.0000023

ey = 0.0144461. A funcdo de Lyapuhov correspondente para o sistema em malha fechada é

dada por (5.87) com

[ 5419.1353 —1563.0246 5631.5603 0 0 0
—1563.0246 5618.1495 —2397.8178 0 0 0
W= 5631.5603 —2397.8178 6906.7111 0 0 0
0 0 0 5419.1353 —1563.0246  5631.5603
0 0 0 —1563.0246 5618.1495 —2397.8178
i 0 0 0 5631.5603 —2397.8178  6906.7111
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Observe que a incorporacdo do pardmetro 8(k) na lei de controle resulta em um melhor

valor pare o custo.

5.13 Consideragoes Finais

Neste capitulo apresentou-se formulagdes LMIs que permitem tratar o problema de andlise de
estabilidade e sintese de controladores para sistemas a tempo discreto do tipo LPV utilizando-
se funcbes de Lyapunov dependente de pardmetros. Para tanto a nocdo de estabilidade bi-
quadrética foi empregada.

Mostrou-se que os problemas de custo garantido e performance H, podem ser resolvidos
como um problema de otimiza¢io convexa, onde um limitante superior para os referidos
critérios é buscado.

A técnica de sintese proposta, permite o projeto de controladores com dependéncia
paramétrica (controlador LPV), bem como controladores de ganhos fixos (controlador ro-
busto). A obtengdo destes controladores esta vinculada ao fato de os pardmetros do sistema
serem ou nao disponiveis ”on-line” através de medida ou estimacao.

Resultados de simula¢des para os casos de estabilidade robusta e controle robusto foram
apreéentados.

Os resultados de analise de estabilidade e performance sdo em geral pouco restritivos. Ja
para o caso de sintese os resultados sio bastante restritivos devido & restricdo de igualdade
nas condigdes do problema.

Como esperado, o controlador LPV permite que um melhor indice de desempenho seja
obtido em relagdo ao controlador robusto fixo.

Como j4 comentado no caso continuo, a realizagdo de uma lei de controle por realimen-
tacdo de estado com dependéncia paramétrica afim facilita a implementagao ”on-line” quando

comparada a controladores cuja dependéncia paramétrica é n3o linear [18], [6], [32]-



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

O presente trabalho teve como principal objetivo obter formulagdes do tipo LMI que permitem
o estudo da estabilidade e performance de sistemas lineares variantes no tempo do tipo LPV
a tempo continuo e discreto.

Fazendo-se uso de uma nogao de estabilidade mais geral, chamada de bi-quadratica,
apresentou-se formulagdes que apresentam condigées suficientes e permitem tratar tanto o
caso de andlise como o de sintese para esta classe de sistemas.

As dimensdes das LMIs obtidas com a definigio de estabilidade bi-quadratica encontram-
se relacionadas com o niimero de parimetros 8 do sistema. Assim quanto maior for o nimero
de parametros 8, maior serd o nimero de varidveis a serem sintonizadas, e como abordado
na Secdo 2.2.1 isto resulta em um aumento do esforgo computacional.

As formulagbes apresentadas sio bastante flexiveis pois basta impor restri¢des sobre a
estrutura da funcio de Lyapunov para se obter resultados com as defini¢ées de estabilidade
quadritica e afim-quadréatica.

Formula¢des LMI pelas abordagens primal e dual foram apresentadas.

O problema de performance é tratado via otimizagdo convexa buscando-se um limitante
superior para as normas Hz € Hoo.

Com relacio ao problema de anilise, este encontra-se resolvido de maneira satisfatéria,
pois os resultados obtidos utilizando a defini¢do de estabilidade bi-quadritica sao menos
conservadores quando comparados aos obtidos com as defini¢des de estabilidade quadrética
e afim-quadratica.

O problema de sintese foi abordado empregando-se realimentacio de estados. A técnica
105
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proposta permitiu o projeto de controladores com dependéncia paramétrica afim (contro-
lador LPV) bem como controladores com ganhos fixos (controlador robusto), considerando
respectivamente o caso de os pardmetros serem ou nao disponiveis ”on-line”.

Com o intuito de se obter uma lei de controle de ficil implementagdo ” on-line” buscou-se
obter formulagdes LMI cujas solugdes resultassem em uma lei de controle afim em 6. Para
tanto foi necessirio acrescentar uma condicdo de igualdade que deve ser solucionada em
conjunto com as LMIs. Esta condi¢do pode acrescentar restricdes aos resultados tendo em
vista que a matriz P da fungdo de Lyapunov torna-se bloco diagonal.

Na busca por uma abordagem mais promissora foram realizados recentemente estudos
no sentido de obter-se formulagdes LMIs utilizando a defini¢ao de estabilidade bi-quadratica
para uma lei de controle que ndo ¢ afim no paradmetro @ [32]. E neste mostra-se que a fungao
de Lyapunov e o controlador sdo funcgoes racionais dos parametros.

Por nao utilizar a condi¢io de igualdade NC, = C,W os resultados sio menos conser-
vativos, pois neste caso a matriz P deixa de ser bloco diagonal. Nesta abordagem a lei de
controle é dada por K (0) = F(8) P~!(9) onde as matrizes F(6) e P(9) sdo fun¢des quadraticas
em 6 e sio determinadas via LMI. Ainda nesta abordagem é possivel obter K(6) afim em 6
reduzindo-se assim o tempo de implementagio "on-line”. Isto é possivel fazendo F(9) afim
em @ e P(#) independente de . Neste caso recai-se na definicdo de estabilidade quadratica
que é mais conservadora quando aplicado a sistemas cuja taxa de variagdo do parametro é
limitada.

Este trabalho permitiu que os seguintes artigos fossem elaborados [33], [34], [35], [36],
restando ainda a elaboracgio de artigos referentes a parte que trata de sistemas a tempo
discreto.

A partir deste primeiro trabalho novas perspectivas surgiram e atualmente duas outras
teses de doutorado estdo em andamento na 4rea de sistemas nio lineares e sistemas hibridos.

Outras aplicagdes dentro da teoria de controle podem ser realizadas como exemplo no
caso de filtros.

A nogéo de estabilidade bi-quadritica pode ainda ser estendida de modo que a funcao de
Lyapunov com dependéncia paramétrica no seja necessariamente quadratica no pardmetro
9, isto &, ela pode assumir uma representagio polinomial. Este fato traz como perspectiva a

extensao dos resultados aqui apresentados através do uso desta nova defini¢ao de estabilidade.
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