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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar o desenvolvimento de um
procedimento flexivel e de baixo custo, que auxilie o processo de otimizagdo estrutural em um

ambiente de projeto.

Para isto foi tomado como premissa o fato de que em muitos ambientes de projeto é
comum encontrar uma infinidade de ferramentas computacionais tipo CAD, CAM e CAE. Com
relacdo as ferramentas de CAE, normalmente, estas sdo pacotes basicos, limitados & anlises
simples, como por exemplo, estatica linear, térmica sem regime transiente ¢ modal, ou ainda
programas sofisticados, contudo fechados. Neste sentido, desenvolveu-se um procedimento para

otimizag@o de projeto estrutural, integrando a tecnologia existente com algoritmos de otimizago.

Em linhas gerais, o procedimento foi desenvolvido a partir da base de elementos finitos ja
instalada, ou seja, utilizando-se de um programa comercial, como o programa comercial Ansys.
Além deste, foram implementados um conjunto de algoritmos para manipulagdo de arquivos e de

otimizag3o.

O processo de otimizag@o visa, entre as multiplas possibilidades, a minimiza¢do da massa
de uma estrutura ou componente, a minimizacio da “compliance”, a identificagio de
propriedades dos materiais ( “Young'’s modulus ). No caso da otimizag@o estrutural de dimenséo
e de forma, sdo consideradas restri¢des, que limitam o dominio de projeto de uma estrutura ou de
um componente. Estas limitages s3o as restrigGes laterais, impostas sobre as varidveis de

projeto, restri¢cdes de deslocamentos, e de tensdes.

Os exemplos apresentados t€ém como objetivo comprovar a viabilidade do procedimento
proposto € sua aplicagdo para o projeto 6timo de estruturas e componentes em um ambiente
industrial. Os resultados sdo analisados e comparados, quando possivel, com as solugdes

apresentadas na literatura. -

iX -



Abstract

The present work has the objective to present the devélopment of a flexible and Iow cost

| procedure that assists the process of structural optimization in a design environment.

For this was taken as premise that in mahy environments of design it is common to find
several computational technologies like CAD, CAM and CAE. With respect to CAE tools,
normally, these are basic packages, limited to 3simp1e analyses, as for example, linear static, non-
transient thermal and modal analysis or sbphisticated software, however closed. In this sense, a
procedure for structural design optimization was developed, integrating the existing technology

with optimization algorithms.

In general, the developed procedure makes use of existing finite element program
available or commercial codes, such as Ansys. In order to achieve the goals, were implemented a
large set of algorithms responsible for the manipulation of files, management of the integrated

tool and several optimization methods.

The optimization process aims at, among many possibilities, the minimization of the
mass of a structure or component, the minimization of the compliance, the identification of
material properties (Young’s modulus). In the .case of sizing and shape optimization, the
constraints considered which limit the design domain are: boundary constrains, displacement

constrains, and stress constrains.

The examples presented have the objective to validate the procedure and its application
for the optimal design of structures and components in an industrial environment. The results are

analyzed and compared, as possible, with solutions presented in the literature.



Capitulo 1

Introducao

A atividade de engenharia sempre envolveu a tentativa de obter a melhor condi¢io de
projeto, mais econdmica e segura, isto &, o resultado oﬁmizado, sendo isto verdade para 0 campo
da engenharia de projeto. Um projeto de engenharia é concebido como um tipo de arte que
demanda grande esforgo e criatividade, e a experiéncia dos engenheiros e projetistas, tem sido de
grande impofténcia no processo. A algumas décadas atrés, o processo de projeto era seqiiencial e
realizado na base de “testes e erros” ou “tentativa e erro”, onde as habilidades e experiéncia de
engenheiros € projetistas eram 0s mais importantes pré-requisitos para a decisio e sucesso do
projeto e dos testes. Entretanto, na atualidade, apesar de ainda encontrar-se alguns métodos
tradicionais, estd se tornando muito freqiiente, com o desenvolvimento da engenharia e das
ferramentas computacidnais, o uso de métodos matematicos e cientificos aplicados para solugGes
de problemas de engenharia, para os quais o uso de métodos experimentais e a experiéncia do

engenheiro, apesar de Uteis, torna o processo tedioso e caro.

Atualmente, a forte competigdo tecnoldgica requer redugdo do tempo de projeto e custo
dos produtos, além da alta qualidade e funcionalidade. Muita énfase se tem dado sobre a
economia de energia, reciclagem de materiais, consideragdo de problemas ambientais, etc; e
estes aspectos muitas vezes envolve a criagdo de novos produtos, para os quais a intui¢do na
engenharia deve estar quase que totalmente ausente. Para o desenvolvimento de novos produtos |
deve, naturalmente, utilizar-se da aplicacdo de métodos cientificos matematicos, tais como,
elementos finitos para analise estrutural, e de otimizagfio, e também a aplicagio de novas

tecnologias, e metodologias eficientes de projeto.

As pesquisas cientificas no campo da engenharia, mais especificamente na area da

otimizag@o estrutural, tém aumentado rapidamente nas ultimas trés décadas. Este interesse deve-
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se, principalmente, pelo advento dos métodos matematicos de analise, como elementos finitos e

programag@o matematica, além do vertiginoso crescimento da capacidade computacional.

Embora, tenha-se notado um avango tedrico e tecnoldgico, pode-se observar que os
métodos para andlise de engenharia, bem como os de otimiza¢fio, em geral, t€m sido pouco
adotados por projetistas e engenheiros no ambiente industrial. Na industria, de um modo geral,
ainda pode-se encontrar a pratica de métodos tradicionais, realizando os projetos através da
“tentativa € erro”. Somente poucas indistrias, tais como, aeronautica, aeroespacial, naval,
nuclear, de petroleo, pode-se encontrar ferramentas computacionais com métodos matematicos
sendo usados de maneira mais efetiva no ambiente de projeto, preocupando-se em fazer certo na
primeira vez, aplicando os métodos que permitam conceber um produto ou um componente
otimizado e seguro. No contexto industrial observa-se uma série de fluxos que tragam o perfil de
uma area de projeto, como também pode-se verificar a utilizagdo das varias ferramentas de
apoio, que auxiliam os projetistas e engenheiros no cumprimento dos objetivos. Dentre o0s varios
métodos e ferramentas destacam-se os métodos de anélise de engenharia, como o método de
elementos finitos (CAE) e os programas geométricos que permitem o modelamento eletronico
(CAD). Porém, as tecnologias funcionam de modo disperso com muito pouca integracdo,

favorecendo para um maior tempo de projeto.

No processo de anélise de engenharia é muito importante ter um procedimento adequado
e estruturado integrando as ferramentas disponiveis, além, € claro, da flexibilidade. Quanto aos
‘sistemas CAE/CAD/CAM, disponiveis no mercado, a integragio € o uso ja estdo bem
sedimentados e dominados em algumas indistrias. No entanto, quando se fala de CAE, o
processo de otimizagdo estrutural, € ainda um tanto rudimentar na sua forma de fazer por parte
da industria, e inflexivel por parte dos desenvolvedores e vendedores de programas. O processo
rudimentar, se deve ao uso do conhecido método da “tentativa e erro”. Este pode ser explicado
pela dificuldade da formulagdo do problema de otimizag@o, isto €, o projetista ou o engenheiro
deve ser capaz de formular o problema de otimizagdo. O projetista necessita conhecer
fisicamente o problema, e ser capaz de traduzir para uma linguagem matematica, de modo a
definir uma fungdo objetivo, identificar as restricdes, € o mais importante, definir as variaveis
com as quais ira trabalhar, bem como os seus limites. O procedimento para um sistema de
otimizagdo estrutural deve conter facilidades genéricas e flexiveis para a defini¢io do problema a

ser estudado, de modo a cobrir as defini¢gdes possiveis, como também, estar disponivel para



Capitulo 1 — Introdug&on ' 3

integracdo com os diversos programas comerciais de elementos finitos. Se tais facilidades nfo se
apresentam, os projetistas da indastria ndo usardo um procedimehto para otimizagdo nos seus
critérios de projeto, ja que, muitos destes foram estabelecidos por muitos anos de prética.
Portanto, se projetistas na industria ndo podem definir seus critérios usuais, eles se absterdo do
uso do procedimento de otimizagdo, em funcdo da mudanga dos seus ja tdo bem testados
critérios praticos. A inflexibilidade se deve ao fato de que os métodos de otimizagdo que estdo
incorporados & programas comerciais, sdo fechados, verdadeirés caixas pretas, € que ndo
permitem aos usuérios maior familiaridade com os critérios e recursos para otimizagiio. Dentre
as varias opgOes envolvidas na analise de engenharia, € muito importante ter um procedimento
estruturado e adequado as diversas condi¢Ges de projeto encontradas nas diferentes industrias.
Para que um procedimento de otimizagio tenha uma integragéo flexivel e de baixo custo, é muito
importante o aproveitamento dos recursos CAE e CAD ja disponiveis no ambiente de projeto,
pois todo o conhecimento adquirido em determinados programas comerciais, o alto custo
despendido para implementagdo destes programas sdo fatores importantes e ndo podem ser
descartados, uma vez que o custo seria muito alto, e com certeza, estaria provocando um

problema bastante sério numa organizagao.

1.1 Apresentacdo do Trabalho

A presente dissertagdo tem como objetivo desenvolver, implementar e integrar um
método matematico de otimizagdo com um programa comercial de elementos finitos disponivel,
de modo que o procedimento aplicado ao processo de otimizagdo no ambiente de projeto, seja
flexivel e de baixo custo. Obviamente, este procedimento engloba tanto um programa comercial,

como também rotinas especificas desenvolvidas para manipulagdo de arquivos e dados, além de

métodos matematicos para otimizag@o, viabilizando o procedimento no ambiente de projeto.

Atualmente, pode-se encontrar no mercado uma série de programas de elementos finitos
genéricos, que muitas vezes possuem em seu corpo uma parte direcionada & solugdo de
problemas de otimizagdo. No entanto, o otimizador somente funciona dentro destes programas.

Quanto a flexibilidade, se quer dizer que o procedimento pode integrar-se & varios programas
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comerciais, se estes permitirem, como também pode permitir a formulagdo de uma clésse bem
maior de problemas do que a disponivel em um programa comercial, que normalmente sdo como
uma caixa preta. O baixo custo esta associado a disponibilidade, por exemplo, na “interner”, de
se obter algoritmos de programagdo ndo linear gratuitos, inclusive com codigos fontes. Outro
aspectE) quanto ao custo & que este procedimento permite aproveitar o programa comercial

existente ou ainda o investimento pode ser reduzido a um médulo mais simples para anélise por
“elementos finitos. O programa ANSYS, por exemplo, pode ser adquirido em moédulos, em vez do

programa completo.

Para proceder o célculo dos gradientes das fungGes objetivo e das restri¢des, fez-se uso do
método das diferencas finitas, por ser um método simples e de facil implementagdo. Apesar de
que em fungio do niimero de variaveis de projeto, o tempo de solugio fica prejudicado, o
método é uma boa alternativa para o caso onde ndo se tem o conhecimento dos detalhes do
programa comercial. Com relagdo ao método utilizado para otimizagdo foi selecionado o Método

do Lagrangeano Aumentado, por sua eficiéncia e robustez.

A seguir faz-se uma descri¢io genérica dos varios capitulos que formam o contetido desta

dissertagio.

0 capitulo 1 apresenta uma introdugdo genérica e conceitual do procedimento para
otimizagio, sua importincia no projeto .estrutufal, bem como, um panorama do ambiente de
projeto dentro das industrias, e os meios utilizados para efetuar uma otimizagdo e seus recursos.
Também sdo apresentadas algumas das literaturas utilizadas como referéncia para o estudo e
compreensdo dos conceitos, desenvolvimento e implementagdo do procedimento para otimizago |

aqui apresentado.

No capitulo 2 ¢é feita uma revisdo dos conceitos basicos de otimizag@o, com a citagdo de
algumas definicGes de autores sobre o que significa otimizagéo,'variéveis de projeto, modelo
parametrizado, restrigdes, € outros itens necessarios ao entendimento do trabalho. Também neste
capitulo, sdo abordados alguns. conceitos matematicos de otimizagdo importantes para o
‘desenvolvimento deste trabalho, tais como, os métodos mais utilizados para otimizagio sem e

com restri¢ao.
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Jé no capitulo 3 sdo abordados, de forma genérica, alguns dos métodos de andlise de
sensibilidade mais comuns, e de forma mais especifica, o método de diferengas finitas para o
célculo dos gradientes das fungdes objetivo e restrigio. Além disso, também ¢ apresentado um |
resumo dos aspectos conceituais de elementos finitos para elasticidade tridimensional, para

melhor entendimento dos conceitos abordados neste capitulo.

O capitulo 4 destina-se a defini¢do e descri¢do do procedimento de otimizagdo proposto,
abordando os aspectos pbsitivos e negativos do procedimento. S3o apresentados também, a
forma de organizar o procedimento, os aspectos funcionais e também a forma de implementagio

do algoritmo.

Em seguida, no capitulo 5 sd3o apresentados exemplos que permitem a validagdo do

procedimento proposto e também um exemplo pratico da industria.

Por fim, no capitulo 6 o presente trab_alho ¢ concluido, sendo discutido a viabilidade do

" procedimento e também sugestdes para melhoria e extensio para trabalhos futuros.

1.2 Revisdo Bibliogrdfica

A atividade de pesquisa no campo da otimizag@o estrutural e analise de sensibilidade tem
gerado uma infinidade de livros e artigos, dos quais alguns sdo apresentados como referéncias

utilizadas nesse trabalho.

Vanderplaats [1984] com o livro “Numerical Optimization [echniques for Engiﬁeering'
Design with Applications”, aborda de maneira pratica os aspectos teodricos e basicos de
algoritmos numéricos para otimizacdo. Inicialmente € feita uma abordagem basica sobre 0s
conceitos de otimizagdio e a identificagdo das caracteristicas de problemas de otimizagdo com
restrigdo e sem restricio com aspectos matematicos gerais. Estas caracteristicas e aspectos sdo
aglutinados para iniciar o desenvolvimento de técnicas numéricas necessarias para uma eficiente
‘capabilidade de projeto estrutural. SZo discutidos técnicas para problemas de minimizagio de

fungdes de uma variavel e multivariavel sem restrigdo, pois sdo os mais simples e formam a base
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‘do conhecimento para o estudo de métodos numéricos para otimizagdo. A partir de entdo, sdo
discutidas técnicas numéricas mais complexas para problemas de otimizagio com restrigio e
multivariavel, como o método simplex, técnicas de  programagdo linear para solugio de
problemas de minimiza¢do com restricdo ndo lineares. Qutra técnica que estd bem detalhada
nesta bibliografia é a técnica para solu¢do de problemas com restrigdo pela conversio a um
problema sem restri¢io, isto e’,‘ para uma seqiiéncia de problemas sem restricdo, através do uso da
técnica da penalidade, onde é destacado o Método do Lagrangeano Aumentado. Este livro
incluiu programagdo linear seqiiencial, o Método das Dire¢Ses Possiveis e método do Gradiente
conjugado como também aborda de modo introdutdrio, o conceito de dualidade que oferece uma

outra dimens3o a otimizagio estrutural.

Haftka e Kamat [1985] publicaram o livro “Elements of Structural Optimization”. Do
mesmo modo que a referéncia anterior; esta também procura familiarizar o publico alvo, com as
técnicas de programagdo matematica gerais. E apresentado um minucioso levantamento de
algoritmos para técnicas de otimizagio com restricio e sem restrigio, incluindo gradiente
reduzido, e técnicas dos multiplicadores de Lagrange (“Multiplier Techniques™). Haftka, também
- apresenta uma descri¢do da interface que o projetista estrutural tem que criar entre a analise

estrutural e os programas de otimizagao.

Arora [1989] langa o livro classico de otimizagdo “Introduction to Optimum Design”. A
referéncia faz uma introdug¢do do processo de otimizagdo, abordando conceitos matematicos
genéricos sem se deter ‘em provar matematicamente teoremas acerca dos critérios de otimiza¢3o.
'Arora faz uma revisdo ’dos conceitos basicos do calculo vetorial, como gradiente de fungdes,
matriz hessiana, expansdo em séries de Taylor, minimo global e minimo local de uma funcio.
Também sdo definidos e ilustrados as condigdes necessaria e suficiente para minimo local de
uma fungdo de varias variaveis. As condi¢Bes necessarias de Kuhn-Tucker para um problema
genérico com restrigdo sdo também discutidas e ilustradas com varios exemplos. Esta referéncia
aborda também os varios métodos para solu¢do de problemas, como simplex, e algoritmos como
“Steepest Descent”, Gradiente Conjugado, método de Newton e Newton Modificado sdo também

discutidos para determinagio do vetor direcio descida.

Rao [1996] com o livro “Engineering Optimization - Theory and Practice”, tem

incorporado novos conceitos para a otimizag¢dio, principalmente no que se refere ao uso de
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técnicas de programagio ndo linear. Existe uma variedade de aplicagbes de engenharia para as
quais outros métodos de otimizagdo, tais como técnicas de programagdo linear, geométrica,
~dindmica, inteira, e estocastica, sio mais adequadas. Este livro apresenta a teoria e apliéacées de
todas as técnicas de otimizagio de uma maneira compreensivel e didatica. Algumas técnicas
apresentadas foram desenvolvidas recenféménte, tais como algoritmos genéticos, “Simulated
Annealing”, métodos baseados em redes neurais, logica “ﬁlzzy”; e sdo também discutidos neste

livro.

Também foram pesquisados os varios métodos matematicos para otimizagio nos livros
escritos por Bazaraa e Shetty [1993], Bertsekas [1982], Luemberger [1982]. Todos os livros
citados permitiram a absor¢io do conhecimento necessirio para o desenvolvimento deste
trabalho, além da contribui¢do no processo de obtengdo de um método de otimizagéo flexivel, e
eficiente. Além destes livros, também foram alvo de estudo alguns artigos que abrangem com
foco mais especifico o escopo desse trabalho. Entre estes sdo descritos a seguir os mais

importantes. . .

Chen e Ho [1993] descreveram uma forma de integrar programéé comerciais de
elementos finitos com programas de otimizagdo. Esta abordagem usa um me’fodo analitico para
analise de sensibilidade. A analise de sensibilidade do projeto requer somente a solugdo do |
problema original com nova imposi¢dio de carregamento, consistindo de tensBes iniciais ou
deformagdo inicial. A vantagem desta abordagem ¢é que ela pode ser implementada num
programa comercial de elementos finitos sem conhecimento prévio dos detalhes do programa ou
acesso aos seus codigos de origem. Para este artigo foi utilizado o programa MSC/Nastran, cémo

programa comercial.

Mahmoud, Engl e Holzleitner [1994] descreveram uma metodologia para otimizagéo
estrutural usando um programa comercial de elementos finitos (MSC/Nastran) para analise
estrutural, um método Quase Analitico para analise de sensibilidade, e programag@o sequencial

quadrética com um ativo grupo de estratégias para otimizagio.

Kikuchi e Horimatsu [1994] -apresentaram um procedimento escrito em UNIX C-shell
que envolve a integragio de programas externos, podendo resolver problemas de otimizagdo que

envolvem otimiza¢do dimensional ¢ de forma de uma estrutura. Destaca-se aqui a grande
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flexibilidade na escolha de andlise e codigo de otimizagdo, enquanto as tecnologias comerciais -
~ de otimizagdo disponiveis s3o sistemas muito sofisticados, e restritos a determinadas classes de
problemas. O ponto chave desta filosofia é a capacidade de geracdo de malha automatica na

analise do modelo, pelo uso de pré-processadores, como PATRAN ou outros.

Han e Wang [1993] apresentaram um estudo de projeto 6timo de painéis com um furo
circular e eliptico. O objetivo € encontrar a melthor posi¢do do furo, tamanho e orienta¢do assim
como minimizar a maxima deformagdo taﬁgencial ao longo da circunferéncia do furo. O
problema ¢ tratado como um problema de otimizagdo de forma e o método para parametrizagdo -
do contorno do furo € desenvolvido de maneira & manter a forma requerida do furo. O problema
de otimizagdo neste artigo, € resolvido iterativamente usando elementos finitos com método p-
adaptativo e programagéo linear. Como resultado, o artigo mostra exemplos numéricos que
indicam substancial redugdo na deformagdo tangencial maxima pelo ajuste do tamanho,

localizag@o e orientagio de um furo circular e eliptico.

Arora e Haug [1979] mostraram umé abordagem classica dos conceitos de analise’ de
sensibilidade citando trés fundamentais abordagens para a andlise de sensibilidade de projeto.
Eles sdo o “Virtual Load Method’, o “State Space Method’ e o “Design Space Method’. Uma
analise destes trés métodos indica que o “State Space Method” e o “Design Space Method” sio
* mais gerais do que o “Virtual Load Method”, mas qua,lquer um destes procedimentos pode ser
aplicado e incorporado dentro de um critério de 6timo ou um método de programagao

matematica para otimizagdo estrutural.

Lund. [1994] em sua tese de doutorado, desenvolveu, implementou e integrou métodos
para analise estrutural, analise de sensibilidade e otimizagfio, dentro de ambiente genérico para
um processo iterativo de projeto estrutural, analise de projeto, analise de sensibilidade e

otimizagfo. Nesta tese Lund desenvolveu toda a biblioteca de elementos finitos para solugio de
problemas lineares, isto €, analise estatica, freqiéncia natural, anélise térmica em regime
permanente, termo-eldstico, auto-valores e auto-vetores e flambagem. Para anélise de
sensibilidade, o0 método usado possui uma abordagem direta, € o método semi-analitico, onde a
derivada de varias matrizes de elementos e vetores € baseada na diferenciagio numérica exata.
Um métodd genérico e flexivel de formulagio de problemas de programag¢do matematica foi

desenvolvido. A formulagdo matematica foi baseada sobre a formulagio exata e a
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implementagdo envolveu um método capaz de interpretar e executar a diferenciagio da fungio
definida pelo usuéario. As condi¢Bes necessarias de oOtimo foram discutidas e algoritmos
numéricos iterativos foram desenvolvidos e usados para a solugdo de problemas de projeto

estrutural.



Capitulo 2
Otimizaciio |

2.1 Introducdo

E importante no estudo sobre otimizagdo verificar alguns conceitos relativo a este termo. Em
otimizagdo verifica-se que o problema esté sempre concentrado na minimizagdo ou maximizagio
‘de uma fungdo, a qual pode possuir restricGes sobre as variaveis que a formam, Afora [1989].
Segundo Rao [1996] o conceito do termo otimiza¢do € mais abrangente e ¢ descrito como o ato
de obter-se o melhor resultado sob determinadas circunstancias. Em qualquer projeto,
construgdo, ou manuten¢do de qualquer sistema de engenharia, engenheiros t€m que tomar
decisdes tecnologicas e gerenciais em varios estagios do projeto, e o objetivo de todas as
decisdes ¢ minimizar o esfor¢o requerido ou maximizar o beneficio desejado. Portanto, o esfor¢o
requerido ou beneficio desejado em qualquer situagdo pratica pode ser expresso como uma
fungdo de certas variaveis que definem o modelo. Assim, otimizagdo pode ser definida como um
processo para encontrar as condigdes que da 0 maximo ou minimo valor de uma funcdo. A fim
. de tornar mais claro estes conceitos, ¢ ilustrado graficamente na figura 2.1, a diferenga entre
maximo e minimo de ufna fungdo. Entdo, se um ponto x* corresponde ao valor minimo da
fungdo f{x), o mesmo ponto também corresponde ao maximo valor da fungfio negativa —f{(x).
Entdo sem perda de generalidade, pode-se dizer que otimizagdo € a minimizagdo de uma fungio,

desde que a maximizagio deva ser encontrada pelo minimo do negativo desta mesma fung@o.

Quanto ao aspecto matematico que envolve a formulagdo dos problemas de otimizag@o,
este estd fundamentado nas teorias do célculo. Uma ferramenta importante do calculo ¢ a

- aplicagdo da derivada para solug@o dos chamados problemas de extremo de uma funggo.
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Figura 2.1 — Func¢io unimodal

A aplicagio dos conceitos fundamentais do calculo em teoria de otimizagio pode permitir
determinar varios fatores da engenharia, como por exemplo, qual a forma que deve ter um avidio
para que a resisténcia oferecida pelo ar seja a minima? Qual a forma que deve ter um dique para
que tenha a maxima resisténcia? Qual a fofma que um reservatorio deve ter para obter 0 maximo
do volume. com o minimo material? Qual o nimero de determinado produto que uma fabrica
deve produzir por dia para obter o maximo lucro? Estas e muitas outras questdes do cotidiano
sio de suma importincia para a modelagem matematica destes problemas de otimizagdo, e

permitem resolver grande‘ parte das incégnitas' no ambiente de projeto de engenharia.

2.2 Formulacgdo do Problema de Otimizacdo

A formulagio de um problema de otimizagdo envolve a tradugdo de um problema fisico
para uma problema matematico bem definido. Esta formulagdo depende da definiio de um
grupo de pardmetros, aos quais sdo atribuidos valores descrevendo um modelo. Alguns destes
pardmetros s3o selecionados para serem manipulados (variaveis de projeto), de modo a satisfazer
os requisitos do problema. A medida que, as variaveis de projeto tenham valores que satisfagam
as restrigdes, pode-se entdo dizer que este projeto ou que estas variaveis peftencem a um
dominio factivel. Caso contrario, diz-se que as variaveis de projeto pertencem a um dominio

inviavel.
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O problema de otimizagdo também requer um critério para avaliar a eficiéncia de cada
sistema. Este critério é aplicado a uma fungiio (fungio objetivo) que depende das variaveis de
projeto. Na evolug?lo' desta fungdo, as variaveis de projeto devem respeitar limites, como dito
anteriormente, pela imposicdo das condi¢Ges de restricdo. Estes limites sdo provenientes das
condi¢des exigidas pelo projeto, como por exemplo, normas técnicas, funcionalidade,

manufaturabilidade, critério de resisténcia de materiais, etc.

A chamada otimizagio estrutural identifica o tipo de problema de projeto onde o grupo de
parametros ¢ subdividido em pré-fixados e varaveis de projeto. O prdblema consiste em
determinar os valores 6timos das variaveis de projeto, tal que elaé maximizem ou minimizem
uma funcdo especifica chamada de fungdio objetivo ou fungdo custo, enquanto satisfazem o
- grupo de requisitos geométricos, chamado de restrigdes laterais e ou comportamental (fisico),

chamados de restrigSes de estado, que sio especificados a priori para o projeto.

Resumidamente, pode-se descrever o processo de formulagio de um problema de
otimizagdo em trés etapas. A primeira etapa € a identifica¢do das variaveis de projeto a partir do
“ conjunto de pardmetros que definem a estrutura ou o componente. Esta fase ¢ considerada a mais
vital para a formulég:ﬁo do problema. Uma vez descritas as variaveis de projeto que definem o
sistema, a etapa seguinte € a identificacdo da fungdo objetivo, a qual avaliara o desempenho do
projeto em relagdo aos pardmetros seleéionados como variaveis de projeto. A ultima etapa na
formulagdo ¢ a identificagio e o desenvolvimento de expressGes matematicas responsaveis pela
imposi?;ﬁo das restrigdes ao projeto da estrutura ou componente, que também dependem das
variaveis de projeto. Matematicamente, a formulagdo de um problema de otimiza¢fio consiste na
definicio de um conjunto de equagSes ndo lineares, e genericamente, pode-se representar o

problema da seguinte forma:

minimizar: f(x) ' , (2.1)
sujeito a:
g&;(x)<0; j=1,...,m; restricdo de desigualdade (2.2)

h,(x)=0; p=1W...,1; restricdo de igualdade . (2.3)
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x! <x,<x}; i=1,...,n; restricio lateral ‘ (2_4)
X,
x2 L 4 . . "
- x =4, "} vetor variaveis de projeto 2.5)
xn
onde,

[, é o niimero total de restrigdes de igualdade,

m, é o namero total de restrigées de desigualdade;
n, é o nGmero tétal de variaveis de projeto;

x?, € o limite inferior;

u
io

x;, ¢ o limite superior.

A fungdo objetivo dada pela equagdo (2.1), bem como as fung¢des restrigdes definidas
pelas equagdes (2.2) e (2.3) podem ser fungdes lineares ou ndo lineares e explicitas ou implicitas
em x. As relagdes implicitas podem ser solucionadas por algum método analitico ou numérico. E
importante salientar que, exceto para classes especiais de algoritmos de otimizagdo, as fungdes

devem ser continuas e diferenciaveis em x.

A equagio (2.5) define' o vetor de variaveis de projeto e a equagdo (2.4), os limites
laterais para as variaveis de projeto. Embora estas restrigdes laterais possam ser incluidas nas
restrigdes de desigualdade, é conveniente trati-las separadamente. As restrigdes (2.2), (2.3) e
(2.4) dividem o dominio do projeto em duas partes, o dominio viavel, onde as restrigdes sdo
satisfeitas € o dominio inviavel, onde pelo menos uma das restri¢des é violada. O problema

declarado €é chamado de problema de otimizagdo com restri¢o.
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2.3 Processo Iterativo Genérico para Otimizagcdo

Os algoritmos de otimizagdo sdo entendidos como processos iterativos utilizados na
solugdo de problemas lineares e ndo lineares. Estes processos requerem uma estimativa inicial X,
das variaveis de projeto. Iniciando deste ponto, € através de um processo iterativo com pequenos
incrementos que um novo conjunto ou configuragdo é obtido para melhorar o valor dabfungio
objetivo f{x), isto é, minimizando esta fung@o, obedecendo as restrigdes impostas. A forma mais
comum que representa o processo iterativo € dada por:
xF = xF 4 AxF k=012.. i=1l...,n

T (2.6)

onde x representa as variaveis de projeto, k representa o nimero de iteragSes, i € o nimero da

variavel de projeto, Ax representa uma variagdo na variavel de projeto. Pode-se definir Ax, como
Ax*=a,d*; a,>0 (2.7)

tal que, o € um escalar positivo que define o passo, isto €, a distdncia que se move na dire¢do d

que ¢ a diregHo de descida considerada. Portanto, substituindo (2.7) em (2.6) obtém-se

X =x*+a,d* | | (2.8)
Neste sentido, o processo de solugdo da equagdo (2.8), compreende dois A‘subproblemas, o
primeiro subproblema consiste na determinagdo da direg¢do de descida (busca) d", e o segundo a
determina¢do do comprimento ¢ na dire¢do de descida, que minimiza a fung¢io objetivo f(x).
Observa-se que existem muitos procedimentos para o célculo de a; e do vetor diregdo de busca
4. Um importante aspecto, é que num problema rn-dimensional, onde a dirego de descida é

conhecida, o problema torna-se um problema de busca em linha cuja variavel é « .

O processo iterativo requer o calculo de uma diregdo de descida em x*, e a solugdo do
problema de busca em linha, sendo entfio determinado o ponto 6timo ¥ Mas, caso ¥**! ndo
atenda como ponto de minimo, isto €, ndo satisfaga as condigdes de otimalidade, pode-se ter a

possibilidade no processo iterativo de obter-se um outro ponto ¥**%, de modo a ter um valor
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menor para a fungdo objetivo do que o encontrado com ¥** . Como resultado da busca

unidimensional tem-se:

Fx*) < f(x") (2.9)
substituindo o tenno ¥*! da equagdo (2.8) em (2.9) obtém-se

FOF +a,d*)< f(x*) | o B | (2.10)
expandindo o lado esquerdo da expressdo linearmente em série de Taylor chega-se a:

FF)+a, (V(x*) -d*) < f(x"). (2.11)
Logo, d" é direcdo de descida e satisfaz a inequagio:

(VF(x*).d*)<0 e a, >0 o (2.12)
- Este produto interno € a expressdo que represen’pa a condigdo para a diregdo de descida.‘

Assumindo & como sendo uma dire¢io de descida conhecida, encontrar o passo o
envolve a solugio de um subproblema para minimizar f(x* +oa,d*) que € um problema de

busca unidimensional com relagdo a variavel a. Entdo
flo,)= f(x*+a,d") (2.13)

onde, f(a,) é a nova fungdio com @ como variavel independente. Note que se o = 0, entdo
f(0)= f(x*), que é a propria fungio objetivo. A minimizagdo deve ser sobre todos reais o
ndo negativos ou todos a, isto é, ax > 0, tais que, X + o .d°, éviavel. Se & é a diregio de

descida tem-se:
FGFNY = fa,) < f(0) = f(x*) (2.14)

logo
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f*)=min fo,) | 1 (2.15)

Determinar. diregdo descida

d' = d'(f(x),VAx))

£ !

Determinar. o passo a

'

Determinar o novo valor da
k=k+1 variavel de projeto

xk+1=xk+akak

Verifica
Convergéncia

Figura 2.2 — Fluxograma para processo genérico de otimizagio.

Para o caso de fungdes simples pode-se calcular analiticamente o , aplicando as

.~ ;e . . . - *
condi¢des necessaria e suficiente de otimalidade, entdo para ap=a tem-se
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_ df;z J 0 ; condicdo necessdria @ 16)
, |
-‘{_{;_O(:—:Ll >0 5 condigdo  suficiente (2.17)

logo, diferenciando f(o.,) da equagio (2.13) obtém-se

df (0)

S = Vf(a)-d* (2.18)

a

cdnseqiientemente, a condi¢@o necessaria para um valor 6timo de oy implica em
Vf(@)-d*=0 & Vf|. L d ' (2.19)

Entdo dada a dire¢@io de descida, a determinagdo de o, requer a solugdio, em geral, da equagdo

ndo linear
Vi(a)-d“=0 (2.20)
satisfazendo as condigGes de otimalidade

Estes aspectos caracterizam o método chamado método de busca unidimensional. Dentre
as varias consideragdes no processo de otimizagio, sem divida um dos mais importantes éo
critério de parada do processo iterativo. A busca ¢ terminada quando nenhum progresso a mais
pode ser feito para melhorar a condigdo de minimo da fungfo objetivo sem que seja violada
algumas das restricdes impostas. Em geral os processos verificam a condigdo de 6timo, que deve
ser satisfeita no ponto de minimo, sdo as condi¢des de Kuhn Tucker. Pode-se salientar que nos
métodos numéricos iterativos o critério de parada para o processo depende da precisdo que se
‘deseja. A influéncia do critério esta na eficiéncia e confiabilidade do método utilizado. O

processo iterativo € ilustrado na figura 2.2.
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2.4 Meétodos Numeéricos

O processo de otimizagdo aplicado & engenharia é, normalmente, formado por fung¢Ges
ndo lineares ou lineares, que expressam matematicamente o problema fisico. Estas fun¢Ges sdo: a
fungdio objetivo e as restriges. Tradicionalmente, estes problemas fisicos, quando simples, sdo
muitas vezes resolvidos através de métodos analiticos e graficos. Entretanto, como os projetos
tornam-se cada vez mais complexos, a exigéncia de recursos computacionais para a solugdo de
pfoblemas numéricos é inevitavel. Pode-se enumerar algumas razdes que tornam os métodos
analiticos improéprios. Uma das razdes é o grande niimero de variaveis de projeto e fungdes de
- restrigdes, onde as fungbes sdo em geral ndo lineares, tornando impraticavel o uso de métodos
analiticos péra solugdo dos problemas de otimizagdo. Segundo Vanderplaats [1984], pode-se
enumerar algumas vantagens de uma abordagem numérica € programagiio matematica de

otimiza¢ado ndo linear:

*.Redug:ﬁo do tempo, com a utiliza¢do de algoritmos numéricos apropriados;
* Procediménto de otimizag@o l6gico e sistémico;

* Capacidade de se .considerar um grande niimero de variaveis de projeto;,

* Nio se baseia na intui¢do e experiéncia de pessoas.

Apesar das inQimeras vantagens, encontram-se presente algumas limitagdes nos métodos

numéricos:

* Tempo computacional aumenta com o aumento de varidveis de projeto, neste caso pode-se

produzir um mal condicionamento do problema;

* Raramente se garante um 6timo global. Portanto, pode ser necessario reiniciar 0 processo para
diferentes pontos, de modo a ter razoavel seguranca quanto ao resultado obtido como minimo
global;
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* Muitos algoritmos tém dificuldade em lidar com fung¢Ges descontinuas. Também problemas
altamente ndo lineares podem convergir muito lentamente ou mesmo ndo convergir. Isto requer

um cuidado particular na formula¢&o do programa;

* Devido a alguns programas de analise ndo possuirem um processo automatico de otimizagio, a

adaptacdo dos programas requer uma reprogramagio;

* Se o problema ndo for corretamente definido, os resultados podem ser enganosos. Portanto, os

resultados devem ser verificados cuidadosamente.

Devido a estas razdes muitos métodos numéricos para otimizag:io ndo linear foram
desenvolvidos. Detalhes e teorias sobre alguns dos métodos utilizados neste trabalho sdo
apresentados adiante. O método utilizado para resolugido dos problemas descrito neste trabalho ¢
o Método do Lagrangeano Aumentado, no qual a solugdo € obtida através da resolugdo de uma
seqiéncia de problemas sem restricio. Como s@o necessarios alguns procedimentos de
calibragem do algoritmo, é importante o entendimento dos conceitos que sdo usados nos’
algoritmos, ndo somente para otimizagdo com .restrig:e"lo, mas também para alguns algoritmos

para otimizagio sem restrigio.

2.4.1 Problemas Sem Restri¢do

Os métodos para resolver problemas sem restricdo sdo também muito aplicados em
problemas de engenharia. As técnicas a serem apresentadas podem também ser usadas na
solugdo de sistemas lineares e ndo lineares. E o emprego destas técnicas para a solugdo de
problemas de otimizagio sem restricdo sdo também de grande importdncia para métodos
indiretos, como Método de Penalidade e Método do Lagrangeano Aumentado para problemas

com restri¢io.

Como se sabe, os problemas de otimizagdo podem ser altamente ndo lineares, sendo
muito dificil sua solugdo direta por métodos analiticos tradicionais. Sendo assim, muitos
métodos numéricos tém sido desenvolvidos para a solu¢io dessas equagdes. Estes métodos

_baseiam-se em procedimentos numéricos de busca, que funcionam de forma iterativa.
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O estudo de problemas sem restricdo € dividido em duas partes, que sdo a minimizagao
de fungdes de uma variavel e minimizagio de fungdes de varias varidveis. Grande parte dos
métodos numéricos aplicados em otimizagdo baseia-se no conceito de busca unidimensional,
conforme ja mostrado anteriormente. Os processos iterativos de otimizagio sdo separados em
duas partes: a determinacdo da direcdo de descida d* e a determinagio do incremento de descida
a. A seguir sdo apresentados uma série de métodos para determinagio de o, considerando uma
direcdo de descida conhecida. Em um processo completd, primeiramente deve-se determinar a
diregio de busca ou descida, mas estes serio abordados mais adiante. Para determinagdo do
passo q, isto é, determinagio do passo 6timo, € destacado neste trabalho o Método de “Golden
Section Search”, Interpolacao Quadrética, “Quadratic Golden Section”. Quanto aos métodos
- para a determinagdo da direcdo de descida ou de busca sdo verificados o “Steepest Descent
Method” e também os métodos de segunda ordem, tais como o Método de Newrton e Quase

Newton..

2.4.1.1 Problemas de Minimizacdo 1-D

I Método “Golden Section Search”

Para muitos problemas uma fungdo f(o) pode ndo ser muitas vezes simples de resolver

analiticamente, sendo necessario um método numérico para encontrar a, tal que,
f(a’)=min f(a) | | @2.21)

Muitos métodos de busca unidimensional necessitam que a fungfo seja unimodal no
intervalo desejado. O Método “Golden Section Search” usado para minimizagdo unidimensional
¢ considerado uma das técnicas mais populares. Primeiramente, a fun¢do deve ser unimodal,
porém ndo necessita ser diferenciavel. Em segundo lugar, em relagdo a outras técnicas nesta, a
taxa de convergéncia é conhecida. E por tltimo, € qué o Método “Golden Section Search” ¢é
facilmente programavel. Os processos iterativos de busca unidimensional sdo na maioria técnicas

baseadas na comparagio dos valores das fungdes nos varios pontos ao longo da diregdo de busca.

Para o caso de uma fungdo genérica, determina-se um intervalo de incerteza, no qual a

fungio f(a) tem um minimo. O Método “Golden Section Search” inicia a partir do
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estabelecimento de limites inferior e superior sobre a variavel independente . Numericamente,
o que determina-se é o intervalo dentro do qual @ minimiza f(a). O intervalo (@ , @) é

chamado intervalo de incerteza(/), definido como
I=a,-a,, - (2.22)

tal que,
o e(a,a,) o (2.23)

Basicamente, a técnica € dividida em duas partes: Primeiramente, é estabelecido um intervalo de

| incerteza inicial (¢ , @), onde a fung¢@o ¢ calculada em cada um dos extremos, obtendo os
valores de f (a,) e f(a,). Numa segunda fase, sio selecionados pontos intermediarios

(a1,), tal que, (a1 < ), € novamente a fungio é calculada nestes pontos obtendo f(a,) e

fles).

f(@)
- A

f,)

f@)
CN
fa@)
fley)

:
23 1727 @3 &y 174

Figura 2.3 — Funcio unimodal - reducfio do intervalo de incerteza

Como foi assumido que a fung¢do ¢ unimodal no intervalo desejado, segue que «; e a,, formardo

o novo intervalo para o minimo. Neste caso f(ot,) € maior do que f(a,), entdo a; forma um
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novo limite inferior, e agora tem-se um novo intervalo que € (a1, ). Do mesmo modo se f(a,)
for maior do que f(a,), fica claro que (e, a2) € um novo intervalo. Uma vez identificado o

novo intervalo, pode-se entdo selecionar um ponto adicional o, €(a,,a,), onde a fungdo &

novamente avaliada, obtendo f(o,). Comparando f(a,) e f(a,), pode-se ver que f(a;) é
maior do que f(a,), entdo a3 substitui a,, como limite superior, € o intervalo fica (ai,as3).

Entdo através do processo iterativo, o intervalo de incerteza ¢ refinado, estabelecendo intervalos
menores, eliminando as regides que ndo contém o minimo até encontrar o valor minimo da
fung¢do de acordo com a tolerdncia estabelecida. Graficamente, a figura 2.3 mostra, conforme a
situagdo explicada, como o Método “Golden Section Search” funciona. O algoritmo oferecido
por: Press et al [1992] fornece uma maneira rapida e eficiente de obter-se os intervalos para’

reduzir os limites de modo & encontrar o minimo o mais rapido possivel.
II. Método da Interpolag@o Quadratica

O método de interpolagido quadratica requer pouca avaliagdo da fungdo objetivo, além de

ndo necessitar o célculo da derivada. A técnica de interpolagdo quadratica permite por meio do
intervalo de incerteza aproximar a fungdo objetivo f(ct) por uma curva quadrética, a partir da

determinagio da fungdio objetivo em trés pontos distintos. Desta maneira pode-se determinar os

coeficientes de um polinémio quadratico definido por:
2 . .
g(a)=a,+> a0’ , (2.24)
i=1 .

ao, @, - representam os coeficientes da fungdo polinomial a serem determinados.

Necessariamente, deve-se assumir um intervalo cuja fungdo f(a) tem as caracteristicas

de fungdes unimodais, que sdo bem comportadas e que o intervalo de incerteza inicial (@)

seja conhecido. Seja @; um ponto intermediario qualquer dentro do intervalo de incerteza e
f(a)), f(a)), f(a .) os valores das fungdes nos respectivos pontos, entdo ¢g(c) tem o0 mesmo

valor que a f(a) nos pontos a;, ¢; € a,, de onde obtém-se o sistema de equagdes como segue
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q(al)=a0+alal+a2a:=i(al) v _
g(a,)=a, +aq; +aa; = f(a;) | (2.25)

_ 1 7
q(a,)=a,+a0, +a0, = f(a,)
resolvendo este sistema de equagdes lineares simultaneamente, obtém-se ay, a;, a..

O valor minimo para a fungdo quadratica g(a) na equagdo (2.24) € encontrado no ponto
o, calculado pelas condi¢des necessaria e suficiente, de onde se obtém
o1 , d’q(a’)

se
2-a, ’ da’

=2a,>0 (2.26)

III. Método “Quadratic Golden Section”

Proposto por Yu et al [1991], o Método “Quadratic Golden Section” € uma combinagdo
de trés métodos que sdo o Método da Interpolagdo Quadréticd, o Método “Golden Section
Search” e um algoritmo de procura lateral. O resultado desta. combina¢do € um algoritmo
eficiente e bastante confidvel. Este novo algoritmo aproveita o melhor de cada método descrito
anteriormente, podendo a resolugdo ser dividida em duas fases. Primeiramente, através do
Método de Interpolagdo Quadratica, o intervalo de incerteza ¢ reduzido a um tamanho
suficientemente pequenb até que os pontos de interpolacdo do intervalo subsegiientemente
- calculados, atinjam a menor distancia, obedecendo ao critério de tolerdncia. Na segunda fase, o
-Método “Golden Section Search” faz o processo de comparagdo da fungdo calculada em cada um
dos novos pontos dos novos intervalos e por conseguinte obtendo a solugio. Do mesmo modo
que o0 “Golden Section Search”, este algoritmo também parte de um intervalo inicial dentro do

qual existe um ponto de minimo.

2.4.1.2 Problema Sem.Restrigo'es N-dimensional

Anteriormente, a preocupagdo foi determinar o, considerando a diregdo de descida
conhecida. Agora o alvo das atengdes serdio os métodos que permitem determinar a diregdo de
descida . Estes métodos sdo os que utilizam informagdes do gradiente da fungdio a ser
minimizada. A eﬁéiéncia do método ¢ adquirida as custas de informagbes do gradiente da

fungdo, que sdo obtidos analiticamente, ou numericamente pela aplicagio do método das
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diferengas finitas. No método de primeira ordem distinguem-se trés subclasses que sdo vistos a

seguir.
1. Método “Steepest Descent”

O Método “Steepest Descent” ou Método do Gradiente é o mais conhecido, no entanto é
o de mais baixa eficiéncia. Este método pertence a classe de métodos de primeira ordem. O
método proposto por Cauchy [1847 ], ¢ de extrema importancia do ponfo de vista teorico, foi o
ponto de partida para o desenvolvimento de métodos mais robustos e sofisticados. O método ¢
definido por um processo iterativo, a partir da equagdo (2.8), sendo também usado o vetor
gradiente neste processo. A dire¢do de descida da fungdo objetivo ¢ representada pelo negativo
do seu gradiente no ponto considerado. Sendo a fungdio flx) diferenciavel com relagdio a x, a

diregdo de descida para fungo no ponto ¥ ¢ dada por:
d* =-vf(x") | (2.27)

A equagdo (2.27) da a mudanga de dire¢io no dominio do projeto, onde d* é usado na equagio

(2.8) para executar o processo de busca unidimensional, ja tratado anteriormente. Logo,

k

X =x*+a,d* : (2.28)

tal que, @ € a solugdo do processo de busca unidimensional,

f(a)=min f(x*+a,d") | (2.29)
portanto, da condi¢do de descida, equacgio (2.12), se obtém:

(VF(x*),d*) = (VF (")~ Vf (x*)) = =|Vf ()] <0, C (@230)
isj:o é,

—“Vf(x")”<0 se “Vf(x")“ #0

- 1y = N . . o (2.31)
”Vf (x )“ 0 se “Vf (x )H 0 ; condicdo necessdria de otimalidade
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e o critério de convergéncia em geral ¢ dado por:

\[V_f(x"”)ts ol (2.32)
e .
”xk+1 _ xk"< i |
T | .

X

Figura 2.4 — Interpretacio geométrica do Método “Steepest Descent”’ — Vanderplaats

O algoritmo basico para otimizagdo pelo Método “Steepest Descent” é geometricamente
interpretado e ilustrado na figura 2.4. Pode-se observar que o método possui uma taxa de

convergéncia muito pobre e em cada etapa as diregdes sdo ortogonais entre si, ou seja,

(VFeH),d*)=0.
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II. Método de Newton

O Método de Newton é classificado como um método de segunda ordem, isto pelo fato
de que, além das informagdes da fungdo objetivo f{x) e dos gradientes Vf(x) tem-se também a
necessidade de informagGes da derivada de segunda ordem, ou seja, da matriz Hessiana [H]. A
idéia basica do Método de Newton, é usar uma expans3o quadratica em séries de Taylor, para
aproximar localmente a fung¢@o objetivo flx). Portanto, a fungdo aproximada em X pode ser

expressa como:

f(x)zf(x")+Vf(x")’Ax+§AxTV’f(x")Ax, | (2.34)
na qual

Ax = (x-x) (2.35)
. .

sz(xk):[H]; | | (2.36)

‘que é matriz Hessiana de f{x) no ponto x*.

Considerando que a matriz Hessiana [H] seja positiva definida, entdo da equagdo (2.34)

tem-se que:
Vf(x)=Vf(x*)+[H]Ax - (2.37)
e impondo condigdes de otimalidade em x**1 isto &,

0 f(x)
ox

=0, condi¢@o necessaria de otimalidade (2.38)

xk+1

Vi) +[H(xM)AY] =0 (2.39)

X=X
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entdo,

kTt k
Ax=-[HG] . Vf (") (2.40)
Para estimiar um novo valor ¥**/, basta usar a equagéo (2.35), portanto,

x*h=xt + Ax | (2.41)
1 =x* TH]" - Vf(x*") ' (2.42)

No entanto, como a equagio (2.34) é uma aproximagio da fungio objetivo em ¥*,
logicamente nfio se obtém uma precisdo quanto ao ponto de minimo de f{x). Em cada iteragéio
necessita-se calcular a matriz Hessiana e sua inversa, e isto requer um esfor¢o computacional

consideravel, o que compromete a eficiéncia do método.

O Método de Newton possui, na proximidade do ponto 4timo, uma taxa de convergéncia
quadratica. Isto torna o método atrativo para pontos suficientemente préximos do ponto 6timo. O
algoritmo pode ser aprimorado através da introdugdo do pardmetro « e da utilizagio de um

método de busca unidimensional para a determinagido do pardmetro 6timo, isto &,
x* = xk— o, JH]-VF(x*) | , (2.43)

na qual o, é solugdo 6tima de

a>0

min f(c* —a, [H] " -Vf(x"). (2.44)

O uso deste pardmetro permite obter-se uma estabilidade e garantia de convergéncia, desde que a

matriz Hessiana permanega positiva definida em todas as iteragdes.

Entretanto, se considerado um ponto arbitrario, nem sempre se pode garantir que a matriz
Hessiana seja positiva definida ou mesmo existir, entdo o método requer alguma modificagdo
para contornar este tipo de problema. A solug@o adotada € o uso do Método “Steepest Descent”,

isto é,
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[H]" =[1] | | (2.45)

onde, [/] representa a matriz Identidade. Este procedimento é efetuado em situagSes em que a
diregio de descida &, dado por

d* =-[H]"-Vf(x"), (2.46)

viola a condigdo de descida abaixo,
<Vf(x"),d"> <0, ‘ : (2.47)

A principal dificuldade do método de Newton € que a matriz Hessiana [H] pode ser
singular, ou pelo menos ndo positiva definida, violando a condigdio de descida. A aplicagdo do
Método de Newton se restringe a problemas cuja obtengdo da matriz Hessiana, positiva definida,

e fx) seja simples.
ITI. MétodoVariavel Métrico — “Quase Newton Methods™

Anteriormente, foi verificado o uso de métodos que obtinham informagBes através do
gradiente da fungdo objetivo, cuja taxa de convergéncia ¢ linear, este método foi o Método
“Steepest Descent”. Com o Método de Newton, foi usado informacgSes da matriz Hessiana, isto €,
derivada de segunda ordem com boas propriedades de convergéncia, quando préoximo do ponto
6timo. Entretanto, o método requer um esforco computacional impraticavel, e tedioso para
muitos problemas de engenharia. O Método Variavel Métrico coloca-se como um método
intermediario ao Método “Steepest Descent” e o Método de Newton. Considera-se aqui que a
inversa da matriz Hessiana ¢é impraticavel e caro para ser calculada. A idéia basica do método ¢
usar uma aproximagio da inversa da matriz Hessiana, utilizando-se de informagdes de gradientes

de pontos anteriores no processo de busca iterativa.

Particularmente, no caso de fungSes quadraticas a matriz Hessiana ¢ constante e, a
medida que, as iteragdes ocorrem, a matriz inversa da Hessiana € aproximada por uma matriz n-

dimensional 4%, com a propriedade
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. Kk _ -1 ‘
lim 4* = [H] | (2.48)
Como ponto de partida considera-se o processo iterativo do método de Newton, entdo a equagio

(2.37) € reescrita como:
Ax= A (Vf(x)-Vf(x*)) | (2.49)

O Método Variavel Métrico considera inicialmente, no processo iterativo a matriz identidade,
-~ isto &, [H]” = [I] =4, entdio o Método “Steepest Descent” ¢ aplicado diretamente para a diregdo

de busba. 'Entédde forma genérica a diregﬁo de descida ¢ dada por:
d* =—A* . Vf(x*); k=0,1,2,3,... | (2.50)

A construgdo da matriz aproximada A* deve ser feita de forma que a matriz'permavneg:a positiva
definida e simétricé. Assim, na proximidade do minimo garante-se que a direcdo de descida
movera xJ‘ para um ponto que decrementa a fungio objetivo. Portanto, a atualizagio da
aproximada A tende exatamente a inversa da matriz Hessiana obtendo a convergéncia quadratica
do método de Newton. A atualizagdo da matriz A* guarda informagdes das iteragbes anteriores,
além disso, uma outra vantagem ¢ que requer somente a determina¢do da primeira derivada. Este
processo de afualizagﬁo é parte de uma familia do Método Variavel Métrico, cujos métodos mais

utilizados sdo:
- Método de Davidon Fletcher Powe]l (DFP),
- Método de Broydon Fletcher Goldfard Shann (BFGS). -
a) Meétodo de Davidon Fletcher Powell (DFP).

Um dos métodos para determinar a inversa da matriz Hessiana, foi introduzido por
Davidon [1959], e posteriormente modificado por Fletcher e Powell [1963]. A atualizaggo A

por este método ¢ dada pela expressao:

Sk @8 zFezZ¥

A=A ) 2 | | e
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na qual,
S*=a, -d* = (x*! —x"j ' (2.52)
Y* = VA(x*) - VF(x¥) ) - (2.53)
Z=A4"Y" , - (2.54)

A matriz 4%, é positiva definida para todo £. Isto implica que o método sempre cbnverge para um

minimo local.
b) Método Broydon Fletcher Goldfard Shann (BFGS)

Neste método a matriz Hessiana e sua inversa sdo atualizadas em toda itera¢do. Neste
método a primeira iteragdo novamente se repete como no DFP. Para a atualizagio da
aproximagio da inversa da Hessiana no método BFGS, considera-se os mesmos termos iniciais
do Método de DFP e adicionalmente acrescenta-se mais uma expressdo, portanto a expressio

toma a forma:

Sts  zFezV
GEONEED

AR = 454 +[(r*-z*)| ot (2.55)

Cc*= s ___Z o (2.56)
($*.¥¥) (Y"‘.zk) ‘ '

E interessante deixar claro que a diregio de busca é garantida ser realmente de descida
para a fungdo objetivo fx), quando a matriz 4* for positiva definida. Para evitar que a
aproximagfo da matriz Hessiana torne-se indefinida ou singular nos métodos numéricos, deve-se
implementar desvios de seguranga para assegurar uma satisfagdo numérica e convergéncia do
método. Explicagdes mais detalhadas podem ser encontradas em varias literaturas, Arora [1989],
Bazaraa e Shetty [1979], Chong e Zak [1996], Rao [1996] e McCormick [1983].

Portanto, de forma geral, no Método Variavel Métrico a dire¢iio de descida é obtida pela

equacgdo (2.50), sendo A* positiva definida, o que garante que d seja uma diregdo de descida.
q
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Entdo o processo iterativo, segue com o método de busca unidimensional, computando o passo o

e atualizando ¥* através da equagdio (2.8), para chegar ao ponto 6timo, até a convergéncia |

"Vf (x* )” <€, na qual £ ¢ a tolerancia adotada.

2.4.2 Problemas com Restri¢do

Verificou-se anteriormente, alguns métodos numéricos usuais para 'rninimizag:io de
problemas sem restrigdo. Agora sera abordado o problema de minimo de fungGes de n variaveis
sujeitas a um grupo de restri¢des de igualdade e de desigualdade. Este problema foi definido
genericamente pelas equagdes (2.1),(2.2), (2:3), (2.4) e (2.5), onde tanto a fungfo objetivo, como
a de restri¢Bes sdo fungbes ndo lineares. A filosofia apresentada aqui para resolver tais problemas
¢ aplicar uma transformagdo do problema, isto ¢, a abordagem geral € resolver um problema de
minimo da fungfio objetivo com restrigiio, através da solugdo de uma seqiiéncia de problemas
sem restrigio. Esta abordagem', é conhecida como SUMT, sigla em inglés que significa
“Sequencial Uncontrained Minimization T¢ eachm'ques”. O ponto de partida para o inicio desta
abordagem é o Método da Penalidade Exterior ¢ em seguida ¢ verificado o Método do

Lagrangeano Aumentado.

2.4.2.1 Método da Fun¢do Penalidade Exterior

O Método da Penalidade Exterior, ¢ o mais facil, nesta classe de problemas, de ser
‘incorporado em um algoritmo, j4 que penaliza somente a fungio objetivo, quando as restrigdes
sdo violadas. A técnica de penalizagdo possui vantagens e desvantagens, principalmente, com
relagio ao mal condicionamento numérico. Neste sentido, para reduzir este problema faz-se uso
do multiplicador de Lagrange. Para o problema de otimizagdo genérico sujeito as restrigéés

pode-se enunciar:
Encontrar um vetor x=(x1,¥z,...X,), 0 qual minimiza a fungio objetivo
f=fx) | (2.57)

sujeito as restri¢ces de igualdade
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h,(x)=0; p=1:1 4 (2.58)
" e as restrigdes de desigualdade
g;(x)<0 ; Jj=Lm. . (2.59)

Portanto, a transformacdo do problema de otimizagdo com restrigio, definido nas
equagdes (2.57), (2.58), (2.59), em um problema sem restricdo € realizado através de uma

abordagem classica, criando uma fung@o pseudo objetivo, da forma:
1
o(x,r) = f(x)+ - P(x) (2.60)

onde f(x) é a fungdo objetivo original, .P(x) ¢ uma funcéo penalidade, cuja pardmetro de controle

~ da penalidade ¢ dado por r.

Este método usa as funges de penalidade que transformam problemas com restri¢gdo em
um problema sem restri¢do, o que possibilita a solugdo de um problema com restri¢des através
da solugdo de uma seqiiéncia de problemas sem restrigdo. As restrigdes sdo incorporadas na
fungdo objetivo através da fungdo penalidade e permite a solugdo do problema com restrigéo
através da penalizag@io da violagdo das restrigdes. O termo “exterior” refere-se ao fato de que as
penalidades sdo aplicadas somente no lado externo do dominio viavel, isto €, o minimo se
aproxima pelo lado externo do dominio da fungdo. O método de penalidade ¢ de grande
interesse, pelo fato de oferecer um simples e claro método para solucionar os problemas com
restrigdo, e podem ser implementados com programas simples e que possuem bom grau de

generalidade, porém com taxa de convergéncia lenta.

Considerando o problema de minimizagdo com restricdo de desigualdade dado nas
equagdes (2.57), (2.59), a idéia basica do método de penalidade € substituir o problema por um

problema sem restri¢do da forma:

. *
Determinar x

o | (2.61)
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onde, X, ¢ a solugdo do problema:

Dado r > 0, determinar X, , tal que

X = argmin ¢(x,r) (2.62)
onde,
(x,r)=f (x)+%z':'](g,~(>\C)*)2 (2.63)

a fungdo g;(x)", represénta a parte positiva da fungdo g;(x) e pode ser expressa como:

g;(x) =max{0,g,(x)} ; j=1...,m | (2.64)

A condigio necessaria de otimalidade para X, ¢ dada por:

Vo(E,,r) = Vf(f,)+%i g(EIVe,(E) =0 s
onde,
V(%) se gi(x)20
Vg (%) =1, s g (<0 2.66)

No caso de ser incluido restrigdes de igualdade obtem-se:

Seja X, a solugdo do problema (2.57), (2.58) e (2.59). Entdo, como anteriormente para restrigio

de desigualdade, tem-se

x =limX, ' (2.67)

r—>0

onde, X, ¢ a solu¢@o do problema:
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Dado r > 0, determinar X, , tal que

fr = argmin ¢(x,r) (2.68)

onde,

bxr) = F(x) 4 P(x). (2.69)

A fung@o penalidade neste caso tem a forma:’

P() =Y 1g,(x) T+ 3, ()T 2.70)

| -¢(x,r}

-
X

Figura 2.5 -Influéncia do parimetro de penalizacio

Quanto ao parimetro. de penalidade r, este tem a responsabilidade de controlar a
magnitude dos termos de penalidade. Se escolhido um valor relativamente pequeno para r, o
resultado da fun¢do ¢(x,r), é facilmente minimizado, mas ndo impede a violagdo das restrigdes.
Por outro lado, um valor muito pequeno de r assegurara a satisfagdo de todas as restrigdes, mas
em geral torna o prbblema numericamente mal condicionado. Normalmente, inicia-se com um
valor relativamente pequeno para minimizar ¢(x,r), entdo » € reduzido gradualmente, sendo
¢(x,r), minimizado até obter-se um resultado satisfatério. Pode-se através da figura 2.5, ter

idéia da evolugdo da fungdo em relagdo ao pardmetro 7. Pode-se notar que, como 7 € reduzido de
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um valor inicial, entdo ¢(x,r) move-se no intervalo fechado das restricdes de contorno.
Entretanto, a curvatura de ¢(x,r), proximo do minimo também aumenta. O valor alto da
curvatura associada com o valor muito reduzido de r, muitas vezes conduz a dificuldade
numérica. Usando-se uma seqiiéncia de valores de r, a localizagdo do minimo pode ser obtido a
partir de um valor inicial de r, como ponto de partida para a busca, sendo o seu valor reduzido
gradativamente até a posi¢do de minimo for identificada, quando entdo o valor de r é limitado de
forma que, 7 < Fmin. Assim o mal condicionamento associado com a curvatura grande é

contrabalangado pela disponibilidade de ﬁm bom ponto de inicio.
‘Arora [1994], enumera algumas vantagens e desvantagens do Método de Penalidade:

1- E aplicavel para problemas genéricos com restrigio, considerando tanto restricdes de

igualdade quanto de desigualdades;
2- Arbitrariedade na escolha do ponto inicial;
3- O método iterage através do dominio invidvel onde o problema pode estar indefinido;

4- Se o processo iterativo termina prematuramente, o ponto de minimo pode néo ser viavel.

2.4.2.2 Método do Lagrangeano Aumentado — M.L.A.

Anteriormente, foi verificado uma abordagem cléssica para resolver um problema de
minimo com restri¢do pelo uso de fun¢des de penalidades exterior. Apesar de ser considerado
um método eficiente, Powell [1979] verificou que o processo de otimizagdo pode ser methorado
significativamente incluindo os multiplicadores de Lagfange. Este fato permite reduzir a
dependéncia da escolha do pardmetro de controle da penalidade, bem como sua atualizagdo, que
como visto anteriormente, pode causar problemas de mal condicionamento numérico. O método
apresentado com esta caracteristica é conhecido como AL.M., em inglés, “Augmented Lagrange
Multiplier” ou “Multiplier Methods”, e em portugués M.L.A. - Método do Lagrangeano
Aumentado. Este método pode ser visto como uma combinagio do uso de multiplicadores de

Lagrange com as fungdes de penalizagdes.



Capitulo 2 — Otimizagdo L - 36

Primeiramente, é apresentado o método para as condigGes de restrigdes de igualdade. Em
seguida, é feito uma extensdo para o problema com restricdo de desigualdade. Finalmente, a

combinac¢do de ambos para a solugdo de um problema genérico de otimizagio com restrigdo.
I. Problemas com Restri¢do de Igualdade

O M.L.A. foi inicialmente desenvolvido para problemas com restrigdo de igualdade cuja

forma é expressa como:

Minimizar

f(x) o 2.71)
sujeito a

h,(x)=0; p=1-1 (2.72)

Define-se entdo a fungdo Lagrangeana associado ao problema com a forma:
l : .
L(x,A) = f(x)+ D Ak, (x) (2.73)
pr=1 :

Nota-se que se existir algum A", para o qual x* é solugdo do problema sem restrigdo, tal que,
min L(x,\') ' (2.74)

enquanto for satisfeito a condigdes A,(x)=0, cujo x" é solugdo do problema descrito pelas

equagdes (2.71) e (2.72). Portanto o problema
min L(x,L) , A conveniente, (2.75)
sujeito & .

h,(x)=0; p=1-1 (2.76)
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equivale ao problema original. Agora fazendo uso do Método da Penalidade Exterior,
incorporando a fungdo Lagrangeana o termo de penalidade, permitindo criar uma fungéo pseudo-

objetiva expressa por:
1 1 [ .
¥(x,A,r)= f(x)+.Z)»php(x)+;-2[hp(x)]2 ;3 ro0 2.77)
p=1 r=1 A

que é denominada fungdo Lagrangeana aumentada. Portanto, dado 4 e 7 , a solugdo do problema
sem vrestric;ﬁo x(A , r), consiste em aplicar um algoritmo que resolva a equagdo (2.77). Os

pardmetros A e r s3o convenientemente reajustados e o processo segue iterativamente até a

convergeéncia.

A fungdo Lagrangeana aumentada apresentada possui algumas caracteristicas, que podem

ser citadas:

1) Se 7»,, =0, entdo a equagio (2.77) reduz-se ao Método de Penalidade Exterior. Ao descrever

A . ~ * n~ . o, . ~ ~ .y . .
r gradualmente a seqiiéncia de solugbes x(r) —x , as solugdes intermediarias nfo s3o viaveis e de
um modo geral, o problema fica mal condicionado se # < 7¢rico. Portanto, é utilizado um valor

minimo para o pardmetro de penalizagdo: min, =Feritico -

2)Se A, = ?»", , onde , X'p, ¢ o vetor dos multiplicadores de Lagrange associados ao critério de

. . * . , - ;e . ~ o
otimalidade em x , isto é, as condi¢des necessarias de Kuhn-Tucker (KT), entdo o minimo da

funcdo (2.77) independe do valor de r. Assim a condigdo de otimalidade em x” é

® » ! - ® 2 ! . N
VEEN)], =V G+ DNV Iy () + T Tk ()Y Ly (<) = 0 (2.78)
r= p=
KT

Estas caracteristicas permitem avaliar de um modo pratico a questdo quanto a atualizagdo
de A, até atingir-se 7»'1,. Como foi visto anteriormente, a determina¢do do minimo depende da
escotha do multiplicador de Lagrange, de modo a ndo se necessitar de um valor muito baixo para

¥, que levaria ao mal condicionamento. O método ¢ baseado em uma estimativa de 4, quando a

estimativa for boa, o minimo ¢ atingido sem aplicar um valor muito baixo para r. Portanto, para
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obter uma estimativa para os multiplicadores de Lagrange compara-se a condi¢@o de otimalidade
da fungdo (2.77), dada por

V_®(x,A,r)= V_f(x)+ i (xp +—f_hp(x))- V. h(x)=0 - (2.79)

p=1

Com a condigdo de estacionaridade de L(x, 4) em (x*,A*) dada por:
L] * * l * i ]
V.L(X',KM)=V_f(x)+ D X,-V,h(x)=0 (2.80)
_ p=1 '
e obtendo, no limite onde x(A4,7) -x"a expressao
2 . -
xl,+;-hp(x)->xp . (2.81)

Com esta observagio Hestenes [1969], sugeriu a seguinte expressio como estimativa para A >

associados as restrigdes de igualdade.
Mt e 2 b ety pelyed |
r MR L (x") s p=1,-, (2.82)

II. Problemas com Restri¢do de Desigualdade

O problema considerado é:

Minimizar
f(x) | (2.83)
sujeito a :
gi(x)<0 ; J=Lm | (2.84)

onde o conjunto de restri¢Ses inclui também as restrigdes laterais, equagdo (2.4).
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Pode-se no entanto, reescrever o problema de forma equivalente a:um problema com
restricdo de igualdade. Esta conversdo ¢ realizada mediante a introdugdo de uma variavel dita

variavel de relaxagdo (folga) na condigio de restri¢do. Logo, o problema toma a forma:

minimizar

£ | 2.85)
sujeito a:

gi(x)+2z;=0; j=1m | (2.86)

onde, z; ¢ a variavel de relaxagdo associada a restrigdo de desigualdade.

Deste modo tem-se agora um problema na forma de um problema com restricdo de
igualdade. Com base nos resultados associados as restricio de igualdade da equagdo (2.77),
podem ser aplicados as restrigdo de desigualdade para gerar uma nova fung¢do lagrangeana

aumentada na forma :

i (g, +22)", (2.87)

j=1

Y(x,h,2,r) = f(x)+ Z AR zi)%

cujo A; =0, é o multiplicador de Lagrange associado a restrigdo de desigualdade. Pode-se notar
J :

que houve um aumento consideravel no mimero de variaveis de projeto com inclusdo da variavel
de relaxagdo z. Porém, a imposicdo de estacionaridade da equagdo (2.87) com relagdo a z;,
permite a eliminagio desta variavel. Para fazer isto, aplica-se a condi¢io necessaria de 6timo

para a fungdo Lagrangeana aumentada derivando-a em relagdo a z; entdo:
V,¥(x,A,2,r)=0 ; j=1-m . (2.88)

de onde se conclui que

sz? =0 ou 7= —-—2—"— - g;(x) (2.89)
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Portanto, se obtém
., r; ’ '
z;=max| 0; ——2———gj(x) » (2.90)

Esta condi¢do satisfaz a condi¢do necessaria de otimalidade e z torna-se uma wvariavel
independente. Pode-se entdo eliminar z; de ¥(x, A, z,r), utilizando a equagdo (2.90), somando
g{x) em ambos os lados, tal que,

rA;

g;(x)+z] =maX[g,-(x) 5 ———2——] ; Jj=1-m (2.91)

Fazendo a substitui¢do da equacdo (2.91) na equagio (2.87), se obtém:

. L . |
¥ (x,A,r) = f(x)+ ;Z M;(x,\;,r) ' (2.92)
1 |
na qual,
r\;
gj(x) (gj(x)'*'}"jr) 3 se gj(x)z— >
M, (x,A,,r)=
(XA 5,7) A, Y - ., (2.93)
—_— — ; s . <—___.
5 e gi(x >

A equag@o (2.92) possui derivadas de primeira ordem continuas com relagdo a x, assim ¥(x, 4, r)

é resolvida como no caso do problema com restrigéo de igualdade.

O multiplicador de Lagrange ¢ atualizado pela expressdo

2,,'gj(x")] 3 j=l-m | (2.94)

Ao :max[O, e
r
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III. Problema Genérico

A combinagio dos dois ultimos problemas, isto €, restricdo de igualdade e restri¢do de
desigualdade permite criar o Método do Lagrangeano Aumentado para o caso genérico expresso

por

¥erhn) = S04 13 M0+ 20l )+ L 07 | (295)

j=1

E a atualizag@o dos multiplicadores de Lagrange, sio dados por

N ‘ 2 .
)J; ! :max[ﬂ, 7\.';. + r—kgj(x")] ;5 j=1l-m (2.96)
AL Ak () p=lees,l

prm p+m+7;. p(x ) ? P_ 9" "y (297)

A figura 2.6, apresenta o fluxograma para o algoritmo do Método do Lagrangeano

Aumentado genérico. Vanderplaats [1984], destaca algumas caracteristicas atrativas do método:

1- o método ¢ relativamente independente do valor de 7, isto €, nfo € necessario que » tenda a

Zero;

2- precisar g(x)=0 e h,(x)=0 € possivel,

3-a acélerag:éo da convergéncia é realizada pela atualizagdo dos multiplicadores de Lagrange;
4-0 ponto inicial pode estar em qualquer regido viavel ou inviavel,

5- no ponto 6timo k'j # 0, automaticamente identifica o conjunto de restri¢des ativas.
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INICIO

INFORMAR
x0 — varidveis iniciais
A* - multiplicadores de Lagrange
* - pardmetro penalizagdo
Tmin— limite inferior para r
¥ - fator de incremento parar; y> 1

v

v

ENQUANTO

»- ERRO > TOL
FAZER

v

MINIMIZAR #(x,4,7)

v

ATUALIZAR
A, - Multiplicador de Lagrange

v

DETERMINAGAO DO ERRO
Erro=max{a,b}

a= max'l’j:; - ]_,’;m
b= mzx|z’;+‘ -2

ci=1...1

s J=1..m

v

ATUALIZAR
r — pardmetro de penalizagdo.

Figura 2.6 — Fluxograma para o Método do Lagrangeano Aumentado.

ESCREVER A SOLUCAQ
Py

FIM
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Anadlise de sensibilidade

3.1 Introducdo

Atualmente, o Método de Elementos Finitos (MEF) tornou-se a técnica mais popular no
ambiente de engenharia para solugles de problenias complexos. Inicialmente, quase todo o
desenvolvimento do MEF foi direcionado para problemas especificos de analise estnitural,
entretanto o uso da técnica expandiu-se para aplicagGes nos mais diversos ramos da engenharia.
Hoje com o advento dos computadores digitais, 0 MEF representa uma das ferramentas de
analise mais poderosas usada praticamente em todos os campos da engenharia. O MEF ¢ um'
procedimento numérico para resolver problemas da mecénica do continuo com precisdo aceitavel |
num ambiente industrial. O MEF tem uma aplica¢do bastante intensa na modelagem matematica
de sistemas fisicos permitindo calcular as suas respostas, quando submetido a alguma variagéo.
O uso do Método de Elementos Finitos em analise estrutural fornece uma ferramenta bastante
confidvel para execucdo de projetos estruturais. O MEF é usado para identificar problemas
técnicos, mas também da ao engenheiro uma ajuda para identificar meios de modificar o projeto
para eliminar problemas ou melhorar a qualidade. Usando a informagdo da andlise de
sensibilidade que pode ser gerada por métodos que exploram a formulagdo do MEF, o
engenheiro pode realizar uma andlise sistematica de otimizagio e melhorar o projeto. Na
discussdo relativa a analise de sensibilidade de projeto, adota-se o MEF, como o modelo

matematico para resolver os problemas da elasticidade linear.

Para os algoritmos de otimiza¢do, é requerida uma analise de como se comporta a

estrutura ou componente diante das mudangas ocorridas nas variaveis de projeto. Esta analise
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permite ao engenheiro de projeto avaliar qual a melhor alternativa de solugdes de projeto,
mediante os valores das variaveis de projeto adotadas. Para a formulagsio do problema de
otimizagdo, em geral, o engenheiro deve estabelecer qual o objetivo (fungo objetivo), que pode
ser, por exemplo, reducdo do peso de uma peca ou da estrutura. Portanto, para o engenheiro
chegar a melhor condigdo” de projeto (projeto 6timo), deve ser deternﬁnado um conjunto de
variaveis de projeto (x;), que permita alcangar o objetivo, satisfazendo as restri¢des impostas ao
projeto. As restrigdes podem ser, por exemplo, processo de fabricagdo, normas, espago fisico, € o
proprio comportamento do material quanto is tensdes e deformagBes, além dos limites

estabelecidos as variaveis de projeto.

O comentario acima descreve o problema de otimiza¢sio definido no capitulo anterior
pelas equagdes (2.1) a (2.5). Para utilizar ds algoritmos de otimizag#@o, € necessario calcular ao
menos os valores da primeira derivada da fungéo objetivo fx) e fungdes restriq:(”)és g(x) com
relagdo as variaveis de projeto (x;). Estas derivadas s3o conhecidas na vasta literatura como
analise de sensibilidade. A analise de sensibilidade é conceituada segundo Haug, Choi, Konkov
[1986], como a relagéo ‘entre as variaveis de projeto que os engenheiros t€m a sua disposi¢do e a
resposta estrutural ou das variaveis de estado que s@o determinadas pelas leis da mecénica. A -

atencgdo do presente trabalho é restrita & mecénica estrutural linear elastica.

3.2 O Mcétodo de Elemem‘os Finitos

Para apresentar os conceitos matematicos basicos que envolvem o MEF, isto €, que
envolvem a transformag@o do problema de equilibrio na sua forma original (formulagio forte)
para uma forma simplificada (formulaggo fraca), faz-se uso das equagdes definidas na teoria da
elasticidade linear, que pode ser encontrada nas varias literaturas indicadas na referéncia [25],
[33].

O primeiro passo € formular o problema de valor de contorno para elasticidade, como segue.

Dadof Q—>R,t:I'r—> R, encontrar »; : Q — R, tal que:
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divT(x)+ f(x)=0 ; Vx € Q

(3.1)
t=T.n; Vxel, (2)
u,=u ; Vxel, (3.3)

Donde pode-se veriﬁcar.a equagdo de equilibrio (3.1) e as condi¢des de contorno (3.2) e -
(3.3), dadas em termos do vetor unitario normal # , componentes do vetor tragdo f-, e pelo vetor
deslocamento u. A figura 3.1, permite uma Visualizac;éo de um corpo genérico ocupando um
volume Q , delimitado por uma superficie I. O contorno ¢ particionado em duas regides T, na
qual o deslocamento € prescrito, como indicado na equagdo (3.3), e I’;, no qual a tragdo ¢

prescrita equagdo (3.2).

x

Figura 3.1 — Sélido genérico e condi¢des de contorno — Belegundu & Chandrupatla.

Para que o problema tenha solu¢fo deve-se eliminar os movimentos de corpo rigido. E a
equagdo de equilibrio, com as condi¢gSes de contorno, deve ser satisfeita em todo ponto do

dominio Q.

3.2.1 Principios Matemditicos para o MEF

Definido a formulagdo forte com as condigdes de contorno prescritas para um corpo

genérico, pode-se agora avaliar os métodos alternativos para encontrar as solugdes. Para
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problemas com simplicidade geométrica, por exemplo, um modelo de barras, a integragéo.
analitica é muito simples, no entanto, a grande maioria dos casos reais onde se tem um dominio
geométrico arbitrario, o processo analitico é impraticavel. Neste sentido, o método numérico
surge para viabilizar a solugdo destes tipos de problemas. O método aqui aplicado é o método de
elementos finitos, que permite a aproximagdo- de soluges de diversos tipos de equagdes
diferenciais que descrevem ou modelam matematicamente problemas fisicos da mecanica do
continuo. Para utilizar o método de elementos finitos é interessante analisar o problema de
equilibrio através de uma formulagio matematica denominada de principio dos trabalhos virtuais

(PTV), e mais precisamente com o Método de Galerkin.
I. Principios dos Trabalhos Virtuais para Elasticidade Tridimensional.

A idéia consiste em transformar a formulagdo forte descrito nas equagdes (3.1), (3.2) e
(3.3) em uma formulagio fraca ou integral do problema de equilibrio. Ao contrario do problema
original (formulagdo forte), onde se procura o conjunto de solugSes que satisfizessem a equagdo
diferencial de equilibrio, necessita-se agora solugdes que satisfagam uma equagdo integral de
equilibrio denominada Principio dos Trabaihos Virtuais. Este principio estd interessado na
relagdo que existe entre o conjunto de forgas externas atuando no corpo e as éorrespondentes
forcas internas originadas, que juntas satisfazem a condi¢do de equilibrio ¢ também cém um
conjunto de deslocamentos e o correspondente componente de deformagdo, satisfazendo as
condigdes de compatibilidade da teoria da elasticidade. Em linhas gerais o principio pode ser

assim enunciado:

“Um corpo estad em equilibrio se o trabalho virtual feito pelas forcas externas é igual ao
trabalho virtual interno absorvido pela estrutura para todo campo de deslocamento

cinematicamente admissivel.” Belegundu [1991].

Define-se, nesta se¢do, os seguintes conjuntos:

Kin, = {u(x) I u(x), suficientemente regular, u(x)=u(x) em I‘u} e

Var = {v(x) Iv(x), suficientemente regular, v(x)=0 em I‘u} ,
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que sdo respectivamente, o conjunto dos deslocamentos admissiveis € o conjunto das varia¢Ges
dos deslocamentos admissiveis. Entdo, a integra¢éo da equagdo (3.1) € dada por:

jo [divT(x)+ f(x)].v(x)dQ2=0, Vw(x) e Var 3.4)

usando a regra do produto para a integral tem-se

jndiv(TT.v)dQ—jnT.Vde +jﬂ fovdQ=0, Vv(x) € Var 3.5)

usando o teorema da divergéncia e como o tensor de tensdo I (tensor tensdo de Cauchy) é

simétrico, e

T.Vv=T.a(v)’ (3.6)
logo,

J-r Ti.v dQ)— j'Q.T.s(v)dQ+ In f.;);lQ =0, Vv(x) € Var | 3.7)
Porém, como v(x) € Var e v(x)=0 em T, logo

jrﬁ'VdQ:jr,Tﬁ vdl (3.8) |
Por outro lado, sabe-se que Tri= 17 , o que implica

Irrf.v dI‘+J-nf.de:_[nT.s(v)dQ , Vv(x) € Var | (3.9)
formulando assim o principio dés trabé.lhos virtuais, tal que,
trabalho das forgas externas:

We=[ f.vdl+[ fvdQ ,  Vux) e Var |  3.10)

trabalho das forgas internas:
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W, = L‘)T' e(»)dQ , Vv(x) € Var (.11)
Para o problema da elasticidade linear, introduz-se a equagdo constitutiva, para um sélido
elastico linear e isotrépico. Assim, dado um deslocamento u(x) no corpo, é possivel determinar a

deformacdo &u(x)) e a tensdo deste corpo através das relagdes constitutivas que sdo expressas

por:’
T(u(x))=2.v0. e(u(x))+B.(tre).I 3.12)
na qual
N n-E
2(1+m) (1+m).(1-2n) | (3.13)

sd0 os parametros de Lamé, com o modulo de elasticidade £ e coeficiente de Poisson 7,

incorporados na expressdo. Outra forma usual de escrever a relagdo constitutiva é

T{u)) = C.e(u()) = C(Vu(x) +2Vu(x) ): C.V5u(x) 6.1

onde C é o tensor constitutivo da teoria da elasticidade, com o modulo de elasticidade e

- coeficiente de Poisson nele incorporados, tal que,

(1-17) n n 0 0 0
n (I-m) nmn O 0 0
n n (1-7m) 0 0 0
____E 0 0 o d=2m) 0 |
1+n).(1-2n) 2 " . (3.15)
0 0 0 o W=
0 ‘ 0 0 0 0 g.i’l)_
L 2
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9 0 0
0x,
4 A a
>
2 0 0 9 u,
€ 24 Ess | _ : ox, u -
Y12 9o 9 0 u2 (3.16)
Y axz axl 3
23
. ox, ox,
4. 9
| Ox, ox, |

Portanto, o problema de equilibrio se resume em procurar o deslocamento u(x), que

produz um estado de tensdo interno T(u(x)), que equilibra os esforgos externos (f, 7 ).

Formalmente, a formulagio fraca do problema de equilibrio ¢ escrita na forma:

Dadof:Q—>R, u : I,,—>Re f: It — R, determinar u(x) € Kin, tal que, -

[[frvar+[ fvaQ=[ C.e@).em)dr ,  Yv(x) e Var (3.17)

II. Método de Galerkin

Sera analisado agora o método de obtengdo de uma solugéio aproximada do problema real
de valor do contorno. Inicialmente, formulou-se a condi¢do forte e fraca do problema de
equilibrio, baseado no PTV, o qual € base para a formulagdo mateméitica do método dos

elementos finitos.

Se for analisado o conjunto Var, verifica-se duas propriedades fundamentais,
primeiramente, Var é um espago linear de fungGes. Em segundo, é que Var tem dimensdo
infinita, ou seja, s30 necessarias infinitas fungdes para representar o conjunto Var. O mesmo
conceito serve para o conjunto Kin, ja que, Kin, = Var, + {u,}, onde u, ¢ uma fung@o particular
de , Kin, . Basicamente, a idéia do método é aproximar a solugdo por um conjunto de dimensio

finita Var”. Seja v*(x) € Var", entio
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v*(x) = Zv, .9,;(x) ;5 v,eR -arbitrdario (3.18)
i=1 : .

As funcdes ¢, definem o subespago n-dimensional Var* de Var, onde cada v*(x) em
Var®, é determinado por uma combinagio linear das fun¢des base @,(x) eVar. Considerando-o

método de Galerkin para determinagdo de solugSes aproximadas para o problema do valor de
contorno, baseado na formulagdo fraca definida pela equagio (3.17), entdo

u(x) = u"(x)+w(x), na qual u*(x) € Var® e w(x) ¢ Kin" | onde

u"(x)=§u.~-<p,-(x) | (3.19)
Desta forma o problema pode ser descrito na forma:

Seja u(x)=u"(x)+w(x), onde w(x) e Kin* é conhecido. O problema consiste entdo em

~ determinar u*(x) € Var®, tal que,
LC. e(u*) . e(v*)dQ = Lr f.v"dl + L Q- J.QC. e(w) . e(v")dQ , Vv*(x) € Var"(3.20)

“o problema entéo consiste na determinagéo de »;, € R.

Uma outra forma de se representar a equagdo (3.20) € através da forma classica de representagéo

matricial. Pode-se entdo reescrever a equagio (3.16) na forma

.S(uh):'Vuh :DNU (321)

onde, N representa a matriz das fun¢Bes base ¢,(x)eVar, que dependem da formulagdo do

elemento finito utilizado, U é o vetor deslocamento e D representa a matriz de gradientes dada

por
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9 o o
0x,
o -2 o
0x,
0 0 >
— x3 '
P=lo o 0 (3.22)
Ox, Ox,
o 2 9
ox, 0Ox, 5
9 4 9
0x, 0x,
logo, se
B=D.N

(3.23)

onde, B ¢ a matriz que representa o gradiente do conjunto das fungGes base ¢,(x) eVar, entdo

pode-se reescrever a equago (3.21) na forma

g(u")=Vu*=DNU = BU (3:24)

" do mesmo modo para V"' se tem

g(vh)zvthDNV:BV (3.25)

Portanto, fazendo as devidas substituigdes na equagio (3.20), chega-se ao seguinte problema:

Dadof: Q-—>R, @:I,>Re f : It— R, determinar u(x) € R, tal que,

J,C-BU.BVAQ=[ E.NVAT+[ f.NVIQ-| C.e(w).BVQ , VYV R 3

isolando V e reordenando os termos da equagio integral chega-se a forma:
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UQ B'.C.B dQ].U = [NT.tar+[ N".faQ- [ B".C.c(w) dO

| (3.27)
'3 F
Assim, resumidamente tem-se:
K-U=F (3.28)

onde, a matriz K=[ k; ] é usualmente referida como matriz de rigidez, o vetor ' é conhecido

como vetor de carga e U o vetor deslocamento.

Para a consideragdo de problemas nio lineares, somente ocorrera alteragdo na matriz K,
que se apresenta de forma genérica na equacdo (3.28), ja que podem ser incorporados elementos
que determinam a ndo linearidade do material, ou ainda a ndo linearidade geométrica, e também
vno vetor de forgas pode ocorrer alteragio. Aqui se pfocurou dar uma idéia basica sobre a
matematica que envolve muito dos programas comerciais de elementos finitos, além do que, para
abordar os aspectos relativos aos gradientes de fungGes e analise de sensibilidade no processo de
otimizag:ao é importante ter também estes conceitos. Para maiores detalhes acerca deste tema
pode-se encontrar uma vasta bibliografia, dentre as quais séo citadas algumas nas referéncias

deste trabalho.

3.3 Gradiente da Funcdo Objetivo e Restrig:ﬁes

| Quando se adota, por exemplo, como fung¢do custo o peso total da estrutura, o problema
de estabelecer o melhor projeto consiste em determinar as variaveis de projeto de tal modo que a
estrutura tenha o menor peso e ainda satisfaga a equagdo de equilibrio K U = F, que ¢é
considerada uma das restrigdes de igualdade do problema de otimizagio estrutural. Existem
ainda outras restrigdes que s@o devido a deslocamentbs, deformacdes e tensGes. Assim, para
resolver um problema de minimo neceséita-se determinar ao longo do processo iterativo as
seguintes informagdes: f{x) e g(x), e seus respectivos, VAx) ¢ Vg(x). Pode-se entdo fazer uso de
técnicas de programag¢@o matematica para obter uma rotina sistematica de célculo que resolva o

problema de otimizagdo. Para o célculo das derivadas existem alguns métodos os quais se



Capitulo 3 — Andlise de Sensibilidade " 53

classificam em analiticos, semi-analiticos e numéricos. Este processo de determinacio da
resposta do sistema com relagdo as varidveis de projeto € conhecido como Andlise de

sensibilidade.

A seguir s3o descritos alguns dos métodos mais usuais para analise de sensibilidade, que
sdo: método direto, método adjunto, semi-analitico e 0 método das diferengas finitas. Este ltimo
tem sua importdncia neste trabalho pela simplicidade de implementagio e flexibilidade com
relé.g:ﬁo a equacgdo de estado, o que torna-o bastante genérico. Inicialmente, é dado de forma
genérica uma abordagem dos métodos analiticos e o semi-analiticos por sua importincia no

contexto.

3.3.1 Método Direto

O método direto ¢ classificado como um método analitico e para ilustré-lo é tomado
como ponto de partida a equagdo de estado definida anteriormente na equac@o (3.28), onde estdo
embutidos os pardmetros fisicos, geométricos, € mecanicos. Assim como, a matriz de rigidez,
onde estdo todas as caracteristicas da estrutura, que depende das variaveis de projeto, o vetor
carga, também pode depender das variaveis de projeto, por exemplo, quando é considerado o

peso proprio da estrutura. Deste modo pode-se reescrever a equagéo (3.28) como
K(x)- U(x) = F(x) | (3.29)

A discussdo € iniciada através da defini¢io da fungfo objetivo do problema, que se

apresenta, genericamente da seguinte forma

FG) = f(6,Ux) (3.30)

Usando a regra da cadeia para a diferenciagdio da equagio (3.30) para obter o gradiente da

fungdo objetivo, entdo

df(x) _of(x) 0f(x)oU |
dx, ox; oU ox,

i=1...,m m-—nim. devaridveisde projeto(3.31)

reescrevendo tem-se
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_f wor oS - | |
Vf—ax+[V‘U] =0 . _ _ - (3.32)

Logo, para calcular o gradiente da fungdo objetivo é necessario calcular o gradiente dos
deslocamentos. Para calcular V,U, isto €, a resposta de U com relag@o as varidveis de projeto x;,
utiliza-se a equagdo de estado definida pela equagdo (3.29), e diferenciando ambos os lados desta

equagio com relagio as variaveis de projeto produz-se

oUu 0K (x;) _| OF '
[K(xi)]{ax,}Jr[ o ]U—[axi] (3.33)
reordenando os termos fica
oU | _|OF | | 9K(x,)
[K(xi)]{axi}_{ax,.} I: ox; }U> ' (3.34)
pode-se entdo verificar que VU ¢ dado por
_jou | _ ~| JOF | | 0K(x;) |
V"‘U—{axi}—[K(xi)] Hax,} { ox ]U}  a9)

onde, [K(x¥)]! é o inverso do operador linear (matriz de rigidez global em analise estrutural). O

método direto consiste em resolver o sistema de equagdes dado pela equagdo (3.34). A solugdo

of of

. ou . : o .
do sistema expresso por ——, juntamente com Os termos e ——, permite determinar a
0x; ovU, Ox

i

derivada total de f{x). O mesmo deve ser feito para g; ;j = 1,...n (nimero de restri¢des).

Para obter-se as expressdes analiticas para o calculo dos gradientes é requerido detalhe
das expressdes da matriz de rigidez da equagdo de estado. Entretanto, em muitos programas
| comerciais esta informacdio detalhada da estrutura do programa nio esta disponivel para o
usuario. Além do mais, a estrutura da equagdo (3.29) sdo muitas vezes apresentadas de forma
complexa o que torna inviavel para a proposta deste trabalho. Portanto, o célculo exato pela
derivada analitica utilizando o método direto ¢ tipicamente implementado por desenvolvedores

de programas de elementos finitos, os quais tem profundo conhecimento dos detalhes da



Capitulo 3 — Andlise de Sensibilidade 55

estrutura do programa. Um outro método analitico, o método adjunto, abordado a seguir, também

apresenta esta mesma restri¢do para uso no procedimento proposto.

3.3.2 Método Adjunto

Seja p a variavel adjunta, tomando como base a equagdo (3.32) e g (x, U(x)) a fungio
restrigdo, entdo para determinar Vg(x), parte-se da equagdo (3.29), cuja diferenciag@o é dada pela

equacdo (3.33), da qual apés reordenar os termos se obtém a expressido

oU|_JOF | |oK(x,) B
[K(x")]{ax.}_{ax,} l: ox,; ]U , - (339

H

entdo, com a inclusdo da variavel adjunta se tem

<u ,[K]{g—:—}>: <u,{%}>— <u,[—g—§] U> ; i =1...m (num. vararidveis de projeto)’(3.37)

portanto,

r |oU oF 0K . ‘
(rn {3 ) o em e
0 que se quer determinar €

dg;(x;) _ og;(x;) + agj(xi) oU
dx; o0x; oU 0x;

H

3 i=1,...,n; num. de varidveis de projeto. (3.39)

Jj=1,...,m; num.de inequacdées.

Sendo assim, pode-se definir que

;_ 0g; dg; oU r ; oU . OF | 0K .
Tyi =28 J =—([KT /.22 V= (i, 2 i1y
KT =5y :><6U’6x,.> <[ T ’ax.> <” ’ax.>+<” ’[ax,} > (3.40)

logo a equagdo (3.39), torna-se
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dg. 0g; . . '
% 98 _ J{Qﬂ}+u’[2&]m;jzl,...,m

ax, ox, \ax M| oy,
s=1,...,1 : (3.41)
k=1,...,1 :
i=1,..,1

mas o que deve ser determinado ¢
. og. _
K(x. Toi___8i .
[ (x,)‘] pl=-—r | | (3.42)

O método adjunto também é classificado como o um método analitico.
Observagdes:

- Se o nimero de variaveis de projeto x; , i = 1,..., n € bem menor que o conjunto de restrigdes

definindo a regido factivel de projeto, entdo o método direto é mais eficiente;

-'Por outro lado, se gy, onde j = 1,..., m € um conjunto pequeno, entdo o método adjunto & mais

eficiente;

A determinagio da derivada pelo método analitico € o ideal para obter-se o valor exato da
derivada para as fungdes objetivo e restrigdes. Como, as fungdes sdio implicitas em relagdo a
variavel de estado u, isto requer o conhecimento do programa de elementos finitos. Mas, até
mesmo nos casos em que as fungBes objetivo e restrigdes sdo explicitamente expressas nas
varidveis de estado e variaveis de projeto, a utilizagdo da forma acima para determinar os
gradientes das fungdes pode ndo ser pratico ja que se tem que computar a primeira derivada do
operador linear (matriz de rigidez global) K da equagdo de equilibrio, que pode se apresentar de

forma bastante complexa.

| 3.3.3 Método Semi Analitico

O método semi-analitico faz uso do método analitico e do método de diferengas finitas

para determinar o gradiente das fungBes objetivo e restrigdes. Este método também faz uso da
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equagdo (3.29), entretanto, a diferenciagdo da matriz X e do vetor F' com relaggio as variaveis de
projeto para determinar —ng é feito por diferengas finitas. Portanto, este método tem a vantagem
de ser mais facil de implementar do que o método analitico (direto e adjunto), mas ainda requer o
conhecimento de detalhes do programa de eleméntos finitos. Um exemplo, interessante que
ajuda a entender este método pode ser o caso de uma estrutura de casca 3-D. Neste caso a
derivada analitica da matriz K com relagdo a uma coordenada nodal de um né pode nio ser
obtida numa forma simples. Para a formulagdo de casca no método de elemento finito se usa um

sistema de coordenada local associada a cada elemento finito que € definido pelas coordenadas

locais dos quatros nos dos vértices do elemento. A matriz de rigidez do elemento K| _,é

transformada para um K, no sistema de coordenadas global através da matriz R , isto &,

Kiopa = R'K;, R (3.43)

onde R ¢ a matriz transformagio do sistema de coordenadas local para o sistema de coordenadas

global. Assim, a primeira derivada da matriz de rigidez ¢ computada por

oK* oRY . R
global __ e T local Tpe UV
ox, (ax,.) K, ,R+R ————axi R+R K, , ox, (3.44)

esta é, a primeira derivada de ambas as matrizes de transformagdo de coordenadas e de rigidez

calculada analiticamente. Entretanto, na pratica, ndo € viavel computar a derivada da matriz de

rigidez K,,,, de forma analitica. Isto conduz ao uso de diferengas finitas (central, “forward”, ou

“backward’) para computar a derivada do operador K da equagdo de estado, tal que,

aK ~_ K|x+Axe,—K|x—sz,
0x; 2-Ax

M D.F.Central (345)

onde, Ax é uma mudanga suficientemente pequena nas variaveis de projeto corrente. Do mesmo

modo tem-se para o vetor de carga

aF _ le+Axe,—le—Ax¢,
ox, 2-Ax (3.46)
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Esta aproximagio leva a um método semi-analitico para computar a sensibilidade de projeto.

Entdo , da equagdo (3.29), determina-se V.U, e V,f ¢ obtido por

o of U of of a [ Flaase Flo-ave,  Klorsne, Kl axe
\vJ P T AV AU NC/N Kx R { 16 1 16 1 18 1 YU
= =% Yo ox, ox, oU [x6)] 2- Ax, 2-Ax, (3.47)

i i

Este método, do mesmo modo que o método direto e adjunto necessita de acesso aos detalhes do

codigo fonte do MEF para computar de forma eficiente o calculo de VU, permitindo determinar

V.f eV.g.

3.3.4 Método de Diferencas finitas

Se considerar o que foi exposto nos capitulos anteriores, para o procedimento genérico de
otimizagdo integrado ao programa comercial, pode ser muito mais simples aplicar a aproximago
por diferengas finitas para computar a sensibilidade das fungGes objetivo e restrigdes, pois ndo se
tem a necessidade dos detalhes do codigo fonte do programa comercial. E também, a forma
explicita da fungdo fe g em x e U ndo € requerida, bem como a primeira derivada do operadof
linear K da equagdio de estado n3o necessita ser calculada. A desvantagem deste método €
precisar de no minimo duas analises do programa comercial por variavel de projeto para
computar o gradiente da fungdo objetivo, se for utilizado o método “forward’ ou “backward”, e
trés para diferengas finitas centrais. Assim, se n fungGes e m variaveis de projeto estdo
envolvidos no problema, (2m+1)n analises sdo necessarias para computar a derivada das fungdes
restri¢Ges e objetivo. Se o niimero de variaveis de projeto é 'grande como em problemas de
otimizagdo dimensional para estruturas aeroespaciais, 0 método de diferengas finitas ndo € uma
boa pratica. Entretanto, se 0 nimero de variaveis de projeto € um tanto reduzido, ele se torna
poderoso. O que se encontra na pratica, € que em muitos problemas de projeto mecénico o

nimero de variaveis de projeto é pequeno, devido ao custo para controle das variagdes.

_ E notado que ndo é preciso nenhum desenvolvimento especial para que o método das
diferengas finitas seja aplicado, enquanto os métodos analiticos e semi-analitico necessitam
consideravel esforgo para o desenvolvimento do codigo e implementagdo, além da necessidade
de conhecer o codigo de elementos finitos. Além disso, o uso de diferengas finitas permite

trabathar com problemas multidisciplinares, por exemplo, se a forma de uma estrutura é
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otimizada pela minimizagio do arraste gerado pelo fluxo de um fluido externo a estruturav,
considerando os efeitos da maxima tens3o e deformagdes da estrutufa, existe a necessidade de se
calcular os gradientes das fun¢Ges nas duas diferentes disciplinas, isto é, nas duas diferentes
equagdes de estado. Entdo, como os programas de analises para tensdo e fluido sio em geral ndo
integrados num unico programa, logo a determinag¢@io dos gradientes de f e g pelos métodos
analiticos e semi-analitico torna-se muito complexo para atender aos dois problemas, ja que sdo
fontes de dados diferentes. Entretanto, o método de diferengas finitas pode ser aplicado para os
mais diferentes tipos de equagdo de estado, juntamente com um programa comercial existente no
ambiente de projeto, permitindo determinar diretamente as derivadas das fungdes objetivo e
restrigdes sem grandes complicagdes na implementagio das rotinas que efetuam os calculos. A

flexibilidade do método de diferengas finitas para o calculo das derivadas é muito significante.

Além disso, num ambiente de rede, pode ser pdssivel usar varios computadores
simuitaneamente, para computar os calculos das derivadas, Kikuchi e Horimatsu [1994]. Isto
implica na possibilidade de usar dois ou trés computadores para fazerem as analises a0 mesmo
tempo, como um processamento paralelo. Por exemplo, em um dos computadores se faria a
analise da equag@o de estado na perturbagdo do projeto x+Ax, enquanto um outro computador
analisa na configuragio x-Ax. Deste modo, a determinagdo das derivadas se efetua sem aguardar

por um longo tempo que, normalmente, € preciso quando usado somente um computador.

Kikuchi e Horimatsu [1994], enumeram algumas condi¢des nas quais o método de
diferengas finitas € o mais apropriado para calcular as derivadas das fungdes, considerando

alguns problemas praticos de otimizag@o estrutural:

e 0 tempo de computagdo pode ser excessivo, quando o nimero de variaveis de projeto €

grande, isto é, maior que 10 varidveis de projeto;

e o sistema de otimizagio de projeto pode ser muito flexivel, porque pode ser usado
qualquer tipo de programa de analise de engenharia, isto €, para qualquer equagdo de

estado;

e a dimensdo do programa a ser desenvolvido para o sistema de otimizagdo de projeto €

muito pequena e de facil manutengio;
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e o computador usado para modelagem e modificagio de projeto ndo necessita ser o

mesmo usado para os calculos das derivadas num ambiente de rede.

O gradiente das fungdes feito pelo método de diferengas finitas, usa o seguinte procedimento:

Seleciona o método de diferengas fintas:
(1) central;  (2) forward.
x=x’ ‘

Calcula f, = fix")

Define o incremento: h

Calcula xpn= L +h

Caso 1:
Calcula x,.=x° ~ h
= Xph - Xps
Loop 1:
() = Xpi(j)
Calcula f, = f(x)
Calcula x(j) = x,j)
Calcula f; = f{x)
Calcula gradf(j) = [fn — f31 | h(j)

x() = x°(7)
fim loop1
Caso 2:

h=xpn - x°
Loop 2:

x(7) = xpij)

Calcula f, = f{x)
Calcula gradf(j) = [fn— f» 1/ h(j)
x(j) = x°()

Fim loop2

Neste procedimento estio implementados dois dos métodos de diferengas finitas, o método

“forward” e o central. No primeiro caso, a expressdo para determinar a derivada ¢ dada por:

o _ flx+Axe)- f(x)
ox, ' Ax

1

;s i=1,...,n nimero de varidveis de projeto (3.48)

Conhecido o valor no ponto corrente x;, este método requer o célculo da fungdo no ponto x; + Ax;,

para encontrar o valor da derivada. Entretanto, para o procedimento de otimiza¢do proposto foi
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aplicado o método de diferencas finitas central. Pois, embora este método necessite mais tempo
de computagdo, a diferenca quanto a precisdo, em relagdo ao método “forward” ¢ significante.

Para calcular a derivada parcial de f por diferengas finitas central é dada a expressgo:

of _ S(x+ Axe,) - f(x - Axe;)
ax, 2. Ax

k]

3 i=1,...,n numero de varidveis de projeto (3.49)

esta expressdo requer além do calculo da fung@o em x;, que ela seja calculada mais duas vezes,
uma vez em x; + Ax;, e outra em x; - Ax;. Portanto, isto requer a chamada do programa comercial
3 vezes para computar o gradiente da fungfo. A preferéncia por este método se explica pela
importéncia que a dire¢do de descida tem no processo de otimizagdo € como ja foi verificado
anteriormente, a dire¢do depende fundamentalmente de uma boa precis@o no célculo da derivada

numérica.

O valor da perturbagio Ax, é muito importante para o clculo dos -gradientes,
normalmente, para um valor de 1% se tem trabalhado muito bem. O trabalho de Gill, Murray e
Wright [1981], d4 maiores detalhes sobre a especificagdo de valor da perturbagdo para as

variaveis de projeto.



Capitulo 4

-Procedimento de Otimizacdo

4.1 Introducdo

Ainda hoje, pode-se encontrar nas industrias metodologias de otimizagdo de projeto
sendo trabalhada ainda com o processo manual, sendo muitas vezes baseado na intui¢do e na
experiéncia de pessoas, como também através de testes experimentais, ﬁgura. 4.1. Sabemos
também que a redugio de custo se faz presente a todo instante, bem como a qualidade, isto &,
procura-se cada vez mais desenvolver produtos com menor custo e de boa qualidade e no menor

tempo.

Dados de entrada |—¢p| Projeto inicial | p! Andlise |——p] Protétipo / Testes

Modificagdo

Projeto final

Figura 4.1 — Processo de otimizacéo tradicional.



Capitulo 4 — Procedimento de 0timizdgdo 63

Neste sentido, comete-se alguma contradig@io, pois para conseguir os objetivos almejados pela
industria, n3o se pode continuar a trabalhar com base na intui¢do, mas sim sobre dados e fatos
concretos e cientificamente fundamentados. Testes sdo necessarios para certificar-se do que esta
errado e para validagio de modelo, mas quando usado como meio principal para obter respostaé
sobre cada alteragio intuitiva proposta em um projeto, este método de trabalho acaba tornando- .
se inviavel devido a quantidade de protdtipos que garanta uma estatistica confiavel, tempo de

resposta e conseqiientemente pelo custo.

Sabe-se também que na industria pode-se encontrar muitos programas que o engenheiro
usa para auxilid-lo no desenvolvimento de pecas, porém estas ferramentas encontram-se muitas
vezes dispersas trabalhando de forma isolada. No inicio da década passada a disponibilidade de
programas comerciais de elementos finitos e métodos de otimizagdo, embora ainda limitada,
permitiu a inicializagdo destes recursos matematicos para o desenvolvimento de projeto no meio
industrial. Portanto, muito se investiu na aquisicdo de sofisticados programas. Muito destes
programas foram adquiridos pelas induastrias, que montaram toda uma infra-estrutura baseada
nos recursos existentes naquele momento, sendo que hoje seria inviavel sua troca, o que torna
mais viavel o desenvolvimento de um procedimento de otimizag¢do de projeto que possa utilizar a
tecnologia existente, tal que ndo seja requerido um custo muito alto, bem como esforgo adicional
para familiarizagdo com novos programas de elementos finitos. Outro fator € que cada
organizacdio pode ter sua propria preferéncia e larga experiéncia no uso de um determinado
programa comercial de elementos finitos, e o procedimento de otimizacdo de projeto pode ser
capaz de integrar-se este programa ja existente € em uso na industria . Isto significa que o
sistema teria facilidade de adaptar-se, mediante utilizagdo de algumas rotinas, que permitem
adequar-se a um programa qualquer, tendo toda flexibilidade possivel, além do baixo custo de

implementagéo.

Neste ambiente onde se tem um processo manual, mesmo com tecnologias sofisticadas, o
processo de otimizagdo torna-se impraticavel. Assim, ndo existe garantia que uma altera¢do no
projeto do componente, baseada em uma anélise intuitiva fornega uma pega melhor em relagio a
original, ou no caso de um novo projeto se ele é confidvel ou ndo, isto €, se a resisténcia poderia

ter sido aumentada, ou que o peso (custo) poderia ter sido substancialmente diminuido.
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Dados de entrada

! e i

]
1
Identificar: ) ‘
'
I

- Variaveis de projeto; — .
- Fungiio Objetivo; ‘ | Projetoinicial | . gy  Anilise
- RestrigBes a serem satisfeitas :

Modificagio Converge?

'

Protétipo / Testes

Figura 4.2 — Processo de otimizacio integrado.

Quando do desenvolvimento de um processo automtico de otimizagio, 0 uso de um
programa comercial de elementos finitos tem que ser acoplado a um método de analise com uma
eficiente estratégia de otimizagdo, figura 4.2. Muitas estratégias de otimizagdo tém,
resumidamente, a seguinte estrutura: define-se um conjunto de variaveis de projeto em seguida
determina-se uma dire¢io de descida da fungdo objetivo. Nesta diregéo é executada uma série de

iteragOes até obter-se o minimo desejado para a fungé@o objetivo.

A integragio de algoritmos de otimizagio com programas de elementos finitos pode
seguir trés linhas de abordagem. Primeiramente, pode-se ter a intima integragdo. com o programa
de elementos finitos, quando do uso de programas comerciais que ja possuem algoritmos de
otimizagdo integrados. Ou ainda pelo uso de rotinas de otimizagéo desenvolvidas como macros
dentro do programa comercial, se este permitir. A outra maneira de promover a integragéo é
através de uma conexdo externa com o programa comercial, isto €, o algoritmo de otimizagdo
invoca o programa de elementos finitos, o qual resolve o problema com as variaveis de projeto

corrente e a rotina de otimizag#o utiliza as respostas para proceder as analises necessarias.

Sendo assim, no ambiente industrial onde um programa comercial de elementos finitos

tem sido usado por anos, poderia preferir uma segunda opg¢fo, que consiste na interface de um
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programa de elementos finitos com um algoritmo de otimizagdo num ambiente integrado e com
grande flexibilidade. Nesta abordagem, parametrizagio, e algoritmo de otimizagdo sdo externos
ao programa comercial, onde operando com rotinas especificas para manipulagdo de arquivos,
pode-se integrar programas comerciais de anlise por elementos finitos com rotinas de

otimizagio. -

4.2 Desenvolvimento Teorico

Para o desenvolvimento de um procedimento sio abordados alguns aspectos tedricos
necessarios para o entendimento de um sistema de otimiza¢do. Fundamentalmente, um sistema
de otimizag@o consiste de quatro modulos que podem ser representados pelo esquema indicado

na figura 4.3.

Modelo geométrico parametrizado Modelagem do problema fisico

Procedimento de

otimizacdo

Integragdo com programa comercial Rotinas de otimizacido

Figura 4.3 — Modulos para um procedimento de otimizagao.

Deseja-se uma faixa de aplicabilidade abrangente de modo que se deve desenvolver um
sistema que integre todos estes quatro modulos concatenando ou apagando partes de arquivos, de

modo a gerar os dados de entrada para o sistema, tornando o procedimento genérico. Varios
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moédulos e algoritmos foram implementados de modo a gerar o ferramental basico necessario

para cumprir 0s requisitos do trabalho:

4.2.1 Modelo Geométrico Parametrizado

A parametrizagdo de geometrias € a caracteristica mais avangada introduzida em
programas de CAD da atualidade. A grande flexibilidade e habilidade de aplicar dimensdes
precisas em rascunhos grosseiros, bem como simbolos paramétricos auxiliaram muito o dia a dia
do projetista ou engenheiro na industria, principalménte, levando-se em conta o grande nimero

de alteragdes de projeto necessarias até se obter o projeto final.

A utilizagdo de programas de CAD com rotinas de parametriza¢do integradas a esses
programas torna-se essencial no processo de um sistema de otimiza¢do, no qual existe um
conhecido e definido grupo de pardmetros num projeto que deve ser manipulado e modificado
dentro de limites estabelecidos. Antes de iniciar um processo de otimizag¢do de projeto, deve-se
definir alguns pardmetros que sdo as variaveis de pfojeto associadas ao modelo paramétrico. As
variaveis de projeto sdo quantidades independentes que podem ser variadas para encontrar a
melhor condigdo de projeto, isto €, o projeto Otimo. Limites superiores e inferiores sdo

especificados para as vartaveis de projeto servindo como restrigdes.

A integra¢do promovida pelo presente procedimento que estd sendo proposto foi
realizada a partir de um programa de elementos finitos, como o ANSYS, que possui um pré-
processador que permite a entrada de dados por um arquiVo dito arquivo de entrada. Este arquivo
de entrada é um arquivo editavel, escrito a partir de comandos do ANSYS, onde estdo todas as
informagdes relativas as caracteristicas do problema que se deseja resolver. A vantagem de se ter
um arquivo deste tipo esta na flexibilidade que se tem em manipular as vérias partes do arquivo
de modo a definir as variaveis de projeto, e as saidas que se deseja. Portanto, aproveitando o
conhecimento do programa de elementos finitos, o engenheifo ou o projetista, pode gerar os
arquivos que representam o problema a ser resolvido, e com as rotinas integradas, proceder a
otimizagdo. Uma outra possibilidade de se obter o arquivo de entrada para o programa de
elementos finitos ¢ através da utilizagio de um programa de CAD, para gerar a geometria a ser
otimizada. Para ilustrar, € interessante comentar um pouco mais sobre a tecnologia CAD. Existe

hoje no mercado uma infinidade de programas de CAD, cada qual com suas caracteristicas. Por
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exemplo, o Pro-Engineer (PRO/E) que ¢ um modelador solido, paramétrico, podendo gerar .o
~ projeto de pegas e montagens, agregando caracteristicas construtivas ao solido, podendo também
criar relagdes paramétricas entre duas ou mais dimensdes. Pode-se ainda destacar muitos outros,
como EUCLID-IS, PATRAN, IDEAS, CATIA, os dois ultimos bastante difundidos na industria
automobilistica. Todos esses programas tém uma boa performance e possuem muitos recursos,
alguns dos quais incluem a parte de elementos finitos, cada qual com suas particularidades e suas

potencialidades.

4.2.2 Modelagem do Problema Fisico

Quando se necessita executar uma andlise numérica de um problema fisico, seja ele um
problema de estrutura, térmico ou de fluidos, utiliza-se uma formulagdo matemética que traduza
o fendmeno fisico. O método de elementos finitos € um método numérico bastante utilizado para
resolver os problemas de engenharia. Para proceder a analise computacional pelo método de
elementos finitos € importante estabelecer algumas condigbes que permitam esta tarefa ser
executada de forma éﬁcaz. Primeiramente, é importante que se defina qual o tipo de problema
que esta sendo formulado, se é um problema estatico ou dindmico, problemas que envolvem
plasticidade, problemas térmicos em regime permanente ou transiente, € muitos outros
problemas de engenharia. Um outro fator muito importante na definicio do problema sdo as
condi¢gdes de contorno do sistema, pois sdo estas condigdes que definem o problema fisico, e a
sua definigdo € primordial para que a resposta tenha um bom grau de confiabilidade. A figura 4.4
sintetiza as fases para a modelagem de um problema de engenhaﬁa. Para proceder a solucdo ou
resolucdo das equagdes matematicas que descrevem o problema de engenharia utiliza-se métodos
matematicos dos quais tem grande destaque o método de elementos finitos. O método de
elementos finitos é uma técnica numérica para obtengdo da solugdo aproximada de um problema
fisico, portanto, a discretizagdo do modelo é fundamental, como também a escolha do tipo de
elemento, isto €, a formulagdo do elemento que sera utilizado para discretizar o modelo e o tipo
de probléma que se esta abordando. Um exemplo classico € o problema que envolve casca, cuja
formulagdo do elemento é fundamental para se ter uma descrigédo precisa do perfil da resposta de
tensdo ao longo da espessura, haja visto as varias teorias e formulagdes estudadas. A discussdo
anterior é muito interessante para se ter idéia da complexidade que envolve a solugdo de um
problema de engenharia, que na pratica pode muitas vezes parecer trivial, mas a modelagem

requer o conhecimento tedrico apurado para ndo ser cometido erros que podem levar a resultados
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muitas vezes catastroficos. Detalhes -a respeito deste assunto .podem ser encontrados na
 referéncia [44], onde sdo abordadas as fases da modelagem do sistema estrutural, os fatores que
influenciam a analise numérica e os tipos de erros embutidos nos resultados. A ‘evolug:ﬁo da
tecnologia computacional levou a implementagdo dos varios métodos, o que levou ao surgimento

de inimeros programas comerciais.

Problema de engenharia Modelo Fisico Modelo Matematico Modelo Numérico
/I/ L >'; 'M.E.F—K.U=F ‘
t | - VigadeEuler; /6—-— L —

-6
- Viga de Timoshenko; /
P1 Y P2
‘ PL ¥ P2

Figura 4.4 — Fases da modelagem de um problema de engenharia.

Quanto aos programas comerciais de elementos finitos, destaca-se , 0 IDEAS que também é um
programa de CAD, tendo todas capacidades, incluindo analise de sensibilidade; o PATRAN que
"como modelador de elementos finitos tem grande destaque. O MSC/NASTRAN largamente -
‘usado, possui médulos para analise de sensibilidade e otimizagio corﬁo opcionais avangados do
programa. O programa ANSYS que também tem grande destaque no contexto mundial possui
uma ampla gama de aplicagbes, como por exemplo, andlise eletromagnética, problemas de
fluidos, problemas de dindmica linear e ndo linear, estatica linear € ndo linear, problemas de
contato, térmicos permanentes € transientes entre outros. Existem também alguns aplicativos
como ANSYS/PROFEA, que é integrado ao PROJE, para analise linear e otimizagdo, € o
MECHANICA, também incorporado ao PRO/E. Existem muitos outros programas comerciais
para analise de engenharia que sdo aplicaveis ao estudo de projetos otimizados, mas apenas
como ilustragdo estdo sendo citados nesta dissertagdo os mais conhecidos. E notado que existe
uma forte tendéncia de se ter maior integracdo entre as tecnologias CAD e CAE haja visto a
grande flexibilidade em se ter tudo sendo executado em um Unico ambiente, facilitando um
reprojeto. Mesmo com o uso de um programa comercial, ainda continua sendo necessaria a
abordagem estabelecida inicialmente, isto é, existe a necessidade do usuario saber modelar o
problema de engenharia, de modo que os programas gerem uma resposta confiavel mediante a

interpreta¢do do engenheiro ou técnico.
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E interessante ser comentado que a idéia do procedimento de otimizagdo ndo se restringe
a um programa que utiliza o método de elementos finitos, ou seja, pode ser utilizado outro

método, tais como, elementos de contorno ou diferengas finitas.

4.2.3 Rotinas de Otimizacdo

Outra parte fundamental de um procedimento de otimizagdo é a escolha do algoritmo
para solugdo do problema de otimiza¢do. Outra vez o fator importante para o problema é a sua
formulagdo. Por exemplo, se € desejado minimizar a massa de uma estrutura , sujeito a algumas
restrigdes de projeto, isso requer um aporte matematico para formular corretamente o problema.
Pode-se notar na pratica, que muitos dos erros encontrados na solugdo de problemas de
otimiza¢d0 estd nesta etapa, ¢ isto s6 € amenizado com o entendimento do problema e

experiéncia adquirida pelo engenheiro a cada novo problema a ser resolvido.

Existe uma sériec de métodos matematicos aplicaveis ao desenvolvimento de algoritmos
de otimizagdo, existem também varios algoritmos ja desenvolvidos com seus cddigos fonte
disponiveis na rede da “internef” e em bibliografia especifica. Neste trabalho foi feita a
implementa¢do do algoritmo baseado no Método do Lagrangeano Aumentado (M.L.A.). Esta
escolha deve-se ao fato do algoritmo ser bastante eficiente e poder ser programado de forma a ter
convergéncia global, isto €, para qualquer valor inicial das varidveis de projeto, determina-se

uma solugdo que satisfaz a condigdo necessaria de 6timo do problema.

A determinagdio dos gradientes ¢ a ferramenta imprescindivel para um problema de
otimizagdo. Existem varios métodos aplicaveis para determinagdo, tais como o método de
diferengas finitas, semi-analitico, ¢ o método analitico. Os dois ultimos requerem o
conhecimento dos detalhes do programa de elementos finitos. No método analitico pode ser
destacado: o método difeto, e o método adjunto. O método semi-analitico foi desenvolvido de
modo a melhorar a ineficiéncia do método de diferengas finitas, com relagdo ao custo
computacional - tempo, e a dificuldade de implementa¢do do método analitico. O méfodo de
diferencas finitas € um método de facil implementacdo e bastante genérico, porém alguns autores
o consideram ineficiente devido ao tempo, normalmente limitado pelo numero de varidveis.
Nesté trabalho nfio é feita a analise de sensibilidade na sua forma classica, como é verificado

com os métodos analiticos, na realidade, é usado diretamente o método de diferengas finitas para
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efetuar numericamente o calculo dos gradientes da fungfio objetivo e restricGes com base nas
respostas geradas pelo programa comercial de elementos finitos, o0 ANSYS. Desta forma tem-se
a possibilidade de utilizar um programa comercial, no qual ndo se tem acesso aos detalhes
necessarios para a determinac¢do da sensibilidade analitica. Mahmoud & Holzleitner [1994] com
o método semi-analitico, descrevem uma técnica para implementar a analise de sensibilidade

sem conhecer os detalhes do programa comercial de elementos finitos.

4.2.4 Integracdo com Programa Comercial

Quando se propde um procedimento de otimizagio que integre um programa comercial
de elementos finitos externo, é importante definir uma condi¢do de gerenciamento dos dados e
chamadas do programa de analise de modo automatico. Estas rotinas estdo embutidas dentro do
algoritmo de otimizagfio, e sdo responsaveis pela determinagio da fungio objetivo e restrigdes,
pela determinagio dos gradientes numéricos, e pela manipulagdo de arquivos de entrada,
manutengdo do arquivo de vari