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UMA ALTERNATIVA PARA O ENSINO DE CALCULO DE
FUNCOES DE UMA VARIAVEL REAL.

Maria das Gragas Viana de Sousa Diogo.

RESUMO

A dificuldade no ensino aprendizagem dos conceitos de limite, de
derivada e de integral, provocada pela rigorosa abstragéo presente em suas
respectivas definicdes, comprometem o desempenho dos alunos na disciplina de

Analise Real do Curso de Matematica.

Este trabalho constréi uma modelagem matematica e didatico-
pedagogico do protétipo de um software educacional com experiéncias
matematicas em forma de jogos computacionais dentro dos referidos conceitos

para um curso de calculo de fungao de uma variavel real.

O software é composto de duas partes. A parte | foi desenvolvida em
linguagem CLIPPER 5.1, usando imagens por Paint Brush, 256 cores e biblioteca
grafica CLBC 3.0, executado em ambiente Windows 95 ou 98, com janela para
MS-DOS, contemplando os contetdos referentes ao ensino da Noc¢ao Intuitiva de
Limite e a Definigéo de Limite. A parte Il foi construida com a ferramenta Visual
Basic 5.0 em ambiente operacional 95 ou 98 com jogos sobre Derivada, sobre
Integral e sobre os Paradoxos.

A avaliagao deste protétipo deve ser feita em futuros estudos e sua
utilizagédo deve ser tratada como uma alternativa para o ensino de calculo pois o
respeito as diferencas individuais é condi¢do indispensavel para o sucesso do

recurso didatico.
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AN ALTERNATIVE FOR TEACHING CALCULUS OF FUNCTIONS
OF A REAL VARIABLE.

ABSTRACT

The difficulty in teaching the concepts of Limit, Derivada, and Integralv
caused by the rigorous abstraction present in their respective definitions, promises
the students performance in the'subject REAL ANALYSIS in the Mathematical
course.

This research constructs a mathematical and didactic pedagogical
pattern of an educational software, with mathematic experiences in the shape of
computation games in the referred concepts for a calculus course of function of a

real variable.

. The software is composed of two parts: The first part was developed
in Clipper 5.1 language, using images by Paint Brush 256 cc_>|ors and a CLBC 3.0
graphical library performing in windows 95 or 98, with MS-DOS window, regarding
the referent contents to the teaching of The Intuitive Notions of the Limit and the
Limit Definition. The second one was constructed with the Basic 5.0 visual tool in
operational surrounding 95 or 98 with games on Derivada, on Integral and on the

paradoxes.

The evaluation of this pattern must be done in future studies and its
use fnust be dealt as an alternative for the calculus teaching, therefor, in regard of
individual diversities, it is an indispensable condition for the success of the didactic

recourse.



| - INTRODUGAO

1.1. O Problema

A abstragao e percepgao de estruturas tém tido um papel importante
no estudo da natureza e da matemdtica, disciplina em que simbolos abstratos sdo

postos em agéo construindo a linguagem da ciéncia.

Mesmo existindo os simbolos a preocupagédo com a precisdo da
comunicagao é relevante porque ensinar para quem aprendeu errado requer uma
etapa a mais, para que se desfaga o preconceito, isto é; a correcdo do conceito

errado na mente confusa do aluno antes que ele tome conhecimento da verdade.

O comunicador tem também que levar em consideragao as
categorias de receptores pois existem as mentes curiosas que desejam saber
mas nao possuem os pré-requisitos e a estes deve ser oferecidos conceitos

aproximados porém corretos e que em nada prejudiquem o rigor da definicao.

Existem também os que ja conhecem o conceito de maneira geral
que deverdo ser aprofundados, e as mentes que sabem perfeitamente do que
estd sendo tratado mas querem criticar e para estes a comunicagdo devera ser
tao rigorosa quanto flexivel a fim de que o interlocutor participe contribuindo e nao

bloqueando.o processo.

Conclui-se que os conteudos devem ser enunciados de maneira

diferenciada dependendo do grupo a que pertenca o receptor e também levando
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em conta os pré-requisitos ou conhecimentos anteriores e os esquemas

individuais.

E reconhecido também que os simbolos utilizados na aquisicao de
conceitos, na comunicagdo de conhecimentos novos, em explicagbes, para
provocar reflexdo, para mostrar estruturas, para automatizar as manipulagdes
rotineiras, para recuperar informagcdo e nas atividades mentais criativas,
constroem uma gama de linguagens especializadas gue abrem caminho para o
entendimento, interpretagéo, reconhecimento, critica e/ou transformagao do

mundo.

No homem a flexibilidade, a criatividade e a inovagdo permitem
transcender fronteiras, ligar dominios, efetuar justaposi¢des raras e faz com que
ele se aventure criando novos sistemas simbdlicos o que constata-se por

exemplo, com a rapida evolugéo das linguagens computacionais.

- GARDNER, (1994) langa um desafio e mesmo uma esperanga a
humanidade, mais especificamente aos sistemas educacionais, quando diz que, a
possivel descoberta do perfil intelectual de um individuo, ndo deve servir para
rotula-lo efou reté-lo em classes e dentro dessas classes em estagios de
desenvolvimento, mas sim para viabilizar e assegurar o fornecimento das op¢des
e do potencial necessarios & aquisicdo de competéncia em qualquer campo que

ele e a sociedade na qual esta inserido considerem importante.

Logo, a elaboragdo de técnicas e/ou métodos para minimizar as
dificuldades do aluno na aprendizagem dos conceitos abstratos, deve ser uma

das metas educacionais de relevancia pois ja se percebe que muitos dentre os
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mais brilhantes e os melhores jovens estao se evadindo das tradicionais areas de
diversao do intelecto - Matematica e Fisica — para a ciéncia da computagéo.
Alguns deles consideram a Matematica demasiado rigida e que os estudos,

analises e observagdes nessa area abrangem temas intoleravelmente macantes.

Conhecidos os pontos fortes e os pontos fracos deve-se promover o
desenvolvimento dos primeiros e/ou trabalhar atenciosamente para diluicdo dos

pontos fracos.

_ beve—se pois, 'identificarn o perfil do aluno e estabelecer uma
correspondéncia entre aluno e método, e assim, diante dos talentos e dos
caminhos que serdo revelados, apossem-se do otimismo matematico, da postura
de eximios jogadores e eternos aprendizes que diante de um desafio ndo recua

nem tenta destrui-lo antes de conhecé-lo, mas procura saber sobre ele, pensar

antes dele e melhor que ele, toma-lo como referéncia e supera-lo.

A abstragdo depurada que a disciplina “Analise Real”, do curso de
Matematica exige, tem sua origem nos conceitos e defini¢cdes de limite, derivagéo
e integragcdo, apresentadas aos alunos, pela primeira vez, nos contetdos de

célculo diferencial e integral de fungdes de uma variavel real.

E realizado aqui, um trabalho onde exercicios sédo elaborados em
forma de jogos educacionais, tendo o computador como aliado para atuar no
processo de ensino e aprendizagem dos referidos conteludos, privilegiando o
aprendizado da matematica através do fazer matematica e permitindo que sejam
explorados aspectos que o material tradicional ndo permite pois o computador

obriga a explicacdo do processo e é capaz de transportar o homem a um mundo
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que esta muito além do mundo dos sentidos fisicos, la onde surpresas podem

estar escondidas aos olhos da finitude, por exemplo:

I) Dadas as seqliéncias:

i i1 1
4’9’16’25’“.’}’12,“.

e (2)-|

Afirma-se que a,>b, paraneIN en >2, mas

im, a, = Jimb, =0

n->o n

Il) Dadas as sequéncias:

nt+n+1 7 13 21 nt+n+l
(a)=|— =3, =, —,— e, ——,... | &
n 2°3

4 n
nt+2n+1 4 916 n*+2n+l
) (bn)z ——2— = —,‘—',—,...,*2‘—,...
2n 2 818 2n

Afirma-se que

[l1) Observando a equagio a seguir:

1 + + —1—+...= 2
16

=
e
00| =

Do lado esquerdo tem-se uma infinidade de parcelas, algo

incompleto que é igual a uma quantidade finita, completa.
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IV) Considere a funcédo y = e™ e seu grafico:

Figura 1-Areasoby =e™
Assegura-se que a area sob a curva quando x varia de zero a +w &

igual a 1.

Isto porque a area sob a curva neste intervalo é _[O e ™ dx queé

calculada assim:

:bli)md: [_el +1]:1

Conclui-se assim que a intuicado € um componente necessario mas
nao suficiente no raciocinio légico-matematico e que o rigor do calculo pode
adquirir maior beleza, leveza, confiabilidade e comunicabilidade quando se
constrdi novos paradigmas pedagodgicos totalmente compativeis com a realidade

do século XXI.



28

1.2. Um Breve Esbog¢o Histérico

O calculo tem em Newton e Leibniz seus criadores, no século XVII,

com trabalhos independentes.

[ssac Newton (1642-1727), filho poéstumo de um proprietario
agricola, nasceu em Woolsthdrpe, na Inglaterra. Ao terminar seus estudos de
graduagdo na Universidade de Cambridge, devido a uma peste bubénica,
recolheu-se em sua aldeia natal durante o periodo de 1665-1666. Foi nessa
época que sua cr.iéti;/*iaéde atiﬁgiu o auge. As grahdes idéias que o celebrizaram

foram : a teoria da gravitacao, da ética e do calculo. No calculo, foi até ao calculo

j N - -
da tangente a uma curva num de seus pontos e o respectivo raio de curvatura.

A polémica entre Newton e Gottfried Wilhwim Leibniz (1646-1716)
em torno da paternidade do calculo, ocorreu porque Newton rejeitava
patologicamente, as controvérsias e por isso as datas de suaé descobertas néo

sao as datas de suas publicagdes.
Em Method of fluxions (EVES, 1995, p. 439), escrito em 1671 e

publicado em 1736; Newton chama variavel x de fluente, X de taxa de variagao

do fluente, 0 mesmo que hoje é chamado de derivada de x em relagéo a t e fluxo

do fluxo do fluente era portanto X e assim por diante.

Um incremento infinitamente pequeno de um fluente x, num intervalo

de tempo infinitamente pequeno 0, foi denominado de momento de um fluente.
Assim, o momento do fluente x era escrito como X0 e Newton afirmava que,

sempre que X 0 aparecesse multilplicado por poténcias de 0 maiores ou iguais a

2, seriam desprezados, por exemplo:
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Dada a equacdo x® + y?> — 4x — 2y + 2 = 0, substituindo

X =x+X0e y=y+§.{0, tem-se:

x2+2xX0+(X0)2 +y2 +2y YO+ (Y0)? —4x-4X0-2y-2Y0+2=0

como x’ +y2 -4x-2y+2=0 tem-se,

2xX0+2y Y0 +(Y0)2 + (X0)2-4X0-2Y0 =0 |

como (Y0)? = (X0)? = 0, tem-se:

2x}.(0+2y')'{0 ~4X0-2Y0=0 dividindo tudo por 0 tem-se:

2x X+ 2y Y- 4X-2Y = 0, que é exatamente a derivada da equagéao

dada x” +y42 -4x-2y +2=0.

Pode-se dizer que Newton é um dos maiores sabios da humanidade.
Ha quem diga, como Alexandro Pope, que: “A natureza e as leis da natureza
jaziam ocultas na noite; Deus disse, ‘Fagca-se Newton’, e a luz se fez”. (EVES,

1995, p.441).

Leibniz diz que : “Tomando a matematica desde o inicio do mundo
até a epoca em que Newton viveu, o que ele fez foi, em grande escala, a metade

melhor”. (EVES, 1995, p. 441).
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Ja Newton apud AVES (1995, p. 441) em sua modéstia avalia seu

préprio trabalho dizendo:

‘Nédo sei o que o mundo pensa de mim; mas eu mesmo me
considero tdo somente um menino que brincando na areia da praia, se diverte ao
encontrar um seixo arredondado ou uma concha mais bonita que as comuns,

enquanto o grande oceano da verdade jaz indecifravel ante meus olhos”.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716), com pai e avd paterno
professores universitarios, nasceu em Leipzing e além de matematico foi jurista,

historiador, filélogo e tedlogo.

Leibniz definia a derivada como o quociente de grandezas

infinitamente pequenas, e denotava-as como dx e dy, enquanto que Newton a

Ay

entendia como limite de um quociente que tende a zero, —, por isso anotava
X

derivada como )'(, Y e Y enquanto que a notacdo de Leibniz para X é
X : X

dy/dt dy

dx/dt dx’

Em 1672, Leibniz conheceu Christiaan Huygnes (1629 — 1695), em
uma de suas missdes diplomaticas em Paris, o qual o influencia a pesquisar
matematica com mais afinco, e aconselhado pelo novo amigo leu Pascal.
Inspirado nesta obra (Publicagdes 'sob‘re Problemas Geométricos) definiu
“tridngulo caracteristico”, assim: Dada uma curva Z € um pohto P qualquer da
mesma, o tridangulo retangulo formado por lados infinitesimais, dx, dy e ds

formado pelos pontos A B P, na figura abaixo, € um triangulo caracteristico.
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0

Figura 2 - Triangulo caracteristico

Com essa idéia do triangulo caracteristico Leibniz, antes de deixar
Paris, tinha descoberto o teorema fundamental do calculo e muito do seu Calculo -
Formal.

Como consequéncia de sua personalidade e de seus estudos,
sonhava com a reunido das seitas conflitantes, cristianizagéo.da China e concebia
planos de uma teoria l6gico-matematica, padronizada pela légica simbolica e
linguagens formais. Em outras palavras, ele antevia a criagdo da informatica para

a unificagao do pensamento humano.

Neste sonho Leibniz foi antecedido por Descartes em 10 de
novembro de 1619, que quando adentraVa em sua sala, teve uma visdo e em
seguida, exausto, dormiu e teve trés sonhos e os interpretou como a unificagéo e
o] esclarecimento do conhecimento através de um uUnico método: 0 método da
razao.

A geracgao atual esta implementando, em todas as areas, o sonho

desses génios, com o advento da informatica.

A integral foi definida como soma, por volta de 1820, pelo

matematico francés Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857).
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Em 1854, George Friearich Riemann (1826 — 1866), matematico
alemao, realizou estudos de um aprofundamento impar sobre integral e € a ele

gue é devido as somas de Riemann e Integral de Riemann.

Riemann estabeleceu os critérios de integrabilidade de uma fungéo

partindo da exigéncia de convergéncia para as suas “somas de Riemann”.

" E assim, depois de 150 anos do surgimento do calculo no século
XVII com Newton e Leibniz iniciava em 1820 a formulagdo rigorosa do calculo e o

surgimento da Analise.

1.3. Formulagao, Delimitacao e Alcance do Problema

Uma das causas da dificuldade qUe os alunos do Curso de
Matematica da Universidade Federal de Ronddnia apresentam diante do grau de
abstragdo exigido pela disciplina Andlise Real, é a pseudo-aprendizagem dos
conceitos de limite, derivada e integral que fazem parte da ementa de calculo
diferencial e integral de uma variavel real e sdo pré-requisitos importantes e

indispensaveis para a construgao do pensamento abstrato inerente a Analise.

Esta dificuldade ndo é sem motivo, porque a histéria nos mostra que
até a comunidade cientifica demorou 150 anos para iniciar a formulagao rigorosa
do calculo, mesmo com toda dedicacédo e a excelente compreensao intuitiva que

possuiam seus sabios.

A elaboragao de um material didatico especifico, em forma de jogos
educacionais computadorizados € uma alternativa para que o gargalo do curso de

matematica na Universidade Federal de Rondoénia seja diluido.
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1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo Geral

Construir o protétipo de um software educacional com experiéncias

matematicas, em forma de jogos computacionais, dentro do conceito

de: limite, derivagao e integracao de fungdes de uma variavel real.

1.4.2. Objetivos Especificos

Propiciar condigbes para que o educando desenvolva a prontiddo
necessaria a transposi¢ao da fase intuitiva para a fase da abstragéo

rigorosa, de forma saudavel, continua, prazerosa e sem blogueios;

Tratar o intelecto de forma racional fundamentando-se nos esquemas

l6gicos;

Facilitar a compreensdao dos conceitos e estruturas matematicas;

através de jogos didaticos;

Eliminar os bloqueios adquiridos no decorrer do processo ensino-
aprendizagem dos conceitos de limite, derivagéo e integragéo, evitando
assim um desgaste que leva o aluno ao desinteresse e

consequentemente a evasao, reprovagao e repeténcia.
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1.5. Organizagio do Trabalho

Mediante a formulagdo, delimitagdo e alcance do problema e da
definicdo dos objetivos deste trabalho, ja especificados no capitulo I, o capitulo II
foi utilizado para fazer uma fundamentagédo teérica relativa ao ensino da:
matematica, ao ensino de limite, derivada e integragéo,‘ no¢cbes basicas
indispensaveis no tratamento rigoroso dado ao calculo diferencial e integral pela
disciplina de anadlise real do curso de licenciatura em matematica, através de
jogos computacionais, como uma alternativa refinada pela modernidade

revolucionaria do século XXI.

~Ainda no.capitulo 1, é_apresentada uma modelagem matematica
iniciando com o estudo de limite, de derivada e de integracéo, de forma intuitiva e
rigorosa, através de definicdo generalizada, finalizando com uma abordagem
especial para os paradoxos, questionamentos filoséficos que péem em cheque o
dominio do postulado V de Euclides que afirma: ...“O fodo é sempre maior que
qualqder uma de suas partes proprias”...(AABOE, ASGER: 1984), fazendo com

que essa verdade fique restrita aos conjuntos finitos.

No capitulo 1l é feita a introdugdo e descrigéo dos jogos CAOIg.

Finalizando com o capitulo IV, destinado as conclusées e

recomendacgoes.



Il - FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1. Jogos Empresariais

A teoria dos jogos surgiu com John Von Neumann em 1928. O

primeiro livro da série bibliografica importante nesta area foi, A Teoria dos Jogos e

o Comportamento Econdmico, escrito por Neumann e o matematico e economista

Oskar Morgenstern.

A solucao de questdes como:

1.

2.

Tomar decisao diante de estratégias escolhidas por outros € com

dados aparentemente incompletos;

Tomar decisdo estratégica sobre cooperar ou agir
agressivamente na busca de recompensa e detectar quais as
hipéteses que implicam em agressdo racional ou cooperacio

racional;

Codificar as relagbes sociais e relaciona-las com as regras
morais, como comportamento humano real, com . o

comportamento racional egoista ou nao; e

Quando e quanto as pessoas sdo mais cooperativas e/ou,

racionais e/ou agressivas;

exige de especialistas, uma modelagem com fundamentacdo teérica profunda,

refinada e interdisciplinar.
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As questdes seérias como competicao num mercado globalizado,
onde permanecer na posigcdo de preferéncia € um desafio; sdo problemas de
maximizagao de recompensas e minimizagao de perdas, de um grupo que toma
decisées que podem ser resultante de observagdes estratégicas simples e/ou
inovadoras,Amas podem chegar a modelos de programagéo linear, de equacgbes
diferenciais onde as variaveis sofrem interferéncias determinantes de todas as

areas inclusive da comportamental.

Na vida, a todo o instante faz-se opg¢des, portanto o jogo esta
presente em todas as atividades do homem e é por isso que a Teoria dos Jogos
foi bem recebida e tem revolucionado os paradigmas em todos os ramos da
ciéncia.

- Em 1955 foi desenvolvido o Rand Corporatioh Game Monopologs
que servia para simular o abastecimento da Forgca Aérea Americana e ser
empregado em negocios .em geral, mas o primeiro jogo considerado Jogo
Empresarial foi o Top Management Decision Game (1956), levado para a
Universidade de Washington em 1957, para ser incorporado como método de

ensino em sala de aula.

Em resposta as necessidades dos sistemas, dos usudrios e usuarios
em potencial, os modelos matematicos e todos os outros estudiosos de Teoria
dos Jogos foram se aperfeicoando e aproximando cada vez mais estes jogos da

realidade das empresas.

A simulagdo, objetivando quantificar o maior nimero possivel de

fatores e relagdes de forma que a atencao da administragéo fosse focalizada nos
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riscos reais dos empreendimentos que passam por uma analise e julgamento
cuidadosos, ganhou com o progresso dos 'computadores e deu um salto
qualitativo e quantitativo atraves da simulagéo digital, programagao matematica,
teoria das filas, modelos probabilisticos e técnicas pedagoégicas que aliadas foram
responsaveis por todo atual desenvolvimento dos Jogos Empresariais que na
computacao, agora, € uma das areas da Inteligéncia Artificial que mais tem sido
explorada.

A relagcao promissora entre jogos e computadores existe desde

quando os computadores foram criados.

O século XIX foi premiado pelos trabalhos de Charles Babbage,
quando pensou em programar sua Maquina Analitica para jogar xadrez e mais
tarde em cénstruir uma maquina para jogar o jogo da velha. Na década de 50,
Claude Shannon e em segui'da Alan Turing descreveram mecanismo que
poderiam ser usados em um programa para jogar xadrez, mas O primeiro
programa operacional para jogar damas aprendendo com seus erros, deve-se a
Arthur Samuel, no inicio dos anos 60. No entanto, hoje ja existem programas que
se baseiam em modelos de redes neurais, tentando explorar o funcionamento da
mente, levando até a descoberta de que os neurbnios sdo dispositivos

extremamente lentos, quando comparados a computadores digitais.

Os jogos de empresa no ensino sao alternativas que a escola abraga
como reforgo para que a necessidade de aprender perca a passividade e se
transforme na vontade de aprender/jogar, e o estudante/jogador, cria as
estratégias e age tomando decisdes que sdo avaliadas a cada passo/jogada,

sempre enriquecidas pelas experiéncias dos grupos.
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Hoje os jogos podem contar com recursos multimidia, proporcionando
acesso facil a sons, imagens, videos, hipertexto e interatividade, a realidade
virtual que explode criando ambientes multisensoriais e a Internet que derruba

fronteiras eliminando os muros das escolas e expandindo o Ensino a Distancia.
2.2. Tecnologia e Educacao

A era da informagao versus revolugdo tecnoldgica, desafia os
educadores, conscientes de que, somente adquirir computadores, construir
so-ftwa;es -é .criar_ novas linguagens, € aderir ao deslumbramento acritico pela
modernizagdo sem adentrar no campo da agao-reflexo. Isto € instrumentalizar, o
gue nao é 0 mesmo que renovar, criar e inovar.

Esta era exige mudangas multidimensionais, por exemplo: na producgéo
de referenciais tedrico-metodolégicos para a aplicagdo nas salas de aula do
ensino regular e para a especializagéo e capacitacao de professores, onde esta
produ¢ao tem como alvo a educacao do presente, com olhos no futuro, onde o
passado contribui para esta construgao, delineando a clientela e o ambiente, os
verdadeiros avangos, alguns recuos e muitos desvios, 0 que confere a estes
_ projetos, caracteristicas especificas e em alguns aspectos até mesmo a
unicidade.

Sendo o Brasil, um pais onde a educacgéo recebe as sobras do
sistema econémico, dominado pelo capitalismo selvagem, hum panorama onde o
salario dos professores tem patamares inaceitaveis; as condi¢des de vida da
populagdo encontram-se em deteriorizagdo; sendo o terceiro no mundo em

desemprego; com professores mal qualificados e ndo qualificados e tratados

como culpados pela repeténcia, evasao e todos os insucessos do sistema; é que
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bons projetos em Tecnologia Educacional foram totalmente impedidos de

massificar o uso do computador nas escolas.

A era dos computadores atinge a humanidade de forma e
intensidade nunca vista, pois amplia e/ou substitui as capacidades intelectuais do

homem de maneira muitas vezes imprevisiveis.

Assim a escola enfrenta, aos tropegos, este grande desafio, devido a
toda esta fragilidade que o contexto a submete, tendo como Unica saida a
parceira coh o empresariado que s comega a participar quando percebe que,
faléncia maior no sistema educacional compromete consideravelmente a
qualidade da sua produgao, pois necessitam de mao de obra cada vez mais
refinada.

Agora agdes deverdo ser definitivamente implementadas pois a

escola encontra-se sitiada.

Com a perda do poder pedagdgico da televisdo por varios motivos e
principalmente por ser um recurso onde a pratica mantém o aluno passivo. Com a
aderéncia administrativa recebida pelo computador que também invade de forma
avassaladora o dia a dia dos alunos, e respondem a demandas cientificas e
tecnoldgicas em todos os niveis, tanto econémico como social e se apresenta
como recurso de grande valia para os professores, que estdo substituindo o
receio da perda de espago pela sensagao de uma grande, prazerosa e préspera
alianca, € que a tecnologia esta atingindo a escola e orientando a educagao do
individuo para que ele possa, além de cria-la, desfrutar dela e refletir sobre as
mudancgas que ela provoca de forma desenfreada e conflituosa, oferecendo a

todos um mundo de incertezas e riscos, exigindo um sujeito criativo, que se
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aposse da tecnologia, compreenda-a e assuma o seu comando de forma plural e

multidimensional.

A Escola como tutora de processos intelectuais tem que capacitar os
professores, que atualmente para nao serem marginalizados pela
globalizalizagao, assumem o énus como autodidatas numa escola onde bapert
penetrou aliando-se a Piaget e ao computador, que em rede, é a grande onda que
bane a ignorancia e o isolamento, e quebra as frageis barreiras dos que
encobrem a verdade para manipular, pelo poder que o desconhecimento dos

dominados lhes outorga.

A Educagao para uma Escola renovada, apoia-se no trinémio:
professor-aluno-computador, onde o professor € o facilitador, o aluno o construtor
do seu préprio conhecimento e o computador um auxiliar, maior que um
catalizador, na'interagéo entre os trés, o objeto de estudo, as estratégias

pedagdgicas, o0 método e o conteudo.

2.3. Ensino da Matematica

Aprender nao significa internalizar copias da realidade externa, mas
criar estruturas légicas para que o estudante atue nesta realidade de formas cada

vez mais flexiveis e complexas.

O conhecimento e a sabedoria sdo buscas continuas do individuo
para adquirir capacidade de adaptagdo ao meio ambiente e restabelecer seu

estado de equilibrio interno perdido, ao deparar-se com a necessidade de resolver

du
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novas situagdes-problema na tentativa incessante de entender o mundo ao seu

redor, compreender seus eventos e sistematizar suas idéias num todo coerente.

O ser humano herda estruturas sensoriais € neurolégicas que o.
predispde a criagao dos esquemas ou estruturas mentais que quando estimuladas
tanto pelo plano fisico como social promovem o desenvolvimento da inteligéncia.

FPortanto, o sujeito ndo herda a inteligéncia ele recebe hereditariamente a
capacidade de aprendizagem que devera ser desenvolvida e exercitada nas

experiéncias do dia a dia. " - S

A modificagdo e adaptagdo desses esquemas & que enriquecem
tanto as atitudes comportamentais como a vida mental do ser humano,
provocahdo um continuo desenvolvimento e enriquecimento desses esquemas,
sendo esta a esséncia do crescimento mental do ser humano.

~ Esse entendimento deve nortear toda atividade educacional desde a
elaboragdo dos curriculos, programas e atividades em sala de aula, em grupo ou

individual, tendo o aluno como participante ativo no processo.

Para o professor interessado em aprendizagem inteligente, isto é, na
formagao de estruturas conceituais, comunicadas € manipuladas por meio de

simbolos, a matematica € um dos melhores e dos mais concretos exemplos.

O empirismo chega a colocaf, equivocadamente, a Matematica
como um divisor de aguas entre as pessoas, isto &, “as que podem fazer
matematica” e as que “ndo podem ou pensam que ndo podem e se blogueiam
totalmente ao ver um simbolo matematico”.

Modificar esta postura € um objetivo do educador e para isso devera
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concentrar-se cuidadosamente nos porqués dos fracassos e insucessos que nao
poderao receber uma avaliagdo punitiva, mas deverdo ser vistos como janelas
qgue os alunos abrem para que o professor, como nos programas de realidade

virtual, penetre nas suas estruturas mentais e desbloquei seus esquemas.

" O problema particular da Matematica e o seu poder, estdo
vinculados a sua grande abstragéo e generalizagdo, construidas por todas as

geracOes de seus estudiosos.

Um conceito matematico ao ser comunicado através de uma
definicao deve fazer-se acompanhar de uma bateria de exemplos e contra-
exemplos e somente apds assegurar-se que os conceitos que lhe servem de pré-

requisito ja estejam formados na mente do aluno.

- Um bom professor deve estimular o aluno a elaborar uma definigao
estudando com ele uma colegdo adequada de experiéncias matematicas

vivenciadas e formada de exemplos e contra-exemplos.

No ensino de Calculo Diferencial e Integral de funcdées de uma
variavel real tem-se um grande nivel de abstragdo que é pré-requisito de Analise

Real, uma disciplina que trabalha a formulagao rigorosa do Calculo.

Para exemplificar esta abstragcéo, pode-se citar a definicdo de limite
de uma funcj,éo f de uma variavel real x, quando x tende para a, isto &,
lim  f(x) =b < Ve>0, 38>0 talque, se 0<|x-a| <5 entdo [f(x)-b| <,
sendo € e 0 tAo pequenos quanto se queira.

Para que o aluno chegue a uma efetiva aprendizagem da definicao
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acima, ele devera por si mesmo e com a ajuda do professor, construir um sistema
conceituai formado de conhecimentos basicos anteriores que irdo servir de
suporte para esse processo € ao mesmo tempo fara com que ele se sinta

estimulado e seguro para dar continuidade a novas aprendizagens.

Até mesmo Newton, em sua modéstia, soube valorizar seus
antecessores, isto €, as estruturas conceituais dos primeiros matematicos e
cientistas quando disse: “Si yo he visto un poco mas lejos que otros, es por

haberme apoyado sobre hombros de gigantes”.-(SKEMP, 1993, p. 33). -

. O professor e a didatica por ele utilizada poderao facilitar e/ou
acelerar o processo ensino aprendizagem, desde que ele ndo cometa o erro de
tornar-se passivo e nem adote atitudes metodolégicas utédpicas, intervindo
aleatoriamente para imprimir a marca da sua vontade e da sua propria historia,
sem ter o conhecimento do mundo do aluno e das etapas do desenvolvimento do
mesmo.

A mesma atitude pedagégica devera ser assumida quando da
apresentacao da definicdo de derivada de uma funcgao f no ponto de abscissa Xxo,
isto é,

fex) - f(x,)

Foxo) = Jim, =

que aplicando a definigdo de limite pode ser escrita como

lim ffl}?ﬂo_) = f'(x,) ©Ve>0, 38>0 talque, se 0<)x—x0)<5 entao
x'—>xo —X, .
fo) = fx,) - f'(xg)| <&

0

X —X,
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Da mesma forma procede-se ao afirmar que em determinadas

condi¢bes a integral de uma fungao f(x) € um limite, isto é;

[P feodx= im  DEE) Ax
ja] -0 =

e que se & um limite entdo pode-se reescrevé-la da seguinte forma:

Ve>0,35>0 talque, se [A|<& entao,

<g, para |A| = max{x, - x|}

) A [ f(x) dx

Para se promover a aprendizagem de conceitos matematicos, que
possuem alto nivel de abstracdo como limite, derivada e integral, deve-se lancar
mao de jogos para que a forga do ludico transforme o que deveria ser aborrecido,
imposto e magante, em uma atividade habitual e prazerosa, criando analogias,
convéng(")es, linguagem propria e competéncia para superar-se e adaptar-se

confinuamente.

Os jogos diante da necessidade de solucionar uma situacédo-
problema, constroem possibilidades de adaptag¢do por meio de integracdo pelas
acoes do mundo exterior e o ser (assimilagao) e/ou por modifica¢des internas das

~estruturas mentais (acomodagao). (MACEDO, et all. 1997, p. 127 — 128).

Os jogos apresentados neste trabalho privilegiam a repeticédo, a
analogia e o carater coletivo para aqueles que querem jogar, nas formas de jogos
de exercicios, jogos simbdlicos, jogos de regra e de construgao.

Aqui, a repeticao tem carater ludico, ou seja, sentido funcional; é a
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alimentacdo do processo ensino-aprendizagem, é fonte de prazer, de
compreensao de agdes em forma de esquemas, e “ndo repetir’ seria punigéo,

causaria dor, e levaria o sistema a o6bito.

As analogias por assimilagdo deformantes, através de inovacgoes e

modificagbes, produzem linguagens, criam conven¢des e propiciam a teorizagao.

As estruturas dos jogos de exercicios, que envolvem o “como fazer”,

e as dos jogos simbadlicos, que sao a base do “porqué fazer”, sdo adicionadas as

estrutura; ;lo_s jogos de reg}a.s dué se fundamentam na coordenagao entre o
‘como e o porqué” através da assimilagdo reciproca, onde as regras, os critérios
de vitéria ou derrota, regulam e direcionam a conduta dos jogadores que deverao
ter competéncia majorante, a cada jogada, a cada partida, e em cada situagao
desafiadora da vida saiba coordenar pontos de vista diferentes, raciocinar por

recorréncia, e conhecer os jogos no sentido simbdlico e operatorio.

Os jogos de construgdo possibilitam a reconstrugdo do real e
propiciam o desenvolvimento da imaginacao, da criatividade, da vivéncia
antecipada do real, subordinam a forma ao co.nteL'ldo, dao énfase ao processo e
na matematica, promovem a problematizagéo, enriquécida pelo estabelecimento
de relagbes e necessidades, através da superacdo de dificuldades que séao

apresentadas gradativamente no contexto do jogo.

Antes mesmo que 0s jogos vencessem os radicais inflexiveis, de
esquemas cristalizados e pudessem ocupar o seu devido lugar nos sistemas
educacionais, a globalizagdo desencadeou uma grande revolugido que provocou

uma mudanga de paradigma pedagdgico, e a escola dos nossos dias esta sendo
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obrigada a introduzir o computador como ferramenta para facilitar o processo de
expressao do pensamento, que Papert denominou de paradigma construcionista,
isto é, a abordagem pela qual o aprendiz constréi, através do computador, o seu

préprio conhecimento. (VALENTE, 1998, p. 40).

A diferenga entre construcionismo de ’Papert e construtivismo de
Piaget esta no uso do computador. No construcionismo o aluno interage com os
objetos em estudo atravées do computador, usando uma linguagem de
programagao, onde as idéias sao descritas e o computador as executa e o aluno,
ap6és uma fase de reflexdo, realiza um processo de depuracdo de sua idéia
original tanto conceitualmente, como estrategicamente, enquanto que no
construtivismo de Piaget o aluno observa e descreve o objeto sem utilizar o

computador como mediador.

Para que o computador seja usado de maneira efetiva na educacéo,
necessita-se do microcomputador, do software educativo, do professor capacitado
na utilizagcdo do micro-computador como meio educacional e do aluno, todos
como ingredientes de igual importancia no processo e numa relacdo de total

interacao.

No momento em que o aprendiz depura as dificuldades de
compreensao, ou quando deseja majorar seus conhecimentos, o professor estara
sendo testado em sua pratica pedagogica através de um grande desafio: “como,
quando, quanto e onde” interferir para complementar efou impulsionar o processo

cognitivo vivido pelo aluno.
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As atividades‘comp|ementares desenvolvidas no computador e/ou
fora dele implicam em ajustes que terdo que atender as especificidades do objeto
em estudo, as diferencas individuais dos alunos e os diferentes contextos de

aprendizagem.

Sob o olhar avaliativo, continuo e dinamico do professor o aluno
devera evoluir na aprendizagem dos conceitos em estudo e o professor, longe de

ser contemplativo, deve crescer no entendimento perfeito e claro de como e

porqué o aluno em observagao estd aprendendo ou ndo, numa interrelacao de

construgao ativa do saber.

Para isso os erros e acertos de cada estudante oferecem as pistas
que o profeésor necessita, para redefinir e adaptar suas estratégias e o uso dos
recursos pedagogicos de maneira efetiva, onde trabalhos individuais e/ou em
pequenos grupos devem ser desenvolvidos continuamente obedecendo um plano

norteador.

Nesse processo o professor ndo sera apenas um experimentador
mas deverd ser um habilidoso, ardiloso e perspicaz parceiro no jogo da
construgao do saber que, atento, ndo permite que estratégias massificadas,

impegam o.aluno de construir o seu conhecimento e ser feliz a um sé tempo.

Justifica-se assim o trabalho de elaboracao de um software para ser
usado no ensino de calculo,” mais especificamente como suporte na
aprendizagem dos conceitos de limite, derivada e integral, de fungdes de uma

variavel real.
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2.4. Modelagem Matematica

2.4.1. Limites — Nocao Intuitiva

Nesta secao sédo elaborados modelos matematicos para a resolucao

de problemas que nos leve intuitivamente a noc¢ao de limite.

Problema |
Calcular a area de um circulo de raio R usando a aproximacao por

poligonos regulares, inscritos no circulo.

" Resolugio /

Seja A a area do circulo e A, a Q2
area do poligono regular de n lados inscritos \ o=
c
no circulo.
¢
Sabe-se que: \ / p
A= nh_1>n00 An Figura 1 — Hexagono regular inscrito

A, = n X érea do tridngulo POQ =
=n X (2 x érea do tridngulo POC) =

= 2n X darea do tridngulo POC =

:2nX(y2X—PTCX()_C)::

~[axPcx0C | @
Mas PC=R sen 0

OC=R cos 6

o=C"" n="
n 0

Substituindo estes valores em @ tem-se
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A":gRsene.Rcose

T 52
An = 6 R ( sen 6 cos 0 k para v6="ou, como
n

Sen 26 = Sen 0 Cos 6

Substituindo @ em@ tem-se:

NPT Isen 26|
0 2
A =1 R? ‘_522_6\
" 20

Quando n tender para infinito, 6 = T tendera para zero, portanto,

n
’ y , |Sen 26|
A=pdfy An =gl TR° —0— =
20
= nR* lim Se;e29 = nR? .1=nR?
~ Problema 1l

Calcular a area do circulo de raio R, usando uma aproximacgao por

poligonos regulares circunscritos.

Resolugio: ' Q
Seja A a area do circulo e A, a area do o ‘t‘
poligono reguiar circunscrito de n lados. ‘
¥J ‘. P
] =i . . .
Sabe-se que A n——gnooA" Figura 2 - Tridngulo isésceles com

vértice no centro e base tangente a
circunferéncia.
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An=n x area do tridngulo POQ

=n X (2 x area do tridngulo EOQ)
=nngéxinﬁ)=m&ﬁ=nRazgm=-

quMQ=gRﬂ@m=nR2§%;
o)
A, =R’ ___\tg |
0
. tg 0| . sen 6| 1
A=l R* ___l =7R* i , =
A R o R a
_o? i |sen 0| lp L
C} 0 0 0 0 ‘COS 9‘

" =qR’.1.1=nR?, para g="
n

Problema lll

Calcular o perimetro de uma circunferéncia usando a aproximacao

por poligonos regulares inscritos.

Resolucao

Seja P o perimetro do circulo e P, 0

perimetro do poligono regular, inscrito, de n lados.

Figura 3 — Exagono regular inscrito

Sabe-se assim que:

p= Hm p
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p=1, P,

P=nx2x FE, mas PC = R sen 6 logo,
V3
P =nx2Rsen0, n=5 logo,

o
P =" R sen 6] =2 7R Lsen—[
0 0

7
ben 6], g_2.
n

P =27R

Isen 6| _

Como P= 1M P entao P=lm 2R

n

. |sen 6
=27zR91£{10‘ 5 2nRI-27R

Problema IV
" Calcular o perimetro da circunferéncia de raio R usando uma
aproximacao de poligonos regulares circunscrito.

Resolugéao: o

Seja P o perimetro da “
circunferéncia e Pph o perimetro do poligono ‘

regular, de lados, circunscritos.
Figura 4 - Triangulo is6sceles com
vértice no centro e base tangente a
circunferéncia.

Temos que:

_ lim
T n—>x0 Pn

P,=nx2xPC=nx2(R tg0); como n=g

0
Pn=12Rtg6:2nRﬁg—‘—:2nR‘sene,, 1
0 0 0 | cos 0|
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|sen 6| 1.

Portanto, P. = 2nR .
" | cos O

Mas, P = nlgnw P, :el—ig}o P,

[senB] 1 pqlo
0 |cos 6| 1

P =, li;m 27R

=2nR .1.1=2nR

2.4.2. Limite - Definigéo

O objetivo desta segéo é elaborar uma seqiéncia de exercicios para
elucidar a abstragcao da definicdo de limite de uma funcao f de variavel real x, isto

é,
Jim (fx)=be Ve>0,38>0 talque:

O<|x-al<d=|f(x) -b|<eonde € ¢ & sd numeros reais
maiores que zero e infinitesimais.

Para isso, trabalha-se com varias definicbes onde o nivel de
abstracdo sera gradativamente apresentado. Primeiro evita-se a simbologia

matematica de praxe. Assim,

~ Definigio |
Limite da funcdo f quando x se aproxima de a € igual a b, se, e
somente se, para todo intervalo W de centroem b e raioe > 0 no eixo dos y,
existe em correspondéncia um intervalo V, de amplitude &4+ &, no eixo dos X,

que contém a, tal que:
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Se x for qualquer ponto de V e diferente de a, afirma-se que todos os
pontos (x, f(x)) # (a, f(a)), do grafico da funcdo, estardo contidos no interior do

retangulo de altura 2¢ e base igual a amplitude de V, qualquer que seja o valor de

€ > 0 e tdo pequeno quanto se queira.

Pela extensao que esta definigdo apresenta, tornando-se enfadonha,
macante e cansativa, sente-se a necessidade de reduzi-la sem que o rigor e a
veracidade da definigcao sejam prejudicados. Para isso, se langa mao de simbolos

matematicos para substituir expressées a seguir especificadas:

1. lm f(x) = b, substituira a expressao:
“limite da fungao f quando x se aproxima de a € igual a b”
2. &, substituira a expresséao: “se, e somente se”, -

3. VW =(b-g, b +¢), substituira a expressdo. “para todo o
intervalo W de centro em b e raio ¢ >0 no eixo dos y’,

representada graficamente na figura abaixo:

Y e
b+ E
8{
b
E"{
b-&
»
%

Figura 5 — Representacao Geométrica de W.

4, IV=(a-35,,a+3,), substiturda a expressio: “existe em
correspondéncia um intervaio V de amplitude &, + §,, no eixo

dos x”, representada graficamente na figura abaixo:
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A

e

a-@ 8, a 3, a + 84 x

i —

Figura 6 — Representagcao Geométrica de W e de V para uma curva

5. Vxe Ve x=#a, substituira a expressao: “se x for qualquer ponto
de V e diferente de a”.

Reescreve-se agora a definicao |, usando as expressdes simbdlicas
acima apresentadas.

Definigao |

Jim f(x) =be

VW= (b-ge, b+g),3V=(a-35, a+3,) talque

VxeVex#a =08 pontos (x, f(x)) # (a, f(a)) do grafico da
funcao f estdo todos contidos no interior do retadngulo de altura 2¢ e base
8 +8,,onde £e>0 e 3, >0 e &, >0 sdo numeros reais quaisquer tdo pequenos
guantos se queira.

Observa-se nas figuras seguintes do BLOCO | e BLOCO Il de

exercicios, exemplos e contra-exemplos de situagdes de existéncia do xﬁi‘% f(x)

e de ndo existénciado lim f(x) a luz da Definigéo I.

v ;
Vo4 3+ +8,
L+ &
| L
'\\ i
P Ny il 2¢
nx) s : £
i i i
b-& / REE
i i i b
i i i d
a-3 A a a9 x
]

¢

Figura 7 — Curva onde x‘@a f(x)=b e f(a)=b
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Figura 8 — Curva onde xlil)na f(x)=b e f(a) # b

(x.1ix))
bh+€ /

;o ——
*

b - e

h-E v

s

Figura 9 - Curvaonde ) f(x)=b eZ f(a)

Y ety 7

L€
ozl
b - <€ i :
ii . H
x ~ %

Figura 10 - CurvaondeZ lim f(x) e f(a)=b
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_‘;h'
i d}_J'l"
€
fia) o
b +&
b 3+ >
_,-’"'__
........................... ....,:'/'
b - & :
a-a, " 1 X a 5 —»
Figura 11 — Curva onde 7 x‘@a f(x)ef(a) # b
&
6+ ¢ Tixfixn
b s
e
b - & /
1 - B ) x 1+ ) -
flal
Figura 12— Curvaonde 4 lim f(x) e f(a) = b
i
b+ & ™ =
b e 1
b - & B Bl
— L
a-8, a a-+d;

Figura 13 — Curva onde xl.@a f(x)=bef(a)=b
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b +& .
l) %o s \“’_L\\
b - & I
i - 6: a A -+ é'l
Figura 14 — Curva onde Xlgﬂa f(x)=b eZ f(a)
i
fia) =
Fr—r"
b + E'&_\ (x Aix 1)
h =
h - &
a-9, ax a+9d,
Figura 15 — Curva onde A xlﬂﬁ)a f(x)ef(a) # b
i A
(. ix L B
rial "
b + &
........... i B e
L o 0 T T O
) o | YRS o
] ikl N
{"/- i
b - &€ d
a-a, ax a+d

Figura 16 - Curvaonde Z i f(x) e f(a)=b
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BLOCO I

b +&
P
o~
b e
> il il
b - & .
o i + O
a-3a, TRy

Figura 17 — Curva onde Xl'E)na f(x)=b e f(a)=b com retangulas de base 5, +9,

b +&
I__.f."
B
b el e
b - € - 2
- —
a - 63 3 a 0]

Figura 18 — Curva onde x‘@a f(x)=b eZ f(a) com retangulos de base 5,49,

&
Hal 'y Tg j
L
o B . ==t i i
b -&
a4

Figura 19 — Curva onde xl'ga f(x)=b e f(a)#b com retangulos de base §,+3,



h + &
i
|57 PSR I SalY] (e - _J;
.................... :_:::_..._ ;
b - & s G
< - —p=
4= Qo a a By

Figura 20 - Curvaonde 4 lim f(x) e f(a)=b com retangulos de base §,+3,

r{al ¢
h +& :
I. R}
by T ]
4 il
bh-¢€
a- 8, a a -+

Figura 21 - Curva onde 7 Xl'ﬂla f(x) e f(a)=b com retdngulos de base 5,+3,

b +& 1
I
b b |
i __Jf
b-& AL
: o
a-3, a a+0| :
1(al

Figura 22 — Curva onde Z J@a f(x) e f(a)#b com retangulos de base 5 ,+9,
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b +€ .
.IA
}'.
\‘\_—\-
i
———
b &
'\__
\
y
b-¢& ~L_
Q = .
a-0, 4 a-+op

Figura 23 - Curvaonde 1 f(x)=b e f(a)=b com retangulos de base 5 +3,

i

b +& h

"I
\
b Q.
3
N,
5
b-¢ =~
-
-0, d a+ao

Figura 24 — Curva onde xlﬂa f(x)=b e A f(a) com retangulos de base §,+35,

fa) b =

b + &% T

\5““.~ e N e

5 e
l) ; 558 Y

bh - &

I — -
a-ad, 1 a-+d

Figura 25 — Curva onde Z xlﬂ'la f(x) e f(a)#b com retangulos de base §,+9,
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i
................................................................................. C’M‘_’_“-— = = 2
h +&
: o — =
....... l._......‘l 4 . 'l'
o i e - \ __]
....... 1_ - e
h - -t ---- f
- — -

Figura 26 — Curva onde 7 Xli_r)na f(x) e f(a)=b com retangulos de base J,+9,

De acordo com essa definicao as figuras 7, 8, 9, 13, 14, 17, 18, 19,

23, e 24 sao exemplos de situagdes onde  liM f(x) e as figuras 10, 11, 12, 15,

16, 20, 21 22, 25 e 26 sao contra exemplos, isto &, situacdes onde A 1°gna f(x).

X

Pode ser observado que ao mesmo tempo que x € (a—9,,a+9,) €
X #a assume valores cada vez mais préoximos de a, os pontos
(x, f(x)) # (a, f(a)) ndo conseguem sair do interior do retdngulo e também f(x)
nao consegue sair do interior de w = (b—¢, b+¢), € mais, se x se aproxima de a

entao f(x) se aproxima de b, isto é:
Sex »>aentiaof(x) > b
Entao reescreve-se a definicao | de forma equivalente.

Definicao I

lim f(x) = b <

X —>a

VW =(b—¢, b+g), IV=(a-3,, a+d,) tal qoue:
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Se x € V e x se aproxima de a entao f(x) € W e se aproxima de b.

Nas figuras de 7 a 16 do Bloco | de exercicios é constatado as

definicdes | e Il para um unico retangulo, ou seja, para um Unico intervalo W, mas

as definicbes sao verdadeiras para qualquer que seja W com raio € > 0 e tao

pequeno quanto se queira.

Por isso constréi-se o Bloco Il de figuras, onde variando os intervalos
e consequentemente os retangulos, faz-se € assumir valores positivos e tao

pequenos quanto se queira para mostrar que as definigdes | e |l continuam sendo
verdadeiras.
Outras constatagdes podem ser feitas, observando os Blocos | e |l

de exercicios:

1%) Por que nas duas definicbes se tem a condicdo x # a e /ou

(x, f(x)) # (a, f(a)) ?

Porque a existéncia ou ndo da imagem de a ndo consegue

influenciar em nada as afirmagdes: 3 lim  f(x) e / oud lim f(x).

Para constatacao deste fato observa-se:

- nasfiguras 7, 13, 17 e 23:
3 f(a) e além disso f(a) = b e também 3 lim f(x) com lim f(x)=b
- nas figuras 8, 18:

3f(a) e 3f(a) = b e também 3 lim f(x) com [lim f(x)=b
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- nas figuras 9, 14, 19, 24

A f(a) mas 3 lim f(x) e lim f(x)=b

- nas figuras 10, 11, 20, 26

If@@)ef(x)=bed lim f(x)

- nas figuras 11, 12, 15, 21, 22, 25

If(a)ef(a)=bed lim f(x)

Conclui-se por isso que thla f(x) nao € uma propriedade local

porque é independente de f(a), isto €, da imagem de a.

Afirmamos que o x1ig1a f(x) é o estudo do comportamento da curva

nas proximidades de a, isto é, se x tende para a, entao f(x) tende para b, ou seja,

x —>a= f(x)>b, 0 que é o mesmo que; lim f(x) =b.

Observando as trés figuras seguintes:

W< i 2
fix) i3l

o
3\

Figura 27 - Curvaonde lim f(x)=b e f(a)=b com retangulos de base 5,+3,
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b +&

SEE‘

heo

1\
b-¢€

O
o

a-9,

b+&

h(; >:£
o>
/./‘
[y =
b-¢€&
=0 plants =0——9

L= 0y a-d a-3aa+od a+o,

Figura 29 — Curva onde xlif)na f(x)=b e f(a)=b com destaque para o retangulo de base 25

Nota-se que a figura 27 ilustra as definicées | e Il e observa-se que
W = (b—¢,b+e) & um intervalo simétrico de centro em b e raio ¢>0 e
V=(a-3,,a+38,) ndo é um intervalo simétrico, ele contém a, mas a nao € o
centro de V.

Na figura 28, verifica-se que V = (a-32, a+d1) contém um intervalo
simétrico (a-8¢, a+d4) de raio igual a 31 = min {31, 32} € que para o retangulo de

altura 2¢ e base 281 as definigées continuam sendo verdadeiras.
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Logo, se pode substituir o intervalo V = (a-6,, a+61) das definicoes | e
Il pelo intervalo (a-6, a+d) de centro em a e raio 6 = min {31, 32}, (figura 28).

Na figura 29, verifica-se que o raio do intervalo (a-5, a+3) pode ser
menor que o min {51, d2} 0 que nao prejudica em nada as definicoées | e Il conclui-
se que & < min {51, 62}

Rescrevendo a definigao |, tem-se a definigao IlI:

Jim f(x)=boV (b—¢ b+e),

3 (a-§, a+d) tal que se x # a e xe (a-5, a+d) entao os pontos (x, f(x)) do grafico,
exceto possivelmente (a, f(a)) estarao todos no interior do retangulo de altura 2¢
e base e 26, para € > 0 e & > 0 tdo pequeno quanto se queira € & < min {84, &,}.

(fig. 29).
Portanto modifica-se a apresentacdo da definicdo Il, escrevendo, a

seguir, a definicao IV.

Jim f(x) =be V (b-¢, b+g),

3 (a-6, a+d) tal que para x # a € (a-6, a+d), se x se aproxima de a, entao
f(x) € (b-g, b+e) e f(x) se aproxima de b para valores de ¢ > 0 e & > 0 téo
pequenos quanto se queira.

No Bloco Il de exercicios sdo apresentados, graficamente, situacoes

de existéncia e nao existéncia de lim f(x) a luz das definigées Il e V.

Bloco lll de exercicios

Variando-se os valores de €, sdao encontrados para cada € um

retangulo novo.
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Figura 30 — Curva onde Xli_f?a f(x)=b e f(a)=b com retangulos de base 5,+5,, 26,, e
25

Outros exemplos

ﬂl

b -&

v

a-o a a4 D

Figura 31 — Curva onde xli{)na f(x)=b f(a)=b com retangulos de base 29

fa

real hTE

; —

Figura 32 — Curva onde Xligla f(x)=b f(a)#b com retangulos de base 25

&
b +&
b o
=1
b-& 7
a- 90 a a0 o

Figura 33 - Curva onde xligla f(x)=b el f(a) com retangulos de base 25
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&
" g -
h+&
b v
b -&
= = >
a0 a a-+ O

&
o
br€
b T8
h -& "
= = >
a-—o0 a a4+ O
Figura 35 — Curva onde A xligla f(x) e f(a)=b com retangulos de base 25

'
fia) P
b +& :
| 7 1| A e D
b -&
a- o & a4+ o

Figura 36 — Curva onde ,\-liina f(x)=b e

f(a) # b com retangulos de base 20



b +& gz
b
h -&
g

Figura 37 - Curvaonde lim f(x)=b e f(a)=b com retangulos de base 25

fal
\
h +& e
b =0,
b -€ : S
- o
{ ] a i+ O

- 4 7
o
b +e | :
\’«.
b BN Psmiosses o= B n)
b -&
—»
1- 0 a 10

Figura 39 — Curva onde #A xli{)na f(x) e f(a)#b com retangulos de base 20
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Figura 40 — Curva onde 4 Xlif)na f(x) e f(a)=b com retangulos de base 26

Faz-se agora a introdugao da simbologia de distancia nas defini¢ées
e lV.
A figura 41 abaixo € a representagao grafica do intervalo (1, 9) de

centroa =5 eraio d = 4.

Ca
I
b
oa
I
B

1 x 5 * 9

Figura 41 — Representagio graficade d<d (x, 5) <4
d € a distancia do centro 5 aos extremos, isto €,5=d (1,5)=d (5,9)=5-1=
=9-5=4

Afirmar que x € (1, 9 ) é dizer que a distancia de x a 5 € menor que o
raio do intervalo, ou seja, d (x, 5) <4,equesex=5,d(5,5)=0

Entdo a expressao: x #5e x € (1, 9) é equivalente a: 0 <d (x, 5) < 4

Para generalizar considera-se na figura 42, o intervalo (a-3, a+3), de

centro a e raio 9,

=]
o=

a— 6 X * R a+ 8
Figura 42 — Representacio grafica de 0 < d(x, a) <9
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e conclui-se que a expressao x # a € X € (a-6, a+d) € equivalente a 0 < d (x, a) <d.
Com isso a definigao Il se transforma-se na definicao V, isto é:
Jim f(x)=b <V (a-¢ b+e), I(a-0,a+d) talque;
Se 0 <d (x, a) < & entao os pontos (x, f(x)) do grafico de f, exceto
possivelmente (a, f(a)) estardo todos no interior do retangulo de altura 2¢ e base

25, para € > 0 e d > 0 tao pequeno quanto se queira e & < min {31, d2}.
Consequentemente a expressdo f(x) € (b-g, b+g) pode ser
substituido por d (f(x), b) < €, e aqui ndo se necessita exigir que d (f(x), b) > 0

porque f(x) pode ser igual a b, como nas figuras 30, 31, 34, 37 e 40 do Bloco Ill de
exercicios.

Portanto a definicao IV sera substituida pela definigao VI,

Jim f(x)=beV (b-e b+e)., I(a-5.a+d) tal que

Se 0 <d (x, a) < d entao d(f(x), b) < € e f(x) se aproxima de b para
valores de € >0 e & > 0 tdo pequenos quanto se queira.

A expressao V (b-g, b+g), 3 (a-d, a+d) pode ser representada por,
“ve>0,306>0" que é o procedimento executado nos exercicios, isto &, varia-se
apenas o raio ¢ do intervalo (b-g, b+g) e em correspondéncia o raio & do intervalo
(a-d, a+d) também ira variar.

E a definicao V transforma-se na definigao VII

Jim f(x)=beVe>0,38>0

Se 0 < d (x, a) <6 entao os pontos do grafico de f, (x, f(x))

pertencerao ao interior do retangulo de altura 2¢ e base 26, paraec > 0e § > 0 tao
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pequeno quanto se queira.
Da mesma forma a definicao VI transforma-se na definicao VIII

Jim =b<ve>035>0 talque:

Se 0 <d(x,a) <dentdtod (f(x), b) < ¢, paraec>0e s> 0 tao

pequeno quanto se queira.

Faz-se agora, a introdugéo da simbologia de médulo nas definicées,
pois sabe-se que distancia de 9 a 5 € o mesmo que moédulo de 9 -5, isto é,
d (9. 5=]9-5].

Assim, a definicao VIl assume a sua forma definitiva,

transformando-se na definicao IX

Jim f(x) b Ve>0.38>0 tal que,

Se 0 < |x - al < & entdo os pontos do grafico de f, (x, f(x))
pertencerao ao interior do retangulo de altura 2¢ e base 28, parac>0e § > 0 tao
pequeno quanto se queira.

Da mesma forma, a definicdo VIII chega a sua forma definitiva na
definicao X

Jim f(x)=beVe>0,35>0 tal que,

Se 0 < |x - al <5 entao |f(x)~b| <g parae>0ed >0 tao

pequeno quanto se queira.
2.4.3. Derivada

Definigao:

Seja f uma funcao, definida num intervalo aberto | € x, € I: A
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derivada de fem xgp &

: f(x)—f(x
Jim - 100 =1(x,) , fazendo x=x, + Ax
o X_X0

onde Ax representa um acréscimo que sera dado ao xg e portanto Ax tendera a

zero se x tender para xo.

Logo:
\li};n‘ f(X)_f(Xo) _ llm f(X“ +AX)—'f(XO)
‘ o X —X, Ax = 0 AX

para esse limite € de praxe usar uma das seguintes notagoes

) ou f'(x) ou D f
dx |x=Xx, '
Como a derivada é um limite escreve-se a sua definicdo usando ¢ e
5.
: f(x)—f(x,
Jim  TOOZI0) ey

X=X,

Ve>0, 35>0 talque,

f(x) - f(x,)

0< |x-%,|<8=
X —

- f' (x,) |<¢

0

Geometricamente f' (xo) € o coeficiente angular da reta tangente a

curva no ponto de abcissa Xxp.

A construgao deste conceito passa por diversos estagios conforme

colocado a seguir:

Estagio |
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Dados dois pontos de uma curva P = (xo, f(xo)) e A1= (X1 , f(x1)),

determinar a equacao da reta secante a esta curva nos pontos P e A;.

por P e A4,

£z

) ---=---=----3 _—_;--_;__;; ______ H

Solucao:

Sejay = m x + b a equagao da reta S secante a curva, que passa

P = (g, f(ze0)

-} e

= x, =%+ Ax

Figura 43 — Reta secante a curva f nos pontos P e A,

do P

Observando a figura 43, acima, conclui-se:
Como m é o coeficiente angular daretaSentdiom=tgoe

ﬂzf(xl)—f(xo)

, entao
Ax X; —Xq

tgb =

f(x,) - (%)
m=—n1/" "o/

X; =Xy

Substituindo o valor de m na equagéao da reta y = mx + b, tem-se:

Y{M} <t

X; —Xg

Para calcular o valor de b x e y sao substituidos pelas coordenadas
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X =X

f(x,) = {—f(xl)_f(xo)} X; +b .

f(xl)—f(xo)} .

Xp =Xy

b:f(xo) - [

Voltando a equagao y= mx + b para substituir os valores de me b e

obter a equagao da reta secante a curva .

X =X X —Xp

ESTAGIO I

Calcular a equagao da reta tangente a curva num ponto P= (xg ;
f(xp)) conhecido.

Solugao:

Seja Y = ax + b a equagao da reta t tangente a curva no ponto
P= (xg, f(x0)) , entdo afirmamos que: a = f (xq), isto & , Y= f (xo) X + b.
Substituindo em seguida y e x pelas coordenadas de P tem-se :
f (x0) = (x0) Xo+b

b = f(xo) — f (X0) Xo

Substituindo o valor de b encontrado , € obtido:

y = f (xo) X + f (Xo) — ' (Xo0) Xo que € a equagao da reta tangente a curva.

Na tela do computador, aparecera o grafico de uma curva escolhida

previamente pelo programa e a reta tangente num ponto P da curva colocando o
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coeficiente angular da mesma em destaque.

O aluno escolhera o ponto A (x4 , f (1) ) e o computador tracara o
grafico da reta secante S, e destacara numa tabela o valor m, do coeficiente

angular da mesma. Em seguida, escolhera o ponto A= (x , f(xz) ) e todo o

processo se repetira. Este processo sera iterado com os pontos A, se
aproximando do ponto P e o aluno constatara que S,—t e algebricamente os

coeficientes angulares mp—a (coeficiente angular da tangente).

A figura 44, a seguir, mostra geometricamente o processo acima

descrito.

e
T

N
|
\\

\
a

A ]

Figura 44 — Retas secantes que se aproximam da reta tangente

f —f
Secante S, ; angulo 6, ; m, =tg0, = £(%) —1(x,)
X) =Xy
f(x,)-f
Secante S, ;angulo 6, ; m, =tgb, = f(x,) —1(x,)
X5 =X
f(x;)-f(
Secante S, ; angulo 0, ; m, = g6, = ) 710
X3~ X

O mesmo se repetindo para S4, S5, Sg e por indugdo para S,

ra
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Portanto;

— f(xn)_f(x())

Xy =Xy

n

Secante S ,angulo 6, ;m, =1tg 0,

n?

Assim, fica facil observar que a sequéncia de retas secantes, (Sy, S5,
Ss3, S4, Ss, S, ..., Sp, ...) se aproxima da reta t tangente a curva, isto é; “quando o
P permanece fixo e A percorre a curva se aproximando de P tanto quanto se

queira, as retas secantes vao se aproximando da reta tangente t e por isso

afirmar-se que (m, , my, ..., My, ...) se aproxima do coeficiente angular de t, porque

(61, 02, 03, ..., By, ...) tende para 6 , angulo que a reta tangente faz com o eixo dos

X ou qualquer reta paralela a este eixo.

i o LG, ) -
Portanto a= lim m = lim Ix,)—1(x,) _
X N X@
Wi fx,) = 1) _ lim fx,) - f(x,)
Xn X o X b= X() AX — 0 AX

—_ lim f(X(, +Ax)_f(xu)

AX — 0 Ax

= " [&4)

O coeficiente angular da reta tangente a uma curva num ponto fixo

P, € chamado de derivada de f no ponto P de abcissa xg, isto é:

d f(x)
8= ou
dx X=X,
a=1" &) ..

-t _ lim f(Xo +AX)_f(Xu)
f (X‘, ) = AX>0
AXx
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2.4 4. Integral Definida - Nocao Intuitiva
Considerando as curvas f(x)=bx’ e f(x) = %xz

3 2
Sabe-se que I; bx2dx = b% e que JT 1/2 x* dx =7/6, porque _[: bx? dx =

a
3 3 3 3
bfxzdx=x— S
3 3 3 3
0
2
3 3 3
jz oy PP I e QL T RSN L SO S
1 23 3 6 6 6

Mostra-se que calculando a area sob estas curvas, a primeira num
intervalo [0, a] e a segunda num intervalo de [1, 2], usando o0 método de
aproximacao por area de retangulos, obtém-se os mesmos resultados.

Para isso sao resolvidos trés exercicios de calculo de area sob
curva, pelos métodos de aproximacao de areas de retdngulos de altura maxima
ou areas de retangulos de altura minima, conforme problemas colocados a seguir:

Problema |

Calcular a area S limitada pelas curvasy =0, x=a e f(x) = bx?

Método: aproximacao por retangulos de altura maxima.

v

Figura 45 — Area sob curva y = bx ?
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Solugao:

> fx) = b x?
ba2ld

Figura 46 — Destaque para a area sob a curva e a area do retingulo NOPM

Observando a figura 46, afirma-se que:

Se A, for a area do retangulo MNOP, entdo A; = aba® = ba® e

A1>S
Ly
e i AT, ;"’M
N1 Qa
u) P, P ik

Figura 47 — Destaque para a area sob a curva e a soma das areas dos retdngulos N1 OP1 Q, e
M, P4 PM.

Na figura 47:
P1 é o ponto médio de OP, por isso tem abcissa a/2, e como

consequéncia a ordenada de a/2 € N1 e

2 2
Nl:f(ijzb a |yl
2 2 4

A area A; é a soma das areas dos retangulos N1O0 P1 Q1 e M4 P41 PM,

isto é:
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2 3
aéreadeNloP,lei.f L L N L
2 2 4 8

3
aasreade M,P,PM = — . f(a) = ~ .ba’=b =
2 2 2

ba’ + 4ba’ 5ba’

A, =ba’/8+ba’/2= =
8 8
Logo A, > A, >SS, ou seja,
3
ba’ > 3ba >S
il
M,
v
Qa Va
Sz
N2
0 P, Pa P =

Figura 48 — Destaque para a area sob a curva e a soma das areas dos retangulos N, OP, S,,
Q2P1 P2V2 e MszPM

Na figura 48:

P, ¢ P, dividem OP em trés partes iguais.
: a
P, tem abcissa £l

P, tem abcissa 2%l

N, tem ordenada igual a f [i;—j =b
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Q, tem ordenada igual a f( 2 %J =b 4%_

9

M, tem ordenada igual a f(a) = ba’

2 3
AémamaNJDRSzzm.ffa]:%[ba):ba
2 2 3
Aémamﬂ%PlEVZ:gmf[i?j=(%j[bﬁlJ:4bi_
) J

A areade M,P,PM =

.um:[ J(baﬁ:b:

w‘m
w |
w | ®

A area A; € a soma das areas desses retangulos. Entao:

3 3 3 i3 3 3 3
A, :ba +4ba7 +bi= ba’ + 4ba’ + 9ba _ 14ba
) 27 27 3 27 27

Logo Ar>A,>A;>S

sha’ 14ba’
>
27

ba >

Para calcular A,, constroéi-se n retangulos, dividindo OP em n partes

iguais. Dessa maneira tem-se n retadngulos de base a/n, de tal forma que:

n

>
Il
=R S
o
2z %
5| e
N S
+
S| e
o
7~ X
::‘Q'\,)
Ny, A
+
S| e
o
R
:’;’f
SN oA
5| e
o
T
:‘5
Na A
1l

b(aj;[ln(mﬂ)ﬂn+Uj:
n 6

E (ij [n(n+1) (2n+1)]:z {[l+lj[2+lﬂ
6 \n 6 n n
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Conforme observagéo conclui-se que:

S= lim A
3
= lim 03 Kuij . (2+lﬂ
6 n n
S ba’
3

Problema li
Calcular a area da regi&o S limitada pelas curvasy =0, x =1, x = 2 e f(x) = % x°
Solucao

Método A — aproximagao por retadngulos de altura maxima.

F 3
fx) = 5 =
2 2 c
o x =2
. s
2
A B -
< 1 2 o

x=1

Figura 49 — Destaque para a area sob a curva e a area do retingulo DABC

Considerando a figura 49, afirma-se que:

A area Sqdo retangulo ABCD é 1.f(2)=1.2=2 .logo S; > S.
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A, D,

N

A\

Figura 50 — Destaque para a area sob a curva e a soma das areas dos retangulos
A1 AB, D1, e DB1BC

Na figura 50, onde:

B1 € o ponto médio de AB, com abcissa 3/2 e como conseqiiéncia a

ordenada de A, é

f (%j e a area do retdngulo AB, D, A, é

()-8

1
A area do retangulo B, BC D & E.f(Z) = (2% =1

1 1
22
A area S; sendo a soma das areas desses retangulos sera:
9 25

3 1
fl=—|+=—f(2Q)=— +1=— logo, S,>S,>S
(]zulé 2 logo, 5,8,
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g

(&
3 , il

Figura 51 — Destaque para a area sob a curva e a soma das areas dos retangulos
A1 ACC1 CzCDD1 e D2DBB

Na figura 51, onde os pontos C e D dividem AB em trés partes
iguais.

C tem abcissa i= 1+

[0 @l

D tem abcissa i =1+

C, temordenada f(

w| &
S S (98]
1]
o | —
TN
[OSRINN
N
[%)
Il
P |
0| N

D, tem ordenada f(i):l(ij _ 25
3 2
B, emordenada f(2)=1/2(2) =2
: 1 (4
Aareade ACC1A € ?f(?]
A area de C D D; Cpé %f(%j:l 25 _ 25

Adreade DB By D, é —;-f(2)=%.2

Denominando Sz como a soma das areas dos trés quadrados

especificados acima, tem-se:
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1 4 1 1
S,‘:—.f(—jJr— f(5j+— £(2) =
-3 3 3 3 3
16 2 2 1 25+3
:_+_5+;= s 5j—f—ézﬂeSI>SW>SQ>S
54 54 3 54 54 ) '

Para calcular S, constréi-se n retangulos, dividindo AB em n partes

iguais. Desta forma sao obtidos n retangulos de base 1/n, de tal forma que:

2
Sn:_f[nJrljJrlf{n+_j+m+lf(n+n]:
n n n n n n

it

11 (n+1Y) 11 n+2j2 11 (n+n)
Snzi_ +F o= — F owenF— — =

n 2 n n 2 n n 2 n

111 5 . 5 ,
Sn:—;f[(nJrl) +(n+2) +(n+3) +...+(n+n)]

n2n’

1 1 2 2 2 2 2
S, = G [(n +2n + 1)+ (n' +4n + 4)+...+ (n‘ +2n° + n)]

n’

- 1 1 [ +n” +.+n°) + Cn+4n+..+2n°) + 1 +4+9+...+1n?%)
" 2n’ n parcelas n parcelas n parcelas

I 1 2 2 2 2 2
S, e —;[n.n“ +n{2+4+6+..+2n) + (1' + 2% 4+ 3° 4.4 n)]

n
g 2+2 1

o g L L I IS @n + 1]

2 n’ 2 6

11 : 5 1
S, =— — n‘+n'(1+n)+—[n(1+n)(2n+1]

2 n’ 6

1 1(1+n 11
S =—4— + ——(01+n)(2n+1
"2 2( n J 12 nz( ) ( )
S”:l+l[l+1j+L(l+n) (2n +1)

2 24N 12 n n
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Sn=l+l l+1 +—1— l+1 2 4+ —
2 2 \n 12\ n n
. 1 1 1
Im S. =— + - +_—_.1.2=
o T2 TR
1 6+1 7
=1+—: = —
6 6 6

Como S = lim S. entdo S =%

n—

Problema lll

Calcular a area S limitada pelas curvasy =0, x =2, x = 1 e f(x) = % X

Método B — aproximacgéo por retangulos de altura minima.

B2
----- > fix)= 1 x*
2

A1 Bl

M=

Figura 52 — Destaque para a area sob a curva e a area do retangulo A; ABB,,

Na figura 52, sendo S a area sob a curva, afirma-se que a area S;

do retdngulo AB B1 A é menorque Se S, =1. f(1) =1 .1/2 (1> =12 logo S > S;.

F 3
B2

2

1 Fx

Figura 53 — Destaque para a area sob a curva e a soma das areas dos retangulos A; ACC,, e
C.CBB..

Na figura 53, tem-se:
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C é o ponto médio de E, por isso tem abcissa 1 + % = %

A area do retangulo AC C1A; é l.l.l2 1
2 2 4
A area do retangulo CBB1C, é | f(] . l} 11 [] N l)z 1 9_9
3 2} 22 2) 474 16

Fazendo S; igual a soma da area dos dois retangulos tem-se

1
8, =lf(1)+—f 1+l =l+2=£
2 2 2 4 16 16
Logo, S>8S,>8;
F 3
2 B
1 e B,
1 ot o
’ 5
L858 -
A D B g

Figura 54 - Destaque para a area sob a curva e a norma das areas dos retangulos A; ACC, e
CzCDD1, e DzDBB1

Na figura 54.

Os pontos C e D dividem AB em trés partes iguais, por isso:

C tem abcissa 1 + l = %
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C, tem ordenada f[

w\.p.
N o

Il

—+
N

—

+
b)l»—a
N A

Il
N | —
=N

—
[ —
| R

A; tem ordenada f(1)=

NS

i
>

9 54

, ) 1 11 2 125 25
A areadoretanguloDBB1D; é — . fl1+ —|=—.  — |1+ = | =—- == = =
3 3 3 2 3 6 9 54

Sendo, S; a soma da area desses retangulos, entao:

1 1
S =1f(1)+;f[1 +:)+Tf(1 +%j de tal forma que: S > S; >
J J J D J
82>S1.

Para calcular S, constréi-se n retangulos, dividindo AB em n partes
iguais. Desta forma obtem-se retangulos de base 1/n. Assim:

L L g Ly, 1o 2 I
S”:“”**f(1+*-j+—t(l+~j+...+~f(1 nj.-.
n n n n

n

|
| —
S| =
=
e
S =



‘

o
jo]

}

o
=]

1

2n
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1 {1 + —1- [(n2 + 2n +l)+(nz + 4n +4)+ (n2 + 6n +())+...+(n2 +2n° + nz)]}

n-

n parcelas n parcelas n parcelas

{1+ | {(nz+n2+...+n2)+(2n+4n+6n +...+2n2)+ +(]+4+9+...+nz)ﬂ

5

{1+1[nnl+n(2+4+()+...+2n)+<12+22+33+...+nz)]}=

|

n-

l+lz{n?’+n(2+2njn+én(n+l)(2n+1)}=

1+i2{n3+n2 (l+n)+%n(n+l)(2n+l)}}=

n

{1{n+(1+n)+%(n;1j(2n+1)”:

m § =— 4+ —+— .2

RO 2 2 12
1 1 3+3+1 7

+—+— = =—
2 6 6
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2.4.5. Integral Definida - Definicao:

Seja f uma funcao definida em [a, b] e f continua em [a, b], entdo a

integral definida de f de a até b, denotada por jb f(x) dx sera dada por

jbf(x) dx= lim > f(§)Ax, caso exista o referido limite, e
All—> 0 i=1

£ € [xi_l, xi] e|A| éanorma da particdo A, isto &, é o comprimento do maior

subintervalo da particdo A, ou seja [A| = max Hxi - X;_, ’ }

Esta definicdo € uma generalizagao dos exercicios anteriores, com

uma pequena diferenga no que se refere as alturas dos retangulos, que serdo
f (¢i) tomadas aleatoriamente para &, €[x,,.x,], e portanto podendo ser

maxima, minima ou nem maxima € nem minima.

-
/
fb) /
i /
fE2) // ! \ /
/| N = ;
of o /1
i i U i
@) i i N / |
HE ! ‘ S :,‘:\{,. § = ,/'. i
i i "1 i
! ] i i i
5 E b !
a=x, & x, L X, g = z, =5 &

Figura 55 - Destaque para a area sob a curva e a soma das areas dos retangulos

No grafico acima vamos dividir o intervalo [a, b] em quatro
subintervalos escolhendo trés quaisquer pontos desse intervalos, isto é x4, X2, X3 &
chamaremos a = xg € b = x4. Formando assim, os seguintes subintervalos: [xp, x1],
[x1, X2], [X2, X3] € [X3, X4].

O conjunto A = {[Xo, X1], [X1, X2], [X2, X3], [X3, X4]} € denominado uma
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particdo A de [a, b]. Escolhe-se agora, um ponto em cada subintervalo da particao,
por exemplo: &2 € [X1, X2], E3 € [X2, X3] € E4 € [X3, Xa] € &1 € [Xo, X1].

Considerando cada retangulo de altura f(¢) e base igual Ax, que
corresponde ao tamanho do subintervalo [xi1, xi].

Assim, na figura 55, teremos quatro retdngulos cujas areas sao:

A1 = f(&1) (x1 - X0) = f(E1) A1 X;

Az = f(&2) (x2 = x1) = f(&2) A2 X;

As = f(E3) (X3 — X2) = f(E3) Az X;

As = f(E4) (x4 — X3) = f(E4) Aa X;

4
Asoma > A =A +A,+A;+A, denotada por
=1
4

DA =FE) (X %)+ &) (xy — %)+ (&) (x5 —x,) +£(E) (x, — ;) =

£(€)) Ax+1(E,) Ayx +1(&;) Asx+1(E,) Ax= 24: f(&) Ax

€ denominada Soma de RIEMANN (Gearg Friedrich Riemann — 1826 a 1866).

Apresentaremos, na sequéncia, a figura 56, onde A é formada por

quinze subintervalos.

A

a=xp X1 X B X E X X X X% XZp ZX) Xp Ep ¥y Xi=b

.

Figura 56 — Destaque para a area sob a curva e a soma das areas dos quinze retingulos

Aqui, a soma de Riemann sera:
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PEE) Aix = FE) A x + £(E) Ay x+ F(E) Ay x+ f(E,) Ay x+ F(E) Ay x+
F(E,) A xt F(Er) Ay x+ £(E) Ay xt F(E,) Ay x+ £(Eg) Ay x+ F(E) Ay x+
F(E;L) Apx+f(E,) A x+T(E; ) Asx

Repetindo esse raciocinio para partigbes onde a quantidade de
subintervalos seja muito grande, conclui-se que a area A sobre a curva é:

Jlim Z A;, mas quando n tende a infinito, o comprimento de

i=l

cada subintervalo tende a zero, portanto | A] tende a zero, ou seja: se n—w
“ento | A -0 logo,

A= lim if(é;)Aix

oo =
Portanto, a integral definida é a area sob a curva e é um limite,

podendo-se reescrever sua definicdo da seguinte forma:

Se f for uma fungao definida no intervalo fechado [a, b], entdo a

integral definidade fde aate b é:

A = _[b f(x) dx = “1”1m Z f(E) A, x; isto € para todo &> 0,38 >0 tal que
2 Al —>0 o

toda particao A paraaqual |A| <38 entdo

<E€

3 () Ax ~ A

i=1

2.4.6. Paradoxos
Os paradoxos estudados nesse momento sdo aqueles em que: “o

fato de um evento ter de ocorrer um numero infinito de vezes n&o implica que seja
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infinito o intervalo de tempo durante o qual a série de eventos ocorrera”.
2.4.6.1. Zenao e os Paradoxos

Por volta de 450 anos a.c., Zenao de Eiéia, com os seus paradoxos,
mostrava como facilmente pode-se chegar a conclusdes ridiculas quando se parte
de hipbteses de sistemas rivais. Suas argumentag¢des funcionam também como
um raciocinio acautelador aos matematicos ao lidarem com limites. (AABOE,

1984 : 51 - 52)

Focaliza-se aqui o paradoxo conhecido como paradoxo de Aquiles e
a Tartaruga, que em sintese € o seguinte: “O maior corredor grego, Aquiles, vai
disputar uma corrida com uma tartaruga, deixando que ela figue com alguns

metros de vantagem antes que ele comece a correr. Nesta situagao diz Zenao:

‘Aquiles nao alcangara a tartaruga”. Esta afirmac¢do contraria a
expectativa gerada pela experiéncia, e como defesa, Zenao elabora uma linha de

raciocinio que podera ser interpretada da seguinte forma:

Supondo que 20 metros € a vantagem que Aquiles deu a tartaruga e

que a velocidade de Aquiles seja 200 vezes a velocidade da tartaruga, isto é:

20m T
A}La(_/i

Figura 57 — Posi¢ao inicial dos corredores

Va = 200 V1 ; multiplicando a igualdade por t (relativo a tempo), tem-se:

Vat =200 V7 t, mas como Vat = da; distancia percorrida por Aquiles em um dado
instante t e V7 t = dr distancia percorrida pela tartaruga no mesmo intervalo de

tempo que Aquiles percorreu o0 espacgo da, portanto: da = 200 dt
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Entao quando Aquiles fizer o seu primeiro deslocamento das = 20, a

tartaruga se deslocara pela segunda vez e portanto 20 = 200 dr, ..

d, =22 _20x 0,005=01
> 200

O deslocamento total de Aquiles sera 20 e o da tartaruga sera 20 +

0,1,istoé:
A T
20 0.1

Figura 58 — Primeiro deslocamento do corredor

Agora, Aquiles fara o seu segundo deslocamento, percorrendo 0,1
isto €, da2 = 0,1 e a tartaruga fara o seu terceiro deslocamento e portanto

0,1=200 df3 . dr3=0,1x0,005 =20 x 0,005 x 0,005 = 20 x (0,005)? = 0,0005.

O deslocamento total de Aquiles sera 20 + 0,1, e o deslocamento

total da tartaruga sera 20 + 0,1 + 0,0005, isto ¢é;

A T
- + ;

20 0.1 0,0005

Figura 59 — Segundo deslocamento do corredor

" Quando Aquiles fizer o seu terceiro deslocamento, isto &
dAs; = 0,0005 entdo a tartaruga fara o seu quarto deslocamento e portanto

0,0005 = 200 dv4 .-
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= 0)3(())(())5 = 0,0005 X 0,005 _', dt4 = 20 X (0)005)2 X 0,005 — 20 X (03005)3 —

t4

0,0000025 . d,, = 0,0000025

O deslocamento total de Aquiles serda 20 + 0,1 + 0,0005 e o

deslocamento total da tartaruga sera 20 + 0,1 + 0,0005 + 0,0000025. Assim,

A T

( | { { | |
| T 1 1 | 1

20 0,1 0,0005 0,0000025

Figura 60 — Terceiro deslocamento do corredor

" Quando Aquiles percorrer 0,0000025, ou seja, o seu gquarto
deslocamento, a tartaruga se deslocara pela quinta vez e portanto 0,0000025 =
200 drs ..

drs = 0,0000025 x 0,005
dvs = 20 x (0,005)° x 0,005

drs = 20 x (0,005)*

Resumindo:

dro = 20 x 0,005
dr3 = 20 x (0,005)?
drs = 20 x (0,005)°

drs = 20 x (0,005)*

e por inducdo conclui-se que; dr, = 20 x (0,005)™". Generalizando mais ainda, é
possivel supor que a vantagem oferecida por Aquiles a Tartaruga seja uma

constante a qualquer e a formula acima assumird a seguinte forma:
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dr, = a x (0,005)™". Se a relacado entre a velocidade de Aquiles e a velocidade da

tartarugaforVr=aVaeO<a< 1 tem-se:

dTn =ax an-1

Figura 61 — N ésimo deslocamento do corredor
drn = a o™ sera a distancia entre Aquiles e a tartaruga quando Aquiles estiver na
(n-1) — ésima posi¢ao e a tartaruga na n — ésima. A sucessao (dr,) sera:

3 n-1 )

(@ aa,ac? an’ ...,aa"" ..

Portando, lim a o''=a lim o' =a.0 =0, porque O<a<l.
- Entao Aquiles e a tartaruga sé se encontrarao quando for feita uma

infinidade de medi¢des, num espacgo de tempo finito € num percurso total também

finito.
2.4.6.2. Outro Paradoxo

O raciocinio usado por Zenao foi 0 mesmo empregado na solucao

do seguinte problema:
Dado um segmento AB. Marque o ponto P4 no ponto médio de AB.

Considerando o segmento P,B nele marque o ponto P, médio de P.B.
Considerando em seguida, o segmento PTB marque o seu ponto médio P3, e da
mesma forma com o segmento 173_}57 continuando com esse procedimento.

Mais concretamente, considerando que o segmento AB é a largura

da rua que um coelho tentara atravessar, mas o primeiro salto levara o coelho ao
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meio da rua; o segundo salto levara o coelho ao meio do percurso restante e
assim sucessivamente. Afirma-se que o coelho nunca chegara do outro lado da

rua.

Explicacao:

A P4 P> P3 B

Figura 62 — Trés primeiras posigoes do coelho

~ Seja a largura da rua a distancia de A até B, isto ¢, d (A, B) = x.

; . . , T X
Apbs o primeiro salto o coelho estara a uma distancia B} da outra
margem da rua.

Apés o segundo salto, o coelho estarda a uma distancia

X X . . P ;
(E) 12 = T da outra margem, e assim sucessivamente, até que apdés o n —

L. . . . X
ésimo salto o coelho se encontrard a uma distancia " da margem oposta da

rua.
A sucessao (d,) das distancias a serem percorridas pelo coelho é
* * X X i n . ., X
—., —, — s —»..|, t€rmo geral desta sequéncia € d, = —, e pode-se
2 22 23 2)’1 2n
afirmar que: d= lim dno lim % - x lim _1 _  4_
que: S o 9= - n—-w =X.U=

Zn 2[]

Logo, para o coelho atravessar esta rua ele terd que dar uma

quantidade infinita de saltos.
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2.4.6.3. Outro Paradoxo

Problema:

Uma bola de ping-pong cai de uma mesa de altura x. Ao se chocar
com o solo ela sobe a uma altura x4, e assim sucessivamente até parar. Supondo
a inexisténcia da resisténcia do ar, somente o coeficiente de restituicdo do

material e do solo o, 0 <a < 1, & o que garante que a bola ira parar.

O paradoxo estd em que se pode provar que a bola quicara uma

guantidade infinita de vezes até parar.

Demonstragao

_ X2
X3

—[Xn

A T )

Figura 63 — Sucessao de alturas que a bola assume

Dados:
V = velocidade imediatamente antes do primeiro choque.
V, = velocidade imediatamente apds o primeiro choque.

Sabemos que:

V]:—QV L V?:OLZVZ @
0’ =V’ -2
1 gx, Vf=2gx, @
V? =0% + 2gx :
V?i=2¢e, @
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Substituindo@ e@ em @ temos:

2g%; = o’ 2gx ..

X1=G.2X @

Repetindo 0 mesmo raciocinio conclui-se que:| x» = o 2 x; @

Substituindo 4 em 5 temos x, = o? (x’ x)=at x . x, =af x .

Xa = (622X @

- 1 2n _ 2n
nh—gnoo X nh—r>noo o X = nlll-;noo o
como 0 < a < 1 entdo, lim x = x.0=0 portanto a bola ird parar no solo

somente quando o evento ocorrer uma infinidade de vezes.

Entretanto, é possivel calcular o tempo que a bola gasta para parar.

Figura 64 — Sucessao de alturas e o tempo gasto pela bola

- té otempo que a bola gasta na primeira queda, isto &, para descer da altura x.

: \Y
V=0+gt . V=gt . t=—
g
- t1 € o tempo que a bola gasta na primeira subida, isto &, para subir a altura x;.

A
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0=V, -gt, =~ V, =gt . t =—

Lembrando que a bola subiu a altura x4 no tempo t1, mas descera a
altura x; e para isso gastara o mesmo tempo t; e a velocidade imediatamente
antes do 2° choque no solo sera V4.

Portanto o tempo gasto até aqui serade Tig =t +2 t; + 2 to:

- 12 € 0 tempo gasto na segunda subida, isto &, para subir a altura x,.

0=V, —gt,, .~ V,=gt, - t,=—=

Mas para descer a altura x; gastara o mesmo tempo t, que levou
para subir a altura x; € chegara ao solo, no instante imediatamente anterior ao
choque como solo, com a mesma velocidade V.

Portanto o tempo gasto até aqui serade Tita =t+ 2t + 2t

E assim sucessivamente até ao n — ésimo choque com o solo. Logo,

o tempo total para n choques é:

vV 2V, 2V, 2V 2V
Ty =t +2t, +2t, +2t; + .. +2t, €Ty =—+—+ 2+ 24 4 0
‘ g g g . 8 g
Mas Vi; = - a V e o sinal negativo € sb para indicar que as

velocidades tém sentidos opostos, isto é; V é de descida e V, é de subida e que,
como o que interessa por hora é o tempo, despreza-se o sinal negativo e usa-se a

formula Vi =a V
V2 =a V1
Vo= (0(. V)

V2=OC2V



V3=OLV2

Vi = o (o V)

V5 = o’ V, e assim sucessivamente até V, = o" V Entao:

T _1;2*(@/_)”(0& V)+2<(X3 V)+

total

g

g g
2
ooy 2(ocV)+2(0L V)
g g g
=X+2—\i+(oc+a2+oc3+...+oc"+...)=
g g
_V Ve 1
g g 1-«a

20

Logo Tiota = = v (1 + —j mas
g

l1-o

V? =2gx .V = /2gx

+ 2

(o v)

g

+ ..

100

Como g é constante, x é sempre finito e conhecido e o também &

constante para cada tipo de solo, temos que o tempo é um numero real

conhecido. Supondo-se que:
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Xx=100m

g = 10 m/s?
a=1/3
entao

Ttotal = "illb@— (1 + 12(11//33) j =m (1+1)=2\/2—O-=4\/—§ S.
-y )

Pode-se também calcular o espago percorrido pela bola desde que

cai a primeira vez até parar.

Figura 65 — Representacgao de trés alturas assumidas pela bola

Sabe-se x_ =a™ x

X = X+2X, +2X, +0 42X, +.o= X+a X+ 20 X+ +207"x +..=

x +2xfo0? +ot +orar+ f0<a <]

Para calcular X, nocassoonde a=— e x = 100

1
3

1/3)° /
X =100 + 2.100 _([_)_2_ =100 + 200 o _ 100 + 200 i-9—

1-(1/3) 1-1/9

=100+200 . % =100 + 25 =125m
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Percebe-se que trabalhar no infinito ndo é exatamente o mesmo que
trabalhar no contexto do finito. Para reforcar esta diferenca é colocado a seguir,

um exemplo, suplementar.

2.4.6.4. Exemplos

A propriedade associativa, dentro do corpo dos reais, para a ja
conhecida operagao adigéo, € verdadeira, se o numero de parcelas for finito. Por

exemplo:

2-2+2-2+2-2=

=[2+(2))+[2+(-2]+[2+(-2)]=0=

=2+[(2)+2+[(2) +2]+(-2) =0

Porém num caso onde o numero de parcelas for infinito a
propriedade nzo é valida. Assim:
+(2)+2+2))+2+(-2)]+2+(-2)]+[2+(2)]+..+...=0+0+0+0+0+..+0+...=0
=S2+[(-2)+ 2]+ [(Q)+ 2]+ () + 2]+ [(-2) + 2]+ [(-2) + 2] +... =2+ 0+ 0+ 0+ 0+ 0 +... =2

Usando-se a comutatividade e associatividade para um nimero finito

de parcelas, o resultado da soma néo se alterara. Por exemplo:
24(2)+2+(2)+2+(-2)=0

[(2)+ (2] +[(-2) +2]+[2+2]=-4+0+4=0

A validade da propriedade nao ocorrera para um numero infinito de

parcelas. Por exemplo:

[2+(-2)2+(-2)]+[2+(-2)]+..=0
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Mas

(2+(-2)+2+(-2)+2+(-2)+2+(-2)*...) =
(2+2+2+2+. )+ ((-2)+(-2) + (-2) + (-2)+...) =
D4242+(24242+2+. )+ (-2)+(-2)+(-2)+(-2)+...) =
D42+2+[2+(-2)]+[2+(-2)] +[2 + (-2)]+... = 6+b+o+0+o+... =6
Portanto 0 = 6

Sabe-se que:

DH(2)+24(2)+24(-2)+24(-2)+... =

2424242+ )+((-2)+(-2)+(-2)+(-2)+...) =

0+ (-0) = 00-0=-00+00=

Essa diferenca pode ser igual a zero, a dois, a seis, menos dois,
menos seis, pode assumir uma infinidade de valores, ndo podemos determinar

um unico valor para + — o, por isso se trata de uma indeterminagao.



Il - OS JOGOS - CAL

0

3.1 - Introdugao

3.1.1. Generalidades

A ma utllizagcdo dos jogos, relacionou-os tdo fortemente com
banalidades e passatempo futeis, sem direcionamento cognitivo e social que os
transformou em atividades extra-classe o que impediu a alguns de reconhecer
nos mesmos, os aspectos educacionais positivos na habilitagdo competente de
individuos integralmente socializados, inteligentes, criativos, investigadores,
responsaveis, alegres, felizes, tao firmes quanto flexiveis, verdadeiramente
sabios, para os quais a vida ndo sera adVerséria, mas parceira a lhes oferecer
situacoes desafiadores que o levem a constantes superacdes e ndo obstaculos

blogueadores.

- Com a globalizagcdo os paradigmas educacionais estdo sendo
pulverizados, surpreendendo os céticos e os indiferentes e transformando-os em
participantes na corrente dos otimistas que tiveram seus sonhos checados e
estdo sendo obrigados a trabalhar duro pois, os sonhos de hoje ou sao

rapidamente transformados em realidade ou ja estardo ultrapassados amanha.

Na escola do século XXI n&o s6 os jogos serdo parte integrante da
mesma, mas 0s jogos computacionais também, como uma conseqiiéncia da
revolugdo tecnoldgica vivida pela sociedade do nosso século, a luz dos
paradigmas"construtivistas e construcionistas, ou esta escola sera parte do museu

da humanidade, catalogada como Escola do Século XVIil.
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3.1.2. Objetivos Gerais do CAL
(e8]

Estes jogos, CAL , tem como objetivo:
o0

¢ auxiliar o professor e o aluno no processo ensino-aprendizagem
de Calculo Diferencial e Integral de Fun¢des de uma variavel real;

e promover a auto competicdo no aluno, buscando sempre
situacdes de equilibrio apbs cada obstaculo superado e tratado
como desafio;

e construir uma relagao prazerosa e alegre, através do jogo, entre o
aluno e as experiéncias que o conduzem a aprendizagem;

e desenvolver a competicao cooperativa entre os alunos:

e oferecer ao aluno um tratamento socializado promovendo-o a
posicao de sujeito ativo na constru¢do do saber logico-
matematico;

e promover competéncia, autoconfianca e diminuir a ansiedade ao
fim de cada etapa vencida e cada objetivo alcancado pelo aluno;

e colaborar para que o aluno se encante com a beleza intrinseca da
estrutura matematica do Calculo Diferencial e Integral, embutida

nos conceitos de limite, derivada e integral.

3.1.3. Procedimentos Gerais
Os procedimentos gerais para a operacionalizagao dos jogos sao:

¢ 0 facilitador propora a formacao de grupos afins, de no maximo



106

trés alunos, para cada computador que poderao ser formados por
opcao e escolha dos préprios alunos;

e 0 professor podera intérferir para resolver possiveis impasses,
evitar a mesmice improdutiva e possibilitar maior integracao e
repasse de experiéncias enriquecedoras;

e 0 educador tem que estar consciente de que:

- individuos visuais terao necessidade de ler as instrucdes para
que possam compreender . a atividade e apresentarao
dificuldade de entendimento se receberem as orientacdes de
formé oral;

- com os auditivos ocorrera o inverso, isto é, entenderdao melhor
as orientagbes orais e apresentarao dificuldades ao
receberem orientagdes escritas;

- com os alunos cinestésicos a aprendizagem se darda com
mais facilidade quando receberem estimulos que promovam o
envolvimento emocional dos mesmos com a tarefa a ser
executada e neste caso o dialogo e o questionamento serdo

pontos de partida para a escolha da motivagao adequada.
3.2. Descrigao dos Jogos CAL
i o0

Os jogos CAL foram organizados num software composto por duas
0
partes. A parte | contém os jogos do Médulo C4AL - limf — | e do Médulo Cc4L -
o0 e 0]
imf 1I. A parte Il contém os jogos do Médulo CA%o —f, do Médulo c4L —-[f edo
o0

Médulo C4L — ZEN.
o0
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A parte | foi elaborada com a linguagem CLIPPER 5.1, usando
imagens produzidas por PAINT BRUSH, 256 cores e biblioteca grafica CLBC 3.0,

executado em ambiente Windows 95 ou 98, com janela para MS DOS.

A parte Il foi construida com a ferramenta Visual Basic 5.0 em

ambiente operacional 95 ou 98.

Para a utilizagao da parte | do software, localiza-se o icone CAOIO_ na
_ tela de inicio do windows e efetua-se, no mesmo, dois:cliques para que a tela

principal seja trazida para o video. Ver Tela 1 na pagina 158 em anexo.

Nesta tela, que foi denominada de Tela 1 em anexo, posicionando-
se 0 mouse em qualquer um dos seus botdes, a barra de mensagem exibira sua

fungéo e/ou contetido.

Com o objetivo de facilitar a visualizacdo e o entendimento da
descricdo dessa tela, faga-se uma correspondéncia biunivoca entre os botbes

circulares da mesma e os botdes numerados da figura 1 abaixo.

OO

OOOOEOO®EO®
OOOOOOO®OE

OO

8@@

Figura 1 — Codificacao dos botdes circulares da tela 1
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Para sair do programa e retornar a tela inicial do windows € so6 clicar

uma vez no botao 1.

3.2.1. Médulo CAL -limf — 1. Limite — Nogao Intuitiva
[0 0]

Este mddulo € composto de quatro jogos:

- dois jogos com poligonos inscritos, para a solugdo de dois
problemas, um de calculo do perimetro de circunferéncia e o

outro de calculo de area do circulo;

- dois jogos com poligonos circunscritos, para a solugéo de dois
problemas, um de calculo de perimetro da circunferéncia, e outro

de calculo de area do circulo.

Os quatro jogos deste modulo, tém o objetivo de construir a
aprendizagem do conceito intuitivo de limite, o que ocorrera naturalmente, como
consequiéncia das constatagbes geométricas e algébricas que cada jogo

evidencia.

Jogo | — Problema |

Tarefa: Calcular o perimetro da circunferéncia

Método: Aproximagao por poligonos regulares inscritos.

Constatagoes Geométricas:
e 0 perimetro de cada poligono é menor do que o perimetro da
circunferéncia;

e 0 perimetro do poligono serd maior quanto mais lados o poligono

tiver;
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e 0 perimetro dos poligonos cresce indefinidamente;

e 0 perimetro dos poligonos nao ultrapassa o perimetro da
circunferéncia;

e a partir de um determinado numero de lados, o perimetro do

poligono se confunde com o perimetro da circunferéncia.
Constatagoes Algébricas:

e se P, simboliza o perimetro do poligono de n lados entdo a
sequéncia (Pn) = (P3, P4, Ps..., Pn, ...) é crescente e limitada e

seus valores se aproximam do perimetro da circunferéncia.

Jogo Il — Problema i

Tarefa: Calcular a area do circulo.

Meétodo: Aproximacao por poligonos regulares inscritos.
Constatagdoes Geomeétricas:

e a area de cada poligono € uma parte da area do circulo;

e a area do poligono sera maior quanto mais lados o poligono tiver;
e a area dos poligonos cresce mas nao indefinidamente;

e aareados poligonos nao ultrapassa a area do circulo;

¢ a partir de um determinado nimero de lados, a area do poligono

se confunde com a area do circulo.

Constatagoes Algébricas:
e se A, simboliza a area do poligono de n lados entdo a sequéncia

matematica (An) = (As, A4, As,...,A, ) € crescente e limitada e
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seus valores se aproximam da area do circulo para valores de n
muitos grandes.

Jogo lll - Problema Il

Tarefa: Calcular o perimetro da circunferéncia.
Método: Aproximagao por poligonos regulares circunscritos.

- Constatagdoes Geomeétricas:

o perimetro de cada poligono é maior que o perimetro da
circunferéncia; e e = - -
e 0 perimetro dos poligonos diminui mas ndo diminui

indefinidamente;

o perimetro dos poligonos ndo fica menor que o perimetro da

circunferéncia;

a partir de um determinado numero de lados o perimetro do

poligono se confunde com o perimetro da circunferéncia.

Constatagoes Algébricas:
e se P, simboliza o perimetro do poligono de n lados entdo a
sequéncia (Pn) = (P3, P4, Ps,...,Pn...) é decrescente, limitada e

seus valores se aproximam do perimetro da circunferéncia.

Jogo IV — Problema IV

Tarefa: Calcular a area do circulo.
Método: Aproximagao por poligonos regulares circunscritos.
Constatagoes Geométricas:

e a area do circulo € uma parte da area do poligono.
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e a area do poligono sera menor quanto mais nimero de lados o
poligono tiver;
e a area de um poligono nunca fica menor que a area do circulo;

e a partir de um determinado numero de lados a area do poligono

se confunde com area do circulo.

Constatagoes Algébricas:
- o se A, simboliza a area do poligono de n lados entao a seqliéncia
= (An) = (As, A, As.., Ay ) € decrescente, limitada e seus valores

se aproximam da area do circulo para valores de n muito grande.

Procedimentos, no software, para a utilizagao dos jogos do

Médulo C4L - limf—1—-Limite Nog¢ao Intuitiva.
o0

Clicando uma vez no botao @ o0s botdes e ficarao azuis e
com permissao para serem abertos. Em seguida, um s6 clique em @ trara para o
video atela 2 do jogo |, usado para calcular o perimetro da circunferéncia por poligonos

regularesinscritos. Atela2 estaexpostanapagina 2, emanexo.

Na base dessa tela estdo trés retdngulos e da direta para a
esquerda, o primeiro mostra a formula geral para calcular o perimetro do poligono

regular inscrito, de n lados.

O segundo exibe o raio da circunferéncia da tela, a formula para o

calculo do perimetro e o valor do perimetro da mesma.

O terceiro retangulo € o local onde pode ser solicitado o nimero de
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lados do poligono, ou seja, clicando, seguidamente, na seta que aponta para
baixo, o nimero de lados do poligono vai aumentando e na seta que aponta para

cima, o numero de lados do poligono vai diminuindo.

Se o n° de lados for 3, o triangulo aparecera inscrito na
circunferéncia e a faixa azul, vertical, na margem direita da tela, exibira o valor do

perimetro desse tridangulo. Ver tela 3 em anexo, na pagina 160.

Este processo € repetido para cada poligono e a finalidade desta
iteracdo € chegar a um n° de lados que permita evidenciar as constatacbes

geomeétricas e algébricas listadas, anteriormente no jogo |.

Quando se desejar finalizar o jogo, basta um clique, no botéo[ﬂ do

terceiro retangulo.

Clicando uma vez no botdo (2b), sera aberto o jogo Il, onde se calcula a
area do circulo, por poligonos regulares inscritos, iniciando com a tela 23 exposta na

pagina 180, em anexo.

Com a finalidade de melhor ilustrar este procedimento, é
apresentada a sequéncia de telas que foi descrita em anexo, da pagina 158 a

pagina 248.

Na base dessa tela estao trés retangulos, da direita para a esquerda,
o primeiro mostra a férmula geral para calcular a area do poligono regular inscrito,
de n lados. O segundo exibe o raio do circulo da tela, a formula para o calculo da

area e o valor da area do mesmo.

O terceiro retangulo é o local onde pode ser solicitado o nimero de
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fados do poligono isto é, clicando, seguidamente, na seta que aponta para baixo,
o n° de lados do poligono vai aumentando e na seta que aponta para cima, para

que o n° de lados do poligono vai diminuindo.

Fazendo n = 3, o tridngulo aparecera inscrito no circulo e a faixa

azul, vertical, na margem direita da tela, exibira o valor da area desse tridngulo.

Este processo € repetido para cada poligono e a finalidade desta
iteracdo € chegar a um n° de lados que permita evidenciar as constatacdes

geométricas e algébricas listadas, anteriormente, no jogo Il.

Quando se desejar finalizar o jogo, basta um clique no botéo@do

terceiro retangulo.

Apresenta-se as trés telas do jogo, a tela 23, a tela 24 e a tela 25,
para ilustrar o procedimento descrito, nas respectivas paginas 180, 181 e 182, em

anexo.

Com um s6 clique o botao @ os botdes e ficarao azuis e com
permissao para serem abertos. Em seguida, um clique sé em trara para o video a
tela 26 apresentada na pagina 183, em anexo, do jogo Ill, usado para calcular o
perimetro da circunferéncia por poligonos regulares circunscrito.

Na base dessa tela estdo trés retdngulos, e da direita para a
esquerda, o primeiro mostra a férmula geral para calcular o perimetro do poligono

vai aumentando.

Fazendo n° 3, o tridngulo aparecera circunscrito a circunferéncia e a
faixa azul, vertical, na margem direita da tela, exibira o valor do perimetro do

triangulo.
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Este processo é repetido para cada poligono e a finalidade desta
iteracdo & chegar a um n° de lados que permita evidenciar as constatacoes

geomeétricas e algébricas listadas, anteriormente no jogo Ill.

Quando se desejar finalizar o jogo basta um clique no botéo@do

terceiro retangulo.

Em anexo apresenta-se as telas 26, 27 e 28 do jogo, as respectivas

paginas 183, 184 e 185, para ilustracao.

Para abrir o Jogo IV, basta um sé clique em @ e seramostrada atela 29
a pagina 186, em anexo, do jogo que mostra que a area do circulo pode ser

determinada calculando-se a area do poligonos regulares circunscritos.

Na base dessa tela estao trés retangulos, e. da direita para a
esquerda, o primeiro mostra a férmula geral para ser encontrada a area do
poligono regular circunscrito, de n lados. O segundo exibe o raio do circulo da
tela, a férmula para o calculo da area e o valor dessa area. O terceiro retangulo é
o local onde pode ser solicitado o nimero de lados do poligono, assim clicando,
seguidamehte, na seta que aponta para baixo, o n° de lados do poligono vai
aumentando e na seta que aponta para cima, o n° de lados do poligono vai

diminuindo.

Fazendo n = 3, o tridngulo aparecera circunscrito ao circulo e a faixa

azul, vertical, na margem direita da tela, exibira o valor da area desse triangulo.

Este processo € repetido para cada poligono e a finalidade desta
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iteracao é chegar a um n° de lados que permita evidenciar as constatacdes

geomeétricas e algébricas listadas, anteriormente, no jogo IV.

Quando se desejar finalizar o jogo, basta clicar no botéo@ do

terceiro retangulo.

Em anexo serdo apresentadas as telas 29, 30 e 31 do jogo, as
respectivas paginas 186, 187 e 188, para facilitar a visualizacdo e o entendimento

do procedimento descrito.

3.2.2. Médulo CAL - lim f — lI: Limite — Definigao.
o0

Este mdédulo € composto de dois blocos de jogos que objetivam
promover a aprendizagem efetiva e eficiente da definicao convencional de limite.

Assim;

lim fx)=b <Ve>0, 36>0 tal que,

X —>a
0<|x—a|<8=|f(x)-b|<e para £ e § tao pequeno quanto se queira.

A forma que se Ié esta defini¢ao é:

limite de f(x) quando x tende a a é igual a b, se, e somente se,

qualquer que seja £ > 0, existe & > 0 tal que:

se 0 <|x —a| <38 entdo |f(x)-bl<e, sendo eecd positivos e tao

pequenos quanto se queira.

Para melhor entendimento, constréi-se uma seqiéncia de definicdes
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equivalentes, onde o nivel de abstragao é gradativamente apresentado, a saber:

Definicéao |

x“ina fx)=boVW=(b-¢gb+e¢), IV=(a-5,a+4) tal que:
xeVex#a= 0s pontos (x, f(x)) do grafico de f, sdo pontos interiores ao
retangulos de altura 2s e base ¢, +J,, para ¢, 5, e §,, nUmeros reais positivos

tao pequenos quanto se queira.

Definigao Il
lim fx)=baVW=(b-¢gb+eg), IV=(a-45,,a+4), tal que:
x —>a
se xeVex=#a ,eXxseaproximarde aentdo f(x) e We f(x) se

aproxima de b, para ¢, §,, J, reais positivos tdo pequenos quanto se queira.

Definicao lll

’

lim fx)=beaVW=(b-gb+e) IV=(a-5a+sd)

X —=>a
tal que: se X # a, e xe (a—95,a +8) entdo os pontos (x, f(x)) do grafico de f, exceto
possivelmente (a, f(a)), estardo no interior do retangulo de altura 2¢ e base 2§,

onde § <min {5,, 5, } e &, § s@o reais positivos tdo pequenos quanto se queira.

Definigao IV

lim fx)=b&oVW=(b-gb+e)IV=(a-6 +6 ) talque:

x> a

para x #a, € xe(a—-0,a+d) se x se aproxima de a, entao

f(x) e (b ~& b+ g) e se aproxima de b, para £ e § reais positivos e tao
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pequenos quanto se queira.

Definicao V

lim fx)=boVW=(b-gb+e)3aV=(a-5,a+5 ) talque

se 0O0<d(x,a)<d entdo os pontos (x,f(x)) do grafico de f, exceto
possivelmente (a, f(a)), estardo todos no interior do retangulo de altura 2¢ e

base 25, para € > 0 e 6 > 0 tdo pequenos quanto se queira.

Definigao Vi

lim f(x)=boVW(b-¢gb+e)3V=(a-5, a+5 ) talque:

X —=>a

se 0 <d(x,a)<d entdao d (f(x), b) < g, para € e § reais positivos tdo pequenos

quanto se queira.

Definigao VIl

lim f(x)=beoVe>0,38>0,tal que:

X —>a

se 0 <d(x,a) <d entdo (x, f(x)), pertencera ao interior do retangulo de 2¢ e

base 26 para ¢, 8, reais positivos tdo pequenos quanto se queira.

Definicao VIl

lim f{x)=boVe>0,36 >0, tal que:

. X > a

se 0<d(x,a) <8 entdo d (f(x),b)<e, para ¢ e § tao pequenos quanto se
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Definicao IX

lim f(x)=bsVe>0,38>0,talque:

x —da

se 0<|x—-al<8& entdo os pontos do grafico de f (x, f(x)) pertencerdo ao

interior do retdngulo de altura 2¢ e base 28, para € e 3 tao pequenos quanto se

queira.

Definigao X

lim fx)=besVe>0,38>0,talque:

X —>a

se 0<|x—-al<8 entdo |f(x)-b|<e, para ¢ e 5 tdo pequenos quanto se

queira.

Os Jogos apresentam situagdes que contemplam as definigdes | e |l,

onde a pertence ao intervalo V, mas nao & o centro de V, e mostram que a

existéncia ou ndo de f(a) nao interfere na existéncia ou nao de lim f(x).

X = d
Logo, um dos objetivos destas simulagdes é explorar a seguinte
afirmacao: “limite ndo & uma propriedade pontual, mas sim, o estudo do

comportamento da fungao nas proximidades de um ponto.

Ou seja; 0s jogos mostram situagdes onde:

3 lim f(x) =beb="f(a);

X —=>a
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3 lim f(x)=beb={f(a),

X —>a

3 lim f(x)=beZ2 f(a),;

X —=>a

A lim f(x)e f(a)=b;
2 lim f(x)e 3f(a) #b;
2 lim f(x)e? f(a).

O que possibilita concluir que a existéncia ou ndo do lim f(x)

X > a
independe da existéncia ou ndo de f(a) e entender que esta é a justificativa que
valida a afirmacao destacada no paragrafo anterior, isto &, “limite ndo € uma

propriedade pontual’.

O conjunto seguinte de jogos focalizam situagbdes contempladas pela
definicbes Iil, IV, V, VI, VI, VIII, IX, X, onde a pertence a V e é o centro de V.

Neste caso a base do retangulo é 28 < mim {5 , §_ }.

Aqui também, os jogos focalizam situagdées que deixam claro que,
“limite nao & uma propriedade pontual, mas sim, o estudo do comportamento da
funcao nas proximidades de um ponto. Por isso mostram situa¢des onde:

3 lim f(x) =beb=1f(a),

X —>a

3 lim f(x)=beb = f(a):

X —>a

3 lim f(x)=be? f(a);

X —=>a
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A lim f(x) e f(a) =b;
2 lim f(x)e 3f(a) #b;

A lim f(x)e? f(a).
X = a

Assim conclui-se que a existéncia ou nao de f(a) ndo interfere na

existéncia ou ndo do lim f(x). |

X —>a
Nas definicdes V, VI, Vil e Vil sdo trocadas as expressoes
x#a e xeV=(a-8,a+3)=>f(x)eW=(b-e,b+g) por 0<d(x,a)<d e

d (f(x),b) <e.

- E finalizando, nas definigbes IX e X apenas foram substituidas as
expressdes 0 < d (x,a) <d e d (f(x), b) < £ por expressdes equivalentes usando

a notacao de mddulo, a saber;
0<|x—-a|<del|f(x)-b|<e

Procedimentos, no software, para a utilizagdo dos jogos do

modulo C4L -limf-ll: Limite-Definigao.
o0

Clicando uma vez no botao (4) os botdes @a), @b), @c),@d), (@),
, @ , @ : @ ,, , ficar&o azuis e com permissao

para serem abertos. Em seguida, um sé clique em em @ trara paraovideo a tela
32, tela inicial do jogo @ , que mostra o grafico de uma fungao continua e que se

encontra exposta na pagina 189, em anexo.
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Na base dessa tela estdo trés reténgulos, e da direta para a
esquerda, o primeiro informa que, nesse jogo, lim f(x)=b e f(a)=b. O segundo

exibe a abcissa de a (90,000), e a ordenada de b (74,779). O terceiro retangulo

mostra a ordenada do primeiro ponto da curva f(x) e ao lado direito desta

informagao, estdo duas setas, | V|| A.|. Clicando, seguidamente na seta que

aponta para baixo, a ordenada assumira valores cada vez mais préximos, de b, e

para cada um destes valores serao construidos retdngulos cada vez menores.

Estes retdngulos sdo formados da seguintes maneira: apds a

escolha de valor da ordenada, o computador determina o valor de ¢

Assim: para a ordenada 63,000, ¢ = b - 63,000 = 74,779 - 63,000 =
11,779. Em seguida calcula a ordenada do ponto b+ ¢, simétrico de b,
determinando desta forma o intervalo, simétrico, de centro em b e raio ¢ no eixo
dosy, W=(b -g, b +¢). Pela fungdo inversa de f(x) faz a projegdo de W no
eixo dos x encontrando assim V =(a -5, a + 61) como imagem inversa de W.

Finalizando, constréi o retangulo de altura 2e e base &, + §,.

A seta que aponta para cima sera acionada com um clique, caso se

queira retornar a retangulos anteriores ao que estiver no video.

A finalidade da construgao desses retangulos é mostrar a existéncia

do limite pela definigao I, ou seja:

lim f(x)=beoVW=(b-¢b+e), IV=(a-5,a+3,) tal que xeV e

X —=>a

x #a = 0s pontos (x, f(x)) do gréfico de f, exceto possivelmente (a, f(a)), sdo
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pontos interiores ao retangulo de altura 2¢ e base ¢, + §,, para g, §,, 6,, niumeros
reais tdo pequenos quanto se queira.

Sabe-se também que, para cada retangulo construido pode-se fazer
X € Ve Xx =% a, se aproximar de a, isto &, fazer x se aproximar de 90 tanto por

valores menores como por valores maiores que 90. Para executar esta fungéo é

que se utiliza o outro conjunto de setas,| V A | . Clicando-se, seguidamente,

na seta que aponta para baixo,| V | , os valores de x vao se aproximando de 90

por valores menores que 90 e para que este procedimento se torne visivel, os
pontos correspondentes aos valores de x, no seio dos x, aparecerdo em cor

vermelha.

Ao mesmo tempo os ponto do grafico correspondentes aos valores
assumidos por x ficardo também vermelhos, e no eixo dos y as imagens destes x,

em W, aparecerao destacados, com esta mesma cor e aproximando-se de b.

Tudo isto, com a finalidade de mostrar a existéncia do limite, pela

definicao Il, ou seja:

lim f(x)=boVW=(b-gb+e), 3V=(a-8,a+5) tal que: Se xeV e

X # a, € se X se aproxima de a entdao (f(x) € W, e f(x) se aproxima de b, para

g, 8,, 8, nimeros reais positivos tdo pequenos quanto se queira.

A seta, | A| , que aponta para cima & usada para retornar a tela

anterior a que se apresenta no video.

- Com o objetivo de facilitar a visualizagdo deste procedimento

apresenta-se uma seqiiéncia de telas, desde a tela de nimero 32 até a de
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nimero 48, em anexo, as paginas de numero 189 até a de numero 205.

Para entrar no préximo jogo, feche este clicando uma sé vez na tecla

x | localizada no canto superior direito, do terceiro retangulo.

Repetindo este procedimento é possivel abrir qualquer um dos jogos dos

botdes @ : e :

O jogo apresenta o grafico de uma fungao descontinua, com

uma descontinuidade removivel. Por isso o primeiro retangulo informa que,

lim f(x)=b e f(a)zb. Este € um exemplo de uma funcdo descontinua em

X = a

x=a, isto é onde o ponto (a, f(a)) se encontra fora do retangulo mas o

lim f(x) continua sendo b. Ver tela 49 a pagina 206 em anexo.

X —>da

Reescrevendo a definigao I:

lim f(x)=boVW=(b-gb+g), IV=(a-5,a+5)talque:xeV e x=a,

os pontos (x, f(x)) do grafico de f, exceto possivelmente (a, f(a)) sdo pontos do

interior do retdngulo de altura 2¢ e base §, + §,, para ¢, §,, 5, numeros reais

positivos tdo pequenos quanto se queira, observa-se nela as expressodes ...

X #a.. e ... exceto possivelmente (a, f(a))... e compreende-se que a finalidade

das mesmas €& contemplar as situagbes de existéncia do limite em
descontinuidades onde lim f(x)=b e f(a)=Db, isto &, o ponto (a, f(a)) esta fora
x—>a

do retangulo.
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Observando a defini¢ao Il

lim f(x)=be>VW=(b-¢ b+e), 3V=(a—-5,a+,) tal que: Se xeV e

x—>a

X # a, € se X se aproxima de a entdo f(x) € W e f(x) se aproxima de b, para
g, 8,, 8, nUmeros reais positivos tdo pequenos quanto se queira, atenta-se para a

expressdo... x # a... € entende-se que, na realidade, o valor de f(a) ndo interfere,

na existéncia do lim f(x)=b e assim fica justificada a presenca da expressao

X —>a

x # a nesta definicdo.
O jogo apresenta o grafico de uma fungao descontinua, uma

descontinuidade removivel. Por isso o primeiro retangulo informa que,

lim f(x)=b e Zf(a), 0 que mais uma vez vem justificar as mesmas expressodes

. X #a... € ... exceto possivelmente (a, f(a))... nas definicbes | e Il. Ver tela 50,

pagina 207, em anexo.

O jogo apresenta o grafico de uma funcao descontinua, uma

. descontinuidade essencial. Por isso o primeiro retdngulo informa que, # lim f(x)
x —>a
e f(a)=b. O que justifica a ndo interferéncia da imagem de a com a existéncia ou

nao do lim f(x). Vertela 51, pagina 208, em anexo.

x—>a

O jogo exibe o grafico de uma fungao continua. Logo o primeiro

retdngulo informa que, lim f(x)=b e f(a)=b e as conclusdes sdo as mesmas
X > a

do jogo . Ver tela 52, pagina 209 em anexo.
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O jogo ¢ desenvolvido numa fungdo de descontinuidade
removivel do tipo da simulagdo onde lim f(x)=b e #f(a). Portanto para

as conclusoes sdo idénticas as do . Ver tela 53, pagina 210, em anexo.

Em go utiliza uma descontinuidade essencial onde 2 lim f(x)

X = a

e f(a)#b. Ver tela 54, pagina 211, em anexo.

No exemplo temos a mesma situagéo de , isto é, uma,

descontinuidade essencial onde 2 lim f(x) e f(a)=b. Ver tela 55, pagina 212,
X —>a

em anexo.

~Na simulagéo a situagao é : # lim f(x) e 2f(a). Ver tela 56,
X > a

pagina 213, em anexo.

Até aqui, os jogos simulam questdes onde os retangulos tem altura

2¢ e base 8, + &, com ¢ &, 8, reais positivos ousejaa e (a -35,,a +3,).

Construindo-se um retangulo de altura 2¢ e base 28 e
s<min {35,,8, }, ele estara contido no retangulo de base & +35, e a
c(a -3, a+3) e todas as definicdes que valem para o primeiro retangulo, sao
verdadeiras'também para o segundo.

Assim a definicdo | se transformara na definicao Ill, isto &

lim f(x)=b & VW =(b-eb+g)IV=_(a-3§,a+3), tal  que:  se

X#£aexe (a ~d,a+ 6), entdo os pontos (x, f(x)) do grafico de f, exceto

possivelmente (a, f(a)), estardo no interior do retangulo de altura 2¢ e base 23,
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onde < min {§,,8,} e &, 8, e &, sdo reais positivos e tdo pequenos gquanto se

queira.

A

definicdo Il se transformara na Definicdo [V, isto ¢,

lim f(x) = b & V=(b—8,b+g),3(a-6,a+6), tal que: para

X —>a

x#2aexe (a—5,a+3d) entdof(x) e(b-¢ b+e)ef(x)seaproximadeb, para

€ ¢ & reais positivos e tdo pequenos quanto se queira.

Com o objetivo de facilitar a aprendizagem de limite, a luz da

definicao Il e da definigao IV, é que foram construidas as seguintes simulagoes:

>

o} jogo ,onde lim f(x)=b e lim f(a)=b, € uma variagao

de para V=(a - §, a + 8). Ver telas, 57, 58, 59, 60, 61. 62,
63, 64, 65, 66; da pagina 214 até a pagina 223, em anexo.

0 jogo ,onde lim f(x)="b e 2f(a) € uma outra versdo pa-
ra o em (a - 8, a + 8). Ver tela 67, pagina 224 em anexo.

0 jogo ,onde lim f(x)=b e f(a)=b, comoem , mas

em (a - 8, a + 8). Ver tela 68, pagina 225, em anexo.

0 jogo @ , onde 2 lim f(x) e f(a) = b, como em ,mas

para (a -9d,a+ 6). Ver tela 69, pagina 269, em anexo.

o} jogo ,onde Z lim f(x) e f(a)=D), como, mas em

(a — 8, a + 3). Ver tela 70, pagina 227, em anexo.

0 jogo ,onde lim f(x)=b e f(a) = b, é similar a, mas

em (a - 8, a + ). Ver tela 71, pagina 228, em anexo.

o jogo , onde lim f(x)=b e 2f(a), e similara , mas
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em (a — 8, a + 8). Ver tela 72, pagina 229, do anexo.

> ojogo ,onde lim f(x)=b e f(a)=b para (a -, a + §),

que é similar ao . Ver tela 73, pagina 230, em anexo.

3.2.3. Médulo - C4L -f': Derivada da fungéo f
[0.0]

O objetivo deste jogo € desenvolver a nogéo intuitiva de derivada de

uma fungéo, promovendo a generalizagdo maxima do conceito.

Tarefa: Dada a curva f(x) = ,/80° — x* e a tangente a esta curva no

ponto P de coordenadas xp = -60 e yp = 52,91502622130, tracar secantes
passando pelo ponto P, fixo, e por outro ponto A = (x, f(x)) qualquer, mbvel, que
se desloca sobre a curva, aproximando-se de P tanto quanto se queira.

Método: Tracar tangente a uma curva pela aproximacdo de
secantes.

Constatacoes Geométricas:

» Dados dois pontos P = (x,,f(x,)) e A =(x, f(x)) da curva se
forem tragcadas retas secantes passando por P e A, P fixo e A
moével deslocando-se sobre-a curva na direcdo de P, teremos
uma sequéncia de retas secantes que se aproximam da reta
tangente a curva no ponto P.

» A inclinacdo das retas secantes se aproxima da inclinagdo da
reta tangente, a medida que A se aproxima de P.

» Fazer A = (x, f(x)) se aproximar de P = (x, f(x,))é 0 mesmo que

fazer x tender para xo.



escrever:

128

Constatacoes Algébricas

> Quando A = (x, f(x)) tende para P = (xq, f(xo)) os valores dos
coeficientes angulares das retas secantes formam uma
seqUéncia numérica que converge para ao valor do coeficiente

angular da reta tangente.

Por todas esta constatagdes conclui-se que:

Py < lim  FO) = £0x)

N

e como f(x) € um limite pode-se

fog) = lim T ZfC)

X‘—)Xo X _XO
Ve>0, 36 > 0 tal que:

F(x)-1(x,)

0< |x-x,<8=
X — X,

-1 (x,)| <¢

Procedimentos, no software, para a utilizagdo dos jogos do

médulo c4L -f, do modulo c4L - jf e do Médulo C4/ - ZEN.
o0 [0.0] o0

Estando-se na tela de inicio do windows, deve-se clicar em Iniciar e

na sequéncia, em Programas e finalmente em GRF, para que o software exiba a

tela principal dos jogos da parte Il, que mostra, na barra de mensagem, o titulo:

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL, e os subtitulos:

DERIVADA-INTEGRAL - PARADOXOS.

Com um so clique no termo DERIVADA o jogo do modulo CAL - f
e o]
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sera aberto e a tela de inicio sera apresentada no video. Ver tela 74, pagina 231,

em anhexo.

Nesta tela tem-se o grafico da curva f(x) = (80° - x*)* e da reta

tangente a esta curva no ponto de coordenadas x=-60e vy =52, 9150.

Conforme o mouse desliza pela tela, as coordenadas dos pontos sao

exibidas no campo [x: l: y: E:I ], localizado no canto direito

superior.

Imediatamente abaixo, uma tabela é utilizada para expor, na primeira
linha, as coordenadas do ponto P de tangéncia e o coeficiente angular da reta
tangente a curva; e nas linhas subseqlentes, as coordenadas do ponto A e o
coeficiente angular de cada reta secante a curva nos pontos P e A. Ver tela 75,

pagina 232, em anexo.

Imediatamente abaixo, um retdngulo mostra a equacgéo da curva em

1 —
estudo, isto &, f(x)=(802 - x2)7; a equagao da derivada f'(x) = ﬁ eo
— X

valor da derivada de f em x = -60, ou seja, f'(-60) = 1, 1338934190.

Para variar a espessura das linhas do grafico da curva e das retas,

tangente e secantes, tem-se as opg¢des 1, 2 e 3 no campo de mesmo nome.

Emx = [: , digita-se um valor que pode variar de —-80 4 80 e
e em seguida clica-se uma vez no botdo Secante para que na tela aparega o
grafico da secante que passa pelo ponto P, de tangéhcia, e por A (mobvel) que

possui a abscissa digitada.
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O retangulo identificado pela palavra serve para que o jogo

seja reiniciado.

Para fechar o jogo e retornar a tela principal basta acionar o ‘botao

Fechar |com um s6 clique.

Para que o objetivo deste jogo seja alcangado, o professor deve
pedir aos alunos que escolham valores de x que se aproximem —60 para que
possam observar na tabela, que a seqUéncia dos coeficientes angulares das
secantes tende para o valor do coeficiente angular da tangente, e

geometricamente, fica evidente que a secante passa a tangenciar a curva.

Conclusao:

o f(x) - £(=60)
F60) = lim = =60

" Generalizando:

fog = lim S0

e como f(xg) € um limite pode-se
X —>X
o X —(Xg)

escrever:

f(xo) = lim 10 — xo) =Ve>0;38>0 tal que;
X —>X X — (Xo)
J(x) = f(xgp)

0<|x-x|<6=>

- [ (xp)|<e

X — X
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3.2.4. Médulo c4L - If: Integral Definida da Funcao f
' o0

O objetivo dos jogos deste bloco € mostrar que a integral definida,
J'b f(x) d(x) € a area sob a curva f(x) no intervalo [a, b].

Este mddulo é composto de trés jogos descritos a seguir.

Jogo | — Problema |

Calcular a area da regido S limitadas pelas curvas f(x) =

RS x’, x=1ex=2.
2

~ Método: Aproximacao por valores maiores que a area S da regiao.
Constatacoes geométricas e algébricas:

- Na tela 1, tem-se:

e Grafico de f(x) = % x* e oretangulo de base Ax =1 =2 -1 que

€ o tamanho do intervalo [1, 2] e altura igual ao maximo de f(x)

em [1, 2], isto & H = (2).

A area do retangulo é:

Sl:(Ax).H:I.f(2)=1.[—:12—22j=2e81 >S.

- Na tela 2, tem-se:
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o Uma partigao do intervalo [1, 2], isto é:

1
[, 2] = {1, 1+ %} U {1 o 2] onde o tamanho do primeiro

intervalo é dado por: A x =1+—;~ —lzé
1 1
A2X=2—(1+~2’—]:7.

e Dois retangulos:

e o tamanho do segundo intervalo é

. R 1 ,
O primeiro retangulo tem base A x = e altura H; igual ao

: |
maximo de f(x) no intervalo {1, 1+ —2—}, isto é;

2
9 . :
(ﬁj =g e area igual a

, 1 3 9
AIXHI = "2— Lt (7) = ("1‘6—\)

O segundo retdngulo tem base A,x =—;— e altura H; igual ao

: 1 . .
maximo de f(x) no intervalo [1 + 5 2}, isto é; Hy, = f(2) = % 2* = 2 e portanto,

. . 1 1 1 ’
suadrea éiguala A,xH, = — .f (2)= — .| = 2* | =1.
2 2 2
A soma das areas dos dois retangulos é

2
i+1=—5,eS]>Sz>S.
1 16 :

S, =(Ax)f [%} + A,x f(2) =

Na tela 3 tem-se:

e Uma particéo do intervalo [1, 2] em trés partes iguais, isto é:
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[1,2]:[1,1+i}u{1+i,1+
3 3

1 1 1 1 1 1
+ —|Vll+—+— 14+ —+ —+—| =
3 3 3 3 3 3

[l, —j—}u{% 5}&){%,2} onde o tamanho do primeiro intervalo é

wl»—a

4 1 . 5 .
Ax=——-1=—, do segundo intervalo A,x = — — i = L, do terceiro
3 3 3 3 3
. . -5 1
intervaloé A;x =2 - — = —.
3 3

e Trés retangulos.

o R 1 . L.
O primeiro retangulo de base Ax = 5 e altura Hy igual ao maximo

: 4 | ..,
de f(x) no intervalo [l, T} isto é:

4\ 16 . 1 4 16
H=fl-|==|=| =—,temareaiguala A x . H =—.f| — |=—-
| (3) 2(3j 8 9 T (3) 54

O segundo retangulo de base A,x =- e altura H; igual ao maximo

W =

2

. 4 5. , . . .

de f(x)-no intervalo | —, — |isto é; Hy = f i =i —5~ =—25 , tem area igual a
3°3 3 24 3, 18

1 5 25
(AZX) Hz =§ . f(?j:'s—ér

. . 1 . -
O terceiro retangulo de base A;x =§e altura Hz igual a0 maximo de

1

f(x) no intervalo [%,Z}isto e, Hi = f(2)=§(2)2=2 tem area igual a
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,eS81>S5,>S8;>8S.
- Na tela n tem-se:

e Uma particdo do intervalo [1, 2] em, n partes iguais, isto €é;

[192]:{1’ n:l}u{n+1,n+2}u[n+2,n+3}umu{n+(n—1)’n+n} onde o

n n n n n n

_ . . 1 . 1 :
tamanho do primeiro intervalo é Ax=—, do segundo € A,x=—e assim
n n

. 1
sucessivamente A x=—.
n

e n retangulos

o N 1 .
O primeiro retangulo de base A x=— e altura H; igual ao
n

2
maximo de f(x) no intervalo [1+HT+1} isto & Hy = f(n—ﬂjzé(n—HJ ,tem area
n n

qual (A0t = L L[240}
g 1 I—n2 n .

A 1 . .
O segundo retdngulo de base A,x=— e altura Hy igual ao maximo
n

de f(x) no intervalo {H—H,H“Lz] isto &, Hy = f(riz)zl(r”z) e tem a area
n n n 20 n

. : 1 11 2Y’ . : , L
igual a A,xH, == f[——]:g 5 (n; j e assim sucessivamente até o n-ésimo

1 o :
retdngulo de base A,x=—e altura H, o maximo de f(x) no intervalo
n

{n+(n—1)_n+n

] isto é&; H, =f(n+n):%(n+nJ . Portanto a soma das areas
n n

n n
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dos n retangulos é:

S, =A]xf(n+1j+(A2X)f(n+2]+...+Anxf(n+nJ=

n n n
L+i i+1 +—1— i+1 L+2
2 2\n 12 \ n n
. 11 1 17
logo nll_l’)nooSn— 2+2+12.1.2_1+6_6

7 .
Conclue-se que para n—« tem se S, —93 que e exatamente

Entao S, »>S=[f(x)dx. Portanto S= Tim S, . [f(x) dx = 1im S, mas

S, = (Ax) £(,)+(a,x) £(€,)+..+ (A, x) f(¢,)onde &,,&,,.,E, sdo abcissas de

n

pontos de maximo de f(x), logo S, =>'(Ax)f(%,) ou S, =if(§i) (A;x), logo

[t dx eigual lim Y () (A%).

i=1

Procedimentos, no software, para a utilizagido dos jogos do

moédulo CAL - If, mais especificamente, jogo | — Problema I.
0

Estando-se na tela de inicio do windows, deve-se clicar “Iniciar’, na
sequéncia, “Programas” e em seguida “GRF”, para que o software exiba a tela

principal dos jogos da parte Il, que mostra, na barra de mensagem o titulo:

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL, e os subtitulos:

DERIVADA - INTEGRAL - PARADOXOS.



136

Com um sé clique no termo “INTEGRAL" o video exibira as opcoes:

Problema |, Problema Il e Problema lll. Clicando em Problema | a tela principal

. . n e 1,
deste jogo sera apresentada e nela se vé o grafico da curva y = 5 X

No canto direito  superior desta tela, o campo

[x: :j y: [:j ] exibira as coordenadas do ponto onde o mouse

estiver localizado.

Imediatamente abaixo, uma tabela ¢ utilizada para expor e
armazenar os seguintes dados: na coluna “Intervalos”, a quantidade de intervalos
de cada participagéo; na coluna “Largura”, o tamanho de cada intervalo da

particdo; na coluna “Area”, a soma das areas dos retangulos de cada particio.

Imediatamente abaixo, um retangulo mostra a equacgédo da curva

f(x)=§x2, a integral da curva no intervalo de 1 a 2, ou seja,
fl X dx = - = 1, 1666....
12 6

" No campo, n° de intervalos :) , digita-se a quantidade de

intervalos que se deseja na particdo. Em seguida, basta um sé cligue em

“Gerar Gréfico'| para que a tela mostre, em vermelho, todos retangulos associados

a particao e na tabela, a soma das areas de todos esses retangulos.

Fazendo o n° de intervalos crescer muito, isto é; tender para infinito,
pode-se observar, na tabela, que a coluna, Area se aproxima cada vez mais do

valor de integral da curva, ou seja; 1,1666....
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. . 01, L
Assim conclui-se que, J: 5 X dx = lim_ ;Aix (&),

Para reiniciar este jogo, basta clicar em | Novo|e em, Fechar|para

retornar a tela principal.

Para melhor visualizagao, ver telas: 76, 77, 78 e 79, em anexo as

paginas 233, 234, 235, 236, respectivamente.

Jogo Il — Problema i

. - " |
Calcular a area da regido S limitada pelas curvas f(x) = 3 xT.x=1e

Método: aproximagao por valores menores que a area S da regido.
Constatacoes geométricas e algébricas:

- Natela1tem-se:
e gréfico de f(x) = % . x* e oretangulo de base Ax=2-1=1 que é

o tamanho do intervalo [1, 2] e altura igual ao minimo de f(x) em

[1, 2], isto é; H=f(1).

A area do retangulo é, Sy = A(x) f(1) = 1. (% 12)=% e S$>S,.

- Natela 2 tem-se:

e Uma particao do intervalo [1, 2], isto é:
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1
[1, 2] = {1, 1+ %}u[l+—2—,2} onde o tamanho do primeiro

intervalo €& Aix=l+—;——1:— o tamanho do segundo intervalo

e Dois retangulos

1

O primeiro retangulo de base A x= 3 e altura Hq igual ao minimo

de f(x) no intervalo {1,1+§} isto &, Hy = f(H==1" :%e area igual a

1
>

_1
;

(Ax)H, =(ax) f(1)=

N[ —

O segundo retangulo tem base Azx:%e altura H, igual ao

s .
minimo de f(x) no intervalo [l+%,2}, isto €&, szf(1+%J=lf(ij =2.

16

Portanto sua area é igual a (A,x). H, = (Azx).f(%-j = _:_ -

1
2

A soma da area dos dois retangulos é S, =A x . H, +A,x H, =

(A,x) £(1) +(A,x) f@j:%+%=% eS>S,>8,

- Natela 3 tem-se:

¢ Uma particdo do intervalo [1, 2] em trés partes iguais, isto &, [1, 2] =

1,1+i ) 1+i,1+i+~1— U 1+i+l,1+i+i+i =1, 4 U —4—,i ) —3—,2
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3°3 3
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o . 4 1 : .
onde o tamanho do primeiro intervalo é A x =3 —l:;, do segundo intervalo é

5 4 1 . 5 1

A,x=——-—=— doterceirointervalo é A,x=2—-—=—.

XT3 T3S X 373
e Trés retangulos.

o R 1 . .
O primeiro retangulo de base A x = 3 e altura Hy igual ao minimo de

f(x) no intervalo {1, %} isto €, H, =f(1)=—;— 1P =%, e areaiguala (A,x) H, =

11

(Ax) f)=7 - 12 =%. O segundo retangulo de base (Azx)zé e altura H,
igual ao minimo de f(x) no intervalo i > ,istoé, Hy= f 4 L4 :E, e
3°3 3 23 18
4 1 16 16
; iau = 2 — =, —— = —,
tem area igual a (A,x) H, =(A X)f(3) T

1

O terceiro retdngulo de base A,x = 3 e altura Hs; igual ao minimo de

5 . 5 1(5Y 25 .
3 s H. o= g2 b(2) 22 . .
f(x) em [3?2] isto é, Hj (3) 2(3} g e tem area igual a

5)_125 25
318 54

(A,x) H, =(A3x)f(§

- 4 5/ 1 16 25
S; =(A1X)f(1)+(A2X)f(?)+ (Aﬁ()f(?jz—é-y— s +§£_1:

9+16+25~5_0

54 54eS>S3>Sz>S1.

- Na tela n tem-se:
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e Uma particao intervalo [1, 2] em n partes iguais, isto é;

i 2]:{1> nTH}J{nJrI, n+2}u{n+2’ n+3}umk{n+(n—l)’ n+n]’ onde o

n n n n n n

S . 1 , . 1 .
tamanho do primeiro intervalo € A, x =—, do segundo intervalo € A,x =— e assim
n n

. 1
sucessivamente A x=—
: n

e n retangulos.

o n 1 : .
O primeiro retangulos de base A,x=— e altura H; igual ao minimo
: n

1 1

. —1"==—, e area igual a
2 T g

de f(x) em {1, HT} isto e, H =f()=

1

1
(Ax)H, =(Ax) f)=— .

R 1 . -
O segundo retangulo de base A,x=— e altura H, igual ao minimo
n

2
de f(x) em {n—” “2] isto & H, =f(“-ilj=l(ﬂﬂj area igual (A,x)H, =
n n n 2 n

n+l) 1 1 (n+1Y . . . .
:(Azx)f — =—.5 _— e assim sucessivamente até o n-ésimo
n

| . .
retingulo de base A,x=— e altura H, igual ao minimo de f(x) em
n

l:n+(n—1)’ _n+ni‘. Assim, H_ :f(giﬁ___])jz_l_ (Ei(n___]_)] , € tem area igual a

n n n 2 n

(Anx)f[n—Jr(E_—l)). Portanto, a soma das &reas dos n retangulos é
n
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2 1 1x° 1 22 1P 8 1 7

— 2 = — — = — = — — = — @ é = d |
'[2x dx 23] %373 72376 6% entdo, S, - S jf(x) x, logo
S=  lim S, mas S, =(A x) £(&,) +(A,x) f(€,)+...+(A,x) f(§,)  onde

n

&, &,,..., &, 880 abcissas de pontos de minimo de f(x). Logo, S, :Z(Aix) fé&)

i=1

i=]

ou S, =i f(¢,) (A%) . Entao [f(x) dx =lim Zn:(Aix) f(E.).

- Procedimento, no software, para a utilizagcdo dos jogos do

moédulo C4L - J'f , mais especificamente, Jogo Il — Problema Il.
e o]

Estando na tela principal dos jogos da parte II, com um clique em

‘INTEGRAL” e com outro clique em Problema Il a tela com o grafico de

f(x) =% x* volta a ser apresentada.

No canto direito superior desta tela, o campo [xC1 vy exibira as

coordenadas do ponto da tela onde 0 mouse estiver localizado.

Imediatamente abaixo, uma tabela é utilizada para expor e
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armazenar os seguintes dados: na coluna “Intervalos”, a quantidade de intervalo
de cada particéo; na coluna “Largura”, o tamanho de cada intervalo da particao;

na coluna “Area”, a soma das areas dos retangulos de cada partigao.

Imediatamente abaixo, um retangulo mostra a equagdo da curva

x°, a integral da curva no intervalo de 1 a 2, ou seja,

No campo, n°® de intervalos (7, digita-se a quantidade de intervalos

que se deseja na particdo. Em seguida, basta um so6 cliqgue em |Gerar Grafico

para que a tela mostre, em vermelho, todos retangulos associados a particdo e na

tabela, a soma das areas de todos esses retangulos.

Fazendo, o n° de intervalos crescer muito, isto é; tender para infinito,

pode-se observar, na tabela, que os valores da coluna, area, se aproximam cada
. ’ . 2 1 2
vez mais do valor do integral, L By x° dx =1,666..., enquanto que,

geometricamente, esta constatacao se faz muito mais rapidamente.

Assim conclui-se que .[2—; x” dx = lim ZH:(A,x) f(E,).

ol >0 5

Para reiniciar este jogo, basta clicar em| Novo| , e em |Fechar| para

retornar a tela principal para melhor compreensao ver telas 81 e 82 as paginas

238 e 239, em anexo.

Jogo Il — Problema lli

Generalizagao
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~ Tarefa: Calcular a area sob a curva f(x) definida no intervalo [a, b].
Método:
Aproximagao por retangulos cujas respectivas alturas podem ser
maxima, minima e nem maxima nem minima, ou seja, a altura é tomada como a

imagem de um ponto & qualquer, & e[x._, xi]. Aqui toma-se &, como ponto

médio do intervalo [x,_,, xi].
- Natela 1 tem-se:

e O grafico de uma curva f(x) no intervalo [a, b] e
A={x,, x,} [x,, x.] [%2, x:} [x55 x, ]}, onde x,=aex,=b, com os pontos

¢, sendo médio de cada intervalo [x,.,, x, |.

Constatagdes Geométricas e Algébricas:

- Na tela 1 tem-se quatro retangulos:

O primeiro tem base x4-xo € altura f(§,);

O segundo tem base xp-x; e altura f(&,);

O terceiro tem base x3-xz e altura f(&,);

O quarto tem base x4-x3 € altura f(&,);

Logo as areas dos retangulos sao:

A, =1() (XI _Xo):f(‘il) A

A, =f(§2) (Xz _Xl):f(é2) Ayx
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A, =1(&;) (Xz _Xz):f(iz) A;x

A, =1E) (x, —x)=1(E,) Ax

Asoma S, =A +A, +A;+A, =) A, =

=1(§,) A x+1(E,) A, x+1(&;) A x+1(E,) Ax=

=Zf(§i) Ax.

Na tela, 2 tem-se:

e Uma particéo A com 15 elementos e

15

Sis :Zf(én) Ax=1£(&) Ax+1(E,) Ax+1£(&;) Ayx+1(8,) Ax+1(Es) Asx+1(&,) Acx

i=]

+1(&;) AXx+T(Es) AeX+T(Es) AgXx+T(E,0) Apx+1(E) Ax+1(&,) Ax+1(§,;) Asx
+f(‘\:}14) A|4X'+'f(§|5) Ajsx.
"AsomaSis=A+ A+ A+ AL+ A5+ Ag+ A F Ag+ Ag + Ag + Agq +
15
Ap+Ai+As+As= Zf@a) Ax.

Na tela n tem-se:

e Uma particao A com n elementos é:

S, =D F(E) Ax =€) Ax+F(E) Ax+F(E) Ax+.+F(E,) A,x.

Este n representa um numero muito grande que é escolhido,
constatando-se na tela, que a area sob a curva se confunde com a soma das

areas dos retangulos. Portanto, se n —» « entdo S, — S que é a area sob a curva.

Isto é€; S:nhlnw S.. ou seja; S=nli_r)nw;f(§i) A,x ou de forma equivalente
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S= lim Z f(&,) A;x o que equivale dizer:

i~

Ve>0,38 >0 tal que,

2. €D (Ax) =S

i=1

laj < 8= <E.

Procedimentos, no software, para a utilizagao dos jogos do
produto CAgo- If, mais especificamente, jogo Il - Problema lIl.

Estando na tela principal dos jogos da parte Il, com um clique em
“‘INTEGRAL” e a seguir outro cligue em Problema lll, a tela com o grafico de
f(x)=8 senx%+10 & apresentada.

No canto direito superior desta tela, o campo [xr— vy: ]
exibira as coordenadas do ponto da tela onde 6 mouse estiver localizada.

Imediatamente abaixo, uma tabela ¢é utilizada para expor e
armazenar os seguintes dados: na coluna “Intervalos” , a quantidade de intervalos
de cada partigéo; na coluna “Largura”, o tamanho de cada intervalo da particao;

na coluna “Area”, a soma das areas dos retangulos de cada particao.

Imediatamente abaixo, um retadngulo mostra a equagdo da curva

f(x)=8 sen 3-5(— +10;; o integral da curva no intervalo de zero a vinte, ou seja,

[2(8 sen% +10)dx = = 266, 1457448345,

No campo, n° de intervalos :] , digita-se a quantidade de

intervalos que se deseja na partigéo.
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Em seguida, basta um sé clique em | gerar grafico |para que a tela

mostre, em vermelho, todos os retangulos associados a particido e na tabela, a

soma das areas de todos esses retangulos.

Fazendo o n° de intervalos crescer muito, isto é; tender para infinito,

pode-se observar, na tabela, que os valores da coluna “area”, se aproximam cada
. . X .
vez mais do valor da integral [2° (8seng+10)dx = enquanto que, geometricamente,

esta-constatacédo se faz muito mais rapidamente.

Para reiniciar este jogo, basta clicarem| novo | eem| fechar

para retornar a tela principal.

As telas 83, 84 e 85 em anexo, as paginas 240, 241 e 242, sao0 um

recurso para melhor visualizagao deste procedimento.

3.2.5. Médulo CAgO- ZEN: Paradoxos

Paradoxo: Conceito que € ou parece contrario ao comum;

contrasenso, absurdo, contradigdo ao menos na aparéncia (Aurélio, 1988:481).

Na Grécia Antiga, alguns filosofos afirmavam que tudo estava em
constante movimento e outros, que o movimento nao existia porque tudo estava

em repouso constante.

Zenao de Eléia, pertencia ao segundo grupo e justificava com a
seguinte linha de raciocinio: para que algo percorra uma determinada distancia
tera que se deslocar primeiro até a metade do percurso, e antes disso a um

quarto do percurso, e antes a um oitavo, e assim sucessivamente e
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indefinidamente o que impediria, em definitivo, qualquer deslocamento.

Este raciocinio € usado na explicagdo do PARADOXO |, a seguir

enunciado:

Um coelho quer atravessar uma rua de largura igual a 3 metros,

saltando sempre a metade da distancia entre ele e a margem oposta.

De acordo com o raciocinio de Zen&o, o coelho nunca alcangara a
margem oposta, porque a divisdo de um numero diferente de zero, por outro
numero diferente de zero, é sempre diferente de zero, e portanto a distancia entre

o coelho e a margem oposta nunca sera zero.

Como nao existia o conceito de limite, os pensadores nédo sabiam

3 3 3 3 R
que — 4>+ =+ ..+ -— +..=3.
2 4 8 2"
Para os fil6sofos, a soma de uma quantidade infinita de parcelas nao

poderia ter como resultado um numero finito. Isso porque o conceito de limite,

ainda néo tinha sido criado.

. Procedimentos para utilizagao do software CA%O - ZEN, Paradoxo |I.

Estando na tela principal dos jogos da parte Il, com um clique em
“PARADOXOS” e a seguir outro clique em Paradoxo |, e a tela principal do jogo é

mostrada. Ver tela 86, pagina 243, em anexo.

Nesta tela, tem-se um animal que tenta atravessar uma estrada de

largura igual a trés metros. Para isso basta que, seja efetuado um sé clique na



chave

andar

da estrada e para. Com um outro clique em| andar

ao préximo ponto assim sucessivamente.
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, 0 animal caminhara até ao proximo ponto que esta no meio

, 0 animal caminhara até

As distancias percorridas e as distancias restantes sdo expostas e

armazenadas na tabela que se encontra no canto inferior direito da tela.

Para retornar com o animal a posicao inicial & suficiente clicar em

posi¢ao inicial

- Para finalizar o jogo clica-se em | Fechar

PARADOXO II

Zendo e a corrida entre Aquiles e a tartaruga.

Aquiles aposta corrida com uma tartaruga e da a ela uma vantagem

de 20 metros.

Como Aquiles é 20 vezes mais veloz que a tartaruga, afirmar-se que

esta € uma corrida desleal e monétona porque Aquiles néo tera competidor, mas

Zenao afirma que Aquiles nao alcancara a tartaruga.

De acordo com a Fundamentagdo Tedrica dos Paradoxos e o

enunciado acima, tem-se as seguintes relagdes:

1. Va =20 V7 (a velocidade é 20 vezes a velocidade da tartaruga).

2.

A

D, = 621—0 , onde dr é a vantagem que a tartaruga estara sempre

levando em relagdo a distancia percorrida por Aquiles.
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Na realidade dt € a vantagem que a tartaruga tera sempre em relagéao

1

a Aquiles e de acordo com a fundamentagéao teérica, tem-se dr, = a.a"" isto é dr,

= 20.(0,05)™" e variando o valor de n podemos construir a seguinte tabela:

n dA dT

1 0 20
2 20 1
3 1 0,05
4 0,05 0,0025
5 0,0025 0,000125
6 | 0,000125 0,00000625

As distancias percorridas pela tartaruga formam uma PG onde o
termo geral é a a, = 20 x (0,05)"" isto &: (20; 1; 0,05; 0,0025; 0,000125...) Uma

PG infinita de razdo q menor que 1.

. s a
Portanto, =—1 Jogo,
o) (Z an) 1 g

n=l| - q
3 205005 =20 =20 90, 105y, 1
£ 12005 0,05 95 95

Procedimentos para utilizacdo do software CA&, Médulo CA%o -

ZEN, Paradoxo Il

Estando na tela principal dos jogos da parte II, com um clique em
PARADOXOS e a seguir outro clique em PARADOXO I, a tela principal do jogo &

mostrada. Ver tela 88, a pagina 245, em anexo.

Nesta tela, tem-se uma tartaruga e um corredor, Aquiles, em posicao

de largada para uma corrida, estando a tartaruga com 20 metros de vantagem.

A fundamentacao tedrica é feita no retangulo localizado no canto

inferior esquerdo da tela, onde sdo mostradas as seguintes relagdes:



150

1) V., =20V,
d

2} dvy= A

) dr =0

3) dr, =20 (0,05)™"

4) > 20(0,05"" =21+ élg

n=1
A tabela, expbe e armazena: as distancias percorrida por Aquiles,
Da; e a vantagem que a tartaruga estara sempre levando em relacdo a distancia

percorrida por Aquiles.

O botao | correr € para dar inicio a corrida até o primeiro posto

de parada para a verificagdo da distancia percorrida por Aquiles e da vantagem

da tartaruga.

Para que seja dada nova largada, pressione novamente o botao

correr

Para retornar a primeira posigao é suficiente pressionar | posigao

Inicial |. Para finalizar o jogo clica-se em | fechar

- PARADOXO il

O fato de um evento ocorrer um numero infinito de vezes, nao
implica que seja infinito o intervalo de tempo durante o qual a série de eventos

ocorrera.

Por exemplo: uma bola de pingue pongue cai de uma mesa de altura

x. Depois do primeiro choque com o solo ela sobe uma altura x4, e torna a descer
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e depois subir uma altura x2, € assim sucessivamente até parar.

Sabe-se que nao existe a resisténcia do ar, e que o coeficiente de

restituigdo do material do solo e da bola, o, 0 < o < 1, é 0 que garante que a bola

2n

ira parar. Contudo, na modelagem matematica, prova-seque x, =a  x,para

. . 2 , o
0 < a < 1. Portanto, x, s sera zero quando a.“" for igual a zero pois x é a altura

da mesa que é conhecida e constante.

Sendo (a2") uma seqiéncia e 0 < a < 1, entdo (ocZ”) converge para

zero quando n—> o isto &, lim o’ =0, x, -0 quando n — . Entdo a bola

n->w
quicara uma infinidade de vezes até parar num espago de tempo finito, isto é:

x =2"x e

Trota = 19 segundos.

Logo, esta bola estara parada no solo em 19 segundos, mas a
sequéncia, (X,) = (X1, X2, ..., Xn, ... ) =
= (5, (0,9)% 5, (0,9)*. 5 + ... + (0,9)". 5, ...), indica que a bola quicara

uma infinidade de vezes até parar (paradoxo).
Procedimentos para a utilizagao do CA%O- ZEN, Paradoxo lii.

Estando na tela principal dos jogos da parte |l do software, com um
clique em Paradoxo Ill, a tela principal do jogo é mostrada. Ver tela 90, pagina

247, em anexo.
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Nesta tela, tem-se uma bola que cai de uma altura de 5m, onde a
aceleracéo da gravidade g = 10 m/s? e o coeficiente de restituiciko é oo = 0,9 e o

tempo gasto até parar € 19 segundos.

No retangulo localizado no canto inferior esquerdo da tela, séo

mostrados os seguintes dados:

x =5 m (altura da mesa),
a= 0,9 (coeficiente de restituicao),
g = 10m/s? (aceleragao da gravidade),

2
Xn= o X.

A tabela, expdem e armazena as alturas apds cada chogque com o

solo.

O bot&o| iniciar | € a chave para o inicio do jogo.

O botao| cancelar | é para o caso de se querer apagar os dados da

tabela e voltar a oposigao inicial do jogo.

Para finalizar o jogo basta clicar em [ fechar|.



IV - CONCLUSOES E RECOMENDAGOES

Nada prova que aquilo que se aprende, ou se compreende com
facilidade, logo seja esquecido. Ao contrario, tem-se a prova experimental de que
se esquece facilmente o que se aprendeu na dor, no sofrimento, ou no tédio

(MUCHIELLI, 1980:55).

A aprendizagem exige um aluno ativo e participante que imprime ao
processo o seu proprio ritmo, e que a introdugédo dos conceitos novos deva ser
feita de forma gradual, progressiva, motivadora e com o feedback garantindo o
ajustamento permanente entre conteudo, ritmo de comunicacdo, métodos e

técnicas e a aprendizagem do aluno.

Neste trabalho, a escolha do jogo como recurso didatico na
promog¢ao do saber & para langar mao de forgca do ludico, afim de que a busca do
mesmo seja prazerosa e criadora de uma relagao biunivoca entre felicidade e o

aprender.

Compreende-se claramente esta forca quando se atenta para

Fernando Pessoa em seu poema, JOGADORES DE XADREZ, quando diz:

“Ouvi contar que outrora, quando a Pérsia
Tinha ndo sei que guerra,

Quando a invaséo ardia na cidade

E as mulheres gritavam,

Dois jogadores de xadrez jogavam

O seu jogo continuo.
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... Ardiam casas, saqueadas eram as arcas e as paredes,
Violadas, as mulheres eram postas contra os muros caidos,
Transpassadas de langas, as criangas

Eram sangue nas ruas...

Caiam cidades, sofram povos, cessem
A liberdade e a vida.
... Mas quando a guerra os jogadores interrompa,

Esteja o rei sem xeque,

Aprendamos na historia
Dos calmos jogadores de xadrez

Como passar a vida.

O jogo de xadrez
Prende a alma toda, mas perdido, pouco

Pesa, pois néo é nada’.

(Macedo, 1997).

Nesta poesia, Fernando Pessoa retrata de forma artistica e
incontestavelmente bela, a forca de um envolvimento prazeroso e ludico perante
até mesmo aos bens de maior valor para o ser humano como, a vida, a patria, as
mulheres, as criangas... e, assim consegue justificar porque os educadores
desejam sempre poder contar com o jogo como ancora no processo ensino-

aprendizagem.

Quando se propde entdo jogos computacionais, multiplica-se ainda
mais a capacidade de envolvimento total do jogador, chegando a transcender em

muito seus limites fisicos.



155

O processo de construgdo de um software passa por uma etapa de
avaliagdo, antes que ele seja disponibilizado a clientela-alvo saindo assim, da

fase de prototipagem.

Esta etapa é formada por varios estagios onde sao desenvolvidas
inspecdes para a certificagdo de auséncia de erros de instalagao/execugédo e a
verificagdo do atendimento a requisitos minimos de desempenho. E testada
também a dimenséo pedagégica do protétipo no que diz respeito a clareza das
informagdes e instrugbes, a adequagdo dos objetivos a clientela — alvo, a
adequacéo dos conceitos e fatos e dos exercicios, que deverao ser apresentados
com clareza, simplicidade, coeréncia e cientificidade, através de estratégias
eficientes, com telas que atendam aos critérios de compreensibilidade, utilidade,

previsibilidade, de uso simples, imediato, intuitivo e motivador.

Para participar desta avaliagado, devera ser escolhida uma amostra
estratificada formada por alunos, pedagogos, matematicos e especialistas em
engenharia de software, que nao tenham tomado parte na construgdo do

prototipo, mas que sejam escolhidos dentre os usuarios em potencial do mesmo.

Os participantes da amostra, apdés tomarem conhecimento do
material, através de estudos de forma, individual, em grupo, em seminario e
cursos, responderéao a questionamentos previamente elaborados, balizados pelos
critérios e objetivos propostos, através de instrumentos de avaliagao tais como:
relatorios escritos e oral com questdes livres e/ou abertas, tendo liberdade para
oferecer sugestoes que reforcem os pontos positivos e eliminem os pontos

negativos por eles detectados. Sendo que, no caso especifico dos alunos, uma
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verificacdo de aprendizagem do contetdo devera ser feita também entre os que

aprenderam com o software e os que aprenderam de outra forma.

Finalizando, recomenda-se que o protétipo do software 47 aqu:
(o 0]

apresentado, seja tratado como uma alternativa para o ensino de célculo e nédo
como a unica opgdo, porque o respeito as diferengas individuais € condigdo
indispensavel para o sucesso do recurso didatico aplicado e que o processo de
avaliagdo do mesmo seja uma sugestdo para futuros trabalhos e estudos

especificos na area de avaliagao e controle de sistemas.
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ANEXOS
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Tela 1:
Tela principal da parte | do software CAL
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Tela 2:

Tela inicial do jogo | do Médulo CA%O - limf — I: Limite — Nocéo Intuitiva, para

calcular o perimetro da circunferéncia através do perimetro de poligonos

regulares inscritos




Tela 3:

Mostra um tridngulo regular, inscrito na circunferéncia e

o perimetro do mesmo

Ty l:a‘: tntulr tiva-poligonos inseritos (perimelro)d

o o i s e ek b e e

Para R = 50 cin CALBZO
P=2 - 314.1 ;

160
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Tela 4:

Mostra um quadrado inscrito na circunferéncia

e o perimetro do mesmo

259,8076 |
282,8427




Tela 5:

Mostra um pentagono regular, inscrito na circunferéncia

e o perimetro do mesmo

intulr firva-poligonos inscei tos

Para R = 50 | e i l “ALB3B
P=27LR= 314.16 )

162
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Tela 6:

Mostra um hexagono regular, inscrito numa circunferéncia

e o perimetro do mesmo

259,8076
282 ,8427
293,8926
300,0000

Para R = 50 ; S 3 CALW3B6
314.16




Tela 7:

Mostra um heptagono regular, inscrito numa circunferéncia

e o perimetro do mesmo

259,8076 |
282,8427 )
293,8926 |
300, 0000 |
303,7186 |

F"é:-n R = 50 ' —~ 151 cAL@3@
PL27UR - 314.16

164
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Tela 8:

Mostra um octégono regular, inscrito numa circunferéncia

e o perimetro do mesmo

306, 1467

r1tos (perimetro)

CALA36
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Tela 9:

Mostra um poligono regular de nove lados, inscrito numa circunferéncia

e o perimetro do mesmo

59,8076
202 ,8427
293,8926
300, 0000
303,7186
306, 1467 |
307,8181 |

b e o ol

{perimetra)d

’} % :
)
: &

R = 50 Isintt CALO3E@

y e ST i ok
R 314.16 M e e
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Tela 10:

Mostra um poligono regular de dez lados, inscrito numa circunferéncia

e o perimetro do mesmo

7259, 8 zo]
282,84270
aqu,uuzsf
300,0000 |
303,7166 |
306, 1467 |
07,8181 |
|

|

|

}

|

|

i

]

303,0170

|
|
|
|

Para R = K@
P-27CR - 314.16
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Tela 11:

Mostra um poligono regular de onze lados, inscrito numa circunferéncia

e o perimetro do mesmo

259,8076 |
zuz.uqz?}
293,8926 |
100,00003
303,7186 |
306, 1467 |
07,8181 |
109.0170}
309,9058 |

|
}
i
|
)
i
|
|
i
|
|
i
1
|
|
|
|
|

: i ¢ I Paties SRty CALA3A
ara Ro-/&0 ' pn — 27T |SIRCE)

R T il =
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Tela 12:

Mostra um poligono regular de doze lados, inscrito numa circunferéncia

e o perimetro do mesmo

8926
300, 0000
303, 7186 |
306, 1467 |
J07,8181 |
309,0170 |
309, 9058 4
310,582

insceltos (perdmebtro)d

Para R = , ! inek .
PHEIUR - { e ‘
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Tela 13:

Mostra um poligono regular de dezoito lados, inscrito numa circunferéncia

e o perimetro do mesmo

259,8076
282,8427
293,8926
300,0000
303,7186
306,1467 |
307,8181 |
309,0170 |
309,9058 |
310,5829 |

311,8675 |

312,3742 |
312 ,5667

TR lsin¥ |
o6
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Tela 14:

Mostra um poligono regular de dezenove lados, inscrito numa circunferéncia

e o perimetro do mesmo

259, 8076
282,8427
£93,8926
300, 0000
303,7186
306, 1167
307,8181
309,0170
309,9058
310,5829
311,1104
311,5293
311,8675
312, 1445
312,3742
312,5667
312,7297

‘ R T R
arﬁ' 50 | { | CALB3A
PR 31416 ; . ; :
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Tela 15:

Mostra um poligono regular de vinte lados, inscrito numa circunferéncia e o

perimetro do mesmo

253,8076
282,8427
£93,8926
300,0000
303,7186
306, 1467
307,8181
309,0170
309,9058
310,5829
311,1104
311,5293
311,8675
312,1445
312,3742
312,5667
312,7297
312,8689

ol WA= pa Ll 1gonos

£

ChALB30
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Tela 16:

Mostra um poligono regular de vinte e um lados, inscrito numa circunferéncia

e o perimetro do mesmo

, 8076
82,8427
8926
J00,0000
303,7186

309,01706
30%9,9058
310,5829
311,1104
311,5293
311,8675
312,1445

312,3742

CALB39
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Tela 17:

Mostra um poligono regular de vinte e dois lados, inscrito numa circunferéncia

e o perimetro do mesmo

259,8076 |
282 ,8427
293,8926 |
300, 0000
03,7186 |
306, 1467
307,8181 |
309,0170 |
309,9058 |
310,5829 |
311,1104 |
311,5293 |
311,8675 |
312,1445 |
312,3742
312,5667
312,7297
312,8689 |
312,9888
313,0926

insoritos (perimetrod

Para R = 50 s |sinty CALO3B
PR T e e L :




175

Tela 18

Mostra um poligono regular de vinte e trés lados, inscrito numa circunferéncia

e o perimetro do mesmo

309,0170'
309,9058 |
310,5829
311,1104
311,5293 |
311,8675 |
312,145 |
312,3742 |
312,5667 |
312,7297 |
312,8689
312,98688 |
313,0926 |
313,1833 |

I
[7) R
Para R = 50 i CALA3G
p=27LR= 314.16 .7 FH

o liagnnas
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Tela 19

Mostra um poligono regular de vinte e quatro lados, inscrito numa

circunferéncia e o perimetro do mesmo

259, 8076
287, 8427
293,8926
300,0000
303,7186
306, 1467
J07,8181
309,0170
309, 9058
310,5829
311,1104
11,5293
311,8675
312,1445
312,3742
312,5667
312,7297
312,8689
312,9888
313,0976
L 313,1833

ey Ut bav poligpnos s (perimetrao) ; i ]

CALB38

; ‘ |sinCt| |
=il sk ‘
p-27TR- 314.16 4l e ,




177

Tela 20

Mostra um poligono regular de vinte e cinco lados, inscrito numa

circunferéncia e o perimetro do mesmo

CALB36
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Tela 21

Mostra um poligono regular de vinte e seis lados, inscrito numa circunferéncia
e o perimetro do mesmo

"313,3331 |
13,3954

CR A 1 U i=poligonos inseribtos {(perimetro)d

i B

CALB30

o s
P-27LR- 314.16 il
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Tela 22:

Mostra um poligono regular de vinte e sete lados, inscrito numa

circunferéncia e o perimetro do mesmo

Para R =
P=27LR =

313,3331
13,3954
13,4509

e i

CALBG30

A | o | ,

I Pn= 2R SANCE
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Tela 23:

Tela inicial do jogo Il do Médulo CA%O - limf — [: Limite — No¢&o Intuitiva, para

calcular a area do circulo através da area de poligonos regulares inscritos

ChRLOLa
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Tela 24:

Mostra um tridngulo regular inscrito numa circunferéncia,

e a area do mesmo

vty tiva-poligonons 1nscrito Capeald J

B

{| Para R =50 TRt |Sen 2¢f

im.= TTR? = 78538816 || A0
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Tela 25:

Mostra um poligono regular de vinte @ quatro lados, inscrito numa
circunferéncia e a area do mesmo

.944, 1032 |
.495,1965 |
.041,0255 |
31,0678

231, 3606
L3477, 3157

.433,8112 |
.500,0000 |

i
(¢

o

-

62h,3121 |
6573, 6686 |

&
7
i
v,
¢
7
‘.
‘(‘ .
')
.r,
s
>

i

: TR (Sen 2CL cAL@1@
R? = 7853.9816 .,,____':j_ Ll
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Tela 26:

Tela inicial do jogo Il do Médulo CA%O- limf — I: Limite — Nocao Intuitiva, para

calcular o perimetro da circunferéncia através do perimetro de poligonos
regulares circunscritos

o % 3 {perime tnro)d J

e — [ I

CALB4E
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Tela 27:

Mostra um quadrado circunscrito e o perimetro do mesmo

311, 7691
240,0000

ki tivaspo ligonos caircunscri tos (perime tro)

30 ' | CALO40G

188.50 e .
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Tela 28:

Mostra um poligono regular de vinte e quatro lados, circunscrito

e o perimetro do mesmo

311,7691
Z240,0000
Z217,9628
207,8461
202,2613
198, 8225
196,5439
194,9518
193,7935
192,9234
192,2527
191,7245
191,3009
190, 9559
190,6710
190,4331
190,2324
190,0613
189,9144
189,7873
e e 189,6766

pal lgonos

a R = 30
27TR- 188.50




186

Tela 29:

Tela inicial do jogo IV do Médulo CA,gO - limf — I: Limite — Nog&o Intuitiva, para

calcular a area do circulo através da area de poligonos regulares circunscritos

: ”_'.'ii.'_f_;f_;_’_'é'_’_l‘“"”“';_‘lf'""'l['.';"_':_rfl" e ]
= - TR
Para R = 30 1 rual(Te O | CALOZ@
fi.= TTR2 - 2827.4334 || BN = OR e )

1‘
|
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Tela 30:

Mostra um tridngulo equilatero circunscrito e a area do mesmo

6,5372

i tur tiva-poligonos civrcunsoritos {(area)d

Papa R = 30 ; S 3 CALBZ2O
~— ‘ mr2ilT9 OO
= TEIR < aigs dpaw ||~ = TERE mnr




Tela 31:

Mostra um poligono regular de vinte e quatro lados, circunscrito

e a area do mesmo

L vgonas

civrocunscyi Los

T2/ T8 )]
o

A
[

:
2

SO SVEIS VIV oN B

ININININNNNNWWLW QN

iaaron 1

.676,5372 |
.600, 6000
269,4414

915

.982,3376
948, 1589 |
. 924,2773
.906,9023
.893,8513
.8083,7910 |
.875,8678 |
.869,5136 |
.864,3381 |
’.8A0, 0657 |
.856,4971 |
.B53,4853 |
.850,9199 |
.848,7166 |
.846,8102 |
845, 1495 |
|

188
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Tela 32:

Tela inicial do primeiro jogo do Médulo CA%O- limf — I: Limite —

= e
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Tela 33:

Tela que representa a definicéo | de limite,

para y = 66,391, no jogo

|
ThmAx) =5 | & 07

CAL21

X=>a
fla) = b




191

Tela 34:

Tela que representa a definigéo | de limite,

(»

paray = 67,391, no jogo

Thmipo =5 | DI &

A » i ‘

T || X a
f(a) = b

[ CALZ1
]
|
|
|
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Tela 35:

Tela que representa a definicéo | de limite,

para y = 68,391, no jogo
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Tela 36:

Tela que representa a definicdo | de limite,
~

paray = 71,391, no jogo r
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Tela 37:

Tela que representa a definicdo | de limite,
para y = 77,000, no jogo

|

!
i
|
|
B EE

| CALZ1
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Tela 38:

Tela que representa a definicdo Il de limite,

para x = 77,00, no jogo

WA Bl Rl it a e St b e S sl io

|
|
[
_!A
|

4
biep sylan
i 5

g, aue

5 TR TR D!
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Tela 39:

Tela que representa a defini¢éo Il de limite,

para x = 78,000, no jogo

TR
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Tela 40:

Tela que representa a definicéo Ii de limite,
.4""”\‘

para x = 79,000, no jogo ’J




e A A A A A I . 2 2 20 20 A0 AR A A I AR A 2 I 2B A R 2 I A R

Tela 41:

Tela que representa a definicdo Il de limite,

para x = 81,000, no jogo

I m ) = b
! X=>a

fla) =b

I
|

|

e 070

198



199

Tela 42:

Tela que representa a definicao Il d limite,
para x = 87,000, no jogol43)

|

0 - 1 -
66,391 KAES m" a - 90,000 | b 2 3

; 87,9449 HB‘ l, ) 74,2 :’ (’a) e b
o | | ez o L R
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Tela 43:

Tela que representa a defini¢éo Il de limite,
para x = 89,000, no jogo

Lo

O

J Limite—definicao

T
X=>a
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Tela 44:

Tela que representa a definicédo Il de limite,

para x = 120,700, no jogo

bPapaylon

] Limite-definicao (Fig. n? 1>
o —e e A Lol St

s B

CALZ2Y

X==a
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Tela 45:

Tela que representa a definicéo Il de limite,

para x = 113,700, no jogo

y

J Limite-definican (Fig.

f IR
| -
" 66,391 E’ E i & 0@, aaaq
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Tela 46:

Tela que representa a definigao Ii de limite,
para x = 100,700, no jogo

e A e B

X=a

H
A - |
‘: 194, 'umﬁﬁ ; { b ra,?7t9 ! f(/a) - b i

{
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Tela 47:

Tela que representa a definicdo Il de limite,

para x = 93,700, no jogo

lLimite-definicap (Fig, n2 1>
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Tela 48:

Tela gue representa a definicéo Il d limite,
para x = 90,700, no jogo(42)

|

|
‘bropmylon

»~definigao CFiy. ng 17 J

B

CAL2)

; 66O . 194 ﬁul m | a aa, 980 | )f({fl;} i;(x) e b
74

; —-‘jiluu.iﬂa; ‘:i b f(a) —_ b

)
|
|
|
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Tela 49:

Tela inicial do jogo , do Médulo CAL - limf — II: Limite —Definicéo

;
f
'
!l
|
r

jl iLimi te-definigio (Frg |

= PNEER

X—> a CArcze

fla) #+ b
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Tela 50:

fﬁ\ ’ . . . . - "
Tela inicial do jogo ,do Médulo CA%O- limf — II: Limite —Definicédo

T

ML\MI(P-AD;IHI;“U {Fig {

‘,  65,391 x| |> __________._..] = 70, 849 )f(”l;g)() s : G
| CRGER
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Tela 51:

Tela inicial do ) , do Médulo CAL - limf — II: Limite — Definigéo

A\ g

}:l.\nln-—-.-l-'flnn_.:‘nn (Fig., n2 4>
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Tela 52:
do Médulo CAI(;O- limf — Il: Limite —Definicao

Tela inicial do jogo

:!;l.lrn te—definigfo (Flyg.
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Tela 53:

Tela inicial do jogo ,do Médulo CA%O- limf — Il: Limite —Defini¢céo

a — 9@,86e

h = 90,377 | S|
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Tela 54:

Tela inicial do jogo @ ,do Médulo CA%O- limf — II: Limite —Definicao

)vl.lnltl‘—dl‘fln\l;:‘(l fHig. n< -9

r— O
a = 2,000 I )J;"Da()
- 5 Cfta)+ b
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Tela 55:

Tela inicial do jogo .do Maédulo CA%O- limf — [I: Limite -- Definicdo

gl

e S e T I
T, 3 a - 99,000 f )J;fi;naf()() CALel

» - rares | (@) ® b |
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Tela 56:

(4 .
Tela inicial do jogo ,do Médulo CAlgo' limf — Il: Limite — Definicao

Wt’?ﬂ%%

CArad2
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Tela 57:

Tela inicial do jogo ,do Médulo CAg,o- limf — Il: Limite —Defini¢édo

}’4!?1[(1‘—."(‘{]”1?3” (Fig. ng2 10>

E . BB s - 0,000 |
¢’ {
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Tela 58:

Tela que representa a definicéo Il de limite,
para y = 66, 391, no jogo( )

definicao (Firg., n? 1@) I

B e o]

79, a69 I CAL2LL
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Tela 59:

Tela que representa a definicdo Il de limite,
paray =67, 391, no jogo @

15,

B y
& g LE

\ e
JlLimite—definigao (Fig. ng

7L ST PP e

:
!




Tela 60:

Tela que representa a definicao Ill de limite,

paray = 70,391, no joge

217
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Tela 61:

Tela gue representa a definicdo Il de limite,

R

para y = 73,391, no jogo

8| icpoulon
![23 It . B

’ E A =00 BBY {
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Tela 62:

Tela que representa a definigéo IV de limite,
para x = 76,00, no jogo (4i

29, 990

AR 8
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Tela 63:

Tela que representa a definigso IV de limite,
para x = 83,00, no j@go@

ansi 26, K84

IRt 3 e R )
!

a5




Tela 64:

Tela que representa a definicdo IV de limite,
para x = 90,00, no jogo (4i)




Tela 65:

Tela gue representa a definigo IV de limite,

0 A
\ J
N

para x = 103,00, no jogo

totbap melom

o A A
G a0l Ei L}
e ,umﬁﬂﬁl |
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Tela 66:

Tela que representa a definicdo IV de limite,
para x = 93,00, no jogo@

tepeylon
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Tela 67:

Tela inicial do jogo @ do Maodulo CAgO- limf - II: Limite — Definigdo
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Tela 68:

Tela inicial do jogo ) do Médulo CA%O- limf = ll: Limite — Definig&o

limf(x) =b
X=a
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Tela 69:

do Modulo CAL - limf ~ I: Limite ~Definigéio

&

Tela inicial do jogo
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Tela 70:

Tela inicial do jogo

) ,do Médulo CAIOJO- limf — {I: Limite —Definicdo
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Tela 71:

Tela inicial do jogo (¢

,do Médulo CA%o - limf - II: Limite —Definicéo
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Tela 72:

Tela inicial do jogo @ do Modulo CAg0 - limf — lI: Limite —Definigao

—4
{

fimfx) = b | EAL
X=a |

#f(a)
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Tela 73:

Tela inicial do jogo ,do Médulo CAL - limf — li: Limite ~Definicéo

(8

i

_p BERDEmE

ChLesa
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Tela 74

ial do Modulo CALy, - T’

inic

Tela

1336934190

0 329130 1

sty Dbnvmdc £ Sozante
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Tela 75

Tela que pode finalizar a visualizacdo geométrica e
Algébrica da definicdo de derivada

in Denyacta ¢

| 000 s s

50,000 624500

| -15.000: 78SM12  QS7036TINZ |

{ES;| 200 77.8Y BEISHIE0ITE

BS5FEIEI
| 10390447244

SEapS .

B R

i

L+ 4 Sio

1
4

pEE g
1
|
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Tela 76:

Tela do jogo | - Problema I, do Médulo CAL- | /-
Quando a particdo tem um intervalo
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Tela 77:

Tela do jogo | — Problema |, do Médulo CAL - | />
Quando a particao tem dois intervalos
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Tela 78:

Tela do jogo | — Problema [, do Médulo CAL - ff,
Quando a particao tem vinte intervalos
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Tela 79:

Tela que pode finalizar a visualizagdo geométrica e algébrica
da definicdo de integral, com 9999 elementos na particéo




237
Tela 80:

Tela do jogo Il - Problema I, do Médulo CAL» {1,
Quando a particdo tem um intervalo

A Pohleme Y
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Tela 81:

Tela do jogo Il - Problema li, do Modulo CAL . />
Quando a particéo tem cinco intervalos

H('&ét}ulb integrot ¢ Problema i




239

Tela 82:

Tela que pode finalizar a visualizacdo geométrica e algébrica da
definicdo de integral, com 9999 elementos na particéo

(W ERISULS TheyIal £ Protisms It

ud
R T Ty e AT A M B BT A B iy
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Tela 83:

Tela do jogo Il - Problema Iil, do Médulo CAL -/
guando a particdo tem um intervalo
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Tela 84:

Tela do jogo lil - Problema Iil, do Médulo CAL - f />
quando a particdo tem cinco elementos
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Tela 85:

Tela do jogo lil - Problema i, do Médulo CALm-If 4
quando a particao tem 99 elementos
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Tela 86:

Tela inicial do Médulo CAL .- ZEN, paradoxo - |

S

il

als

erigat Aol Wil
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Tela 87: .

Tela que permite a visualizacdo do jogo, onde a distancia
a ser percorrida é 1,66533453693773 x 10




Tela 88: ,

Tela inicial do Modulo CAL« - ZEN, paradoxo - i

1( Algain Inimilesimal

e

245
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Tela 89: .

Tela que permite a visualizacéo do jogo, onde a vantagem entre a
tartaruga & 1,08420217248552 x 107




247

Tela 90

ial CAL - ZEN, paradoxo [li

inicl

Tela
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Tela 91:

Tela que permite a visualizagéo do jogo, onde a altura
da bola é 0,008985051500

0011092656172
0008585051500
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