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Notacoes
N: conjunto dos numeros naturais
Z: conjunto dos numeros inteiros
R: conjunto dos numeros reais
Z+: NuU {0}

R*: conjunto dos r € R tal que r > 0

a=(a,ag... a,) € (ZT)"
r* = gt 23? ... xdn
Oy = 2

0% = 03105 ... Ogn

xry >y

[A,B] = AB — BA (comutador dos operadores A e B)
Y — X: o conjunto (espago) Y esta imerso denso e continuamente em X

B(Y, X): o espago dos operadores limitados de Y em X.

t—0t:t—0,t>0
p(A): o conjunto resolvente do operador A

R(); A): o operador resolvente do operador A -

Blpay = A1 Bz = Az Yz € D(A), D(A) dominio de A

W[ co,B(x) = supt sen U, 8)||B(s)
I oo = Supio,r) @) llx

Ifllix = ];)T (@) llx dt.
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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos a teoria linear e quase-linear de T. Kato e fazemos

uma aplicacéo 4 equacao de Korteweg-de Vries transcional (t - KdV), a saber,
Ay + 8u + g(t)udu =0, t, v € R™

Mostramos que o problema de Cauchy associado a esta equagao tem solucao unica

local no espago de Sobolev H*(R™), s > 3/2, para uma funcao g apropriada.
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Abstract

In this work we develop the Katos theory of linear and quasilinear equations and

present am appplication to the Korteweg-de Vries Transitional (t - KdV) equation
Byu + %u + g(t)udyu = 0, t, z € R™

We show that the Cauchy problem associate to this equation has a unique and

local solution on Sobolev space H*(R"), s > 3/2, with am apropiate function g.



Introducao

Neste trabalho desenvolvemos a teoria linear e quase-linear de T Kato e fazemos

uma. aplicacdo dela & equacao de Korteweg-de Vries transicional (t-kdV), a saber,
By + O2u + g(t)dzu = 0 t,z € R

Mostramos que o problema de Cauchy associado a esta equagao tem solucao unica
local no espaco de Sobolev H3(R) para uma funciao g apropriada.

Esta equacao descreve, de modo aproximado, o movimento de uma onda solitaria
que se propaga entre duas camadas rasas de fluidos, de densidades aproximada-
mente iguais, sendo a ‘camada inferior menor que a superior. O efeito na mudanca
na profundidade da camada inferior, que a onda sofre quando se aproxima da praia,
resulta no coeficiente do termo nao linear.

Enquanto a teoria de Kato, ela aparece na década dos anos 50 com seu paper
Integration of the equation of evolution in a Banach Space [8] em 1953 e a partir
de entao vem sendo estudada e aplicada amplamente na solu¢ao do problema de
Cauchy para equagoes néo lineares. A idéia de Kato é basicamente uma ampliagao

do método dos semigrupos. Isto é, em termos gerais, dado um problema de Cauchy

o = Au
(1)
u(0) =¢

se o operador diferencial A gera um semigrupo de classe C?, S(t), t > 0, entdo a

solucao deste problema estd dada em termos deste semigrupo, mais precisamente

u(t) = S(1)¢
1



é a solugao de (1). Agora se o operador A depende de t, isto é, A = A(t),
entao se este operador satisfaz certas condi¢bes aparecem uns operadores U(t, s)

t, s > 0 chamados de evolucdo e a solucao do problema de Cauchy

Su = A(t)u + f(t)

u(0) = ¢

(2)
estd dada, analogamente a (1), em termos destes operadores, mais precisamente

u(t) = U, 0)¢ + /U(t,r)f(r)dr
0

é a solucéo de (2).
Finalmente Kato extende estas idéias para equacoes quase-lineares, i.e., equacoes

da forma
Su = A(t,u)u + f(t,u) (3)

onde A(t,u) é um operador linear para cada t € [0,T] e cada v e f é uma funcao
dada. Para cada fungao ¢t + v(t) em um certo espaco de Banach, considere-se o

problema de Cauchy

Su = A(t,v(t))u + f(t,v(t))
(4)
u(0) = ¢

Aplicando entéao as idéias da solugao de (2) (Teoria Linear, capitulo (3)) obtem-se
uma aplicagao v + u, onde u, é unica solugao de (4). Prova-se entdo que o espago
de Banach mencionado acima pode ser escolhido de modo que a aplica¢do t — v(t)
seja uma contragao. Logo por um argumento de ponto fixo prova-se que (3) tem
solugdo com u(0) = ¢. |

O presente trabalho estd baseado e inspirado fundamentalmente em (5] e [12].

Porém para maiores informacoes o leitor pode consultar a ampla bibliografia ao

final.



Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentamos conceitos e resultados a serem utilizados ao longo
dos capitulos seguintes. Omitimos as demonstragoes por se tratarem de resultados
conhecidos os quais poderao ser encontrados na bibliografia ao final, especialmente

em [6],[13] volumes I e II e [1].

1.1 Derivacao de Funcgoes Vetoriais

Definigao 1.1. Seja f : (a,b) — X uma funcao definida no intervalo (a,b) e com
valores num espaco de Banach X, (real ou complexo). Diz-se que f é diferenciavel

no ponto t, € {a,b) se existir, na norma de X, o limite

F(to)  tim L =)

t—tp t —tg
dito derivada de f no ponto tg. Diz-se que f é diferencidvel em Q C {(a,b) se f
for diferenciavel em todo ponto de §2. Sao vilidas para a diferenciacao de funcoes

vetoriais as regras a seguir, cuja demonstracao é analoga ao caso numeérico:
a) Se f é diferencidvel no ponto tq entdo

F() = flto) = (£ = to)f'(to) + et = to),

t—to £ — to

Em particular se f é diferencidvel no ponto tg, entao f é continua neste ponto.

3



b) Se f é uma funcao constante, i.e., se (i) = zo Vt € (a, b) onde zg € X, entdo

f é diferenciavel em todo ponto de (a,b) e
fit)=0 Vtea,b)

c) Se f e g forem diferencidveis no ponto to entdo f + g é diferencidvel no ponto

tg €

(f +9)'(to) = f'(to) + ¢'(t0)

d) Se h é uma fun¢édo numérica definida em (a, b) e diferencidvel no ponto tg, e

f : {(a,b) — X é diferencidvel no ponto ty, entdo hf diferencidavel em ¢ty e
(h.f)'(to) = h'(to) f (to) + h(to)f'(to)

Teorema 1.1. Se f'(t) =0Vt € {a,b) entao f € constante em (a,b).

Teorema 1.2. Se f e g sao duas fungoes definidas em (a, b) com wvalores em uma
dlgebra de Banach e diferencidveis em um ponto to € {(a,b) entao fg € diferencidvel

emty e

(£.9)'(to) = f'(to)a(to) + [(to)g'(to)

1.2 Integracao de Funcoes Vetoriais

Seja f: [a,b] — X onde X é um espago de Banach (real ou complexo), uma funcao
continua. Dada uma particio 7 de [a,b], i.e., n + 1 numeros reais tg,t1,...tn,
satisfazendo a condigao

a=1ty<t; <---<t,=2»b

e n numeros reais £i = 1,...,n, & €< t;1,t; > fica definida uma soma de

Riemann de f

ox(f) = Zf(sz-)(ti —tiy)



Ut

Seja.

|| = fg%{ti —ti1 }

Com os mesmos argumentos do caso numérico demonstra-se que 0,(f) tem um
limite, z € X, quando |7| — 0. De modo mais preciso: dado ¢ > 0, existe § > 0

tal que
| ox(f) —zll<e

para toda 7 tal que || < §. Como no caso numérico diz-se que z é a integral de f

em |a, b] e escreve-se

j7|—0

b
o= tim oxl(f) = [ f0)a¢
a
Sao validas as seguintes regras usuais do caso numérico, a saber:

a) Se k é uma constante

/b kf(t)dt:k/bf(t)dt

b

.iﬁ+wﬁwt=/fﬁwﬁ+jg®dt

a

c) Sea < c¢<bentdo

/b .f'(t)dt"/c f(t)dtf/b f(t)dt

b b
u/fdeS/wfmndt

Teorema 1.3 (Teorema Fundamental do Calculo). Seja F': [a,b] — X uma

fungdo diferencidvel e F'(t) = f(t), t € [a,b]. Entao

b |
/ﬂﬂm=Fm—Fw



Teorema 1.4. Sejam A : D(A) C X — X um operador fechado e f uma fungao
continua em [a,b], com valores em D(A) e tal que Af seja continua em [a,b].
Entao

b.

/ f(t)dt € D(A)

.
a,

| A/b f(t)dt:/b Af(t)dt

Teorema 1.5. A integral imprdpria de uma fun¢ao continua, f : a,00 >+— X €

definda exatamente como no caso NUMErico:

) £
/f(t)dfrzglim/f(t)df

€ convergente.

1.3 A Transformada de Fourier

Definigao 1.2. Seja f € L'(R™). A transformada de Fourier de f é a funcao
,)/”\: Ff definida por
fe) = @) [ flo)e s
. n :
onde z = (21, Zg,... ,2Zn), £ = (£1,62,... &) ER™ e

n

CU'E:E zi&i

i=1

é o produto interno usual em R" .



Teorema 1.6. A transformada de Fourier de f € L*(R™) € uma fun¢do continua

e limitada e satisfaz a desigualdade

17 o< @0) 2| f |l

Em particular, a aplicagao f +— 76 um operador limitado de L*(R™) em L™®R".

Masis ainda, vale o lema de Riemann-Lebesgue, 1.e.,

lim ]\(5 ) =10

€] =00

Definigao 1.3. Sejam f, g € L*(R"), a convolugao de f e g 4 funcao definida por

(f*9)(z) = [ f(z —y)g(y)dy
/

1

Teorema 1.7 (Teorema de Young). Sejam p,q,r € [1,0] tais que p~ ' +q~

14 r~t. Entdo se f € LP(R™) e g € LY(R™) a convolugao (f * g) € L"(R") e

| f*g

r<|l f el g ll o

Teorema 1.8. A convolugao de fungoes mensurdveis, quando definida, tem as

sequintes proprieades algébricas
a) frg=gxf
b) Mfxg)=(Af)xg=[f=*(g) reC
c) (fxg)xh=[x(gxf)
d) fx(g+h)=Ffxg+[*h

Definigao 1.4. O espaco de Schwartz, denotado por S(R?) é a cole¢io das f: R* —
C tais que f € C*(R") e

| f llap= sup |2*8°f(z)| < oo
zER"

com «, § € (Z1)™



Claramente S(R™) esta formado por fung¢oes que junto com suas derivadas de
toda ordem decrescem rapidamente.
Entre as propriedades mais importantes de S(R™) estd o fato de estar “contido”

e ser denso nos espacgos LP(R™). Mais precisamente:

a) S(R™) ¢ LP(R™) Vp € [1,00], no sentido que toda funcio f de S(R™) é
mensurivel e define uma classe de equivalencia em LP(R™). Em particular
quando 1 < p < oo, f é integravel Lebesgue LP(R™).

——LP(R")

b) S(R») = LP(R*) Vp € [1, o], no sentido que, se f € LP(R") existe

uma sequéncia { f },>1 contida em S(IR™) tal que
Bim || f = fr lloen =0
Teorema 1.9. Seja f € S(R™). Entao
@) = @0 [ flereae
IR'IL
Este teorema permite definir a transformada inversa pela férmula
\ .
f@) = @) = @0 [ i, 5 e SR
Rn
Teorema 1.10. A transformada de Fourier
F: L*(R") — L*R™)

f— F=3f

definida como a unica extensao linear da transformada em S(R™) a L2(R™), é um

operador unitario. Em particular satisfaz a sequinte importante propriedade:
I f le2@my=[ f llz2we) VfeL*RY

a igualdade de acima é chamada de “identidade de Parseval”.
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1.4 Distribuicoes Temperadas

A familia de seminormas || f ||, define uma topologia no espaco S(R") onde «, 3

variam sobre toda a colecao de multi-indices (Z*)".

Definicao 1.5. Seja (f,)32, C S(R*). Entao f, converge a f € S(R™) no sentido

de S(R") se e somente se

| fa—f llag— 0 (fn = f)
quando n — oo para todo par «,  de multi-indices. |

Definicao 1.6. O conjunto das distribuicoes temperadas, denotado por
S’(R™), é o dual topoldgico de S(R™). Em outras palavras, T € S’/(R") se e s6
se T: S(R™) — C é um funcional linear continuo. (Note que para verificar que um

funcional linear T': S(R"*) — C é continuo, basta provar que T'¢, — Ty para toda

L)

On = P)

Uma distribuicao tipica é por exemplo aquela definida por fungées LP(R™)

através da férmula
T/(6) = [ f@hel)is, | e R, 0 e SR)
Rn
Precisamenté a aplicagao linear
feLP’R") — Tf € S'(R")

é continua e injetiva o que permite identificar LP(R™) com um subconjunto de
S'(R™). Uma das grandes vantagens das distribuicoes é que elas sdo infinitamente

diferencidveis e esta derivada ainda é uma distribuicao. Defini-se esta derivada por
@*1)e) = (=11 (8%)

onde |a| = Y.r i [ € S'(R"), ¢ € S(R*). Em particular f € S(R") entdo

0%f € S(R"”) Va e define uma distribuigdo temperada também denotada por 9*f
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atrvés da formula

5 f () = / #f@e(e)iz o e SR

segue-se daqui

/ O (@)plz)ds = [ ()
= (=Dl (@)

= (1) - [(z)0%(z)dz
Sua transformada de Fourier f € S’ (R™) é definida como

flo)=1®) VeeSR?
Similarmente se define a transformada inversa.
Teorema 1.11. A transformada de Fourier

F:. S'(R*) - S'(R™)

deiza o L%(R™) invariante e

Flra@m: L*(R") — L*(R™)

¢ um perador linear unitdrio (ou seja, preserva norma e € sobre). O mesmo vale

para a transformada inversa F°.
A topologia em S'(R™) pode ser descrita da seguinte maneira:

Definicao 1.7. Seja {fn} C S'(R™). Entéo fr, — f € S'(R™) quando n — oo se e
s6 se fn(w) — flp) Ve € S(R™).

v .
Teorema 1.12. Seja f € S'(R™). Entao f e f sao distribuicoes temperedas. Aém
A

~ v ~
disso, f¥ = f = f e a aplicagdo f — [ € continua, com inversa continua.
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Vamos agora generalizar a relacao entre a derivada e a transformada de Fourier
para o caso de S’(R™). Para isso, seja Q(R™) a colegao das fungdes em C®(R™) de
crescimento lento, i.e., ¥ € Q(R™) se e s6 se v € C®(R") e, para todo multi-indice

«, existe uma constante C'(a) e um inteiro nao-negativo N () satisfazendo
0% (2)] < C(a)(1 + [N

para todo z € R™ com |z| suficientemente grande. Em outras palavras, os elementos
de Q(R") sao as fungbes tais que elas e todas as suas derivadas sao limitadas por

polinomios fora de alguma bola centrada na origem.
Teorema 1.13. Sejam ¢ € Q(R™) e f € S'(R™). Entao

a) ¥ define um elemento de S'(R™) da maneira usual, i.e.,

W) = / b(@e(z)dz, o € S(RY)
in

b) o funcional linear ¢ f definido por

(W )(e) = f(®e), p € S(R)

¢ um elemnto de S'(R™), chamado o produto da distribui¢do temperada f com
a fungao ¥ ;
¢) valem as formulas
£ = (=i)™(0*f)"
(8°F) = (=i)*(=*1)"
onde z*f (resp. £*f) denota o produto da fungao ¥ (x) = =% (resp. ¥(£) =

£%) com a distribui¢ao f (resp. f)

Definigao 1.8. Seja s € R. Os espacos de Sobolev (com base em LZ(R")) em R"

sa0 os seguintes subconjuntos de S'(R™):
B = {7 e SR | (1+169°°F € L3R }

onde o produto (1 + l§|2)3/2fé definido como acima.
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O espaco H *(R™), s € R, é de Hilbert quando munido do produto interno,

(fohye = / (1+ ¢2)°F(&)70e) de.

Rn

.

A norma correspondente é evidentemente,

11 18— [ lePyiFe) Pae

]RTL
Em particular tem-se que H°(R®) = L%(R™), no sentido da indentificacio com as

distribuicoes.
Teorema 1.14. Sejam s,s’ € R. Entao
a) H¥(R?) — H* (R") se s > s'.

b) S(R) € denso em H*(R™) Vs € R, no sentido que toda “funcao” f em H*(R™)
pode ser aprozimada por uma sequencia {fr}r>1 em S(R™) na norma de

Hs(R™).
¢) se f € H*(R) entdo 8*f € H*1®(R) e vale

” 8af ”s-—la|§“ f Hs

d) Se s >n/2 entao H*(R™) € uma dlgebra de Banach com respeito ao produto

de fungoes. Isto €, se f,g € H*(R™) entao fg € H*(R™) com

I fglls< Csll Fllsll g lls VfgeH (R

I interessante e extremamente ttil observar que se s é suficientemente grande
entdo os elementos de H*(R™) sdo fung¢bes continuas. Mais precisamente, vale o

lema de Soboiev:

Teorema 1.15. Seja s > n/2. FEntao H°(R™) estd continuamente imerso em
Coo(R™), 0 espago das funcoes continuas de R* em C que tendem a zero quan-

do |z| — oo e vale a desigualdade

Sl Cs |l f Il
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Outro resultado 1til serd a seguinte estimativa:

Teorema 1.16. Sejam f,g € S(R™). Entao

N5 g o< CONf Nallg lema + 12 f leall g lla) Vi1
onde || g |a=[1 G ll2wn) e J* = (1 — A)*/?
Finalmente mais um teorema que sera 1itil no Capitulo 5.

Teorema 1.17. Seja f € H*(R™). Entdo o operador (1 — A)*/? € uma isometria

sobrejetiva de H*(R™) em L%(R™) onde

D((1 - A)*?) = HY(R™)

(1= A2 = FY(1 + M)\ F

D(Mo) = {g € L*R") | [¢|*g € L*(R™) }

(Mog) (&) = 1€Pg(8)



Capitulo 2

Semigrupos de Operadores

Limitados

Neste capitulo trataremos sobre alguns conceitos basicos de teoria de Semigru-
pos de Operadores Lineares Limitados, que , serao iteis para nossos propositos.
Definiremos e caracterizaremos o gerador infinitesimal de um semigrupo e daremos
uma demonstracao detalhada do teorema principal deste capitulo: o teorema de

Hille-Yosida-Philips. Para maiores informagoes o leitor deve consultar (12|, assim

como [13] e [2].

Definicao 2.1. Seja X um espaco de Banach e B(X) o espago de operadores

lineares limitados em X . Diz-se que a familia
S = {8(t)}rer+ C B(X)
¢ um semigrupo se

i) S(0) = 1 (2.1a)

ii) S(t +s5) = S(t)S(s) Vt,s € RF (2.1b)
Diz-se que um semigrupo S é de classe C se
711) lirgir ISt)z — z||lx =0 VzeX (2.1c)
ts

14



Uma aplicacao do teorema de limitacao uniforme mostra que:

Lema 2.1. Se S ¢ wum semigrupo de classe C°, entdo

t € Rt ||S(t)|| € uniformemente limitada em intervalos limitados.

E como consequéncia imediata deste lema temos a seguinte proposigao:

aplicagao

Proposigao 2.1. Todo semigrupo de classe C° ¢ fortemente continuo em R |

i.e. setg € R" entao

lim S(t)z = S(tg)x Ve e X

t—to

O seguinte lema permitird demonstrar que a aplicacao t € Rt — ||S(¢)|| estd

majorada pela expressdo M e“!, muito 1til para questdes relacionadas com a con-

tinuidade.

Lema 2.2. Seja P uma fungdo subaditiva (P(s +t) < P(s) + P(t)) em R* e

limitada superiormente em todo intervalo limitado. Entao

P
lim ———(t) = inf _fP(t)
t—oo { t>0 ¢

Proposigao 2.2. Seja S um semigrupo de clase C°. Entdo

Lo log SO log IS

t— 00 t t>0 t

= o
e para cada 3 > By existe uma constante M > 1 tal que
IS@)|| € MePt vieRF

Prova. Como

log [|S(t + s)(| =log IS (t)S(s)ll
<log[|S@)IIIS(s)l

=log [|S(¢)]| 4 log {|S(s)|

(2.2)

(2.3)

(2.4)
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entdo log||S(t)]| é subaditiva e pelo lema 2.1 ¢ limitada superiormente em todo
intervalo limitado., Logo, pelo lema 2.2 usando P(t) = log ||S(¢t)|| tem-se 2.3. Seja

3 > fo, entao existe tg tal que para t > ¢y tem-se

log ||S(t
SOl _ 5
Mas ||S(t)|| é limitada no intervalo [0,to], i.e., existe M(ty) tal que
IS < M(to) Vi € [0,4] onde M(to) > 1 pois SO = JII]] = 1. Se

3 > 0 tem-se, e_ntéo de 2.5
log||S(t)|| < Bt +logM (to) vVt >0

e fazendo M = M (to) se consegue a estimativa 2.4. Agora se § > 0 ainda de 2.5

tem-se
log [|S(t)|| < Bt — Boto +log M (ty) YVt >0
e fazendo M = M (tg)e P® conseguimos de novo 2.4. Em ambos os casos M >

1. , O

Definigdao 2.2. Seja S um semigrupo de classe CY sobre X. O operador A: D(A) C
X — X definido por

t—0t

S(t)p —
Ap— lim S0 T®
t—0+ t

‘ S(t)y —
D(A) = {<p € X | lim _()_‘i__‘ﬂ existe}
(2.6)

é conhecido como o gerador infinitesimal do semigrupo.

Observamos que D(A) nao é vazio pois 0 € D(A) e portanto o gerador infinitesimal

de um semigrupo C° sempre existe. Alids, A¢ nio é outra coisa que

S - dt S(t
Ap = lim SHe =@ _ )y
t—0t t dt =0

donde vem o nome de gerador infinitesimal.

No caso do semigrupo exponencial S(t) = e!* onde A € B(X) nao é dificil ver
que seu gerador é precisamente o operador A cujo dominio é todo X. Nem sempre,
porém o gerador esta definido em todo X e menos ainda ele é limitado. O usual é

precisamente o contrario, como demonstra o seguinte:
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Exemplo. Seja N; Vi > 0 a funcio definida em R™ por
Ny(z) = (2rt) /2 ll=ll/2t

onde
n

I = 3%

Tomemos X = L?(R") e definimos S(¢) em LZ(R™) por

T = (T, ZTo,...,Zp)

1)) SO0)f = f

i) S()f =Nexf, ¢t>0
Ja que N; € LY(R™)
Nt Lumny = (27Tt)‘"/2/e_“m“/2t dz =1
]Rn
e f € L%R"), entdo segundo o teorema de Young N; * f estd bem definido e

N, x f € L*(R"). Claramente S(t) é um operador linear em L*(R™) e pelo mesmo

teorema de Young temos
[Ne* flligny < (|Nell ey |1f [ z2rn)

donde S(t) € B(L%(R™)). vejamos em seguida que S(t) verifica 2.1b aproveitando

que F, a transformada de Fourier, é um operador injetivo em L'(R™)
F(Nyx No)(€) =(2m)™2F(N)(€) FN,) ()
=(2n )2 (2r) "2 HEI" (QW)—H/?G—SHEII2
:(Qﬂ)n/Qe—(tJFS)IIEII2
:g(Nws)(f)

donde Ny Ny = Nyys e portanto S(t+s)f = Nyxf = (NyxNg)x f = Nyx(Ngx f) -

S(t)S(s)f. Agora, aplicando a identidade de parseval conseguimos 2.1c. Vejamos
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isto
3 — 2 r ~
INe* f = fllezaeey =lle ™ F = fllzen
=™ = 1) fll Lagmey

—t].f

=le™ = 1|1l pewr) — 0, t— 0"

Logo S(t) é um semigrupo de classe C°. Calculemos seu gerador infinitesimal

Hﬁg_)_}f;;f_ — Ol r2wny =IF (ﬁ(‘t—);:—_i - g> iz

F(Ny =+ f)‘?(f)g
t

=
=|l
=

donde Af = g,seesése,—~ (| F(f) = F(g). Mas sabe-se que —[([2F(f) = F(AS).

(@)l z2@m)

e UPF(f) — F(f)
t

F(f) - ?(Q)HLZ(R")

- 5(9)||L2(Rn)

~t.J2-1

Logo, A f =g, se e s6 se, F(Af) = F(g) e portanto, se e s6 se Af = g. Conclui-se

daqui que
D(A) = {f € L*R™) |Af € L*R™)} = H*(R)

Logo D(A) é denso em L2(R")e alids, ele nao é limitado (veja por exemplo [6]).

Para ver outros exemplos remetemos o leitor a (2].

Lema 2.3. Sejau: R" — X uma fungao continua no espago de Banach X. Entao

t+h

1
}}ir£1+ E/ u(T)dT = u(t)
t

Lema 2.4. Seja A o gerador infinitesimal do semigrupo C° S(t)t > 0. Entdo para
cada z € X fOLS(T)J,‘dT € D(A) e

t

A/ S(r)zdr = S(1)z — x

0



19

Prova. Seja h > 0

(28=1) [istoea = [ st o= s

t+h t

:;7(0/ S(T)xdT_/S(T)m>

0
t+h

:%( / S(ryzdr —

0
t+h

:%( / S(r)zdr —
0

e pelo lema anterior esta ultima expressao converge para S(t)z — z quando h —

0t. O

t

S(T):CdT—/S(T)I’dT)
0

S(r)z dT>

O — s =

Proposicao 2.3. Seja S um semigrupo C° e A seu gerador infinitesimal. Se x €
D(A), entdo S(t)z € CHR", X) N C(RT, D(A)) e,

dS(t)x
dt

=AS(t)z = S(t)Az, teR" (2.7)

Prova. Seja z € D(A) e to € R, entao

S(to + h)?? - S(to)ﬂ? — Lim S(to)S(h).’E - S(to)ﬂ?

hm -
h—0+ h h—0t h
S(h)z —
= lim S(to)<—(l;’:—m>
Sh)xr —z
=S(tg) lim ————
(to) Jim, ——
ZS(to)AiE
ja que
S(h)S(to).’L‘ - S(to)l’ _ S(to)S(h)l’ - S(to):L’
h B h
entao
S(h)S(ty)r — S(t S(tg)S(h)xz — S(t
i SWSlto)e = Sto)e _ . S(o)S(R)r = Stho)e _ g
B O h h— Ot h
e portanto S(tg)z € D(A4), logo
S(h)S(tg)x — S(t
i SWS)z = Sz ey, (2.9)
h—0Q1 h ,



de 2.8 ¢ 2.9 conclui-se que

drS(t)x
#"t:to = AS(to)l‘ = S(io)Al‘ Vig € R*

Agora, se tg €< 0,00 > e h > 0 é suficientemente pequeno tem-se

S(to)l‘ - S(to - h,)l‘ _S(to —h+h)z — S(to — h)l‘
h B h

=S(tg — h) (M)

h

donde .
S(to)xz — S(to — h)
h
S(h)z —

Z _ S(to)Az =

S(to— h) <—h——-"i - Ax) +' (S(to — h) — S(to)) Az
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(2.10)

Mas [|S(to — h)<ih):—'z - A:v) | < MePlo—m SRz _ qpf 0, B — 0% e

N (S(to — h) — S(to)) Azl| < |S(to — h)Az — S(to)Az| — 0 h — 07 devido &

continuidade de S(tg)Az. Assim

d=S(t)x

dtS(t)Az
dt |t:t0

dt

= S(to)Ax =

De 2.10, e 2.11 obtemos

dS(t)z
dt

Agora, ja que S(t)Az é continua em R* e S(t)z é diferencidvel com

= S(tg) Az = AS(t)z, teR";, 2e€D(A)

dS(t)x

(2.11)

= S(t)Az

em R™ | entio S(t)z € CH{R", X). Também S(t)z € D(A) como foi provado e

dotando a D(A) da norma do grafico conclui-se que S(t)z € C(R*, D(A4)). d

Proposigao 2.4. Seja S um semigrupo de classe C° sobre X e u: R* — X uma

fungdo com valores no espago de Banach X. Se existirem u'(sp) e S'(t — to)u(so) =

d S(t—s)u(sp)

s |s:so entao

dS(t— s)u(s)

d S Is:so

= S(t - So)’U,’(So) - S(t - to)U(So)
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Prova.

S(t — so 4+ h)u(so +h) — S(t — s0)u(sq)

h
S(t — so — h) <“(S°) + };L) — U’(SO)> + (2.12)
<S(t—$o——h)—5(t—$o)) ( )
5 UL S

A primeira somatéria da equacao (2.12) no membro direito converge para S(f —

s0)u'(sg) pois

u(so + h) — u(so)

HS@—So—h)< - >._s@_5@¢@w”:

| S(t — 50— h) (“’(SO - h})L — “(s°)> — S(t — so — h)u'(s0) +

S(t — sqg— h)u'(s0) — S(t — so)u'(s0) ||< (2.13)
(e = 50— k) ) X =)t

| St — so — h)u'(s0) — S(t — so)u'(s0) ||

J4 que || S(t — so — h) ||< M eBl=50-P) e S(t — s50)u'(s0) é continua, o membro
direito de 2.13 converge a zero quando A — 0. Em relacao a segunda somatoria de

(2.12) é claro que esta converge para —S’(t — so)u(so). : a

Com estas duas proposicoes podemos fazer uma importante observagao. Se A é o

gerador infinitesimal do semigrupo C° {S(t)},.g+, entéo a funcao
u(t) = S(t)ug (2.14)

é a unica solucao do problema de valor inicial

du(t)
dt

= Au(t)
(2.15)
u(0) = ug

Para verificar a unicidade suponhamos a existéncia de uma outra solugao v(t) e
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definamos w(s) = S(t — s)v(s). Entéo pela proposicdo 2.4 temos

dw(s)
ds

=S (t — s)v'(s) — S'(t — s)v(s)
=S(t — s)Av(s) — S(t — s)Av(s)
=0
e assim w(t) = w(0) ou v(t) = S(t)ug = u(t).
A seguinte proposicao caracteriza o gerador infinitesimal de um semigrupo C°.

Como vimos no exemplo acima ele tem dominio denso e nao é limitado. Mais

precisamente temos:

Proposicao 2.5. Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo S de classe C°

entdo A € fechado e densamente definido.

Prova. Seja z € X. Entao foh S(r)zdt € D(A) Yh > 0 devido ao lema (2.4)
Agora, pelo lema (2.3)

1/n
1
xn:mb/S(T)dTﬁS(O_)m:x, n — oo

e portanto D(A4) = X.

Seja agora z, € D(A) com z, — z em X e Az, — y em X.

S(h)z —z — lim S(h)zy — zp
h n— 00 h
h
1
= lim —/ S(r)Az, dT.
n—oo h

0

Esta tltima igualdade é verdadeira a partir da proposicao (2.3). Efetivamente,

sendo w € D(A) e hy, ho > 0 arbitrdrios temos , integrando a equagao (2.7)
ha
- S(he)w — S(hy)w = / S(r)Awdt
hy

Agora
h h

h
1 1 1
| = [ S@)Azndt — — [ SOy lI=[l + [ S(E)(Azn — y)dt ||
h/ h/ h!

0 0
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%/nswuum—wn t =] Azn —y | —/nswn it

h
J4 que a norma é uma funcio continua, entdo (1/k) [ || S(t) || dt é uma constante
0

e, portanto

L
| Azn, — ¥y || E/H S(t)| dt n— o0 pois Az, —y

Logo
S(h) 1 /
‘(’Z szLI&E/S(T)AmndT:
0
h
1
E/S Tydr —y quando h — 0
0
e Az =y. J

Proposicao 2.6. Seja S um semigrupo de classe C° com gerador infinitesimal A.

Se A > [y = tlim ch”fﬁﬂ, entao A € p(A) e

R\ A)x = / e MS(t)zdt VreX
0

Prova. Seja A > [y, entao A > § > [y e pela proposicgdo (2.2) existe uma constante
M tal que || S(t) ||< MePt, ¢ € R*. Logo fazendo

t

Ty = / e S(1) dr, z€eX

0
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temos

t
o0 — o ll= | / eV S(r)zdr |
t

< / e MePT ||z || zdr

P

t
=M || z || /e(“’\“LB)T dr

:M |z | (e(—/\+ﬁ)r\t>
—2+8 T
M
_ _)\“f;l (e(~)\+ﬁ)'r . e(—A+ﬁ)t> —0; rt— oo

Assim a familia {z,;} é de Cauchy e existe o limite

t s
_tlim Ty = tlim /e_’\TS(T):c dr
/ .
portanto
Ry(z) :/e_’\TS(T):vdT
0

est4d bem definido. Alias

i

| fste) = I i [ e S(r)zar |
0
t
< tlim / e MeP ||z || zdT
0
t

=M || z || / eAAT g7

0
=T fm (0 e
M|z
A—p

i.e. Ra(z) é um operador (linear) limitado.



Mostremos em seguida que Ry = R(); A). Seja h > 0. Para z € X, tem-se

(——S(hz— [> Ry(z) :____S(h) —! / e M S(r)zdT

h )
0
S ! /
B) —
:-———( 21 tlim /e_’\TS(T)J:dT'

0
t
S(R) —
= lim (—h)-—[—/ e S(Nz dr
t— o0 h
0
¢

= lim % /(S(h,) —Ne M S(r)zdr
0 .

= lim 1 / e M(S(h + 1)z ~ S(7)z)dT

t—oo

0

' ¢
Ja que hnﬂ, [ e S(h+T)zdr e flim [ e S(7)z d7 existem, entao
0t 9 I—00 |

t—r

t ¢
_1 : I ~AT L —AT
_Etll{& / e M S(h+7)zdT — - Lllglo / e T S(r)zdr
0 0
) t+h t
1 1
== lim / e MM S()zdr — — lim / e M S(1)xdr
h t—oo h t—oo
‘h 0
t-+h t
LRV AT L o ar
—lim e [ e Stredr— 2 lim [ e S(r)eds
h 0
\h t+h h
€ : —AT —AT
= thm / e T S(r)zdr — / e T S(r)xdr
0 0
t
1 : —AT
——lim [ e M S(r)xdr
h t—oo
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Y AR
:—h—thm / A S(r)zdr — — 2 S(T)zdT
0 0
:
1. —AT
——lim [ e VS(1)zdr
h t—oo
0
00 h : 0o
=— [ eMS(t)zdr — — [ e Mzdr — — / e "S(r)zdr
h h . h '
0 0 0
Ah i o
-1 f
L - / e S(r)zdr — _e_}_L_ e M S(T)zdr
0
Ah Y
-1
28 - R,\(a:)—e?/ e S(r)zdr
0
Logo
h
S(h)—1 1/
Jim, <~(Zl—-—> Ri(z) = ARy(z) — ™ Jim, E/ e S(T)zdT =
0
AR)(z) —
donde
(M~ A)Ra(z) =2 (2.16)
Agora, z € D(A). Entao
Rx(Az) :/ e M S(T) Az dr
0
t
d
—AT
_ —(S(r d
[ Fseaar
0

Integrando por partes temos
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t
Ra(e) = Jim | e S(r)ape 42 [ e S(rjadr

0 0

i

= lim / e M S(Nzdr —e M S(t)r — &

t—00 .
0

=AR)(z) — x
donde Rx(Az) = ARx(z) — z e entdo
R,\()\[—A):L'::L'.. (2.17)
De (2.16) e (2.17) conclui-se R(A; A) = R O
Para provar o teorema de Hille—Yogidehilips necessitaremos do seguinte lema:

Lema 2.5. Seja S um semigrupo de classe C° e A seu gerador infinitesimal. Se

A> fo = tli_glo —————log”f(t)” , entdo
dn 41
: . — n LA\
it) i R(X Az = /e*”(—t)"S(t)x dt VzeX
’ axn’ ’ .
0

Teorema 2.1 (de Hille-Yosida-Philips). Para que um operador linear A, definido
em D(A) C X, e com valores em X seja o gerador infinitesimal de um semigrupo

de classe CV € suficiente e necessdrio que

a) A seja fechado e densamente definido em X.

b) Existam M e [ reais tais que para cada A > (3, A € p(A) e

n M
“ R(X; A) ”S (/\—_—ﬁv Vn € N.
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Prova. Suficiéncia: Consiste em construir certos operadores conhecidos como aprox-

imantes de Yosida, da forma Ay = MR(M\; A) — Al com X > 8 e mostrar que o

semigrupo e*4r se aproxima fortemente, quando A — oo a um semigrupo de classe

C° com gerador infinitesimal A. No que segue vamos fazer uma série de afirmacoes

que conduzem aos nosso objetivo.

Afirmagao 1. AR(\; A)z ot (AR(MA)— Dz v;DZ(zA) (A A) Az A€ p(A).
Cada uma das expressoes dos extremos ¢é igual a do centro. Demonstraremos a

primeira igualdade, sendo a segunda completamente

analoga.

(A— AR\ A) = -1

“entao AR(X; A) — AR(M; A) = —1

AR(X; A) = AR(\; A) — I

Afirmagao 2. /\lim AR(M Az == VeeX
— 0

Se £ € D(A), entdo || A\R(M; A)z — z ||=|| R(X; A)Az ||. Assim
M
AR A)z =z =l RO A)Az < B 4) [T Az (< 5— (| Az (1= 0

quando A — oo. Agora, ja que D(A)é denso em X, entdo para qualquer z € X
podemos escolher y € D(A) suficientemente préximo de z. Alids, levando em conta

que || AR(X; 4) (1< || 345, entéo

| AR(A; A)z —z |< || AR(A; A)(z —y) || + | AR(A A)y —y || + ||y — = ]

<SPI(mg) =2 -+ ARG Ay =y [+ = = |

M ,
= (i/\l——A_ﬁ+1) lz—yll+ [ XR(XA)y—y|—0
quando A — oc.

Afirmagao 3. /\Iim Az = Az Vz € D(A)

Devido & afirmacao (1) tem-se, para z € D(A)

Ay = A2R(A; A) — M = AR(); A)
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logo

lim Az = hm AR(M; A)Az = Az

A— 00
ji que Ay é um operador linear limitado, entdo ele gera o semigrupo C°

{etA’\}teRvL-
Afirmacao 4. || e || M etBrO—=B)~
“ etA,\ “: ” et(/\QR(/\;A)—/\I) ”
_ “ et(z\2R(A;A)—t/\I) ”

_ ” et,\QR(/\;A)e~t>J ”

o~ (—tA)RTE .
= I (3 e
k=0 )

(L S jemon

k
k=0
o K
_ ” (Z ( ’il)‘) )et/\QR(/\;A) “
k=0 ’

— e ” et,\ZR(A;A) H

©o 2\k . k
D> W RO

o0

Z M2 1 R(A Al

k=0

BVRS R
se "M ;k!(/\—ﬁ)’“

M tBAG=B)

Afirmacao 5. AyeS = e54n A,

ok ak ok
sA, S A“ B s A,\A“
Axe™ A)‘Z k! "2 k!
k=0 k=0

logo, é suficiente mostrar que AyA, = A, A, Por induc¢io pode-se mostrar que

AAT = AmA,. Mas

AxAy = MAR(X; A)pAR(i; A) = AAR(X A)uR(p; A)A
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em D(A) devido a afirmacédo(1), logo

AzA, =Ap AT — A) M (pl — A)7MA
=ApAl(pl — A)(M - A)] A
=M AN — A)(ul — A)]7tA

- =MuAR(p; A)R(X; A) A
=pAR(u; A)NAR(X; A)
=Au Ay Yz € D(A)

segue por densidade que A A, = A, A, em X.
Afirmagao 6. ¥y >3 3IM, | A\ p> M, tem-se
| ez — Mg ||< M2te? || Ayr — Axz || VzeX

Seja z € X. Entao
. ) ,
: d
|| etAy,m - etA)‘.,E ||: || / _(i__(e(t—ﬂ)AAeSAu)xds ||
S
o
t
— “ / (et—s)AAesA,, A“JI . e(t_s)AA6511’J,)a:) ds H
)
t .
S(/ “ e(tAs)AAesAu A” ” d S) H AHCE — Az ”
. o

S(/t | e.(t"s)”* I e ] d8> | Ape = Axz ]

Agora, da afirmacio (4) || e ||< MePO-A7 J4 que /\hm BAN — B)7t = B,

entdo se v > [ (y = B +¢) existe M, tal que SA(A — B8)"! < v sempre que A > M,
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e assim || e ||< Me?, logo
¢
</ I e g ) e | ds) I Apz — Axz [I<
J .

t
( / Mt Me“”ds) | Agz — Axz ||= M*te™ || Az — Axz ||
o

'sempre que A, p > M,.

Afirmagao 7. Mostraremos agora que e'4* se aproxima fortemente de um operador

linear limitado quando A — oo
Seja 7 € D(A). Entao, pela afirmacao (6) tem-se que
|| etz — etrg || < M2te™ || Az — Ay || +MPte? || Az — Ayz ||

e esta ltima expressao converge a zero devido a afirmacdo (3). Agora, ja que

D(A) = X, tem-se para um y € D(A) suficientemente préximo de z € X o

seguinte:

| etz — ez i<
e [y —a || + | ey — ey || + [l [y~ |

<M ||y =z || + || My — ey = 0, A p— oo

Portanto, {e**z} converge quando A — oo para todo z € X.
Seja S(t)z = }im ez, 1z fixo em X, entdo S(t) é um operador linear limitado. A
—00

linearidade é imediata.
. A
| S@Wa 1= 1| Jim e |
= lim || ez ||
A-=00
< lim MePXO-B7 | ¢ I

A—-200

=M ez
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Afirmagdo 8. A familia {4z} converge uniformemente para S(t)z em intervalos

limitados de R* , por exemplo [0, T'], quando p — oo V z fixo em X.
Da afirmacdo (6) tem-se

| ez — Mg ||<MZe? || Aye — Az ||
<M2Te™ || Az — Axz ||

fazendo A — oo tem-se

| e — S(t)a < MPTE™ || Az — Asz [0 p— oo

Afirmagio 9. A familia {S(¢)}ier+ é um semigrupo de classe C° com gerador

infinitesimal A.

1)S(0)z ==z VzeX, logo S(0)=1I

i)S(t +s)z = lim ettty

A—00

= lim et ey

A— 00

= S(t)S(s)z VzeX

onde a dltima igualdade obtem-se do seguinte

| etz — S(1)S(s)z ||< || e e®ra — XS (s)z || +
+ || €28 (s)z — S(1)S(s)e |
e o membro direito desta desigualdade converge para zero quando A — oo, ja que
|| et4> ||< M?%te? e S(s)z € X.

iii) J4 que e*4*z — S(t)z uniformemente sobre [0, T| quando A — oo e para
cada A > 0, e 3 é continua em [0, T, entdo S(t)z é continua em [0, T] e portanto,
continua em 0.

Agora vejamos que A gera {S(t)}ier+-

Seja B o gerador infinitesimal de {S(t)};cr+ (sabemos que ele sempre existe) e seja



z € D(A). Entao

Stz —x = )}im (e z — 1)
ot
= lim [ ™ Ajzr (2.18)
A—=r00 Jg
t
= lim / eTA*(A,\:E ~ Az)T
A—00 0
t
+  lim e™ Azt
A—00 0

t i

l / ™At — Az)dT Hg/ [e™> (||| Axz — Az || dT

0 0
t

< || Axz — Az || Mz/'re'deT—»O, A — oo
0

¢
logo, /\lim [ e™r(Axz — Az)dT =0

—)wO

J4 que e™ Az converge uniformemente a S(7)Az sobre [0, ] e para cada A > 0,
e™x Az é continua em [0, t] entdo podemos.introduzir o limite dentro da integral

¢
em (2.18) e assim S(t)z —z = [ S(7)Azd T logo,
0

t
Stz — 1 [
%—Hi:?/ S(t)AzdT

0

t

S(t)z — 1 |
Bu = lim SWTZ% —/S(T)AxdT:A:L‘ V€ D(A)
t—0+ t t—0t §
0
e portanto A C B (D(A) C D(B) e Bl = A). Agora pela hipdtese A € p(A4)

D(A)

YA > f e como B gera {S(t)}cr+ segue pela proposicio (2.6) que A € p(A) para
X suficientemente grande. Logo, se A é suficientemente grande, temos A € p(B) N
p(B). Para tais valores de A temos (Al — A)D(A) = X. Logo ji que A C B tem-se
(M — B)YD(A) = (M — A)D(A) = X, donde D(A) = (\ — A)" ' =X =D(B) e
portanto A = B.

Necessidade:
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Seja S um semigrupo de classe C°. Pela proposicio (2.5) tem-se que A é fecha-
do e densamente definido. Agora, para cada 8 > (g = 111’1{.10 E&M existe pela
proposicéo (2.2) M tal que || S(t) ||< MeP, + € RF. Pela proposicao (2.6) se
A > 3 entao X € p(A) e pelo lema (2.5) segue

(o0

1
/ e M IS () dt

RMA 'z = —
(n — 1! /

logo

e o]

M

IR A" IS o= / e ARt g
n— 1)

0

integrando por partes esta ultima integral tem-se:

M
Il R(X; A)"™ ||< m VneN

O

Como consequéncia imediata deste teorema tem-se o teorema de Hille-Yosida.

Corolédrio 2.1. Para que um operador A seja o gerador infinitesimal de um semi-
grupo C° de contragoes (i.e. M = 1,0 = 0 na estimativa (2.4)) € suficiente e

necessdrio que
a) A seja fechado e densamente definido.
b) Se A > 0 entio X € p(A) e || R(\;A) ||<

O que segue tem importancia propria, mas sera particularmente 1til no presente
trabalho quando trataremos da (t-KdV) no capitulo 5. Em principio, temos uma

notacao:

Notagao. Para simplificar a linguagem, vamos escrever A € G(X, M, () para dizer
que A é o gerador infinitesimal de um'semigrupo de classe C° se for satisfeita a
condicao:

| S@) I< Me®,  teR
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Proposicao 2.7. A — 31 € G(X,M,0) se e sd se A € G(X,M,3).
Prova. J& que (A — (A — BNt = (M +8I)— A)7, entao
A€ p(A ~ﬁ[) < A+ 6 € p(A), donde

R C p(A - 8I) & R + 5 C p(A)

M M
| R(x A -0 || F@“ R(A+8;A)™||< Xt A>0

Portanto, pondo A no lugar de A+ no segundo membro desta tltima equivaléncia,
M M
| R A =B IS 5 &l RO+ GAT IS 550 4> 0 (2.19)

Além disto,

DA-pI)=X=DA)=X
(2.20)
A—pl é fechado @ A é fechado

Logo pelo teorema 2.1 de (2.19) e (2.20) segue assercao feita. O

Definigao 2.3. Seja X um espago de Hilbert com produto interno (. ). e A: D(A) C

X — X um operador linear. Diz-se que A ¢ dissipativo com respeito a (. ) se
Re (Az,z)s <0 VzeD(A)

Em seguida temos um teorema perturbativo, tipo Kato-Rellich, para geradores
de semigrupos de contragoes. Mas antes temos o seguinte lema, que é um caso

particular do teorema de Lumer-Philips. Para a demonstracao remetemos o leitor

a [2].

Lema 2.6. Seja A um operador linear com dominio D(A) C X denso no espago

de Hilbert X. Entao A € G(X,1,0) se e somente se
a) A € dissipativo (com respeito a (. ) ).

b) Im(A — A) = X para algum X > 0.
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Teorema 2.2. Seja X um espago de Hilbert e A € G(X,1,0). Se B: D(B) C
X — X € dissipativo com respeito a (. ), com D(A) C D(B), e existem constantes

a, b com0<a<(1/2) eb >0 tais que
| Bz ||[<al Az || +b | z || Vz € D(A) (2.21)
entao A+ B € G(X,1,0)
Prova. Como A € G(X,1,0), A é dissipativo com respeito & (.), segundo o
lema (2.6). Ja que B é dissipativo , entao obviamente A + B também é dissi-
pativo com respeito & (. ). Além disto, D(A) C X é denso em X. Portanto pelo
lema (2.6) de novo, para demonstrar que A + B € G(X, 1,0) é suficiente mostrar
que Im(A — (A+ B)) = X, para algum A > 0. Mas como D(A) C D(B) ,
Im(A — (A+ B)) D Im[(M — (A+ B)(M\ — A)]™' =
Im[I — B(M — A)7' = Im[I — BR(); A)]
donde é suficiente demonstrar que para algum A > 0, I — BR(); A) é inversivel em
B(X) e portanto que || BR(X; A) [|< 1 |
Mas por (2.2) tem-se
| BR(X; A) [[<a || AR(A; A)z || +b || R(A; A)z ||=
=a || AR(N A) — Iz || +b || R(A; A)z ||
<2zl +s )zl
:(2(1‘1—;)”33” VeeX

Portanto, para A suficientemente grande (2a +2) < 1 elogo || BR(A; A) ||< 1. O

No que segue faremos algumas referéncias aos grupos de operadores lineares limi-

tados e apresentaremos um teorema central nestas questoes, a saber, o teorema de

Stone.

Definigao 2.4. Um CY grupo no espaco de Banach X é uma familia S = {S(t) }ser C

B(X) que satisfaz as condigdes (2.1a) e (2.1b) dos semigrupos e

%irr(l) | Sit)z —z ||=0 Ve eX



Analogamente, o gerador de S é definido por

S(h)x —:
‘D(A):{xei)ﬂ lim —(—)%——T— existe}

i hoo (2.22)
Az = lim —(—):E——L—
h—0t h

Teorema 2.3 (Teorema de Stone). A ¢ o gerador infinitesimal de um gru po

C° unitario de operadores lineares limitados, se e 5o se, A* = —A.

Para estas tiltimas questoes o leitor pode ver [1] ou [4].



Capitulo 3

Teoria Linear

Seja X um espago de Banach. Para cada t € [0, T'] seja. A(t): D(At)) c X —- X
um operador linear em X e f: [0, 7] — X uma fun¢do dada. Estudaremos aqui o

problema de Cauchy associado a equacao diferencial linear ndo homogénea

Sru(t) = A(t)u(t) + f(t) (L)

3.1 A Equacao Homogénea

Vamos considerar em primeiro lugar a versao homogénea de (L) a saber,
Oy u(t) = A(t)u(t) (3.1)

Definicao 3.1. Uma familia com dois pardmetros de operadores lineares limitados

U;,5) no tridngulo
A={(t)e0,T]x[0,T]|0<s<t<T} (3.2)

sobre X, diz-se que é um sistema de evolugdo se as seguintes condi¢oes sao verifi-

cadas

Wy =1 (3.3a)

WUty WUers) = W) , (3.3b)

38
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e a aplicacdo (t,s) € A — Uy, é fortemente continua em relagao a topologia de

X, ie.

| Ut 5% — Uto,50)% [la— 0 (3.4)
quando (t, s) — (to,s0) Vz € X.

Definigao 3.2. Seja X um espago de Banach. Uma familia {A(t)}ico 1) de ger-
adores infinitesimais de C° semigrupos S;(s) sobre X, diz-se que é est4vel em X se
existirem constantes reais M > 1 e # (chamadas constantes de estabilidade) tais
que para qualquer familia finita {¢;} com 0 <t; < --- <t < T com k =1, 2.. i
for satisfeito o seguinte
k
TS0 < Mo, 520 (3.5)
g=1
Observagcao. Jé que em geral os operadores Sy;(s;) ndo comutam, entdo o produto
em (3.5), assim como todos os produtos a aparecerem neste capitulo, é ordenado
temporalmente, i.e. os fatores com t;-s maiores sao escritos a esquerda daqueles
com t;s menores. Fazemos a observacao que a condigao de estabilidade generaliza

a propriedade dos semigrupos estabelecida em (2.4) do capitulo (2).

Definicao 3.3. Sejam S um operador linear em X e Y um subespaco de X. O

operador S definido por

D(S) = {z e DS)NY | Sz € Y}
(3.6)
Sz = Sx Yz e D(S)

é chamado a parte de S em Y

Definicao 3.4. Seja {S(t)}icr+ um semigrupo e A seu gerador infinitesimal. De
um subespaco de Banach Y, continuo e densamente contido em X, diz-se que é
A-admissivel se Y é um subespaco invariante de S(t), Vi € R" e as restri¢oes de
S(t)ay,te Rt formam um semigrupo em Y (i.e., (2.1¢) se satisfaz na topologia

de Y).
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O seguinte teorema mostra que se { A(t)}.co,7r) satisfaz as condigoes (H1)-(H3)

abaixo, entao pode-se associar um Unico sistema de evolugao com (3.1)

Teorema 3.1. Seja A(t), t € [0,T] o gerador infinitesimal de um C° semigrupo
Si(s), s > 0 sobre X . Assumamos que a familia { A(t)}icp 1) satisfaz as sequintes

hipoteses:

(H1) {A(t)}iepor) € uma familia estdvel no espago de Banach X com constante de

estabilidade M e (3

(H2) FEziste um espago de Banach Y continuo e densamente contido em X tal
que Y C D(A(L)), YVt € [0,T] ( e portanto, pelo teorema do grdfico fechado,
A(t) € B(Y,X)Vt € [0,T]) e a aplicagao t € [0, T — A(t) € continua em
relagao a topologia de ’B(H,IX:).

(H3) Y ¢ A(t)-admissivel ¥t € [0,T) e a familia {A(t)}eor de partes A(t) de
A(t) emY € uma familia estdvel em 'Y com cénstantes de estabilidade M e 3.
(Aqui estd implicito o fato de que A(t) gera Si(s), a restricio de Si(s) a Y.
Para isto veja [12]). Assim, esta condigao quer dizer que existem constantes

M e ﬁ~ tais que
k k
T 5665 llsw) < MeB) s 5520 (3.7)
j=1 j=1
para toda familia finita {t;},0<t; <--- <t <T,k=1,2,....

Entao dadas as condi¢oes (H1)-(H3), existe um unico sistema de evolugdo U s (t, s) €

A em X satisfazendo

(E1) || W) By < M 2079 (¢,5) € A (3.8)
a+
(E2) ’é?u(t,s)'ult:s = A(s)jvy, velY, 0<s<T (3.9)
0 .
(E3) 5 U = —UggA(s)y, veEY, 0<s<T (3.10)

onde as deriwadas estao sendo consideradas em relagao a topologia de X.
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Prova. Aproximemos {A(t)}scio,r da seguinte forma
4

Aty @ <t<t?, k=012... ,n—1

onde tf =k(T/n), k=0,1... ,n.
Vejamos que
lim [ 4n(t) ~ AWl ~ 0
—00
uniformemente em [0, T']

Seja to fixo em [0,T] e t € [0, T

| An(t) — A() lByx) <1l A(tk) — Alto) llBx) + | A(L) — Alto) llByx)  (3-12)

Fazendo t — tg e pegando n suficientemente grande temos, pela continuidade de

A(t) em [0, T]

| A(te) — Ato) lswxy<€/2, [ A(t) — A(to) [lByx)< €/2 (3.13)
logo voltando a (3.12) tem-se

| An(t) — A(t) llsyx) < € N 2> Neg,
Definamos agora seguinte familia de operadores com dois parametros
Uu, (t,s) em A por
St]n(t —s); 7 <s<t<th,
U, (t,s) = ﬁ (3.14)
k—1

St =13 | II Sex(T/n)| Sep(tfia — )

j=l+1

\

onde k > I, ty <t < tp, et} < s < i3, e verifiquemos, em seguida, que
U, (t,s), (t,s) € A é um sistema de evolucao. Claramente, U, (£, s) é um operador

linear limitado em X para cada (¢,s) € A .

1) Uy (5,1) = Sen(s —s) =1 Vs €0, T]



42

Para verificar a lei de propagagao (3.3b) coloquemos-nos na situagdo mais compli-

cada, i.e., quando t e s estao em distintos intervalos.

k—1
W, (t,7) = Syt —17) Sy (tly —7), Pr= [[ Sum(T/n)

J=l+1

-1
U, (r,5) = Sip(r — 1) PoS (0, = ), Pa= [ Se(T/m)
j=m-1
Logo

Wy (2, 7)WUn (1, 5) = Sip(t = ;) PrSep (8 — 7)Sep(r — 7) PaSep, (L — )

M k-1 -1
=Sp(t =t | [T Se@/m)| Sein =) | T Sa@/n)| S, —s)
N, _

={+1 =m-+1
M k-1
== St",:(t — tZ) H St?(T/n)] St’rln(t’,rtl—i-l - S) (t?—l—l — t?) == T/’I’I,
| j=m-+1
=U(t,s)
(3.15)
i) Verifiquemos agora a condicdo (3.4).
, k—1
Seja (t,s) — (to,s0) em A, z € X, P = [ II St;(T/n)] e Tg =

Jj=t+1
PStlrL(t?+1 —_ So)x

| Wy, (t, 8)z — U, (to, $0)Z ||lx=

|| Stn(t — tg) PSen(tiy — 8)x — Sin(to — tg) PSen (g — s0)z ||x<

| Sep(t — tR) PSir(tlhr — 8)z — Sen(t — t5) PS8y — S0)7 [lx +

| Sen(t —t5)PSer(thhy — s0)x — Sen(to — t%) P Sep(thhy — S0) [[x<

| Sep(t = tR)P llx) | Sep(tfha — 5)8 — Syp (40 — s0)7 llx +

| Sen(t ~ th)zo — Septo — th)zo |lx
Como Si(s), t € [0,T], s > 0 sdao C? semigrupos em X entdo o lado direito desta
ultima desigualdade converge para zero quando (t,s) — (to, sg) e (3.4) esta ver-

ificado. Agora pela definicdo dos operadores U, (¢, s) e a estabilidade da familia



{ A(t) }+e(0,T) temos
W, (8, 8)|lmexy) < M”72 (1,5) € A
e por (H3) sabemos que
u, (t,s)Yycy
Vejamos em seguida que

2]
—U, (¢, 5)v = Ap(t)U, (¢, s)v, velY t#t;7j=01...,n

ot
3] .
8—un (t,s)v = —U, (t, s)An(s)v, velY, s#£t;7=01...,n
s
Efetivamente, seja
k—1
P =] st(T/n) e PSyp(tf —s)v=v'€Y
j=i+1

entao pela proposigao (2.3) do capitulo (2)

o ‘ . St h—tR)v = S (t — i)
Eun (t,s)v = }LI_IE(I) -

= An(t)Sem(t — th)v'

= A,(t) WU, (t, s)v
Do modo similar se consegue (3.19)

Agora, de novo por (H3) tem-se
U (2, 5) < M 20 (1,5) € A

Seja agora v € Y e consideremos a aplicagdo r — U, (¢, U, (7, s)v.

,t?étj,jzo...
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(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Devido

a (3.18) e (3.19) esta aplicacdo é diferencidvel exceto para um nimero finito de

valores r com s < r < t. Logo

t
U, (t,s)v — Uy, (¢, s)v = — / a%un (t, ") WUy (r,s)vdr

t

= — / (’Un t, ) Am(r) WUy, (r, 8)v — Wy, (8, 7) An () Uy, (7, 5)1)) dr

L)

:/un(t,r)(An(r) = Agn(r)) Uy (r, s)o 7
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Logo

| Wy, (2, s)v — Wy, (E, s)v ||x<
f | (3.21)
/ | Wa (£, 7) Nmexy | AnlT) = Am(7) lswx || U (7, 5) lzen | v lly dr

por (3.16) e (3.20) fazendo v = max(f, 3) e substituindo na desigualdade acima

tem-se
“ un (t7 'S)U - um (t7 S)U ”IX:S
. ¢ (3.22)
MIS oy [ 1] An(r) = Anl0) a7
Agora
| An(r) = Am(r) [|nm.x<
(3.23)

Il An(r) = A(T) laa + || Am(r) — A(7) B2

Como limp_,c || An(t) — A(t)||Bw,x) = 0 uniformemente em [0, T'] segue-se de (3.23)
que

| An(r) — An(7) |lBx)< € Y7 €0, T], quando m,n — oo

Logo substituindo em (3.22) obtemos
| Un (£, 5)0 — Uy (¢, 8)0 [lox < MM ||vlye(t—s) m,n— oo
donde WU, (t, s)v é de Cauchy em X e portanto converge para todo v € Y. Seja
U(t,s)v = T}er;o U, (it sv vely

vejamos em seguida que esta convergéncia é na verdade para todo z € X. Seja (vy)
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uma sequéncia em Y que converge para z na topologia de X, logo
| Un (2, 8)7 — U, (¢, 8) [|lx <
[ Un (£, 5)z — Un (2, 5)vk [lxx 4 || Un (¢, 5)or — Unm (8, $)v [lx +
| Ups (2, 8)vk — Uy (E, 8)2 || <
1 U (2,5) sl = = vk llac + || U (2, 8)vr = W (8, 5)vg [lc +
| U (2, 5) lmx) [ vk = 2 [l
2M P [ g — @ [lx + || Un (¢, $)vk — Unm (8, 8)ok [Ix

Fixandp k suficientemente grande (k > N) nesta iltima desigualdade, conseguimos
| W (£, 8)7 — Unn (¢, 8)3 ||x< 2M P Ve 1 MM ™) || v ||y e(t — )
Logo W, (t, s)z converge em X. Seja
U (t,s)z = 7}}5{,10 U, (t,s)z z€X, (t,s) €A

entao

| Up(t,8)z — UL )z |x< € (t,s) € A

para n suficientemente grande (n > N ). Tomando supremo em A tem-se
sup | Wy, (t, s)z — WU (t,s)z ||[x<e n>N
A .

e portanto a convergéncia Uy, (t, s)z — U (¢, s)z é uniforme em A, donde U (t, s)
é fortemente continua na topologia de X. Vejamos que U (, s) é um sistema de

evolucao em X,

DU (s, s)r = lim U, (s,8)z =2 VzeX, entdo U(s,s)=1

Seja g = U (r, s)z.

| Wy, (¢, 1)Uy, (r, 8)z ~ U, 7)U(r, 8)z || £
” u‘n (t’ T')un (’I‘, 3)$ - un (tv T)u (’I‘, 3)'7" “ +

| Wy, (&, YU (r, s)z — U, r)U(r, s)z ||<
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| Wn (t,7) llBex || Un (7, 8)z — WU (r, 8)z || +
| Uy (¢, )20 — U (t,7)20 || <
| Uy, (r, )z —U(r, 8)z || MePE 4 || U, (£, 7)zo — W (E, r)zg ||— O

quando n — oo. Logo

lim W, (t,")U, (r,s)z =U(t,r)U(r, s)z

n—o0

lim U, (¢, s)z =U{t,r)U(r, s)z

U(t, s)z =U(t,)U(r,s)z
donde U (¢,s) = W (¢t,r)U(r,s) em A.

ii) J4 foi estabelecido que a aplicacdo (t,s) — U(t,s), (t,s) € A é fortemente

continua em X. Agora, de (3.16) segue

U2, 5) lmeo= sup || lim Uy (¢, )2 |l

lzl=1

= sup lim || U, (L, s)z ||x

=177

< sup lim MeP 9 || z ||

[lfl=1"77°
=MePt9)  (t,5) e A
o que prova (E1).
Para provar (E2) e (E3) consideremos a aplicag&o r = WUy, (¢, r)S-(r — s)v com
v € Y. Esta funcao ¢é diferencidvel exceto para um nudmero finito de valores de r.

Agora

t

U, (t, s)v — S;(t —s)v =~ / g—run (t,r)Sr(r—s)dr

s

:/ U, (t,r)(An(r) — A(T))ST(T —s)dr

e portanto

t
| Un (8, 8)v — Sp(t — 8)v |l < MM || v ||y / | An(r) — A(7) lIB,x) dT
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Tomando limite e aproveitando a convergéncia uniforme de ||A,(t) — A(t)||By,x)

em [0, 7]

Wt s)v—S(t—s)v|[xZ

t
M [ oy / | A() = A(T) llngo dr

Expressando o lado esquerdo de (3.24) numa forma adequada, fazendo 7

dividindo por (t — s) tem-se

U(t,s)—U(s,s)Uw Ss(t——s)—lv

t—s t— s

|

<

2
- ltes 1
M MeYE9) v |y — / | A(r) — A(s) llsy,x) dr
'S

Logo, ja que a aplicacao t — A(t) é continua na topologia B(Y,X) tem-se

U(t,s)——U(s,s)U_ Ss(t—s)—IU

t—st t—s t— s

<

MM || vllyll A(s) — A(s) [|lBx)=0

e portanto %u (t, s)vl = A(s)v o que prova (E2).

t=s

(3.24)

= s e

Um argumento anélogo, fazendo 7 =t em (3.24) e tomando s — t~, conduz a

5
—U(t, s)v

85 |t=3 B _A(t)v

(3.25)

Agora, para s < t, (E2) junto com a continuidade forte de U (¢, s) em X, tem-se

ot .1
— U, s)v=1lim — U(t, s+ h)v —U(L, s)v
s h—0

h
v—U(s+h,s)v
h

:}li_%U(t,s + h)(
= —UW(t,s)A(s)v

e para s < { temos, devido a (3.25)

o _
—U(t, s)v = }Zim l(u (t,s)v —U(t,s — h)v)

0s 0 h
v—U(s, s — h)v
h

:}E_IR) U (t, s)(

= —U(t,s)A(s)v
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juntando estes dois resﬁltados tem-se (E3). S6 resta provar que U (t, s) é dnico.
Suponhamos que V (t,s), (t,s) € A seja um sistema de evolugao que satisfaz
(E1)-(E3). Parav € Y consideramos a fungdo r — V (t,r)U, (r, s)v. J4 que V (t, s)
satisfaz (E3), segue da construgéo de U, (t, s) que esta funcéo é diferencidvel exceto

para um numero finito de valores de r; logo

t

V(t, s)v—Uy,(t, s)v = / vV (t,r) <A(r) - An(r)>un (r, s)vdrd

S

donde

t
[V(t, s)v = Un(t, s)vflx < MM@W_S)HUH\A/ [A() — An(r)llBey.x) dr
s
De novo, aproveitando a convergéncia uniforme de ||A,(r) — A(r)||lsy,x) em [0, T]
e passando ao limite na igualdade anterior, tem-se V (¢, s)v = U (¢, s)v para todo
v € Y. Um argumento de densidade nos d4 igualdade para todo z € X; vejamos
isto:
Seja, como sempre, v, — = com {v,},>1 em X.
| V(t,s)z —UL, s)z ||x<
[Vt s)z—UE, s)on [l + || W(E s)vn — UL, 8)2 [lx<
1V(55) llmo 2 = on llx + 1 U2, 5) sy | on = = lx

e ja que V (¢, s) satisfaz (E1) temos
| V(¢ s)z —UE,s)z ||x< 2Me7E || 2 — vy ||lx— 0, n — o0
Logo, V(t,s)z =U(t,s)z Vz € X e o teorema esta provado O

Este teorema, na verdade nao resolve a equagdo (3.1) e s6 conseguimos provar
que D;” U (¢, s)vl = A(s)v com v € Y e 0 <t <T. No seguinte teorema serao

t=s

dadas as condicoes adicionais paara conseguir a soluc¢do de (3.1).

Teorema 3.2. Seja {A(t)}ejo,r) wma familia de geradores infinitesimais que sat-

isfaz as co'ndig:c?es do teorema (3.1) e seja U (¢, s), (t,s) € A o sistema de evolugao

construido nele. Se
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(E4) U(t,s)YCY (t,s)eAe
(E2) para cadav € Y, U(L, s)v € continua em A na topologia de Y.
Entao, para cadav € Y, a fungao u(t): [0, T] — X definida por
u(t) = U(t, s)v (3.26)
satisfaz a equagao (3.1) com derivada calculada na topologia de X.

Prova. Seja u(t) = WU(t,s)v, v €Y, (t,5) € A. Por (E2) temos

ot WU(t+h —U(t
U (¢, 5)o = lim (t +h,s)v—U(t,s)v
ot h—0 h
U+ ht) —
= lim (E+h0) lu (t,s)v
h—0 h

=AUt s)v
Agora fazendo

f@)y=uUu,s)v: [0,T] — X
g(r) = A(r)U(r,s)v: [0, T] — X
vejamos que g(r) é continua na topologia de X.
| A(r)U(r, s)v — A(ro)U (ro, s)v [|x<

| A(r)WU(r, s)v — A(r)U (ro, $)v ||x + || A(r)U (ro, s)v — A(ro)U (10, s)v ||x<
| A(r) lswx) [| W(r, s)v — U (ro, s)v [|x +
| A(r) — A(ro) s, Il W(ro, s) lsyx) |l v ||y

e o membro direito converge para zero quando r — 7. Assim, pela proposicao
(2.5) de [3] , j& que fi(t) = g(t) tem-se

6 /

au (t,s)v = f'(t) = g(t) = AQ)U (¢, s)v = A(t)u(t).

O

Para conseguir um sistema de evolucdo U (¢, s)v que satisfaca (E1)-(E3) substitu-

imos a condigdao (H3) pelo seguinte:
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(H3)’ Existe uma familia {Q(t)}+c[o,7) de isomorfismos de Y sobre X tal que para
cada v € Y Q(t)v é continuamente diferencidvel na topologia de X em [0, T'|

e

QUIAMQE) ™ = A(t) + B(t) (3.27)

onde B(t), t € [0,7] é uma familia fortemente continua de operadores
limitados sobre X e a relagao (3.27) deve ser entendida de maneira estrita, isto

é,sev €Y, entiao Q(t) v € D(A(L)), A(t)Q(t) v € Y e vale a igualdade

QMYAM)Q(t) v = A(t)v + B(t)v

Para demonstrar o teorema principal desta se¢ao precisamos dos seguintes lemas

para cujas provas o leitor pode ver [12].
Lema 3.1. As condigées (H1) e (H3) implicam (H3).

Lema 3.2. Seja U (t,s) (t,s) € A um sistema de evolugao em um espago de Ba-
nach X satisfazendo || U (t,s) ||lsx< M com (t,s) € A. Se H(t) ¢ uma familia
fortemente continua de operadores lineares limitados em X, entao existe uma unica

familia de operadores lineares limitados V (t, s), (t,s) € A sobre X tal que

V (1, 5)z = U(t, s)z + / V (1, 7)H (U (r, s)zdr (3.28)

)

eV (t,s)z € continua em A.

Teorema 3.3. Seja A(t) t € [0,T] o gerador infinitesimal de um C° semigrupo
Si(s), s > 0 sobre X. Se a familia { A(t)}seo) satisfaz as condigoes (H1), (H2),
(H3)’, entao existe um unico sistema de evolug ao U(t,s) (t,s) € A em X que

satisfaz (E1)-(E5).

Prova. Do lema (3.1) segue que {A(t)}wco,r satisfaz as condigbes (H1), (H2) e
(H3) e portanto, pelo teorema (3.1) existe um tnico sistema de evolucdo U (¢, s)

que satisfaz (E1), (E2) e (E3). Seja v € Y e denotemos a derivada de Q(t)v por
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Q(t)v. facamos C(t) = Q(t)Q'(t), t € [0,T]. Claramente {C(t)}icjor é uma
familia fortemente continua de operadores lineares limitados sebre X. Seja W (t, s)

a unica solucao da equacao integral
t
W(t,s)z =U(t, s)z + / W(t,r)B(r)+Cr)|U(r,s)zdrz € X (3.29)

A existéncia, unicidade e propriedades de W (¢, s) segue do lema (3.2) .
Pela nossa hipdtese sobre Q(t) segue-se facilmente que para todo z € X, @ 7*(t) é

diferenciavel em Y e

d

(@7 (1)) = —Q7'(MQMWQ (1) (3.30)

Efetivamente, a afirmacao segue da férmula:

QUM =90 _ oo, h)<

Q(t)—g(Hh))Q_l(t)

tomando limite quando A — 0
Seja Q(t,r) = U(t,rv)Q_l(r) De (E3) e (3.30) segue que para todo z € X,
r — Q(t, r)z é diferenciavel em X e
o . .
5@ e = - UE AR (N - UEN)QT (NQIQ ™ (e
=—Utr)AFQHr)z — Qt,r)C(r)z

Mas, para todo v € Y temos por (H3)’
ANQTHrw = Q7AW + B
e por isto para v € Y tem-se
%Q(t, rv=—-Q(t,r)(A(r)+ B(r) + C(R))v (3.31)

Sejam W, (t, s) os operadores construidos na prova do teorema (3.1), entao por (3.18)

0

E;u,,, (rys)v = Ap(r)Uy (r, s)v, veEY (3.32)

onde esta ultima igualdade é valida para todo s < r exceto para um nimero finito

de valores de .
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Combinando (3.31) e (3.32) achamos
(%Q(t, WUy (r, s)v = —Q(t,7) (A(T) + B(r) + C(R) — An(r))Uy (r, s)v

integrando desde r = s atér =t tem-se

QUL (t,8)v — Q(t, s)v =

! (3.33)
- / Q(t,r)(A(r) + B(r)+ C(R) - An(r))un (r,s)vdr

De (E1) e (3.20) e pela convergéncia uniforme A,(r) — A(r) em [0,T] e U, (7, s)v —

U (r, s)v em A segue, passando ao limite em (3.33)

QUL s)v — Q(t, s)v = —/ Q(t,r)(B (r) + C(R)U(r,s)vdr

e daqui
Q(t,s)v = QYU (t,s)v + j Q(t,r)(B(r) + C(R)U(r,s)vdr (3.34)
J4 que todos 0s operadores de (3.354) sio limitados e Y é denso em X, temos
Qt,s)z = QL UL, 8)z +j Q(t,7)(B(r) + C(RU(r,s)zdr  (3.35)

Agora, multiplicando (3.29) pela esquerda por Q!(t) tem-se

QHOW(t,s)z =

Lo (3.36)
QU (L, s)z + / Q)W (t,r)(B(r) + C(R)U(r,s)zdr

De (3.35) e pela unicidade de solugéo de (3.36) segue

U(t,5)Q ' (s) = Q(t, 5) = QTHH)W (. 5)
donde
U(t,s) = QW (L, 5)Q(s)
Agora, desta tdltima expressao segue que U (t,s)Y C Y, ja que W(t, s) € B(Y,X).
Assim U (¢, s) satisfaz (E4). Alids, da continuidade de W (¢,s)z em A e das pro-

priedades de Q(t) e Q7 *(t) segue que W (t,s) é fortemente continua em Y no

triangulo A e satisfaz (E5). O



3.2 A Equacao Nao Homogénea

O objetivo desta secao consiste em provar que o problema de Cauchy associado a

equacao (L), a saber

o =A(t)u + f(t) 0<t<T

4 (3.37)

u(0) = ¢

\

é bem posto.

Teorema 3.4. Seja {A(t)}ieo,r) uma familia de geradores infinitesimais de C°
semigrupos sobre X que satisfaz as hipoteses do teorema (3.3). Suponha que ¢ €'Y
e f e C(0,T;X)n LY([0,T];Y). Entiou € C([0,T];Y) N CH[0,T];X) dada por
(3.38) satisfaz (3.37)

u(t) = U (L, 0)¢ + / U(t,r)f(r)dr (3.38)
0

Prova. Como C([0,T};Y) é denso em L'([0,T}];Y) existe uma sequencia {fn}n>1
em C([0,T];Y) tal que f, 2N f; isto é ||fn, — fllLy — 0 quando n — oo. Para

cada n definimos as seguintes fungdes continuas de [0, T] em Y.
un(t) = U(t, 0)¢ + /(;tU(t,r)fn(r) dr te|0,T].
Vejamos que u,, converge uniformemente a u sobre [0, T] em Y
Jun(®) = )y = 1 | W) alr) — (7)) drly
<[ R ale) = 1)y dr (3.39
< [ el - 1l dr

Ja que |U(t,m)||lBy) < MePt™ < MePT (vide 5) entdo substituindo em (3.39)



tem-se
Jin(®) = )l < 26T [ falr) = Sl
or
< M / 1falr) = F(r)lly dr
J0

= M| fu— flhy.
Logo [[un—ullooy = supoiry lun(®)—(®)lly < MeFT]|fu—flly, onde w € C([0, T3 Y)
por ser o liﬁlite uniforme de funcoes continuas.
Agora vejamos que (3.38) é solugdo de (3.37). Como v(t) = U (t,0)¢ satisfaz a

equacao homogénea com condic¢ao inicial ¢ é suficiente provar que

w(t):/U(ﬂt,r)f(r)dr (3.40)
0

é solucao de (3.37) com ¢ substituida por zero. De (3.40) é claro que w(0) = 0.
resta calcular S, w(t).

Seja h > 0

w(t+hf)b—w(t) :% / u(t+h,7~)f(r)d7°—/"‘—‘(tﬂ")f(’")d’~
/ 0

v (3.41)

f(r)dr+—1};‘/ U+ h,r)f(r)dr

B / U(t+hr)—U,T)
AO/ )

O teorema da convergéncia dominada implica entao que o primeiro termo converge
para A(t)w(t) enquanto o segundo converge para f(t) por ser o valor médio de
uma fun¢do continua no intervalo [t,t + h|. Argumento analogo vale para h < 0.

Portanto w(t) satisfaz a equagdo diferencial (3.37). U

O seguinte teorema estabelece a dependéncia da solucao tanto no dado inicial

como nos coeficientes da equagdao. Considere

O’ = A'(u' + f'(t) 0<t<T

u'(0) = ¢’

\
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Suponha que as condicoes do teorema (3.3) da secao 3.1 sdo satisfeitas por A'(t)

. . - / -~ .
com os mesmos Y e @ e seja satisfeitos W (¢, s) o operador de evolucao associado.

Em primeiro lugar temos

Teorema 3.5. Sejam ¢ €Y, ¢’ €Y, f € L*([0,T];Y), f' € L*([0,T];X) e u, v

as solugoes correspondentes. Fntao

I = oo px <l W lloomery (16" = & lloc + 1| ' = f Il + | (A"~ A)u [l )

onde .
17 = sup £ e, 17 o= [ 11 70)
0.7] /

Prova. Observe que podemos escrever u'(t) — u(t) = vy (t) + vo(t) com

w(t) “WE 0 W0 + [ We.n)(f'() = £0)) dr (342

0
vo(t) =U'(t, 0)¢ — U(2, 0)(15»4— / (W(t,r) — U, ) f(r)dr (3.43)
. 0

logo
For(®) o<l W lloo,3a) (I ¢" = @l + 1| £ = £ Hl1x)
Resta, portanto estimar vo(t)

dW (t, r)WU(r, )¢
ds

= —UW(t,r) A (r)U(r, s)¢ + W(t,7) A(r)U(r, s)¢

W, 5)p — Ut, 5) = / W(t, €)(A'(E) — A©)UE, s)dE. (3.44)



Substituindo (3.44) em (3.43)
= [[weoate - aenue, 0 de
v /O / W) (A'(E) — ACDU(E r)f () dedr
-/ U, €)(A(E) — AULE, 0)6 de
+ / /EU’(t,sf)(A’(s) — AE)U(E,r) f(r) drd¢
/ W, (') - A)) [u<s,o>¢+ / (e, 70 dr] "
. /0 W E)(A(E) = A©)u(e) d

logo,
| v2(t) [l <N W loomll (A" = A)u [l -
O

Coroldrio 3.1. Sejam ¢ €Y, f € L*([0,T];Y). Entdo (3.37) tem no mdzimo uma

solugao.
Prova. O resultado segue imediatamente do teorema anterior tomando ¢ = ¢', f =

fleA=A" ‘ O

Finalmente, apresentaremos dois resultados que serao uteis no préximo capitulo,
e para sua demonstracao o leitor pode ver [5].
Vamos supor, por simplicidade, que o isomorfismo S(¢) ndo depende do tempo, ou

seja, @(t) = Q é constante.

Teorema 3.6. Sejam ¢, ¢' €Y, f,f' € L1([0, T];Y) eu, v as solugées correspon-
dentes de (3.37). Entao

o' v llooy< K'(I1¢' =& lly + 1| £ = lluy + H_»(B' = B)Qu [l )+ | b lloox

onde a constante k' depende apenas de | W lloo,8(x), || B floox €
t
h(t) = (u/(t’ 0) —U(t, 0))Q¢ + [ (ul(t, s) — U(t, s))g(s) ds
0

9(s) = Qf(s) — B(s)Qu(s)
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Além do teorema acima, vamos precisar do teorema da convergéncia que segue.

Considere os problemas de Cauchy
Gu™ = AM()u™(t) + M) 0<t< T, u™(0)=¢" (L™)

comn = 1,2.... Suponha que a familia { A™(t)}5° , satisfaz as condicoes (H1), (H2)
e (H3)’ uniformemente em 7, i.e., os indices de estabilidade M, § de {A"(t)}2;
independem de n. Além disto, suponha também que {|| B™ |1 %}, é limitada
e que X, Y e Q) s@o os mesmos para todos os problemas. Segue imediatamente

que os operadores de evolugao {U" (¢, s)}32,; associados a { A™(t)}>° ; existem e séo

uniformemente limitados tanto em B(X) como em B(Y).

Teorema 3.7. Aléem das hipdteses acima, suponha que
A1) = A(t) em B(Y,X) g.t.p.

|}3i|mo/ | A™(t) ||lBw,x) dt — uniformemente
B

3 - . . . -
onde — e | | denotam a convergéncia forte e a medida de Lebesque respectiva-

mente.

Entao

U™(t,r) = Ut,r) em B(X)

uniformemente em relagao a 0 < r <t < T. Mais ainda, se ¢ — ¢ em X e
f*— f em LY([0,T);Y) seque que se u™ — u em C([0,T];X) onde u™ e u sao as
solugoes de (L™) e (L).



Capitulo 4
Teoria Quase-Linear

O objetivo deste capitulo consiste em estender a teoria desenvolvida no capitulo

anterior para equacoes ditas quase-lineares, i.e., equagoes da forma
Gru = A(t,u)u + f(t,u) (Q)

onde A(t,u) é um operador linear para cada t € [0,T] e cada u e f é uma funcao
dada (em geral nao-linear).
A idéia bésica envolvida no que segue é muito simples: para cada funcao t —

v(t) em certo espago de Banach considera-se o problema de Cauchy linear

Oru = A(t,v(t))u + f(¢,v(t))
(L)
u(0) = ¢.
Aplicando a teoria do capitulo anterior obtem-se uma aplicagao v — u” onde
u? é a unica solucao de LY. Prova-se entdo que o espago de Banach de funcoes
mencionado acima pode ser escolhido de modo que a aplicacao v + u seja uma
contracao. Segue entdao que o ponto fixo encontrado é solu¢ao de LY com u(0) = ¢.

Na prova do teorema principal deste capitulo vamos precisar dos seguintes lemas

que se seguem da hipdtese X

Lema 4.1. Se g: [0,T] — Y € limitada na norma de Y e continua em relagao a
topologia de X ent@o g € fracamente continua (e portanto fortemente mensurdvel)

como fung¢ao com valores em Y

58
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Lema 4.2. Se um subconjunto de Y € convezxo, fechado e limitado entao ele é
fechado em X.

Teorema 4.1. Seja [0,T] x W com W uma bola aberta em ¥ e T > 0. Logo, se

Hipétese(X) Sejam X, Y espagos de Banach reais reflexivos com 'y C X denso e

continuamente. Eziste uma isometria linear sobrejectiva de Y em X.

Hipétese (A1) Euxiste § real tal que se (t,y) € [0,T] x W o operador A(t,y) gera

um semigrupo de classe C° S;,(s) s > 0 tal que

I Seals) lery< e s20 V(y) €[0,TIx W (4.1)

Hipé6tese (A2) Existe Ay > 0 tal que V(t,y) € [0,T] x W existe Q(t,y) com

RA(t,y)R™' = A(t,y) + Q(t,v)

Q(ty) € BRX), Q) llsx< M

(4.2)

A tgualdade 4.2 deve ser entendida no sentido estrito, t.e.,
z € D(A(t,y)) < R 'z € D(A(t,y))
e A(t,y)R™'z € Y. Onde R € a isometria da hipdtese Hipétese (Al).
Hipé6tese (A3) Para cada (t,y) € [0,T] x W, A(t,y) € B(Y,X) no sentido que

Y C D(A(t,y)) V(t,y) € [O,T] x W
(4.3)

At y)|y € B(Y,X)

Além disso, para cada y € W a fungao t € [0,T] — A(t,y) pertence a
C([0,T); B(Y,X)), Fu1 > 0 tal que Yt € [0, T| fizo a aplicagao y — A(t,y) €

Lipschitz no sentido que

| A(t,y) — At 2) sy < wi fly — 2 [[x (4.4)
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Hipétese (A4) Sejayo o centro de W. EntaoV(t,y) € [0, T|xW tem-se Alt, y)yo €

Y. Existe Ao > 0 tal que

At y)yo lly< Ao Y(t,y) €[0, T x W (4.5)

Hipétese (f1) A fungao f: [0,T] x W — Y ¢€ limitada, i.e., existe A3 > 0 tal que
| FE) o< hs V(ty) €[0,T) x W (4.6)

~ Para caday € W fizo, a aplicagao t — f(t,y) € continua de [0,T] em X.
Jpe > 0 tal que para cada t € [0,T) fizo, a aplicagaoy € W — f(t,y) €

Lipschitz em X, i.e.

1FCy) =Tt 2) llx< po lly — 2 llx (4.7)

Entao, se ¢ € W ezistem T' €< 0,T] e uma tunica v € C([0,T';Y) N

C1([0, T");X) que resolve o problema de Cauchy associado a (Q) comu(0) = ¢

Prova. Seja R > 0 e w, o centro da bola W tal que

—_y
| ¢ —wo lly< R By(wo, R) C W

onde By(y, p) denota a bola aberta de raio p na topologia {| ||y.
 Seja
E=E(T")={v:[0,T]—Y/veC(0,T]X), [ v(t) — wo [[y< RVt € [0,T]}
(pelo tanto v(t) € W) onde T' < T é um numero positivo a ser determinado
adiante.

se v € F defina
A®(t) = A(1,v(1))
Entao por (A1) A¥(t) pertence a G(X,1,3). Portanto a familia {A“(t) }e0.7] €

estavel com constantes de estabilidade 1, g, i.e.,

N
N ]
TS5 69) sy < ¥ Xi=1 %

=1
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para toda sequéncia finita {t;} com 0 < t; < t3 < --- <ty < T'es; > 0 onde

A"(t) gera S;. Vejamos isto

N N
LS00 s < [T Sy 6s9) llmex)
=1 i=1
N
< Jle
7=1
— BTy

Agora vejamos que a aplicagao ¢ € [0,7'] — A¥(t) é continua na norma de B(Y, X)
| A°(t) — A%(to) [0 <
| A(t,v(t) — At v(to)) llsx) + Il Alt,v(to)) — Alto, v(to)) lIBy,x) <
pa |l o(t) = v(to) llx + || A(t, v(t0)) — Alto, v(to)) lmey.x)

logo tem-se a continuidade desejada devido a hipétese (A3). Notemos que por (A2)

tem-se

RA(H)R™ = A”(t) + Q°(t)

QU(t) = Q(t,v(t)) € B(X), [[Q%() lx< M
Entao pela hipétese (X) R satisfaz trivialmente a condigdo (H3)’ do teorema (3.3)
no capitulo 3 pois R é constante com respeito a t. Resta ver que a familia

{Q"(t) }tep,r € fortemente continua em X.

Seja y € Y. Entao
RTIQ%(t)y = A°(t)R™'y — R™1A"(t)y (4.8)
como R™'y € Y segue, da continuidade ¢t € [0,T'] — AY(t), que o lado direito de
(4.8) é continuo na norma de X. Vejamos
IA*(t)R™y — R A (t)y — A”(to) R™'y + R A (to)ylx
< JA*(#)R™y — A®(to) Ry llx + |[RTTAY(t)y — R™H A" (to)yllx
< |I(A°(t) = A°(t0)) R Myllx + IRTH(A%(t)y — A(t0)y)llx

< [|A%() — A%Go)lsa IR ylly + 1R sy | A7 () — A¥(to) |l ey,x) lylly-
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Consequentemente t € [0,T] — R™'Q¥(t)y é continua na norma de X. Como Y
é denso em X segue que ¢t € [0,T'] — R™'Q%(t)z é continua V z € X. Logo
Q%(t)z = R(R™'Q¥(t)z) é continua como aplicacao de [0,T] em X, Vz € X.

Os resultados acima mostram que as hipéteses (H1), (H2) e (H3)’ do teorema linear
sao satisfeitas. Existe portanto um tnico sistema de evolu¢ao U’(t,s), 0 < s < T’
com as propriedades descritas nos teoremas (3.1) e (3.3) do capitulo 3.

Seja f¥(t) = f(t,v(t)), vejamos que f¥ € C([0,T');X) N L*([0,T'];Y)

I} £o(t) = (o) [Jx<
| f(t,0(t) — f(tv(to)) llx + || £(E,v(to)) — f(to,v(to)) |lx

< pg || o(t) — v(to) llxx + 1] £(2, v(to)) = F(to, v(to)) |lx

e a continuidade segue imediatamente. Por outro lado tem-se que
| £2(t) lly=Il f(t,v()) ly< Az Vi€ [0,T]. Logo j& que f* é limitada na norma
de Y e continua na topologia de X, segue pelo lema (4.1), que f¥ € L*([0,T'];Y)
de onde f” € L}([0,T';Y).
Assim sendo, podemos aplicar o teorema (3.4) do capitulo 3 para obter a tnica
solugdo u”(t) do problema:
Su” = A¥(t)u” + fU(t)
| (L*)
u’(0) = ¢
Ela é dada por

u’(t) = U"(t,0)¢ + / U(t, s)f%(s)ds.
0

w’ € C([0,T;Y)nC [0, T];X)

Vejamos em seguida que existe T’ €]0, T tal que a aplicagdo v — Fv = 4" trans-
forma F em E. J& vimos que u? € C([0,T']; X) qualquer que seja T’ €]0, T']. Resta

provar que T’ pode ser escolhido de modo a termos || u?(t) — wo ||[y< RVt € [0, T7].
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Para isto observamos que

t
u’(t) — wo = U(t,0)p + / UO(t,s)f(s)ds —wq
0

¢
= U(t,0)(¢ — wo) + U(t, O)wo — wo + / U(t, s)f%(s)ds
0

= U (,0)(¢ — wo) + U (L, 0)we — U (¢, t)wo + / U(t, s)f*(s)ds
0
¢ ¢
=U(t,0)(¢ — wo) — / osU'(t, s)wods + / U°(t, s)f?(s)ds
0 : 0

~10(10)(6 — wo) + | UL, ) A°(s)uods + / Ut ) F(s) ds
S U(,0)(6 — wo) + / W (t, 5) (A7 (s)wo + F°(s)) ds
J
Agora ja que
U (t,1) lpys ePH0T (4.9)
(vide [5]) e || A¥(s)wo ||ly< Ao por (Ad) e || f7(t) |ly< As por (f1) segue que
1 (6) = wo lly< (£#TY (1] 6 = wo ly +0n+2)T)  (4.10)

como || ¢ — wo ||y< R é possivel escolher T’ > 0 tal que o lado direito de (4.10)
ainda é menor do que R como desejamos. Agora, se v e w pertencem a F considere

a métrica

d(v,w) = sup || v(t) —w(t) ||lx
1

Munido dela, o conjunto E se torna um espaco métrico completo. Vejamos isto,

seja {v,} uma sequéncia de Cauchy em FE, isto é

d(vn, Um) = sup | v(t) — vm(t) ||x— O m,n — oo (4.11)

o, T
entao

| vn(t) = vm(t) |x< d(Vp,vm) = 0 m,n — oo
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Logo {vn} é uma sequéncia de Cauchy em X e portanto converge, para v(t) € X
ja que X é completo.

Agora ja que m}; ¢ um subconjunto convexo, fechado e limitado de Y
entao ele é também fechado em X devido ao Lema 4.2 e ja que v,(t) converge para
v(t) na norma X entao v(t) € WR—)B cwcy.

Definamos enseguida a seguinte fungao

vifo,T] — Y

t — ou(t)
Queremos mostrar que v, — v € que v € E. Note em principio que
| v(t) —wo |ly< R, Vit €0, T

Por outro lado de (4.11) segue

sup || vp(t) = v(t) ||[x<e, n > N (4.12)
{0, T

e entdo para todo t € [0, T'] tem-se

| vn(t) —v(t) llx<e, n> Ne (4.13)
é dizer {v,} converge uniformente para v em [0, T'|. Agora ja que para cada n,
v € C ([0, T'];X) entédo v € C([o, T']; X). A convergencia v,, — v segue de (4.13).
Agora vejamos que existe T’ €|o, T|tal que a aplicagdo F': E — E é uma
contracao.

Utilizando as equagoes satisfeitas por u” = Fv e u¥ = Fw tem-se

P = Fult) = [ U0(0,5) ((4°(6) = AN Pw(s) + 1°(5) = £°(6)) s

Como

N

U (t,s) sy < €T segue que

d(Fw, Fv)

IN

(| £ = £V lhiax + || (A° — A¥)Fw || x



onde utilizamos o fato que Fw € C([0,T}; Y).

Mas por (f1) temos

| @) = fo(t) l« < pel| w(t) —v(t) ||lx e portanto

L
= = / (7% = 7)) Il ds

< / || w(t) = () [l ds

S ugd(w, ’U)T/
Além disso

I (A°(t) — A¥([O)Fw(t) lx < || A%() — A%() sy ll Fw(t) [y

< o ffw(t) —o(@) llx (| wo lly +R)

Portanto

| (4° — A")Fw |lhx< pad(w, v)T'(|| wo Iy +R)

Consequentemente,

d(Fw, Fv) < T'e (ug + py || wo |ly +p1R)d(w, v).

Assim existe T’ > 0 tal que o factor que multiplica a d(w, v) pode ser escolhido

menor que 1. Aplicando o Teorema do ponto fixo a F' obtem-se a solu¢ao procurada.

a

No seguinte teorema estabelecemos a continuidade da aplicagdo ¢ — u onde

u é a solucao de 4.2 com u(0) = ¢ (dependéncia continua). Na verdade estabele-

cemos um resultado muito mais geral que engloba tanto o dado inicial quanto os

coeficientes da equacao. Considere a sequéncia de equacoes:

o™ = A™(t,uM)u" + f*(t,u")

W) =¢"  te[0,T]n=12...
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para a qual valem (A1)-(A4) e (f1) com os mesmos X, Y, J, W. E preciso também

supor

Hipétese (A5) Existe pg > 0 tal que

| @ y) — Q@ 2) llsy< ps ly — 2 lx (4.14)
quaisquer que sejam t € [0, T] ey, 2 e 2

Hipétese (f2) Existe pg4 > 0 tal que

[ Fy) = F(2) ly< pa iy — 2y
para todot € [0, T] ey, z € W.

Teorema 4.2. Suponha que (Qm) satisfaz X, (A1)-(A5), (f1) e (f2) uniforme-
mente em rela¢do an, i.e., as constantes 3, A1, - - , ug podem ser escolhidas inde-

pendentemente de n. Suponha ainda que para cada (t,y) € [0,T] x W temos

A™(t, y) = Alt,y) em B(Y,X) (4.15)
Q™(t,y) = Q(t,y) em B(X) (4.16)
ffty) — fty) em¥ (4.17)

quando n — oo. Fntao se ¢, ¢™ € W, ¢ — ¢ em Y existem T" € (0,T] e unicas
u™ u € C([0,T";Y) N CH[0,T"];X) solugdes de (Q™) e (Q) respectivamente com
u™(0) =¢™, u(0) = ¢ e

lim sup || u™(t) —u(t) ||ly=0

e lo,17)
Prova. Seja E o espaco de fung¢oes definido na prova do teorema anterior. Para
cada v € E considere a sequéncia de problemas lineares:
Su™ = A (D)u" + f™(¢) te[0,T]
W0) =" n=12... (L)

AMt) = A"t 0(t), ) = FRE u(t)).
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Tendo em vista as hipdteses feitas acima existe uma tdnica solugao u™ de (L™?)
definida em [0, T]. Consequentemente a relacdo F™v = u" define uma contragao
em E se T" é suficientemente pequeno. O ponto fixo correspondente é entao a
solugao de (Q™). Utilizando a uniformidade que estamos supondo ¢é facil verificar
que T’ pode ser escolhido independentemente de n. O mesmo vale para o fator de
contracao das F™. Sem perda de generalidade podemos supor que tanto o tempo
de existéncia quanto o fator de contragdo associados a (4.2) sao os mesmos que
aqueles correspondentes as (Q™). Agora note que

lim sup || u™(t) — u(t) [[x=0 (4.18)

e 0,1)

De fato, como F™u™ = 4™ ¢ Fu = u temos

d(u™ u) = d(F"u", Fu) <

(4.19)
d(F™u", F™u) + d(F™u, Fu) < yd(u", u) + d(F"u, Fu).
Entao
d(u", u) = vd(u", u) + d(F"u, Fu)
(1—=7)d(u" u) = d(F"u, Fu)
isto é

sup [u7(6) = u(t) | = 7= d(F"u, F

onde v < 1 é o fator de contracao comum as F'™. Basta portanto provar que se
veFE
lim (F™v, Fv) =0 (4.20)

n-—+o0

Mas (4.20) expressa simplesmente a dependéncia continua da solu¢do linear (LV).A
relagdo (4.20) segue entdo do teorema (3.7) do capitulo anterior uma vez que
A (t) = A%(t) = A™(t,v(t)) — At 0(t) =0

(4.21)
FYU(E) = FU) = fr(Ev(E) — F(t () >0
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em B(Y,X) e Y respectivamente e || A™(t,y) ||sy,x) ¢ uniformemente limitada em

t,byen .

Agora tendo em vista o teorema (3.6) do capitulo anterior
[ v = v floy<
k(g™ =¢lly + 07" =7 lluy +11(Q@" = @) Jullhix ) +

A" o (4.22)

onde k depende de R e T' masnaoden e
fr) = fr@ut@)  F(E) = [t u))
Q" (t) = Q(t, u™(t)) Q(t) = Q(t, u(t))

RM(t) = < "(t,0) — u(t,0)> Jo +/ (U™(t,s) —U(t,s)) ds
0

9(s) = Jf(s) — Q(s)Ju(s)
Agora

Tl
1" = lliy= / | £ um(0)) = (& u(®)) 1y dt <
0

-
T 0" — v ooy +/ I (7™ = 1) u(®) Iy dt (4.23)

Agora

;
1@~ Q)Ju fix < / | (@t u™(1)) — Qt, u®))) Jult) [lx 4t
4] .
< T / ™ — u(t) g || Jue) llx dt

Tl
+ [ 1@ -t u0u f ot
0

< paT" [ v = v flooy (Il wo [ly +R)
TI

+ / 1 (@ = Q) (t,u(t)) Jut) lx dt (4.24)

0
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onde utilizamos (f2), (A5), a uniformidade em n e
I Ju(®) fx=ll u(@) lly < |l wo ly +E.

Escolhendo T’ de modo que T'(u4 + us(]| wo |ly +R)) < 1 os termos contendo

| v — v ||y em (4.23) e (4.24) podem ser absorvidos pelo lado esquerdo de
(4.22). Como

Jim || 6"~ ¢ [ly=0

.
tim [ 17— D) Iy di =0
0

TI
tim [ 1@~ @ u@)u e dt =0
0
para completar a demonstracao do teorema resta provar que
lim || A" ||oo,x= 0 (4.25)
Mas g € L*([0,T']; X) e portanto para obter (4.25) é suficiente mostrar que

U™(t,s) = U(t,s) em B(Y,X) (4.26)

uniformemente em relacao a 0 < s <t < T. A convergéncia em (4.22) segue do

teorema (3.7) do capitulo anterior uma vez que
A(t,u"(t)) — At u(t)) = [A™(E,w"(t) — A™(E, u(t))]

+ (A"t u(t)) — At u(t))] == 0

em B(X)



Capitulo 5
A KdV Transicional

Neste capitulo aplicamos a teoria quase-linear de Kato desenvolvida no capi-
tulo 4 para provar que o problema de Cauchy para a equacao de Korteweg-de Vries

(KdV) transicional possue solucdo tnica local para ¢ € H>*(R).

Teorema 5.1. Seja ¢ € H3(R). Entdo existe T > 0 tal que o problema de valor
wmacial
O + 83u + g(t)udzu =0 t>0zelR
u(0) = ¢
com g € C(R) tem solugdo tinica v € C ([0, T]; H3(R)) N C1([0, T}; L2(R)).
Prova. A prova consiste em verificar as hipdteses do teorema (4.1) do capitulo 4.

Hipdtese (X)

Seja Y = H*(R) e X = L%(R). Entdo pelo que sabemos dos resultados bdsicos
X e Y sdo espacoes de Banach reais e reflexivos (pois em particular sdo espacos
de Hilbert) com Y contido em X densa e continuamente. Além como vimos no

capitulo 1 o operador

JP=(1-82)%*
é uma isometria sobrejetiva de H3(R) em L2(R).

70
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Hipdtese (A1)

Para verificar esta hipotese vamos utilizar o argumento perturbativo estabelecido

no Teorema 2.2 do capitulo 2. Considere os operadores
Ao: D(A,) = H3(R) C L*(R) — L*(R)

¢ Agp = —82¢

D(Aw(t,y)) = {¢ € L*(R)/ — g(t)ydz¢ € L*(R)}
Av(t,y)¢ = —g(1)ydz0, 6D (A1(t, y))
onde (t,y) € [0,T7] x W com T > 0 e W uma bola aberta em H*(R) de raio r
arbitrariamente grande e centrada na origem.

O operador A, é “skew-adjoint” i.e. iAp é autoadjunto ou equivalentemente

< Asu,u >=0Vu € D(A,). Esta afirmagédo segue-se rapidamente de

< Agu,u >= /
JR

——82u-uda::—/u-82udx:— < Aou,u > .
R

Do teorema do Stone segue que A, gera um grupo unitario e assim um semigrupo
de contragdes em X = L%(R), e portanto, pelo corolario do teorema Hille-Yosida-

Phillips, se A > 0 entao X € p(4,).
Vejamos que o operador A;(t,y) — BI (definido em D(A;(t,y))) é dissipativo

para 8 = %ll || Leo(o,m)C2r onde C3 é uma determinada constante positiva.

< —g(t)ydgp, 0 > = [R—g(t)yam ¢ dz = —1/QAg(t)y8m¢2 dx

= 172 [ 4@ as
R

1 2

< §||9||L°°([o,T])||5xy|!L°°||¢||L2(1R)
1

< §||g||Loo([o,T])Czllaxy||2||¢||%2(R)
1

< 5”gHLw([o,T])CQHy”3“4’”%2(]1{)
1

< SlallzeoomCor il
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Fazendo § = %”g”Loo([o’T])CQT tem-se

< —g(t)ydog, ¢ >< Pl 7am = B < ¢, ¢ >

e daqui A,(t,y) — B é dissipativo.

E claro que D(A,) C D(A1(t,y)). Se ¢ € D(A,) entao

I = 9)ydedllizwy < ll9lleoqornllyllzellOzgll 2w (5.2)

< Mgllzeoorn CallyllsOzell 2w
Portanto para todo A > 0
I = 9(t)yBedllL2my < Callgllzooomy l¥llallOa(—83 — AI) (=85 = M)l 2wy (5.3)
mas o operador 8,(—92 — AI)~! é limitado em L?(R) pois
3 —1, 112 _ § 2172
lou(=05 = A1) Wl = [ I PO
= L PO Bm Ve LAR) (5.4
= Sl;pli£3_ U9 (©llza) ¥ € L°(R) (5.4)

Substituindo (5.4) em (5.3) tem-se

| = 9(1)y820 2wy < Callgll oo, |1 ll3l102(—82 — A Mg zz@yll (=85 — A |l 2wy

(5.5)
A seguir estimaremos a norma de 9,(—82 — AI)™:
T o 2% — 4gT
a(é)_lz@—)\‘ ‘§6+)\2’ Oé(é)— (56_*_)\2)2
entdo (¢) tem maximo global em oz = § ’\—;
Portanto
| d |> < _ R k > 0 constant (5.6)
€ S Omas = 3773 onstante .

Substituindo (5.6) em (5.5) tem-se



| — 9(t)y0zd|l L2(w)

Logo

1(=9(t)y0z — BI)d|| L2(m)

IA

IA

A
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k
Callgll oo llvlls 77311 (= 82 = A1)l 2qmy
k
Callgll oo 1Y lls 7 (I (= 20l 2wy + Allllacay)

k
Csllgll zo=ornr 3775 (1 Aod | 2wy + All 6]l 2ry)

| — 9(t)y0z0ll 2wy + Blloll 2wy

, k
CS||gllL°°((o,TJ)T—/\4/3 (1 Aol L2®) + M@l z2®)) + Bl L2w)

2 .k
O 1 4otllam + Mlgllem) + Blidllim

20 k k 203
C_QC3F75”A°¢”L2(R) + j\T]gaC3H¢“L2(R)5”¢“L2(R)

20 k ‘ k 28
C “Ao¢||L2(]R) + +(

_C; 33173 mac3+5)“¢“m(m-

Para ) suficientemente grande tem-se ?J—'ZC;J,A—f/-g— < 1/2. Entao pelo teorema

Perturbativo do capitulo 2 A, + Ai(t, y) — B1 gera um semigrupo de contragoes em

L%(R) e por conseguinte

Alt,y) = A, + AL(t,y) € G(LAR),1,8) VY(t,y) €[o,T] x W

Hipdtese (A2)

Seja ¢ € H3(R). Entdo existe uma tnica ¥ € L%(R) tal que (J %)y = ¢. Agora

Alt,y)J 2 = =050 7°¢ — g(t)yd.J %¢ (5.7)

Mas g(t)ydqJ ~°¢ = g(t)ydzJ ~*¢ = g(t)yd-(1—83)~*¢ de modo que (1-03)v €

HS(R), e portanto

8:(1 — 8%y € H*(R) — H*(R)

e portanto g(t)y8,(1 —82) >y € H*(R) = Y pois H*(R) é uma 4lgebra de Banach.

Vejamos enseguida que

—03J7%¢ = I (=8;)¢ V¢ € H¥(R)
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Seja ¢ € S(R), entao
=820 2= J3(=82)|l 2wy = || —i€>(1+Mo) ™% — (14 Mo) ~**(—i€®)$l| z2m) = O
donde
—050 ¢ = I (=8¢ Vo e S(R)
Ja que —82J é um operador limitado de L2(R) em L2(R) e J=3(—8%) & limi-

tado de H*(R) em H?*(R) entdo por densidade obtemos o que desejamos. Note que

na verdade vale um resultado mais geral, a saber
ok =J"%0k¢ Ype SR), keN

Assim o lado direito de (5.7) pertence a H3(R). Consequentemente o lado

esquerdo tem a mesma propriedade.
Agora defina [J3, —g(t)y];: S(R) ¢ H2(R) — L%(R). Este operador é limitado.
Vejamos isto. Utilizando o Teorema 1.16 do Capitulo 1 tem-se Vf € S(R)
7% =gyl f ll 2wy < Cll2=g(Byllallfllz + 10=g (D) l2(lf1la)
< Cllgll oo, 182yl all fll2 + |O=yll2ll £11.4) (5.8)

< Cllgllzeeqoy (Il — €91 iyl fllz + 110=y 2l Fll 2ry)-
Mas

e = [ 1F(@e = [+ PO

A 12 . 1/2
o 1 (5.9)
< ([averrierse) ([ o)

_ il
1091l < llylia | (5.10)
| = i€l = /R € 115(6)1de

| ol
< fa+ 910 s

< ([t ([ )™

= Co|lylls-

(5.11)
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Substituindo (5.11), (5.10) e (5.9) em (5.8) tem-se

1%, =g (DYl f 2@y < Cllgllzoeqoay (M llylls + Myl fll2, M = max(Ch, Cs)
< 2CMr||gl| ool fll2-

O que prova a afirmacéo. Agora extendendo este operador de S(R) a H2(R) temos

o operador limitado:

[7%,—g()y]: H*(R) — L*(R).
Por outro lado é claro que os operadores

J7% H3R) ¢ L*(R) — L*A(R)

¢ J =T

8z H*(R) — H?*(R)

sao limitados.

Agora de (5.7) tem-se

J3A(t, y)J 73 = Agd + J3(—g(t)ydeJ >¢)
= A(t,y)¢ + J}(—g(t)y0,J °8) — (—g(t)ydzJ° T )

= A(t,y)p + [J°, —9(t)yd.)J ¢ Vo € H*(R).
Déﬁna

Q:(ty): H*R) ¢ L*(R) — L*(R)

¢ — ‘Ql(tv 'lj) = [J3> _g(t)yal:]‘]_3¢
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entao

Qu(t,y)¢ = [J%, —9(t)yd:]J ¢
= I (—g(t)ydsd )b — (—g(t)yds)¢
= 1%, —g(0)y]0zT 6 + (—g(t)yJ°0:T °0) — (~g(t)yds)¢
= [1%, —9(1)y]82I ° + (—g(t)y8x) — (—9()y)

= [J3, *g(t)y]azt]'sd)

logo Q1(t,y) é um operador limitado. De fato Q,(t,y) pode ser descomposto da

seguinte forma:

H3R) c L*R) — H*R) — H*(R) — L%*R).
(R) ()j_s ()a,,. ()[Ja’_g(t)yl (R)

Logo Q1(t,y) pode ser extendido de H*(R) a L?(IR) para obter o operador Q(t,y) €
B(L3(R)) com

JPA@)Y) I3 = Alt,y) + Q(t,y)

no sentido estrito.

Agora,

1Q(t, )¢ || 2@y = III3, —9(&)ylllmeamy,L2®y) |0 | Bcra®y 2@y | T2l By me@y ¢ 1| L2

1Q(t, W a2y < 2CM gl oo |0zl B @, m2@y Il @) H3®R)
entao
A = 2C'Mr||g||Loo([o,T])|I5z|ls(H3(R),H2(R))||j_3||B(H3(R),H3(R))

isto termina a verificacao da hipotese (A2).
Hipétese (A3)

As estimativas feitas na verificacio de (A1) mostram que A(t,y) = —83 — g(1)yds
com D(A(t,y)) =Y = H}(R) € B(H3(R), L%(R)).
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Efetivamente:

. k

I (=82 = 9(6)y82)¢ llo< 1l 936 llo +Ca Il ¢ zmqiorpll v s (575 1 826 llo +A 11 @ o )
<(1+ CglIgIILoo([o,T})Tk/\%/g' + Ml#lla

para todo ¢ € H>*(R)

Agora

| A(t,y) — A(to,y) lsu®),2@)= || (—9(t) + g(t0))¥0z l|lB3®),L2®)

=1g(t) = 9(to)| Il Y0 lls(rawy),r2y— 0
pois g € C(R) o que prova que a fungéo t € [0,T] — A(t,y) pertence a
c([0, T); B(H3*(R), L*(R))) para cada y fixo em W.
Quanto a dependéncia em y temos
| Alt,y)¢ — At 2)¢ |l2@= || —9()(y — 2)8:2¢ || 2w
<1 g lizeqornll (v — 2)82¢ Il
<N g lleqapll v — 2z 2@l P || Lom)
< g oo ll (v — 2) llz2@) C1 || 62¢ |11
<Ci |l 9 llz=gonll @ llall ¥ — 2 [l 2wy
Logo
I A(t, ) — At 2) lsae@,ean < g lzeomll v = 2) |2
donde p1 =|| g || zeo(10,m)
Hipd6tese (A4)
Se satisfaz trivialmente ja que yo = 0.

Hipdétese (f1)

Também se satisfaz trivialmente ja que f = 0.
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Proposigao 2.7. A — 31 € G(X, M,0) se e so se A € G(X, M, ).
Prova. Ja que (M — (A — BI1))™' = (A + BI) — A)™, entdo
ANep(A—0I) e X+ 6 € p(A), donde

Rt Cc p(A—-p81) & R+ 8 C p(4)
e w
: M M -
IR A=BD" < 7 el RO+ 54)" I< =, A>0

Portanto, pondo A no lugar de A+ no segundo membro desta dltima equivaléncia,
e M w M
| RO A-BI" I o sl RO+ A I S A0 (219

Além disto,

DA-pI)=X=DA)=X
(2.20)
A—pl é fechado s A é fechado
Logo pelo teorema 2.1 de (2.19) e (2.20) segue assercao feita. O

Definicao 2.3. Seja X um espago de Hilbert com produto interno (. ), e A: D(A) C

X — X um operador linear. Diz-se que A é dissipativo com respeito a (. ) se
Re (Az,z)o <0 Vz € D(A)

Em seguida temos um teorema perturbativo, tipo Kato-Rellich, para geradores
de semigrupos de contracoes. Mas antes temos o seguinte lema, que é um caso

particular do teorema de Lumer-Philips. Para a demonstragao remetemos o leitor

a [2].

Lema 2.6. Seja A um operador linear com dominio D(A) C X denso no espago

de Hilbert X. Entao A € G(X,1,0) se e somente se
a) A € dissipativo (com respeito a (. ) ).

b) Im(AI — A) =X para algum X > 0.
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Teorema 2.2. Seja X um espago de Hilbert ¢ A € G(X,1,0). Se B: D(B) C
X — X € dissipativo com respeito a {. )y com D(A) C D(B), e existem constantes
a,bcom0<a< (1/2) eb >0 tais que
| Bz (|[<afl Az || +b | = || Vz € D(A) (2.21)
entao A+ B € G(X,1,0)
Prova. Como A € G(X,1,0), A é dissipativo com respeito a (.), segundo o
lema (2.6). J4 que B ¢ dissipativo , entao obviamente A + B também ¢ dissi-
pativo com respeito & (. ). Além disto, D(A) C X é denso em X. Portanto pelo
lema (2.6) de novo, para demonstrar que A + B € G(X,1,0) ¢ suficiente mostrar
que Im(M — (A + B)) = X, para algum A > 0. Mas como D(A) C D(B),
Im(AM — (A+ B)) D Im|(AM — (A+ B))(M - A)] ™ =
Im[I — B(M — A)7' = Im[I — BR(\; A)]
donde é suficiente demonstrar que para algum X > 0, I — BR()\; A) é inversivel em
B(X) e portanto que || BR()\ A) |[< 1
Mas por (2.2) tem-se
| BR(\; A) |<a || AR(X; A)z || +b || R(X; A)z ||=
=a || AR(X; A) — ]z || +b || R(A; A)z |
<2z +5 2|
:(2a+§) | z || VeeX

Portanto, para A suficientemente grande (2a + %) <lelogo || BR(MA)|<1. O

No que segue faremos algumas referéncias aos grupos de operadores lineares limi-
tados e apresentaremos um teorema central nestas questoes, a saber, o teorema de

Stone.

Definigao 2.4. Um CY grupo no espaco de Banach X é uma familia S = {S(t) }ter C

B(X) que satisfaz as condigoes (2.1a) e (2.1b) dos semigrupos e

iiné | Sit)z —z ||=0 VeeX
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