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RESUMO

Nessa dissertagdo, € tratado o problema da estabilizagido de sistemas
de controle lineares utilizando a estratégia de controle por realimentagdo de saida.
Sao investigadas condi¢bes tanto suficientes como necessarias e suficientes para
garantir a estabilizagdo. Tais condi¢des, sdo obtidas a partir de uma abordagem via
LMTI’s (Linear Matrix Inequality) da equagdo matricial de Lyapunov. As condig¢bes
obtidas sdo, por fim, aplicadas em diferentes problemas relacionadas a teoria de
controle, de onde obtemos uma série de corolarios.
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ABSTRACT

In this dissertation we analyze the problem of stabilizing linear control
systems using output feedback strategy. We investigate sufficient conditions as well
as necessary and sufficient conditions to guarantee the system stabilization. Such
conditions are obtained using an LMI (Linear Matrix Inequality) approach of the
Lyapunov Matrix equation. The developed conditions are also used in some
applications related to control theory and we obtain the respective corollaries.



INTRODUCAO

Esta dissertac@o tem como tema a estabilizagdo de sistemas de controle.

O objetivo dessa pesquisa é enunciar condi¢des suficientes, e se possivel,
necessarias e suficientes para que um sistema de controle seja estabilizavel através da
realimentagio de saida.

Para desenvolver esta dissertagao, foi utilizado como ferramenta basica o
artigo [16], o qual estudamos e detalhamos. Para isso, foram utilizados livros e artigos
que constam na bibliografia.

Esta dissertagdo consta de trés capitulos, onde o primeiro e o segundo
fornecem subsidios para entender o terceiro, o qual € o principal capitulo.

No primeiro capitulo, procuramos situar o leitor quanto aos conceitos
basicos da teoria de controle, explicando o que € um sistema de controle, quais os tipos
de sistemas de controle, quais os tipos de realimentacdo para um sistema de controle.
Qual o significado de observabilidade, controlabilidade, estabilidade de sistemas
auténomos, estabilidade segundo o método de Lyapunov, equagdo matricial de

Lyapunov, estabilidade para sistemas discretos e detectabilidade.



Para garantir condigdes necessarias e suficientes, ou talvez, apenas
suficientes, para que um sistema de controle seja estavel, utilizamos no terceiro
capitulo, inequa¢Ges matriciais lineares. Fez-se assim necéssério, que no segundo
capitulo fosse desenvolvida teoria a respeito de LMI’s: definigdo, historico e as
propriedades. Entre as propriedades, as que mais nos interessam sio, a convexidade e o
complemento de Schur para matrizes de blocos. A fim de_trabalhar o problema de
cohtrole Ft., no terceiro capitulo, demonstramos o lema da limitagdo real para LMI’s, o
qual utiliza, em sua demonstragéo, o lema da limitag@o real.

No terceiro capitulo, fazemos um estudo sobre estabilizagdo de sistemas
de controle por realimentacdo de estado. Utilizamos para este estudo, a condigdo de
estabilidade segundo Lyapunov, garantindo condi¢Ges necessarias e suficientes. Na
secdo 3.2 estudamos a estabilizacdo de sistemas de controle por realimentagio de saida.
Para isso, também utilizamos a condi¢do de estabilidade segundo Lyapunov, porém
obtemos apenas condi¢des suficientes para a estabilizagdo para dois casds: quando o
posto da matriz C (matiz da saida) € completo e quando o posto da matriz B (matriz do
controle) é completo. O mesmo estudo ¢ feito na se¢do 3.3, para o caso de sistemas
discretos.

Num segundo momento, sdo desenvolvidas algumas aplica¢Ges, que
utilizam a estratégia de controle por realimentagio de saida. Na se¢do 3.4, estudamos o
problema de controle com incertezas politopicas, isto €, as matrizes (4, C) pertencem a
um politopo. Para este tipo de sistema, também sdo garantidas condigdes suficientes
para estabilizag@o, bem como para o caso de (4,B) pertencer a um politopo. Na se¢io
3.5, temos uma segunda aplicagdo: trata-se do problema H., o qual procura manter a

norma F., da rela¢do entre a entrada w e a saida z do sistema, abaixo de um certo valor

dado, Garantimos assim, condi¢des suficientes para que o problema H seja satisfeito .



Na demonstragdo desse teorema, utilizamos o lema da limitagdo real para LMI’s,
desenvolvido no capitulo 2. O mesmo estudo € feito na seg¢do 3.6 para o problema %,
porém queremos minimizar a norma #,; da relagdo entre a entrada w e a saida z do
sistema.

Na se¢do 3.7, € feita uma quarta aplicagdo sdo os problemas onde o ponto
de equilibrio x, =—A"'Br (ponto de operagdo) é desconhecido. Assim, o problema

consiste em encontrar uma lei de controle de realimentagdo de saida, tal que, x. seja um
ponto de equilibrio assintéticamente estavel para o sistema. Dessa forma, ¢ elaborado
um problema auxiliar e resolvemos para este problema a estabilizagio. Uma ultima
aplicag@o, € o problema do observador dindmico, 0 qual encontra uma aproximagio para
o estado, afim de poder escolher o controle. Nesta se¢do utilizamos o conceito de
detectabilidade descrito no capitulo 1.

Todos os teoremas e corolarios desen;/olvidos nas se¢des anteriores,
garantem apenas condigdes suficientes para estabilizag@o. Portanto numa ultima secio,
sdo estudadas condigbes necessarias e suficientes. Para obter estas condigdes, faz-se
necessario trabalhar com transformag¢Ses de semelhanga, o que implica na perda da
convexidade dos problemas. Também para esta aplicagdo estudamos dois casos: quando

o posto da matriz C é completo e quando o posto da matriz B é completo.



CAPITULO 1

CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA TEORIA DE

CONTROLE

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos fundamentais da teoria de
controle, dando énfase ao estudo da questio da observabilidade, controlabilidade,
estabilidade e detectabilidade de sistemas lineares. Nosso maior interesse esti nos
conceitos de controlabilidade e estabilidade, pois tefn influéncia direta nos estudos

posteriores.

1.1. SISTEMAS DE CONTROLE



Inicialmente damos uma defini¢@o informal para sist;:ma de controle, para
‘ isso, faz-se necesséri_o, que antes falemos sobre modelagem matematica.'
Freqﬁenteménte estamos interessados em explicar matematicamente o
funcionamento de certos processos fisicos, a fim de fazer previsdes sobre como evoluird
0 processo apos um certo tempo ou até mesmo de influencia-lo. A essa tradu¢do do
processo fisico para um sistema matematico, chamamos modelagem. Ao executar esta
tarefa, encontramos determinados parametros e variadveis que representam diretamente a
evolugio do sistema. A estas variaveis fisicas, damos o nome de estado.
A fim de influenciar a evolugo do sistema, fornecemos um estimulo por
meio de uma fonte externa, a qual damos o nome de entrada do sistema, com o
objetivo de obter uma resposta especifica do sistema de controle. A esta resposta,

chamamos de saida do sistema.

1.1.1. Forma geral do problema de controle

Considere a familia de sistemas de Equagdes Diferenciais Ordinarias -
EDOQO’s, em que um determinado nimero de variaveis que dependem do tempo
x,(t)..x,(t), podem ser influenciadas por um outro conjunto de variaveis u, (),....u, ()

que podemos escolher da forma que nos for conveniente. Assim a evolu¢do de um

sistema de controle € descrita por uma equagio do tipo

(1.1) i) = F e, x(t) u(t)),

! As defini¢des feitas para estes contetidos foram baseadas em [6], [7] e [8].



onde x(t)=(x,(2)....x,()) € 9% " é denominado vetor de varidveis de estado (tais
varidveis representam no tempo f as condigdes as quais se encontram O processo que esta
sendo modelado) e u(t)=(u,(t),...,u, () € 9" é denominado vetor de varidveis de

controle do sistema.

O sistema de controle pode ser ndo autdnomo, como € o caso do sistema

(1.1), ou auténomo, como € o caso do sistema abaixo:
%(t)= F(x(0)u(t),
onde x(t)= (x,(t),..,x,¢)) < %" e ult)=(,@)...,u, ) e %"

Supondo que a dindmica do sistema (1.1) é lincaremx € H" eu e K"

temos o caso particular:

(1) = A()x(e)+ B(thu(?),
onde A(t) € ™ e B(f) € K™, para todo t € # . Muitas vezes, considera-se ainda

que a evolugdo do sistema pode ser acompanhada através de um vetor
y(t): (y, (t),..., y p(t))T e ¥, que depende do estado x, denominado saida do sistema.

. Se a fungdo que descreve y em fungio de x também for linear em x, podemos escrever:

¥6)=C)x0o).

onde C(?) € 7, paratodo t € .

1.1.2. Classifica¢io dos sistemas de controle

Os sistemas de controle s@o classificados de acordo com a estratégia de

controle utilizada:



a) Sistema de controle de malha aberta, € aquele no qual a estratégia de controle u, é

escolhida a priori sem considerar a saida do sistema. Observe abaixo o diagrama de

blocos do sistema de malha aberta, o qual representa o fluxo de informacdes

realizadas através de cada componente do sistema linear.

ROEREY

x(t)

| x, [ ile)as

x(t)
o

Cw

()

A

b) Sistema de controle de malha fechada, € aquele no qual a estratégia de controle é

escolhida de acordo com a saida do sistema. Abaixo segue o diagrama de bloco:

YEREY

(1)

X, + jx(s)ds il
AY  le—
o) e

1.2. OBSERVABILIDADE

Cw

340
—>

Considere o sistema de controle:



#0) = AQ0) + Bu()
(12 {y(z)=c(t>x(z) ’

onde 1 € [t, h), A() € R™", B(f) € R e C(f) € R™ sdo consideradas continuas e
x(f) eR"éa variévé] de estado do sistema, u(f) € R™ € o controle exercido sobre o
sistema e y(f) € R’ ¢ a saida do sistema. Quando A€ R™, B € R™ e C € R™sdo
matrizes constantes, o sistema linear (1.2) € chamado auténomo e o representamos por
(4,B,C).

Estamos interessados em saber sob quais condig¢des € possivel, a partir do

conhecimento da entrada e da saida do sistema, reconstruir o estado inicial
x, = x(t,)€ R", pois conhecido x,, é possivel calcular as variaveis de estado para

qualquer tempo ¢ € [f, 1]

Definicio 1.1: Um sistema é observavel em [to,tl], quando para toda fungdo x €
C*(t,,,}R") a condigio

)= 4lx(@), CEx()=0, veelt,.t]
implicar em x{t,)=0.

Pode-se dizer também que se o sistema (1.2) é observavel, entdo a
aplicagdo linear
G: " > C(t,,1,1%")
xo = COMC.10 ),

¢ injetiva. Onde ¢(-, to) ¢ a matriz de transi¢fo do sistema (1.1).



Nos teoremas a seguir damos condig¢des necessarias e suficientes para que

o sistema de controle (1.2) seja observavel.

Teorema 1.1: Seja P = J‘:‘¢T (t,2,)CT ()C()p(t,1, )t , onde ¢" () é a transposta da
matriz de transi¢do, entdo as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

a) O sistema (1.2) é observavel em [ty t,];

b) A matriz P é positiva definida;

c) Os vetores colunas de C(t)d(1,ty) constituem um conjunto linearmente independente.

Demonstragdo: Pode ser vista em [13] no capitulo 7. RN

Teorema 1.2: Seja (4,B8,C) um sistema auténomo, entdo (A,B,C) é observavel se e

C ]
c4

somente se o postode Q én. Com Q =| C4?

cA™ |

Demonstragdo: Pode ser vista em [12] no capitulo 7. 00d

1.3. CONTROLABILIDADE
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Saber como e quando um determinado estado pode ser atingido por um
sistema a partir da escolha de uma estratégia de controle, é nosso objeto de estudo nesta
se¢do. Assim consideremos o sistema de controle (1.2), com u € Ly([%,1];R™) (espago

das fun¢des mensuraveis que sdo Lebesgue integraveis no intervalo [#, #,]).

Definicio 1.2: O sistema (1.2) € dito controlavel em [f,#], quando para todo par de
estados xo, x; € #”, existe um controle u € Li([t,11];% ™) de forma que a solugio x do

problema de valor inicial

#(t)= 4(0)x(e)+ Bu), x(ty) = x,

satisfaz também a condigdo

x(tl)z X,.

Percebemos pela defini¢do acima, que para avaliar a controlabilidade de

um sistema ndo necessitamos da equagio y(r) = C(t)x(t).

Observacio 1.1: Quando a fungdo u € Li([to,t11];% ™) controla a evolugio do estado x a
partir do estado inicial x, € R", até o estado final x; € R" através da dindmica

x(t) = A(t)x(t)+ B(t)u(t), usamos a notag¢ao

(to:xo )—"—)(tl,xl).

Os teoremas se que seguem, apresentam condi¢des necessarias e

suficientes para que o sistema (1.2) seja controlavel.
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Teorema 1.3: Seja M = I¢(t,,t)B(t) B™(t)¢" (t,,0)dt, entdo as seguintes afirmagies

)

sdo equivalentes:

a) O sistema (1.2) é controlavel;
b) A matriz M é definida positiva;

¢) As linhas da matriz ¢(t,,1)B(1) sdo linearmente independentes em [ty,1,].

Demonstragio: Pode ser vista em [13] no capitulo 7. : o

Teorema 1.4: Seja (A,B,C) um sistema autonomo, entdo (A,B,C) é controlavel se e

A’B

somente se a matriz Q = [BlAB

A""B} possui posto n.

Demonstragio: Pode ser vista em [13] no capitulo 7. ' ‘ - OO0

Defini¢do 1.3: Diz-se que um sistema ¢ controlavel ao zero, se para todo x, € R” existe

uma fungdo u € Li([to,t,];# ™) satisfazendo:

(t,%0)—(1,,0).

1.3.1. Controlabilidade de sistemas discretos

Considere o sistema de controle discreto autdnomo:
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X, = Ax, +Bu,, k=0,1,...,N-1,
onde 4 € #™ e B e 9™ Assim como nos sistemas continuos, dizemos que um

sistema discreto € controldvel, quando para todo par de estados xo, xx € # " existe uma

estratégia de controle u = (u,,...,u N_l) e 9™ que satisfaz

(1.3)

{xk_] = Ax, + Bu, =01 N-1

Xy =2y, Xy =2y

Representamos este fato com a notagdo:
(O,zo)#)(N,zN )

Utilizando a formula de recorréncia em (1.3) temos

N-1
4N N-i-1p,
xy =A%x,+> A" Bu,,
i=0
através da qual obtemos

xy — AV x, = S(4,B)u, onde S(4,B)=[4"'B|---| AB|B],

O sistema (1.3) € controlavel quando o posto de S(4,B) for igual a n.

1.4. ESTABILIDADE DE SISTEMAS AUTONOMOS

A estabilidade de um sistema € determinada pela sua resposta as entradas
ou perturbagdes. Sistemas de controle instaveis, aumentam significativamente pequenos
ruidos com o tempo € séo_os que apresentam maior grau de dificuldade em seu estudo.
Consequentemente, testar a estabilidade de sistemas de controle € extremamente

importante.



1.4.1. Conceitos

Considere a EDQ da forma
(1.4) x=f(x),

com f:D—>R", Dc R"aberto, uma fungdo continuamente diferenciavel em D. Um

ponto x € D é ponto de equilibrio da EDO se f(x) =0.

As defini¢des abaixo podem ser encontradas em [11] e [12].

Defini¢ido 1.4: Suponha que ¥ € D é um ponto de equilibrio da equagdo (1.4). Entdo ¥
¢ um ponto de equilibrio estivel, se dado £>0 existe um 5>0 tal que |x{0)- ¥ <& >
implica que a solugdo x{t), que inicia em x(0), existe no intervalo [0,x) e satisfaz

[[x(t) ~ | <& para 0< t< co.

Definiciio 1.5: X é um ponto de equilibrio assintéticamente estavel, se existe um >0
tal que [x(0)-¥| <& implica que x(f)—> ¥ quando -0, onde x(f) é a solugéo do

sistema com condigdo inicial x(0).

2 ”” ¢ a norma Euclidiana.



No teorema abaixo sdo discutidas condi¢des necessarias para que um

ponto de equilibrio seja estavel.

Teorema 1.5: Seja f como na equagdo (1.4). Suponha que f ()—c) =0 e x é um ponto de

equilibrio estavel. Entdo os autovalores df(x) tem parte real ndo positiva, ou seja

max{Re(4); A é autovalor de df(x )} <0.
Demonstragdo: Ver [11] capitulo 9. ooo

Observacio 1.2: Para o caso de sistemas do tipo x(z) = Ax(¢), com 4 € #™ constante,
temos, do teorema acima, que x =0 € um ponto de equilibrio estavel se os autovalores
de 4 terﬁ parte real ndo positiva. Ainda para esse sistema, temos que x =0 é um ponto
de equilibrio assintoticamente estavel se max{Re(A), A € autovalor de 4}<0, mas nesse
caso temos que as solu¢des convergem exponencialmente para 0 quando + — . Essa

- propriedade ¢ denominada estabilidade exponencial.

Definicio 1.6: Uma matriz 4 é estavel, se o ponto de equilibrio x¥ =0, for um ponto de

equilibrio estavel para o sistema x(z) = Ax().>

? Encontramos também a definigdo de que ao invés de dizer que a matriz ¢ estavel, diz-se que o sistema

é estavel.
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1.5. ESTABILIDADE SEGUNDO O METODO DE LYAPUNOV

Na definigdo de estabilidade para sistemas lineares autonomos que foi
feita em § 1.4.1, os critérios utilizados necessitam da analise dos autovalores e do
polinémio caracteristico da matriz A. No entanto, para sistemas de ordem mais elevada,
esses calculos requerem um custo computacional elevado. Sendo assim, torna-se
importante a obten¢do de um método que ndo requeira este estudo. Lyapunov, em sua
tese de doutorado, em 1892, atacou este problema, encontrando um método direto para
determinar a estabilidade. A condigdo suficiente deste método requer a determinagdo de
uma fungdo escalar v, dita fungio de Lyapunov. A fungdo v deve tender a um ponto de

equilibrio ao longo da trajetéria a medida que o tempo cresce.*

1.5.1. Func:’io' de Lyapunov

Defini¢do 1.7: Uma fung¢do v:U — R, onde U é uma vizinhanga de X, ¢ denominada

funciio de Lyapunov para o sistema % = f (x) quando satisfaz:

a) v é continua em U e continuamente diferenciavel em U\{X}, ou seja, v ¢
continuamente diferenciavel para todo xeU com x #X .

b) w(¥)=0, v(x)>0 para todox & U, x20,

* Para saber mais sobre a tese de doutorado de Lyapunov veja [9] capitulo 5.



16

c) (Vw(x),f(x))<0, paratodo xc U\ {x};’

v € denominada func¢do de Lyapunov estrita quando em (c) tivermos uma desigualdade

estrita.

Observagio 1.3: No caso do sistema x = Ax temos que uma fun¢do v:U — R, onde
U é uma vizinhan¢a de X, ¢ denominada fun¢iio de Lyapunov quadratica, quando

satisfaz:

a) védaforma v(x)=(x,Px), onde P ¢ simétrica positiva definida’;
b) v(0)=0, ¥(x)> 0 para todo x € U, x0;

o) ((47P+Pa)e,x)<0

A seguir apresentamos condi¢des suficientes para que ¥ seja um ponto de

equilibrio estavel ou assintéticamente estavel.

Teorema 1.6: Seja v:U — R, onde U é uma vizinhanca de X, uma fungdo de

Lyapunov para o sistema x = f (x) Entdo x é um ponto de equilibrio estavel.

Demonstragdo: Pode ser vista em [11] no capitulo 9. 000

’ Onde <Vv(x), f (x)) < 0, significa que o produto interno entre o gradiente da fungio v e a fungio /¢
menor ou igual a zero.

¢ Uma matriz simétrica real P é positiva definida, ou seja, P > 0 se <Px, x) >0Vx=z0.
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Corolario 1.1: Seja v.:U — R, onde U é uma vizinhanca de X, uma funcdo de
Lyapunov estrita para o sistema x = f(x). Entdo o ponto de equilibrio ¥ ¢é

assintoticamente estavel.
Demonstrag¢do: Pode ser vista em [11] no capitulo 9. R

Observacio 1.4: Dizemos que x=0 ¢€ ponto quadraticamente estivel, ou
simplesmente estavel, do sistema x = Ax,se v:U - R, onde U é uma vizinhanc¢a de 0,

for uma funcdo de Lyapunov quadratica para o sistema.

1.6.  EQUACAO MATRICIAL DE LYAPUNOV

A fim de garantir a estabilidade do sistema linear x(z)= Ax(t), estuda-se a

equagiio matricial de Lyapunov descrita por 4P+ PA =1, da qual podemos deduzir
condi¢es necessarias e suficientes para que o sistema seja estavel. Para isso vemos o

lema 1.1 e o teorema 1.7. a seguir.

Lema 1.1: Sejam U, V e W € ™. Se U e V sdo matrizes estdveis, entdo a unica
7}

solugdo da equagdo matricial UX + XV +W =0 que é dada por X = je'U We" dt, com
0

X € H™ também serd uma matriz estavel.
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Demonstragdo: Dado £>0, da hipotese de U e V" € 97 ™" serem matrizes estaveis, existem

constantes ¢=0 e B3>0 tais que He’” ” <ce™?', “e”" " <ce™’ ’., t >0.

I:euWe"dt <e J':iie“We” Jae < ej:cze’z/’dt _ efz“zlﬁﬂWlﬁ

e 1= e

Logo X é estavel.

Note que para T>0 temos

eV We” -W = LT%(e’UWe‘V)dt =

= .[T (Ue'U We” +e"WVe” )dt = r (Ue'u We” +e' We'VV)dt
0 0
Passado ao limite quando T—> o« obtemos
—W =UX + XV para X = j:e‘“We'th :

Suponha que X; e X, sejam ambas solugdes de UX+XV +W =0 e defina
)_(_::X1 ~-X,.Logo X é solugdo de
UX+ XV =0.

Temos entdo

€ portanto
X, =X,

Provando assim a unicidade de solugo. ooo

Teorema 1.7: Seja A € R™. As seguintes afirmagdes séo equivalentes:

a) A é uma matriz estavel;
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b) Existe uma matriz positiva dgﬁrr}da PeR™ tal que ATP+PA=-1I.

Demonstra¢do: Como A ¢€ estavel, a existéncia da matriz P decorre do Lema 1.1, com
U=A",V=AeX=P.
Reciprocamente, se P satifaz a equagdo A’ P + PA = —I , definamos
v(x):=(x,Px),x e 9"
Temos entdo que a fungio diferenciavel v satisfaz v(0)=0, v(x).> 0,V x#0eainda
(V¥(x), Ax) = (Px +PTx, Ax> = <ATPx, x> +(x, PAx) =
= <(ATP + PA)x, x) =—(x,x).

Isto €, v ¢ uma fungdo de Lyapunov estrita. Logo, pelo Corolario 1.1, x =0 é um ponto

de equilibrio assintticamente estavel. Pela Defini¢do 1.6, 4 € estavel. 0og

1.7. ESTABILIDADE PARA SISTEMAS DISCRETOS

Fazemos aqui uma analise semelhante a apresentada em 1.6 para os

sistemas do tipo:

0,1

PRI

(1.5) Xe = AXy, k

ondede R™ex,ec H".



20

Defini¢iio 1.8: O ponto de equilibrio X do sistema (1.5) é denominado estavel, quando

dado & >0 paratodo x; € B;' temos x; € Bs, k = 1,2

g

Definigiio 1.9: O ponto de equilibrio X¥ do sistema (1.5) € denominado atrativo, quando

para todo x; € # "temos limx, = X.

k—w

Podemos perceber que se X ¢ atrativo, entdo também é estavel. No
proximo teorema damos condigdes necessarias e suficientes para a estabilidade do

sistema (1.5).

Teorema 1.8: Dado o sistema linear discreto (1.5) as seguintes afirmagdes sdo

equivalentes:

a) O ponto de equilibrio X =0 é atrativo;

b) O operador A considerado como elemento do espago Li(%", ") é contrativo, isto

R
M= 20 H <

Demonstragio: Suponha que ¥=0 ¢ ponto de equilibrio atrativo, entdo }cimllxk |=0

Seja A um autovalor de A4 e xo 0 respectivo autovetor. Logo x, = A¥x, = A*x . Portanto

7 Bs significa Bola de centro zero e raio 3.
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lim A%, = 0, o que implica que || <1. Como A ¢ arbitrario, temos que {4] <1, pois
“A“— sup A, que ¢é equivalente a |4] = sup “Ax“ 000
ooy o

No teorema acima, caso ¥ seja estavel, temos |4] <1.

Definicdo 1.10: Uma fun¢do v: R” — R ¢é denominada fungio de Lyapunov quadratica

para o sistema (1.5), quando satisfaz:
a) v édaforma: v(x) = (x, Px) , onde P ¢ stmétrica positiva definida;

b) v(4x)<v(x) paratodox € R"\{0}.

Segue abaixo uma condi¢do suficiente para que o sistema (1.5) seja

estavel.

Lema 1.2: Seja v uma fung¢do de Lyapunov quadrdtica para o sistema (1.3). Entdo o

ponto de equilibrio X =0 é atrativo.

Demonstragio: Seja A um autovalor de 4 e x o respectivo autovetor. Por hipotese v é

uma fun¢do de Lyapunov . Assim
)/llz (x, Px)=(Ax, PAx) < (x, Px),

logo |2

<1. Como A € arbitrario, pelo Teorema 1.8, X=0 € um ponto de equilibrio

atrativo. ooo



(8]
(3]

Do Lema 1.2 obtemos para os sistemas discretos um resultado analogo ao

Teorema 1.7.

Teorema 1.9: O ponto de equilibrio X =0 do sistema (1.5) é atrativo se e somente se

existe uma matriz positiva definida P tal que A" PA~P <0.

Demonstragdo: Suponha que X =0 € ponto de equilibrio atrativo do sistema. Seja A um
autovalor de A4, x, seu respectivo autovetor e P uma matriz positiva definida. Assim
A

(PAx,, Ax,) = (Px,,%,) = Py, %o ) = (Pxy,%,),

do Teorema 1.8 temos que |4 <1, ou seja,

Al<1.
Logo

(PAxo,Ax0> ~<Px0,x0) <0.
Como A ¢ arbitrario,

AT PA - P ¢ definida negativa.

Reciprocamente, se A" PA— P <0, basta observar que v(x):z (x, Px) define uma fungdo

de Lyapunov quadratica para o sistema. ' Cogd

Corolario 1.2: Se o ponto de equilibrio X do sistema (1.5) é atrativo, entdo existe uma

fungdo de Lyapunov quadrdtica para o sistema.



1.8. DETECTABILIDADE

Consideremos a aplicagdo G:R" — Cl|t,,1, },‘R")

x, = Ce"0)y,

Defihicﬁo 1.11: O nucleo da aplicagdo G ¢ denominado subespaco nido observivel do

sistema (1.2).%

Seja p4 o polindmio caracteristico da matriz 4, considere a decomposi¢do
p.A)=p Q)P (),
onde os polindmios p* e p” sdo escolhidos de forma a possuirem raizes respectivamente
em {1eC/Re(1) 20} e {1cC/Re(L) <0}.

Definimos assim 0s espagos

(1.6) X*(4)=Kelp* (4)) e X~ (4):= Ke(p~(4)),

onde Ke(p‘ (A)) € o nucleo da matriz p~ (A)

Defini¢iio 1.12: Seja (4, ,C) um sistema autdnomo, N seu subespago ndo observavel e
X*(4), X (4) definidos como em (1.6). O sistema (4, ,C) ¢ denominado detectével

quando N < X~ (4).

¥ A teoria de subespago ndo observavel pode ser vista em [1] e [14].
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Teorema 1.10: Dadas A € R™", C e R sdo equivalentes as afirmagdes:

a) (A, .C) é detectavel;
b) Sev e C" é autovetor de A e seu autovalor A satisfaz Re(3) 20, entdo Cv=0;
c) (AT ,C T) é estabilizavel;

d) Existe L € %™ tal que a matriz (A + LC) é estavel.

Demonstragdo: Ver em [14] capitulo 5. 0oo



CAPITULO 2

DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES (LMI’s)

Neste capitulo, damos a defini¢do de LMI, ferramenta que serd utilizada
no proximo capitulo e analisamos suas principais propriedades. Fazemos um estudé do
complemento de Schur, o que requer anélise do algoritmo de Gauss generalizado. Na
terceira se¢do, apresentamos o teorema da limitagdo real. Tal resultado € necessario para
a demonstragdo do

Teorema 3.1, que representa um dos principais resultados analisados nesta

dissertacgo.

2.1. DEFINICAO E UM BREVE HISTORICO DAS LMI’s
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Uma desigualdade matricial linear (LMI) € uma inequagdo da seguinte

forma:

| ) ]
(2.1) | Flx)=F, +> x,F, >0,

i=]
onde x € R™ ¢ a varidvel e F, =F e R™ para i=0,...,m, sio matrizes simétricas
constantes. F(x)> 0 significa que F(x) ¢ positiva definida.

No capitulo 1, vimos uma condi¢@0 necessaria formulada por_Lyapuriov
sobre a estabilidade de um sistema linear. Trata-se da existéncia de uma matriz P>0 tal

que

(2.2) ATP+PA<0.

Suponha que 4 e P € % . Assim

[an azl}[Pu p12}+|1p11 Plz}[an a12}<0
a, Aup |P2 Ppl [Pn Pn|9n 9xn ’

podemos escrever essa desigualdade como:

pu[Za11 a,z}rpn{ 2a, - a, +a22}+p22[ 0 a, } <0,
a, 0 a,, +a,, 2a,, a, 2a,,
fazendo uma comparagdo com a inequagdo (2.1), podemos perceber que se trata de uma
LMI. De fato trata-se da mais antiga e famosa LMI. De acordo com Lyapunov (veja
capitulo 1) a inequagdo (2.2) possui solugdo P>0 se dada qualquer matriz 0>0 for
possivel resolver a equagéo ATP+PA+0=0.

O préximo acontecimento historico, muito importante apds a contribui¢do

de Lyapunov, ocorreu em 1940. Lur’e, Postinikov e outros pesquisadores aplicaram o

método de Lyapunov para alguns problemas praticos na engenharia de controle,
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especialmente em problemas de estabilidade de sistemas de controle com uma nio
linearidade em seu funcionamento. Através deles ndo explicitou-se a forma de
desigualdades matriciais (seus critérios de estabilidade, de fato tem a forma de uma
LMI). Estas desigualdades eram reduzidas para desigualdades polinomiais, as quais eram
checadas manualmente.

A proxima descoberta importante surge pouco antes de 1960, quando
Yakubovick, PopoQ, Kalman e outros pesquisadores conseguiram reduzir a solu¢do da
| LMI, que surgiu no problema de Lur’e, para simples critério grafico, usando o que
podemos chamar de Lema de Kalman-Yakubovick-Popov (KYP). Este resultado esta no
critério de Popov, critério do Circulo, critério de Tsypkin e muitas variagdes."

O lema de KYP e extensdes sdo estudados intensamente na outra metade
de 1960. Sdo encontradas as idéias de passividade e critério de pequeno ganho por
Zames e Sandberg; também € encontrada a idéia de controle de otimizagdo quadratica.
Em meados de 1970, eles perceberam que a LMI do lema de KYP pode ser resolvida
ndo somente pelo método do grafico, mas também pela solugdo da equa¢ﬁo algébrica de
Riccati. A dificuldade na solugdo da LMI’s foi notada por Anderson e Vogpanitlerd.

Q proximo acontecimento importante ocorreu em 1971 com Willems, que
através de uma simples observagdo percebe que as LIM’s, por serem convexas, tem
vantagens em relagdo as equagdes algébricas na utilizagio de métodos computacionais.
Pyatnitskii e Skorodinskii foram os primeiros pesquisadores a explicitar claramente e

completamente essa questdo. Eles reduziram o problema original de Lur’e para um

! Para saber sobre estes critérios veja [4].
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problema de otimizagdo convexa envolvendo LMI’s, os quais eles resolviam utilizando o
algoritmo do ellipsoide.

Em 1984, N. Karmakar introduziu um novo algoritmo de programagio
linear que resolve problemas lineares em tempo-polinomial. Entdo em 1988, Nesterov e
Nemirovskii desenvolveram métodos de pontos interiores que sdo aplicados diretamente
em problemas convexos envolvendo LMI’s, em particular, para problemas encontrados
em teoria de controle. Este método resolve problemas utilizando LMI’s em um espago

de tempo bem mais curto que os métodos que surgiram anteriormente.”

2.2. PROPRIEDADES DAS LMI’s

2.2.1. Linearidade

Apesar do nome desigualdade linear, note que a inequagdo F' (x)> Oem

(2.1) ndo é linear em x. Na verdade exigimos que os autovalores de F(x) sejam positivos.

A m
Observando a fungdo F (x):F0 +Zx,,Fi , percebemos facilmente que trata-se de uma

i=1

A m
funcdo afim em x. Portanto F (x):FO +Zx,.F,. >0 é na verdade uma Inequagdo

i=1
Matricial Afim, apesar de na literatura ser conhecida como LMI. A convexidade da

restri¢do (2.1) é analisada no proximo item.
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2.2.2. Convexidade

Sejam x, y € R”, tais que:

F()=F, +3 x,F, >0 ¢ F())=F, +3 y,F. >0,

i=1 i=1

dado A € [0,1] tome a combinagio linear convexa Ax + (1 - Z)y . Entdo:

F(ixx+(1-A)y)=F, +i(/zx+(1-,1)y),.ﬁ =F, +/12m:x,.Fi +(1—/1)iyiFi =

i=1 i=1 i=1

= Fy 4 AF, = 2F, + A3 0 F + (1= )3 3, F, =

i=1 i=1

=(1- A)F, + AF, +ﬂ.ix,.F,. +(1—l)zm:yiFi =

i=1 i=1

:(I_E{Fo""iyiﬁ;}‘k’{}?o +ixin}>O-

i=1 i=1
Portanto ﬂx+(1—/1)y também € solugdo da inequagdo. Implicando que o conjunto

solugdo da LMI (2.1) é convexo.

Observagiio 2.1: Usaremos a denominagio que F(x)>0 é uma LMI convexa ao invés

de dizer que F (x) > 0 possui conjunto solugdo convexo.

2.3. COMPLEMENTO DE SCHUR

% Para saber sobre a histéria das LMI’s na teoria de controle veja [3].



Definicio 2.1: Dada a matriz 4 € %™, com a;;#0, utilizando o método de gauss para

a a

11

: 21
diagonalizar a matriz 4 obtemos 0

a .
a, |. Ao elemento a,, —a,, —*, da-se
Ay —dy n

11

o nome de Complemento de Schur.

Caso A seja uma matriz de blocos com A, nédo singular, o complemento
de Schur é analogamente dado por 4,, — 4,,4;' 4,,, onde A;;' € a inversa da matriz 4,, .

Enunciemos assim o teorema a seguir, o qual fornece condigdes

necessarias e suficientes para que uma matriz seja positiva definida.

Teorema 2.1: Seja A= (A,.j) para 1<i,j < puma matriz simétrica, onde A; € H"™" e
seja B = (Bij) a matriz gerada a partir de A pelo algoritmo generalizado de Gauss,

onde By € H™". Entdo A é positiva definida se e somente se B;; 0 for para i =1,...,p.

Demonstragdo: Seja 4 = (AU. )" _ uma matriz de blocos simétrica, onde 4; € R™ e seja
ij=

B= (BI.]. )f 8 matriz de blocos triangular superior obtida a partir do algoritmo de Gauss

generalizado, entdo aplicando o método de Gauss para a matriz B, obtemos os pivOs da

matriz 4; mas estes também sdo os pivds da matriz B=(B,)",. Logo 4 € positiva

definida se e somente se (B, )f; , € positiva definida. 000
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A
Corolirio 2.1: Seja H :[

B } entdo H € positiva definida se e somente se 4 >0 e

D-BA"'B" >0.
Demonstracdo: Segue diretamente do teorema 2.1. ' 0oo

Observacio 2.2: Exigir que 4>0 ¢ D—BA'B” >0, é o mesmo que exigir que 4 >0

' ~ ~ B
e o complemento de Schur de H seja positivo definido, onde H = {0 D BA"‘BT} €a

matriz resultante da aplicagdo do algoritmo de Gauss generalizado a A.

2.4. LEMAS DA LIMITACAO REAL

A fim de demonstrar o teorema 3.5 no capitulo seguinte, analisamos nesta
secdo o teorema da limitagdo real para LMI’s, o qual utiliza em sua demonstragdo o

teorema da limitagdo real, sendo este, apenas enunciado .

Para isso calculamos a transformada de Laplace do sistema:

(2.3)

x=Ax+ Bu
z=Cx+Du’

Assim

L(x)= L(Ax + Bu)
{L(z) = L(Cx + Du)’

Definindo L(x):=X, L(u):=U e L(z):=Z, temos
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sX (s)- x(0)= AX(s)+ BU(s)
{Z(S): CX(3)+ DU(s) , Vsel

(57 - 4)X(s) = x(0)+ BU(s)
{Z(S)= cx(s)+DU(s) Vsel

Z(s)=C(sl - 4)" x(0)+ HU (s)

onde H =C(s/ - A)"'B+ D, éafungio de transferéncia associada ao sistema (2.3).

A norma infinita da fun¢io de transferéncia é dada por:

“H”w = sup “H(uMz

! ”u”z |

Isto € 0 quociente entre as | - |, da saida e entrada do sistema.

Lema 2.1: Suponha A estavel e seja H a matriz definida como acima. Dado y >0, sdo

equivalentes as afirmagdes:

) |H], <r

ii) y*I-D"D>0 e existe uma tmica matriz P tal que
T T 2 TnYYnr T T
(2.4) PA+A"P+|PB+C™D|(*1- D D) [D*C + BT P]+CTC =0

com A+Bly’1-D"D)'[D7C + B" P) estavel.

Demonstragdo: Pode ser encontrada em [15]. Hod
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Lema 2.2: Suponha H como acima e suponha que y € 9 é tal que y>0. Entdo as

seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
i) ||H|, <yedéestivel

ii) A éestavel, y*I — D" D>0 e existe uma inica matriz P tal que
2.5) PA+ 4 P+[PB+C"D|(1-D"DY'[D"C + BT P}+CTC =0,

com A +B(yzl - DTD)_I [DTC + BTP] estavel.
iii)  EXxiste uma solugdio X >0 para a inequagdo algébrica de Riccati.
x4+ 4" x +[xB+c"D|p*1-07D) ' [D"C+ B x]+CTC <0,
iv) Existe um X>0 tal que

A"X+X4 XB CT

B'X -4 D" | <0, alem disso, neste caso X >P>0 .
C D -y
Demonstragdo:

(1) © (i) Segue do Lema 2.1.
(i) © (iii) Se |H|_ <7 entdo pela continuidade, para alguma matriz R ndo

singular suficientemente pequena, temos que:

A|B
T(s):= H(s) o Jc|p , onde T'(s) é a fungio de transferéncia e
R(s/ - A)'B 210

satisfaz |T|_ <y . Pelo item (ii) existe uma solugdo X para a equagdo de Riccati

associada com 7.
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(2.6) XA+ A" X +|xB+CTD)( 2 -D" D) [D*C + BT X|+ CTC+ RTR = 0.
Comparando a equagdo de Riccati associada com 7 e associada com H, percebemos que

elas diferem apenas de um termo ndo singular R” R o qual é positivo definido. Logo

@2.7) xa+ 47X +[xB+cD|21 - D) [prc+ B x|+ CTC <0

Reciprocamente, se a desigualdade (2.7) acontece para um X >0, entdo

existe uma matriz nio singular R tal que (2.6) acontece, pelo lema da limitagdo real

H(s) }

R(sT - A)'B <7 . Assim, podemos concluir que [H| <y .

temos que [T, <7 = “[

A estabilidade de 4 ¢ implicada por X ser positiva definida,

De fato,
defina 0=[xB+c Dl 1-D" D) [p"C+ B x|+ CTC+RR.
Desde que R é ndo singular nés temos que 0> R” R>0. Da teoria de Lyapunov segue

que 4 ¢ estavel se X >0.

(1i1) & (iv) O complemento de Schur aplicado em

(ATX+X4 XB ;C’

B'X —y1.D"|<0

C D | -1
Wali T
e ple|Axrxa 3B
| X -yl

(A"X+X4+C"C  XB+C'D -0
| B'X+D'C -y +D'D|

Novamente pelo complemento de Schur, se e somente se:

A X+ X4+CTC+[xB+C"DYpy*1 - D" DY [B" X + DC|<0



Falta mostrar que para algum X que satisfaga a desigualdade acima nos
temos X > P.

Dado X defina § .= X — P e subtraimos (2.5) de (2.6). Assim:

+ 47X +[xB+C7 D21 - D7 DY [D"C + BT X]+ CTC + RTR}-
4+ 4" P+[PB+CTD(y*1 - D" D) [D*C + BT P]+ CTC}: 0

(X -P)4+4"(X - P)+ XB(y*1 - D" D) ' D"C+ XB(y*I- D" D) 'B" X +
C"D*1-D'D)' D*C+C D2 - D' DY ' B" X - PB{y*1 - D' D) ' D'C
~PBly*1-D'D)'B"P-C"D{*1-D"D)' D'C-C"Dly*I-D'D)' B P+ R'R=0

(X - P)A+ A" (X - P)+(X - P)Bly*I-D"D)'D"C + XB(y*I - D" D) 'B" X +
C*Dy*1-D"D)' D’ C+C DI - D" D) B" (X - P)- PB{y*I - D" D) B"P+ R"R=0

(X -P)a+A47(X - P)+(X - P)B(*1 - D" D) D"C+C"D(y*1 - D" D) B (X - P)+
XBy*1 - D' D) B* X - PBy*1 - D" D) B" P+ XB{*1 - D" D) ' B"P -
XB(y*1-D'D)'B"P+C" D -D'D)' D'C+R'R=0

(X -P)A+47(X - P)+(X - P)B(y*1- D" DY'(D"C + B" P)+
+C"Dly*1 - D" D) B" (X - P)+ XB(y*I - D" DY' B" (X - P)+
XB(y*I1-D"D)"' B" (X -P)+R"R=0

(X -P)4+ A" (X - P)+(X - P)B{y*I - D" D) "' (D"C + B"P)+
+CTDly*1 - D" D) B (X - P)+ PB(y*I - D" D) B" (X - P)
- PB(y*1 - D" D) B"(X - P)+ XB(y*I - D" D)'B" (X - P)+
XB(y*I-D™D)"' BT (X -P)+R"R=0

(X -P)4+ 4" (X - P)+(x - P)B(*1- D" D) (D"C + B" P)+
+(C"D+PB)y*1-D'D)' B (X - P)+(X - P\y*I-D"D)'B" (X -P)+R'R=0
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(x - PRa+Bl*1 - D" D) (D7C+ B7P)+ W7 +(C" D+ PBYy*1 - D" D) BT (X - P)+
+(x-P)BY* 1 -D"D)' B (X -P)+R"R=0

Como X-P=S e chamando A+B(*I —DTD)_] (p"Cc+B P)= A, que é estavel
pelo item (ii).

Assim

SA,+A47S+SBly*I-D"D)'B'S+R'R=0

$B(y*1 - D" D)'B"S >0 pois (y*7~D"D)" >0 por (ii).

Como R'R ¢ positivo definido pela teoria de Lyapunov (Teorema 1.7 — Capitulo 1)

temos que S =X~ P >0 ie, X > P. Como no Lema 2.1 foi provado que P >0 entdo

X>P=0. Qoo



CAPITULO 3

CONDICOES SUFICIENTES PARA ESTABILIZACAO

Neste capitulo, analisamos a qﬁestﬁo da estabilizagdo de sistemas de
controles lineares através da estratégia de controle por realimentagdo de saida. Damos
énfase as condigdes convexas, pois estas podem ser testadas por métodos
computacionais eficientes. Sdo analisadas aplicagdes a sistemas discretos, problemas .,
problemas F¢; problemas com incertezas politdpicas, problemas com ponto de operagdo
desconhecido € o problema do observador dindmico. Todos utilizando a estratégia de
controle por realimentagio de saida. Avaliamos ainda a questio de necessidade e

suficiéncia para a viabilidade do problema de estabilizagdo.
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3.1. ESTABILIZACAO DE SISTEMAS DE CONTROLE POR

REALIMENTACAO DE ESTADO

Vamos considerar o sistema de controle da forma:
(3.1) x(t) = Ax(t)+ Bu(z),

onde A € R™e B € R™ sdo matrizes conhecidas, com n>m, x(#) € R"¢é a variavel de
estado do sistema e ¥ € R™ € o controle exercido sobre o sistema. O sistema (3.1) é
representado simplesmente por (4, B).

Consideremos o problema de obter o controle como fun¢do linear do

estado, isto &, u(t)=-Fx(t) com F € % ™. Este tipo de escolha de controlador é

denominada de realimentaciio de estado e F' ¢ chamada matriz de ganho.
A seguir, analisamos condigdes necessarias e suficientes para que (3.1)

seja estabilizavel via realimentagdo de estado. Assim (3.1) se torna:
(3.2) x(t)=(4-BF)x(t).

Do teorema 1.7, temos que (3.2) ¢ estabilizavel se € somente se existe

uma matriz P>0, tal que:
(3.3) P(A4-BF)+(A4-BF)" P <0.

Observe que, se P >0 e F, sdo ambas desconhecidas, entdo (3.3) ndo ¢

convexa. Sendo assim, multiplicamos (3.3) em ambos os lados por W = P~ obtemos:
(3.4) v (4~BFW +W (4~ BFY <0.

Definindo L = FW na inequagdo (3.4), »temos:



(3.5) AW +WA" -BL-L'B" <0.

Esta inequag@o € convexa. O problema de encontrar uma solugio (W,L)
para a LMI (3.5), pode ser resolvido por algoritmos eficientes. ( Veja [2] ).
Acabamos de demonstrar assim o seguinte teorema, o qual fornece

condigdes necessarias e suficientes para que (3.5) seja solucionavel nas variaveis (W,L).

Teorema 3.1: O sistema (3.1) é estabilizavel através de realimentacio de estado se e

somente se a LMI (3.5) é factivel para algum par (W,L) com W>0.

caa

3.2. ESTABILIZACAO DE SISTEMAS DE CONTROLE POR

REALIMENTACAO DE SAIDA.

Nesta segdo analisamos a possibilidade de extrapolar os resultados em

§3.1 para sistemas de controle do tipo:

(3.6) {x(t) = Ax(t) + Bu(t)

=0

onded € R™, B e R™e C € R™ sdo matrizes constantes, x(f) € R” ¢ a variavel de

estado do sistema, u(f) € R™ € o controle exercido sobre o sistema e y(f) € R7¢é a

saida do sistema. Diferente do sistema (3.1), ndo conhecemos o estado x(f) a cada
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instante £ € R. Dispomos apenas da informaggo indireta y(tf)= Cx{t)e R?, com p<n. O
sistema (3.6) € representado simplesmente por (4,B,C).

Supomos um controle da forma u(r)=—F,y(t) com F; € R™ que ¢
uma fungdo linear da saida do sistema. Tal controle, é chamado de realimentagio de
saida. Também podemos escrever u(t)=—F Cx(t) ou equivalentemente ult) = ~Fx(r)
com a constante F = F, C'. Escrevendo a equagdo matricial de Lyapunov para o sistema
obtido pela substituicdo da estratégia de controle em (3.6), concluimos que o sistema
(3.6) € estabilizavel se e somente se o problema
67 {(A —BE,CW +W(4d-BEC) < o

W>0
possui solug@o.
Novamente obtemos um problema, que em geral ndo € convexo.

A seguir, analisamos condi¢des suficientes e convexas para que O

problema (3.7) seja solucionavel. Para isso, necessitamos da seguinte definigdo:

Definicdo 3.1: Dadas as matrizes A, B e C sendo C com o posto de linha completo, o

problema () consiste em encontrar matrizes We ™", M € #7¥ e N € ™" tais que:

AW +WAT - BNC -C"N'B' <0
(") {

W>0, MC=CW

(Observe que o problema (W) é convexo).
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Teorema 3.2: Seja (W.NM) uma solu¢cdo do problema (W). Entdo o controle
u(t)= —NM ' y(t), estabiliza o sistema (3.6).

pxn

Demonstragdo: Por hipotese Ce H " possui posto p e W e J#™" € positiva definida,

entdo CW e 7 possui posto p.

Como CW =MC , temos que M também possui posto p.
Logo M € ndo singular.

Escrevendo C = M™'CW e substituindo em () temos:

0> AW +WA™ — BNC - (BNCY
= AW - BNM'CW +WA" —w(BNM'C)
= (a-BMvC)w +w(a-BNm'cY
definindo F, := NM ™, temos que:
(4-BF,C)W +W(4-BF,C)" <0,

provando assim que o sistema (3.6) € estabilizavel com o controle u(t) =-NM"' y(t) .

ata

Observacio 3.1: Seja v:U — R, onde U < R" € uma vizinhanga de x =0, definida por
w(x):=x"W'x, onde W é a matriz do Teorema 3.2. Entio v(x)=x"W'x & uma

fungiio de Lyapunov para o sistema de malha fechada x(t)= (4 ~ BF,C)x(t). De fato:

i) v(x)=x"W'x éuma fungio quadratica, portanto continuamente diferenciavel em U.
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ii) Para x=0 temos 10)=0. Como W >0 temos que W' >0, entdo
v(x)=x"W x>0, para Vx € U\ {0}.
i) Vv(x)=0"x) +x" W' Logo
(Vo () = (W (7w ) (4= BE,C)x)
= (W', (4~ BE,C)x) + <(xTW"' Y. (4- BFOC)x>
={(4-BRCY W, x)+ (W 7'x,(4 - BE,C)x)
= (4= BE,CY W™'x,x)+ (W (4~ BF,C)x)
=((4-BF,CY W™'x,x)+ (W™ (4~ BE,C)x, x)
=((4-BRCY W + W (4-BEC),x).
Por hipotese W(4—BF,CY +(4~BF,C)W <0. Multiplicando ambos
os lados por W™ >0 temos (4-BF,C) W™ +W (4~ BF,C)<0, o que garante que
<Vv(x)T . (x)> <0 para as trajetorias de x(t)=(4-BF,C)x(t) e x= 0.

oao

Supondo agora que B tem posto de coluna completo, obtemos um
resultado analogo ao do Teorema 3.2. Para isso € necessario que definamos o seguinte

problema, também convexo.

Definicio 3.2: Dadas as matrizes A4, B e C sendo B com o posto de coluna completo, o

problema (P) consiste em encontrar, matrizes Pe ", Me H™ e N € %™ tais que:



P4+ A"P-C"NTBT —BNC <0
(P) , P>0
BM = PB

Corolario 3.1: Seja (P.M,N) uma solugdo do problema (P). Entdo o controle

u(t)=—M "' Ny(t), estabiliza o sistema (3.6).

Demonstragdo: Por hipotese Be # ™ possui posto m e P € % ™ é positiva definida,
assim PB € # "™ possui posto m.
Do problema (P) temos que BM = PB, o que implica em M possuir posto m.

Portanto M é ndo singular.
Podemos escrever assim B = PBM ™' e substituindo em (P), temos:
0>PA+A"P-BNC~C"N"B’
= PA-PBM™NC+4"P-C*N" (M~} B"P
= P(4-BM~NC)+(4- BMNC) P,
definindo F, := M™'N , temos:
P(4-BF,C)+(4-BF,CY P <0,
¢ equivalente a (3.7), logo o sistema (3.6) ¢ estabilizavel, com a utilizagdo do controle

ult) = -M - Ny(r). oo
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Analogamente, a Observagdo 3.1, € possivel mostrar que a fungdo
v:R"DU—->R, onde U é uma vizinhanga de X =0, definida por v(x):xTPx, é uma

fungio de Lyapunov estrita para o sistema de malha fechada %(t)= (4 - BF,C) x(t).

Observacio 3.2: Geralménte, as matrizes possuem posto de linha ou coluna completo,
assim o critério utilizado para a utilizagdo dos teoremas € a observacdo da dimensdo do
vetor de entrada e do vetor saida. Caso a dimensdo do input for maior que o output,
utiliza-se o problema (P) e se a dimens&o do output for maior que a do input, utiliza-se o

problema (7).

3.3. SISTEMAS DE CONTROLE DISCRETOS

Nesta se¢@o consideramos o sistema de tempo discreto:

~ ka:Axk +Buk
(3.8) ,
ye =Cx,
onde 4 € R™, B € M™, C € R™ sdo matrizes constantes, x; € R"¢ a variavel de
estado do sistema, ux € R™ é o controle exercido sobre o sistema e y, € R € a saida

do sistema, com p<n.
Para sistemas de controle discretos, assim como em sistemas de controle

continuos, podemos analisar a estabilidade utilizando a realimentagéo de saida.



Aplicando o Teorema 1.9 para o sistema x,,, = (A—BFOC)xk, com a
estratégia de controle u, =—-Fy,, temos que o sistema (3.8) € estabilizavel se e
somente se o problema abaixo possui solugao:

(4-BE,CY W(4-BF,C)-W <0
W >0 '

Utilizando o complemento de Schur verificamos que as desigualdades acima, sdo

equivalentes a:

3.9 { -w (A—BFOC)TWJ<O

w(A4-BF,C) -W

Enunciamos a seguir, um teorema que garantira condi¢Ses suficientes,

para que o sistema (3.8) seja estabilizavel por realimentagdo de saida.

Teorema 3.3: Dadas as matrizes A, B e C sendo C com o posto de linha completo, e
We R™, Me RP? e N € R™ tais que:
{ -W WAT—CTN.TBT}
<0

AW - BNC -W
W>0, MC=CW

Entdo a estratégia de controle u, = —-NM ™'y, , estabiliza o sistema (3.8).

pxn

Demonstragdo: Seja Ce # " com posto p e W € R™ positiva definida. Assim CW
possui posto p, por hipétese CW =MC , entdo M também possui posto p. Logo é nio

singular.
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Portanto, podemos escrever C =M ~'CW , obtendo:

0{ -W WA—CTNTBT}z -W w(4-BNMCY
AW ~ BNC - (4-BNM 'C)w -W ’

definindo F, := NM ™', temos:

{(A—;ZC)W W(A:fVFoC)T}o.

Concluimos que o sistema (3.8) é estabilizavel através do controle u, = -NM 'y, .

EEE

Novamente, como no caso dos sistemas continuos, obtemos resultados

analogos para o caso em que B possui posto de coluna completo.

Corolario 3.2: Dadas as matrizes A, B e C, sendo B com o posto de coluna completo, e
matrizes Pe B™, Me ™ e N € R™ tais que:
[ ~P AP —CTNTBT}
<0

PA-BNC -P
P>0, BM=PB

Entdo a estratégia de controle u, = -M ' Ny, , estabiliza o sistema (3.8).

Demonstragdo: A demonstragdo ¢ andloga ao Teorema 3.3. RN
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3.4. SISTEMAS DE CONTROLE COM INCERTEZAS

POLITOPICAS

Os métodos de controle utilizados nas sessdes 3.1 e 3.2 consideram que
- os modelos que utilizamos para representar os sistemas os representam perfeitamente.
Examinamos nesta se¢do, a situagdo em que conhecemos algumas
propriedades do problema que esta sendo modelado. Assim, para garantir estabilidade e
performance do modelo, levamos em conta determinadas incertezas do problema, ou
seja, permitimos que as matrizes (4,C) pertengam a um conjunto {2 convexo e fechado.

Da forma:
Q= {(A,C); (4,0)= Z]:Z,I(A,.,Ci),/li' >0 e j,l,: = 1},
i=1 i=l

onde as matrizes 4; e C; sdo conhecidas. Pela definigio podemos notar que as matrizes
(4, C)) sdo os vértices do politopo Q.

Nessas condi¢des, enunciamos o seguinte teorema, o qual fornece
condigdes suficientes para que o sistema continuo (4,B,C) seja estabilizivel. Por

realimentacdo de saida.

Teorema 3.4: Sejam as matrizes A, B e C, onde B possui posto de coluna completo e

(4,C) € 2

Se o problema
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®,(P,N)=A"P+PA4,~CIN"B" -BNC, <0,Vi=1..j
BM = PB
P>0

¢ factivel, entdo o sistema (3.6) com (A,C) e £2 é estabilizavel via realimentacdo de

saida com a matriz de ganho F, =M™'N.

Demonstracdo: Sejam B € R™ com posto m, e P e R™ positiva definida. Assim PB
tem posto m, como PB = BM , temos que M possui posto m.
Portanto, M é nio singular, dessa forma B = PBM .
Substituindo B =PBM ™' na primeira equagio do problema e definindo F, =M™'N
temos:
@, (P,N)=PA,+A"P-BNC,-C/N"B"

= P4, ~PBM™'NC, + A"P-CIN"M ™" B"P

= P(4, - BM™NC, )+ (4, - BM"NQ yp

= P(4, - BF,C,)+(4, -BF,C,Y P.

Observe que:

S A, =3 4,(P4, + 47P - BNC,~CTN"B")

i=1 i=1

=S AP4 + AP~ 4BNC, - ACTN"B
i=1

i=1 i=1 i=1

=PA+A"P-BNC-C"N"B".
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;
Como ®,(P,N)<O0 e 4,20, para i = 1,.j, entio » A4,®, <0. Logo

i=1

PA+A"P-BNC-C"NT"B" <0, P>0 e BM=PM. Isto ¢, as condigdes do problema
(P) sdo satisfeitas. Pelo Corolario 3.1, temos que o sistema (3.6) € estabilizado pelo

controle u(t)=~M "Ny(t). 000

Suponhamos que no sistema (3.6), (4B) € €, onde
J J

Q= {(A,B), (4,B)= >4 (4,B) 4, 20 e > A = 1}. Analogamente ao Teorema 3.4 é
i=1 =1

possivel estabelecer condigdes suficientes para que o sistema (4,5, () seja estabilizavel.

Corolario 3.3: Sejam as matrizes A, B e C, onde C possui posto de linha completo e

(AB) € Q.

Se o problema

®,(W,N)= AW +WAT - BNC-C"N"B! <0,Vi=1..j
MC =CW
W >0

é factivel, emtdo o sistema (3.6) com (4,B) € 2 é estabilizavel por realimentagdo de

saida, com a matriz de ganho F, = NM ™.

Demonstragio: E analoga a demonstrag:ﬁo do Teorema 3.4. Coo



3.5. PROBLEMA %#.,

Consideremos o sistema descrito por:

x=Ax+B w+Bu
(3.10) z=C.x+D, w+D, u,
yv=C.x
onde Ae #™" , B, e #™ B, e R C,eC, € R, Dy e R e D, € #77,
ainda:
o x e " éavariavel de estado;
e u e R"é o controle fornecido ao sistema,
e w e %7 ¢ uma entrada desconhecida, inerente ao proprio sistema;

. e 7 ¢ a saida medida do sistema;
y 5

o z € #7? é asaida de performance do sistema.

Um problema importante em controle é garentir que a norma %, do
operador G,,, da perturbagdo w para a saida z no sistema (3.10) em malha fechada,
estara limitada por um valor dado que representa o maior ganho saida/entrada toleravel

em termos da norma dois de sinais.

W z
—» G —p

A norma infinita da func@o de transferéncia € dada por:

a0,

2

|G




V w e LxX), onde LX) é o espago das funcdes mensuraveis f tal que , ¥ /3 seja

Lebesgue integravel em X.

representa 0 maior ganho que a saida z =G, w pode

Note que |G,

apresentar para uma qualquer entrada w, em termos da norma | |, .

Defini¢io 3: O problema subétimo ., consiste em encontrar uma lei de controle u, tal

que a norma ¢, da funcdo de transferéncia em malha fechada G,., seja menor do que um

valor pré-especificado v, ou seja |G,.| <y. O problema étimo . consiste em

encontrar uma lei de controle que minimize esta norma. Nesta se¢d0, nOs estamos
interessados em estudar o problema subdtimo F.,, o qual é chamado, simplesmente de

problema F¢...

3.5.1. Analise do problema %

No teorema a seguir mostramos que o problema (W), pode ser utilizado
para resolver problemas de controle ., com realimentagdo de saida, dando condi¢des
suficientes para que exista uma lei de controle para o sistema (3.10) e a norma ¥, da

func¢io de transferéncia em matha fechada seja limitada.



Teorema 3.5: Seja o sistema descrito pelas equagées (3.10), com C,matriz de posto de

linha completo ¢ y € 9 com y>0.

Defina ¢(W,N)=WA" + AW - B,NC, —CIN" B! . Sejam ainda W. M e N matrizes

satisfazendo:

oW ,N) B, WCI-CIN'D,
B! y DI <0
\\cw-p.NC, D, 7 '

MC,=CW, W>0

Entdo para u(t) =-NM"' y(t) a norma F, da fungdo de transferéncia do sistema de

malha fechada satisfaz |G, | <7 .

Demonstragio: Aplicando a estratégia de controle u(t):=—F,y{t) ao sistema (3.10)

obtemos o sistema

{x(t) = 4,x(t)+ B,wlt)

2(t)=C x(t)+ D, w(r)
Com A; B; Cre Dy definidas por: 4, =4-B,F,C,; B,=B,, C,=C,.-D,F,C,;
D,=D,,.
Da hipétese do teorema temos:

0> B! vl | D! ,
C.W -D,,NC, D .

wZ

WA + AW -B,NC,~C'N"B B, WCI-CTN"D,

ainda da hipotese temos C, =M IC W, logo



wa” + AW -BNMC W -wCI (M Y NTB] B, wCT-{Mc W) NTD]
0> BT i Dl
C.W - D, NM"CW D, -1

w(a-BamC,) +(a- v, B, wc, - cw) NTD]
- B y D;,
C.W D, NM™'C W D, -1

Definindo a matriz de ganho F, .= NM ™' temos:

w(4-B,F,C,J +(4-B,F,C, W B, WC,-WCIFIDL
0> B’ v DL
C.W -D,F,C W D -1

wz

WAL +AW B, WC!

= B; ~y? D;
cw D, -I

O lema da limitagdo real para LMI’s, garante que |G,,| <7, onde G, é

a fungdo de transferéncia do sistema de malha fechada (4; B; C; D).

BN

O caso analogo para o problema (P), nio € analisado, pois em suas

hipoteses aparecem condi¢des que ndo sdo convexas.

NN

3.6. PROBLEMA %,

Consideremos o sistema descrito por:
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x=Ax+B w+Bu
G.1 z=C.x+D,u ,
y=Cyx
ondede #™ , B, e #"™, B, e %™, C.e C, € B eD,, € K7™ e ainda:
e x e #" é avariavel de estado;
e u e "™ é o controle fornecido ao sistema;
e w ¢ #?éuma entrada desconhecida, inerente ao proprio sistema;
e y e 97 ¢é a saida medida do sistema;

e z ¢ 977 ¢é a saida de performance do sistema.

Consideremos a seguir o problema de minimizar a norma dois do
operador G, de w para z no sistema (3.11) em malha fechada. Este problema pode ser

interpretado como a minimiza¢do da norma dois da saida para um impulso na entrada.

w z
—p G —

A teoria desenvolvida'aqui pode ser encontrada em [5] e em [4].

Temos que a fung¢do de transferéncia G, do sistema (3.11) é :

G, =C.(sI-A)'B,.

!

A norma dois da fungdo de transferéncia € dada por:
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G
wg

; = 51;1#((}* (jw)G(jw))a’w =51—7; THG(NU)I; do=

-0

oD

~(g.8)= [ rlg" et =[] e,

onde g(t)e R™ ¢ a transformada inversa de G, (1 w), ou seja, € a matriz de transi¢io
do sistema (3.11) em malha fechada.

Se possuirmos a representacdo por variaveis de estado de G,., entdo a
norma em J; para fungdes de transferéncia, pode ser calculada através do graminiano de

controlabilidade ou do graminiano de observabilidade.

O Graminiano de Controlabilidade L. ¢ definido como solugdo da
equacgio:

A"L,+L,A+BB" =0.
Pelo Lema 1.1, temos que L, = Te“‘BBTe‘ATdt.

0

O Graminiano de Observabilidade Lo ¢ definido como solugdo da
equagao:

AL, +L,A" +C7C=0.

Assim pelo Lema 1.1, temos que L, = fe“CTCe“Tdt :
0

Observemos que:

2
2

tr(CLcCT ) = trT(Ce "“BXBTe’“CT)dt = Ttr(g(z)gT (t))a’t =(g,8)=|G..
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2
22

tr(B7L,B)= tr? (BTe*C” XCe’“B)dt = Ttr(gr (Ve ()it =(g.8)=|G..
0 0
onde g(t)e R™" ¢ definida por g(t)= Ce*B.

Logo

G|} =lcL.CT):- 4L, +1.47 + BB =0,

|G..I> =(B"L,B): ATL, +L,4+C"C =0.

Essas equag¢des somente sdo validas se o sistema for estavel e estritamente
proprio, ou seja, D,, =0."
A norma pode também ser calculada por um problema de otimizagdo [2]:

|G|} = min{r(CL.CT): AL, +L.47 + BBT <0, L, >0},

|G|} = min§r(B"L,B): 47L, +L,4+CTC <0, L, >0}.

Defini¢cio 3.4: O problema %, consiste em encontrar uma lei de controle tal que a

norma %, da fun¢do de transferéncia em malha fechada G, seja minimizada.

No teorema a seguir, mostramos que o problema (W), pode ser utilizado
para resolver problemas de controle %, com realimentagdo de saida, dando condi¢Ges
suficientes para que exista um controlador para o sistema (3.11), tal que a norma dois da

fungdo de transferéncia seja minimizada.

' Se o sistema possuir D # 0, entdo sua norma em J; sera infinita.
wI ?
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Teorema 3.6: Considere o sistema dado em (3.11), e suponha que o posto de C, seja

maximo. Sejam W, N, M e L satisfazendo:

(AW +WA" ~B,NC,-C'N"B! + BBl <0
C.W =MC

min tr(L):{ " g
(c.w-p, NC, W (CW-D,NC,f -L<0
W >0

Entdo para u(t)=-Fy(t), com F=NM" temos que o sistema é estivel e

IG...I2 < (L)

Demonstragdo: Aplicando a estratégia de controle u(t):-Fy(t) ao sistema (3.11)

obtemos o sistema:

{x(t) = 4,x(t)+ B w(t)

2(t)=C,x(t) ’
com A; By e Cy definidos por 4, =A4-B,FC,; B, =B,;, C, =C,-D,FC,. Da
hipotese do teorema, temos C, =M ~'C, W assim:
AW +WAT - BNM'C W ~wCT (M) NTBT + BB <0,
definindo F := NM ™', temos:
AW +WAS +B,B, <0.

Como |G, |} = min{r(C,L.CT): AL, +L.47 +B,BT <0,L, >0},

temos:
G| = min{r(C,L.CT): AL, +L AT +B,BI <0,L, >0}<ur(C,WCT).

Da hipotese de que L satisfaz:
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(c,wct)-L<o,
temos:

wlc,we, ).s w(L).

Portanto ||GW__ ”; < tr(L). 0od

O caso analogo nédo é enunciado devido ao fato de deixar de ser convexo.

3.7.PROBLEMA COM PONTO DE OPERACAO DESCONHECIDO

Considere o sistema linear
(3.12) x=Ax+ Bu,

onde xeR", ueR?, A e R™eB e R™ . Seja u=r+v, onde r € uma constante
desconhecida e v € o controle efetivamente aplicado ao sistema. Note que o sistema livre

(v=0) associado a (3.12), é:
(3.13) x = Ax+ Br

E seu ponto de equilibrio é dado por x, = -4~ Br. Este ponto é denominado ponto de

~ 2
operaciio.
O problema consiste em encontrar uma lei de controle de realimentacio

de saida v, tal que, x. seja um ponto de equilibrio assintoticamente estavel para o sistema

% A abordagem sobre ponto de operagdo utilizada nesta dissertagdo ¢ baseada em [17]
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de malha fechada. Note que o controle v ndo permite a mudanga da posig¢@o original do
ponto de operacdo x..
Note que se r é conhecido, recaimos no problema de estabilizagdo usual,

“ pois uma vez calculado x., basta fazer a mudan¢a de variavel y=x-x,, para que o
estado y satisfaga a dindmica y = Ay + By.
Consideremos a estratégia de controle como fungdo linear do estado

(3.14) v=K(x-x,)

Se ndés ndo conhecemos o ponto de operagdo, esta lei de controle ndo pode ser
implementada. Ao invés de (3.14), podemos aplicar o controle dindmico como fungédo

linear do estado.

(3.15) | v=K(x-%,)

(3.16) % =E(x-%,),

com E € R ™ uma matriz ndo singular. A nova variavel X, pode ser vista como uma
estimativa de x, e a equagdo (3.16) representa um estimador linear.

Podemos perceber que o equilibrio x, € invariante com a realimentagdo
(3.15)-(3.16). Desta forma, fazemos a mudanga de variaveis z=x-x,, y=X, —x,,
Obtendo assim:

y=Ez-y),
e ainda
t=Ax+Br+Bv=Alz +xe)+Br+BK(z -y)=Az+BK(z-y).

Assim o sistema de malha fechada, com o controle (3.14) é descrito por:
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4 z A+BK -BK
(3.17) 1=4,| |,onde 4, =
y % E -E

v

O ponto de equilibrio dessa equagdo € a origem z=y=0. Portanto, o
problema de estabilizar (3.12) se reescreve como o problema de encontrar matrizes K e

E, tal que, a origem do sistema (3.17) seja assintoticamente estavel.

3.7.1. Utilizacdo de LMUI’s para resolver o problema:

Considere as seguintes matrizes:

el et et e ]

Entdo podemos escrever a matriz A, do sistema dindmico em (3.17) como:
(3.18) A,=4,+B,F,C,

Com esta equagdo, o problema de encontrar matrizes K, E tal que o
sistema (3.17) é assintoticamente estavel, é equivalente a encontrar a matriz F, tal que
A, seja estavel. Este problema pode ser visto como um problema de estabiliza¢do por

realimentacdo de saida para o sistema auxiliar ficticio:

[0 45000

¥.(0)=C.x,(0)
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3.7.1.1. Solu¢do do problema auxiliar

Uma condigdo necessaria e suficiente para que o sistema de malha fechada
(3.17) seja assintoticamente estavel, é a existéncia de uma matriz simétrica P, de

dimensdes compativeis, tal que as seguintes desigualdades matriciais sdo satisfeitas.

2

(3.19) » A, P+P4, <0
‘ P>0

Podemos observar que o problema de encontrar P e F, tal que (3.19) seja
satisfeito, ndo € convexo.

Pré multiplicamos e pés multiplicamos a equagdo de Lyapunov por
W = P e obtemos

(3.20)

WA, + AW <0
W>0 .

Dessa forma, podemos enunciar o seguinte teorema, o qual permite

encontrar uma matriz que satisfaz (3.20), garantindo que (3.18) seja estabilizavel.

Teorema 3.7: Sejam matrizes, A,, B, e C,, sendo C, com posto de linha completo, e

sejam W, M e N tais que:
AW +WAT + B,NC,+C,N"B] <0
W>0
MC,=CW

Defina F, .= NM ™. Entdo a matriz A em (3.18) e W satisfazem (3.20).
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Demonstragio: Tomemos u{t)= F,y{t), entdio do Teorema 3.2, temos que o sistema

auxiliar ficticio € estavel, pelo critério de Lyapunov temos que existe 7>0 tal que (3.19)

é satisfeito. C00

Corolario 3.4: Sejam matrizes A,, B, e C,, onde B, tem posto de coluna completo, e P,
M e N matrizes satisfazendo:
PA +A'P-CIN"BI -B,NC, <0

P>0
B.M =PB,

Defina F, =M™ N . Entdo a matriz A, em (3.18) e P>0 satisfazem (3.19).

Demonstragio: E semelhante a demonstragdo do Teorema 3.7. ‘ 0oo

Observacio 3.3: Podemos também estender os resultados acima para o caso de sistemas
de tempo discreto, controle F, e controle robusto para sistemas com incertezas
politopicas. Quando C, =/ o Problema (W) € reduzido a uma técnica de LMI usual, para
resolver o problema de estabilizagdo por realimentagdo de estado, dessa forma a

igualdade MC, =C_ W se torna redundante e pode ser eliminada.



3.8. PROBLEMA DO OBSERVADOR DINAMICO

Mesmo o sistema de controle sendo controlavel e observavel, ele pode
ndo ser estabilizavel por realimentagio de saida. Uma alternativa € a utilizagdo do
observador dindmico para encontrar uma aproximagdo para o estado, e utilizar essa

aproximag¢do para implementar o controle.

3.8.1. Observador Dinamico

Consideremos o sistema (3.6). O observador dindmico ¢ definido pelo

sistema:

(3.21) {5(1) = Az(t) + Bu(t) + L(w(t)- ¥(t))

wt)= Cz(0) ’

o qual é um sistema paralelo ao sistema (3.6). O controle deste sistema ¢ dado pelo
controle do sistema usual adicionado de uma componente da forma L(w-y), com
L e %™ escolhido de modo que (4+LC) seja estavel. Definindo & = x—z a diferenga
entre os estados do observador dindmico e do sistema original, satisfazendo:
§=Ae-L(Cz-Cx)=(A+LC)e¢.

Se (4 + LC) é estavel, obtemos que lim &(£) =0

A analise da estabilidade de (A4+LC) nos leva ao conceito de

detectabilidade, discutido no capitulo 1.



64

Utilizando a estratégia de controle u =Fz, para o sistema (4,B,(),

obtemos o sistema acoplado para (x, z):

(3.22)

x= Ax+ BFz
:=(A+BF +LC)z - LCx’

que esta associado a matriz

/. [ A BF }
~-LC A+BF+LC|
Se a matriz 4 for estavel, conseguimos atingir nosso objetivo inicial e estabilizar (4,B,C)
através do sistema acoplado (3.22). Esta abordagem nos permite, além de estabilizar o
processo, reconstruir seu estado.
& =Xx—z,assim

>

x=(A+BF)x+BFe¢
E=(A+LC)e

portanto a matriz A ¢é semelhante a matriz

a_ A+BF BF
10 A+ILC/|

logo estabilizar 4 ¢ equivalente a estabilizar A, ou seja, a nossa tarefa se resume em
determinar F e L tél que as matrizes (A+BF) e (A+L(C) sejam estaveis .

Pelo Teorema 3.1, (4+BF) é estavel se e somente se existir urﬁ par (W,L)
tal que a LMI (3.5) seja factivel . Pelo teorema 1.10, (A+LC) € estavel se e somente se

(4,,C) for detectavel.
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3.9. CONDICOES NECESSARIAS E SUFICIENTES PARA

ESTABILIZACAO

3.9.1. Transformacio do espaco estado - analise e suficiéncia.

A fim de fortalecermos o Teorema 3.2 e o Corolario 3.1, isto €, dar-lhes
condighes necessarias e suficientes para a estabilizagdo do sistema (3.6) estudaremos

transformagdes de semelhanca. Sendo assim, seja 7y € # ™, uma matriz ndo singular e

defina a matriz 7' =T7,7; .

Seja x(f) o vetor estado do sistema (3.6) e x,(t)=7,"'x(t) o estado

transformado. Com isso obtemos o sistema

(3.23)

b

{J'c(t): ax(t)+ Bult)

ye)=ex(r)

com (@,B,e)=(T;" AT,,T;'B,CT,).

Definindo W = To"W(TO")7 e escrevendo o Problema (W) para o sistema (d,58,C),

temos:

aw +wa” -BNC-CTN' BT <0
W >0
MC = CW

J
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T (4w +wA™ - BNCT,TT ~T,17C"N"B™ X1, Y <0

MCT,T] =CW

W >0 ,como T'=T,T]
MCT,T] =CW
U
AW +WA" - BNCT -TC"NTB" <0
(W) W>0T>0

MCT =CW

Similarmente, para o problema (P), obtemos:

PA+ATP-C"NTB'T™ -T7'BNC <0
(Pp) P>0,T>0
T™'BM = PB
Fica assim facil de perceber que a factibilidade do problema (/#), depende
da representagdo particular do espago de estado. No entanto, existe uma transformagao
de semelhaga levando o problema (W) em problema (W7), que € factivel, se e somente se,

o sistema (3.6) é estabilizavel via realimentagio de saida. Como pode ser visto no

teorema. abaixo:

Teorema 3.8: O sistema (4,B,C) é estabilizavel através do controle por realimentagdo
de saida, se e somente se existe uma matriz T de forma que o problema (W7) seja

Jactivel em (T, W, M, N).
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Demonstracdo: (=>)Suponha que o sistema (4,B,C) seja estabilizavel por realimentagdo
de saida. Entdo existe uma matriz ) € R ™ de dimensdo compativel tal que (4 — BF,C)

¢ estavel. Logo existe W > 0 tal que
(4-BE,C)W +W(4~BF,CY <0.
Assim:
AW — BE,CW +WA" -WC"F] B <0.
Dado um escalar >0, definamos 7T :=aW , temos que T >0, logo existe 7, >0, tal

que 7 = 7,7, . Portanto, 7, é uma transformagio de semelhanga.

AW ~BLE,CaW +WA" —aWCT LFTBT <0
a (24

definindo N = %FO , temos:
AW +WA" — BNCT -TC"N"B” <0.

Logo, (W7r) esta satisteitocom M =1, T=We F,=N.

(<) Por hipétese existe 7p ndo singular, de forma que o problema (#7)
possui solu¢do. Da tltima desigualdade de (W7) e pelo fato de C ter posto p, temos que
CW tem posto p. Assim MCT e # " possui posto p, portanto o posto de M é p, o que
implica que M é ndo singular. Podemos escrever entdo: C =M 'CWT ™. Substituindo na
primeira equagdo de (#7) temos:

AW +WA" - BNM - CwT T -1(r Y we™ (M~ f N"BT <0.
Definindo £, .= NM ! a desigualdade acima se reescreve como:
.AW +WA" - BE,CW —WC"F]B™ <0 ou

(4-BF,CW +W(4-BF,C) <0.
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Como W > 0, temos que o sistema (3.6) é estabilizavel, pelo controle u(t) =F, y(t).

e

Observacao 3.4: Note que o Problema (/) ¢ invariante a mudanga de variavel 7, que

nxn

satisfaca a relagdo C7=R( para alguma matriz inversivel R € 57" .

De fato, (W,M,N) é solugio do Problema (W7), com T = 7,7, satisfazendo CT=RC, se e

somente se (W,MR,NR) for solugio do Problema (W).

Analogamente o Problema (P) € invariante a mudanga de variavel 7, satisfazendo a

condigio 77'B = BR, para alguma matriz inversivel Re®m™.

As transformagdes ortogonais 7,7, =1, sio um exemplo de transformagdo que

satisfazem esta condigdo. 0oa

Observacio 3.5: Caso a transformagdo 7T ndo seja conhecida, os problemas (W7) e (Pr)
deixam de ser convexos. Assim [17] apresenta um procedimento para a escolha da matriz

T, como um problema de otimizagdo para LMI’s. Tal problema consiste em :

‘min traco(P +W)

W.P.N M
sujeito a

JATP+PA+MC +C™MT <0
WAT + AW+BN+N"B" <0
P-1>0, W-1>0

\

A minimizagdo do trago de (W + P ) com as restrigdes P > [ e W> ], torna as matrizes P

e W tdo proximas quanto possivel de /. Se ndo for possivel encontrar uma solug@o para
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o problema de otimizagdo, entdo ndo é possivel encontrar uma matriz 7, tal que (4 +
BF () seja exponencialmente estavel. Por outro lado, quando existe solugdo para o
problema de minimizagdo com as restrigdes, entdo candidatas naturais para a matriz 7

sioT=W eT=P".



CONCLUSAO

Neste trabalho, foram apresentadas diversas maneiras de analisar a
estabilidade de _sistemas de controle. Estes resultados foram apresentados de forma
sistematica, até chegar a abordagem via LMI’s.

No primeiro capitulo, foram apresentados resultados basicos para a
compreensdo dos problemas de controle, esses resultados foram desenvolvidos de forma
bem didatica, a fim de que os leitores menos familiarizados com os conceitos da teoria de
controle, tivessem condig¢Bes de acompanhar o trabalho desenvolvido no terceiro capitulo.

No segundo capitulo, foram apresentadas defini¢des e propriedades das
LMI’s. Apresentamos também a relagdo entre uma matriz de blocos ser positiva definida

com o seu complemento de Schur. Uma demonstragdo simples para a formulagio LMI do
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lema da limitagdo real foi apresentada, tomando a formulagﬁov usual desse lema' como
ponto de partida.

No terceiro capitulo, apresentamos condigdes necessarias e suficientes para a
estabilizagdo de sistemas de controle que utilizam a estratégia de realimentagdo de estado,
utilizando abordagem via LMI da equagdo matricial de Lyapunov. Apresentamos condigdes
suficientes para a estabilidade de sisfemas de controle, utilizando a estratégia de controle de
realimentagdo de saida. Sdo definidos dois tipos diferentes de problemas, o problema (P)
para o caso da dimensdo do input ter dimensdo maior que o output e o problema (W) para o
caso da dimensdo do output ter dimensdo maior que o input. Esses dois tipos de problemas
apresentam desigualdades matriciais convexas, o que € uma vantagem, pois podemos
soluciona-los através do pacote computacional SCILAB. A fim de mostrar que a
aplicabilidade desses problemas € grande e de facil utilizagdo, sdo feitas aplicagdes a
problemas de estabilidade de sistemas discretos, problemas com incertezas politdpicas,
problema ., problema F,, problema com ponto de operagdo desconhecido e o problema
do observador dindmico.

Provamos também que os problemas (P) e (W) sdo sensiveis a
transformagdes de semelhanga, pois geram LMI’s que ndo sdo convexas. Para resolver o
problema da convexidade, faz-se necessario que se encontre uma matriz 7. Em [17]
encontramos um problema de otimizagdo para LMI’s, o qual apresenta candidatas naturais

para a matriz 7, caso possua solugdo. A explicagdo do motivo pelo qual a existéncia de

' A este lema, nos limitamos a apenas enuncid-lo pois sua demonstragio é extensa ¢ foge dos nossos

propdsitos. Porém sua demonstragdo pode ser encontrada em [15]
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solugdo para o problema de otimizagdo implica em T'=W ou T =P~', ndo foi efetuado
neste trabalho, podendo-se assim dar uma continuidade a pesquisa realizada.
Uma contribui¢do desse trabalho que vale a pena ressaltar, ¢ uma

simplificagdo da demonstragdo do teorema 3.8, o qual ja havia sido demonstrado em [16].
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