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ARCH(p) — Modelo estocastico auto-regressivo, com varidncia

condicional (heterocedastica), de ordem p
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Este trabalho trata da anadlise de n3o-linearidades em series
temporais, utilizando técnicas da dinamica n3do-linear e das
regresstes n3o-paramétricas. Testes estatisticos conhecidos s3o

empregados para identificar n3o-linearidades e se as nao—
linearidades abservadas podem ser explicadas por modelos
estocasticos n3o-lineares ou por modelos deterministicos
caéticos. Modelos de previsdo de séries n3o-lineares
desenvolvidos na Fisica, implementados neste trabalho através de
regressies n3o—-paramétricas disponiveis na literatura
econométrica, s3o utilizados para decidir qual das trés

modelagens, a linear estocéstica, a niao-linear auto-regressiva
estocadstica ou a n3o-linear deterministica, é a mais apropriada
para certas séries temporais. As idéias, técnicas e métodos
descritos sio aplicados a séries simuladas artificialmente e a
uma serie do mundo real. Finalmente, n3o-linearidades sdo
analisadas em séries financeiras brasileiras, procurando-se a
origem das nao-linearidades observadas e suas relaces com as
técnicas e modelos aqui apresentados.

xv



ABSTRACT

The present work intends to analyse the non-linearities found in
time series making use of non-linear dynamic techniques and of
nonparamsetric regressions. Some well known statistics tests are
managed to identify non—linearities and verify if these
non—linearities could be explained by the non—linear stochastic
models or by the chaotic deterministic models. Forecast models of
non—linear series developed by the Physics and implemented in the
present work through the nonparametric regressions available in
the econometric literature are used to define wich modelling -~
the stochastic linear, the stochastic non—-linear autoregressive
or the deterministic non-linear — is the most appropriated one to
determined time series. The ideas, techniques and methodos here
described are applicable as to artificially simulated series as
toc a real world serie. Finally, the non—-linearities are analysed
in certain brazilian financial time series as to search the
origin of those non-linearities and the way they are related to
the techniques and models employed.

xvi



INTRODUCAD

Nos tiltimos anos, muitos trabalhos em séries temporais téem
investigado caos deterministico em séries do mundo real. Em
particular, em Economia e Financas foram depositadas esperangas
de que os modelos deterministicos cadticos fossem capazes de
explicar as grandes flutuagBes e o complexo equilibrio de longo
prazo dos sistemas dinimicos geradores de algumas dessas séries.

Dois pontos em comum podem ser destacados nesses trabalhos:

1) a investigac3o de caos deterministico através da dimens3o
de correlagdo;

2) a idéia de que a presenga de caos justificaria a
imprevisibilidade do comportamento futuroc da série temporal a
partir de dados passados observados.

A dimens3o de correlacdo, técnica com origens na Fisica,
empregada para investigar caos em séries temporais com
comprimento(nimero de observagdes) ilimitado e baixo nivel de
ruido, revelou—-se inadequada as séries do mundo real, onde os
sistemas dindmicos geradores das séries n3o est3oc sob controle do
pesquisador e tém em geral pequeno comprimento e nivel de ruido
significativo. Embora a dimensao de correlag3o tenha apontado
fortes indicios de n3oc-linearidades e a provavel presenga de caos
em algumas séries, os resultados n3o s3o conclusivos devido ao
"emprego de algoritmos dessa técnica fora do contexto para o qual
foram desenhados. '

A ideia de que a presencga de caos deterministico
justificaria a imprevisibilidade da série temporal é criada no
leitor desses trabalhos de forma subjetiva e ndo intencional,
através da omiss3o de referéncias a técnicas de previsdo para as
séries, eventualmente identificadas como cadticas. Essa idéia,
correta para previsBes de longo prazo, n3c & verdadeira para
previsSes de curto prazo. Séries deterministicas cadticas s3o
previsiveis a curto prazo. 0 erro e o© horizonte da previs3o
dependem da sensibilidade &s condigBes iniciais, do comprimento e
do nivel de ruido da série observada do sistema dindmico.

0 resultado tedrico, devido a Takens, o qual permite o
emprego da dimens3o de ' correlacdo para investigar caos
deterministico em sistemas dinamicos a partir da série univariada
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observada, afirma também que sistemas deterministicos cadticos
podem ser modelados por modelos auto-regressivos nac—lineares,
indicando ocutra forma de investigar caos deterministico, mais
préxima da metodologia das Séries Temporais: a modelagem da série
temporal por modelo nao-linear auto-regressivo( modelc de
previsdo) e a investigac¢do de quando o caos pode explodir nesses
modelos.

Modelos de previs3o de séries deterministicas cadticas
surgiram na Fisica com o trabalhoc de Farmer and Sidorowich(1987).
Com esses modelos, os autores investigaram caos em sistemas
deterministicos cadticos, avaliando indiretamente a gqualidade dos
modelos através dos erros de previsio e da reproducaoc de
invariantes geométricos e dinamicos conhecidos dos sistemas.
Casdagli(1992) retoma os modelos de previsico de Farmer and
Sidorowich e mostra que @ possivel decidir sobre a modelagem mais
apropriada para dada série temporal, com o auxilio desses
modelos.

Uma caracteristica dos modelos de previsSo chama a atenc¢do:
o comprimentoc da série temporal para construir esses modelos é
substancialmente menor que o exigido para estimar a dimens3o de
correlacd3o, embora possa ser exageradoc para séries do mundo real.

Motivado por essas colocacbes, pretende-se:

1) avaliar o© desempenho dos modelos de previsdo de Farmer
and Sidorowich e do algoritmc de modelagem de Casdagli,
implementados neste trabalho com regresstes n3o-paramétricas
disponiveis na literatura, em séries temporais n3o-lineares com
pequeno comprimentc e com nivel de ruido significativo, com a
avalia¢do indireta dos modelos de previs3c substituida por testes
estatisticos adequados aos residuos dos modelos;

2) investigar nado-linearidades em séries financeiras
brasileiras e, em particular, investigar se essas nao—
linearidades podem ser explicadas pela existéncia de variaveis
auto-regressivas n3o-lineares nos sistemas dinamicos geradores
dessas séries.

Este trabalho, buscando atingir os objetivos estabelecidos
em 1) e 2), estd organizado em cinco capitulos. No capitulo 1,
sistemas deterministicos cadticos cléssicos, sdo apresentados.
Conceitos e caracteristicas basicas da dinamica n3o-linear
cadtica e o tecrema de Takens, que permite_ a reconstrugdo do
sistema dindmico a partir da série temporal univariada observada,
sd3o introduzidos. A geometria dos sistemas deterministicos
cadticos, que permite visualizar por que a previsdoc de séries
deterministicas cadticas n3c pode ser feita de forma eficiente
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com os métodos tradicionais de previsio, é enfatizada. As series

deterministicas cadticas observadas nesses sistemas sdo
utilizadas em algoritmos cldssicos da andlise de sistemas
dindmicos ndo-lineares e para gerar séries ndo-lineares com
ruido, empregadas para testar os algoritmos de previsido,

modelagem e andlise da sensibilidade as condigties iniciais de
sistemas estocasticos auto-regressivos n3o-lineares.

No capitulo 2, faz—-se uma revis3o de duas técnicas classicas
da analise de sistemas dindmicos n3o-lineares: a dimens3o de
correlacdoc e o expoente de Lyapunov. Algoritmos e exemplos
numéricos para as séries do capitulc 1, s3o apresentados. Um
conceito mais amplo de sensibilidade as condig¢tes iniciais, que
permite analisar essa propriedade em sistemas estocasticos
nd3o-lineares, & apresentado. Esse conceito sera utilizado para
complementar os resultados obtidos com o algoritmoc de modelagem
no capituloc 4. As limitacBes dessas técnicas também s3o
abordadas. As limitagBes n3c s3o, propriamente, as técnicas da
dimens3o de correla¢d3o e da analise da sensibilidade as condicOes
iniciais, @ sim a utilizag3o de algoritmos dessas técnicas fora
do contexto para o qual foram desenhados: séries deterministicas
com grande comprimento e com baixo nivel de ruido.

No capitulo 3, as regressies ndo-paramétricas NN(nearest-
neighbor), LWR(locally—weighted regression) e redes neurais
utilizadas para construir os modelos de previsao sao
apresentadas. Dois tipos de modelos de previs3o s3o discutidos:
modelos locais e modelos globais. Os modelos locais s3o obtidos
das regressioes n504paramétricas NN e LWR, enquanto os modelos
globais s3o dados por redes neurais. Modelos locais e globais s3o
- construidos para séries deterministicas cadticas e para séries
ndo-lineares com ruido, observadas dos sistemas deterministicos
do capitulo 1. Os erros de previs3o e graficos que comparam oOs
valores observados com o0s valores das previsOes s3oc utilizados
qualitativamente para avaliar o desempenho desses modelos.

No capitulo 4, os modelos de previsdo s3o empregados para
modelar séries temporais n8o-lineares. O algoritmo de modelagem
que permite decidir qual entre as trés modelagens, a estocastica
auto-regressiva linear, a estocastica auto-regressiva nao-linear
e a n3o-linear deterministica, @ aplicado em séries
deterministicas cadticas e séries nd3o-lineares com ruido obtidas
de sistemas do capitulo 13 em séries lineares e n3o-lineares
simuladas numericamente e a uma série n3o—linear do mundo real.
Nos sistemas modelados de forma deterministica ou por modelo
auto-regressivo ndo-linear com baixo nivel de ruido, o caos
deterministico pode estar presente. Exemplos numéricos s3o dados
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para séries do capitulo 1. O expoente de Lyapunov dominante,
estimado a partir das redes neurais, - & utilizado para
complementar os resul tados obtidos com os algoritmos de
modelagem. Especial atencdo € dedicada a determinacd3o da dimens3o
de imers3o a ser utilizada na reconstrugl8o da dinlmica do sistema
a partir da série temporal observada, importante para séries com
pequenc comprimento. Testes estatisticos s3o empregados para
avaliar os modelos de previs3o obtidos com o algoritmo de
modelagem. ‘

No capitule S, testes estatisticos n3o—-lineares s3o
utilizados para identificar ndo-linearidades nos retornos das
séries financeiras: IBOVESPA, BRASFUND, WHM e VALE. O algoritmo
de modelagem no capitulo 4 & utilizado para investigar a
existéncia de varidveis auto-regressivas nos sistemas dindmicos
geradores dessas séries e, em particular, se a existéncia de

variaveis auto-regressivas ndo-lineares podem explicar as
ndo-linearidades observadas. Como alternativa aos modelos
estocasticos auto-regressivos ndo—-lineares, sao utilizados,

também, modelos estocasticos n3o-lineares na varidncia(ARCH).



cAPITILO 1

SISTEMAS DETERMINISTICOS CAOTICOS

Os sistemas deterministicos cadticos, empregados nos
algoritmos deste texto, s30 apresentados a sequir. 0 teorema de
Takens, que permite a reconstruc3o do sistema din3mico a partir
da série temporal observada e que desempenha papel central neste
trabalho, é enunciado e exemplificado. Os atratores dos sistemas
dindmicos cadticos s3o conceituados e caracterizados através das
suas propriedades geométricas.

1.1 CARACTERISTICAS DOS SISTEMAS DETERMINISTICOS CAOTICOS

Sistemas deterministicos ndo-lineares podem apresentar
comportamento semelhante ac de processos aleatdrios. Estes
sistemas s3o ditos cadticos(Formalmente, um sistema dinamico
deterministico € dito cadtico se o expoente de Lyapunov
dominante(def. em 2.2.2) & positivo (Brock,1986,p.170). Sistemas
deterministicos cadticos apresentam grande variedade de caminhos
no tempo(trajetdrias, drbitas), com seu comportamentoc imitando
processos com choques aleatdrios, de forma diferente da classe de
processos estocasticos lineares, onde somente quatro tipos de
trajetdrias podem ocorrer:

1) trajetdrias oscilantes e estdveis(isto é, convergentes
com oscilagfes de amplitude decrescente para o ponto de
equilibrio);

2) trajetdrias oscilantes e explosivas(oscilacbes com
amplitude crescente);

3) trajetdrias nd3o oscilantes e estaveis,

4) trajetdrias nd3c oscilantes e explosivas.

Baumol and Benhabib(198%,p.79) comentam que:

A lista de possiveis configurages 1) a 4), n3oc é
suficientemente ampla para propdsitos econdmicos, desde
que as trajetdrias de varidveis do mundo real s3o,
frequentemente, mais complicadas. Oscilag¢Bes podem n3o
explodir ou serem amortecidas até desaparecerem.
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Uma forma possivel de obter variada classe de trajetdrias é

através dos sistemas deterministicos cadticosl. Trajetdrias
cadticas podem ser caracterizadas por:
1) Apresentarem bruscas mudancgas qualitativas em seu

comportamento dinamico, semelhantes a grandes choques aleatdrios.
Mas, de forma diferente dos processos submetidos a choques, os
grandes movimentos da dinamica s3oc geradas internamente pelo
sistema deterministico cadtico.

2) Serem extremamente sensiveis a pequenas mudangas nos

parametros do sistema e nas condigtes iniciais. Mudancas
arbitrariamente pequenas nos parametros podem produzir
trajetdrias com caracteristicas completamente diferentes.
Trajetdrias com condigBes iniciais arbitrariamente préximas

divergem no tempo.
3) Nunca retornarem a ponto previamente alcangado, apesar de
permanecerem evoluindo em regi3oc limitada.

Essas caracteristicas motivaram grande ndmero de trabalhos
em séries temporais econdmicas e financeiras, os quais procuram
associar os grandes movimentos e o complexo equilibrio de longo
prazo de alguns dos sistemas dinamicos geradores dessas séries, a
presenca de caos deterministicos. As técnicas empregadas para
investigar caos nesses trabalhos s3o revistas no capitulo 2, com
o auxilio dos sistemas deterministicos descritos a seguir.

1.2 SISTEMAS DETERMINISTICOS cAOTICOS CLASSICUS
1.2.1 Tent
O sistema deterministico cadtico tent(ou triangular) é&

definido pela equagdo de diferencas(Schuster,1988,p.26):

Xg = Blxp—y) =

2%g—1, S€ ¥ £ 0.5,
[ (1.1)

2(1 — %¢—-31), 5@ X > 0.5,

Para quase todas as condicbes iniciais® *p€L0,11, as sequéncias
de iteradas {x¢,t=1, 2,...} dadas por:

%y = B(xg)s %2 = B(xg) = B2(xQ); <v-s Xp = B (%g)y -u-

estdo distribuidas de forma semelhante a um processo aleatério
sobre o intervalo [0,1]. A figqura 1.1.a mostra o grafico do
sistema tent e uma trajetdria(drbita) gerada a partir da condic3o
inicial xqg.
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FIGURA 1.1.a Orbita(trajetdria) do sistema deterministico tent
{(1.1) obtida a partir da co.ndigdo inicial xg.

.

Apesar da sua aparente simplicidade, trés importantes
caracteristicas dos sistemas deterministicos cadticos podem ser
abservadas nas sequéncias das iteradas(trajetdrias, &rbitas) do

sistema dinamico tent:

1) {x¢,t=1,2,...3 cobre de forma uniforme o intervalo

[O,1](Lauwerier,1986,p.53);
2) erros de medida nas condigtes iniciais xg sdao ampliados

exponencialmente(figura 1.1.b)s;
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FIGURA 1.1.b Separacao das trajetdérias causada pela

sensibilidade as condigfies iniciais do sistema
dinimico tent (1.1). As trajetdrias separadas inicialmente por
€>0, no tempo t=2 estdo separadas por 225.



3) {x¢} tem caracteristicas de processo aleatdrio, apesar de
ser processo deterministico, no sentido de que a fungdoc de
autocorrelacd3c e o espectro s3o os mesmos do ruido branco(Liu et
al.,1992,p.526).

1.2.2 Logistica

No sistema conhecido como Logistica, a sequéncia {x} &
gerada pela equacio de diferencas(Lauwerier,1986,p.43):

Xg = o0ip-g1(1 — Xe—1), (1.2)

com xE[0;1] e a€(0,4].

A Logistica (1.2) & exemplo de sistema deterministico
simples que exibe rica e surpreendente dinamica(May,1976).
L auwerier(1986,p.46) prova que:

Pontos de equilibrio estaveis, ciclos limites e
flutuactes aparentemente aleatdrias s3o geradas por essa
equagdo de diferengas, em funcdao do valor do parimetro a.
Para valores de o€(0,3), o sistema & estavel. Para
o€(0,1), as trajetdrias convergem para o ponto fixo x¥=0.
Para o€f1,3), as trajetdrias convergem para um ponto fixo
x¥=0. Para o€[3,4], as trajetdrias podem ser periddicas
ou cadticas. Entre 3 e @g=3.568... as trajetérias
duplicam de periodo com o crescente. A partir de o
existem trajetérias periddicas e trajetdrias cadticas e,
também, trajetdérias periddicas arbitrariamente prodximas

de trajetdrias cadticas>.

1 Muitos modelos na literatura de séries temporais procuram
explorar n3o-linearidades, como forma de permitir trajetorias
diferentes das dadas por modelos lineares. 0O modelo TAR(Threshold
Auto—Regression, Tong and Lim,1980) e o modelo GARCH(Generalized
Autoregressive Conditional Heteroskedasticity, Bollerslev,19B6;
1987) s3o exemplos de modelos que podem produzir trajetdrias
diferentes das permitidas para modelos lineares. O primeiro pode
produzir ciclos limites e o segundo trajetdrias com concentrages
de outlies. _

2 1odas as condi¢Bes iniciais, com excegaoc de um conjunto de
medida zero no sentido de Lebesgue, formam o conjuntc de
condigles iniciais tipicas. '
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Assim, pequenas mudancas no parametro o podem transformar
- s . ’ o . P - . . £ 5.
uma trajetoria caotica(periodica) em uma trajetoria periodica(
cadtica). Esse fato ilustra a sensibilidade da dindmica dos
sistemas deterministicos cadticos aos parimetros do modelo.
Pequenas mudangas nos parametros podem gerar trajetdrias com
caracteristicas totalmente diferentes.

1.2.3 Hénon

0 sistema dinamico(Hénon,1976):

X =1 - a[xt_l]z + Yi—1 T
Yt = bxg—i1,
& exemplo de sistema bidimensional que pode apresentar

trajetdrias cadticas. Para a=1.4 e b=0.3(Hénon,1976,p.72), quase
todas as condi¢Bes iniciais geram trajetdrias que s3o atraidas
para a regidao esbogada na figura 1.5.a. As trajetorias, ao
evoluirem no tempo, percorrem as diferentes partes dessa regilo,
sendo por ela aprisionadas. 0O conjunto de todos os pontos
pertencentes a essa regidoc é o atrator do sistema dinamico
cadtico de Hénon.

1.2.4 A equacio de Mackey-6lass discreta
A equacdo de diferencgas(MacCaffrey et al.,1992,p.687):
¥pei = a¥p + bxp—g/(1 + [xq_g1%), (1.4.1)
& a versdo discreta da equacdo diferencial com defasagens
dx(t)/dt = ax(t) + bx(t—d)/(1+[x(t-d} 1K), (1.4.2)
introduzida originalmemte para modelar a producdo e a perda de
gldbulos brancos(Mackey and Glass,1987). A figura.-1.5.b apresenta
um esbogo do atrator para esse sistema dindmico com os parametros

a=0.2, b=2.0, k=6 e d=2(McCaffrey et al., 1992,p.687). DObserva-se
que de forma semelhante ao atrator de Hénon, o atrator da equagcdo

S A existéncia de trajetdrias estdveis arbitrariamente
praximas de trajetdrias cadticas é explorada em uma nova
fronteira dos caos: Controle de Sistemas Cadticos(0tt et

al.,1990;Romeiras et al.,1992).
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de Mackey-Glass discreta €& uma regiloc do R2 com complexa
geometria.

Os sistemas deterministicos cadticos (1.1) a (1.4) s3o
descritos em termos de equagdes de diferengas. Existem outras
formas de se obter sistemas deterministicos cadticos. Os sistemas
cadticos de Ikeda e Lorenz s3o originados, respectivamente, de
uma aplicagdo do planoc complexo no plano complexo e de um sistema
de trés equagtes diferenciais ordinérias.

1.2.5 Ikeda
O sistema dindmico de Ikeda{(Casdagli,1989,p.342), que modela

a dindmica de fendmenos ligados & emiss3o de raios laser, & uma
aplicac¢do do planoc complexo no plano complexo definida por

F: RZ — R2

(x,y) — F(x,Y) = (P + cp(xcost-ysent), co(xsent+ycost)),(1.5.1)
onde
t = g - cx/(1+x2+y%). (1.5.2)
O sistema dindmico de Ikeda (1.5.1) e (1.5.2) tem neste
trabalho os parametros c1=0.4, co=—0.6 e cz=0.7 e p=1
{Casdagli,1989,p.342).

1.2.6 0 modelo de Lorenz

0 sistema de trés equagBes diferenciais ordinarias
(Lorenz,1963):

dx/dt = -—o( x + y )
[ dy/dt = —xz + rx — y (1.6)
dz/dt = xy - bz,

com (x,y,z)ERs, o>0 e b>0, & conhecido como modelo de Lorenz. Ele
modela a convec¢d3oc forgada de um liquido contra a acd3o da
gravidade( por exemplo: formagdo de correntes de ar na atmosfera
devido ao aquecimento do solo). Um dos primeiros comportamentos
cadticos observados apresentou-se no modelo de Lorenz, no
contexto da metereologia. A sensibilidade do modelo as condigBes
iniciais leva a impossibilidade de prever o comportamento do
sistema para tempos distantes.

Os parametros para (1.6) neste trabalho s3o: 0=10.0, r=0.28
e b=2.66(Kogak,1986,p.138).
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Os sistemas deterministicos cadticos (1.1) a (1.6) geram
caos de "baixa dimensdo", no sentido que a estrutura nado-linear
cadtica pode ser detectada facilmente. Existem sistemas que geram
caos de "alta dimensdo". Caos de alta dimensd3o significa que a
estrutrura n3o-linear cadtica é dificil de ser identificada, a
partir de quantidade 1limitada de dados. Do ponto de vista
operacional, n3oc existe diferenca entre caos de alta dimensdo e
processo aleatdrio(Casdagli,1992,p.306)( 4.3.1, capitulo 4). Um
exemplo de sistema cadtico de alta dimensdo é dado pelo gerador
de nimeros pseudo aleatdrios, apresentado a seguir.

1.2.7 Caos de alta disens3o

Hsieh(1991,p.1842) apresenta o seguinte exemplo de sistema
cadtico de alta dimens3o:

Escolha-se um numero A (por exemplo, 75) e um numero
primo P (por exemplo, 232—1). Com um numerc inteiro Z0s
dito semente, entre 0 e P, geram-se novas sementes usando
a regra’

Z¢ = Azg~1 (mod P),

onde x(mod y) significa o resto da divis3o de x por y.
Ent3o, a sequéncia

{xg = 2¢/P3,

esta "distribuida uniformemente” no intervalo [0,1].

Esse método de gerar numeros pseudo aleatdrios, usado em
muitos programas computacionais, é um processo deterministico
cadtico de alta dimens3o, dificil de ser identificado pelos
algoritmos de andlise de sistemas dinlmicos cadticos(capitulo 2),
considerados a partir de séries com comprimento limitado.

Outro exemplo de sistema que gera caos de alta dimensd3o é
dado pela equagdo de Mackey-Glass (1.4.2) com os parametros
a=-0.1, b=0.2, d=100 e k=10. Para investigar propriedades
dinAmicas e geométricas desse sistema com algoritmos de analise
de sistemas dindmicos, s3o necessarias séries com comprimento
superior a 10°(Casdagli,1989,p.342).
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1.2.8 Séries nio—lineares com ruido

Além das seéries deterministicas cadticas observadas nos

sistemas deterministicos ndo-lineares (1.1) a (1.6), sao
utilizadas neste trabalho as séries ndo—-lineares com ruido

Heénoné, Hénon22, Lorenz1.5 e Lorenzl2, obtidas, respectivamente,
dos sistemas de Hénon e Lorenz adicionando-se ruido {ey
iid. (independentes e identicamente distribuidos) com EtEN(O,Uz).

0 nivel de ruido na série & definido, em percentagem, pelo
desvio padr3o do ruido {e4} dividido pelo desvio padr3o da série
deterministica. A notac3oc Hénoné, por exemplo, indica a serie
observada do sistema dindmico de Hénon com nivel de ruido de &%.

1.3 GEOMETRIA DO CAOS

‘Os sistemas deterministicos cadticos podem ser
caracterizados por suas propriedades geométricas. Por exemplo, o
sistema dindmico tent pode ser visto, intuitivamente, como a
combinac3o dos mecanismos geometricos(figura 1.2.a):

1) esticamento(stretching) uwuniforme do intervalo [0,1]1 em
duas vezes seu comprimentos
11) dobramento(folding) pela metade do intervalo esticado.

AN

x Y
{ - &<?+>A °

~.

P . B . . R -

FIGURA 1.2.a Mecanismos geométricos do sistema dindmico tent. O

sistema evoluindo no tempo duplica o intervaﬁo
{0,1] e, em seguida, dobra pela metade o intervalo duplicado.
Essse processa de esticamento e dobra passa a imagem visual de
que as trajetorias tém comportamento aleatdrio.

0 mecanismo I) e responsavel pela separacdo das condigGes
iniciais arbitrariamente proximas, o que d3 a sensibilidade Aas
condigBes iniciais. 0O mecanismo II) obriga a orbita a ser
limitada. A conjugacao desses dois mecanismos faz a orbita andar
“caoticamente" no intervalo [0,1], passando a impressdo visual de
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um processo aleatario.

Os mecanismos de esticamento e dobra, observados no sistema
tent, estdo presentes em todos os sistemas dinamicos cadticos
caracterizados na segao 1l.4(atratores). Para esses sistemas,
tém-se, de forma geral, a combinacdo dos mecanismos geométricos

representados na figura 1.2.b.

| 1
FIGURA 1.2.b Representacdo da agdo dos mecanismos geométricos
' dos sistemas deterministicos cadticos sobre um
elemento de volume arbitrario. Pontos inicialmente prdximos sdo
separados exponencialmente pelo mecanismo de esticamento(I). O
mecanismo de dobra(Il) os coloca novamente prdximos. A conjugagdo

desses dois mecanismos faz com que a trajetdria tenha
comportamento semelhante aoc de um processo aleatériq.

1.4 EXPOENTE DE LYAPUNOV

A separagao de trajetdrias com condic¢oOes iniciais
arbitrariamente prioximas, causada pelos sistemas deterministicos
cadticos e conhecida como sensibilidade &as condi¢Ges iniciais,
pode ser gquantificada atraveés do expoente de Lyapunov. A figura
1.1.b mostra a separac3o de duas trajetdrias do sistema dinamico
tent, obtidas a partir de duas condigBes iniciais xo e xo*
separadas por e. No tempo t=2 a distancia entre Az(xo) e ﬁz(xo')
é £22. Para t=N, tem—se que AN(xo) e AN(Xo‘) estdo separadas
por (Schuster ,1988,p.28)

eV,
que pode ser escrita na forma

eN = geMNlog2 - NA S
com A=log2. Assim, a taxa média pela qual a distancia & e
multiplicada a cada iterag3o pelo sistema dinamico tent é
elo892y;, Ecsa taxa, maior do gque um, mostra que as trajetdrias
obtidas a partir de condig¢gBes iniciais xg e xo*, arbitrariamente

proximas, divergem.



14
Para o sistema dinamico unidimensional

xt+1 = Tlxg),

onde f:R—R e ndo-linear, tem-se que as trajetdrias com condigSes

iniciais xg e xo‘, separadas por

£ = txo* - xpl
apos N iteractes(t=1,...,N;figura 1.3) est3o separadas por
e¥ = !fN(xot) - fN(xo)l,
que pode ser escrita na forma
e¥ = 1fN(xo¥) - MNixg)1 = efN?,

onde e® & a taxa média de separacdoc pela qual a distancia € @&
multiplicada a cada iterac3o do sistema dinimico. Assim, se eA>1,
as trajetdrias divergem com o tempo em evolucdo(as distancias
aumentam a cada iteracao). Se eh<1, as trajetdrias convergem com
o tempo em evolucdo(as distancias diminuem a cada iterag3o). O
valor de A &€ chamado de expoente de Lyapunov do sistema dinamico.
Se A>0, ent3o e’>1 e as trajétorias divergem. Se A<O, entao e’<1

e as trajetdrias convergem.

Nixo®)
!

Xo‘

c ¥ = g
R — e
N iteragoes

*o

fN(Xo)

‘FIGURA 1.3 Separacdo das condigdes iniciais xo e xot pelo
sistema dindmico x44+1=F(x4). As condigBes iniciais

separadas por € apos N iteragBes(t=1,...,N) estdo separadas por

E', que pode ser escrita na forma E‘=EeNA, onde e) é a taxa média

de separagao. Se eA>1, ¥ cresce com t e as trajetdrias divergem.
Se eA<1, e¥ decresce com t e as trajetdrias convergem.

0 expoente de Lyapunov pode ser definido para os sistemas
dindmicos d-dimensionais com significado geometrico analogo ao
dos sistemas dinamicos unidimensionais(sec3o 2.2, capitulo 2).
Sistemas dinamicos deterministicos com expoente de Lyapunov
positivo(sensibilidade &s condic¢tes iniciais) s3o caracterizados
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como caoticos{Eckmann et al.,19853;Nychka et al.,1992).

A figura 1.4 apresenta duas trajetdrias para a Logistica com
«=3.568, t=1,...,50, e com as condigdes iniciais xp=0.3 e
xo‘=0.305. A sensibilidade as condicdes iniciais{(expoente de
Lyapunov positivo; para a Logistica »=0.69) faz com que as
trajetdrias obtidas a partir de condicBes iniciais proximas
separem-se com © tempo em evolugcdo. Para t<12, na escala
utilizada, n3o e possivel distinguir visualmente a diferenca
entre as duas trajetdrias. Para t:12, as trajetdrias s3o muito
diferentes, de tal forma que o conhecimento no tempo de uma delas

ndo permite prever o comportamento da outra.

T

: Bt pp by
ot e

-

——— - — &

- —
3

;. 2 1 .

]
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b
s
I

FIGURA 1.4 Tfajetdrias da Logistica (1.2) com o=3.568 obtidas das

condi¢des iniciais xp=0.3 e xo‘=0.305, t=1,...,490.
Para t<12, na escala utilizada, n3o é possivel distinguir
visualmente a diferengca entre as duas trajetdrias. Para t212 as
trajetdrias sdo muito diferentes, de tal forma que o conhecimento
no tempo de uma délas nao permite prever o comportamento da da

outra.

Esse exemplo ilustra uma caracteristica dos sistemas
dinamicos com expoente de Lyapunov positivo(sensibilidade as
condicdes iniciais), Que @ a imprevisibilidade do sistema no
longo prazo, causada por erros de medida nas condigbes iniciais.
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1.5 PREVISAO

Os mecanismos geométricos tornam a previs83c das séries
cadticas uma tarefa dificil a ser realizada com o instrumental
tradicionalmente utilizado em séries temporais. Baumol and
Benhabib(1989,p.79) observam que:

A previs3o de séries temporais cabdticas pode ser
ineficiente com técnicas derivadas da extrapolacao(em
varios graus de sofisticag3o) e da estimac3c de modelos
estruturais de previsao. As grandes flutuacbes geradas
dentro dos sistemas dindmicos cadticos -tornam as técnicas
gque utilizam extrapolac3o pouco apropriadas. Modelos
estruturais também sdo comprometidos, pois erros na
estimacio dos parimetros do modelo podem levar a mudan¢as
qualitativas na dinimica do sistema cadtico, tornando a
previsao sem sentido.

Mas, se uma série temporal é observada de um sistema
deterministico cadtico, ela é previsivel a curto prazo. 0
horizonte e a qualidade das previstes de curto prazo dependem dos
mecanismos geométricos. Os modelos de previs3o tradicionalmente
empregados em Séries Temporais devem ser substituidos por modelos
de previsio n3o-lineares(capitulo 3) apropriados a esse tipo de
série.

1.6 ATRATORES
1.6.1 Conceito

Sistemas dindmicos que contraem volumes no espaco de fase
sdao ditos dissipativos. O volume da regidoc do espago de fase,
contendo todas as condig¢Bes iniciais tipicas, € contraido pelo
sistema dindmico dando origem a uma regi3o com volume zero,
chamada de atrator do sistema dinémico(Schuster,1%5819,103).

Nos sistemas dindmicos(dissipativos) cadbticos, apesar da
contracgdo de volume, comprimentos n3oc s3c contraidos em todas as
diregdes e pontos inicialmemte préximos tornam—se
exponencialmente separados com o tempo em evolugdo, até que o
processo de dobra os coloque novamente proximos(figura 1.2.b).
Esse mecanismo de esticamento e dobra de regites faz com que a
geometria do atrator seja complexa, dando origem ao que se chama
de atrator estranho.

Sistemas dinimicos com atratores estranhos sdo
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caracterizados neste trabalho como cadticos4(8rassberger and
Procaccia,1983a,b).

Nas figuras 1.5.a e 1.5.b estdo os esbogos dos atratores dos
sistemas dindmicos de Hénon e Mackey-Glass. A partir de condicfes
iniciais tfpicas, as trajetdérias no tempo, para esses dois
sistemas dinimicos, percorrem as diferentes partes dos
respectivos atratores, sem nunca encontrar pontos passados da
trajetdria.

1.6.2 Reconstruc3o do atrator e da dindmica de um sistema

O importante resultado apresentado a seguir, devido a
Packard et al.(1980) e colocado em bases matematicas sdlidas por
Takens(Casdagli,1986,p.171), permite a aplicac3o de técnicas da
analise de sistemas dindmicos n3o-lineares em séries temporais
univariadas. A partir da observagao de apenas uma das variaveis
do sistema dindmico, & possivel reconstruir a dindmica e o
atrator do sistema no espago de fase. A reconstrugdo dada pelo
teorema de Takens consiste em obter um sistema de equagtes de
diferencas, envolvendo apenas uma das variaveis do sistema
original e suas defasagens, que tém as mesmas propriedades
geométricas e dindmicas do sistema dindmico d-dimensional do qual
se observa a variavel, utilizada no processo de reconstrucdo.

0 teorema de Takens

O teorema de Takens, como enunciado em Casdagli(1992,p.303)
para variaveis observadas em tempo discreto, ¢é& mais apropriado
para os objetivos deste trabalho, cuja énfase é em séries
temporais:

Supondo-se que uma série univariada {XpsN=lyeea} e
observada do sistema deterministico d-dimensional:

s(t) = Ft(s(0)), (1.7)

K N3o existe definicdo formal de atrator estranho, aceita
amplamente. Grebogi et al.(1984) argumentam que estranho é
diferente de cadtico, mostrando a existéncia de atrator estranho
em sistema dinamico que n3o & cadtico. Estranho refere—se,
segundo Grebogi et al., & geometria do atrator e cadtico
refere-se ao comportamento da dindmica dado por sistemas com
sensibilidade as condic¢cBes iniciais.
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com

Xn hi(s(ntg)), {1.8)
onde s(t)ERd s3o o0s estados do sistema no tempo t, a
aplicacdo F:RI—RT d4 a evolugdo da dindmica do sistema
no tempo a partir da condi¢3o inicial s(0), tg & a taxa
de amostragem(periocdicidade de amostragem) e h: RI—R & o
observador.

Takens prova que:

1) Para m>2d e para a defasagem T, as propriedades
métricas e dindmicas do sistema com estados s(t)eRY podem
ser obtidas da sequéncia de vetores {Xpsn=l,...}, oOnde

Xn = (XpsXp—gs=-=s¥%n—(m—1)t)ER™. (1.9)

2) Existe f n3o-linear diferenciavel
f : R®" R, (1.10)
tal que para todos os inteiros p e T,

Xn+p = FP(Xp) = FPOtn %nogs--csXp—(m-1)¢) - (1-11)

7

onde fP = fP™1 , §, & a "p—ésima iterada de f.

O simbolo "o" acima indica a composig3o de funcdes. O valor
de m em (1.9) e (1.11) é dito dimens3oc de imers3c. O método de
reconstruc3o, dado - pelo teocrema de Takens, €& conhecido como
METODD DAS DEFASAGENS. A escolha dos valores de m e T utilizados
no processo de reconstrucdo é discutida na prdéxima sec3o.

No apéndice B procura-se, através de exemplos simples,

ilustrar o significado do Teorema de Takens para sistemas
dindmicos.
Reconstrucdo

O teorema de Takens mostra qu® e possivel reconstruir a
dindmica e o atrator - de um sistema . d-dimensional nao
conhecido(algebricamente), do qual observa-se apenas uma
varidvel. Dada a série temporal {xn,n=1,...,?}, escolha-se uma
‘dimens3o de imers3c m, uma defasagem T e construa-se a sequéncia
de vetaores m—dimensionais
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xn = (xn,xn_T,---,Xn—(m—l)r)ER.s

n=1,...,T. As propriedades meétricas e dindmicas do sistema
dindmico d-dimensional, do qual observa—se apenas a variavel Xns
podem ser obtidas da sequéncia de vetores {Xp.n=1,...T}.

A qualidade da reconstrugd3oc dada pelo método das defasagens,
para séries temporais com comprimento finito, depende de v e de
m. Neste trabalho, T sera numero inteiro positivos. 0 valor m>2d
& cota superior para o processoc de reconstruc3o pelo método das
defasagens, reconstruindo globalmente o sistema dindmico no
espagco m—dimensional. Nas aplicagGes em geral, basta que as
reconstrugtes sejam locais. Para reconstrugdoc local existe
mmin<2d6, valor este que possibilita uma boa reconstrugdc da
dindmica e do atrator no espago de fase. A reconstrugdo local,
que pode ser feita em dimens3oc m<2d, exige séries com menor
comprimento.

E importante observar que a maioria dos trabalhos que
investigam caos em séries temporais econbmicas e financeira57 e,
também, em ciéncias naturais, procuram mostrar a existéncia de um
atrator estranho, empregando a primeira parte do Tecrema de
Takens, a partir de técnicas que ignoram a existéncia de uma
dimens3o minima para a reconstrugdo do sistema pelo método das
defasagens. Para séries do mundo real, em geral com pequenoc
cnmprimentDB, esses procedimentos que ignoram a dimensdo de
imers3o ideal n3o s3o recomendados, pois o© namero de dados
necessarios a essas tecnicas cresce rapidamente com a dimens3doc de
imers3o. Além disso, ignoram a existéncia da fung3o f em (1.11).

Neste trabalho, pretende—se investigar modelos de previsao
de séries deterministicas cadticas, utilizados na Fisica a partir
de 1987(Farmer and Sidoriwich,1987) e implementados aqui com
técnicas de regress3doc n3o—-paramétrica disponiveis na literatura
econométrica (capitulo 3). Esses modelos procuram obter
aproximagcdes da funcio f dada pela segunda parte do teorema de

3 O valor de Tt pode ser determinado através da fung3o de
autocorrelacao(Abarbanel et al.,1990).

6 para uma justificativa matematica sobre a utilizac3o de
dimensdo de imersdo menor que a exigida pelo teorema de Takens,
ver 0Ott et al.(1990). A

7 A investigar3o da existéncia de atratores em séries
econdmicas e financeiras & feita em Brock(1986), Brock - and
Sayers(1988), Scheinkman and LeBaron(1989), Frank and
Stengos(1988a,b) e Ramsey et al.(1990). Scheinkman and LeBaron,
com dados do Center for Research in Security Prices(CRSP),
indicam a existéncia de atrator cadtico para o sistema dindmico
associado a essa série financeira. ‘
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Takens, que possibilitam fazer a previsao Xt+ps P Passos a
frente, de x4. Pretende-se, também, abordar o problema de
determinar a dimens3o de imers3o minima(ou ideal), importante
para séries temporais do mundo real e que o0s pesquisadores de
caos em Fisica afirmam existir(quando relaxam a hipdtese que
m>2d), mas a qual nd3o dedicam atenc3o especial, pois trabalham
com séries com grande comprimento.

1.6.3 Exemplos de reconstrucao
O atrator de Hénon

Um exemplo bem conhecido da reconstrugdo do atrator de um
sistema dindmico, a partir da observacd3o de apenas uma variavel,
é dado pelo sistema deterministico cadtico de Hénon (1.3) com a =
1.4 e b= 0.3.

Escolha-se a dimens3o de imers3oc m=2(menor que a exigida
pelo teorema de Takens), a defasagem —=1 e considere—se‘apenas a
variavel x, como observada. A sequéncia de vetores

{Xp=(%p,%n—1)sn=1,...TIERZ,

reconstrdi o atrator do sistema dinlmico. Através dessa sequéncia
pode—se investigar as propriedades metricas e dinamicas do
sistema original. Na figura 1.5.a, estdoc plotados 1500 vetores da
sequéncia bidimensional Xn- Observa-se na figura o atrator de
Hénon, reconstruido no espago de fase, ocupando regi3o do espaco
RZ2. Para quase todas as condigOes iniciais Xg=(x%gsY0)s as
trajetérias do sistema de Hénon s3o atraidas e aprisionadas por
essa regido. Na reconstrugdo, foi utilizada a coordenada xp.
Resultado andlogo €& obtido, segundo o teorema de Takens, com a
coordenada yp,-

% 0s termos séries com pequenc comprimento e grande
comprimento s3c empregados em varios lugares neste texto. O
nimero de observagies de uma série com pequenc comprimento ou com
grande comprimento depende do contexto. Por exemplo, para
investigar a existéncia de atrator, uma série com 10000
observactes pode ser com pequeno comprimento, enquanto para
investigar a sensibilidade &s condi¢cBes iniciais, pode ser com
grande comprimento. Para aplicacBes em economia e finangas
aceita-se a colocacd3o de Liu et al.(1992,p.S29): " S00(5900)
observacoes € uma série com comprimento grande mas plausivel em
Macroeconomia(Financas), o que corresponde a aproximadamente 40
anos de dados mensais(20 anos de dados diarios)".
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FIGURA 1.5.a Atrator cadtico do sistema dindmico de Hénon(1.3),
obtido da sequéncia {(Xp=(XpsXp-1)s n=1,...,150032,
através do teorema de Takens(Método das defasagens com m=2).

0 atrator de Mackey—-Glass

Dada a série {%n,n=1...,1500}, gerada pela equagao de
Mackey—Glass

Xn+1 = 0.2x%, + 2xn_2/(1+[xn_2]6),

escolha~se m=2 e t=1, obtendo-se a sequéncia bidimensional de
vetores

{Xp=(%Xps%q—1)sn=1,...,1500}eRZ,

que reconstrdi o sistema dindmico. Na figura 1.5.b, esses vetores
estdo plotados. A regido esbocada nessa figura é o atrator do
sistema dinAmico associado a essa equagac de diferencas.
Observa-se, nas figuras 1.5.a e 1.5.b, que os
atratores(cadticos) desses dois sistemas s3o regides do espaco RZ
com complicada geometria e com distribui¢d3o de pontos em geral
nao uniforme. Os conceitos usuais de dimens3ao de objetos
geometricos n3o s3o aplicaveis a essas regiBes. No capitulo 2, os
atratores sd3o caracterizados a partir de conceitos apropriados de
dimens3do, que levam em considerac3o aspectos geométricos e
probabilisticos. A presen¢a de atrator com dimensac nao



inteira(fractal) em sistema dinamico
caracteristico da presenca de caos
Procaccia,1983a,b; Liu et al.,1992).

deterministico

Atratores com dimensado nao-inteira sdo
atratores estranhos(Grassberger and Procaccia 1983a).
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FIGURA 1.5.b Atrator cadtico do sistema dinamico de

S 1 —— — ) i d
4 i da sequéencia {Xp = (Xpsip-1
(1.4), obtido q

1 15001}, atraves do teorema de Takens (Metodo dasv
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com m=2).
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capiTlLO 2

IDENTIFICAGAO DE SISTEMAS DETERMINISTICOS CAOTICOS
Métodos classicos

A identificag3c de sistemas deterministicos cadticos é
feita, geralmente, através do calculo da dimens3o do atrator e do
expoente de Lyapunov. Dimens3o ndo—-inteira caracteriza o atrator
como cadtico. Expoente de Lyapunov positivo indica sensibilidade
as condigbes iniciais, que @ uma das caracteristicas dos sistemas
deterministicos cadticos. Neste capitulo s3o apresentadas
definicfes de dimens3o e do expoente de Lyapunov, algoritmos para
obter esses invariantes geométricos e dindmicos e resultados
computacionais. As limitactes desse tipo de analise na
identificac3o de sistemas deterministicos cadticos também s3o
abordadas.

2.1 DIMENSAD

Existem varias definig¢Ges de dimensdo(Grassberger and
Procaccia, 1983a,b; Farmer, 1982; Farmer et al.,1983), nem. todas
dando o mesmo valor para um dado objeto. As mais importantes
podem ser englobadas em dois tipos:

a) dimensBes que dependem somente das propriedades métricasj;
b) dimensSes que dependem da frequéncia com a qual uma
érbita tipica visita as diferentes partes do atrator.

A capacidade de um conjunto e a dimens3o de correlagao sao
definidas a seguir. A primeira depende somente das propriedades
métricas enquanto que a segunda leva em considerag¢dc a
distribuig¢do dos pontos no atrator.

2.1.1 Capacidade

A capacidade de um conjunto A c— RP, A 1limitado(Farmer et
al.,1983,p.157) & dada por

log{M(e)) .
de = lim  —————e—o . (2.1)
e—0 1log (1/g)
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onde M(€) € o numero minimo de cubos de dimens3oc d e aresta €
necessario para recobrir o conjunto A.

A capacidade d. para os conjuntos dados por pontos isolados,
linhas e areas, coincide com a dimens3oc utilizada na geometria
elementar. Assim, a definicdo de capacidade amplia o conceito
usual da dimens3ic de objetos geométricos. Para um ponto no
plano(figura 2.1.a), tem-se M(e)=1 para todo . Entdo,

de = lim  —————————— = lim -—-—————— = 0.
e—0 1log(1l/e) E—0 1log(l/e)

X2

«M

==

1

FIGURA 2.1.a Recobrimento de um ponto isolado por cubos de
dimensao 2 e aresta €.

Para uma curva plana € de comprimente 1(figura 2.1.b),
tem-se M(e) o« L/e, isto &, © namero de cubos necessarios para
fazer o recobrimento da curva €& proporcional ac comprimentoc da

curva. Ent3o,

logM(e) log(L/€)
de = lim  —————ur—— = lim —————————— =
e—X0O log(l/e) €—0 1log(l/g)
logl. — loge logL
1im = 1lim (1 - ————— ) =1,
e—0 —loge €—0 loge

pois loge——w , com E—0.

De forma analoga, para uma superficie plana com area A,
tem-se M(e) o A/e2. Entdo,

logM(e) log(A/Ez)

e—0 log(l/ge) e—0 log(1/g)
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FIGURA 2.1.b Recobrimento de uma curva C de comprimento 1 por
cubos de dimensdo 2 e aresta €.

Para conjuntos mais gerais, chamados

Mandelbrot,1982), d. pode ser ndo—inteira. A construgdo a

de

- r - - o or - -
mostra um objeto geometrico com dimensao nao—inteira.

Dado o segmento de reta com comprimento 1,

fractais(

seguir

retire-se desse

I - - - -
segmento o ter¢o medio. Em sequida retirem—se, sucessivamente, os

tercos médios dos segmentos resultantes. As etapas desse processo

de construcdo estdo esquematizadas abaixo.

0o
O 173 273
(o] 1/9 2/9 1/73 2/3
- _52 _—
0

7/9

8s9

0 nimero M(e) de cubos de dimens3o 2 e aresta e=1/3" necessarios

para recobrir o conjunto resultante, apds a retirada

s - ra - - ¥
medios, na n—esima etapa desse procedimento e:

M(e)= 2.
Entao,
logM(e) log2”
de = lim ———————r = lim  ————p—
e—o 109(1/£) n—3 oo log3

dos

tercos
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In2
1im ———— n 0.631.

n—co In3

0O conjunto obtido com o procedimento de retirar o terco
médio € conhecido como conjunto de Cantor. Esse conjunto tem
dimensdo ndo-inteira(capacidade d.=0.631), isto €, o conjunto de
Cantor @ um objeto fractal.

A existéncia de atrator com dimens3o n3o—inteira(fractal)
caracteriza neste trabalho o sistema dinamico como cadtico(Liu et
al.,1992), embora existam sistemas dinamicos n3o-cadticos com
atratores de dimensdao ndo-inteira(Grebogi et al.,1984; nota 4,
segcao 1.6). Atratores com dimens3o fractal s3o chamados de
atratores estranhos(Grassberger and Procaccia,l?BSa).' A figura
2.1.c apresenta o atrator cadtico(estranho) do sistema dinamico
de Hénon, reconstruido pelo método das defasagens com série de
comprimentc T=1500 e na dimensdo de imersao m igual a 2. A valor
da dimens3do(capacidade) aceita para esse atrator estranho é de
1.26(Grassberger and Procéccia,1983b).
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#IGURA 2.1.c Recaobrimento dao atrator do sistema dinamico de
Hénon(1.3) por cubos de dimensdo 2 e aresta €. A

dimensdo(capacidade) aceita para esse atrator estranho é dg>1.26.

Na definicdo de capacidade, os cubos usados no recobrimento
do atrator entram com o© mesmo peso na determinacao de de,
independentemente dos numeros de pontos por eles contidos. Assim,
a capacidade n3o & sensivel a frequéncia com a qual a trajetdria
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visita as diferentes partes do atrator.

0 cdlculo de d. pode ser dificil ou até impraticavel,
inclusive para atratores de sistemas dindmicos cadticos com baixa
dimensdo(Ben—Mizrachi et al.,1984,p.975). Na referéncia
Grassberger(1983a,p.348), para estimar d. para o sistema
dindmico de Hénon s3o necessadrios 200000 pontos para assegurar a
existéncia do 1limite em (2.1). Para o modelo de Lorenz, com o
mesmo nimeroc de pontos, n3oc ¢é obtida, nessa referéncia, a
convergéncia do limite em (2.1).

Esses exemplos mostram que o calculo da capacidade de
atratores exige grande numeroc de pontos e grande capacidade
computacional. A dimens3o definida a sequir evita parcialmente os
problemas apontados na determinagdoc experimental da capacidade
de-

2.1.2 Dimens3o de correlacio

A dimens3o de correlac3c é definida em Grassberger
and Procaccia(1983a,p.347):

Considere-se a série temporal {XtER",t=1,...,T} no
atrator cadticoe. Devido a sensibilidade as condigBes
iniciais as trajetdrias divergem exponencialmente,
implicando que (Xi,Xj), i=j, s3o dinamicamente n3o
correlacionados, como se fossem pontos de uma sequéncia
gerada aleatoriamente. Mas, tais pontos estdo imersos no
atrator, implicando que sdo espacialmente
correlacionados. A correlacdo espacial pode ser medida
pela integral de correlacio

C(e) = 1lim ( 1/T2 ) { #(i,3) = 11 X5 — X 11 < € 3(2.2)
T— oo ,
onde Il = Il é& alguma norma no R" e #ti,j) indica o

r . - -
numerc de pontos com a propriedade que especifica o
conjunto.

A integral de correlacd3o mede a fracdo de pontos do atrator
que est3o a uma distdncia menor do que € uns dos outros.

Se para e—¥, a integral de correlacdo C(e) segue a lei de
escala

C(e) «< €Y, (2.3)
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o valor de v & chamado de expoente de correlagdo ou dimensdo de
correlacdo(Grassberger and Procaccia,1983a,p.347).

A dimens3o de correlacdo & cota inferior para capacidade.
Vale, em geral, a relagca@o v<d.. A igualdade & realizada quando a
distribuicdo dos pontos no atrator & uniforme(Grassberger and
Procaccia,1983b,p.197).

Para a Logistica, com o=3.5699456, tem-se u=0}500<0.538=dc,
mostrando que a distribuig¢3oc dos pontos no atrator da Logistica
ndo € uniforme, enquantoc que para o atrator do modelo de Lorenz,
v=d.=2.06 mostra que a distribui¢cdo dos pontos nesse atrator e
uniforme(Grassberger and Procaccia,1983a,p.348).

Para atratores de sistemas deterministicos cadticos com
baixa dimens3o(?), as diferengas numéricas entre as varias
definicOes de dimens3o sdo geralmente pequenas, mas existem
exemplos de atratores onde elas s3o muito grandes (Smith,
1992,p.330). .

A dimens3o de correlac3o é a dimens3o mais empregada na
identificac3o de caos em sistemas dinamicos n3o-lineares. Duas
razfes podem ser apontadas para justificar sua ampla utilizac3o:

1) das definicBes de dimens3oc, €& a que exige menor
capacidade computacional e que tem algoritmos com melhores
propriedades de convergéncia; ‘

2) testes estatisticos para detectar n3o-linearidades em
séries temporais s3o construidos a partir da integral de
correlacao.

2.1.3 Algoritmos
A definicdo alternativa da integral de correlagao em

Hsieh(1989,p.342), apresentada a seguir, facilita as estimativas
da dimens3o de correlacdo:

A integral de correlagdo pode, também, ser definida por

C(e) = 1lim  ~27777° I 1.(Z5,Z5), (2.4)
T—tco T(T-1) 1£i{j£T

onde {Z¢,t=1,...,T} €& uma série temporal- de vetores
de dimens8o d e Iz @ a fungdo indicadora definida por



1, se 11 Z; - Z5 11 < €
I[
0, se 1125 —-2Z; 11 28,
e Il * 1l indica alguma norma no espag¢o rRY.

Para T finito e para dado valor de €, estima—se a
integral de correlagao C(e) por

C(T,e) = ————— I 1g(Z5,Z5)- (2.5)

A dimens3oc de correlagdoc v(T) é estimada de (2.3), através

de

logC(T,e) ~ k. + vloge, (2.6)
por regressao linear, na parte linear do grafico de
logC(T,e)vs.loge, como é recomendado por Grassberger and

Proccacia(1983a,b).

Outra opg¢do, segundo Brock and Baeck(1991,p.699), é estimar
v por

v(T,e,e+pBe) = (logC(T,e+Ae) — 1logC(T,e))/(log(e+he) — loge),(2.7)
que e uma estimativa de
v = dlogC(T,e)/dloge.

A integral de correlacdo pode ser estimada para processos
univariados a partir da reconstrucdo do atrator, pelo método das
defasagens. Seja {X¢,t=ly...,TF uma série univariada. Para dada
dimens3o de imers3o m, construa-se a sequéncia de vetores de
dimens3o m(chamados de m—histdrias):

Zy = x¢™= (XgaXt—1s---sXt—(m-1))>

com t=m,...,T.

A integral de correlagdo C(T,e,m), para essa dimensao de
imers3do, é estimada por
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C(Tye,m) = —————— = Ig(xi™,x;™, (2.5)
T(T-1) mei<i£T

e a dimens3o de correlacdo v(T,m) & estimada de (2.6) ou (2.7),
com C(T,e,m) no lugar de C(T,e).

As estimativas da dimens3o de correlagdo dependem dos
valores de € considerados. Em (2.6), escolhe-se visualmente a
parte linear do grafico logC(T,e,m)vsloge e estima—-se v através
de regressao linear. Em (2.7), um procedimento comum é
transformar a série para o intervalo [0,1] e escolher & na forma
e=0.9j, j=1,...,k,(Brock and Baek,1991; Liu et al,1992,p.S529).
Outra possibilidade & escolher valores de & expressos em termos
do desvio padr3o da série(DP). Os valores de € s3o, geralmente,
£=0.50, 0.75, 1.00, 1.25 e 1.50 DP(Hsieh,1989,p.348). Neste
trabalho, as estimativas da dimensdo de correlagdo saoc feitas
através de (2.6) ou (2.7) com e=1/21, i=1,2,.... Também s3o
utilizados valores de & como em Hsieh(1989).

2.1.4 Distinguindo sistemas deterministicos cadticos de

ruido
. A dimensdo de correlagdo permite distinguir sistema
deterministico cadtico de um processo independente e
identicamente distribuido(iid.). Grassberger and Procaccia

(1983a,b) mostram que:

Imergindo—-se o sistema dindmico no espa¢o m—dimensional e
fazendo m crescer, entdo, se {xeF & iid., v(m)=m para
cada m. No caso de a dinimica ser governada por sistema
deterministico cadtico, v(m) n3o cresce indefinidamente
com m, atingindo wvalor v*, a partir do qual se torna

independente de m.

Para um sictema deterministico cadtico com baixo nivel de
ruido(definig3o em 1.2.8), o0 ruido n3o destrdi a estrutura
cadtica(fractal) do atrator. Ben-Mizrachi et al.(1984,p.976)
mostram que:

Imergindo—se o sistema dindmico em espa¢go m—dimensional
tem-se:

1) em escalas maiores que a do nivel de ruido, C(g)cce™,
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donde v=m3;

2) em escalas menores que a do nivel de ruido, C(eg)«eV,
donde v & a dimens3o de correlacio.

0 grafico da curva logC(e)vs.loge dada por (2.6) apresenta
mudan¢a da declividade(inclinacdo, coeficiente angular) noc ponto
em que € iguala o nivel de ruido, dando um critéric para
caracterizar atratores com ruido. O valor de € onde ocorre a
mudanga da declividade do griafico informa também sobre o nivel de
ruido ho sistema, apontando as escalas que dizem respeito ao
compor tamento deterministico cadtico e ao ruido.

2.1.5 Resultados numéricos

Foram estimadas, com séries de comprimento T=1500, as
dimensBes de correlac3o para os sistemas deterministicos cadticos
Hénon(a=0.3, b=1.4) e Mackey-Glass(a=0.2, b=2, k=6, d=2), para o
processo estocastico ARCH(2) {€¢} dado por

Zy = Et/htllz

onde z{€EN(0,1) iid. e

hy = ag + a1ty +azeEt-_2;

com a5=0.03, o1=0.3 e ap =0.2 e para o processo iid. normal
N(O,1).

Nas figuras 2.4.a e 2.2.a estido, respectivamente, os
griaficos de logC(T,m,e)vs.loge para os sistemas dindmicos de
Hénon e Mackey-Blass com m=2,...,9. Para cada m existe uma "parte
linear" no grafico = correspondente. A declividade da reta,
ajustada na parte linear do grafico, € a dimens3o de correlacdo
para o sistema dindmico na dimens3o My M=2,...9.

Para o sistema de Hénon na dimens3oc de imers3o m=2, da
regressao linear

logC(1500,e,2) = —-0.27 + 1.191oge,
(0.03) (0.01)
R? = 0.98,
obtém-se, como estimativa para a dimensd3c de correlacdo,

w=r(1500,2)= 1.19, com o0os erros padres das estimativas dos

coeficientes da regress3oc linear dados entre parénteses. 0O valor
2 . s - ~r ‘ ~

de R e o coeficiente de determinagao da regressao.
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Para a equagdo de Mackey—Blass na dimens3o de imersdo m=3,

tem—se
logC(1500,e,3) = 0.06 + 1.651oge,
(0.13) (0.02)
’ RZ = 0.98.

A dimens3o de correlac3o estimada &, entdo, v=r(1500,3)=1.65.

Observa-se que, nas figuras 2.4.a e 2.2.a, as partes
lineares dos graficos para m=2,...,5, saoc aproximadamente
paralelas, isto &, a declividade v & independente de m. Isso
permite concluir, através do algoritmo de Brassberger—Procaccia
(segdo 2.1.4), que os dois sistemas 556 caéticos, com as
dimensGes de correlagdo estimadas acima.

Nas figuras 2.6.a e 2.6.b, estdo - Oos graficos
logC(T,e,m)vs.loge para os processos estocasticos ARCH(Z) e
normal iid. Os graficos apresentam nas partes lineares

declividades crescentes com m variando de 2 a S(quadro 2.1).
Assim, o algoritmo da dimensdo de correlacao estd indicando
corretamente que os processos observados n3oc s3o cadticos(de
baixa dimens3o; geradores de nimeros aleatdrios sao, em geral,
processos caGticos com grande dimensdo, por exemplo, 1.2.7,
capitulo 1).

Nos exemplos anteriores, a dimensdaoc de imersdo maxima
utilizada é m=5. As séries com comprimentoc T=1500 para esses
sistemas n3o suportam dimens@es de imers3o superiores a m=5, isto
&, o numerc de pontos em (2.8) com e=1/21 & muito pequenc ou nulo
para m>5 e para valores de i que tornem € suficientemente
pequeno(na definigdo de dimens3o de correlagdo (2.3), £—0).

QUADRDO 2.1- DIMENSAD DE CORRELACAD v PARA 0OS PROCESSOS
ESTOCASTICOS NORMAL IID E ARCH(Z2)

PROCESSO
m NORMAL I1D ARCH(2)
2 1.921(0.05) 1.85(0.03)
3 2.98(0.03) 2.74(0.03)
4 3.69(0.07) 3.61(0.07)
S 4.81(0.12) 4.39(0.07)

O valor entre paréntesesé o erro padr3o da estimativa da dimens3o
de correlacdo através da regress3o(2.6).

Foram estimadas, também, a integral. de correlagcd3o para os
sistemas dini3micos de Hénon e Lorenz, e de Hénon e Lorenz com
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ruido: Hénoné, Hénon22, Lorenz1.S5S e Lorenz12. 0O comprimento das
séries para todos esses sistemas é T=1500. ’

A figura 2.3.a mostra os graficos logC(T,e,m)vs.loge para a
série Lorenz com m=2,...,7(para valores de m>7 os graficos se
superpdem ao grafico correspondente a m=7), e a figura 2.2.b
mostra o grafico da dimens3c de correlagdoc para m=2,...,10.
Observa-se que, na figura 2.2.b, a dimens3o de correlagdo v(T,m)
tende a tornar-se independente da dimens3oc de imersao m,
convergindo para a dimens3doc de correlacgdo v¥(T)x2.2.

A figura 2.3.b apresenta os graficos de logC(T,e,m)vs.loge
para a série Lorenzli.5. Observa-se na figura 2.3.b, que os
graficos mudam de inclinagdo no intervalo [-4.6,-3.6]. Para
loge=-4.6, tem—se £=0.010 e, para loge=-3.6, tem—-se £=0.027, o
que indica nivel de ruido entre 1.0% e 2.7%Z. Para valores de loge
menores que -3.6, os graficos mostram o© efeito do ruido no
sistema. Para valores de loge maiores que -3.6 e menores que
-1.6, os graficos mostram que o sistema tem caracteristicas
cadticas, visto que os graficos logC(T,e,m)vs.loge nas dimensfes
mais elevadas(m=5,6,7) tém partes lineares aproximadamente
paralelas, indicando que a dimensd3c de correlagaoc tende a
tornar—se independente da dimensdo de imersﬁo,‘com m crescente.

A figura 2.3.c apresenta os graficos de logC(T,e,m)vs.loge
para a série Lorenzl2. Para esse nivel de ruido, os graficos s3o
dominados pelo efeito do ruido, reduzindo drasticamente a parte
linear dos mesmos e dificultando as estimativas da dimens3o de
correlacdo para esse sistema.

As figuras 2.4.b e 2.4.c mostram os graficos logC(T,e,m)
vs.loge para as séries Hénoné e Henon22. Para a série Hénoné, os
graficos indicam, de forma andloga ac modelo de Lorenz, um
sistema deterministico com ruido, mas para Hénon22 os graficos

sd3o dominados pelo ruido, escondendo assim o comportamento
cadtico desse sistema. '

As estimativas da dimensac de correlagao dadas pelo
algoritmo de Grassberg—Procaccia com (2.5) e (2.6), dependem da
escolha visual das partes lineares dos graficos

logC(T,e,m)vs.loge. A discussdao a seguir procura mostrar a
subjetividade desse procedimento e sugerir uma escolha menos
arbitraria para o intervalo de variacdo de € a ser considerado.
As figuras 2.5.a, 2.5.b e 2.5.c mostram os graficos da
dimens3o de correlagc3o para as séries Lorenz, Lorenzli.S e
Lorenz12, respectivamente, estimadas com o algoritmo de
Brock—Baeck (2.7) e para os valores de E=2—i, i=6,...,16. Para a
série Lorenz, a dimens3o de correlagdo nas dimensBes mais
elevadas, € aproximadamente constante no intervalo dado por i=9 a
11, o que corresponde ao loge variando no intervalo [-3.3,-2.71].
Para a série Lorenzl.S entretanto, o intervalo de variac3do de &
mais "apropriado" seria dado por i=8 a 10, o que corresponde a



loge variando no intervalo [-3.0, —-2.4]. A figura 2.5.c mostra
que ndo é possivel definir a dimens8o de correlagdo para o
sistema Lorenzl12, a partir da correspondente série com
comprimento T=13500.

Essa discussdo procura esclarecer, também, como esse
algoritmoc perde sua eficiéncia em séries com nivel de ruido
significativo. Para sistemas com nivel de ruido pequeno(veija
Lorenz1.3, figura 2.5.b), o algoritmo exige séries com grande
comprimento, de forma a aumentar a parte linear dos gréficos
logC(T,m,e)vs.loge. Os algoritmos da dimens3c de correlagao
descartam observagctes; para séries com grande comprimento é
possivel escolher & muito pequeno, o que a tende a aumentar as
partes lineares dos graficos.

2.1.6 LimitacgOes

As conclustes obtidas com a dimensdo de correlag3oc devem
levar em consideracdo as seguintes limitagcdes:’

1) A dimens3c de correlagdc exige séries com grande
comprimento para identificar corretamente processos cadticos. A
influéncia do comprimentoc da série no calculoc da dimens3o
correlacdo € analisada por Theiler(1986,1990) e Broomhead et

al.(1989). Eles provam que um conjunto 1limitado de dados
estocasticos ou deterministicos introduzem comportamento andmalol
na integral de correlacao, inibindo boas estimativas.

Smith(1988,p.283) prova que o numero de pontos T necessaric para
estimar a dimens3oc de correla¢3c com precisdoc de 5% é da ordem de
Tnin>42", onde m é o menor inteiro maior que a capacidade d. do
conjunto. Para um atrator com d.»~1.7(Mackey—-Glass, por exemplo),
Tmin2422=1764 pontos.

2) A dimens3o de correlagdoc sé pode ser observada para
pequenos valores de e{na definic3o (2.3), e—0). Como
consequéncia, muitos valores da série s3c descartados pelo
algoritmo, implicando em perda de .informagﬁes. Para séries do
mundo real em geral, com pequenc comprimento, esse fato
representa um sério problema(Sugihara and May ,1990,p.738).

3) Existem limitacOes intrinsecas ao algoritmo.
Ruelle(1989,p.245) argumenta que o intervalo de varia¢d3o de £ no
algoritmo de Grassberger—Procaccia deve ser da forma r '<£e<ior! A
partir desse intervalo, mostra que o algoritmo é limitado
superiormente por 2logjoT. Assim, dimenses de correlagdo com
valores préximos ou maiores que a cota superior nd3o devem ser
consideradasz.

4) Processos estocasticos podem ser identificados como
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FIBURA 2.21 Braticos das curvas
logC(T,co®)va.logs, estimadas atraves da (2.8,
sagic 2.1.3), para © sistesa dinamico da
Mackey-Glass(fig. 2.2.a), com T=1500, e=1/2) @
B%2,...45. AS curvas aais baixas corresponden
as dimensSes de imersio sais elavadas. Grifico
da dimensio de correlacio v(T,m), estisado
através de (2.6 @ 2.8, se¢io 2.1.3), com
T=13500, e=1/28 @ at2,...,10, para o sodslo de
Lorenz(fig. 2.2.b).
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FIBURA 2.3. Graticos das curvas

logC(T,m,c)vs.l0gs, estimados atraves de (2.8,
se¢io 2.1.3), para o mndelo de Lorenz (fig.
2.3.a), Lorenzl.5 (fig. 2.3.b) e Lorenzi2
(fig. 2.3.c) com T=1500, s=1/2* e m®=2,...,7.
As curvas mais baixas correspondes as
disensOes de imersio sais elevadas.
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FIGURA 2.4. Graticos das curvas
logC(T,e,c)ve.loge, estimadas atraves de (2.8,
s®cin 2.1.3), pars o sistesa dinasico da Henon
(fig. 2.4.a), Hénoné (fig. 2.4.b) e Henon22
(tig. 2.4.c), com T=1500, €=1/2* @ @=2,...,7.

As curvas ®ais baixas correspondea as

dimensdes de imersio sais elevadas.

LogC(T,m,e)

LogC(T,m,e)




FIBURA 2.35. Graticos da dimensio de correlacio
v(T,@,c), estimadas atraves de (2.7 e 2.8,
secio 2.1.3), para o modelo de Lorenz (fig.
2.5.a), Lorenz1.5 (fig. 2.5.b) e Lorenzi2
(tig. 2.3.c), com T=1500, s=1/2}, i=s,...,16,
o=2, . ..,7.
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FIGURA 2.6. Graficos das curvas
10gC(T,m,q)vs.l0gs, @stimadas atraves da (2.8,
sagdo 2.1.3), para o processo norsal iid.
(fig. 2.6.a) ® para © processo westocastico
ARCH(2) (fig- 2.6.b), com T=1500, s=1/2%
m=2,,..,5. As curvas aais baixas correspondea
as dimensdes da isersio mais elevadas.
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cadticos. Brock and Sayers(1988,p.77) constroem um processo
estocastico linear com raiz unitdria que € identificado, atraves
dos algoritmos da dimensdo de correlacd3o, como processo caotico.

As consideractes acima permitem concluir que, para analisar
séries do mundo real, s3o necessarios algoritmos menos exigentes
em numero de dados e ao nivel de ruido, nos quais a escolha de €
ndo seja  importante para diagnosticar caos. Testes para
distinguir sistemas cadticos de processos estocasticos que ndo
dependam da escolha de & e, portanto, menos exigentes gquanto ao
comprimento da série, s3o apresentados no capitulo 4.

2.2 EXPUOENTES DE LYAPUNDV - -

Expoentes de Lyapunov generalizam, para sistemas
ndo—-lineares, os autovalores de sistemas lineares. De forma
analoga aos autovalores, os expoentes de Lyapunov sda empregados
para analisar a estabilidade de sistemas dinamicos. Sistemas
ndo-lineares com expoente de Lyapunov positivo apresentam
sensibilidade as condig¢des iniciais, o que €& uma marca
caracteristica dos processos cadticos. Este conceito €& ampliado
nesta se¢3o para sistemas estocasticos n3o-lineares.

2.2.1 Definicoes

McCaffrey et al.(1992,p.653) definem expoentes de Lyapunov,
para sistemas lineares, como segue:

1 A dimens3o de correlacdo € calculada com viés para cima
para processos deterministicos cadticos e com viés para baixo
para processos estocasticos(Ramsey and Yuan,1989,p.290).

2 gcheinkman and LeBaron(1989,p.319), a partir de série
financeira com T=1227, obtém dimens3o de correlac3o prdxima a &6(o
limite dado pelo algoritmo € 2logyg 1227=6.17). A série
permutada, explicacdo a seguir, apresenta dimensao de
limites do algoritmo n3o estao sendo respeitados.

Scheinkman and Lebaron fazem permutactes aleatdrias de
séries para investigar processos cadticos. Argumentam que, para
uma série gerada por processo aleatdrio e para a permutacao dessa
serie, as estimativas da dimens3o de correlacdo s3o muito
proximas; enquanto que as estimativas da dimens3o de correlacido
para uma série gerada por sistema deterministico cadtico e para a
permutacdo dessa série, s3o muito diferentes(procedimento analogo
a esse @ empregado por Ramsey et al.,1990,p.998).
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Considere—-se o modelo linear auto-regressivo

Qo

X = E apXe—K + Ets : (2.9)
k=1

onde €y € iid. com E(g4)=0 e VAR(Et)=02. 0 modelo (2.9)
pode ser escrito em termos de variaveis de estadoc. na
forma

Xg = AXt_l + Et, (2.10)

onde A é uma matriz d x d e X’¢, E‘4eR%. 0Os autovalores
'¥is i=1,...d, do sistema deterministico linear

X = AXg—-1 (2-11)

associado aoc sistema linear auto-regressivo (2.10), sdo
dados por

det(A-1y¢)=0.

Os expoentes de Lyapunov correspondentes aos autovalores
¥i s3o os nimeros

Aj = log(ly;l). ' (2.12)

0 conjunto dos expoentes de Lyapunov (2.12) ordenados em
ordem decrescente

Af 2 Ao 2 ...2 A(gs

& chamado de espectro de Lyapunov. 0 maior expocente de Lyapunov
Ay tem papel de destaque na analise de sistemas dindmicos e é
chamado de expoente de Lyapunov dominante.

E possivel mostrar que para toda condicdo inicial Xo

1im (1/t) logtl AYXg 11 — max{ Aj, i=1,...,d 3, (2.13)
t—co

isto é, o limite em (2.13) é o maior expoente de Lyapunov do
sistema linear (2.11)(McCaffrey et al.,1992,p.683). Se A31>0,
todas as raizes y; s3o exteriores ao circulo unitdrio e as
trajetorias de (2.11) divergem exponencialmente. Se A;<0, todas
as raizes ¥; sdo interiores ao circulo unitario e as trajetdrias
convergem exponenciélmente para zero. McCaffrey et al. (1992,
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p.684) mostram que esse comportamento & transportadoc pelo sistema
linear (2.11) para o sistema linear estocastico (2.10). Se A;1<0,
as trajetdrias s3o oscilagfes estacionarias com variancia
limitada, enquanto gque para A1>0, a varidncia diverge e nd3o ha
convergéncia para distribuigdo estacionaria.

2.2.2 Sistemas dinidmicos n3o-lineares

As defini¢cBes em 2.2.1 s3o0 generalizadas para sistemas
dindmicos n3o-lineares por Nychka et al.(1992,p.4035):

Considere—-se o modelo auto—regressivo nac—linear
X = F(op—1sXt—2s ...,xt_p) + Eg, (2.14)

onde ey & iid. com E(e¢) = O, VAR(e4)=0? e F:R®™—R
n3o-linear. O modelo auto-regressivo (2.14) pode ser
escrito em termos de variaveis de estado na forma>

X¢ = F(Xt—l) + Eg, | (2.13)
onde X', E’¢eR™ e F:RI9—RY uma aplicac3o n3o-linear.

0 expoente de Lyapunov dominante Aj; do sistema ndo-linear

auto-regressivo (2.15) & definido, de forma analoga ao
sistema linear (2.13), por

)\1 = 1lim (1/t) log 11 ‘]t—l*Jt—Z* -=-XJg V1, (2.16)
t-—tco '

onde Jg € a matriz das derivadas parciais da aplicacdo F
em (2.15) calculada em X4, isto &, J¢ = DF(Xg).

Para os sistemas dindmicos n3do-lineares, o expectro de
Lyapunov depende, em geral, da condig@o inicial Xgp. O teorema de
Oseledec(MacCaffrey et al.,1992,p.684) estabelece as condicGes
que permitem definir o espectro de Lyapunov para sistemas
dindmicos n3o-lineares. Em particular, afirma que para os

S Em Priestley(1980) varios tipos de modelos n3o-linerares,
representados em termos de varidveis de estado, sd3o apresentados.
Nessa referéncia sao discutidos também algoritmos para a
identificacdo e para a previsdo com esses modelos.
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sistemas ergc’adicos4 o maior expoente de Lyapunov & independente
das condig¢gfies iniciais Xg(MacCaffrey et al.,1992,p.684).

Para os sistemas deterministicos cadticos, trajetdrias com
condigcdes iniciais ‘arbitrariamente, proximas divergem
exponencialmente. Essa propriedade, conhecida como sensibilidade
4s condi¢Bes iniciais, €& a marca caracteristica da dinimica
cadtica e caracteriza a imprevisibilidade dos sistemas caodticos
no longo prazo. A taxa média de divergéncia das trajetdrias e
dada pelo expoente de Lyapunov dominante Aj. Se Ay1>0, trajetdrias
com condigtes iniciais arbitrariamente proximas divergem,
enquanto que para Ay<0, essas trajetdrias convergem.

Expoente de Lyapunov positivo em sistema estocastico indica
sensibilidade &as condicOes iniciais, mostrando que nao—
linearidades contribuem para a imprevisibilidade das trajetdrias
do sistema dindmico(Nychka et al.,1992,p.405). Yaoc and Tong(1994,
p.704) procuram caracterizar sistemas estocasticos com
sensibilidade s condic¢Bles iniciais:

Operacionalmente, os sistemas dindmicos (2.15) tém
sensibilidade as condictes iniciais(sao sistemas
estocasticos cadticos) se:

1) para algum N21(N é& o nidmero de iteractes), a
distribui¢do condicional de Xy,...,Xys dada a condigdo
inicial Xp=x, depende sensivelmente dessa condigdc para
alguns valores de x3

2) para todo t21, o ruido Ey € amplificado muito
rapidamente(?) a partir de alguma condic¢cd3o inicial Xos
através da evolugd3o da dindmica do sistema no tempo.

2.2.3 Algoritmos para estimar o expoente de Lyapunov
dominante
Dada a série temporal {xXg,t=1,...,T} e a dimensac de imersdo

m, a dindmica do sistema pode ser reconstruida peloc método das
defasagens ‘

Xt = (XgsXt—gs ---sXt—(m—1)¢)-

5 Sistemas para os quais os invariantes geométricos e
dindmicos podem ser estimados a partir de uma trajetdria do
sistema no tempo, obtida a partir de uma condig¢d3o inicial tipica
qualquer, s3o sistemas ergodicos.
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Além disso, © teorema de Takens afirma que existe f ndo-linear

diferenciavel
f:R® — R,
tal que
Xt+1 = FXpsXpops---sXt—(m-1)7)- (2.17)

A partir da reconstru¢3c da din3mica do sistema, métodos
diretos como os de Wolf et al.(1985), comparam as trajetdrias e
avaliam como elas divergem, de modo a obter uma taxa média de
divergéncia, que € uma estimativa do expoente de Lyapunov
dominante. Métodos Jacobianos, tais como os de Eckmann and
Ruelle(1985), Eckmann et al.(1986) e Sano and Sawada(1985),
estimam a matriz Jacobiana J¢(X¢) em (2.15), através de
aproximacdes locais da funcdo f em (2.17). O expoente de Lyapunov
dominante &, entdo, estimado por(Nychka,1992,p.407):

A=(1/2T)log (1 ¥y (T)1), (2.18)
onde ¥;(T) é o maior autovalor de J’(T)%xJ(T), com
J(T)= J(Xg—g )XI(Xg—z)" = - XI(Xg)-

A relagdoc em (2.18) é uma vers3o numericamente mais estavel de
(2.16), para T finito.

2.2.4 Exemplos numéricos®

Com os algoritmos de Wolf et al.(1985)(WSSV), Jacobianos com
aproximagtes locais(LOCAL) e aproximagdes globais(ELDBAL)6'7
foram estimados os expoentes de Lyapunov dominantes para os
sistemas deterministicos cadticos da Logistica, Hénon, Mackey-
Glass, Ikeda e Lorenz. Os comprimentos das séries s3o: T=1000
para o algoritmo WSSV, T7T=200 para o algoritmo GLOBAL e T=1500
para o algoritmo LOCAlL.. Para o algoritmo _GLOBAL, foram

S Os programas computacionais e arquivos(séries) de dados
utilizados nos diversos capitulos desta tese podem ser obtidos
com o autor no enderego:

Universidade Federal do Parana-Departamentc de Matematica
Telefone (041) 366—-2323, Ramal 3126
Caixa Postal 19081
CEP 81531-990, Curitiba - Parana
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construidas 500 aproximag¢Oes locais das matrizes Jacobianas de
cada sistema dindmico. -A dimens3o de imers3o(nimero de defasagens
na equagdoc (2.17)), para a reconstrucdoc da dinadmica do sistema,
foi obtida com o algoritmo de modelagem apresentado no capitulo
4. _

No quadro 2.2, est3o os resultados obtidos. 0Os valores
positivos, dos expoentes de Lyapunov dominantes estimados através
dos trés algoritmos confirmam, para esses sistemas, a
sensibilidade as condigBes iniciais, caracteristica essa dos
sistemas deterministicos cadticos.

As estimativas obtidas com o algoritmo GLOBAL mostram a
possibilidade de identificar sistemas deterministicos cadticos
com séries com pequeno comprimento(Dechert and Gencay,1992,p.
8§59), contornando a exigéncia de séries com grande comprimento
para identificar caos através das estimativas da dimens3o de
correlacdo ou do expoente de Lyapunov dominante, com os métodos
diretos e Jacobianos com aproximag¢fes locais.

QUADRO 2.2 — EXPOENTE DE LYAPUNOV DOMINANTE . SISTEMAS
DETERMINISTICOS CAOTICOS

_ ALGORITMO

SISTEMA Wssv LOCAL GLOBAL
Logistica 0.6800 0.6919 0.6932
Hénon 0.4273 0.4102 0.4067
M.-Glass 0.1403 0.1307 0.1209
Ikeda 0.3070 0.3658 0.3369
Lorenz 0.1696 0.2282 0.2292

Os comprimentos das séries s3c: T=1000 para WSSV, T=1300 para
LOCAL e T=200 para GLOBAL . ‘

Foram, também, estimados os expoentes de Lyapunov dominantes
para os sistemas com ruido Hénon&, Hénon22, Lorenzi.S, Lorenzi2,
e para os processos estocasticos ARCH(2) e das Manchas
Solares(notaﬁ, capitulo 3). Os comprimentos das séries s3c os
mesmos dos correspondentes sistemas deterministicos, exceto para

% No capitulo 3, as regressfies utilizadas neste texto para
obter aproximacfes locais e globais da func3o f s3o apresentadas.

7 Para séries com pequeno comprimento, a matriz Jacobiana
pode ser estimada através de aproximactes globais de ¥, como foi
feito por Dechert and Gencay(1992,p.544).
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a série das Manchas Sclares que & de comprimento T=280. No quadro
2.3, estdo as estimativas obtidas com os trés algoritmos.

As estimativas para os sistemas ndo-lineares com
ruido(quadro 2.3) mostram que esses sistemas apresentam
sensibilidade as condigfes iniciais, no sentido introduzido por
Nychka et al.(1992). Para o sistema de Hénon, o nivel de ruido de
67 tem pequeno efeito no comportamento cadtico do sistema. O
expoente de Lyapunov estimado(algoritmo GLOBAL) para o modelo

QUADRO 2.3-EXPOENTE DE LYAPUNDV DOMINANTE. SISTEMAS NAO-LINEARES

coM RuUiDOD
ALGORITMO
SISTEMA WSSV LOCAL GLOBAL
Hénoné 0.3729 0.3919 0.4173
Hénon22 0.2767 0.2173 0.2665
Lorenzl.5 0.1223 0.1193 0.1329
Lorenz1?2 0.0684 0.0520 0.0574
M. Solares 0.0595 -0.1006 0.0272
ARCH(2) 0.0133 0.0170 -0.4061

Os comprimentos das séries s3o: T=1000 para WSSV, T=1500 para
LOCAL e T=200 para BLOBAL. Para a série M. Solares, T=280.

deterministico puro e 0.4067, enquanto que para o modelo com
nivel de ruido de 6%, é estimado em 0.4173.

Para os sistemas cadticos com ruido, o expoente de Lyapunov
&, em geral, menor que o do correspondente sistema deterministico
(quadros 2.2 e 2.3). 0 efeito do ruido é causar o "sombreamento"
do comportamento cadtico, escondendo o caos(Ben—-Mizrachi et
al.,1984,p.976). '

Para o sistemas estocdsticos ARCH(Z2) e Manchas Solares, os
expoentes de Lyapunov estimados pelo algoritmo WSSV s3o,
respectivamente, A;=0.0595 e A1=0.0133.

Um dos problemas de diagnosticar caos, tendo como critério
apenas o expoente de Lyapunov dominante, fica claro nesses dois
dltimos exemplos. Os expoentes estimados s3o significativos? N3o
ha resposta afirmativa para essa pergunta. As distribuigGes
estatisticas para o expoente de Lyapunov e, também, para a
dimens3o de correlagdo, n3o sd3o conhecidas(Scheikman,1990,p.47;
Brock and Baek,1991,p.697). \

No capitulo 4, & discutida a adequagdo dos algoritmos para
as estimativas do expoente de Lyapunov dominante e, também, da
dimens3o de correlagdo para dada série temporal.
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2.2.5 Limitacbes

As conclusBes obtidas através do expoente de Lyapunov devem
levar em considerac3o as seguintes limitagGes:

1) Os métodos Jacobianos com aproximacSes locais exigem
séries com grande comprimentc e com baixc nivel de
ruido(McCaffrey et al.,1990,p.655). Abarbanel et al.(1990,p.17%0)
sugerem, Ccomoc regra geral, que o nimerc de dados necessarios para
esse tipo de algoritmoc @ da ordem de 20", onde m>1 & a dimensio
de imersdo. Por exemplo, para o sistema de Hénon, na dimens3o de
imers3o m=3, tem—se que o numero de dados necessarios & da ordem
de 20°=8000. S ,

2) A fungdo f, dada pelo teorema de Takens, depende da
dimens3oc de imers3o m utilizada para a reconstrugdoc do sistema
dindmico. Ela determina a dimens3o do modelo, isto &, o nimero de
defasagens em (2.17). Em geral, a dimens3c do modelo n3oc é
conhecidaa, obrigando a estimar f com m crescente até que o
expoente de Lyapunov dominante torne—-se estavel. Se a técnica de
regress3oc para estimar f & sensivel a defasagens incorretas, esse
procedimento n3o pode ser aplicado (Nychka et al.,1992,p.412)9.

3) Cheng and Tong(1992,p.439) apontam outro problema no
procedimento de variar a dimens3o de imersd3oc, comum em muitos
algoritmos para diagnosticar caos em séries temporais:

0 procedimento de variar a dimensio de imers3o implica em
perda de informac@es dadas por séries temporais de
comprimento limitado. O procedimento corretoc é determinar
em primeiro lugar a dimens3o de imers3oc e depois a
estatistica de interesse.

——

Os algoritmos de Wolf et al.{(1985)(WSSV) e Eckmann et
al.(1988), para estimar expoentes de Lyapunov, e o de
6rassberger—Procaccia (1983a), para estimar a dimens3o de
correlacdo, sdo exemplos de algoritmos que empregam dimens3o de
imers3o crescente para diagnosticar caos.

R

g no capitulc 4, o problema de determinar a dimens3o de
imers3oc correta para dada série temporal & discutido.

? Nychka et al.(1992,p.407) e McCaffrey et al.(1992,p.-687)
analisam diversos tipos de regress3o n3o—-paramétrica para estimar
-f, concluindo que as regressoées nﬁo—paramétricas dadas pelas
redes neurais s3oc as mais robustas em relagio a escolha incorreta
da dimens3o do modelo.
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4) Os metodos diretos, implementados através da comparagdo
de trajetdrias similares, s3o muito sensiveis aoc nivel de ruido
na série temporal. Como cnlocado‘por Nychka et al.(1992,p.407):

As trajetérias que est3o sendo comparadas podem ndc ter a
mesma distribuicdo de choques aleatdrios. Assim, a
divergéncia entre elas pode ser devida, simplesmente, aos
choques. Além disso, os métodos diretos exigem séries com
grande comprimento.

0 nimero de dados recomendados por Wolf- et -_al.(1985,p.305)
para o algoritmo WSSV & da ordem de 30, onde m>1 é a dimens3o de
imersd3o. Para o sistema dindmico de Hénon, tem-se na dimens3o de
imers3o m=3, que o numero de pontos recomendado é da ordem de
30°=27000.

As regras praticas para determinar o numeroc de dados
necessarios aos algoritmos Jacobianos(20™) e diretos(30M),
presuptiem que a distribui¢cdo dos pontos no atrator @ uniforme e
que n3o existe ruido. Atratores com distribuic3o de pontos nd3o
uniforme e com ruido exigem, em geral, maior gquantidade de dados
do que as sugeridas por essas regras.

As colocag¢des acima permitem concluir que diagnosticar caos,
tendo como critério o expoente de Lyapunov dominante, estimado
através de métodos diretos ou Jacobianos em séries com pequeno
comprimento e com pertubacBies estocasticas n3doc negligenciaveis,
como € o caso da séries do mundo real, podem dar resultados
incorretos ou ambiguos.

No capitulo 4, outras técnicas, empregando _modelos de
previsdo, sao discutidas para diagnosticar caos em séries
temporais. '



cAPITULO 3

PREVISAD DE SERIES TEMPORAIS NAO-LINEARES

A anadlise de séries temporais n3o-lineares, apresentada no
capitulo 2, n3o aborda o problema fundamental em séries temporais

com relagio a previs3o. Esse problema pode ser tratado
adequadamente com modelos obtidos por regress3oc n3o—-parameétrica.
Neste capitulo, sao apreseﬁtadas técnicas de regressao
n3o-paramétrica para sistemas auto-regresssivos n3o—lineares, dos
quais os sistemas deterministicos cadticos sao um caso
particular.

3.1 MODELOS DE PREVISAD

A analise de séries temporais n3o-lineares, através da
dimensdoc de correlagd3oc e do expoente de Lyapunov, n3o aborda o
problema fundamental em séries temporais com relag3c & previsdo.
As estimativas desses invariantes geométricos e dinamicos,
juntamente com os testes estatisticos ndo-lineares, sao de
utilidade limitada para a construgcdo de modelos de previsao.
Conclui-se que a série temporal é proveniente de um modelo
deterministico cadtico ou de um modelo estocastico n3o-linear, de
modo que, em principio, & possivel obter para ela um modelo de
previsdao. 0 maior expoente de Lyapunov indica como os erros de
previs3o crescem no tempo. A dimens3o de correlagd3o indica qual é
a complexidade do modelo, isto &, o ndmerc minimo de variaveis
necessarias para modelar o sistema. As estatisticas n3o-lineares
apontam que o modelo apropriado € n3o-linear. Casdagli(1989,p.
333) argumenta que:

Esse tipo de analise € de uso restrito, pois n3o fornece

informacBes que permitam construir um modelo de previs3o

para a série temporal gerada pelo sistema dindmico e

apresenta técnicas numéricas para construir modelos
nd3o-lineares de previsdo diretamente da série temporal.

Argumenta, também, que & preferivel um modelo aproximado

de previsd3o, monitorado pelo erro cometido, do que

estimativas precisas da dimensd3c de correlacd3o ou do

expoente de Lyapunov.



3.1.1 Tipos de Modelas

Modelos locais

- - ~e . o r .
Modelos locais de prev1sa01 para séries deterministicas

cadticas surgem na literatura com o artigo de Farmer and
Sidorowich(1987) e Casdaqgli(1989). Partindo do teorema de Takens,
que afirma existir f ndo—-linear tal que para todos inteiros p, T
e para a dimens3oc de imers3o m,

%pep = TP(Xg), (3.1)
onde

Xe=(XpsXp—gs---sXt—(m—1)7)s (3.2)
s30 os vetores que reconstroem a dindmica do sistema a partir da
série temporal observada {xt:t=1,...,T}, obtém—se aproximagies
locais lineares de fP, que s3o utilizadas para fazer a previsdo

§t+p de x¢, p passos a frente.
Um modelo de previsao local, baseado em simplex
m—-dimensional, € construido por Sugihara et al.(1990), Sugihara

and May(1990,p.736) para distinguir caos de ruido em séries
temporais da Biologia.

Modelos globais

Nvychka et al.(1992,p.401) e Dechert and Gencay(1992,p.543)
consideram sistemas estocasticos n3o-lineares

Xyl = F(Xg) + Egeys (3.3)
e aproximam f globalmente através de redes neurais. A previsio
§t+p de x¢, P passos a frente, com f aproximada globalmente &
dada por

%eep = TP(Xe) = (FP71 o £)(Xy) (3.4)

onde "o" indica a "composig¢doc de func¢des".

IVEnft:)que diferente do aqui apresentado é desenvolvido em
Arbabanel et al.(1987,1990). Empregando o expoente de Lyapunov e
a densidade invariante(Arbabanel et al,i1980,p.1784), como
restricBies, obtém-se a fungdoc f, a qual modela a dinimica do
sistema e reproduz esses invariantes.



51

D= modelos de previs3o locais de Farmer and Sidorowich e
Casdagli podem ser implementados com regresses ndo-paramétricas
locais dispuniveis na literatura econométrica(seggo, 3.2),
enquanto que os modelos de previsdo global podem explorar a
habilidade que as redes neurais tém de aproximar fungbBes e suas
derivadas com &tima precis3o(se¢3o 3.5).

Os modelos 1locais e globais de previsao tém excelente
desempenho para séries cadticas com comprimento moderado(quando
comparada com as séries exigidas para estimar o expoente de
Lyapunov dominante e a dimens3o de correlagioco pelos algoritmos
WSSV e Grassberger—Procaccia) e com baixo nivel de ruido(Farmer
and Sidorowich,1987;Casdagli,1989).

Neste trabalho, pretende-se investigar a desempenho desses
modelos em sistemas estocasticos n3o-lineares

Xl = F(Xg) + E441s (3.3)

Xy dado em (3.2), dos quais os sistemas deterministicos cadticos
s30 um caso partircular(e=0), para séries com pequeno
comprimento(nota 9, capitulo 1) e nivel de ruido significativo
(1.2.8, capitulo 1).

A validac3o indireta dos modelos de previsdo através dos
erros de previs3o e da reprodugcd3o de invariantes geométricos e
dindmicos conhecidos(dimens3c de correlagao e expoente de
Lyapunov por exemplo), para séries com grande comprimento e baixo
nivel de ruido(como & feito por Farmer and Sidorowich e
Casdagli), serd substituida por testes estatisticos apropriados
nos residuos dos modelos obtidos para as seéries com pequeno
comprimento e com nivel de ruido significativo.

3.2 REGRESSAD NAO-PARAMETRICA LOCAL

Nesta se¢3o, s3o apresentadas as técnicas de regress3oc n3o-
paramétricas empregadas neste trabalho para aproximar a fungdo f
em (3.1) dada pelo teocrema de Takens. Essas aproximagoes permitem
implementar os algoritmos Jacobianos para estimar o expoente de
Lyapunov dominante e construir modelos de previs3oc para séries
temporais n3o-lineares. A modelagem de séries temporais n3o-
lineares(capitulo 4) sera feita, também, através destas
regressoes.

3.2.1 Nearest—neighbor

Considere o modelo de regressao
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Ye = F(Xg) + €4, ' (3.6)

onde X{€RP, t=1,...T, f:RP—R é uma fungdo n3o-linear e ({e4} &
iid. com E(egl Xg¢) = O,

A funcdo f pode ser estimada através da técnica de regressido
n3o—paramétrica Nearest—neighborz(NN)(Robinson,1983; Yakowitz
1987).

Segundo Mizrach(1992,p.5153), a estimativa de f através da
técnica NN em um ponto arbitrdrio X¥eRP & dada por:

T <
FOX¥) = T weIp(Xe = XFdye, (3.7)
t=1 '

onde I; & fungd3o indicadora

1, se 11 Xe=x¥ 11 < 1
0, se 11 X¢—x¥ 11 21,
1 & uma constante(dita constante de alisamento) (=

Wis..-sWy € uma sequéncia de pesos.

A escolha de 1 em (3.8) determina o ndmero k de pontos
usados em cada vizinhanga de X*, para estimar o valor da
regressdo em (3.7).

Para que as estimativas de f sejam consistentes, é&
necessario e suficiente que a cardinalidade k do conjunto de
pontos, dados pela fungdo indicadora, tenha as propriedades

lim k = o e lim k/7T = 0O, (3.9)
T—aco T—¥ oo

isto €, que o nimero de pontos em cada vizinhanca seja crescente
com T, mas com taxa menor do que a dada pelo crescimento da
amostra(Stone,1977,p.600).

Com as condigBes acima, os pesos podem ser escolhidos
através de varios esquemas: uniforme, quadratico ou triangular,
etcS. Pesos uniformes s3ao dados por

wt =

1/k, se X¢ € ponto na vizinhanga de x¥,
{ (3.10)

0, caso contrario.

< para a formulagdo geral deste problema; ver Priestley and
Chao(1972) e Granger and Newbold(1976).



3.2.2 Locally—weighted regression

A regressio Locally—-weighted Regression(LWR)4(Cleve1and and
Delvin,1988) & uma generalizagcdo da regressiao NN. De forma
semelhante a técnica NN, LWR utiliza pontos na vizinhang¢a de x¥
para estimar a regress3io. Mas a média em (3.7) & substituida pela
regressdo linear de y4 em X*t, X‘t os pontos na vizinhanga de x¥
dados pela funcdo indicadora (3.8).

A estimativa LWR do valor da regressao f(x*), no ponto X‘ERP,
& obtida como se segue(Diebold and Nason,1990,p.319):

I

Para dada constante de alisamento 1, sejé k o nimero de
pontos X*t na vizinhanca de x¥ dados pela func¢ado
indicadora I;, ordenados segundo suas distancias ac ponto

x¥, isto &, XI*, Xz*,..., X‘k, sdo tais que Xix é o
i-ésimo ponto mais proximo de X'. Seja
k .
d(X*,xk*) = [ X (ij* - Xj*)z ]1/2, (3.11)
i=1

a distincia euclidiana de X¥ ao ponto Xk*. Construa—-se a

fun¢io peso
we (Xe, X5, X %) = h(d(Xe, x5y 7d X%, x.%)), (3.12)
onde h &, por exemplo, a fung3o tricibica(Cleveland,

1979,p.831):

(3.13)

(1 - )3, seu <1,
h(u) = {

0, se u 2 1.

0 valor da regressdo linear no ponto x¥ e, entdo,
computado por:

¥ = f(x%) = & + x¥'8, (3.14)

> Cleveland(1979) e Diebold and Nason{1990) recomendam que
os pesos sejam escolhidos através da func3o tricdbica (3.13).
Outros esquemas para os pesos, incluindo pesos quadraticos e
triangulares, s3ao dados em Priestley and Chao(1972,p.3%0).

4 Tratamento rigoroso do estimador LWR pode ser encontrado
em Cleveland et al.(1988). Metodos de regressao local,
propriedades e algoritmos s3o discutidos nessa referéncia.
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onde Gp € B minimizam

T
Ziwt(yt - ap - Xt 'B)2. (3.15)
Esse problema de minimos quadrados pode ser resolvido
eficientemente pelo algoritmo GR(Decomposi¢aoc de uma matriz real
A na forma A=0°"R, onde @ ¢é& ortogonal e R & triangular
superior) (Press et al.,1986,p.369). a nimerc de pontos k
necessario para dar estabilidade numérica ac algoritmo GR, com m
variaveis explicativas, ¢ de no minimo m+l. Experiéncias

computacionais com séries deterministicas cadticas mostram que
valores de ka2(m+l), onde m & a dimens3o de imers3o, torna o

algoritmo numericamente mais estavel, conduzindo a melhores
resul tados.
De forma analoga a regress3oc ndo-paramétrica NN, as

estimativas locais de f obtidas com a regressdac LWR s3o
consistentes se valem as relacBes estabelecidas em (3.9).

0 procedimento LWR descrito acima pode ser modificado. A
distincia euclidiana (3.11) pode ser substituida por cutra norma
no espaco RP, os pesos (3.13) podem ser obtidos através de outros
esquemas(Mizrach,1992,p.5154) e a regressdo linear local (3.14)
pode ser substituida por regress3o local de ordem maior, tal como
a quadratica. 0 valor minimo de k(nimero de pontos) depende da
ordem da regressao local.

Considerando (3.2) e y=x¢4+1 €m (3.6), tem-se
Xt+1 = F(Xg) + E¢4g
e considerando (3.1), tem—se o modeloc auto-regressivo
Xt+p = FP(X¢) + €¢4p, (3.16)
onde E(Et+plXk,két)=0(explicag39 detalhada desse modelo & dada em
Yao and Tong,1994,p.708).
Assim, a previsdo de Xts P passos a frente, pode ser obtida
das estimativas locais fPy p, | da p—ésima iterada de f no ponto
Xty para a série temporal de comprimentoc T, na dimensdo de

imers3o m e para o nimero de pontos k, através das técnicas de
regress3o n3do—-paramétrica NN ou LWR.

3.3 ESTATISTICAS

3.3.1 Erro quadratico msédio
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Para testar a qualidade dos modelos de previsdo (3.16),
obtidos com as técnicas de regressio ngofparamétrica NN e LWR,
s8c utilizados © erro quadriatico médio e a média geométrica
(Apéndice C). A série {xgt,t=1,...,T} é dividida em duas partes. A
primeira pafte de comprimento Ty & utilizada para construir as
aproxima¢Bes locais da p—ésima iterada fP, com as quais ser3o
feitas previstes para os valores da segunda parte da série, de
comprimento T=T-Ty. 0Os valores das previstes e os valores
observados s3o, entdao, comparados através dessas estatisticas
apontando a qualidade do modelo de previsdo.

0 erro quadritico médio normalizado EGMN(p) da previsdo de
Xts P passos & frente

1 T—
= P - A 2 41/2
EQMN(p) = [ T (xpep = Hpap)? 1 /o, (3.17)

onde o & desvio padrdo da série temporal, xp4+p O valor da série
observado p passos a frente e §t+p o valor da previsao de Xg+ps P
passos a frente, & tal que(Farmer and Sidorowich,1987,p.846):

1) se E@MN(p)=0, a previs3o é perfeita,

2) se EGMN(p)=1, o desempenho do modelo (3.16) nao é
superior ao dado pela média da série, isto e, a série tem
comportamento semelhante a de ruido branco. ' ‘

A qualidade das previstBes, obtidas com as técnicas de
regressao NN e LWR, dependem do:

1) nimero de pontos k na vizinhangca de X3 wutilizados para
construir as estimativas locais da fungao P,

2) nimero de defasagens no modelo auto-regressivo (3.16),
isto é, a dimens3o de imers3oc a ser utilizada para a reconstrug¢ido
da dinAmica do sistema pelo método das defasagens.

No capitulo 4, técnicas para determinar os valores desses
- - A .y - -
dois importantes parametros sao discutidas.

3.3.2 Estatistica BDS

A validac3o dos modelos de previsao, obtidos com a técnica
de regressiao ndo—-paramétrica LWR, pode ser feita segundo
Cleveland et al.(1988,p.102), através das mesmas hipoteses que
s3o empregadas para testar modelos cobtidos por minimos quadrados.
Neste trabalho, a independéncia dos residuos € analisada com o
teste BDS(Scheinkman,1990).
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Os testes estatisticos BDS e do terceiro momento
incondicional, empregados neste trabalho para analisar
ndo-linearidades em séries temporais, est3o resumidos no apéndice
A, Testes Estatisticos.

3.4 EXEMPLOS NUMERICOS

No quadro 3.1, estdo os valores do EQMN(1) para os modelos
locais ajustados aos sistemas de Hénon, Hénoné, Hénon22, Lorenz,
Lorenzl1.5 e Lorenzl2 com séries de comprimento T=550, T3=500 e
T>=50. Isto &, para a série de comprimento 550, os S00 primeiros
valores foram utilizados para construir apraoximagtes locais
(previsdes) para os S50 ltimos valores observados, com as
técnicas de regress3c n3o—paramétrica NN e LWR. O ndmero de
pontos k e a dimensdo de imers3o m foram obtidos com o algoritmo
de modelagem apresentado no capitulo 4. No quadro est3o, também,
os resultados para a série das Manchas Solares® com T=280, T,=230
e To=350. . '

Os resultados no quadro 3.1 foram obtidos com o esquema de
pesos uniforme. As previsdes feitas com © esquema de pesos
obtidos da func3c tricdbica (3.13) n3o apresentaram desempenho
superior as previsfies com esse esquema mais simples. 0O quadro 3.2
mostra os resultados obtidos com a regress3c n3o—paramétrica LWR
para esses dois esquemas.

QUADRO 3.1-ERRO GUADRATICO MEDIO NORMAL IZADO-EBMN(1). REBRESSAD
NAD-PARAMETRICA NN E LWR.

REGRESSAO
LWR ' NN
SERIE EQMN(1) m K EQMN(1) m k
Hénon 0.0020 3 8 0.0374 2 3
Hénoné 0.1331 2 17 0.1511 3 7
Hénon22 0.3607 3 37 0.4078 .} 7
Lorenz 0.0136 3 8 0.0810 2 3
Lorenzl1.5 0.0382 3 9 0.0864 2 5
Lorenzi2 0.2349 4 34 Q.2324 . 4 7
M. Solares 0.3986 5 S X

30 0.6135

T=T31+T>=500+30=530, p=1, <=1 para as & primeiras séries e T=
Ty +To =230+50=280, para a Ultima série. Esquema de pesos
uniforme.
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GUADRD 3.2-ERRO QUADRATICO MEDIO NORMAL IZADO-EGMN(1) . REGRESSAD
NAD—PARAHETRICA LWR COM ESGUEMA DE PESOS UNIFORME E

TRICUBICA
ESQUEMA DE PESOS
SERIE UNIFORME TRICUBICA
Heénon 0.0020 0.0019
Hénonbé 0.1331 0.1691
Hénon22 0.3607 0.4434
Lorenz 0.0136 0.0118
Lorenzl.5 0.0382 0.0559
Lorenzi?2 0.2349 0.2564
M. Solares 0.3986 0.9123

T=T1+To=500+50=550, p=1, <=1 para as & primeiras séries e T=
T1+To =230+50=280, para a dltima série. Valores de m e k dados no
quadro 3.1.

Nas figuras 3.1 e 3.2, os valores observados x¢4+y € as
previsBes X¢4+y1s t=501,...,549, para os sistemas dindmicos de
Hénon, Hénoné, Hénon22, Lorenz, Lorenzl1.5 e Lorenzi2, obtidas com
a regressio ndo-paramétrica LWR, s3o comparados graficamente(
EGMN(1) e demais parametros no quadro 3.1).

Para as séries de Hénon e Lorenz, gréficos nas figquras 3.1.a
e 3.2.a, respettivamente, ndo & possivel perceber visualmente a
diferengca, na escala utilizada, entre os valores observados e os
valores das previstes. As previstSes para séries observadas de
sistemas deterministicos cadticos feitas com a regressao
ndo-paramétrica LWR s3o de dtima qualidade. Tem—se, em geral,
EGMN(p)—0 com T— o ((4.9), capitulo 4). Para séries com pequeno
" comprimento também & possivel obter previsBes de boa qualidade(
EAGMN pequeno; defini¢3o a seguir), desde que o nimero de pontos k
e a dimensdo de imers3o m sejam escolhidos corretamente(4.2.1 e
4.2.2, capitulo 4).

Define—se de forma arbitraria, neste trabalho, a partir do

S A cérie de indices que mede a atividade das Manchas
Solares no periodo 1700-1800(Tong,1990,p.470), é n3o linear, ndo
estacionaria e nd3o gaussiana, e serve como referéncia para
métodos estatisticos de modelagem e previsdo em séries temporais,
que empregam modelos n3o-lineares. Neste texto, ela serve como
exemplo de série do mundo real com pequeno comprimento e com
nivel de ruido significativo, permitindoc esclarecer muitos dos
problemas aqui abordados.
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FIBURA 3.2. Comparacdo dos valores observados
Xts+3 COm os valores das previsdes ;‘t‘hl’ :
t=501,...,549, para o sodelo de Lorenz (fig. I
3.2.a), Lorenz1.5 (fig. 3.2.b) e Lorenzi2 (fig |
3.2.€). S30 utilizados 500 valores(T;=500) de :
cada série para prever os 50 valores -
seguintes(T,=50), atraves da regressio
nio-parasetrica LWR. Para a série Lorenz nip e
possivel perceber, na escala utilizada, a
diferenca entre os valores observados e os

valores das previsoes. 0 sesap ocorre na maior
parte dos graficos correspondentes a
Lorenz1.5.
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“IBURA 3.3. Comparacd3o dos valores. Sbsertados
. Xt+] CoOm os valores das Pprevisoes Xeelr
. ¢=231,...,279, para a série das Manchas
jolares. S3o utilizados 230 valores(T;=230)
‘sara prever os 50 valores seQuintes(T,=50),
-através da regress3o ndo-paramétrica LWR e NN.

Tbservado PrevisdD==== « LWR cceer cac =« NN

‘IGURA 3.8. Comparacdio dos valores observados
Xt+) €Oom as  valores it*l dados pela rede
neural (3.20), ajustada a série das Manchas
olares, t=229,...,279.

Observadao » Rede neural-—-—- — _

Valor Observado—FPrevisio

Valor Observado-Rede Neural
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i
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quadro 3.1 e das figuras 3.1 e 3.2, previs3o de boa gqualidade
como sendo aquela gue tem EGMN<£O.3.

Os testes estatisticos para esses modelos locais est3o na
se¢3c 4.5, do capitulo 4.

A figqura 3.3 compara graficamente as previsoes §t+1,
t=231,...,279, obtidas com as regressdes n3o—paramétricas NN e
LWR, com os valores observados x¢, t=231,...,279, para a série
das Manchas Sclares. 0Os erros saoc EGMN(1)=0.3986 e EGMN(1)=
0.6135, respectivamente, para as regress@ies n3o-paramétricas LWR
e NN.

3.5 REGRESSAO NAO-PARAMETRICA GLOBAL

Na se¢do 3.2, as estimativas da p—ésima iterada de f no
modelo auto-regressivo (3.16):

%eep = TP(Xg) + Egeps

sd3oc obtidas para cada p através de aproxima¢ctes 1locais. Outra
possibilidade € obter a aproximag3o global fT,m’ a partir da
série temporal {x4,t=1,...,T} e na dimens3c de imers3o m, da
fung3o fl=f e usar como aproximac3o para p-ésima iterada de f(a
p—ésima iterada de f di& as previsBSes de x;, p passos & frente)

Pron= P Lo sl (3.19)

3.9.1 Redes neurais

As aproxima¢cBes globais 'fT,m podem ser obtidas através de
redes neurais do tipo(Dechert and Gencay,1992,p.544):

N m
z Bijwl = Wijxj + bi)d, (3.20)
i=1 i=1

f(X) =

as quais segundo Nychka et al.(1992,p.412) podem aproximar
funcfes e suas derivadas com oOtima precis3o.

0 elemento basico das redes, © neurbnio, & mostrado
esquematicamente na figura 3.4. 0O neurdnio faz a soma ponderada

XqgWwy + xoWwo,

dos inputs xy e %o Ccom 05 pesos wy € w3, € a transforma n3o
linearmente, através da funcdo de  ativac3o(transferéncia)
ndo-linear w(figura 3.6), produzindo o output
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0 = w(wlxl + w2x2).

FIGURA 3.4 Representagdo esquematica do elemento basico da rede
neural (3.20), o neurdnio. O neurbnio faz a soma
ponderada dos inputs x; e X2 COMm OS pesos Wy e wy, e a transforma
linearmente através da fungdo de  ativagdo(transferéncia)
ndo-linear w(fig. 3.6), produzindo o output D=w(wyxg+woxo).

A figura 3.5 ilustra a arquitetura da rede neural (3.20). Os
inputs x;, %x2,..., X, sao recebidos peias m unidades de input
I;, onde sao transformados linearmente e transferidos para as N
unidades escondidas Uj. Cada unidade I; transfere, para a unidade‘

escondida Uj, o input

U,
Xl B e 11
arr————————
Uz
Usx

FIGURA 3.5 Arquitetura da rede neural(3.20). As unidades de input

1; recebem os inputs xj, passando—0s para as unidades
unidades escondidas U;. Cada unidade Uj transforma
nio-linearmente, através da fungdo de ativagido w, o input total
recebido das unidades I;, passando—0s para a unidade de output O.
Esta, por sua vez, transforma linearmente os outputs recebidos
das unidades escondidas, produzindo o ocutput da rede neural.



wijx_,-,

onde wj j € o peso do input Xj para a unidade Uj. O input
total recebido pela unidade U; &

m
T WijXje

373
j=1

Cada unidade U; transforma ndo—linearmente o input total por ela
recebido produzindo o output

m
o; = w( X Wijxj + bi),
j=1

onde b; representa o nivel de atividade intrinseco do neurénio. A
funcdo de transferéncia w €& a mesma para todas as unidades. O
output o; da unidade U; & passado adiante para a unidade de
output, que realiza tranforma¢do linear nos o produzindo

N m
f(X) = X Bijwl Z wjjxj + b)) =
i=1 i=1
= FN,m(X3B,W,B), (3.21)

onde XER®™ s3o os inputs, BERN s30 Os pesos para os outputs das
unidades escondidas, weRrN»® representa os pesos para os inputs
das unidades escondidas e BerN & o nivel de atividade intrinseco
dos neurodnios.

3.5.2 Fungao de ativacgdo

A funcdc de ativacdo w(figura 3.46) tem as propriedades:

1im wix) = 1 e lim wix) = 0.
X— + oo Xx— —oo

As funcbes wy,wp : R — R, definidas, respectivamente, por

wi(x) = 1/(1+e %)

wo(x) = tanh(x) = (e* — e *)/(e* + e7¥),
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sdo exemplos de fungfSes muito utilizadas em aplicacfies das redes
neurais(Dechert and Gencay,1992;Groot and Wurtz,1991a,b).

wix)

7

4] b4

wix)

4,,/’”////// | —

O X

FIGURA 3.6 Exemplos de fungdes de ativagdo(transferéncia) para a
rede neural (3.20). A fungdo de ativagdo é tal que
w(x)—1 com x—c e w(x)—O0 com x——ca.

Neste trabalho, a func3o de ativagio é(Nychka et al.,1992,p.
411): :

wix) = x(1 + Ix/21)/7(2 + Ixl + x2/2), (3.22)

-que computacionalmente apresentou melhores resultados.

3.5.3 Estimacio da rede neural

'Dados N, m, {Xg,t=1,...,T} e o conjunto de treinamento
2=z, t=1,...,T}, os parametros 3, W e B devem ser estimados de
modo que

zg = F(Xg) = FN,m(Xt;B,N,B). (3.23)
As redes neurails podem ser estimadas miﬁimizando o critério
de desempenho para minimos guadrados(White,1989,p.1005)
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-
L(B,W,B) =(1/2) X [(z¢ — Fyn,q(X¢38,W,B)12, (3.24)
t=1 .

que da uma medida da qualidade do ajuste do output Fn,m(X38,W,B)
da rede neural ao conjunto de treinamento Z.

Para o modelo auto-regressivo (3.16), com p=1, os elementos
z¢ do conjunto de treinamento Z s3oc as previs@ies um passo a
frente dos valores x¢ da série temporal, isto é,

Z4¢ = Xt+1

e os inputs X4y s30 as varidveis de estado que reconstroem a

dindmica do sistema na dimens3oc de imers3o m, segundo o© teorema
. rd

de Takes, isto e

xTe = Xg = (gsXt—gs--=sXt—(m-1)7) s

reduzindo o critéric de desempenho (3.24) a

T

L(B,W,B) = (1/2) X [xg4y — FN,m(xtm;B,w,B)]z. (3.24)
t=m .

Esse problema de minimos quadrados n3do-linear pode ser
resolvido pelo algoritmo BGFS(Broyden—-Fletcher—Goldfarb—-Shanno)
(Press et al., 1986,p.307). Neste trabalho, a implementa¢d3o do
algoritmo BG6FS com derivadas exatas de L{B,W,B) e da funcio de
ativagdo (3.22) mostrou desempenho muito bom, quando comparado
com o algoritmo de Levenberg and Marquardt(Press et al. 1986,
p-9521).

Com a aproximagao flT,m=fT,m de f, obtida da série de
comprimento T e na dimens3c de imers3o m, para o modelo
auto-regressivo

Xee1=™ F(Xg) + Egeg,

a p-ésima iterada de f em (3.16) serd obtida de (3.19).

3.5.4 Exemplos Numéricos

Séries deterministicas cadticas e séries n3o-lineares com
ruido !

Aos sistemas deterministicos cadticos Logistica, Hénon,
Mackey—-Glass, lkeda, Lorenz e aos sistemas com ruido Hénoné,
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Hénon22, Lorenz 1.5 e Lorenz12, foram ajustadas redes neurais com
a arquitetura (3.20). :

Os pardmetros: numero de unidades escondidas N, numero de
inputs(dimens3o de imers3o) m, e o erro quadratico médio EGM para
as séries transformadas para o intervalo [0,1]6, das redes
neurais ajustadas, estd3o no quadro 3.3. 0 comprimento para todas
as séries & T=200. Essas redes s3c empregadas para estimar o
expoente de Lyapunov dominante para séries com pequeno
comprimento, visando analisar sensibilidade as condig¢Bes iniciais
no sentido introduzido por Nycka et al.(1992), complementando os
resul tados obtidos com o algoritmo de modelagem no capitulo 4.

A série das Manchas Solares

Na discuss3c a seguir, pretende—se chamar a atengdo para a
técnica de diagnosticar caos através da dimens3o de correlagdo em
séries com pequenoc comprimento e nivel de ruido significativo.

A rede neural ajustada 4 série das Manchas Solares7 tem os
parimetros: comprimento T=280, ntmero de unidades escondidas N=35
e nimero de inputs m=5. 0 erro quadratico médio para essa rede,
com a série transformada para o intervalo [0,1]), & EGM=0.06.

Na fiqura 3.7, os valores observados e os valores das
previsties um passo & frente, t=4,...,279, -da série Manchas
Solares sao comparados graficamente. A figura 3.8 amplia a figura
3.7 para t=229...,279, e pode ser comparada visualmente & figura
3.3, que mostra o mesmo tipo de graficos para essa parte da série
obtidos com as regressBes n3o-paramétrica LWR e NN.

Os coeficientes e os erros padries estimados para essa rede
estdo no quadro 3.4.a e 3.4.b(compare-se com (3.20)). DO teste
estatistico do terceiro momento incondicional (quadro 3.6), que
tem o poder de detectar n3o-linearidades na média(A.2.2, apéndice
A), aponta nd3o-linearidades na média dessa série(valor critico
2.57, a um nivel de significancia de 1%Z). O mesmo teste aplicado
aos residuos do modelo(quadro 3.6), dado pela rede neural (3.20),

5 A forma funcional da fungdo de ativagdo (3.22) obriga,
para aumentar a efici@éncia computacional do  algoritmo de
estimacdo da rede neural, a transformag3oc da série para o
intervalo [0,1]. -

7 Groot and Wurtz(1991a,b) comparam modelos n3o-lineares
classicos para essa série ac modelo dado por rede neural.
Concluem que o desempenho da rede €& superior &s dos modelos
TAR(Tong and Lim,1980), BL(Priestley,1981,p.883) e n3o inferior &
do modelo SAR(Priestley,1981,p.882).
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n3o apresenta estatisticas significativas, mostrando que a rede
neural explica as ndo-linearidades observadas na média dessa
série. No quadro 3.5, estd3oc as estatistica BDS para €=0.75, 1.00
e 1.25 DP., para os dados observados e para os residuos da rede.
As estatisticas para os residuos ndoc s3o significativas(valor
critico 2.57, a um nivel de significancia de 1%), indicando que
esses residuos sdo iid.

A figura 3.9 apresenta o grafico da dimens3o de correlagdo
para a série das Manchas Solares, estimadas com o algoritmo de
Brock-Baeck em (2.7) com €=1.0 DP, e a lei de escala v(m)=m
(2.1.4, capitulo 2), que vale para processos estocasticos iid.
Pode—-se observar que, nesse grafico, v(T,m) tende para v‘(m)23.0,
com m crescente(tende a tornar—-se independente de m, com m
crescente), comportamentoc semelhante aoc de séries com grande
comprimento e com baixo nivel de ruido observadas em sistemas
deterministicos cadticos. Por outoc lado, a discuss3o acima mostra
que o sistema dindmico dado pela série das Manchas Solares pode
ser modelado por modelo estocastico auto-regressivo ndo-linear.

Observa-se, também, na figura 3.9, o grafico da dimens3o de
correlagdo dos residuos do modelo n3o-linear ajustado a essa
série, seguindo a lei de escala proéxima a v(m)=m, a qual indica,
segundo o algoritmo de Grassberger and Procaccia(segdoc 2.1.4),
que os residuos do modelo s3o iid.

Pode—-se concluir, a partir da discussdao anterior, que a
aplica¢3o de algoritmos da dimens3oc de correlagdo, ignorando a
sua adequacd3c a dada série temporal pode conduzir a resultados
duvidosos. BQuais s30 as séries que podem ser investigadas através
desses algoritmos? Essa pergunta & respondida no capftulo 4, pelo
algoritmo de modelagem. Séries deterministicas cadticas com baixo
nivel de ruido s3o modeladas com EGMN~0.0. Para a série das
Manchas Solares, EQMN~0.39. ’



FIBURA 3.7. Comparaciao dos valores observados
X¢41 COMm ©Os valores Xgp4) dados pela rede
neural (3.20) ajustada a série das Manchas
Solares, t=4,...,279.

Observado s Rede neural-——---

FIBURA 3.9. Dimensio de correlacio, estimada
através de (2.7 e 2.8, segio 2.2.3), para a

série das Manchas Solares e dos residuos

rede neural (3.20) ajustada & seérie; dimensio
de correlacio da lei de escala v(m)=eo(secio

2.1.4).

M. Solares cceceee | ReS1dUOS = — — - ’
vim)=m =—————
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Dimens3o de Correlacio
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QUADRD 3.3-REDES NEURAIS. PARAMETROS N E m, ERRO QUADRATICO MEDIO
EQM
Parametros

SERIE N m EQM
Logistica 4 1 0.0000
Hénon 5 3 0.0000
Hénoné S 2 0.0269
Hénon22 5 3 0.086%9
M.-Glass S 4 0.0006
Ikeda 6 4 - 0.0063
Lorenz 5 3 ' 0.0051
Lorenzl1.S S 3 0.0086
Lorenz12 S 4 0.0414
M. Solares S S 0.0606

N=nimero de unidades escondidas, m=numero de inputs=dimens3o de

imersdo, T=200 para as 9 primeiras séries e T=280 para a série
das M. Solares. EGM para as séries transformadas para o intervalo
[o,1].

QUADRO 3.4.a-COEFICIENTES E ERROS PADROES DA REDE NEURAL AJUSTADA

A SERIE DAS MANCHAS SOLARES(Continua no quadro
3.4.b)
Coeficientes
Wy § w2 § AT wg § w5 §
-4.0335 -2.2951 -0.7095 -3.9082 4.7057
(1.2487) (1.5178) . (1.0709) (0.6219) (0.7437)
-5.4557 6.3685 4.3366 14.6550 —7.1624
(0.8397) (0.5291) (1.3322) (1.1293) (0.9263)
-12.3659 7.5773 16.7365 19.0939 -5.6766
(2.0227) (2.5855) (0.8965) (3.7997) (2.1792)
-0.4959 1.1006 8.2341 1.6179 0.6726
" (0.3507) (0.5986) (0.3868) (0.7899) (0.4769)
-2.4902 7.1645 1.7477 15.6023 -8.7112
(1.8158) (1.5995) (1.1707) (1.3113) (0.7343)

Os valores

dos coeficientes da rede neural.

A ~ R - -
entre parénteses sao os erros padroes das estimativas
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QUADRO 3.4.b-COEFICIENTES E ERROS PADRUES DA REDE NEURAL AJUSTADA
A SERIE DAS MANCHAS SOLARES(Continuacgdo do quadro

3.4.a)
Coeficientes
i B; bi
1 0.4425 -0.5811
(0.0883) (0.95566)
2 -2.8560 0.9159
(0.6069) (0.4384)
3 0.6098 0.5798
(0.1721) (0.8551)
4 1.3250 0.3349
(0.1688) (0.0922)
S 2.0284 1.0476
(0.1688) (0.3674)

Os valores entre parénteses s3o os erros padrdes das
dos coeficientes da rede neural.

estimativas

GQUADRO 3.S5-ESTATISTICA BDS PARA 0OS RESIDUDS DA REDE NEURAL

AJUSTADA A SERIE DAS MANCHAS SOLARES

ESTATISTICA BDS

0.75 DP 1.00 DP 1.25 DP

m 0BS RES OBS RES 0BS RES
2 34.88 1.21 28.63 1.41 24 .55 1.08
3 -40.38 0.97 29.80 1.57 24.21 1.42
4 S50.72 0.51 33.09 1.23 25.05 1.26
S 64.26 0.33 37.27 0.73 26.48 1.03
6 82.60 0.23 42 .41 0.04 28.20 0.51
7 107.60 0.63 48.49 -0.16 30.13 0.51
8 147 .60 0.44 58.16 -0.46 33.18 0.29
9 214.79 -0.34 72.76 -0.77 37.94 0.20
10 327.48 -0.23 95.66 -0.80 45.26 0.23
OBS s3o os valores observados e RES s3c os residuos do modelo

dado pela rede neural; m &€ a dimens3oc de imers3o. Valor critico

2.57, a um nivel de significlncia de 1%.
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QUADRD 3.6—-TESTE DO TERCEIRO MOMENTO INCONDICIONAL PARA A SERIE
DAS MANCHAS SOLARES

DEF SERIE
i, OBS RES
1,1 6.87 0.52
2,1 6.86 -1.10
- 2,2 65.77 0.12
3,1 7.09 0.27
3,2 6.91 -0.25
3,3 6.93 -0.12
4,1 8.08 0.86
4,2 7.51 0.09
4,3 9.59 -0.33
4,4 7.51 -0.43
S,1 9.59 -0.33
5,2 8.97 1.60
5,3 8.33 0.66
5,4 8.21 -0.30 "
5,5 8.52 -1.34

OBS s3c os valores observados e RES s3c os

neural. DEF indica
testadas(apéndice A).
significdncia de 1%.

as
Valor

defasagens
critico 2.57,

residuos da

que
a

um

estao
Y4
nivel

rede
sendo
de



CAPITIRO 4

MODELAGEM DE SERIES TEMPORAIS NAD-LINEARES

Os modelos locais de previsdo, obtidos com as regresstes
n3o-paramétricas do capitulo 3, permitem decidir qual é a
modelagem mais adequada para o sistema dindmico gerador de dada
série temporal. E possivel decidir qual  entre os modelos:
deterministico n3o-linear, estocadstico auto-regressivo n3o—linear
ou estocdstico auto-regressivo linear, @ o mais apropriado. Neste
capitulo, s3o0 apresentados um algoritmo de modelagem para séries
temporais n3o-lineares, testes estatisticos para os modelos
locais(ndo-lineares) e testes para caos deterministico.

4.1 MODEL AGEM

A investigacd3o de caos deterministico de baixa dimens3o, em
séries temporais com os algoritmas da dimens3aoc de correlacdo e do
expoente de Lyapunov dominante, & desenvolvida na literatura,
geralmente, abstraindo—-se das analises da adequacio dessas
técnicas a dada série temporal. Assim, nd3oc & surpreendente que os
algoritmos da dimens3o de correlacdo identifiquem um processc com
raiz unitaria como sendo cadtico, ou que um ARCH seja
identificado pelos algoritmos do expoente de Lyapunov, como um
processo que tem sensibilidade as condig¢@es iniciais. Quais s3o
as séries que podem ser investigadas com essas técnicas? A
resposta estd na segunda parte do teorema de Takens, que mostra
que sistemas deterministicos cadticos podem ser modelados por
modelos deterministicos auto-regressivos ndc-lineares.

Para decidir qual a modelagem mais adequada para dada série
temporal, utiliza-se o algoritmo proposto por Casdagli(1992) para
analisar séries deterministicas cadticas. Esse_. _algoritmo &
adaptado para as técnicas de regress3o n3o-paramétrica local do
capitulo 3 e é utilizado com outra énfase. As séries com grande
comprimento e baixo nivel de ruido s3o0 substituidas por séries
com pequenc comprimento e nivel de ruido significativo. A
validag¢do dos modelos através do erro quadratico médio
normalizado(ou de invariantes dindmicos e geométricos conhecidos)
& substituida por testes estatisticos adequados nos residuos dos
modelos.



4.1.1 0 algoritmo de modelages

Casdagli(1992,p.307) analisa séries deterministicas cadticas
com o algoritmo:

Dada a série temporal {xg,t=1,...,T},

1) Escolhe-se a dimens3o de imersd3c m, o0 tempo de
previs3o p e o nimero k de pontos que serdo utilizados em
cada vizinhangca. Escolhe-se também a defasagem T,

2) Divide-se a série em duas partes: {Xgat=1,...,T13, que
sera utilizada para construir as aprqxima;ﬁes locais
Py m,k da p-ésima iterada de f em

Xtep = PO Xg ) + Eg4ps (4.1)

e {Xg,t=Ty+1,...,T}, que sera utilizada para testar a
qualidade das aproximacOes locais.
3) Escolhe—-se o vetor teste

Xg = (XgsXt—gre--sXt—(m—1)7)

com t>Ty, para o qual serid feita a previsdo p passos a
frente.

4) Estima-se, utilizando a regress3c n3o—-parametrica
linear LWR, a aproximagdo linear local fPy g y de fP.

S) Estima—se com o modelo em 4)

a previs3o de xy, p passos a frente, para o vetor teste
Xt e calcula-se o erro

e (Tom,pyk) = IRgpap(Tomyk) — xgpapl. (4.3)

6) Repetem—-se os passos (3)-(5), para todo t no conjunto

de teste, e calcula-se © erro quadratico médio
normalizado
EQMN(T,m,p,k)=
1 T-p
R —— £ Lee(T,mspsk)12 32 / o, (4.8)

T_D_Tl -1 t=T1 +1 ;
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Para a regress3o ndo—paramétrica NN, a aproximacdo linear

local em 4) e a previsdo de X¢ts P passos a frente em 5), sio
substituidas por

k

i=31
onde os valores xti+p sao obtidos dos 'pontos X‘1+p, com

x‘l,...,x‘k, os k- pontos mais proximos de X¢(Por exemplo,
suponha-se que Xp3z € o0 quinto ponto mais prdximo de X¢. Entdo, de
Xo3=X¥5 tem-se X‘5+p=X23+p, donde x*5+p=x23+p), e w; sao os
respectivos pesos.

4.2 AS CURVAS EGMN(T,m,p,k)
0 comportamento das curvas EGMN(T,m,p,k), obtidas a partir
das aproximacdes locais pr,m,k de f, em funcdo dos pardmetros T,

m, p e k, como apontado por Casdagli(1992,p.307), permite ampla
analise do sistema dinamico gerador da série temporal.

4.2.1 Modelagem deterministica vs. modelagem estocastica

Para T, m, p fixos e k variando no intervalo [K4,K2], com
Kminl € Ky £ k £ Ko £ T4—p, (4.6)
o comportamento da curva EGMN(T,m,p,k)=EQMN{(k) permite decidir
qual entre os modelos: deterministico n3o-linear, estocastico

auto-regressivo nao—linear e estocastico auto-regressivo linear,
@ o mais apropriado para modelar o sistema dinamico do qual foi

F 4

1 0 valor minimo para o extremo inferior K; de (4.6) e
kpin2m+l para a regress3o n3o-paramétrica LWR, isto é, o nimero
minimo de pontos necessarios para dar estabilidade ao algoritmo
AR que implementa essa regressao. Neste trabalho adota-se
Kpin2(m+l). O extremo superior deve ser escolhido de forma
parcimoniosa pois (a] tempo computacional e a capacidade
computacional necessaria, crescem rapidamente com k. A
implementacdo do algoritmo de modelagem neste trabalho permite
variar o valor de k sem perder os resultados obtidos previamente,
isto &, a andlise das curvas para K¥5>Ko(K;¥<K;) pode ser feita a
partir dos resultados obtidos para ke[Ky,K;], acrescentando—-se os
resul tados obtidos para kE[Kz,Kztl(ketklt,Kll).
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observada a série temporal. Para um sistema deterministice
cadtico, a curva EGMN(k) assume valor minimo para k péqueno, isto
&, o sistema é melhor modeladoc com k proximoc ac menor valor
possivel para o extremo inferior do intervalo. A partir desse
valor de k, a curva EGMN(k) & crescente. Valores de k proximos ao
menor valor de (4.6), correspondem a modelagem deterministica
como a proposta por Farmer and Sidorowich(1987). Para um sistema
estocastico auto-regressivo linear, a curva EGMN(k) é
decrescente, isto &, o sistema & melhor modelado com k no extremo
superior do intervalo. Sistema estocastico’ auto-regressivo
n3o-linear & modelado com valor de k no interior do intervalo

(4.6).

4.2.2 Dimensioc do modelo

Com T, p e k fixos, a analise do comportamento da curva
EQMN(T,m,p,k)=EQMN(m) permite determinar a dimensdoc do modelo,
isto é, o numeroc de varidveis auto-regressivas no modelo (4.1).
Variando m a partir de m=1, a curva EGMN(m) & decrescente com m
se aproximando de m', m¥ a dimens3o do modelo. A partir desse
valor de m, a curva é crescente. Para os sistemas dinamicos que
n3o s3o auto-regressivos, tal comportamento n3c sera observado.

Para um sistema deterministico cadtico o erro de previsdo
EGQMN(m) decrescera para valor proximo a zero com m crescendo para
o valor correto da dimens3o de imersao m*(Casdagli,l?B?,p.S45),
chamada de dimens3c de imers3o ideal ou minima. Se a série
temporal tiver nivel de ruido significativo tal decréscimo n3o
serid observado.

Na dimens3c de imers3o minima m¥

o processo de reconstrucgio
da dindmica do sistema n3o-linear, dada pelo teorema de Takens, é
de melhor qualidade. Consequentemente, as estatisticas
ndo-lineares obtidas nessa dimens3o de imers3c s3o mais precisas.
LA 7 ’, S

E importante observar, tambem, que o numerc de dados necessarios
para analisar séries temporais n3o-lineares, com alguns dos
algoritmos neste texto, cresce rapidamente' com a dimensdoc de

imers3o.

4.2.3 Previsdo de curto prazo

Com T; me k fixos, a curva EGMN(T,m,p,k)=EQMN(p) permite
analisar a qualidade das previstes de curto prazo que podem ser
feitas para o sistema dindmico n3o-linear, a partir da série
temporal observada. Para um sistema deterministico cadtico, a
curva EQMN(p) cresce rapidamente com p, p=1,2,...(quantc maior
for o expoente de Lyapunov dominante, mais ripido é o crescimento
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do erro), mostrando que o horizonte de previsic & 1limitado a
baixos valores de p.

Para os sistemas deterministicos cadticos com baixo nivel de
ruido, vale a lei de escala(Farmer and Sidorowich,1987,p.847):

EGMN(p) ~ ceh(otl)p, ‘ (4.7)

onde, para a regress3o n3o-paramétrica LWR, =1 e h é a entropia
métrica(soma dos expoentes de Lyapunov positivos) do sistema
dindmico associado & série. Para a regress3o ndo—-paramétrica NN,
o=0 e h & expoente de Lyapunov dominante. '

De (4.7), tem—-se

1ogEGMN(p) =~ logC + h(a+l)p, (4.8)

0 que permite estimar o maior expoente de Lyapunov ou a entropia
métrica h, dependendo do tipo de regress3c ndo—paramétrica
utilizada nos modelos de previsido.

4.3 RESULTADOS NUMERICOS

Trés grupos de sistemas foram analisados com o algoritmo de
modelagem em 4.1.1: ’

GRUPO I - Sistemas deterministicos cadticos: Logistica, Hénon,
Ikeda, Lorenz e Mackey—-Glass.

GRUPO 11 - Sistemas estocasticos : AR(2), ARCH(2), Manchas
Solares. '

GRUPO 1I1- Sistemas n3o-lineares com ruido: Hénoné, Hénon22,
Lorenz1.5, LorenzilZ2.

0O grupo 1 & formado pelos sistemas deterministicos cadticos
apresentados no capitulo 1. No grupo 1I, sistemas estocésticos,
os sistemas AR(2) . e ARCH(2) s3oc simulados artificialmente,
enquanto o sistema das Manchas Soclares & dado por uma série do
mundo real. Os sistemas do grupo 111, sistemas n3o-lineares com
ruido, s3o obtidos dos sistemas deterministicos cadticos Hénon e
Lorenz adicionando-se diferentes niveis de ruido.

As curvas EGMN(k) e EGMN(m) foram estimadas, para os
sistemas dos grupos I, II e 111, com oOs parametros pél, =1,
ke[20,420], m=1,...,10, T3=500, T2=200 e T=700(para a série das
Manchas Solares T31=230, T5=30 e Tz=280). Na anélise em 4.3.1 e
4.3.2, as curvas apresentadas Sao as curvas com O0OS menores
erros(EGMN) para essa especificac3oc dos parametros.

'
i
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4.3.1 Modelagem deterministica vs. modelagem estocastica

Na figura 4.1, estdo os gréficos das curvas EGQMN(k),
kef20,420], para os sistemas dos grupos I, II e III.

Para os sistemas dos grupo I, as curvas EGMN(k), graficos na
figura 4.1.a, sdo estritamente crescentes no intervalo [20,420].
Variando k no intervalo [2(m+1),20], obtém—se que os menores
valores do EGMN{(k) s3o assumidos para k=2(m+l), menor valor
possivel para o extremo inferior do intervalo, mostrando que a
modelagem deterministica & a  mais apropriada para esses
sistemas(oc nivel de ruido nesses sistemas & o dado pela simulac3o
em Fortran 77, com reais em precisdo dupla das correspondentes

equagcoes no capitulo 1).

' Para os sistemas do grupoc II, os graficos das curvas
EGMN(k), k€[20,420], estio na figura 4.1.b. A curva
correspondente ac ARCH(2), com os valores EGMN{(k)=x1.0, mostra que
esse sistema &€ reconhecido pelo algoritmo de modelagem como
ruido(para o algoritmo de modelagem ruido e modelo que n3o é
auto~regressivo s3o sindnimos). Para os sistemas que n3o s3o
auto-regressivos, espera-se para a curva EGMN(k) comportamento
semelhante ao apresentado pela curva do ARCH(2). A curva EQGMN(k),
correspondente ao AR(2), decresce de forma mondtona no intervalo
[20,420] e assume valor minimo para k na extremidade superior
desse intervalo, mostrando que a modelagem 1linear é a mais
apropriada. Para os sistemas estocasticos auto-regressivos
lineares, espera—-se para a curva EGMN{(k) o mesmo comportamento.
Para o sistema das Manchas Solares, figura 4.1.b, a curva EG@MN(k)
assume valor minimo em k=30, ponto interior do intervalo
[20,230], mostrando que a modelagem através de modelo estocastico
auto-regressivo nd3o-linear & a mais apropriada para essa sistema.
Observa-se na figura 4.2.a, a qual amplia a figura 4.1.b para
kel[10,100], o comportamento das curvas EQMN(k) para os sistemas
AR(2) e Manchas Solares reforg¢ando, assim, as conclusdes
anteriores. ; v

Para os sistemas do grupo III, graficos das curvas EGMN(k)
na figuras 4.1.c, k€&€[20,420], e na correspondente ampliacido
4.2.b, kE€[10,1001, os valores minimos s3o0 assumidos em pontos
interiores do intervalo [10,420]: k=17 para Hénon&é, k=37 para
Hénon22 e k=34 para Lorenzl12, mostrando que a modelagem
estocéstica auto-regressiva ndo-linear & a mais apropriada para
esses sistemas. A curva EQMN(k) para o sistema Lorenzl.5 assume
valor minimo em k=10, indicando para esse sistema, como mais
apropriada, a modelagem deterministica. R

Para os sistemas estocasticos ou deterministicos, apontados
pelo algoritmo de modelagem como auto-regressivos ndo—-lineares, o
expoente de Lyapunov dominante pode ser utilizado para investigar
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a sensibilidade as condicfes iniciais. No sentido amplo
introduzido por Nychka et al.(1992) e Yao and Tong{(1994),
expoente de Lyapunov positivo em sistemas estocasticos indica
sensibilidade as condictes iniciais, mostrando que
n3o—-linearidades contribuem para a imprevisibilidade do sistema.
Para os sistemas deterministicos, expoente de Lyapunov positivo
indica sensibilidade 4s condi¢Bes iniciais, ©0 que e trago
caracteristico da presenga de caos. No quadro 4.2, estdao os
expoentes de Lyapunov dominantes para os modelos apontados como
auto-regressivos pelo algoritmo de modelagem. As estimativas
foram feitas com séries de comprimento T=200(para a série das
Manchas Solares, T=280), aproximando a fungdao f(F em 2.15,
capitulo 2) geradora da dinamica e o Jacobiano(J+=DF(Xy) em 2.16,
capitulo 2) através de redes neurais, com os parimetros dados no
quadro 3.3(Algoritmo Global, capi tulo 2).

Os valores positivos, estimados para os expoentes de .
Lyapunov, mostram que o0s modelos auto-regressivos analisados
apresentam sensibilidade as condigBes iniciais. Na terminologia
de Yao and Tong(1994), sdo sistemas deterministicos e
estocasticos cadticos. _

Para a modelagem de séries observadas do mundo real, em
geral com ruido, € importante a colocag3o de Casdagli(1992,
p.306):

Se os efeitos do ruido s3c pequenos e a dimens3oc D do
atrator é baixa, ent3o, com séries de comprimento
moderado, boas aproximagdes da fungd3o f podem ser feitas
com as técnicas de regress3o nd3o—-paramétricas em dimens3o
m>D. Por outro lado, se a dimens3o D do atrator é grande,
o comprimento da série observada pode n3o ser suficiente
para aproximar f com modelo deterministico n3o—linear em
dimensdo de imers3c m>D. E possivel que o sistema
dindmico seja melhor modelado por modelo estocastico em
dimens3o m<D.

Essa colog3c alerta para o fato que sistemas deterministicos
cadticos de alta dimens3o(1.2.7, capi tulo 1) podem ser
identificados através do algoritmo de modelagem comoc sendo ruido
e, também, como processos estocasticos auto-regressivos, sem que
o sejam. Assim, o ruido pode estar escondendo um sistema cadtico
de alta dimensdo. E nesse sentido _ que nao existe,
operacionalmente, diferenca entre caos de alta dimens3o e ruido.
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GUADRO 4.1-EXPOENTES DE LYAPUNOV DOMINANTE PARA 05 SISTEMAS

AUTO-REGRESSIVOS

SISTEMA E. LYAPUNOV
Logistica 0.6932
Hénon 0.4067
Hénonbé 0.4173
Hénon22 © 0.2655
Ikeda 0.33469
Lorenz 0.2292
Lorenzl1.5 0.1329
Lorenzi2 0.0374
M.-Glass 0.1209
M. Solares 0.0272

Expoentes de Lyapunov estimados de séries com comprimento T=200,
através do algoritmo GLOBAL com redes neurais. Para a série das
M. Soclares, T=280.

4_.3.2 Dimens3io do modelo

A figura 4.3 apresenta os graficos das curvas EGMN(m),
m=1l,...,10, para os sistemas dos grupos I, II1 e I1II.

As curvas EGMN(m), m=1,...,10, para os sistemas do grupo I,
graficos na figura 4.3.a, indicam dimens3o de imers3oc minima(ou
ideal) m¥ igual a 3 para Hénon, a 4 para Ikeda, a 3 para Lorenz e
a 4 para Mackey-Glass(para a Logistica, grafico truncado na
figura 4.3.a, m*=1). tUma pesquisa mais detalhada, no entorno dos
valores de m e k obtidos da analise das curvas EGMN, e com k
variando no intervalo [2(m+1),420], conduz aos valores Otimos m¥
e k*, que minimizam EGMN(m,k), apresentados no quadro 4.2.

Pode-se observar, nos graficos das curvas EGMN(m) na figura
4.3.a, uma caracteristica marcante dos sistemas deterministicos
cadticos com baixo nivel de ruido, que & a queda brusca do
EGMN(m) com m se aproximando da dimens3o de imers3o minima m¥ e o
crescimentoc do EGMN(m)} para valores de m superiores a m*(para
lkeda por exemplo, com os valores Atimos dos parametros k e m,
quadro 4.2, tem—se EGMN(S)~10EGMN(4)). Essa caracteristica, em
particular, da fundamento &s criticas feitas aos métodos de
diagnosticar caos em séries temporais do mundo real que trabalham
com dimens3c de imers3oc crescente. De forma geral, para séries
com comprimento limitado, o erro EGMN{(m) cresce com a dimensaoc de
imers3o m. Para contornar esse problema, os métodos que trabalham
com dimens3o de imers3o crescente exigem séries com grande
comprimento, para tornar EGMN(m) suficientemente pequeno para
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Para os sistemas deterministicos cadticos com baixo nivel de

ruido, vale a lei de escala(Casdagli,1992,p.309)
EQMN(T) = C(k/T)¥D, C (4.9)

onde a=1 para regressao ndo—-paramétrica NN, a=2 para regress3o
n3o-paramétrica LWR e D é a dimens3o do atrator(a mais apropriada
& a dimens3o de informac3o; para atratores com baixa dimens3o ndo
existem diferencas significativas entre as varias definigBes de
dimensdo(Smith,1992,p.330)). A 1lei de escala (4.9) mostra que
EQMN(T)—0 com T—o, se k/T31—¥0.

A figura 4.5 apresenta os graficos das curvas EGMN(T),
obtidas com T3=400,600,...,1200, T=300, T=T3j+To2 e os demais
paridmetros com os valores dados no quadro 4.2, para os sistemas
de Lorenz e Hénon. Observa-se na figura 4.5 a curva,
correspondente a Lorenz, seguindo a lei de escala (4.9)(a curva
log-log é aproximadamente linear; (C.3), apéndice C). No apéndice
C, explica-se a raz3o pela qual a lei de escala (4.9) n3c é

seguida com fidelidade pelo sistema de Hénon, com T=400,
600,...,1200.
Outra pratica, encontrada na literatura, é escolher a

dimensd3c de imers3o m como o menor inteiro maior que a dimens3o
de correlagdao(ou outra dimens3o qualquer). Por exemplo, em Farmer
and Sidorowich(1987,p.845): " If the attractor is of dimension D,
a minimal requirement is that m=D." Para lkeda, por exemplo, a
dimens3o de correlag3o é vxl1.67<2, donde m=2 pode ser escolhida,
mas a dimens3o de imers3o ideal é m¥*=4. 0Os resultados corretos
ocbtidos com as dimensBes de imers3o dadas pelo critério m>D,
devem ser creditados as séries com grande comprimentc utilizadas
pelos pesquisadores de caos em Fisica. Para séries temporais do
mundo real, em geral com pequenc comprimento, o conhecimentoc da
dimens3o de imers3o minima &, como apontado por Sugihara and
May(1990,p.738) e Cheng and Tong(1992,p.4279), muito importante
para evitar perda de informactes dadas pela série.

Para os sistemas do grupo 11, os graficos das curvas EGMN(m)
est3o na figura 4.3.b. Para o sistema ARCH(2), a curva EQMN(m) é
crescente com m, m=1,...,10. Adotou—-se, ent3o, para esse sistema,
m¥=1. Para os sistemas estocasticos AR(Z2) e Manchas Solaresz, ‘as

curvas EGMN(m) indicam, respectivamente, n¥*=2 e m¥=5.

2 Groot and Wurtz(1991a,b) ajustam rede neural & scsérie das
M. Solares. Variando o ndmerc. m de variaveis auto-
regressivas(numero m de unidades de inputs) concluem que os
resultados ndaoc s3o0 melhores para mx5. A discuss3o acima confirma
essa conclusdo, obtida pelos autores por tentativa e erro(Groot
and Wurtz,1991b,p.185).

t
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GQUADRD 4.2-VALORES OTIMOS DOS PARAMETROS m E k QUE MINIMIZAM O
ERRO QUADRATICO MEDIO EGMN(m,k)

Parametros
GRUPO m¥ k¥ EGMN(m¥ ,k¥)
I
Logistica 1 4 0.0001
Hénon 3 8 0.0025
Ikeda 4 10 0.0068
Lorenz 3 8 _ 0.0155
M.-Glass 4 10 0.0062
II
AR(2) 2 450 0.2810
ARCH(2) 1 - ~1.0
M. Solares S 30 0.3986
111
Hénonbd 2 17 0.1535
Hénon22 3 37 0.4049
Lorenz1.5 3 9 0.0389
Lorenzi2 4 34 0.2314

Valores dtimos obtidos com T=T1+T>=300+200, p=1, =1, m=1,...,10,
k=[2(m+1),20], regress3oc n3o—-paramétrica LWR com esquema de pesos
uniforme. Para a série das M. Solares, T=Tj+T5=230+50=280.

Para os sistemas do grupo 111, os graficos das curvas
EGMN(m), m=1,...,10, estdaoc na figura 4.3.c. As curvas indicam
m¥=2 para Heénonb, m¥=3 para Hénon22, m¥=3 para Lorenzl1.5 e m¥=4
para Lorenz12. Observe-se que a dimensdo de imers3o ideal para o
sistema deterministico puro e para o correspondente sistema com

ruido n3o s3o, obrigatoriamente, coincidentes.

4_.3.4 Previsio de curto prazo

As curvas EQMN(T,m,p,k)=EQMN(p) com T, m, e k fixos,
permitem analisar as previstes de curto prazo que podem ser
feitas para os sistemas dindmicos, a partir das séries temporais
observadas.

Na figura 4.4, estdo os graficos das curvas EGMN(p),
p=1,...,10, para os sistemas do grupo 1. 0 trago caracteristico
dessas curvas € o répido crescimento do EGMN(p) com o tempo de
previsdo p. A taxa de crescimento do EGMN(p) €& func3o do expoente
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de Lyapunov dominante. RQuanto maior o expognte de Lyapunov, maior
@ a taxa de crescimento do EGMN(p). Dessas curvas, pode-se
estimar através de (4.8) a entropia métrica ou o expoente de
Lyapunov dominante, dependendo do tipo de regressac empregada nos
modelos de previsao. ,

No apéndice C, Entropia Métrica e Expoente de Lyapunov, a
lei de escala (4.7) e analisada para os sistemas dinamicos do
grupc I, utilizando-se séries com comprimento T=T1+T>=1000+500.
0Os valores dos expoentes de Lyapunov, estimados das curvas
EGMN(p) através da regressi3c (4.8), s3o comparados com os
respectivos valores obtidos com os algoritmos do capitulo 2. Além
disso, outros problemas relevantes para os modelos de previsao
locais de séries deterministicas cadticas s3oc destacados nesse
apéndice. |

Do quadro 4.3.a, que apresenta os erros de previsdao EGMN(p),
p=1,...,10, para o0os sistemas do grupo I, pode-se concluir que e
possivel fazer previstes de boa qualidade(EGMN(p)éO.3); defini¢ao
em 3.4, capitulo 3) até 4 passos a frente(p=4) para 200 valores
das séries a partir dos 500 primeiros valores observados para
esses sistemas. Em particular, para Mackey—-Glass & possivel fazer
previsdes 10 passos a frente(p=10) com EGMN(p)(O.ZS.

Para os sistemas do grupo 11, os erros de previsao VEGMN(p)
estdo no quadro 4.3.b. Duas caracteristicas de processos
estocasticos podem ser observadas a partir desses valores:

1) para processos estocasticos lineares auto-regressivos o
EGMN(p) cresce lentamente com o tempo de previsdo. Para o AR(2)
tem—se EGMN(1)=0.28 e EQMN(10)=0.41;

2) para processos reconhecidos }pelo algoritmo como
ruido(processos que ndoc sd3o auto—-regressivos) deve—se esperar
EAGMN(p)=1.0 para todo p. Para o ARCH(2) tem—se EGMN(1)=1.09 e
EGMN(10)=1.11.

Para os sistemas do grupo III, sistemas ndo-lineares com
ruido, os valores EGMN(p), p=1,...,10, estdo no quadro 4.3.b. Os

valores EGMN(p) mostram que o© ruido adicionado ao sistema
deterministico cadtico faz com que os erros de previsaoc EGMN(p)
sejam substancialmente maiores que os dos correspondentes

sistemas deterministicos, como era de se esperar.

Dois problemas interessantes podem ser investigados nesses
sistemas:

1) a influéncia da sensibilidade as condicles
iniciais(expoente de Lyapunov positivo, quadro 4.1) no erro de
previs3o, isto €&, a decomposi¢gd3o do  erro de previs3o em duas

t
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partes: uma correspondente ao ruido e outra correspondente a
sensibilidade as condic¢8es iniciaisj

2) a determinac3o do nivel de ruido que pode ser adicionado
em dado sistema deterministico cadtico sem que ele deixe de
apresentar sua caracteristica basica, isto &, sua sensibilidade
as condigBes iniciais.

No quadro 4.3.b, pode-se observar que ¢é possivel fazer

previstes de boa qualidade 2 passos a frente(p=2) para
Hénon&(EAQMN(1)= 0.15, EGMN(2)=0.25), 1 passo a frente para
Lorenzl12(EGMN(1)=0.23), e 3 passos a frente(p=3) para

Lorenzl1.S(EGMN(1)=0.04, EGMN(2)=0.08, EGMN(3)=0.22). A comparagao
dos valores EGMN(p) para Lorenzl1l.35, com os correspondentes erros
do sistema deterministico, mostra que, apesar do baixo nivel de
ruido nessa série, a qualidade das previsties para o sistema com
ruido & reduzida drasticamente em relagd3o ao sistema
deterministico.

4.4 DIAGNOSTICANDDO CADS EM SERIES TEMPORAIS

As curvas EGMN(k) e EGMN(m) da3o poderoso teste para
diagnosticar caos deterministico em séries temporais. A curva
EQMN(k) indica a modelagem mais apropriada para série. A curva
EGMN(m) indica a dimensao de imersdo ideal. No caso de apontarem
modelagem deterministica com EQMN(m*)z0.0, a série temporal pode
ser modelada por modelo deterministico n3o-linear (modelo
auto-regressivo n3o-linear com nivel de ruido prdximc de zero).
Nesses modelos o caos deterministico pode explodir.

‘Para os sistemas do grupo I e para Lorenz1.5 no.grupo I1I as
curvas EQGMN(k) indicam modelagem deterministica n3o-linear como a
mais apropriada, isto é, os valores minimos dessas curvas s3o
assumidos em valores prdximos ou iguais ao menor valor possivel
para a extremidade inferior do intervalo (4.6). As curvas EGMN(m)
assumem valores minimos EGMN(m*)z0.0 nas dimensfes de imers3o
ideal m‘, dados no quadroc 4.2. Assim, esses modelos s3o
identificados corretamente por esse teste de caos .. como modelos
deterministicos n3o-lineares. A confirmagcd3o da presenca de caos
nesses modelos pode ser feita estimando—-se o expoente de Lyapunov
dominante, valores no quadro 4.1, com os algoritmos do capitulo
2(ou estimando-se das curvas EQMN(p), através da relac3o (4.8), a
entropia métrica ou o expoente de Lyapunov dominante). Para
séries com pequenc comprimento o algofitmo GLOBAL é o mais
indicado. !



FIBURA 4.1, Gra’f:icos das curvas EQMN(K ),
k=20,...,420, para Os sistemas dindmicos do
grupo I( ' Henon, Ikeda, Lorenz e
Mackey-Glass) (fig. 4.1.a), grupo II(AR(2),
ARCH(Z2) e Manchas Solares) (fig. 4.1.b) e grupo
111 (Hénonb, Henon22, Lorenzi.S e Lorenzi12)
(fig. 4.1.c), obtidas através da regressio ndo-
-paramétrica LWR com oOs parametros, p=1, r=1,
T,=500, Tp=200, T=700, m=1,...,10. As curvas
apresentadas 530 as Curvas COm O ®enor erro

quadratico medio normalizado.
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FIGURA 4.2, A figura 4.2 amplia algumas das
curvas EQMN(k) na figura 4.1. Na figura 4.2.a
tems—se as curvas EQMN(k) para os sistesas
dindmicos AR(2) e Manchas Solares do grupo 11,
enquanto na figura 4.2.b tem—-se as curvas para
os sistemas do grupo 11I(Henoné, Hénon22,
Lorenzl.5 e Lorenz12), k=10,...,100.
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FIBURA 4.3. Graficos das curvas EQMN(m),
m=l,...,10, para os sistemas dinamicos do grupo
I(Logistica, Hénon, lkeda, Lorenz e
Mackey-Glass) (fig. 4.3.a), grupo 11(AR(2),
ARCH(2) e Manchas Solares) (fig. 4.3.b) e grupo
111 (Hénon&, Hénon22, Lorenzl1.5 e Lorenzi2)
(fig. 4.3.c), obtidas através da regress3o niao-
-paramétrica LWR com Os parametros, p=1, <=1,
T1=500, T2=200, T=700, k=20,..,420. As curvas
apresentadas sS30 as Curvas Com O @senor erro

quadratico medio normsalizado.
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FIGURA 4.4. BGraficos das curvas EGMN(p),
P=1l,...,10, para os sistesas dinidmicos do grupo
I(Logistica, Heénon, Ikeda,
Mackey-6Glass), obtidas através da regressio
nio-paramétrica LWR com os parasetros, p=1,
T=1, T;=500, T,=200, T=700, com os

valores dados no quadro 4.2, se¢ido 4.3.2.
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FIGURA 4.5 Graficos das curvas EQMN(T),
T1=400,-..,1200, T2=300, p=1, t=1, valores de =
e k dados no guadro 4.2, secio 4.3.2, para os

sistemas dinamicos de Hénon e Lorenz.
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QUADRD 4.3.a—EGMN(p) PARA OS SISTEMAS DO GRUPO I: SISTEMAS
DETERMINISTICOS CAOTICOS

SISTEMA DETERMINISTICO

p Logistica Hénon Ikeda Lorenz M.—-Glass
1 0.0001 0.0025 0.0068 0.0155 0.0062
2 0.0008 0.0106 0.0324 0.0416 0.0071
3 ©0.0031 0.0322 0.1012 C 0.1066 0.0312
4 0.0126 0.1265 0.1763 0.2900 0.0476
S 0.0490 0.5178 0.4524 0.5168 0.0997
6 0.1935 X 0.6225 0.7506 0.0833
7 0.6029 X 0.9951 0.7559 0.1293
a X X X 0.1508
9 X X X L 3 0.1728
10 X X X 0.2305

EGMN(p) estimado com T=T31+T>=500+200, p=1, =1, m e k dados no
quadro 4.2, regress3o n3o—paramétrica LWR com esquema de pesos
uniforme. Para a série das M. Solares, T=T1+T>=230+350=280.

GUADRD 4.3.b-EGMN(p) PARA OS5 SISTEMAS DOS 6RUPOS II E III:
SISTEMAS ESTDCASTICDS E SISTEMAS NAD-LINEARES COM

'RUIDO
SISTEMA
NAO-LINEAR COM RUIDO , ESTOCASTICO
p Hénon&é Hénon22 lLorenz1.5 LorenziZ2 AR(2) ARCH(2)
1 0.15456 0.4192 0.0443 0.2349 0.2810 1.0972
2 0.2535 0.6182 0.0894 0.3489 0.2933  1.1305
3 0.4026 0.8485 . 0.2230 0.5720 0.3484 ° 1.1315
4 0.6394 0.9733 0.4908 0.7791 0.3608 1.0971
5 0.9731 X 0.6836 0.8500 0.3787 1.0704
& x X 0.7162 x 0.3847 1.0740
7 X X 3 x 0.3954 1.0703
8 x X X x 0.3972 1.0742
9 X x x x 0.3974 1.0799
10 x x x x 0.415% 1.1101

EGMN(p) estimado com T=Ty+T5=500+200, p=1, v=1, m e k dados no
quadro 4.2, regressdo nd3o—paramétrica LWR com esquema de pesos
uniforme. Para a série das M. Solares, T=T+To=230+50=280.

i
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No capitulc 2, os graficos LogC(e)vs.lLoge s3o0 obtidos para

os sistemas de Heénoné, Hendn22, Lorenz1.5 e Lorenzi?2,
empregando—se séries com comprimento T=1500. Esses graficos siao
utilizados para diagnosticar caos pelo algoritmo de

Grassberger—-Procaccia. Escolhe-se a parte linear do gréfico e por
regress3o linear estima-se a dimens3o de correlagao. Os graficos
nas figuras 2.3.b, 2.3.c, 2.4.b e 2.4.c, mostram que o efeito do
ruido € reduzir a parte linear desses graficos, na parte mais
necessaria ao algoritmo(e—0), dificultando ou mesmo
inviabilizando as estimativas da dimens3o de correlagdo. Em
particular, as partes lineares dos graficos correspondentes ao
modelo de Lorenzl1.5 s3o reduzidas drasticamente. _

A discuss3o acima mostra um caminho alternativo aoc dado pelo
excelente algoritmo de Grassberger—-Procaccia para séries com
grande comprimentoc e baixo nivel de ruido, para investigar caos
deterministico em séries com pequeno comprimento.

4.5 TESTES ESTATISTICOS

Para analisar a adequagdo dos modelos locais ajustados aos
sistemas Hénon, Hénoné, Hénon22, Lorenz, Lorenzi.5 e Lorenzi2,
saoc utilizados o teste do terceiro momento incondicional e o
teste BDS. A escolha dos testes estatisticos foi baseada nas
propriedades que o© teste do terceiroc momentoc tem para detectar
ngo—linearidades na média, enquanto o teste BDS & muito sensivel
a desvios da distribui¢3c iid. Os testes estatisticos estd3o
resumidos no apéndice A, Testes Estatisticos.

4.5.1 Sistemas nio-lineares com ruido

Os quadros 4.4 e 4.5 apresentam os testes estatisticos para
os modelos locais(n3o-lineares) de Hénoné e Hénon22, enquanto os
quadros 4.5 e 4.6 apresentam os testes para os modelos locais de
lorenzli.5 e LorenzlZ. Para esses modeloé, os testes do terceiro
momento incondicional, quadros 4.4 e 4.6, e BDS, quadros 4.5 e
4.7, aplicados aos residuos, ndo apresentam estatisticas
significativas(valor critico 2.57, a um nivel de significdncia de
1%Z). Assim, os modelos locais(ndo-lineares) para esses sistemas
dindmicos conseguem capturar as nd3o-linearidades apontadas pelos
testes estatisticos aplicados aos dados ~ brutos, gquadros 4.4 a
4.7.



4.5.2 Sistemas deterministicos cadticos

Para os modelos ajustados aos sistemas deterministicos
cadticos Hénon e Lorenz, o teste do terceiro momento ndo
apresenta estatisticas significativas, quadro 4.8, mostrando que
os modelos locais explicam o comportamento nao-linear desses
sistemas, enquanto o© teste BDS mostra que os residuos n3do s3o
iid., quadro 4.9.

Observando—se que a regressao ndo-paramétrica LWR &
eficiente para modelos estocasticos lineares com k
suficientemente grande e que o valor de k ﬁtilizado no modelo de
Hénon(k=8) e Lorenz(k=8) & o menor valor possivel permitido pelo
algoritmo GR, pode-se conjecturar que o teste BDS esta apontando
dependéncia linear nos residuos desses modelos.

Filtrando os residuos do modelo 1local para Hénon por um
AR(7), e do modelo local para Lorenz por um AR(3), tem—se os
resul tados apresentados no quadro 4.9, para o teste BDS aplicado
aos residuos desses modelos lineares.

Pelas recomendacdies de Cao and Tsay(1992,p. Si71), de que as
estatisticas BDS devem ser enfatizadas para m=2,...,5, pode-se
considerar que os residuos dos modelos n3o-lineares de Hénon e
torenz filtrados pelos modelos lineares AR(7) e AR(3),
respectivamente, s3o iid., pois as estatisticas BDS(1.0 DP),
nessas dimensdes de imersdo, nd3o sd3o significativas, conforme
mostram os resultados, para m<5, no quadro 4.9(valor critico
2.57, a um nivel de significldncia de 1%).

Assim, os testes do terceiro momento e BDS validam os
modelos locais(nd3o—-lineares) obtidos para os sistemas de Hénon e
Lorenz através da regress3c n3do-paramétrica LWR.
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QUADRO 4.4-TESTE DO TERCEIROD MOMENTO PARA 0OS MODELOS LOCAIS DE

HENONS E HENONZ22
DEFASAGEM Hénoné Hénon22
i,7 OBS RES OBS RES
1,1 -5.34 1.33 -5.07 0.96
2,1 2.38 -0.78 2.32 1.22
2,2 -0.48 0.33 -0.07 0.58
3,1 -4.34 ' -0.12 -4.37 0.72
3,2 4.00 0.17 3.51 -0.07
3,3 0.05 0.58 -0.43 1.32
4,1 0.92 1.77 1.08 -0.42
4,2 -1.65 -0.20 -1.38 -0.34
4,3 0.53 0.05 0.53 -0.70
4,4 3.61 - 0.26 2.86 1.21
5,1 -0.50 ~-1.20 -0.70 -0.91
5,2 0.71 -0.40 0.84 -1.24
5,3 -1.02 -1.04 -0.91 -0.97
S,4 -0.98 0.94 -0.90 0.97
5,5 1.31 0.76 0.62 1.21

Na coluna OBS, tem—se as estatisticas para os valores observados
da série(t=501,...,700), enquanto que na coluna RES tem—-se as
estatisticas para os residuos do modelo local (ndo—-linear)
ajustado & série(t= 501,...,700). Valor critico 2.57, a um nivel
de significlncia de 1%.

QUADRO 4.S5-ESTATISTICA BDS(1.0 DP) PARA 0OS MODELOS LOCAIS DE
HENONG6 E HENONZ22

Hénoné Hénon22
m 0BS RES OBS RES
2 21.64 -0.00 22.96 -0.57
3 21.79 0.82 23.86 0.64
4 23.81 0.68 27.15 1.01
5 24.50 0.61 29.00 0.77
A 27.88 - 0.47 33.79 0.43
7 32.86 0.37 39.83 -0.09
8 39.29 0.18 48.41 -0.42
9 48.54 -0.15 59.76 -0.84
10 61.43 -0.26 74:.19 -0.69

Na coluna OBS, tem—se as estatisticas para os valores observados
da série(t=501,...700), enquanto que na coluna RES, tem-se as
estatisticas para os residuos do modelo local(n3o-linear)
ajustado a série(t =501,...,700). Valor critico 2.57, a um nivel
de significdncia de 1%.
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GUADRO 4.6-TESTE DO TERCEIRO MOMENTO INCONDICIONAL PARA OS
MODELOS LOCAIS DE LORENZ1.5 E LORENZ12

DEF lLorenz1.5 lLorenzi?2

i3 OBS RES DBS RES
1,1 2.26 1.40 2.14 1.31
2,1 2.95 2.35 2.84 0.65
2,2 3.52 0.11 3.46 1 0.52
3,1 4.23 0.71 4.07 0.34
3,2 4.67 1.02 4.74 -0.93
3,3 5.49 -0.28 5.46 1.39
4,1 5.25 -0.93 4.89 0.29
4,2 5.61 -0.59 5.31 -0.28
4,3 5.64 ~0.15 5.38 -1.05
4,3 4.07 -0.79 3.64 1.01
5,1 4.79 -0.46 4.49 -0.51
5,2 5.34 -0.19 4.84 ~1.14
5,3 4.80 -0.17 4.09 -0.27
s,4 2.07 -2.06 1.95 0.11
5,5 0.02 -1.51 0.13 -0.55

Na coluna OBS, tem—-se as estatisticas para os valores observados
da série(t=501,...,700), enquanto que na coluna RES tem—se as
estatisticas para os residuos do modéelo ' 1local(ndco-linear)
ajustado & série(t= 501,...,700).Valor critico 2.57, a um nivel
de significdncia de 1%.

QUADRO 4.7- ESTATISTICA BDS(1.0 DP) PARA 0S5 MODELOS LOCAIS
DE LORENZ1.35 E LORENZ12 '

Lorenzl1.5 Lorenzl12

m 0BS RES OBS RES
2 20.76 2.07 20.72 1.79
3 20.96 1.41 20.76 1.90
4 24 .65 1.37 23.95 2.29
S5 32.21 0.98 30.55 2.36
6 44 .73 0.79 41.67 2.52
7 &2.46 0.91 57.04 2.48
8 87.83 0.84 79.54 2.23
9 123.66 1.20 111.37 1.55
10

173.40 1.54 155.06 1.03

Na coluna OBS, tem—se as estatisticas para os valores observados
da série(t=501,...,700), enquanto que na coluna RES tem—se as
estatisticas para os residuos do modelo local(n3o-linear)
ajustado & série(t= 501,...,700). Valor critico 2.57, a um nivel
de significdncia de 1%.
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QUADRO 4.8-TESTE DO TERCEIRO MOMENTO INCONDICIONAL PARA 0s
MODELOS LOCAIS DE HENON E 1t ORENZ

DEF Heénon Lorenz

i,J OBS RES DOBS RES
1,1 ~-5.38 0.81 2.27 0.35
2,1 2.36 -0.21 2.95 -1.65
2,2 -0.65 -1.63 3.50 0.50
3,1 -4.22 ~-0.98 4.22 0.84
3,2 4.17 -1.21 4.67 1.10
3,3 0.31 0.07 5.51 0.03
4,1 0.83 0.87 5.25 0.74
4,2 -1.75 2.52 5.62 -0.20
4,3 0.54 -1.41 5.67 2.09
4,4 3.83 -1.55 4.08 -0.71
5,1 -0.42 0.43 4.77 0.18
5,2 0.60 0.33 5.36 -1.20
5,3 -1.08 -1.14 4.84 1.86
5,4 -1.00 -0.66 2.11 0.18
5,5

1.56 -1.40 0.05 ~-2.36

t

Na coluna OBS, tem-se as estatisticas para os valores observados
da 5érie(t=501,...,700), enquanto que na coluna RES tem—-se as
estatisticas para os residuos do modelo local(n3o-linear)
ajustado & série(t= 501,...,700). Valor critico 2.57, a um nivel
de significlncia de 1%.

GUADRO 4.9-ESTATISTICA BDS(1.0 DP) PARA OS RESIDUOS DOS MODELOS
LOCAIS DE HENON E LORENZ FILTRADOS POR MODELO LINEAR

Hénon Lorenz
m RES1 RES?2 RES1 RES?2
2 3.57 0.28 3.59 0.58
3 3.15 0.56 4.08 1.04
4 2.89 0.81 3.98 1.47
5 2.45 "~ 1.05 3.49 1.90
6 2.24 1.31 3.03 2.36
7 2.02 1.57 2.70 2.87
8 2.10 1.87 2.60 3.37
9 2.18 2.11 2.61 3.86
10 2.22 2.35 2.62 4.42

RES1 s3o os residuos do modelo local(nso—linear) ajustado a
série(t=501,...,700), enquanto que RES2 s3oc os residuos RES1
filtrados por modelo linear. Valor critico 2.57, a um nivel de
significancia de 1%. '



CAPITILD S5

NAO-L INEARIDADES EM SERIES FINANCEIRAS BRASILEIRAS

0 algoritmo de modelagem para séries nao-lineares no

capitulo 4 é aplicado aos retornos das seéries financeiras
IBOVESPA, BRASFUND, VALE e WHM, buscando—se evidéncias de
variaveis auto-regressivas nos sistemas dindmicos geradores

dessas séries. Testes estatisticos nao—-lineares e modelos
nd3o-lineares na varidncia, também, s3o utilizados para detectar e
explicar nao—linearidades nessas séries financeiras.

- 3.1 MODELAGEM

As curvas EGMN(k) e EBMN(m){((4.2.1) e (4.2.2), capitulo 4)
foram estimadas para os retornos das séries financeiras(a palavra
retornos serd subtendida no restante deste capitulo, isto é&,
série financeira deve ser entendida como a série dos retornos da
correspondente série financeira) IBOVESPA, BRASFUND, WHM e VALE,
com =1, m=1,...,10, p=1, k€E[20,460], € com os comprimentos Ty,
To e T dados a seguir: '

Comprimento
SERIE Ty To  T=T+To Periodo
IBOVESPA 1298 300 1598 = 03/01/86 a 15/04/92
BRASFUND 1279 300 1579 04/05/88 a 30/06/94
WHM 1007 300 1307 02/01/86 a 07/01/91
VALE 1007 300 1307 02/01/86 a 07/01/91

0 extremo inferior k=20, do intervald de variacao de k, foi
escolhido em fung3o do valor minimo necessarioc para assegurar a
estabilidade numérica do algoritmo(kx2(m+1)=2kgi,)- O extremo
superior leva em consideragdo o tempo computacionall, o qual
cresce rapidamente com o numeroc de ponﬁos k. Essas escolhas
mostraram—se satisfatdrias para analisar as quatro séries.

As curvas EGMN(k) e EGMN(m), nas se¢Oes 5.1.1 e 5.1.2, sdo
as curvas CcOm OS menores erros para a especificacdo dos
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pariametros acima.
5.1.1 Modelagem linear vs. modelagem ndoc—linear

Para a série IBOVESPA, tem—-se EG@MN(k)~1.0, k€[20,460],
mostrando que o algoritmo de modelagem interpreta essa série como
ruido.

Para as séries WHM e VALE, gréficos na figura 5.1, as curvas
EGMN(k) s3o decrescentes no intervalo [20,460](aproximadamente
constantes para k2300), com essas curvas assumindo valores
minimos na extremidade superior do intervalo [20,460]. Assim, o
algoritmo de modelagem indica a modelagem auto-regressiva linear
como a mais adequada para essas duas séries. Para a série
BRASFUND, o comportamento da curva EGMN(k) é mais complexo que os
dois anteriores. A curva EGMN(k), grafico na figura 5.1,
apresenta queda brusca para ke€[20,80], e continua a decrescer de
forma mais lenta para ke[80,220], atingindoc valor minimo em
k=220(ponto interior do intervalo [20,4460]), crescendo a partir
desse valor. Assim, o algoritmo de modelagem esta indicéndo, para
essa serie, modelo auto-regressivo n3o-linear como o mais
apropriado. A comparac3o do grafico da curva EG@MN(k), para a
série BRASFUND com os correspondentes graficos para as series
autoregressivas n3o-lineares com ruido na figura 4.2.b, capi tulo
4, reforgca essa conclusao.

5.1.2 Dimensio do modelo

Os graficos das curvas EGMN(m), m=1,...,10, para as séries
BRASFUND, WHM e VALE, estdo na figura 5.2. As curvas EGMN(m)
indicam dimens3c de imers3oc m¥*(dimens3c do modelo) igual a 1,
para as séries WHM e VALE, e dimens3o de imers3o m¥ igual a 3,
para a série BRASFUND. Para a série IBOVESPA, tem—se EGMN(m)x~1.0,
m=1,...,10. 0 menor valor e o maior valor do EG@MN(m) s3c,
respectivamente, EGMN(3)=1.0103 e EGMN(8)=1.047. Adotou-se,
entdo, para essa série a "dimens3o de imers3o m=3".

No quadro 5.1, est3o os valores 4timos dos parametros m e k
que minimizam o EGMN(m,k). Observa-se que os erros sd3o, em geral,
elevados.

i

1 por exemplo: Tp=300, k=460 e m=10, implica em resoclver 300

roblemas de minimos quadrados lineares com 10 variaveis explicativas,
ada uma com comprimento 460.
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GQUADRO S.1-VAL ORES 6TIHDS Dos PARAHETRDS m E k GUE MINIMIZAM
EGMN(m.k)
Parimetros
z % ¥
SERIE m K eaMN(m¥,k¥)
IBOVESPA 3 - ©1.010
BRASFUND 3 220 0.735
WHM ' 1 4460 0.778
VALE 1 450 0.727
m¥=dimensdo de imerséo, k ¥*=nimero de pontos em cada

vizinhanca(=nimero de pontos utilizados para obter cada uma das

300 previsdes), EGMN(m*,k*)=erro quadratico médio normalizado
r .

minimo.

5.1.3 Testes estatisticos

0 algoritmo de modelagem indica que as séries IBOVESPA, WHM

e VALE, nao sdo geradas por sistemas auto-regressivos
n3o-lineares, isto &, n3o s3o processos n3o-lineares na média.
Para a série BRASFUND, existe alguma evidéncia de

ndo-linearidades na média. Modelos ndo-lineares na média e na
variancia s3o apresentados no apéndice A, Testes Estatisticos.
Nesse apéndice est3o, também, resumidos os testes estatisticos do
terceiro momento incondicional e BDS.

Para investigar n3o-linearidades nessas séries, de forma
alternativa & desenvolvida com o algoritmo de modelagem, s3o
empregados os testes do terceiro momento incondicional (Hsieh,
1989), de Mcleod-Li(Mcleod and Li,1983) e BDS(Scheinkman,1990).

QUADRDO 5.2-ESTATISTICAS BASICAS DAS SERIES FINANCEIRAS

ESTATISTICAS
SERIE N.OBS. MEDIA VAR. DP. ASS. CURT.
IBOVESPA 1598 7.51E-3 2.12E-3  0.0461 0.6100 7.3598
BRASFUND 1579 3.88BE-4 1.B7E-3  0.0432 0.0141 2.6492
WHM 1307 7.90E-3 4.11E-3 0.0641 -0.2121 24.0518
VALE 1307 6.68E-3 5.92E-3  0.0769 0.2973 7.3154

CURT .=CURTOSE-3.0



FIBURA S.1. Graficos das curvas EGQMN(k),

k=20,...,460, para as séries financeiras
(retornos) BRASFUND, WHM e VALE obtidas atraveés
da regressao nao-paramétrica LWR com os

parimetros, p=1, =1, T,=300, m=1,...,10, T; e
T2 com os valores em S5.1. As curvas
apresentadas s£30 as Curvas COm O menor erro
quadratico medio normalizado.

BRASFUND eem——— , WHM — — — ~ , VALE cccc0ove

FIGURA S5.2. Graticos das curvas EQGMN(a),
m=1,...,10, para as séries financeiras
(retornos) BRASFUND, WHM e VALE obtidas através
da regressi3o nao-parasetrica LWR com os
parametros, p=i, v=1, T5=300, k=20,...,460, T,
e T, com os valores dados na secio 5.1. As
curvas apresentadas sio as curvas com o msenor
erro quadriatico sedio norsalizado.
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Teste do terceiro momento incondicional

D teste do terceirc momento incondicional(TM) pode apontar
se as ndo-linearidades em séries temporais s3o na média ou na
varidncia. O teste & aplicado aos residuos do modelo linear
ajustado & série. Com a metodologia de Box-Jenkins(Box and
Jenkins,1976) foram identificados, estimados e checados os
modelos lineares que melhor se ajustam a essas quatro séries
financeiras. No ‘quadro 5.4, est3o as estatisticas de Portematau
para os modelos lineares ajustados as séries. Os modelos lineares
para as séries BRASFUND e WHM n3o tém boa especificagl3o. As
probabilidades de que os residuos desses modelos lineares tém de
serem independentes & muito baixa. Tem-se 29%- para a série
BRASFUND e 197 para a série WHM. Uma explicagdo possivel para a
baixa qualidade dos modelos lineares & a existéncia de
auto—-correlagies de longo prazo nessas séries.

As estatisticas do teste do terceiro momento incondicional,
aplicados aos residuos do modelos lineares identificados para as
quatro séries financeiras, est3 no quadro 5.3. O teste ndo
identifica n3o-linearidades na média, confirmando a conclus3o
obtida com o algoritmo de modelagem para as séries IBOVESPA, WHM
e VALE. Para a série BRASFUND o teste do terceiro momento e o
algoritmo de modelagem d3o conclustes diferentes. O primeiro nao
apresenta estatisticas significativas, resultados no quadro 5.3,
enquanto o segundo aponta evidéncias de variaveis auto—
regressivas n3o—-lineares nessa série.

Teste de MclLeod-Li

0 teste de McLeod-Li(TML) analisa 'as autocorrela¢ctes do
processo dado pelos residuos ao quadrado dd modelo linear, para
detectar n3o-linearidades na série temporai.

As estatisticas do teste ™L, aplicado aos processos dos
residuos ao quadradoc dos modelos lineares ajustados As séries
financeiras, est3c no quadro 5.4. As estatisticas significativas,
a um nivel de significlncia de 5%, mostram que as quatro séries
s3o observadas de sistemas dinamicos n3o-lineares.

Teste BDS

Rothman(1992,p.5189) argumenta que o teste estatistico BDS é
um teste apropriadc para séries financeiras, por nao exigir a
existéncia de momentos de ordem superidr2 para deduzir sua
distribuigdo assintdtica, e cita trabalhos recentes que apontam
que momentos incondicionais de ordem efevada ndo existem para
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séries financeiras tipicas. Além disso, o teste BDS & muito
sensivel a desvios da distribuig¢lo iid. Por essas razdes, as
conclusfies obtidas a partir desse teste s3o priorizadas nesta
secdo.

As estatisticas do teste BDS para €=1.0 DP e m=2,...,10,
aplicado aos residuos dos modelos lineares ajustados as séries
financeiras em andlise, est3oc no quadro 5.5. As estatisticas
significativas, valor critico 2.57 a um nivel de significancia de
1%, indicam que essas séries s3o observadas de sistemas dindmicos
ndo-lineares.

S5.1.4 Dimens3do de correlacdo

A dimens3o de correlacdo n3c &, propriamente, um teste
estatistico. Mas, para processos iid., a dimens3c de correlac¢do v
segue a lei de escala v(m)=m, para todo m. Para os sistemas
deterministicos cadticos com baixo nivel de ruido, v(m) torna-se
independente de m, com m crescente. ‘

Pretende—-se, na discussdoc a seguir, ' comparar visualmente
essa lei de escala com as dimenstes de torrelagﬁo dos residuos
dos modelos lineares ajustados as séries financeiras em analise.
Na figura 5.3, est3o os graficos da 1lei de escala v(m)=m,
m=1,...,10, e os graficos da dimens3o de correlac3o dos residuos
dos modelos lineares, estimadas através do algoritmo (2.7),
capitulo 2, com €=0.50 DP. Para os residuos dos modelos lineares
ajustados 4s séries IBOVESPA, WHM e VALE, as dimensSes de
correlagcac crescem linearmente com a dimens3o de imersao,
conforme mostram os resultados no quadro 5.6.

Para os residucs do modelo linear ajustadoc a série
BRASFUND tem-se v(m)~0.353, m=1,...,10, o que mostra para essa
série, em termos da dimens3c de correlagdo, caracteristicas
diferentes das outras trés em anilise. Essa série, como é&

indicado pelos algoritmos de modelagem e da dimensdo de
correlag3o, € um processo estocidstico n3o-linear com baixa
dimens3o. Essa conclusao nao deve surpreender. Ramsey et

al.(1990,p.999) comentam que processos estocasticos com baixa
dimens3o s3o encontrados em muitas séries econdmicas.

2 0 teste do terceiro momento incondicional, por exemplo, exige
nmentos iguais ou superiores a 4(Hsieh,1991,p.1861).
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QUADRO 5.3-TESTE DO TERCEIRO MOMENTO INCONDICIONAL PARA OS
RESIDUOS DOS MODELOS LINEARES

DEF SERIE | .
i,3 IBOVESPA BRASFUND WHM VALE
1,1 -0.62 1.84 -0.44 1.92
2,1 -0.45 -0.77 0.65 -0.74
2,2 0.18 1.47 1.30 -0.68
3,1 -2.51 1.80 -0.68 0.87
3,2 -0.57 -0.77 0.66 0.64
3,3 -0.75 -0.60 f0.7o -0.13
4,1 0.20 2.37 -0.34 0.76
4,2 -1.37 0.53 -0.33 -0.83
4,3 0.59 0.03 0.39 0.62
4,4 -1.48 - -0.95 ~-0.66 -0.59
5,1 -1.18 0.23 -1.65 -0.17
5,2 ~-0.05 -0.48 -1.14 0.29
5,3 0.08 -0.30. 0.02 ~-0.36
5,4 0.66 -0.86 -0.79 0.72
5,5

0.97 0.83 —p.74 -0.03

DEF=Defasagem. Valor critico 2.57, a um nivel de significdncia de
1%.

QUADRO S5.4-TESTE DE PORTEMATAU(TP) E DE MCLEOD-LI(TML) PARA AS
- SERIES ORIGINAIS E PARA 0S5 RESIDUOS DOS MODELOS LINEARES.

DADOS BRUTOS RESIDUOS DO MODELO LINEAR
SERIE TP TML TP Pr. TML Pr.
IBOVESPA 37 .45 121.32 11.73 0.62 119.40 0.0
BRASFUND 112.53 138.53 13.01 0.29 96.25 0.0
WHM 30.30 S52.735 17.22 0.18 38.61 0.0
VALE 161.97 121.11 7.58 0.67 53.82 0.0

Valores criticos, a um nivel de significdncia de 5%, para o teste
TP das 20 primeiras autocaorrelactes: . IBOVESPA=25.00,
BRASFUND=21.03, WHM=23.468 e VALE=19.68. Valor critico para o
teste TML, a um nivel de significidncia de 5%, 31.41. Pr.
refere-se a probabilidade dos residuos serem ruide branco,
considerando—se as autocorrelactes remanescentes.

i
i
'
'
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QUADRD 5.5-ESTATISTICA BDS(1.0 DP) PARA OS RESIDUOS DOS MODELOS

LINEARES
RESIDUOS

m IBOVESPA BRASFUND WHM VALE
2 6.28 3.50 7.91 7.65
3 7.81 5.10 8.57 9.05
- 4 9.39 6.18 9.37 9.69
5 10.58 7.16 . 9.88 10.65
& 11.06 8.11 10.53 10.59
7 12.45 8.72 11.11 11.45
8 13.34 9.87 11.50 11.57
9 14.33 10.85 12.14 11.90
10 15.34 12.37 12.99 12.54

Valor critico 2.57, a um nivel de significadncia de 1%. O valor de
m é& a dimens3o0 de imers3o.

QUADRO 5.6-DECLIVIDADES DAS RETAS AJUSTADAS AS DIMENSOES DE
CORRELACAD DOS RESIDUOS DOS MODELDS LINEARES

RESIDUOS DECL IVIDADE ! R R<
IBOVESPA 0.81(0.01) 0.99 0.99
WHM 0.66(0.01) 0.99 0.99
VALE 0.53(0.01) 0.99 0.99

0 valor entre parénteses é o erro padrao da estimativa da
declividade. R & o coeficiente de correlagiio e RZ é o coeficiente
de determinagdo da regressd3o linear.

5.2 0 MODELO ARCH(p)

Os testes estatisticos de MclLeod-Li e BDS permitem concluir que
as quatro séries analisadas apresentam ;fortes evidéncias ~de
nado—lineridades. O algoritmo de modelagem indica que as
ndo-linearidades nas séries IBOVESPA, WHM e VALE, n3o s3o devidas
a varidveis auto-regressivas n3o-lineares, isto &, n3c s3o
nao—lineares na média, e que existe alguma evidéncia dessas
variaveis no processo gerador da série BRASFUND. Uma alternativa
aos modelos nao-lineares na média é dada pelos modelos
n3o—lineares na varidncia(Bollerslev, 198641987; Nelson,1991).

A seguir, procura-se investigar se as n3o-linearidades
diagnosticadas nessas séries financeiras podem ser explicadas
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através dos modelos de variancia condicional ARCH(p), oOs quais
pertencem ac grupo dos modelos nSD—lineares na variancia.

5.2.1 Definic3o

t

Considere—-se o modelo dinamico de regress3o linear
ve = %t B + gg. (5.1)

O erro {e¢,t=1,...,T; e gérado por um processo ARCH(p), segundo
Engle (1982,p.988), se os residuos padroni?ados

zy = ep/het’2 (5.2)
tém distribuic3o N(0,1), onde
heg = o + f1Ep—g + ... + Qt—pEt—p> (9.3)

com

a9 > 0, & 20, 1 = 1,...,pP» {(5.4)

para assegurar com probabilidade 1.0 que hg @ positiva.

5.2.2 Identificacdo e checagem dos sodelos

O processo dos erros aco quadrado {Etz,t=1,...T} pode ser
utilizado para identificar e checar os processos ARCH(p).
Bollerslev(1988,p.123) prova que esse prbcesso tem a mesma
estrutura de autocorrelac¢tes e correlaglies parciais de um AR(p).
Decorre, da identificag¢do dos modelos n3o-lineares ARCH(p) com os
modelos lineares AR(p), que a metodoingia Box—Jenkins pode ser
utilizada nas etapas de identificag¢do e checagem do modelao.

Um teste para a adequagdo do modelo & dado pela estatistica
de Portmanteau(Bollerslev,1986,p.315)

¢

N
Oee = T(T+2) I r2(i)/(T-1), (5.9)
i=1

onde rg.(1i) @ a i—ésima autocorrelagao do processoc dado pelos
residuos padronizados ac quadrado

th = Etz/ht : (5.6)
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obtidos de (5.2).

Guando os z4 sao independentes, a estatistica (5.5) tem
distribuicdo assintdtica ao qui-—quadrado com N graus de
liberdade.

5.2.3 Estimacdo dos modelos ARCH(p)

 Embora os modelos ARCH(p) possam ser identificados com os
modelos lineares AR(p), a estimacdo desses modelos ndo pode ser
feita pela metodologia de Box-Jenkins, pois a equagdo da
variancia (5.3) com a condic3oc (5.4) mostra que, estimar os
coeficientes de um ARCH(p), € um probiema de otimizag¢do com
restri¢ctes de n3o—-negatividade.

Os coeficientes em (5.3) podem ser estimados maximizando o
logaritmo da fungd3o de verossimilhanga, com as restrictes de
n3o—-negatividade (5.4). » _

Para a implementacdo do processo de estima¢d3o dos
coeficientes de um ARCH(p), neste trabalho, admite—se que
{eg,t=1,...,T> &€ observavel, isto é, {4} foi estimado de forma
consistente através de algum outro método de regressao(
metodologia Box—Jenkins por exemplo). Engle(1982,p.990) deduz que
a funcgio log—méxima—verossimilhan;a para o processo definido em
(5.2) e (5.3), a menos de alguma constante é: )

T
L(B) = (1/T) E 14(8), (5.7)
t=p+1
com
14(8) = —1/21logh¢? — 1/2e2/h2, (5.8)

onde B=(ao,a1,...,ap) & o vetor dos coeficientes a ser estimado
maximizando L(8) em (5.7), com as restriges de ndo—negatividade
agr0, ay=20, i=l,...,p, dadas em (5.4).

5.3 MODELOS ARCH({(p) ESTIMADOS
5.3.1 Coeficientes e erros padries

Os coeficientes e o0s erros padroes dos modelos ARCH(p)
estimados de (5.7), para os residuos dos modelos lineares
ajustados &s séries financeiras em andlise, est3o no quadro 5.7.
Os coeficientes s3o, em geral, significativbs.
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QUADRO S.7-COEFICIENTES E ERROS PADRDES DOS MODELOS ARCH(p)
ESTIMADOS PARA AS SERIES FINANCEIRAS

SERIE
COEFICIENTES IBOVESPA BRASFUND WHM VALE
oo 0.00087 0.00142 0.00351 0.00387
(0.00008) (0.00016) (0.00025) (0.00048)
L 3 0.23777 0.12057 0.15498 0.04851
(0.02326) (0.02170) (0.03140) (0.01985)
ao 0.10353 0.00194 0.12743
(0.01996) (0.04300) (0.02474)
oz 0.13366 0.06909 0.06346
(0.02653) {0.01752) (0.02215)
a4 0.02189
' (0.03218)
Qs 0.10083 }
(0.02927) |
Os valores entre parénteses s3o os erros padrdes das estimativas

dos coeficientes.

As estatisticas basicas para os modelos ARCH estimados est3o
no quadro 5.8.
muito praximos de 0.0 e de 1.0, como é
desses modelos.

A média e o desvio padrdo sdo, respectivamente,

exigido pela definicdo

QUADRD S.8-ESTATISTICAS BASICAS DOS RESIDUOS PADRONIZADOS DOS
MODELOS ARCH(p) ESTIMADDS PARA AS SERIES FINANCEIRAS

SERIE

ESTATfSTICAS IBOVESPA BRASFUND WHM VALE
Média -0.00955 —-0.00309 -0.0051 —-0.00490
Varidncia 0.98898 0.99859 1.0024 1.00156
D. Padrio 0.99488 0.99929 1.0011 1.00077
Assimetria 0.17180 -0.11430 0.5044 0.06348
Curtose 1.08246 3.03272 27.4942 6.33083

5.3.2 Testes estatisticos

Teste de McLeod-Li |

Os resultados do teste estatistico de Mcleod-Li(TML),
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aplicado ao processo dos residuos padronizados ao quadrado (5.6),
dos modelos ARCH(p) estimados para os residuos dos modelos
lineares ajustados as séries financeiras, estdo no quadro 5.9.

QUADRO 5.9-TESTE DE HMCLEOD AND LI(TML) PARA OS RESIDUDS
PADRONIZADOS DOS ARCH(p)

RESIDUDS ™ML Pr.
IBOVESPA ARCH(5) 17.70 54.0
BRASFUND ARCH(3) 42.13 0.0
WHM ARCH (1) 11.54 0.0
VALE ARCH(3) 7.24 99.0

Valor critico, a um nivel de significdncia de 5%, para o teste
TML. das 20 primeiras autocorrela¢cBes, 31.41. Pr. refere-se a
probabilidade dos residuos serem ruido branco, considerando—se as
autocorrelactes remanescentes.

As estatisticas indicam que, para as séries IBOVESPA, WHM e
VALE, as nao—linearidades podem ser explitadas por esses modelos
ndo—-lineares na variancia. Em particular, as probabilidades(Pr.,
quadro 5.9) dos processos dos residuos padronizados ao quadrado,
para as séries WHM(Pr.=90%Z) e VALE(Pr.=99%), de serem processos

independentes s3o muito boas. Para a série BRASFUND, a
probabilidade do processo dos residuos padronizados ao quadrado
ser independente @& proxima de 0.0, mostrando que .as

nd3o-linearidades nessa série nd3oc s3c explicadas por esse tipo de
modelo, fornecendo mais uma evidéncia de que essa série é melhor
modelada por um modelo estocastico auto-regressivo nao-linear.

Embora os testes estatisticos TML, quadro 5.9, validem os
modelos ARCH para as séries WHM e VALE, esses modelos falham nas
estatisticas bdsicas, quadro 5.8. A curtose do processo dos
residuos padronizados € muito elevada para os dois modelos.
Tem—se 27.49 e 6.33, respectivamente, para os residuos
padronizados da série  WHM e VALE (compare—se com os
correspondentes valores das séries originais, no quadro 3.2),
mostrando que a distribuic3o desses residuos n3do & N(0,1), como é
exigido na especificagdo dos modelos ARCH. |



FIGURA 5.3. Dimensio de correlacao, estimsada

através de (2.7 e 2.8, segcio 2.2.3), para as
residuos dos modelos lineares ajustados as
séries financeiras (retornos) IBOVESPA,
BRASFUND, WHM e VALE; dimensio de correlagido
da lei de escala v(m)=m(secdo 2.1.4).

IBOVESPA = — — « =, BRASFUND--eocommnee.. y WHM o . . _
VALEcomnno-. y vim)=m

FIBURA 5.4. Dimens3o de correlacio, estimsada
atraves de (2.7 @ 2.8, secdo 2.2.3), para os
residuos do wmodelos linear AR(5S) e ARCH(S)
ajustados a série (retornas) IBOVESPA;
dimensdo de correlagdo da lei de escala

vim)=m(segio 2.1.4).

AR(S) = = — = 5 ARCH(S)...c......., v(m)=m
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Teste BDS

0 teste BDS, para m=2,...,10, e e=1.0 DP aplicado aos
residuos padronizados das quatro séries estdo no quadro 5.10.
Esse teste aponta que apenas os residuos do ARCH(S) ajustado a
série IBOVESPA sd3o iid.

QUADRO 5.10-ESTATISTICA BDS(1.0 DP) PARA 0OS RESIDUDS PADRONIZADDS
DOS ARCH(p)

SERIE
m IBOVESPA BRASFUND WHM - VALE
2 -1.21 1.93 2.85 4.29
3 -1.34 3.34 4.28 4.40
4 -1.37 4.65 5.54 4.47
5 -1.24 5.69 6.26 5.04
& -1.41 6.60 7.00 5.39
7 -1.44 7.20 7.60 5.62
8 ~-1.41 8.38 7.96 5.57
10 -1.02 10.75 9.15: 5.90

Valor critico 2.57, a um nivel de significldncia de 1%. O valor de
m & a dimens3o de imers3o.

As conclustes diferentes dadas pelos testes BDS e TML podem
ter origens no fato de que independentes e iid. nao Sa0
sinénimns3, a ndo ser para processos gaussianos. Os residuos dos
modelos ARCH(p) ajustados as séries WHM e VALE, podem ser
independentes e n3o distribuidos identicamente. O teste TML
captura apenas independéncia. Outra possibilidade é que o tese
BDS esteja apontando dependéncia linear nos residuos. Observe-se,

no quadro 5.4, que o modelo linear para WHM n3oc & bom.

5.3 Dimens3o de correlacio

Na figura 5.4, sao comparadas visualmente as dimensGes de
correlagdo dos residuos do modelo linear AR(S) ajustado & série
IBOVESPA, e dos residuos padronizados do ARCH(S) ajustado a essa
série, com a lei de escala v=m, que vale para processos iid. As

S Ruido branco implica em processo ﬁindependente, mas a
reciproca n3o & verdadeira(Hinich and Patterson,l?BS,p.70).
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retas ajustadas as dimensdes de correlag3oc tém declividade: 0.81
para os residuos do modelo linear e 0.99(0.91 abandonando' o
Uultimo ponto) para os residuos padronizados do ARCH(S). Essa
comparacdo, que n3io tem carater estatistico, ilustra como o
ARCH(S) estimado para a série IBOVESPA melhora a distribuic3o dos
residuos dessa série, aproximando-os da le; de escala v(m)=m.



CONCLUSAD

A andlise de sistemas dindmicos n3o-lineares atraves da
dimens3o de correlacdo e do expoente de Lyapunov, como é
desenvolvida tradicionalmente na literatura gque investiga caos
deterministicos em séries temporais do mundo real, exigem séries
temporais com grande comprimento e baixo nivel de ruido.

Quando aplicadas com sucesso, essas técnicas calculam
invariantes geométricos e dindmicos associados ao sistema
nao—-linear, ignorando o problema fundamental em séries temporais
com relacdoc 4 previsdo. Além disso, essas técnicas s3o aplicadas
sem andlise prévia da sua adequagdo a dada série temporal,
podendo conduzir, as vezes, a resultados duvidosos(Grassberger,
1986), pois sistemas estocasticos lineares e sistemas
estocasticos n3o—lineares podem ser identificados, erradamente,
como sendo sistemas deterministicos cadticos.

As regressies ndo—paramétricas locais e globais permitem um
ataque direto a esses problemas. 0O algoritmo de modelagem obtido
através de aproximacBes locais(LWR) permite decidir qual das trés
modelagens, a linear auto—-regressiva estocastica, a n3o-linear
auto-regressiva estocastica ou a n3o-linear deterministica, é a
mais apropriada para dada série temporal. Para as séries
identificadas como n3o-lineares deterministicas, & possivel
testar a presenca de caos com as curvas EGMN{(k) e EGMN(m). Para
as séries identificadas como estocadsticas auto-regressivas
nd3o-lineares e, também, para as deterministicas n3o-lineares, é&
possivel analisar a sensibilidade as ’condigﬁes iniciais,
estimandoc o expoente de Lyapunov dominante atraveés de
aproxima¢des globais(rede neural). Esses testes e estimativas
podem ser feitos com numero de dados substancialmente menor que o
exigido pelos algoritmos clissicos de analise de sistemas
dindmicos n3o-lineares. ‘

Os resultados obtidos com a aplicagdo do algoritmo de
modelagem, 4s séries financeiras brasileiras e a série das
Manchas Solares, mostram a viabilidade de se analisar
n3o-linearidades em séries temporais do mundo real com esse
algoritmo. Além disso, a andlise de séries temporais desenvolvida
neste trabalho, com o algoritmo de modelagem,‘permite abandonar a
dicotomia presente nos trabalhos que invesfigam caos em séries
temporais do mundo real: o sistema é deterministico cadtico ou é



' 110
ruido, através de uma aproximac3c do problema mais prdoxima da
metodologia das Séries Temporiais, que é a modelagem da série
através de modelo estocastico auto-regressivo ndo-linear e a
investigac3o da sensibilidade as condigdes iniciais dos modelos
obtidos, a procura de evidéncias de caos deterministico quando o
nivel de ruido no modelo & muito pequenoc. '

A dimens3io de imersdo ideal, que o algoritmo de modelagem
permite determinar, @ importante nd3o s6 no contexto desses
modelos, permitindo minimizar os erros das previsBes de curto
prazo, mas também para os algoritmos classicos de andlise de
sistemas dindmicos n3o-lineares. O conhecimento da dimensido de
imers3o ideal maximiza as informagGes dadas pela série temporal,
evitando trabalhar com dimens3o de ' imers3o crescente,
procedimento que conduz 3 dimens3o de imers3oc com alto valor,
muitas vezes nao suportada por séries com pequenoc comprimento.

Embora invariantes geométricos e dinamicos possam ser
estimados para as séries deterministicas cadticas através dos
modelos de previsdo com aproximagtes locais, para essas séries o
ponto importante desses modelos evidencia-se no diagnéstico de
caos de baixa dimens3o. Os modelos de previsi3o, que basicamente
procuram reconstruir a dindmica f(F) do sistema dinidmico, sdo
incapazes de diagnosticar, através das curvas EGMN(k) e EG@MN(m),
caos onde ele ndoc exista, de forma diversa dos algoritmos de
Grassberger—Procaccia(Grassberger, 1986) e de Wolf et al(Brock,
19864) . .

De forma objetiva, para aplicac¢cGes préticas de sistemas
dindmicos com sensibilidade &s condigBes iniciais, como é
observado por Casdagli(1989) em relacao aos sistemas
deterministicos cadticos, &€ preferivel um modelo de previs3o
monitorado pelo erro cometido, do que estimativas, quando é
possivel fazé—las, de invariantes dindmicos e geométricos, que
dependem fortemente do comprimento da série e do nivel de ruido,
e que s3o incapazes de fornecer informactes quantitativas sobre a
evolugdo do sistema dindmico no tempo, a partir de dada condigcdo
inicial. 1

Além dos testes para diagnosticar caos deterministico e dos
modelos de previs3o para séries n3o-lineares auto-regressivas as
técnicas apresentadas neste trabalho tém uma importante
aplicag3o, na 1linha desenvolvida no capitulo 5: A anadlise da
existéncia de variaveis auto-regressivas no sistema dindmico
gerador de séries observadas do mundo real. A aplicac¢do dessa
técnica nd3o-linear mostra claramente que das séries financeiras
analisadas(retornos) IBOVESPA, BRASFUND, WHM e VALE, somente a
série BRASFUND apresenta evidéncias da existéncia de varidveis
auto-regressivas ndo-lineares no sistema dindmico gerador da
série, enquanto as séries IBOVESPA, WHM e 'VALE s3o melhores
modeladas, em termos de variaveis auto-regressivas, por modelos



111

auto-regressivos lineares.

A modelagem alternativa & auto-regressiva, através dos
modelos de varilncia condicional (ARCH), permite concluir que esse
tipo de modelo explica as nd3o-linearidades diagnosticadas nas
séries financeiras WHM e VALE por alguns dos testes estatisticos
nd3o-lineares utilizados neste trabalho. Em particular, o ARCH(S5)
ajustado & série IBOVESPA explica todas as n3o-linearidades
capturadas pelos testes estatisticos nao-lineares aqui
utilizados. Por outro lado, os modelos ARCH ndo tém poder para
explicar as nao—linearidades observadas na série BRASFUND,
fornecendo mais uma evidéncia de que essa série & melhor modelada
por modelo auto-regressivo ndo-linear de dimens3o 3, conforme é
indicado pela anadlise da existéncia de varidveis auto-regressivas
nessa série, desenvolvida através dos médelos nao—-lineares de
previsao.



RECOMENDACOES

Algumas direcBes que podem ser seguidas para aperfeicoar as
técnicas aqui apresentadas e, também, para testar a sua
eficiéncia em outras aplicacties s3o:

1) As aproximactes lineares locais utilizadas nas regressdes
ndo—paramétricas podem ser substituidas por regressBes de maior
I - ~r
ordem, tal como a quadratica. A comparacaoc com os resultados
obtidos neste trabalho podem apontar qual a ordem da regressao
n3o-paramétrica que possibilita previsfes com menores erros

quadraticos médios.

2) Os esquemas de pesos comumente utilizados na literatura
de regressties n3o-paramétricas(tricdbica, por exempla) nao
apresentaram, para os sistemas dinamicos com sensibilidade as
condigcBes iniciais, desempenho superior ao  esquema de pesos
uniformes. Assim, novos esquemas de pesos para previs3o de séries
temporais observadas desses sistemas, através de técnicas de
regressies n3o-paramétricas locais, podem ser pesquisados.

3) A decomposigio do erro de previsdo(erro quadratico médio
normalizado) em duas partes: uma correspondente & sensibilidade
as condigfes iniciais(Expoente de Lyapunov positivo) e a outra
devido ao ruido presente na série temporal. E, a partir dessa
decomposicdo, estabelecer critérios para - decidir quando uma
previsdo é "boa” ou “ruim"(ver Apéndice C).

7 4) A conexdo dos modelos de previs3o para sistemas com
sensibilidade as condi¢Bes iniciais com novas areas de pesquisa
em sistemas dinamicos 'comr essas caracteristicas(Por exemplo,
Controle de Sistemas Cadticos)(ver, por exemplo, Ott et al.,1990;
West,1990;61lass et al.,1991).

5) A investigag¢aoc da existéncia de variaveis auto-
regressivas nao—-lineares em séries observadas de sistemas
dindmicos do mundo real e a modelagem dessas séries por modelos
apresentados neste texto.



APENDICE A

TESTES ESTATISTICOS

Neste apéndice, s3oc abordados testes estatisticos para
identificar n3o-linearidades em séries te@porais univariadas. O
teste BDS, derivado da dimensdo de correlaggo, permite testar a
hipdtese nula da série temporal ser um processo independente e
identicamente distribuido, contra a hipdtese alternativa da série
ser gerada por processo ndo—-linear. 0 teste do terceiro momento
permite identificar se as n3o—linearidades s3c devidas a sistemas
dindmicos(processos) n3o-lineares na média ou na variancia.

A.1 TESTE ESTATISTICO BDS

0 teste BDS{Brock, Dechert e Scheinkman) (Hsieh,1989;

Scheinkman,1990), desenvolvido a partir da integral de
correlacdo, testa a hipdtese nula de que os dados s3o
independentes e identicamente distribuidos(iid.), tendo como

alternativa processo estocastico linear, processo estocastico
ndo-linear ou processoc deterministico cadtico.

O teste estatistico BDS & apresentado em Hsieh(1989,p.342),
como seqgue:

Seja {xg3t=l,...,T} uma sequéncia de observactes iid.

Para dada dimensao de imersd3o m, .construam—se as
- I 4 - 4 o - - -

m—historias(serie de vetores m—dimensionais)

%g™ = Xg = (%t Xp4is---3 Xtem—13s

t=1,...,T-m+l, e estime—-se a integral de correlacio por
(2.8), capitulo 2, '

C(T,e,m) = —————o 3 Ig(Xg,Xg)s (A.1)
LPR ) B P2 TV

onde T, =T-m+l e I é a fungdo indicadora. Sob a hipdtese
nula de que {%g é iid., com distribui¢cdo de
probabilidade F, tem—se que:
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C(T,e,m) — C(T,e,1)7,

com probabilidade 1.0, quando T—ioo, Além disso, com
T—co

T/20c(T,e,m) — C(T,e,1)™1 ~ N(O,0%(e,m)),

- . c . - o o - 4 I .
isto é, a distribuig3o limite & normal com média zero e

varilncia
) m—1 )
a(e,m)2 = afK(e)™ + 2 = K(e)™1c(e)?d + (m-1)2c(e)?m -
i=1
m2K(e)C(e)2P 2], (A.2)

onde C(e) e K(e) podem ser estimados de forma consistente
por C(T,e,1) em (A.1) e

K(T,e)=

&
= I Ig(XgsXg) Ig(XgsXp)e (A.3)
Tala DT 72) 1ercscreT,

Portanto, a variancia o(e,m) pode ser estimada de forma
consistente pela fdrmula (A.2) com C(T,e,1) e K(T,e),
respectivamente, no lugar de C(g) e K(e). Sob a hipdtese
nula, a estatistica BDS

wi(T,e,m) = TH/2[c(T,e,m) - C(T,e,1)M1/0(T,e,m)2, (A.4)
tem como distribuig3o limite a normal N(O,1).

A n3o aceitacgd3o da hipdtese nula(valor critico 2.57, a um
nivel de significincia de 1%) indica algum tipo de
dependéncia nos dados, que pode ser originada por
processo estocastico linear, processo estocastico
n3o-linear ou por processo n3o-linear deterministico. No
caso da hipdtese nula nao ser aceita, andlise
complementar deve ser desenvolvida para decidir qual das
trés possibilidades alternativas est& presente.

Brock and Baeck(1991,p.703) mostram que a estatistica BDS
pode ser utilizada para testar os residuos de modelos da forma
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Xt = F(Xt_l, Xt_z,.--, xt—-p; B) + Et

com FECZ, os parametros B=(By,...,Bp) estimados consistentemente
e {er} iid. com média zero e varidncia unitaria.

Assim, a estatistica BDS pode ser utilizada para testar os
residuos de um AR(p). Em particuiar, os residuos de uma rede
neural podem ser analisados através do teste BDS. Esse resultado
permite, também, analisar n3o-linearidades em séries temporais,
reduzindo a hipétese alternativa no teste BDS ~a processo
n3o-linear estocadstico ou deterministico, através da filtragem da
série por modelo linear apropriado.

Uma propriedade importante do teste estatistico BDS e
apontada por Rothman{(1992,p.518%9): 0 teste estatistico BDS nd3o
requer a existéncia de momentos de ordem superior para deduzir a
sua distribuicdo assintdtica. Os testes n3o-lineares bi-espectral
de Hinich(1982,p.170) e o do terceiro momento incondicional
{(Hsieh,1991,p.1861), por exemplo, exigem a existéncia de
momentos iguais ou superiores a 4.

A.2 TESTE DO TERCEIRO MOMENTO INCONDICIONAL

A.2.1 Modelos ndo-lineares

Hsieh(1989,p.354) separa os modelos estocasticos nao—
lineares em dois grandes grupos: modelos n3o-lineares na média e
modelos ndo-lineares na variancia, através da seguinte

argumentacao:

Seja {x{} os residuos de um AR(p) e considere os modelos
da forma

Xg = FXpmgs Xp—Dse==s Xg—-g) + Eps (A.5)
e os modelos da forma
X = F(Ng—1s Xg—D3e0ecy Xg—g) Ets (A.6)
onde f:R9—R & n3o-linear e {e4} & iid. com

Eleg!xt—1s %t-2s---5 %Xt-d) = Os

isto @, {g4} € independente dos valores passados de {4}
e

V(ErtiXg—1s Mt—Dseceay Xp—d) = 02.
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O primeiro modelo & dito com dependéncia aditiva, enquanto o
segundo modelo é dito com dependéncia multiplicativa. Dependéncia
aditiva significa que as nd3o-linearidades se fazem presentes no
sistema gerador da série temporal através da média(modelo
ndo-linear na média), ‘enquanto dependénqia multiplicativa
significa que as n3o-linearidades se fazem presentes no sistema
através da varidncia(modelos n3o-lineares na varidncia).

530 exemplos do primeiro tipo os modelos: bilinear de
Granger(BL) (Priestley,1981,p.883) e éuto—regressﬁo por partes
(TAR)(Tong and Lim,1980). Os sistemas deterministicos cadticos e
os sistemas cadticos com ruido (3.5), capitulo 3, também fazem
parte desse grupoc. Os modelos de variincia heterocedastica tais
como os ARCH(Engle,1982) (5.2, capitulo 5S), GARCH(Bollerslev,
1986) e EBARCH(Nelson,1991), sdo exemplos de modelos nao—
lineares na varidncia.

A.2.2 O teste do terceiro momento incondicional
Para os modelos da forma (A.5),
E(xgI%g—1sX4—25 «nesXp—g) = O, (A.7)
enquanto para os modelos da forma (A.6),
ElxgIxg—1s %t—25ee=3 Xg-g) = O. (A.8)
As relagfes (A.7) e (A.8) permitem distinguir, como apontado
por Hsieh(198%9,1971,p.1860), entre os dois tipos de modelos n3o-
lineares (A.S) e (A.6), através do teste do terceiro momento
incondicional, como segue: '
A hipdotese nula
E(f(x¢—1s *t-25---5 Xt—k)) = O,

isto &, a existéncia de n3o-linearidade multiplicativa
- r .
contra a hipotese alternativa

E(f(xXg_1s Xt—Ds saay Xg—g)) = O,

da existéncia de n3o-linearidade aditiva, pode ser
testada através do terceiro momento incondicional.

Seja E(x¢, Xt—js %t—j) © terceiro momento incondicional e
V(x¢) = o2. Sob a hipdtese nula,
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p(i, i) = E(Xt, Rf—is Xt_j)/U'3 = 0,

para todo i,ji>0, contra a hipdtese alternativa que para
algum i,ji>0

p(i,j) = O.
Estimando—se p(i,j) pelo momento amostral
r{i,j) = (1/T)[Expxp—i%t~;1 / [(1/TIEx2715/2,

a distribuigc3o assintdtica da estatistica r(i,j) é dada
por

N(O, w(i,i)/e®),
onde a varidncia pode ser estimada consistentemente por

W(i,3)/0% = (L/TIL = %g@np—iZxp—;21 /7 [(L/T) Ex¢2 15,

A estatistica
T 20 (5,5)/00(i,5)s0%71/2

e, entd3o, usada para testar quando o terceiro momento é diferente
de zero. A rejeigdo da hipdtese nula ocorre, a um nivel de
significdncia de 1%, se o valor absoluto dessa estatistica é&
maior ou igual a 2.57.

Simulagdes em Hsieh(1989,p.358) mostram que o teste do
terceiroc momento tem bom poder para detectar n3o-linearidades na
média e n3o-linearidades na varilncia.



APENDICE B

TEOREMA DE TAKENS

Neste apéndice, pfocura—se, através de exemplos, ilustrar o
teorema de Takens(1981).

B.1 SISTEMA DINAMICO DE DIMENSAD 2

Considere—-se o sistema de equagdes diferenciais de dimens3o

(B.1)

dxy/dt = Fy(xq,%2)
dX/dt = {

dxo/dt Foixg.%2),

com X=(xy,%p) ‘€RZ e aF /3x5=0.

Schuster(1988,p.120) ilustra o teorema de Takens com o
seguinte argumento:

Para =0, os vetores

X(tj) = X(t+iv) = [x3(t+it),xp(t+iv)]’,

i inteiro, s3o obtidos de

X(t) = [xg(t),xp(t)]’
univocamente. A correspondéncia(aplica;ﬁo) entre os
pontos X(t;) e X(t) e injetora(i-a-1), pois as
trajetdrias do sistema (B.1) n3o se interceptam(unicidade

do problema de valor inicial).
Considere—se a sequéncia de vetores

Y(ti) = [yg(tj),yo(t;)1’ = [xl(t+it),Xl(t+(i+1)T)]',
onde tij=t+iv e i=1,2....

Tem—-se,



119

yi(ti) = x3(t+iT) A {B.2)
+{i+l)T
yo(ti) = xg(t+{i+l1)T) JtFl(xI(a)),xz(a))da + xq(t+iv)
t+itT -

TFi(xg(t+iv) ,,xo(t+iT)) + x3(t+iT)=
TR (xg(tj),x2(t3)) + x3(tj). {B.3)

Considerando—se que 8F1/8x5=0, as igualdades (B.2) e (B.3)
definem uma aplicacdo injetora entre X(tj) e Y(tj)(teorema da
fungdo inversa; isola-se em (B.3), x2(tj) em funcdo de yp(tj)).
Assim, & razoavel admitir-se que as sequéncias X(ty) e Y(tj)
tenham as "mesmas informacdes"”, tendo em vista que entre elas
existe uma aplicacdo S=R2—4R2 injetora.

B.2 CIRCUNFERENCIA UNITARIA

Como exemplo simples, considere-se o0 sistema de equacides

dxq/dt ) 2n %q(t)
dxo/dt -2n 0 %o(t)

com a condi¢c3o inicial (0,1), cuja trajetdria no plano de fase é

diferenciais:

a circunferéncia com centro em zero e raio unitario
(circunferéncia unitdria), pois x4q(t)=cosZnt e xo(t)=senZwnt,
donde [xy(t)1%+xo(t)1%=1.

Tem—se, para tj=t+iv e T=1/4

Y(tj) = [xg(ti),xg(tij+v)l = [xg(t+it),x;(t+(i+1)T)]’ =
[sen2wt;,sen(2n(t;+1/4))1° =
[sen2wtj,cos2wt;1” = X(t;).

Para esse sistema, as sequéncias X(t;) e Y(t;) s3o
idénticas. A aplicac3o injetora dada por (B.2) e (B.3) é a
aplicac¢do identidade, mostrando que as sequéncias sdo

completamente equivalentes em termos de informacio.
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B.3 HENON

O teorema de Takens vale para sistemas de equagbes de
diferencas(Brock,1986,p.173). Considere-se, por exemplo, o
sistema dindmico de Hénon, com a notagdo x¢=x(t) e y=y (L),

%(t) = 1-alx(t-1)12 + y(t-1)
[ (B.S)

y(t) bx(t-1).
Fara t;=t+it e t=-1, tem-se

Y(t;) = [x(tj),x(ti+t)]’= [x(tj),x(tj-1)1'=

1 0
[x(tj),y(tj)/bl’ = [ ] [x3(tj),xa(t;)1 .
0 1/b

Assim,

1 8]
Y(t;) [ ] X(tjd,
10 1/b

é uma aplicac3oc injetora gque relaciona as sequéncias X(tj) e
Y(tj).

Pelo teorema de Takens(enunciado a seguir), as propriedades
geométricas e dindmicas dos sistemas (B.1),(B.4) e (B.S5), com
estados X(tj), que dependem de métricas, podem ser obtidas das
correspondentes sequéncias Y(tj), isto &, dos correspondentes
sistemas de equacles de diferengas construidos utilizando-se
apenas uma das variaveis do sistema e defasagens dessa mesma
variavel. Esse procedimento é conhecido como "recdnstru;ﬁo do
sistema dinamico”.

0 resultadoc que Takens prova é, realemente, mais forte do
gue o resultado apresentado nos exemplos B.1, B.2 e B.3.

Teorema de Takens(Schuster,1988,p.121):
Seija
axX(t)/dt = F(X(t))
um sistema dindmico d-dimensional. Entdo,

Y(t) = Djt) % (t+T),a..,%5(t+(2d+1)]",
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onde x;(t) & uma componente arbitraria de X(t)ERq, da uma
imersd3o suave(aplicacdo f(X):UC Rd—ﬂR2d+1, U aberto, com
Df(X)sz——!R2d+1 injetora e continua) do sistema
d-dimensional em RY no espago R2d+1, de tal forma que as
propriedades métricas e dindmicas do sistema no espago
Rd, e as correspondentes propriedades métricas e
dindmicas da imers3oc do sistema no espago R2d+1, s3o as
mesmas.

Cronoclogicamente, Takens primeiro prova esse resultado para
sistemas com tempo discreto(equacSes de diferengas, como esta
enunciado em 1.4.2.1, capitulo 1), isto &,

X(t) = F(X(t-1)) = Ft(Xp),
onde Xg & a condig3o inicial e
F(X(t-1)) = Ft(Xg) = (Ft71 o F)(xg)

para t=1,2,...,

estendendo esse resultado em 1981, para os sistemas de equagOes
diferenciais.



APENDICE C

ENTROPIA METRICA E EXPOENTE DE LYAPUNOV DOMINANTE

Neste apéndice, & investigada, para os sistemas do Grupo I,
a lei de escala (4.7), que permite estimar o expoente de Lyapunov
dominante ou a entropia métrica(soma dos expoentes de Lyapunov
positivos), dependendo do tipo de regress3o n3o—paramétrica
utilizada para obter as aproximagtes locais. Como subproduto
dessa investigacdo, dois problemas importantes para os modelos de
previsido podem ser colocados.

C.1 REBRESSAD NAO-PARAMETRICA LWR

As curvas EGMN(p) foram estimadas com =1, T=1500, T31=1000,
T2=300, m e k dados no quadro 4.2 e p=1,...,10. As declividades
das regresstes (4.9)(entropia métrica) est3o no quadro C.1. Para
a Logistica, Hénon e Lorenz, a entropia métrica & igual ao
expoente de Lyapunov dominante(Abarbanel et al,1990,p. 1791,
1792). Observe-se a concordancia dos valores estimados de (4.8)
no quadro C.1, para esses trés sistemas dinldmicos, com os
correspondentes valores estimados pelo algoritmo Global com redes
neurais(quadro 4.1, capitulo 4).

Casdagli(1987,p-.349) argumenta que:

A lei de escala (4.7) tende a superestimar os erros de
previs3o, provavelmente devido & taxa de expans3o local
no atrator, sendo necessirio descartar previsBes "ruins"
para observa-la com fidelidade.

Segundo o autor, a taxa de expans3o local e superenfatizada
por duas razGes:

1) a utilizac3o do erro quadratico médio para estimar o
erro de previs3o, o qual &€ muito sensivel a previsfes
ruins(?);

2) a tendéncia de existirem poucos pontos nas regidec de
grande expans3c do atrator(?), o que impossibilita
previstes de boa qualidade nessas regibes,
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e conjectura que a lei de escala dada por

MG(p) » ceh(atllp, (C.1)

onde MG(p) & a média geométrica dos erros de previsdo
e¢(T,m,p,k) em (4.3), e os valores de h e o 0s mesmos que
em (4.7), & menos sensivel a previs@es ruins que a lei de
escala (4.7), que utiliza o erro quadratico médioc e,
portanto, dia resultados mais prdximos aos esperados.

De (C.1), tem—se:
logMG(p) »~ logC + h(ot+l)p, (C.2)

O que permite estimar a entropia métrica ou o expoente de
Lyapunov dominante, dependendo do tipo de regress3o empregada no
modelo de previsdo.

A conjectura de Casdagli de que as estimativas do expoente
de Lyapunov e da entropia métrica obtidas de (4.8) tendem a
superestimar as estimativas obtidas através de (C.2), n3oc é
confirmada pelos resul tados obtidos para os sistemas
deterministicos cadticos neste texto( quadro C.1), obtidos sem
descartar previsdes (embora o programa computacional permita
fazé—lo), os quais apontam em direg3c contraria para os sistemas
Logistica, Hénon, Mackey-Glass e Ikeda. Para o modelo de Lorenz,
os valores estimados s3o prdximos.

Existe, ainda, uma terceira possibilidade para explicar a
origem das previstes ruins: para os modelos de previs3o com
aproximactes locais lineares, @ necessario algoritmo estavel de
minimos quadrados, tal como decomposi¢c3o em valores singulares.
Esse algoritmo pode, eventualmente, apresentar problemas
numéricos para séries deterministicas cadticas(a regress3o linear
& obtida de pontos que estdo muito prdximos). Como consequéncia,
algumas previsdes podem ser muito ruins, sendo necessario
descarta-las.

A figura 4.5 apresenta os graficos das curvas EQMN(T,m,p,k)
=EQMN(T), com T3=400,600,...,1200, To=300, p=1, =1, m=3(Hénon),
m=4(Lorenz) e k=2(m+1). Para os sistemas deterministicos cadticos
com baixo nivel de ruido, vale (4.9), donde

logEQMN(T) =~ logC + (w/D)log(k/Ty). (C.3)

Assim, as curvas na figura 4.3 deveriam ser aproximadamente
lineares. Observe-se que, na curva correspondente a Hénon, o
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afastamento dessa lei de escala deve—-se a "previsdes ruins”.

Introduz—se, assim, um fator subjetivo na utiliza¢do desses
modelos de previs8o para séries deterministicas cadticas, quando
investigam-se as leis de escala (4.7) e (4.9): qual o critério
usado(em Casdagli, por exemplo) para que uma previsd3o seja
considerada como muito ruim? Quantas previstes serdo descartadas?
Qual € a origem da previsdoc ruim? E decorrente de problemas
numéricos ou & consequéncia de flutuacfes bruscas intrinsecas a
dindmica cadtica? ‘

Essa discuss3o deixa em aberto dois importantes problemas,
nd3o disjuntos, para os modelos de previs3ac com aproximactes
lineares locais:

1) decompor o errc de previsiaoco em duas partesl= uma
correspondente ao ruido e outra correspondente ao expoente de
Lyapunov local{Wolf,1990);

2) estabelecer critérios para decidir se uma previs3o é "boa
ou ruim" em fungdo de 1).

GUADRD-C.1 ENTROPIA METRICA h. REGRESSAD NAO-PARAMETRICA LWR

ENTROPIA METRICA h

SISTEMA EGMN MG
Logistica 0.6820 0.7338
(0.0070, 0.99, 0.99) (0.0070, 0.99, 0.99)
Hénon 0.4108 0.5003
(0.0264, 0.98, 0.956) (0.0229, 0.99, 0.98)
M.-Blass 0.1795 0.1901
(0.0163, 0.956, 0.93) (0.0094, 0.99, 0.98)
1keda 0.3633 0.4370
(0.0436, 0.94, 0.89) (0.0177, 0.99, 0.98)
Lorenz 0.2256 0.2196
(0.0290, 0.93, 0.88) (0.0207, 0.96, 0.93)

Os valores entre parénteses s3o, respectivamente, o erro padr3o
da declividade(entropia métrica), o coeficiente de correlacdao R e
o coeficiente de determinacido RZ das estimativas dadas pela
regressao linear (4.9) e (C.2).
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C.2 REGRESSAO NAO-PARAMETRICA NN

A analise anterior foi repetida integralmente para os mesmos
sistemas, com a regressioc ndo-paramétrica NN. 0Os resultados
obtidos com essa regress3o mais simples(quadro C.2) s3o prdximos
aos obtidos com a regressdo LWR(quadro C.1), para a lei de escala
(4.7). Para a 1lei de escala (C.1), os resultados obtidos(guadro
C.2) s3o prdximos aos estimados com o algoritmo GLOBAL(quadro
4.1, capitulo 4). Observe-—se também, gue os coeficientes de
correlacd@o(R) e determinagso(Rz) de (4.8) e (C.2), obtidos com a
regress3o ndo-paramétrica NN, resultados no quadro C.2, s3o0
iguais ou superiores aos correspondentes coeficientes no gquadro
C.1, obtidos com a regress3oc n3o-paramétrica LWR. Em particular,
deve-se destacar a concordincia das estimativas do expoente de
Lyapunov no quadro C.2, através da lei de escala (C.1), com as
estimativas dadas pelo algoritmo WSSVZ, que e considerado um
algoritmo muito bom para séries deterministicas cadticas com
comprimento moderado e baixo nivel de ruido.

1 Um trabalho que aponta nessa diregd3o €& o de Yao and
Tong(1994), o qual mostra que o erro quadratico médio pode ser
decomposto em duas partes: uma devida 4 varidncia condicional e a
outra resultante de pequenas perturbag¢tes nas condi¢des iniciais.

20 algoritmo de Wolf et al.(WSSV) e a regressio
nio-paramétrica NN est3o intimamente relacionados. A forma de
selecionar pontos(para dada condig¢do inicial), e obter os valores
das trajetdrias(previstes) a partir dos pontos selecionados s3o
iguais na algoritmo WSSV e na regress3o n3o-paramétrica NN, com
esquema de pesos uniformes.
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QUADRO C.2-EXPOENTE DE LYAPUNDV DOMINANTE. REGRESSAO NAD—

PARAMETRICA NN

EXPOENTE DE LYAPUNOV
SISTEMA EQMN MG

0.6747
(0.0079, 0.99, 0.99)

0.6998
(0.0036, 0.99, 0.99)

Logistica

Hénon 0.4037 0.3994

(0.0135, 0.99, 0.99)

M.—-Glass 0.1511
(0.0131, 0.97, 0.94)
Ikeda 0.3719
(0.0122, 0.99, 0.99)
Lorenz 0.2670

(0.0307, 0.95, 0.90)

(0.0038, 0.99, 0.99)

0.1184
(0.0054, 0.99, 0.98)

0.2898
(0.0017, 0.99, 0.99)

0.1854
(0.0160, 0.97, 0.94)

Os valores entre parénteses s3o, respectivamente, o erro padrdo
da declividade(expoente de Lyapunov), o coeficiente de correlacdo
R e o coeficiente de determinacdo R2 das estimativas dadas pela
regressaoc linear (4.9) e (C.2).
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