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ABSTRACT
The present work, primaly, realisss an exploration between

after the research of traditional algorhvyihmns, conciuding
in heuristic algorhythmns, efficient with the complexity of n® -

Thus also bringing into effect comparitive analysis, related
tno the computed eafficiency, between the best traditionally
rosearched heuristic algorhvihen {(Bron and  Eerbosch: and  the
proposed hsuristic algorhyihmn in this work.



RESUMO

0 presente trabalho., 53 priori. realiza uma exploragio dentre

ns métodos ou  aigariimos, desenvolvidos com a finalidade de
encantrar,; para um grafo gualiquer, o= conjuntos independentes
maximais. Obtem—se, assim, a sociugldo Stima para o prohlema  do
maximo conjunito independente {(ndmero de independénciaj.
Apde a2 pesaquisa dos algoritmos tradicionais, desenvolve—se
2

Efetua—se, tambhém, uma analise comparativa, relacionads ac
desempenho computacional; entre o melhor algoritmo tradicionsl
pesaquisado {Bron e Eerbosch)! e o algoritmo heuristico proposto
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CAPTULD I

INTRODUCAQ

1.14. - Historico L7112

0 motivo que se constituiu na origem da feoria de grafos ¢é
um problema algoritmico, ja que a solug3o €& obtida atraves da
elaborag3o de um algoritmo. Este problema, conhecido como
problema das pontes de Konigsberg, foi primeiramente resolvido
por Euler em 1736. No rio Pregel, junto a cidade de Konigsberg na
ent3o0 Priussia, existiam duas ilhas formando portanto quatro
regides distinguiveis de terra, margem direita, margem esquerda e
duas i1lhas separadas, tanto uma da outra quanto das margens.
Havia wum total de sete pontes interligando-as. O problema
consiste em, partindo de uma dessas regides, determinar um
trajeto pelas pontes segundo o qual se possa retornar a regifo de
partida, atravessando cada uma das pontes somente uma vez. Euler
mostrou que nao existe tal trajeto, ao elaborar um método
algoritmico utilizando um modelo em grafos para generalizag3o
deste problema. Através desse modelo ele verificou que existe tal
trajeto se e somente se cada regido for ligada por um numero par
de pontes.

A solug3o deste problema € considerada como o marco
inicial da teoria de grafos. Porem, desde seu aparecimento, ha
mais dg 200 anos, muito pouco foi acrescentado, nos anos

seguintes, ao trabalho de Euler.



e

que trés

n.

Somente, em meados  do século XIX,
desenvolvimentos isolados viriam contribuir para despertar o
interesse pelo assunto.

0 primeiro desses fatos € a formula¢g3o do prodblema das
guatro cores, cuja autoria supde-se ser de Francis Guthrie. 0O
problema consiste em colorir os paises de um mapa arbitrario
plano, cada pais com wuma cor, de tal forma que paises
fronteirigos possuam cores diferentes. Sera possivel ent3o obter
tal coloragd3o wusando n3o mais de 4 cores? Esta conjectura
permaneceu em aberto até 1977, quando foi provada por Appel e
Haken. Além da importancia do topico de colorag3o, o problema das
quatro cores desempenhou um papel muito relevante para o)
desenvolvimento geral da teoria dos grafos.

Qutro desenvolvimento importante foi a formulag3o do
problema do caminho Hamiltoniano, por Hamilton. No caminho
Hamiltoniano existem n cidades, cada par de cidades pode ser
adjacente ou n3o. Partindo de uma cidade <qualquer, o problema
consiste em determinar um trajeto que passe apenas uma vez em
cada cidade e retorne ao ponto de partida. Até a data atual, n3o
foi encontrada uma solug3o algoritmica satisfatdria, ou seja, n3o
s30 conhecidas condig8es necessarias e suficientes, razoaveis, de
existéncia de tais trajetos.

E o terceiro acontecimento marcante do século XIX foi o
desenvolvimento da teoria das drvores, realizado, inicialmente,
por Kirchoff e Cayley. 0O primeiro visava a sua aplicag3o em
circuitos elétricos, enquanto o ultimo a empregava em quimica
organica. As arvores constituem uma classe especial‘ de grafos,

com larga aplica¢80 nas demais diferentes areas.
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No século XX o interesse por grafos aumentou. Por wvolta da
década de 1930, resultados fundamentais na teoria foram obtidos
por Kuratowski, Konig, Menger e outros. Atualmente, tem—-se, a

idéia de ser, a teoria de grafos, uma area pouco explorada.

1.2. - Origem

Dado um grafo & = (R, &), muitas vezes o interesse esta em
descobrir subconjuntos do conjunto X dos veértices que formam G e
que possuam alguma propriedade pre-definida. Por exemplo, qual a
maxima cardinalidade para que, um determinado subconjunto ¥ € X,
forme um subgrafo <(¥)> completo? Ou qual serad a maxima
cardinalidade para que o subconjunto ¥, gere um subgrafo V)
inteiramente disconecto? A resposta para a primeira quest3o &
conhecida como nimero fac¢lo (cligue) de_G e a resposta para a
segunda, como o numero de independéncia. Estés numeros e o0s
subconjuntos de veértices dos quais s3o derivados, descrevem

importantes propriedades estruturais do grafo, e ha uma variedade

de aplica¢bes diretas tais como: planejamento de projetos,
analise de grupos, processamento paralelo em computadores,
locagd3o e instala¢3o de componentes elétricos, geragio de

horarios, colorag3o, associagdo ('matching"), etc.

Neste trabalho, a atengao estara voltado para o maximo
conjunto independente, que € obtido por seleg3o0 do maior conjunto
pertencente a familia dos conjuntos independentes maximais.

Para obter todos os conjuntos independentes maximais de um

grafo G, existem alguns metodos, dentre os quais: o  meétodo da
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enumeracdo sistemdatica, o método de Maghout (algébrico), e também
o método de Bednarek e Taulbee que trabalha com as facgdes do
grafo &. Com o aparecimento do método enumerativo sistematico de
Bron e Kerbosch, houve um avango computacional significativo.
Contudo, quanto maior for o nimero de vértices do grafo &, maior
sera o numero de conjuntos independentes maximais que ter3o de
ser encontrados, o Qque certamente exigira muito tempo de
processamento e uma grande quantidade de memdria.

Embora encontrem todos os conjuntos independentes maximais
do grafo, esses metodos servem t3o somente a propdsitos tedricos,
pois quanto maior for o numero de vértices de um determinado
grafo &, maior sera a quanti&ade de memoria necessaria e mais
tempo de processamento sera gasto, o0 que consegiientemente, os
torna invidveis computacionalmente. A finalidade destes métodos
€, portanto, encontrar os conjuntos independentes maximais para
grafos pequenos de até 50 vértices.

Por isso, surgiu a ideéia de criar um algoritmo heuristico
eficiente, com o objetivo de gerar wuma boa solug3o para o
problema da determinag3o do maximo conjunto independente e,
conseqilientemente, do numero de independéncia al[Gl. Assim, o
principal objetivo que este algoritmo deveria perseguir seria o
de obter uma soluc3o sem ter de encontrar e comparar todos os
conjuntos independentes maximals do grafo e, além disso, utilizar
pouca quantidade de memdria com baixo tempo de processamento

computacional .



1.3. - Objetivos N

0 objetivo central deste trabalho € propor um algoritmo

heuristico, independente do tamanho do grafo, que otimize o
processo de obteng¢3o do numero de independéncia alfG] e, de
preferéncia, possua complexidade polinomial. H3 também uma

preocupacao em reduzir o tempo e a quantidade de memdria
requerida no processamento computacional.

O trabalho também realiza um estudo comparativo entre dois
algoritmos completamente distintos. 0 primeiro algoritmo,
escolhido dentre os varios que existem atualmente na 1literatura,
€ considerado como sendo o melhor dentre 0s que selecionam a
soluc3o otima para o problema da determinag3o do maximo conjunto
indepéndente. Este algoritmo encontra a solu¢3o0 dtima para o
problema de obten¢3o do numero de independéncia al$] de um grafo
€ qualquer, tendo que, para isso, gerar e comparar todos os
conjuntos independentes ma#imais. Ja o segundo algoritmo que € o
proposto neste trabalho, tem como objetivo apresentar somente um
conjunto, sem necessidade de gerar todos os conjuntos

independentes maximais, nem de compara-los entre si.

1.4. - Importancia e limitagdes

A importancia dos conjuntos independentes maximais de um
grafo & qualquer reside, n3o apenas no fato do grande numero de
aplicagdes diretas, mas também porque aparece muitas wvezes como

um subproblema em outras areas abrangidas pela teoria de grafos.



Em particular, desempenha um papel muito importante na
determina¢3o do numero cromatico de um grafo, em problemas de
associagdo ("matching”), na otimizag3o0 da gerag3o de horarios
(professores, disciplinas, salas, cursos, etc.) e em muitos
outros. No capitulo III serSo apresentadas algumas aplicacdes
relacionadas com conjuntos independentes maximais e com a
determinac3o do numero de independéncia. Como o interesse

principal em relag3o a propriedade da independéncia maximal e

obter o numero de independéncia o[GJ e o conjunto independente
maximal por ele gerado, o objetivo &, obviamente, encontra-los.
Contudo ao se tentar encontrar os conjuntos independentes

maximals, surgem com alguns problemas, dos quais destacam-se:

( ) Tratamento tedérico

Apresenta-se, a seguir um breve resumo do principal problema

tedrico encontrado em cada um dos métodos mencionados.

Método da enumerac3o sistematica
Tem~se que verificar a cada conjunto gerado se este
conjunto nao esta contido em um conjunto anteriormente gerado,
para saber se € maximal ou n3oc. Além disso, tem que efetuar todas

as possiveis combinagOes.

Método de Maghout
A condi¢3ao de independéncia € formulada utilizando a
algebra booleana. Efetua operagdes e redugdes algébricas e,
utiliza uma fung3ao que gera as combinagdes que fornecem todos os

conjuntos independentes maximais do grafo.



Método de Bednareck e Toulbee
Trabalha com subgrafos, escolhendo um veértice e
qualquer, para formar subgrafos que contenham o e subgrafos que
n3ao csntenham. Pode-se também, aumentar a cada etapa, o tamanho

do subgrafo.

Algoritmo de Bron e Kerbosch
. . . - +
Guarda subconjuntos auxiliares Ek e E , que dependem do
conjunto independente em formagso, efetua testes heuristicos e

utiliza o recurso "backtrak’.

( t1) Complexidade dos algoritmos disponiveis
Todos os algoritmos apresentados possuem complexidade
exponencial ®(exp <), ou seja o0 tempo de execugdo cresce
exponencialmente a medida que aumenta-se o tamanho do grafo;

Memodria requerida para armazenamento muito grande.

Por isso a importancia do algoritmo heuristico proposto,
deve-se ao fato de possuir, dentre outras vantagens, as
seguintes:

( i) Heuristica eficiente;

( 1) Complexidade da ordem de nz, ou seja, e(n?);

(ii1{) Encontra uma solug3o para grafos de grande porte;

( {v) Apesar da n3o garantia da solug3o0 JOtima garante uma

boa solug3o, que eventualmente serve, como um limite
inferior para a obteng30 da soluglo otima, ao

utilizar-se o algoritmo de Bron e Kerbosch.



1.5. - Organiza¢3o do trabalho

Este trabalho esta dividido em sete capitulos.

0 capitulo I consiste de wuma apresenta¢c3o preliminar da
dissertagdo, constando de um historico sobre a teoria de grafos;
origem, objetivos, importancia e organizagao do trabalho.

No capitulo II elabora-se um resumo dos conceitos e
definig8es badsicas utilizados em teoria de grafos introduzindo
também o conceito de algoritmo e complexidade. Apresenta-se
também exemplos ilustrativos dos conceitos apresentados.

0 capitulo III introduz, para um determinado grafo &, a
nocd3o de conjuntos independentes. Define conjuntos independentes
maximais, numero de independéncia, mdximo conjunto independente e
subgrafos completos maximais (facgbes), com a apresentagcdo de
alguns exemplos modulados em forma de grafos. A solugl3o para cada
um desses exemplos esta relacionada a propriedade de
independéncia maximal de um ou de alguns conjuntos de G .
Mostra-se, ainda, uma aplica¢3o da propriedade de independéncia
aos grafos orientados..Finaliza conceituando problemas NP com
apresentac3o de alguns exemplos.

No capitulo IV mostra-se como obter, num determinado grafo

G, todos os conjuntos independentes maximais. Apresenta um a um
os metodos ou algoritmos que determinam esses conjuntos.
Elabora-se, em seguida, um aigoritmo com base no algoritmo
enumerativo sistematico desenvolvido por Bron e Kerbosch, com a

sua descrig¢do formal e o desenvolvimento deste algoritmo aplicado
a um exemplo, executado passo a passo.

0 capitulo V aponta os problemas do algoritmo de Bron e
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Kerbosch, enfoca o problema da determinag3o do maximo conjunto
independente, apresentando métodos para encontrar-se este
conjunto. Descreve, em seguida, a base conceitual do algoritmo
proposto para a obteng3o de uma solug30 para o maximo conjunto
independente, com as respectivas explicacﬁeé sobre a heuristica
basica elaborada. Desenvolve-se, também, exemplos didaticos com a
utilizac3o do algoritmo heuristico proposto, executado, passo por
passo. Finaliza com uma analise da complexidade do algoritmo
heuristico proposto.

0 capitulo VI mostra os testes realizados, bem como as
vantagens do algoritmo heuristico proposto sobre o de Bron e
Kerbosch. Caracteriza a metodologia utilizada enfocando os
exemplos, comentando como estes foram gerados, como foram feitos
os testes, que resultados foram obtidos, como foram comparados e
quais as limitagGOes de tempo. Nos resultados obtidos mostram-se
os exemplos testados e os graficos comparativos em relagdo a
convergéncia do algoritmo heuristico proposto, com apresentaglo
dos contra-exemplos encontrados.

0 capitulo VII conclui o trabalho e faz recomendagdes quanto
ao algoritmo heuristico proposto, indicando novas pesquisas.

A bibliografia <citada pode ser considerada como um
levantamento completo do que foi publicado no pais sobre teoria

de grafos, algoritmos e complexidade.



CAPiTULO II

INTRODUCZXO A GRAFOS

2.1 - Definig¢cdes basicas

2.1.1. - Grafo

Um grafo G é uma colegl3o de pontos, ndés ou vértices, Xoo Ry

¥y» ..., % (denotado pelo conjunto X), e uma colegSo de Llinhas
01. az’ aa' e am_(denotado pelo conjunto &), que 1ligam todos

ou alguns destes pontos. O grafo & serd denotado pelo par (R, &),

2.1.2. - Grafo direcionado e grafo n3aoc direcionado

Seja & = (X, &) um grafo qualgquer. Se as linhas em & possuem
uma diregao, que s30 indicadas por uma flecha, ser3o0 chamadas
arcos e o grafo resultante serda chamado grafo direcionado, Fig.

2.1.(a). Se as linhas n3o0 possuem orientag3c ser3o chamadas de

arestas e o grafo sera nfdo-direcionado, Fig. 2.1.(b).

a

(a) Grafo direcionadoc {b) Grafo n3o direcionadc

Figura 2.1. Grafos
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2.1.3. - Direglo

Quando um arco a = (ﬁ, xj), pertencente a um grafo
direcionado, estiver denotado pelo seu par de veértices, inicial e
final (isto é, pelos seus dois vertices terminais X e xj),
pode-se tomar sua dire¢3oc como sendo do primeiro vértice para o
segundo (qu seja, de X, Para xj). Deste modo na Fig. 2.1.¢a},

- a a
0&, xz) refere-se ao arco . € (xz, ﬁ} ao arco <, .

2.1.4. - Adjacéncia

Seja a = (ﬁj >%) uma aresta de um grafo © qualquer. Ent3o
diz-se que a liga os veértices X e x, e estes vertices s3o0 ditos
adjacentes, ou seja, se existe uma aresta ligando dois vértices
quaisquer do grafo G eles s3o0 adjacentes. Quando o grafo for
direcionado e a = (ﬁf >%), representar um arco, entilo xj sera

adjacente a X, O que ndo quer dizer que gjseja adjacente a X, .
2.1.5. - A relag3o sucessores - ()

Uma alternativa, e muitas vezes o melhor meio para descrever
um grafo G, € pela especificagdo do conjunto de vértices X e por
uma relagdo I' (sucessores)que mostra como cada um dos vertices

esta relacionado com todos os outros vertices do grafo. Tem-se:

Nota: A relagdo sucessores I' & chamada um mapeamento do conjunto

R em X e o grafo podera também ser denotado pelo par (R, I')

F'ix) = {x. € Axr Ja = (x, x) € By = (x. € G/ x. 8 adjac. a x 2
L 3 L J 3 3 L
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No exemplo da Fig. 2.1(a) temos F()&) = sz, ”5) ou seja, X,

e % s30 os veértices finais dos arcos cujo vértice inicial & X, -

Outros exemplos para o grafo da Fig. 2.1 .(a):

F(x,) =@ (conjunto vazio) Tixy) = {x, )
E para a Fig. 2.1.(b):
1"()(5) = (xi, Xy x4) I-'(><1) = st}

No caso de um grafo n3o-direcionado, ou de um grafo contendo
arcos e arestas (tais como os grafos desenhados nas Fig. 2.1.(b)
e 2.2), as relagBes I' ser3o tomadas conforme as de um grafo
direcionado equivalente, no qual cada aresta sera substituida por

dois arcos em diregOes opostas.

o, N\
/\7

; \g xa
[=3
3
a a
a 2 <4
() [=4
|, % |
X
- —— O 4
X [=3
5 5

Figura 2.2. Grafo misto

X
4 o

Desta forma, para o grafo da figura 2.2, por exemplo:

I"(x1) = sz, X,

r = [y 1
~ xs} e (xs) IX 0 Mg 3
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~ -4 '.
2.1.6. - A relagdo antecessores - ' () (inversa sucessores)

Sabe-se que l"(xk) € o conjunto de vertices X; € X para os
quails um arco (x.L, xj) existe em &. Assim, & natural escrever
r'—i(x_t) como sendo o conjunto dos vértices X, Para os quais
exista um arco a = (%, %) em G. A relagio r—i(x.t) sera por isso

chamada relagdc inversa e sera dada por:

l"-i(xt) ={x € R/ 3 (x, x)eh) = {x, € G/ % & adjac. a %, 2
Deste modo, para o grafo da Fig. 2.1(a), temos:
l"—1(x1) = Ox,, %2 e I"—1(><2) = (x )
e para o grafo da Fig 2.2,
I"_l(xs) = Ox, %, %y, X2
Nota: € dbvio que num grafo n3o-direcionado l"'(xt) = l"d(x.t) para
todo x = X,

2.1.7. - Relag3o0 I' aplicada & um conjunto

Quando a relag3o I’ n3o operar sobre um uUnico vértice mas
sobre um conjunto de vértices tal como ¥ = “‘1’ Xy o, x 2,

ent3do I'(¥) sers descrita por:

F@W) =T(x»UTix)U . UT(x)
1 3 q
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isto é, (V) & um subconjunto de wvértices X, € X (ou seja,
r@w) € Xy para os quais existe ao menos um arco {aresta)

a = “ﬁ'ﬁ) em &, para algum ﬁ'é Y. Deste modo para o grafo da

Fig. 2.1.(b) e com ¥ = (x1,>%, Xg 2, tem-se:

r@,) = r((xi, X Kg 1) = r(xi) U r(xz) U r(xs) =

zl
= (xs}lJ st, x4} u (xi, Xy x4} = (xi, X X xs}

Nota: T(¥) = (x, VA a = (x, x) € &, para algum x, € V3

2.2 - Graus de um vertice
2.2.1. - Grau-de-entrada e grau-de-saida de um vértice

0 numero de arcos que tenham o vértice X como seu veértice
inicial sera definido como o0 grau-de-saida do vertice X .
Similarmente, o numero de arcos que tenham X = como seu vértice
final sera chamado grau-de—entrada.

Deste modo, referindo-se a Fig. 2.2, o grau-de-saida de x

5'
denotado por g_(x) = |I'(x)| = 2, e o grau-de-entrada de M o
-4
denotado por g_(x. ) = |[IF(x)| = 4,
n i)
Nota: 'Z 9. (%) =.Z‘, go(x) =m
T1=1 1=4
2.2.2. - Brau dos vertices de um grafo n3o-direcionado
Para um grafo n3o-direcionado & = (X, TI'), o grau de um

vértice x é definido por g(x = |[F(x)]|.



2.

G
P
com o mesmo numero de vertices,

arcos (arestas) do grafo original.

3.

.3.

1.

-~ Grafos parciais,

- Grafo parcial

Dado um grafo & = (X, A),

subgrafos e subgrafos parciais

um grafo parcial de & & o

18

grafo

X, &P) com &P < A. Desta forma, um grafo parcial € um grafo

( 1) Grafo

(a) Grafo

X

( 1) Grafo

(i1i) Grafo parcial

parcial direcionado

° °
r(s )'(6

(ii1) Grafo parcial

(b) Grafo parcial n3o-direcionado

Figura 2.3.

Grafo parcial

mas apenas com um subconjunto dos
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2.3.2. - Subgrafo

Dado um grafo & = (X, I') um subgrafo é o grafo Gs = (Rs, Fs)
com R < X tal que para todo x € X tem-se I' (k) =T(x) N X

Q L S S T L a
Portanto, um subgrafo possui somente um subconjunto Rs do
conjunto de vértices X do grafo original &, o qual contém todos
os arcos (arestas) cujos veértices inicial e final estejam ambos

dentro deste conjunto. Subgrafo € o grafo induzido por seus

vertices. Denota-se o subgrafo GS por (K8>.

( 1) Grafo (ii) Subgrafo

" (a}) Subgrafo direcionado

01 62 62
by X
24:& 3/
o™ ¥s X Xs
( 1) Grafo (ii) Subgrafo

(b) Subgrafo nSo-direcionado

Figura 2.4. Subgrafo



17

2.3.3. - Subgrafo parcial

As duas defini¢Oes acima podem ser combinadas para definir

subgrafo parcial, que & um grafo parcial de um subgrafo dado.

XZ XZ
W/\/\' ).(3 ~ 7\ N )-(3
xi )(1
H4 x4

( i) Grafo (ii) Subgrafo (11i) Subgrafo parcial

(a) Subgrafo parcial direcionado

A :E fz fz
X X X
My Y& ¥s e *m *e
( 1) Grafo (ii) Subgrafo (iii) Subgrafo parcial

(b) Subgrafo parcial n8oc-direcionado

Figura 2.5. Subgrafo parcial

2.4 - Grafo complementar e grafo completo

2.4.1. - Grafo complementar

Denomina-se complementar de um grafo & = (R, A) a0 grafo G,

que possul o mesmo conjunto de vértices de & e que para todo par
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de vértices distintos X )% € X, tem-se que (xt, ﬁ) e arco

(aresta) de @} se e somente se, n3c o for de G&. Ver Figura 2.7.

fs f4 X Xe
Xg® ° %y Hg© o Xy
X, X, X, %,
(a) Grafo G (b) & - Complementar do Grafo G

Figura 2.46. Grafo G e seu complementar &

Nota: & = (R, B) onde & = (a = O, %) € G/a = (., %) & A3

2.4.2. - Grafo completo Kn

Um grafo é completo quando:

( i) existe uma arco (aresta? entre cada par de seus
vertices; ou

(ii) um grafo no qual todo par de wveértices distintos 550

adjacentes.

~ . . . . 1
0 grafo nao direcionado completo com n vértices e Y nin - 1)
arestas € denotado por K ou n{n - 1) arcos para grafos

n

direcionados (figura 2.8).

: °x1 0)(1 °x1
x '
E 8
- -]
X
///////// \\\\\\\\\ /ﬁ::ij::j ;::::::5\
a (-] o o (-3
X ot > * bt
2 2 3 2 3
[1 4 K K

K

i 2 3 4

Figura 2.7. Grafos completos.
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2.5. - Facg30 (Subgrafo completo maximal)

Uma fac¢30 num grafo G & um subgrafo completo maximal -
maximal no sentido de gue n3o esta contida em nenhum subgrafo

completo maior. (i. &, A nenhum subgrafo completo que o contenha)

\
/
)
/

(a) Grafo (b) Facgdo

Figura 2.8. Fac¢30 de um grafo G n3o direcionado

2.46. Representagso Matricial

Um modo conveniente de representar algebricamente um grafo e

atraveés do uso de matrizes conforme segue.

2.6.1. - A matriz de adjacéncia

Dado um grafo G, sua matriz de adjacéncia A = anikxn, sera
determinada conforme:
1 se o arco (x , ﬁ) existir em G

a .
t . .
’ @ caso contrario

Assim, a matriz de adjacéncia do grafo mostrado na Fig. 2.9



-x"
e ®,
o X,
A = ° 3
2 Xq
1 Xg
|1 Xe

a
) /
a //’
10
AN
e

Figura 2.9. Grafo G para exemplo das matrizes de adjacéncia e

incidéncisa

A matriz de adjacéncia define completamente a estrutura

grafo. Por exemplo, a soma de todos os elementos na linha do

20

de

do

X.
L

da matriz fornece o grau de saida do vertice X, ou seja Ir(xi)l,

e a soma dos elementos na coluna do X fornece o grau de entrada

do vértice x, isto € |r-1(x.)|.
L 1
2.6.2. - A matriz de incidéncia

Dado um grafo & direcionado de n vértices e m arcos,

matriz de itncidéncia de G, B

1 se X e o vertice inicial do arcoaj
bij =
- 1 se X e o vertice final do arco aj
e bu = @ se X, nso for um veértice terminal do arco aj ou se

for um laco.

_Ebu:%xm‘ sera definida segundo:



e1

Para o grafo mostrado na Fig. 2.9, a matriz incidéncia 8-

3, 3 33 3, 35 3 3, T 3,5 3y

1 1 ¢ ¢ ¢ @ -1 -1 @ X,
-1 ¢ ¢ 1 © © @ @ e @ X,
B = -1 e @ -1 9 © o ¢ @ Xy
¢ ¢ 0 ¢ 1-1 e © ¢ o X
2 ¢ -1 ¢ 1 -1 1 @ @ K
| ¢ 0 © 2 o o 1 ¢ 1 2 | Xe
Visto que os vertices ﬁ e ﬁ pertencentes a um arco
a = (§J )%) s30 adjacentes, toda coluna da matriz de incidéncia

contera um {1 e um -1, exceto quando o arco formarum lago no qual

teremos apenas zeros.

Nota: Se © & um grafo n3o direcionado, ent3o0 a matriz incidéncia
e definida conforme visto acima, exceto <gque todos os -1

ser3o neste caso trocados por 1.

2.7. — Algoritmos e Complexidade de algoritmos [7113]

Um elemento primordial em teoria de grafos € o algoritmo.
Ele pode ser associado ao desenvolvimento de uma teécnica para
resolver um desejado problema. 0Os dados do problema constituem a
entrada <(E>2 ou dados do algoritmo. A solug3o do problema
corresponde a sua salda (52, Um algoritmo poderia ser ent3o
caracterizado por uma fun¢do f, que associa uma saida S = fCE2, s
cada entrada £. Assim sendo, considera-se a entrada como uma
variavel independente basica, em relagd3o a qual 330 produzidas as
saidas do algoritmo, bem como s3o analisados os comportamentos de.

tempo e espaco do mesmo.
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De um modo geral, o interesse pelo algoritmo € inerente ao
estudo do problema. Contudo, este conceito, somente foi
fundamentado nas primeiras décadas do século corrente, através da

formalizacio de uma computag3o. Isto possibilitou demonstrar =a

existéncia de problemas algoritmicos que nio podem ser
resolvidos. Com isso abriu-se um novo campo de interesses, que
consiste em identificar e classificar os problemas, segundo a

existéncia ou n3o de algoritmos para resolvé-los.

Desenvolveu-se, ent3o um enorme numero de aplicagdes de
interesse pratico que dependem de resultados reais obtidos
através desses algoritmos. Como consequéncia natural, deixou de
ser o bastante assinalar apenas a existéncia ou n3o de algum
algoritmo que resolva um dado problema. Tornou-se necessario
também impor que o tempo e espago consumidos pela mdquina para a
implementa¢c3o do algoritmo estejam dentro do limite da pratica.
Por exemplo, resolver o problema do caminho hamiltoniano segundo
o critério das permutagdes, para um valor n = 2@ &, do ponto de
vista da aplicagdo, como se esse algoritmo talvez n3o existisse.

De inicio, os critérios de medida de eficiéncia eram em
geral empiricos, principalmente no que se refere a eficiéncia de
tempo. Baseado em uma certa estratégia, um algoritmo era descrito
e implementadb. Em seguida, efetuava-se uma avalia¢30 pratica de
seu comportamento. Isto €, um programa implementando o algoritmo
era executado em um computador, para alguns conjuntos de dados
di?erentes. Para cada execug3o media-se o tempo correspondente.
Ao final da experiéncia eraﬁ obtidas, algumas curvas destinadas a
avaliar o comportamento do algoritmo.

Em geral, esses eram os criterios utilizados ate
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aproximadamente a primeira metade da decada de 4@. Se bem que as
informacOes sejam tambeém dteis, os critérios mencionados n3o
permitem medir, realmente, o comportamento do algoritmo. E por
varios motivos. As curvas obtidas traduzem apenas os resultados
de medidas empiricas para dados particulares. Além disso, essas
medidas s3o dependentes de uma implementag3c particular. Estes
fatos justificam a necessidade da adogdo de algum processoc que

seja analitico, para avaliag3o da eficiéncia.

Ao invés de escolher uma maquina particular, em relagdo a
qual a eficiéncia dos algoritmos seria avaliada, e certamente
mais conveniente utilizar-se um modelo matematico de um

computador. Uma possivel formula¢3o desse modelo & a RAM <Crandom
acess machine? . Este €& composto de uma unidade de entrada,
unidade de saida, memdéria e controle/processador .

0 funcionamento de uma RAM e semelhante ao funcionamento de
um computador hipoteético elementar. 0 processador dipBe de
intrug¢des que podem ser executadas. A memdria armazena os dados e
o programca. Este dltimo consiste de um conjunto de intrugBes que
implementa o algoritmo. Cada instrucd3o I do modelo possui um
tempo de execugdo t(I). Assim sendo, se para a execu¢l3o -de um
programa P, para certa entrada fixa, sao processadas r,

instru¢des do tipo 11’ r, instrugdes do tipo Iz’ . . s r

intrugcdes do tipo Im, ent3o o tempo de execugdo do programa P &

m
dado por L r -t«(I ).
joa i

Introduz-se a seguinte simplifica¢3o. Supbe-se que t (X)) = 1
para toda instrugd3o I, isto €, que o tempo de execug3oc de cada
instrug¢do seja constante e igual a 1. Comt{d) = 1, o valor do

tempo de execu¢3o0 de um programa torna-se igual ao numero total

-
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de instru¢des computadas. Denomina-se passo de um algoritmo a a
computac3o de uma instrug3o do programa P que o implementa.

A complexidade local do algoritmo ¢ € o numero total de
Passos necessarios para a computa¢l3o completa de P, para uma
certa entada £E£. Assim sendo, considerando as simplificag¢oes
introduzidas, a complexidade local do « € equivalente ao seu
tempo de execu¢ldo, para a entrada £E. O interesse é determinar o
numero total de passos acima, para entradas consideradas
suficientemente grandes.

Nesse sentido, € importante avaliar o tamanho de entrada.
Supondo que esta seja composta de n simbolos, o seu comprimento
seria o somatodrio dos tamanhos das codificagdes correspondentes
aos n simbolos, segundo o critério de codifica¢do utilizado. Para
simplificar -a andlise, o tamanho da codificaglo de cada simbolo
sera considerado constante. Por issb, o tamanho da entrada pode
ser expresso por um numero proporcional a n, sendo considerado
grande quando n o for.

A avaliagao da eficiéncia para problemas grandes é de certa
forma a mais importante. Além disso, facilita a manipulagio de
sua expressao analitica. Consegiientemente, seria tambeém razoavel
aceitar uma medida analitica que refletisse um limite superior
para o numero de passos, em lugar de um calculo exata. Defini-se
entdo complexidade (locald assintética de uma algoritmo como
sendo um limite superior da sua complexidade 1local, para uma
cgrta entrada suficientemente grande. A complexidade assintdtica
deve ser escrita em relaglo as variaveis que descrevem o tamanho
da entrada do algoritmo.

Para exprimir analiticamente a complexidade assintotica e
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conveniente utilizar a notagao seguinte, denominada notacio .
Seja f uma fung3o real n3o-negativa da varidvel inteira n 2> 0.
Diz-se que f € @(h), denotando-se- f = @(k), quando existirem
constantes c, n, > 0 tais que f(np) =< ch, para n = r,-
P F . 2 2, . 2
or exemplo, 3n” + 2n + 5 é @(n"), 4n"+ g + S5n & @(n° + @),

2n + log n + 1 é @(n), 231 é ®(1), e assim por diante. €& fdcil

verificar que h+h ) = (A ) + 8h ) e SH.h) = &) Sth ).
1 2 1 F4 1 F4 1 b4

%

Se h1 h , ent3o e(hfdg) = e(hi)' Seja k uma constante} entao

2
@(k.h) = k. ®h) = @(h). Quando a funclo f ¢ (k) diz-se também
que f € da ordem de h.

Defini-se complexidade de pior caso (ou simplismente
complexidade> de um algoritmo como o valor maximo dentre todas as
suas complexidades assintoticas, para entradas suficientemente
grandes. Ou seja, a complexidade de pior caso traduz um limite
superior do numero de passos necessarios a computag3o da entrada
mais desfavoravel, de tamanho suficientemente grande.

A complexidade de um algoritmo ¢ sem duvida um indicador
importante para a avaliagao da sua eficiéncia de tempo. Mas
certamente também possui aspectbs desvantajosos e tampouco é o
inico indicador existente. A complexidade procura traduzir
analiticamente uma expressao da eficiéncia de tempo do pior caso.
Poreém, o pior caso pode corresponder a um niumero de passos
"bastante maior do que os casos mais freqientes. Além disso, a
expressio de complexidade n3o considera as constantes. Este & um
outro fator onde distor¢bes podem surgir.

Por analogia, defini-se a complexidade de melhor casc como
sendo o valor minimo dentre todas complexidades assintdticas do

algoritmo, para entradas suficientemente grandes. Isto e, a
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complexidade de melhor caso corresponde a um limite superior do
numera de passos necessdarios Vé computacdo da entrada mais
favoravel, de tamanho suficientmentee grande. Analogamente ao
pior caso, este novo indicador deve ser expresso em fungao do
tamanho da entrada.

A notagcdo © é util no estudo de complexidade do melhor caso.
Seja f uma fun¢do real n3o negativa da varidvel inteira n > 0.
Ent3o f = (k) significa que existem constantes c, e, > ©, tais
que f(n) 2 ch, Para n 2 ", Por exemplo, 2r° + Sn é e(n®)

Seja P um problema algoritmico, cuja entrada possui tamanho
n ) @ e g uma fungdo real positiva da varidvel n. Diz-se que &(g)
e um limite inferior de P quando qualquer algoritmo a que resolva
P requerer pelo menos e(g) passos. Isto &, se @(f) for a
complexidade (pior caso) de o entdo g € @(f). Por exemplo, se
e(n®) for um limite inferior para P nao podera existir algoritmo
que o resolva em @&(n) passos. Um algoritmo &, que possua
complexidade @(g) € denominado Stime e, neste caso, g € um limite
inferior mdximo de P. Observe que & e o algoritmo dei
complexidade mais baixa dentre todos os que resolvem P. Este novo
indicador é obviamente importante e, fregiientemente, de dificil
determinag3o. £ também mais geral que os anteriores, pois ¢
relativo ao problema e n3o a alguma solugdo especifica.

Como exemplo, considere o problema de ordenagdc. Dada uma
seqiéncia S de ndmeros, o objetivo consiste em disp6-1o0s em ordem
ndo-crescente. Sejam s, s, € S. Se s 5, €5 sucede s, em S,
ent3o diz-se que o par S, » sj forma uma inversdce. Por exemplo, a
seqiéncia 6 8 5 7 apresenta duas inversfes 6 B e 5 7. A seqgiiéncia

estara ordenada exatamente quando n3ao apresentar inversdes. Seja
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S, s, uma invers3o. Se S intercambiarem posigbes em S,

ent3o S, » S; obviamente deixa de ser inversdao. Esta troca de
posi¢Oes pode também criar ou eliminar outras inversoes. Contudo,
o numero total das inversdes eliminadas € maior do que o das
criadas. Essas observagdes conduzem a0 séguinte algoritmo de
ordenac¢3o.

Algoritmo: Ordenac3o de uma seqiiéncia

dados: seqiiéncia: s s s

PR 2 . - -2 "
enguanto existir uma invers3o s, s. faca
L4 3

trocar de posig3o s, com S

Observe que o algoritmo apresenta basicamente duas
operagdes: ( i) a identifica¢c3o de uma inversio S.. S € (i1) a
correspondente troca de posigles se s, com s, Seja i o ﬁdmero
total de inversdes de S. A operagdo (ii) pode ser realizada
obviamente em tempo constante, logo requer (i) passos no total.
A operacdo (i) pode ser realizada, sem dificuldade em ®(n) passos
por invers3o. Para tal, basta percorrer S da esquerda para a
direita, comparando cada numero da seqiiéncia como seu antecessor.
Portanto, para indentificar todas as inverstes do processo o
algoritmo de ordenagdo requer tempo.e(n!). A leitura dos dados ¢
realizada em tempo @(n). Logo, sua complexidade assintotica ¢
&@(n! + n). As complexidades de pior e melhor casc podem ser
calculadas atraveés da atribui¢8o de valores especificos a i. O
valor maximo do numero de inversdes i corresponde ac casoc em que
a seqiéncia de entrada S se encontra em ordem decrescente.

Portanto, im&x = n(n-1)/2. 0 valor minimo de i ocorre quando S ja

se encontra ordenada. Isto é, i , ®. Logo, as complexidades de

min

. ~ 3 .
pior e melhor caso s3ao &®(n" ) e ©(n), respectivamente.
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2.8. - Problemas NP-completo (L711)

2.8.1. - Introdugi3o

Considere o problema de avaliar :satisfatoriamente a
eficiéncia de algoritmos. Na se¢30 2.7., foi ressaltada a
conveniéncia de wutilizar a complexidade como medida de

eficiéncia. Contudo, uma vez de posse dessa complexidade de que
forma reconhecer se o algoritmo € ou n3o eficiente?

O critério a seguir procura responder a esta nova quest3o?
Um algoritmo é eficiente precisamente guando a sua complexidade
for um polindmio no tamanho de sua entrada. Esta classificag3o o
aceitavel para a grande maioria dos casos.

Considere a cole¢3o de todos os algoritmos que resolvem um
certo problema P. 0 interesse € conhecer se nessa coleg3o existe
algum que seja eficiente, isto €, de complexidade polinomial. Se
existir tal algoritmo, o problema P, seria denominado tratdwvel, e
intratével caso contrario.

De acordo com a definig3o, um problema seria <classificado
como tratavel, quando elabora-se algum algoritmo de complexidade
polinomial, que o resolva. Por outro lado, para verificar que &
intratavel, hd necessidade de provar que todo possivel algoritmo

que 0 resolva n3o possui complexidade polinomial.

2.8.2. - Problemas de Decis3o

Resolver um problema algoritmico consiste em desenvolver um

algorimo, cuja entrada s3o dados especificos retirados desse
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conjunto e cuja saida, denéminada solugdo, responda ao objetivo
do problema. Os dados especificos que constituem uma entrada
formam uma insténcia do problema. Isto €, um problema possui
tantas insta@ncias diferentes quantas s3o as variagOes possiveis
de seus dados.

Supbe-se que cada instancia do problema seja apresentada ao
algoritmo, segundo uma codificag3o conveniente. 0 comprimento
total dessa codifica¢3o constitui o tamanho de entrada do
algoritmo. Naturalmente, este pardmetro € importante, pois & em
relagd3o a ele que s8o tomadas as medidas de complexidade.

Ha certas classes gerais de problemas algoritmicos. Por
exemplo, existem os FProblemas de Decisdo, os de Localizac@ico e os
de Otimizagdo. Num problema de decisSo, o objetivo consiste em
decidir a resposta SIM ou NAO a uma quest3o ¢. Num problema de
localiza¢c3do, o objetivo € localizar uma certa estrutura V que
satisfaga um conjunto de propriedades dadas. Se as propriedades q
que ¥ deve satisfazer envolverem critérios C de otimizag3o, ent3o
o problema torna-se de otimizag3o. Observe que €& possivel
formular um problema de decis3o cujo objetivo € indagar se existe
ou n3o a mencionada estrutura ¥, satisfazendo &s propriedades
dadas. Isto &, existem problemas, que podem ser associados, de

decisBo, de localiza¢c3c e de otimizag3o.

PROBLEMA DE DECISAO
Existe estrutura V que
satisfaga propriedades g

PROBLEMA DE LOCALIZAGXO
Encontrar estrutura vV que
satisfaga propriedade g

PROBLEMA DE OTIMIZAGAO
Encontrar estrutura Vv que
satisfaga critérios de otimizaglo
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Como exemplo, considere o problema do médximo conjunto
independente. Por exemplo no grafo da figura abaixo, um conjunto
independente maximal &, por exemplo, @ e e, enquanto que um

maximo conjunto independente é b, e e & . -

e S T = <b, &
o TbL) = <a, ¢©>
° Tie) = <b, d, e>
\\\\\\ Tty = <a, <
s ° T = <c>
d c

Figura 2.10. Grafo para exemplo de problemas associados (decisao,

localizagdo e otimizag80) do mdx. conj. indep.

Os seguintes problemas podem ser associados

PROBLEMA DE DECISAO

Dados: Um grafo & e um inteiro k > @

Objetivo: Verificar se & possui um conjunto independente
maximal ¥ de cardinalidade < k.

PROBLEMA DE LOCALIZACAO

Dados: Um grafo © e um inteiro k > ©

Objetivo: Localizar, em &G, um conjunto independente
maximal ¥, de cardinalidade < k.

PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Dados: Um grafo & e um inteiro k > @

Objetivo: Verificar, em G, se existe um conjunto
independente maximal ¥ de cardinalidade = k e que

_ . . * »”
seja 0 maximo conjunto independente ¥V , (V =¥

Os trés problemas associados, acima, est3o0 relacionados.

Suponha que o Prodblema de Otimiza¢do seja resolvido e o maximo
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conjunto independente encontrado seja denominado por W*, Ent3o W*
pode ser wutilizado para resolver o Problema de Localizaclo
associado, da seguinte maneira: Seja t a cardinalidade do
conjunto W*. Ent3o se t £ k, v* e também wuma solug3o para o
Problema de Lacalizag8do. Caso contrario, se t ) k, nio existe em
& um mdximo conjunto independente de cardinalidade < k.
Obviamente, isto resolve também o Problema de Decisdo associado.
Ent3o, para o caso do maximo conjunto independente, o Problema de
Decisdo é de dificuldade n8o maior do que o de Localizagcdio, e
este de dificuldade n3o maiqr do que o de Otimizagdo. Alids, &
natural assim que o seja. Contudo € bastante menos intuitivo que,
tambeém em diversos casos, os problemas de otimizagao e

localizag3o apresentam ambos dificuldades n3o0 maior do que o da

decis3o associada.

Os problemas, aqui em discus3o, ser3o todos de decisSoc. Uma
Justificativa para esta escolha € que, em geral, o problema de
decis30 € o mais simples entre os trés associados. Por isso,

alguma prova de sua possivel instabilidade pode ser estendida aos
oUuros casos.

A notag8o (D, Q) serda utilizada para representar um
problema de decis8o ¥. D representa o conjunto de dados e Q a
quest3o (decis3o) correspondente. Quando conveniente, utiliza-se

T{d) para denotar o problema ¥¢(D, Q) aplicado & inst8ncia Il € D

2.8.3. - A classe P

Um algoritmo efiente & aquele cuja complexidade & uma fung3o

polinomial no tamanho dos dados de entrada. Observe que para um
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problema de decis3o, o tamanho da saida €& constante, o que
possibilita ignora-lo. Por exemplo, se n for o© tamanho de
entrada, algoritmos cujas complexidades sejam ®(1), dny,
e(nzlogn) ou Q(nfo), seriam todos classificados como eficientes.
Por outro lado, complexidades como, por exemplo ®(2') ou am!),
® (expim) corresponderiam a algoritmos n3o eficientes.

Um algoritmo sera denominado polinomial Cexponenciall quando
sua complexidade for uma .Funcﬁo polinomial (exponencial) no
tamanho dos dados de entrada.

A adog3o do critério acima de classificag3o0 de algoritmos
quanto a sua eficiéncia foi tambem motivada por outros fatores.
Por exemplo, as expressbes de complexidade dos algoritmos
polinomiais s30 freqientemente polindmios de baixo grau. Um outro
argumento diz respeito ao modelo de computag3o correspondente a
medida de complexidade. Como foi observado, na sec3o 2.7. a idéia
de passo de um algoritmo € fundamental para a conceituag3o de sua
complexidade. E esta ideéia esta relacionada ao modelo de
computagdo wutilizado. Existem alguns modelos que podem ser
considerados como abstracfes dos computadores reais (como o RAM).
Entre esses, em geral, & preservado o carater polinomial de
algoritmos. Isto e, um algoritmo polinomial segundo um certo
modelo, permaneceria polinomial quando traduzido para um outro.
Assim sendo, o conceito de eficiencia seria independente do
modelo de computac3o adotado.

Define-se a classe Pvde problemas de decis3o, como sendo
" aquela que compreende precisamente aqueles problemas que
admitem algoritmos polinomiais para resolvé-los.

Obs: Observe que se o0s algoritmos conhecidos para um certo
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problema ¥ forem todos exponenciais n3o necessariamente ¥ @ P. Se
de fatom € P ent3o deve existir alguma prova de que todo
possivel algoritmo para resolvr ¥ nSo é polinomial. Por exemplo,
os algoritmos conhecidos até agora para o problema do méximo
conjunto independente, s3o0 todos exponenciais. Contudo n3o ¢
conhecida prova de que seja impossivel a formulag3o de algoritmo
polinomial para o problema. Isto &, se desconhece se o prodlema

maximo conjunto independente pertence ou n3o a P.

B.8.4. - A classe NP

Considere um problema de decisSo 9. Se ¥ for soluvel através
da aplicag3o de algum processo, ent3o necessariamente existe uma
Justificativa para a solug8o de ¥. Esta justificativa pode ser
representada por um determinado conjunto de argumentos, os 4quais,
quando interpretados convenientemente, podem atestar a veracidade
da resposta SIM ou NAO dada ao problema.

Considere o problema facgdo, onde o objetivo € decidir, se
um dado grafo © contem uma facg3o de tamanho = k, onde k > @ & um
inteiro dado. Uma Jjustificativa para a resposta SIM pode ser
obtida exibindo-se uma facg3o P de tamankho 2 k. Efetua-se entio
uma verificag3o para reconhecer ( ¥) que P de fato € uma facglo
(ou seja, todo par de vértices de P & adjacente em ©) e (ii) que
|P|] 2 k. Uma justificativa para a resposta NXD pode consistir de
uma lista de todas as faccdes de 6. Efetuamos entio uma
verificacdo para confirmar que a lista de fato esta completa e
que o tamanho de cada fac¢do e ( k.

Observe que o processo acima de Jjustificar respostas a
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problemas de decis3o se comple de duas fases distintas:
FASE 1: EXIBIGZD
Consiste em exibir a justificativa.
FASE 2: RECONHECIMENTO
Consiste em verificar que a Justificativa
apresentada (no passo de exibig30) €, de fato, satisfatdria.

Seja novamente, o problema do maxime conjunto independenie
para o grafo da Fig. 2.1@¢. com k = 3, cuja solugdo e SIM. Na
Justificativa, o passo de exibi¢3oc consiste da seqiténcia VY de
vértices @, d e e. 0 passo de reconhecimento consiste em
verificar se ¥ ¢ de fato um dos maximo conjunto independente.
Conforme visto, o processo de reconhecimento €& simples. Basta
testar se: ( {) ¥ & um conjunto independente maximal (ou seja, ¥
NIr@W) =28 eVYurl((W) =X) e (1) verificar se ¥ ¢ o maior. O
algoritmo correspondente ao processo ¢ facilmente implementavel
em tempo polinomial no tamanho do grafo.

Retorne agora 30 problema do maximo conjunto independente
para o grafo da Fig. 2.10. com k = 2, cuja solu¢io e NAO. O passo
de exibi¢30 da justificativa € o conjunto das 2 sequéncias: <{a,
c; a, ), conforme indicado. O passo de reconhecimento consiste
em comprovar que ( i) cada seqiéncia de veértices e um conjunto
independente maximal e ({i{) todo conjunto independente maximal
possul cardinalidade { k. 0 algoritmo de reconhecimento n3oc e t3o
simples quanto aquele da justificativa SIM. A opera¢3o ( i) deve
ser realizada para cada conjunto exibido (ao’ contrario do caso
anterior que requeria verificagcOes sobre um unico). Para
comprovar (ii) wuma idéia seria enumerar todos os conjuntos

independentes maximais do grafo &, Como o0 numero total de
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conjuntos pode ser exponencial com o tamanho de G, esse algoritmo
€ de natureza exponencial. Até o momento, & desconhecido se
existe algum processo para justificar a resposta NX0, ao méximo
conjunto independente, tal que © passo de recénhecimento
corresponda a um algoritmo polinomial.

Define-se ent3o0 a clase NP como sendo aquela que compreende
todos os problemas de decis3o 9, tais que existe uma
Justificativa a resposta SIM para ¥, cujo passo de reconhecimento
pode ser realizado por um algoritmo polinomial no tamanho da
entrada de ¢.

Ressalte-se na defini¢3o de classe NP, que n3c se exige uma
solug3o polinomial para m. Além disso, para existir algoritmo de
reconhecimento polinomial € necessario (mas n3oc suficiente) que o
tamanho da justificativea, dada pelo passo de exibig3o, seja
polinomial no tamanho da entrada do problema. Ainda em relagdao a
definig3o de NP, observe que nada se exige da justificativa NZXO.
De fato, ha problemas de NP que admitem algoritmos polinomiais
para suas Jjustificativas NX0. Comoc ha também aqueles para os
quais tais algoritmos n3o s3o conhecidos,

Os exemplos de problemas pertencentes a classe NP s3o
indmeros. A justiFicativé SIM dada ao Ciclo Hamiltoniano possui
como passo de reconhkecimento um algoritmo polinomial no tamanho
da entrada do grafo. Logo, Ciclo Hamilioniano pertence a NP.

Para verificar se um problema ® pertence ou n3c a NP
procede-se da seguinte maneira:

(1) Define-se wuma Jjustificativa J conveniente para a

resposta SIM ao problema;

(2> Elabora-se um algoritmo para reconhecer se J esta
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correta. A entrada desse algoritmo consiste de J e da
entrada de ¥
Se o algoritmo resultante do passo (2) for polinomial no
tamanho da entrada de m, ent3o u pertence a NP. 0 caso contrario,
naturalmente, n3o implica necessariamente em n3o pertindncia a
NP .
Mostra-se abaixo, que o0s problemas Conjunte Independente
maximal e Cobertura de Vértices pertencem a NP.

PROBLEMA: Conjunto independente maximal

Dados: Um grafo G(X, A) e um um inteiro k ) @
Decisao: G possui um conjunto independente maximal, de
tamanho 2 k7

JUSTIFICATIVA: Sim

(1) Exibig3o: O grafo G e um subconjunto de vértices ¥ € XR.

(2) Algoritmo de reconhecimento: Examina-se cada 1lista de
adjacéncia F(xi),>% € ¥, para verificar se todo ﬁ = F(xi) e tal
que . & ¥. Seja agora k' = |¥]. € imediato concluir que a
justificativa esta correta se e s6 se essas verifica¢des forem
todas satisfeitas, e alem disso, k' 2 k.

CONCLUSZ0: O algoritmo (2) & polinomial no tamanho dos dados

do CONJUNTO INDIEPENDENTE MAXIMAL. Logo, pertence a NP.

PROBLEMA: Cobertura de wvertices

Dados: Um grafo G(R, A) e um um inteiro k > ©

Decisdo: G possui uma cobertura de vertices, de tamanho < k7
JUSTIFICATIVA: Sim

(1) Exibig30: 0 grafo G e um subconjunto de vértices ¥V € XK.

(2) Algoritmo de reconhecimento: Examina-se cada aresta
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(§J >%) € X com o intuito de verificar se X, ou >% e VY. Seja
agora k' = |¥|. €& imediato concluir que a justificativa esta
correta se e sO se as verificagdes forem todas satisfeitas, e

além disso, k' < k.

CONCLUSZD: O algoritmo (2) é polinomial no tamanho dos dados
da COBERTURA DE VERTICES. Logo, pertence a NP.

Existem também diversos problemas para os quais se
desconhece sua pertinéncia ou n3o a essa classe. Um exemplo € a

Méaxima Fac¢do abaixo.

PROBLEMA: Maxima facg3o

Dados: Um grafo G(R, &) e um um inteiro k » @

Decis3o: A fac¢30 de tamanho maximo de © possui k veértices?

Uma maneira de justificar uma resposta SIM ao problema acima
pode ser assim descrita. No passo de exibig3o apresenta-se uma
familia ¥ de conjuntos contendo todas as facgdes maximais de &.
No passo de reconhecimento, comprova-se que F contém, de fato,
todas as facgdes maximais de 6. Sej§ k' o tamanho da maior facg3o
de ¥ . Obviamente, a justificativa estd correta se e so se k = k.
Como o tamanho de ¥ pode ser exponencial quanto ao tamanho de G,
esse algoritmo € também exponencial. A conclus3c natural € que a
Justificativa apresentada n3o permite afirmar que a médxima facclo
pertence a NP. Isto n3o exclui a possibilidade de existir alguma
outra que assim o permita. Contudo, tal Jjustificativa n3o foi
encontrada ateé o omomento, mas também n3o0 foi provado que ela n3o
possa existir. Consequentemente, n3c € conhecido se facglo maxima
pertence ou n3o a NP. Todas as evidéncias, no entanﬁo, conduzem a

conjectura de que facgdo méaxima & NP.



CAPITULO III

CONJUNTOS INDEPENDENTES MAXIMAIS

3.1. - Conjuntos independentes

Considere um grafo n8o-direcionado & = (X, I'). um conjunto
de vértices independentes ¥ (ou conjunto internamente estdvel) g
um conjunto de veértices do grafo G, para o gual dois quaisquer
vertices distintos n3o s3o adjacentes (V¥ XX e Y, X F X;
implica X, & r(xi); ou seja, ndo ha dois vértices neste conjunto

ligados por uma aresta. Portanto, qualquer conjunto % & X que

satisfizer a relacdo:

Y n T ()

2] (3.1

€ um conjunto de vértices independentes. Para o grafo da Fig.

3.1. por exemplo, os conjuntos: {x Ko %22, Ixg, 02, O, My

X

s X2, etc. s30o todos conjuntos de wvertices independentes.

Quanda n3o houver duvidas a palavra ‘“vértices” sera suprimida e,

ent3o0, serio chamados de conjuntos independentes.

X_ g
£
\\\\ \\\\\ 3
R-3
o/
X‘

Figura 3.1. Grafo para exemplo de conjunto independente
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3.2. - Conjunto independente maximal

Um conjunto independente é dito maximal quando n3o existir
outro conjunto independente que o contenha. Assim, um conjunto ¥

€ um conjunto independente maximal se satisfizer:

Ynl®w)) =0

e além disso

KnTM®) =2 , ¥YMH>Y (3.2
Por isso, no grafo da Fig. 3.1., o conjunto {>%, M s >%} e um
conjunto independente, porém n3o maximal. Jia o conjunto {x,, K »
I xs} € um conjunto independente maximal. 0s conjuntos {xi, Ko s

)3} ou Cxi, e+ x4} s3o também conjuntos independentes maximais
do grafo da Fig. 3.1. Existira, portanto, mais do que um conjunto
independente maximal para um determinado grafo. Observa-se que o
numero de elementos (vértices) de cada um dos varios conjuntos

independentes maximais podem ser distintos.

Nota: Pode-se dizer tambeém que um conjunto ¥ sersa independente

maximal quando satisfizer:

R

YNIW) =9 e Y ur(¥)

3.3. - Numero de independéncia e maximo conjunto independente

Se ¥ for familia dos conjuntos independentes maximais Vv,
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ent3c o ndmero

alGl =  max |V| (3.3
Y e F

z v . . . . E 3
sera chamado numero de independéncia do grafo G, e o conjunto V
do qual e derivado, sera chamado mdximo conjunto independente .

Para o grafo da Fig. 3.1., € apresentado na Fig. 3.2

- a

familia de conjuntos independentes maximais.

X
2 X X
——— O e VU——.Y
X
N /,////! e
Lo~ : [
7 X S T
\ ’ TN
(-3

a
o e
{x, S xa} Cxi, Kg o x4)
X X, X, X,
8 ——— S —— =
x x
/ o6 - / e
S T
s ? X Hs X7 ‘\\\\\K
\\\\ 3 \\\\ e
(-3
! °//
X "a
Y
ng, Kos Hys Kyl sz, Kot ¥l

Figura 3.2. Conjuntos indep. maximais do grafo & da Fig. 3.1.

0 maior destes conjuntos possui quatro elementos e por isso

%*
alG] = 4. Conseqiientemente, o conjunto ¥ = sz, M1 o >%} g, o

maximo conjunto independente.
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3.4. - FacgOes (Subgrafos completos maximais)

Um conceito que e oposto ao de conjunto independente maximal
€ o de subgrafo completo maximal. Portanto, subgrafoe completo
maximal (facg8@o> de um grafo G, & um subgrafo formado pelo
conjunto ¥ de vértices que & completo e que € maximal no sentido
de que qualquer outro subgrafo W de G estando contido em ¥ (isto
é, M < ¥), nSo sera completo. Assim, ao contrario do conjunto
independente maximal. onde dois vertices n3o s3o adjacentes, numa
facc30 cada vértice € adjacente a todos os outros. & dbvio,
portanto, que o conjunto independente maximal de um grafo G
corresponde a uma facg30 do grafo & e vice-versa, onde G & o
complementar de G.

Para o grafo complementar & do grafo © da Figura 2.6. do

Cap. 2, seg30 2.4., tem-se:

)'(5 x4 X5
-]
os
x6° ° x3 K3
a
o ¥y A
(a) Grafo G (b)) maxima facgidoc contida em G

Figura 3.3. Grafo © e a maxima facc30 de ©

Analogamente como na defini¢3o0 do numero de independéncia,
relag8o (3.3), pode-se definir o numero facg8c (densidade) como

sendo o numero maximo de vertices numa facc3o.
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3.5. - Algumas aplicagdes relacionadas com conjuntos

independentes maximais
3.5.1. -~ Introdugao

A modelagem, com auxilio da no¢3o0 de independéncia, ¢
bastante versatil, aplicando-se a:

( i) problemas de colorag3o de vértices em grafos;

( 11) problemas de atribuig¢3o ('matching”) em grafos;

(iii) gera¢3o e alocag3o de hordarios em empresas e

institui¢des de ensino;

( iv) compatibilidade, semelhangca, comparac3o, comunicac3o.

Nestes problemas trabalha-se com o grafo que representa a
situag3o, ou com seu grafo complementar, ou com um grafo
associado, construido de forma a representar convenientemente as
restrig¢des do problema.

Na seqiuéncia ser3o apresentados alguns exemplos de problemas
que podem ser resolvidos atraves da modelégem em grafos

utilizando-se a propriedade da independéncia maximal.
3.5.2. - Sele¢30 de projetos (L131)

Considere n projetos que devem ser executados, e suponha que

cada projeto ﬁ requeira um subconjunto Ra < {1, ..., I3, onde
{1, ..., r) é um conjunto de r recursos disponiveis para a
execussio deste projeto. Além disso, suponha que cada projeto

(fornecido seus recursos necessarios), possa ser executado num

determinado periodo de tempo. Forme agora um grafo &, onde a cada
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vértice corresponde um projeto, e as arestas (x, x. serao
3 J

acrescentadas todas as vezes que x e ﬁ tiverem alguma

necessidade de recursos em comum. Isto &, se &i N F% = O Um

conjunto independente maximal de © representa ent3o um conjunto
maximal de projetos que podem ser executados simultaneamente
durante um uUnico periodo de tempo.

Num sistema dindmico novos projetos tornam-se necessarios
para execuss3do apds determinado periodo de tempo, tal que a
familia de conjuntos independentes maximais de G s30 encontrados
repetidamente de maneira a escolher «qual conjunto maximal de

projetos deve ser executado durante o periodo corrente.

3.5.3. - Rotagao de tripulagbes em uma empresa de transporte

agéreo. (L4633, L7

Neste problema, apresentado por Roy [ 421, conhece-se o grafo
G = (R, A) representativo da rede da companhia e quer-se alocar
tripulacdes de modo a atender a uma série de restrigdes (local de
residéncia, tempo de viagem, repouso entre viagens, etc.); o
itinerario de cada tripulac3o deve corresponder a um circuito no
qual se considera o vértice inicial associado a cidade onde
reside a respectiva tripulag3o.

0 conjunto de circuitos wviaveis € um dado do problema,
fornecido pelo departamento pessoal da companhia. 0 que se
deseja, € escolher um subconjunto de circuitos que forme uma
partic3o do conjunto & de rotas.

Defini-se, ent3o, um grafo M = (¥, B) no qual Y, c¥ ¢ um

circuito viavel e (%j 5j) € B existe se o0s circuitos Y. e Y
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possuem ao menos uma rota em comum.

A solugd3o sera, entl3c, dada por um maximo conjunto

independente M <« ¥ tal que

U g, = A
ye M
1

seja, por exemplo, a rede cujo grafo G = (X, A) estd representado

na figura 3.4.

iy 2 e )
Brasilia > € Eel.o Horizonte
Q
[ /
74’ \ p \1'3
™4 14 st
/ 15\
-] 0. .
sS8o Paulo > <« Ric de Janeiroe
1 4 10

Figura 3.4. Rotas aéreas possiveis.

Cada rota & representada por um arco; suponhamos que 0s

circuitos viaveis em relacio a alocag3o0 de tripulantes sejam:

5, = (1, 2, 11 4 = (4, 9, 3, 1@)
5, = (1, 6, 10) Se = (5, 3, 1&)
y, = (2, 3, 1a) y, = (6, 12)
5, = (3, 10, 3 Yg = (7, 5, B
0 grafoH = (¥, B), indicativo das relagdes entre os

circuitos visveis, esta indicado na figura 3.5.

51 32
g Y,
3, Y9,
36 35

Figura 3.5. Grafo H (conjunto independente)
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0 maximo conjunto independente M = {51, Y

Y Yy 2 e uma

8’ “2!

solucdo do problema, pois todas as rotas est3o presentes, somente

uma vez, o que caracteriza uma partigao para o conjunto de rotas.
3.5.4. - Coloracdo dos veértices de um determinado grafo G
Seja © = (X, &) um grafo e € = {c,? um conjunto de cores.

Uma coloragao de © € uma atribuig¢3o de alguma cor de € para cada

vertice de X, de tal modo que a dois vertices adjacentes sejam

\.

atribuidas cores diferentes.

a a

2 /a*\

Figura 3.6. € {(#, o, ®):. Colorag3o maxima para o Grafoc G
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Assim sendo, uma coloragdo de & & uma fungdo +: X — € tal
que para cada par de vertices X s )S € R tem-se (xi, ﬁJ e A =
Flx) = f(xj). Uma k—colorag@o de G é uma colorag3c que utiliza
um total de k cores. Na Fig..3.6., tem-se uma 3-cocloragio.

Os conceitos de coloraglo, facg30 e conjunto independente
maximal est3o naturalmente relacionados. Por exemplo, como s3o
necessarias p cores para colorir os o vértices de uma fac¢3o de
tamanho k, conclui-se que o numero cromatico de um grafo G seja
maior ou igual do que o tamanho da maior facgSo de G. Considere
uma k-coloragcdo de & = (X, A). Sejam, R, &R, ... & os
subconjuntos (disjuntos) de X, induzidos pela k-colorag3oc. Ent3o
ocbviamente URi = X e cada Ri € um conjunto independente maximal.
Ent8o o problema de determinar uma colora¢So minima de G pode ser

formulado em termos de particionar X em um numero minimo de

conjuntos independentes maximais.

3.9.5. - Problema de Shannon ([71)

E um problema classico que constitui uma aplicag3o direta da
no¢3o de indepéndencia maximal: ao se projetar um cddigo a ser
usado em um sistema de comunicagdes, € importante gque seus sinais
ndo sejam confundidos uns com os outros; se monta um grafo
G = (R,A) onde R = {sinais) e a relacg30 geradora de & seja (%,
pode ser confundido com %> ent30, o maximo conjunto independente

fornecera olCG] sinais para os quais n3o0 havera risco de se

confundir as mensagens (figura 3.7).
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—
eo’///////z\\\\\\\\oc

\,5 //

Figura 3.7. Sinais possiveis v* - (b, d, £, 8 e alG] = 4

»*

3.5.6. - Problema das oito rainhas ([&3, [71)

Trata-se de achar todas as maneiras de colocar B rainhas em
um tabuleiro de xadrez, de forma que nenhuma ataque a outra (Fig.
3.8). Ha 23 solugles, e a cada uma corresponde um maximo conjunto

independente do grafo © = (X, A), onde |$| = b4 e a = (x, x) €

J

& existe, se X, e ﬁ estiverem em casas da mesma linha, coluna ou

diagonal do tabuleiro.

A B CDETFGH
k4

¥

¥

o

© NP WA WN R
L]
O ND WA WN B

¥
ABCDETFGH

Figura 3.8. Tabuleiro de xadrez com uma das solugOes para o

problema das oito rainhas

3.5.7.- Pesquisa tipologica (Lé&33, [71)

Um exemplo relacionado com pesquisa de mercado €, tambem,
discutido por Roy [63]1. Pesquisando as reacOes de consumidores

frente aos diversos aspectos de um novo produto, constroi-se um
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grafo baseado na semelhanga de comportamento dos consumidores, o
qual caracteriza determinados tipos de consumidores; para
determinar esses tipos basta, portanto, achar o0s conjuntos

independentes do grafo complementar.

3.9.8. ~ Aplicag3o de conjuntos independentes maximais a

grafos brientados (C11

Seja a construgcd3o de um objeto no qual interferem

fundamentamente oito fatores:
1) Forma
2) Cor
3) Aspecto
4) Mateéria Prima
S5) Volume
6) Peso
7) Processo de Fabricagdo

8) Acabamento
Numa analise do relacionamento desses fatores,

estabeleceu-se o seguinte grafo (G) constando de X vértices e T

relacGes, assim & = (X, ).

Forma 1°//////,/// /////////f
‘{/ volume
Peso 60\\\\\5 < ////’/oa Acabamento
\\\\_//,

Prcoccesso de fabrica¢lo

Aspecto

04 Matéria prima

Figura 3.9. Relagles T em G



Isto quer

12)

10=)

113)

dizer que:
A forma depende da <cor <como a cor depende

forma.
1 o o 2

0 aspecto depende da cor.
e o A > < 3

A materia prima depende da cor.
2 o > o 4

A matéeria prima depende do wvolume assim como

volume depende da materia prima.
S e o 4

A materia prima depende do acabamento.
4 o € « B8

0 volume depende da forma.
1 0 > e 3
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da

o

0 volume depende do peso assim como o peso depende

da forma.
& o e 3

D peso depende da formsa.
1 . ¥ o &

0 peso depende do acabamento.
6 o € e B8

D processo de fabricagcSo depende do peso.
& o — o 7

D acabamento depende do processo de fabricac3o.
7 o > e 8

Os vértices que determinam um conjunto independente

constituem em

fatores autdnomos, Oos 4quals podem orientar

se

a

escolha da opga3c inicial arbitraria de onde o projeto pode

evoluir.

Existindo varios conjuntos independentes, € importante

que
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se escolha um dos maximos conjuntos independentes.

Us oito conjuntos independentes maximais s3o:

Forma i
Aspecto Aspecto
1347 Matéria Prima 346 { Matéria Prima
Fabricagao [ Peso
[ Aspecto
2 6 { Cor 357 { Volume
Peso | Fabricac3o
[ Cor [ Forma
2 57 {4 Volume 1 38 4 Aspecto
. Fabricacdo | Acabamento
([ Aspecto [ Cor
358 4 Volume 2 38 4 Volume
_ Acabamento | Acabamento

0 projeto, portanto, pode ser iniciado por qualquer desses
conjuntos.

Essas oito opcBes ja orientam o projetista que ent3oc pode
definir qual partida interessa sua concep¢30. Caso deseje comegar
0 projeto por onde haja maior 1liberdade para escolha dos
elementos iniciais, entSo trabalha-se com um conjunto mais
numeroso (maximo conjunto independente) que neste casoc € o
1 3 47, no qual inicia sua criag3o0 por forma-aspecto-materia
prima e fabricag3o para em seguida determinar e compatibilizar:
peso-volume-acabamento e cor.

Caso, entretanto, a intenc3o0 do projetista seja partir do
menor numero de consideragdes livres (minimo conjunto
independente), devera operar com 2 6, isto e, escolher
inicialmente a cor e o peso e determinar e compatibilizar os seis

outros componentes.



CAPiTULD IV

METODOS E/OU ALGORITMOS EXISTENTES PARA ENCONTRAR TODOS

0S CONJUNTOS INDEPENDENTES MAXIMAIS DE UM GRAFO &

4.1. - Introdug¢io

Conforme Boaventura Netto [73], "o problema de determinag3o
dos conjuntos independentes maximais e de complexidade
exponencial; na pratica, as tecnicas baseadas na verifica¢3o

direta da n3o adjacéncia exigem muito da memdria e utilizam muito
‘tempo de processamento. Por essa raz3o utilizam-se técnicas mais
sofisticadas.”

Cabe observar que a cada conjunto independente maximal de um
grafo & qualquer, correspondera uma fac¢3o (clique), do grafo
complementar & e vice versa; por 1isso, o0 problema e, muitas

vezes, apresentado como o da determinagSc das facgles maximais.

4.2. - Determinac3o de todos os conjuntos independentes maximais

Por causa da rela¢3o entre conjuntos independentes maximais
e faccdes mencionadas anteriormente, os meétodos de calculo
apresentados neste capitulo, e que ser3o descritos em termos de
conjuntos independentes maximais, poder3c também ser usados

diretamente para o calculo de facgBes.
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Em principio, supBe-se que o cdalculo de todos os conjuntos
independentes maximais de um grafo seja uma tarefa muito simples,
que poderia ser feita pela enumeragdo sistemdtica dos conjuntos
independentes, testando se s3o os maior;s possiveis (pela
tentativa de acrescentar quélquer outro veértice ao conjunto,
enquanto preserva-se a independéncia) e armazenando ent30 os
maximais. A suposig3do sera verdadeira para grafos pequenos de, no
maximo, 20 vértices, mas, &4 medida que o ndmero de vértices
aumenta, este meétodo de geracao torna-se inviavel
computacionalmente. Isto deve-se, n3o ao fato de existir um
grande numero de conjuntos independentes.maximais, mas ao fato de
que, durante o processo, muitos conjuntos independentes
seremformados e mais tarde rejeitados pelo Fato de estarem
contidos em outros anteriormente gerados e, por isso, n3ao serio
maximais.

Descreve—~se ent3o métodos que vencem substancialmente esta
dificuldade de forma que os conjuntos independentes - uma ve=z

gerados - nao necessitam ser checados em relag3o0 & maximalidade

dos conjuntos previamente gerados.

4. 3. - Método de Maghout. (L3513, L[721)

4.3.1. Base teorica do metodo
E um método que formula a condi¢3o de independéncia
utilizando a algebra booleana.

Seja G = (R, A) um grafo qualguer.
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Define-se, ent3o, as seguintes variaveis booleanas:

1 se3d (x, x.) €A
i J

A, . =
L » .
] © caso contrario
1 se o vertice x € VW
t
® =
1 . .
® caso contrario
1 se o vertice x. €V
- —
X, =
J @ caso contrario

Ent3o, se ¥ € R for um conjunto independente, a proposicio

A (x, x?) & B comx, x €V
1 J t 3

sera falsa e, portanto, n3o se terz

&, X X = 1
oL
Se uma das trés variaveis for nula, a condi¢io de
independéncia sera satisfeita e, por conseguinte, dois vértices

quaisquer de G, pertencerao a um conjunto independente quando

Generalizando a todos o0s possiveis pares de vértices,

obtem-se:
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??au’ﬁ"j = @

Tomando o conjugado, utilizando a propriedade de De Morgan

(@ + b = ab), e lembrando que a'b'c = a + b + c, tem-se:
L L =X =0
i
FaTal Tt g L 4 ninHn ¥ = 1
A AR CYE T L IR A I
(@ +X 43 ) (b +30 ) (& +x +39) (Enm+;n+§n) = 1

pa

T (3, +% +%) =
i i

T

.. 2 ~ . .
0 produtorioc tem n termos; se QU = @ entao os wvertices X
e ﬁ n3o s3c adjacentes, portanto aH = 1, e assim, esses termos

n3o precisardo ser considerados pois <quaisquer Qque sejam 0Os

valores de X e &V 3 soma GU tox o+ ¥, sera sempre igual a i
(na 3algebra booleana, @ + @ = 0, @ + 1 =1 e 1 + 1 = 1). Restam,
portanto, termos, cujo desenvolvimento fornecera todos os

conjuntos independentes (maximais ou n3o) do grafo; porém, nestes
termos pode—-se desconsiderar os elementos onde i = j pois a; = @
(todo vértice € adjacente a ele mesmo), o produtdrio sera,
portanto, um enumerador de conjuntos independentes. Enumerador,
ou fungdo geradora, € uma fun¢gao capaz de reproduzir conjuntos

escolhidos por um critério combinatdrio.
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Como as variaveis do produtdrio estSo todas representadas na
forma de conjugado, cada termo fornecers um conjunto de vértices
de uma faccdo do grafo complementar e, portanto, o complementar
de cada um desses conjuntos sera um conjunto independente.

Aplicando operagcdes e propriedades de :absorcﬁo da algebra

booleana, conforme:

a +a =a a +a'd =a
a-a = a (@ +5) =a-b
a +b =b +a (comut. ad.) abc =a +b +¢
a-b = b-a (comut. mult.) aa=(a +a) = (@) =a
tem-se, ao final, o0s menores conjuntos e portanto, os seus
complementares ser3o os conjuntos independentes maximais.
Exemplo 4.1:. Exemplo para o metodo de Maghout
1 2
° ° T4) = <2, 4>
s T2 = <4, 3>
° T3 = <2, 4, 5>
\\\\\\ T4 = <1, 3>
° ° TS = <3>
< 3
Figura 4.1. Grafo G para o exemplo do método de Maghout
™D = T, B
TZy = <L, 5>
<D = <>
T = <Z, B>
™ = <1, Z, &>
Figura 4.2. - Grafo complementar G do grafo & da Fig. 4.1. com os

sucessores de cada vertice
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o X + + O 2] [s 3 =
127172 1474 % 232G 1T G ¥a¥y T FagXaXg 1

Com a eliminag3o dos termos onde i = j (todo wveértice e
adjacente a ele mesmo), e também dos termos onde A (ﬁj )S) {ou

seja, X n3c e adjacente a ﬁ)’ tem-se:

( Y2 % )( ™% )( FaaX2 ¥y )( Fae¥3 X )( A3 Xa Xs ) =1

Co + v g Iela + g+ g Je(3, + g + g )

(og v+ P8 v v %5 ) = 8

Como os 5; restantes s30 todos iguais a zero, tem-se:
(X1+x2)(x1+x4)(x2+x3)(x3+x‘)(x3+x5)=1
Suprimindo-se a letra x,
(1 +2)(1 + 4)(2 +3)(3 + 4)(3 +5) = 1

Pode-se representar tambem o produtorioc atraveés da matriz de
adjacéncia triadngular (para que cada aresta seja levada em conta
uma soé vez), do grafo complementar & tomando-se somente oS
vertices nao adjacentes.

Para o exemplo acima, tem-se:

-
n
w
n
[8)]

>
1]
1
I
[
N »H W g w»
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Que € equivalente ao produtodrio. Usando as leis e propriedades da

algebra bocleana, tem-se:

~~
-
+
n
A
~~
[y
+
-
~
~~
n
+
w
~
~~
W
+
-
L
~
w
+
4] ]
A
n

[

(idem para (3 + 2)(3 + 4), ou seja, (3 + 2)(3 + 4) = (3 + 2:4)).

Assim, tem-se:

-
+
ol
ﬁl
al
+
rol
i
-
l
+
g
"
.

Tomando o complementar de cada um dos termos acima,
(1, 52 {1, 32 (2, 4, 53
tem—-se as trés faccOes maximais do grafo complementar @} que s3o
0s conjuntos independentes maximais do grafo G

{1, 33 €1, 33 (2, 4, 53
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4. 4. - Metodo de Bednareck e Toulbee (L31, [&611)

4.4 1. Base tedrica do metodo

Considere o problema do descobrimento de todos as facgcOes de
um grafo. Se p € um veértice qualquer do grafo G, ent3o as facgOes
podem ser divididos entre duas espécies; aquelas que contém o, e
aquelas que nao contém p.

Qualquer facg3o que contém p consiste de p juntamente com um
conjunto ¥ de vértices do grafo © - p obtido pela eliminag3do de p
do grafo & .

Se N denotar o subgrafo de ¢ induzido pela vizinhanga
(sucessores) de p, entdo ¥ pode ser uma facg¢3o0 em IN. Portanto
todas as facg¢des de G que contém p poder§o> ser obtidas pelo
descobrimento das fac¢bes de IN.

Quanto as fac¢des que n3o contém p, elas podem ser facgoes
de & - p, entretanto, o contrario n3o € verdadeiro. No meio das
facgbes de G - p podem estar algumas que s3o facgoes de N, e
estas n3o s3o maximais em G.

Por isso o conjunto de facgbes de & € a uni3o dos dois

conjuntos:

( i) o conjunto de fac¢des de N, cada uma delas aumentada

por p;

(1i) o conjunto de fac¢des de & - o que nio si3o facgles de

N.



[ ]
[

(-3 (-]
X *3
Grafo &
b%
?
X1° oxz
\ e =Xy Xe
e & ——————e
o4o ) .\.
Xe %3 Mg X3
G -p vizinhanca de £ (sucessores)
x —
6 Frxs "s
o © e ——
O r———————— Q) O e t———— )
X X,
4 3 *g *a

N

subgrafo induzido pela vizinhan¢a de p maior fac¢do que contém p

X

? X
.6
X1° - xz 040
X X3
Y7
Uma facgcdo de G - p (Neste caso ¥ = IN)
Figura 4.3. - Caracteriza¢3c dos termos utilizados no método de

Bednarek e Toulbee

Assim tem-se um tipico problema onde deve-se aplicar um
algoritmo de ramifica¢80 - a divis3oc do problema em dois

problemas menores. Contudo, existem complica¢des ai; a condig¢3o
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(ii) requer que a informa¢3oc obtida durante uma parte do processo
de ramifica¢3o seja usada na outra parte. Este meétodo podera

funcionar, mas origina problemas de conservag3c e de armazenagem.

Exemplo 4.3: Desenvolvimento grafico de um exemplo

1 2
° ° TL) = <2, 4>
s Ti2) = <4, 3>
o T(I = €2, 4, 5>
\\\\\\ T®) = 4, 3>
o o T(D = <3
4 3

Figura 4.4. Grafo © para exemplo do método de Bednarek e Toulbee

z
7 D =
: a = ™ = <, B>
o T(I = D
/////// U = <Z, B
\i_/g s
Figura 4.5. - Grafo complementar G do grafo © da Fig. 4.4.

0 vértice escolhido € p = X

™S
N

Figura 4.6. G - x-

Figura 4.7. Vizinhanga de x (sucessores de x..»

5
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a
N

£

Figura 4.8. m'(subgrafo induzido pela vizinhanga de xs)

Figura 4.9. Maior fac¢3o que conteém -

& maior fac¢3o que contém %g: COnsiste de X juntamente com
¥ = Oy %, ¥ ¢ uma facc3o0 em N. Assim, faccSes que contém Yo+
podem ser encontradas pelo descobrimento das faccOes de [N Por

outro lado, as faccdes que n3o contem M s poder3c ser facgdes de

T - xy.
/T/
| , //’5
\\\\\‘”’//////
Figura 4.10. FacgSo de G - .
Nas .faccBes de G - - podem estar algumas que s3o faceBbes de N.

Figura 4.11. Facgdes de & - Xy que s¥o também faccBes de N
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e estas n3o s3o maximais em G. Por isso, o conjunto de faccdes de

G €& a unifo dos dois conjuntos:
( ©) conjunto de facgOes de N, cada uma das quais aumentada

r .
po )'(-5-)

1
\jg

Figura 4.12. Facgdes de N} cada uma das quais aumentada por e

'({t) conjunto de faccdes de G - Xe que n3o s3o facgdes de N .
T

Figura 4.13. Fac¢Bes de G - X QUE n3o0 s3o faccaes de N

as fac¢goes de G s3o

Portanto,
{1, 3> {1, 52 (2, 4, 53
e seus complementares s3o exatamente os conj. indep. maximais.
{1, S3 {1, 32 {2, 4, 53
Uma outra forma € trabalhar de baixoc para cima - istoc e, 1ir
o subgrafo induzido

do menor para o maior grafo. Faga Mi ser
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pelos vertices 1, 2, 3, ..., 1; e suponha que se tenha encontrado
todas as suas facgOes. Agora toma-se o vértice i + 1. Encontra-se
o conjunto N para este vértice, e encontramos sua interse¢3o0 com
as facgdes de Nt. Estas ser3o as facgles de N, e, aumentadas pelo

Aquelas facegBes de M  que

vértice i + 1, ser3o faccBes de mbu' X

ndo est3o contidas em N ser3o as facgbes de mui-,Deste modo as
facgSes de um dado grafo s3o0 eventualmente obtidas. Este

algoritmo, essencialmente simples, € o de Bednarek e Taulbee [31].

Exemplo 4.4

|
N

Figura 4.14. H

=
l/‘

<3

Figura 4.15. ﬂg

\\\/’

Figura 4.16. Vizinkanga de X
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|

Figura 4.17. N

|

Figura 4.18. N n (faccles de H,0

e
/3‘

Figura 4.19. Facgdes da N aumentadas por Keg-

Figura 4.20¢. Fac¢des de ﬂqz_ n3o contidas em N ser3o facgdes de EHS.

|
|

N

Figura 4.21. [Hz'



N

Figura 4.22. Vizinhang¢ga de Xg

N

Figura 4.23. N

N|

Figura 4.24. N n {faccBes de mr}

Figura 4.25. Fac¢des da N aumentadas por X

~

&5

Figura 4.26. FacgOes de ﬂ& nao contidas em N ser3oc facgSes de H

£



T z

-]

/o
UT

Figura 4.27. ﬁz

o
|

Figura 4.29. Vizinhanga de

E 3
:\_—///////////f
T

Figura 4.30. N

66
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Figura 4.31. N n CfaceBes de H_)

T

|

o

o It

Figura 4.32. Fac¢des da N aumentadas por X

®|

g

Figura 4.33. Facgoes de ﬁ% que n30 est3o contidas em N serao

4

faccoes de Hs
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4.5. - Algoritmo de Bron e Kerbosch (L1013, [£131, £141)
4.5.1. - A base do algoritmo
4. 5.1.1. - Introdugio
Este algoritmo €& essencialmente uma busca enumerativa

simples em 3rvore, durante a qual em algum estdgio k, um conjunto
de vertices independentes Wk sera ampliado pela adig3o de um

vértice x adequadamente escolhido, para formar um conjunto
1 .
k+1

independente ¥ _, no estagio k, ateé que mais nenhuma adig¢30 seja
possivel e, por isso, tem-se um novo conjunto independente maior.

No estagio k toma-se, por exemplo, Ek como sendo o0 maior conjunto

de vertices para o qual Wk 'a) Ek @, isto &, qualquer vértice de

Ek acrescentado a Wk resultara num conjunto Wk+1 que sera

independente.

Em algum ponto durante o desenvolvimento do algoritmo, Ek
consistira de dois tipos de vértices: vértices em E; que ja foram
usados anteriormente na busca para aumentar Wk e vértices em E;

que ainda n3o foram usados.

4.5.1.2. - Avango

Uma ramifica¢8o0 a frente durante a busca na arvore implicara

, . + . ~
na escolha de um vertice x_L & Ek, e na sua adigao a W
: k+1

kl

obtendo-se desta forma:

Wbu = Wk &) {xt 2 (3.4)
k+d
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Juntamente com os novos conjuntos Eku conforme:

+ + +

[Ek+1 = Ek - Y -Tog )= Ek - {C”t 3 VU P ?} (3.5
k+1 k+4 k+1 k+1

e

Ek+1 - Ek - r‘(xi’k‘i) (3.6)

4 5 1.3. - Recuo "Backirack”

Um recuo ("backtrack"”) implica na remoc3o de . de Wku
k+1

para retornar a Wk, removendo tambem X do conjunto Ek para
k+1

ent3o0 inseri-lo no conjunto Ek, formando deste modo dois novos

. + +
conjuntos E, e B, . (E agora sem x, = E_ agora com x, .
k+1 k+1

Um conjunto Wk, somente n3o podera ser mais aumentado guando

E' = @ Neste caso:

k

( 1) Se E; # @, decorre imediatamente que no nivel k atual,
Wk teria, num nivel anterior (k - 1), sido aumentado por algum
vértice que agora se encontra em E; e por isso n3o e maximal.
Desta forma tem-se gue efetuar um recuo.

({1) Se E; = @, o atual conjunto V¥, , n3o teria sido
aumentado anteriormente e, visto que os conjuntos s3c gerados sem
duplicac3ao, Wk sera um conjunto independente maximal. Portantc, a

condi¢3o necessaria e suficiente vpara Wk ser um conjunto

independente maximal e:
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€ evidente que jamais serada acessado o estagio k + 1 quando
. . . . -~ - A 4+ .
existir algum vértice x € Ek e, para o gqual Ny N Ek =9, assim
’ - . ’ . + .
€ indiferente qual vertice de Ek escolher para aumentar Wk Ja que

. . ~r . . . ”~ 3
em qualquer ramificag3o a frente, o vértice X nunca podera ser

pois, E__ E - I"hgk1} = E .. ou seja,
<+

removido de Ebu

1"(><4L y N Ek =9 Por isso. a condigSo:
k+4

3% eE tal que TGO NE, =0 (3.8)

sera suficiente para que um recuo deva ser efetuado, pois nenhum
conjunto independente maximal resultara de qualquer ramificac3o

& frente de ¥ _.

4.5 1.4, - Heuristica

Como em todos os metodos de busca em arvore, & vantagem ter
como meta antecipar recuos em ramos que nao levam a conjuntos
independentes maximais, ja que estes recuos tendem para a parte
desnecessaria da busca. € importante, ent3o, forcar a condic¢3o
(3.8) tanto quanto possivel por uma escolha adequada dos vértices
que ser3o usados na ampliag3o do conjunto Wk.

Durante o avan¢o, pode-se escolher para . , qualquer
k+4

-
vertice pertencente a Ek e com o qual aumentar-se Wk, pbtendo-se,

assim V¥ Ja no recuo, o wvertice escolhido X deve ser

k+4

k+1 -

+ - - 3 .
removido de Ek g inserido em Ek. Porem se X, for gscolkido

k+1

E 3 ¥ -
dentre os vertices pertencentes 3 T (x ) para algum x € Ek, 2ntao

quando ocorrer o teste para verificar se deve ser efetuado um
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avangco ou um recuo, o numero:

* *
A¢x ) T ) N Ej| (3.9)

podera ser reduzido (a partir de seu valor anterior aoc término
dos passos de avango e recuo) tal que a condigc3o (3.8) agora seja
satisfeita, devendo, portanto, efetuar-se o recuo.

Portanto, uma boa maneira de escolher o vertice X e com
k+1

*
0 qual aumentar-se Wk, e primeiro determinar o vertice x = Ek

com o menor valor de A e depois escolher X a partir do
k+1

E 4 -+
conjunto T'(x ) N Ek. Tal escolha de X no nivel k, poderia

k+1

ocasionar a & uma diminui¢3o0 quando for feito o teste para o

’ k4 - * - - o~
recuo, ate que eventualmente um vértice x satisfaca a condigao
(3.8), devendo efetuar-se, portanto, um recuo.

Como num recuo, X entra em Ek, pode ser que esta nova
k+1
*
entrada tenha, agora, um valor menor de & do gque o veértice x

fixado anteriormente. Esta nova entrada podera forgar a condic3o
(3.8). Isto e importante ao efetuar-se o primeiro avanco nas
ramificagoes, quando Ek # B, pois neste caso, deve-se utilizar a

heuristica proposta, que esta baseada em E;.
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4.5.2. -~ Descric3o do algoritmo

Passo 1:
Faca
1 = 1
k = @
Wk =
+
Ek = R
Ek =
Escolha
Passo 2
-+
Escolha um vertice % < Ek conforme a seguinte
: k+1
heuristica:
se Ek O
ent3o
se 3! x E;
ent3o
-+
escolhemos algum x € T(x) nE
k+1
sendo
. *
selecionamos X de modo que:
¥*¥ #»*
Ay = [Ty nE] = min _ [Too n E
xGE

v » +
e em seguidas escolhemos » € M'({x » N Ek
k+1

sendo

-

escolha o primeiro x <€ Ek
t
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Avango
Passo 3
1 i
Wk+1 = Wk U {x‘ 2
k+14
E  =FE - ¢x 3 -TI(x )=[E+-{£>< 3 U Cx >}
ke+d k k+1 K+1 k - ket Vi1
Eku. = [Ek - r(xu )
k+1
k = k + 1

Teste (verifica se o conjunto geradc & independsnite maximal )
Passo 4
se ([Ek = Ek = 9)

ent3o
1
Guarde o CIM Wk
1 =1 + 1

e va ao Passo G

Teste (auanco ou recuoc)
Passo 5:

+
se Ek = O

entdo
se Ek =9
entio
va ao Passo 2
sendo

se B x<eE tal que M(x) N E; =

entio

va apo Passo 23
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Recuo (backirack)

Passo G

ent3o
i i
wk = Wkd-t - (xu )
k+4
Ek = [Ek - CK" }
k+1
Ek = [Ek U {xi' 3
k+1

se (k* 0 ouE, # )
ent3o

va ap Passoc 5.
sendo

TERMINOU A BUSCA

(Todos os MCIM foram encontrados)
sendo

TERMINOU A BUSCA

(Todos os MCIM foram encontrados)

- Desenvolvimento ilustrativo de um exemplo utilizando-se
0 algoritmo passo a passo
LEGENDA
¢ VERTICES PARA ESCOLHER
® VERTICES ESCOLHIDOS
8 SUCESSORES DOS VERTICES ESCOLHIDOS
R VERTICES RETIRADOS NO NiVEL ©
O VERTICES RETIRADOS NO NIVEL 1

© VERTICES RETIRADOS NO NiVEL 2z
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te o2 T = €2, 4>
T2) = <1, 3>
2 T = <2, 4, B>
\\\\\\ T = <1, 3>
b e TS = <3
<4 3

Figura 4.34. Grafo G para exemplo do algoritmo de Bron e Kerbosch

k + 1 K
Escolha Nivel
o
1 2 3 4, S 1 0
’ S 7 ‘ ] S T .
5 4 5 2 4 2 3 2
Figura 4.35. Arvore com todas as possiveis solugbes
P1.
1 =1
k = @ 2
v =@ 1, oZ
o)
+ _ _ F]
Eo =X =1, 2, 3, 4, 52 l \\\\'
E =0 ¢° °3
o
P2
N3o
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P3.
vi= 1
E: = {3, 5) P -’
[E; =0 3
a \o
k =1 <+ 3
k + 1 K
Escolha Nivel
o

N
/
TN
N
7
\
>

S
n—5n

P4. N3o : +

PS5. Sim

+ o
1
Sim ; =9
| =
N3o g
X = 3 1@/
2
3@/
P3.
V=1, 3
i Z
E* =@ ® =
: S
E; = O | ]
] ®
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k + 1 K
Escolha Nivel
o

N

=N
/
A
7

S

P4. Sim E:GQE;=0

1 =2
PG. ’///p
-
k = 1 1
Sim =3
z i P
L, = 12 @ »
+ k=1
s = €92 °
- = =]
. = €32 hd 3
Sim k =1 ek =¢5)
k +1 K
Escolha Nivel
0
? 1 0

a3

%
N
N
>
AN
/

m—au
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PS. Sim u-:: = B
N3o ' E -0
1
Sim 3xelE:th(x)nlE:=0
P2.
Sim -
Sim 9/
1
¥ =5
2 03 \86
P3.
2
V., = (1, 52
-+
Ez = @ 1g »
Ez =B g
k = 2 4. |:|3
k + 1 K
Escolha Nivel
o

f\ i) ' 1 0
o3 ®s 4/ 5 1 5 1/ 2 4 2 1
I | | | [
5 4 5 2 4 p 3 2
P4. ginm E+ =0 p E- - ©
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P6. /e
k = 1 ?
Sim o3 os
v? -
1 {13 1@ .z
-+
[E1 =0 g
E = ¢3, 53 " o
4 3
Slm k =1 e E: =9
k + 1 K
Escolha Nivel
o
3 s 7 (4]
1
o3 os I i‘:‘; | 5 1 2 4 e 1
S 4 ] 2 4 2 2 2
. +
P5. N3o E1 = 0
P6. -
Kk = o B
Sim a3 os
3
Wo = g ix oz
-+
Eo = {2, 3, 4, 32 f\
[E- = £ ° °
o 13 4 3

Sim k:@eu:;:e
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k +1 K

Escolha Nivel

o

] | | |
4 S 2 2 =z c
PS. Sim [E; z G
N3o E” =@
o
. - +
Sim A xe{EO ta T NE_ =
P2.
Sim =
Sim /
2e
x =2
L
1
P3.
3
V' = (23
E] = (4, 5) 1y o7
E_ = 0 ?
1
k = 1 4° .3
k + 1 K
Escolha Nivel
o

' 4

O N
=E] os 4/ 5 ._/ 5 IB 4 2 1
L L )
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P4. NZo [E:#ae[E:=e
+
PS. Sim =0
Sim va ac P2. ; =0
Pe.
N3o o
>th - za/
49/
P3.
3
Wz = (2, 42
+
E, = (52 1, o
E_ = 0 =
2 °
k = 2 ‘e I3

k + 1 1
Escolha Nivel
0

g 4

| $ 3 4 5\ P 0
o3 os 4/ \5 / \5 ‘:_:'
4

~r -+ -
P4. N3o E2=99E2=0

PS. Nso E E N ]

Sim va ao P2. E =0
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Pz.
N3o >
X =5
L3 2@/
4®/
.
-]
P3.
3
v, = (2, 4, 53
E' =0
s 19 &2
ES =0 3
k = 3 4@ .3
k + 1 K
Escolha Nivel
o
i“ /z\ 3 4\ IE\ 1 0
D3 oS 94 E/ g 2 4 e 1
es 4 S 2 4 2 3 2
P4. Sinm [E;:Qe[E;=0
3
V., = (2, 4, 53
1 = 4
PG. /a
Kk = 2 /29
Sim 3
vY = (2, 4 os
2 ’ 1R @z
[EZ =3 g
E. = ¢33 e .
2 4 2

Sim k =pPpelk =9
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1
o3 os D4
es
PS. Nio
P6.
k = 1
Sim
-+
YV = (23
-+
E = (5>
E = (42
Sim
N
1
o3 os D4
as
P5. Sim
N3o
N3o

N®

(=13

NN
| l

2

f‘
2
E
R
2
@]
4
=1QE+=

3 x=4eE tqla nE,

<1, 3> M <35>
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k +1 K

Escolha Nivel

o

1 0
e 1
3 2
=0
e2
]
3
{9
k +1 K
Escolha Nivel
0
f 4]
e 1
3 2
L%
z
= O
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PG. f]
k = 0 §
Sim ' o4
L3
WO =B o5 1N Nz
+ :
EO = C3, 4; 5) ?\
[Eo = (1, 22 ",
Sim k = 0 e IE; = O
k + 1 K
Escolha Nivel
-3 o
N §\ 3 4\ 5\ H o]
as os o4 5 5 4 2 1
os P 2 2
PS. Sim IE; = o
T o
N3o lEo (%]
. - +
Sim axe[Eoth(x)n[E°=0
Pc.
Sim
)
N3ao \e"
®x = 4
L
41
P3.
4
V' = (42
-+
E = (5> 1 o2
E = (23 5
k =1 4@ .3
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o3 0s D4 5
o5
P4. N3o
PS. Sim
N3o
N3o
P6.
k = 0
Sim
v:i-e
E =3, 5)
E; = {1, 2, 42
Sim
Py ‘§\
oa os Dae 5

W

3

X

o2

o2

+®
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k +1 K
Escolha Nivel
o)

A~

+

X
& & @ &

- +
EelE1 tha)n[Ei:

LY 4

<1,

3> N <3 =

8

N
3
°3
-+
2 e Eo = O
k + 1 K
Escolha Nivel
0
S 1 0
e 1
2 e
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P5. Sim rz; = g

N3o Eo = 3

- +
N3o I x=1e Eo tq C(1) N Eo = @

2, 4> N <3, 5 = @

PG.

TERMINOU A BUSCA

(Todos os conj. indep. max. foram encontrados)

b 3 2 3

Wz = {1, 33 Wz = {1, 52 W3 = {2, 4, 53

1@ 2 1@ 4 1. 2
——— _A



CAPITULD V .

PROPOSTA DE UM ALGORITMO HEURISTICO PARA OBTENGAO DE UMA

SOLUCAQ PARA O MAXIMO CONJUNTO INDEPENDENTE

5.1. - Introdugido

Na area de algoritmos em grafos (assim como em algoritmos de
um modo geral) e inerente uma preocupagio computacional para com
0os processos desenvolvidos. Essa preocupa¢do, implica no objetivo
de procurar elaborar algoritmos que sejam eficientes e que, de
preferéncia, possuam complexidade polinomial.

Segundo Ronaldo C. Read [61]3: "Desde a publica¢io do
algoritmo de Bednarek e Toulbee [3], varios outros algoritmos
para o descobrimento de facgdes (cliques) tem aparecido. Parece
que em quaisquer desses algoritmos @ necessario, ate certo
ponto, <checar se alguns subgrafos completos gerados estao
contidos num subgrafo ja gerado. Os algoritmos diferem sobretudo
no exito obtido na reduc3o do tempo gasto. O melhor algoritmo
fornecido ate agora para descobrir todas as facgdes € o de Bron e

Kerbosch [1@J".

S.1.4. - Problemas do algoritmo de Bron e Kerbosch

Considerado por muitos como o melhor algoritmo para

selecionar os conjuntos independentes maximais, o método de Bron

e Kerbosch, entretanto, n3o € bom para determinar o numero de
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independéncia, bem como um dos conjuntos determinado por ele (se

€ que existe mais de um), pois apresenta dificuldades tais como:

al

b?

c)

d>

e’

)

g’

h?

complexidade exponencial & (expim);
tem que gerar todos os conjuntos independentes

. ooyt
maximais ¥, do grafo;

o elevado numero (1) de conjuntos independentes maximais

1 . .
(Wk) gerados, a medida que aumenta-se © numero de

vértices do grafo;

aleatoriedade na geragdo dos conjuntos independentes
maximalis no que diz respeito a sua cardinalidade;

compara conjuntos entre si, isto &, dois a dois, todos os
conjuntos independentes maximais. Para fazer isso alem de
ter que gerar todos os conjuntos independentes maximais,
tem~se que compara-los e também wvasculhar todos os
conjuntos até o fim da busca enumerativa;

armazena dolis subconjuntos E; e E: a cada nivel k, onde
k, indica o tamanho do conjunto independente WL que se

k

esta gerando. Além disso, aumentam conforme aumenta a

1

cardinalidade k do conjunto independente maximal Wk

que

esta sendo gerado;

4 - - + - 3
numero de subconjuntos Ek e Ek produzidos gque tambem

L

dependem da cardinalidade do conjunto Wk

que se esta

i

gerando. Assim quanto maior for a cardinalidade de Wk

mais niveis k de subconijuntos E; e B tem-se de
armazenar;

o tempo de processamento computacional gastoc aumenta
muito conforme o numeroc de vértices doc grafo €, pois =

medida em que cresce o numerc de wvertices do grafo,



i)

J?

k>

1)

m)

nl

B?

cresce também o numeroc de conjuntos independentes
maximais;

., . 1
memorlia necessaria para guardar os conjuntos Wk

N - +

subconjuntos Ek e Ek;
recuo (backtrack) do ramo na arvore da busca enumerativa
quando n3ao levar a nenhum conjunto independente maximal,
retrocedendo um passo de cada vez (digamos passo a
passo), e verificando a possibilidade de continuar a
frente ou ent3o0 recuar mais um passoc por vez, tendo, se
for o caso, que encerrar o ramo e iniciar outro, ou seja,
poda—-se esse ramo e recomeca-se a busca em outro;
crescimento da cardinalidade dos conjuntos independentes

. . WL .
maximais ¥, conforme o tamanho do grafo G, ou seja,
conforme o aumento do conjunto de vértices X, aumenta-se

. WL e

o tamanho k dos conjuntos K 0 gue torna dificil o
procedimento de formagc3oc bem como o de recuo;
heuristicas propostas s3o demoradas e de dificil
implementagdo computacional;
a heuristica para a escolha de vértices, apresentada no
algoritmo de Bron e Kerbosch, n3c funciona para encontrar
O primelro conjunto independente maximal (Wk), ja que o
Ek sera sempre vazio enguanto buscar o primeiro conjunto,
isto €, a escolha do primeiro elemento & aleatdria,
bem como a do segundo e o do terceiro, e deste modo
sucessivamente, ate formar o primeiro conjunto
independente maximal;
ha necessidade de se modificar o algoritmo original de

Bron e Kerbosch, para gerar somente o maximo conjunto
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independente, tendo que comparar os conjuntos
independentes maximais entre si, guardando, a cada

comparag¢3o, O maior.

S.2. - Formas para encontrar-se o maximo conjunto independente

5.2.1. - Gerar todos os conjuntos independentes maximais

0 descobrimento do nudmero de independéncia «[$J, juntamente
com a obtenc3o de um dos maximos conjuntos independentes (se
existir mais de um), pode ser considerada uma tarefa facil para
grafos pequenos, menores que 15 veértices. Entretanto, quando
pretende-se encontrar os conjuntos independentes maximais, de
grafos grandes, surgem problemas. Tais problemas, conforme citado
na segao S5.1.14., também estar3oc presentes no problema de
encontrar o numero de independéncia e um dos maximos conjuntos
independentes determinado por tal numero.

Acontece que os algoritmos existentes para o cdlculo dos
conjuntos independentes maximais geram tais conjuntos
aleatoriamente, no sentido da cardialidade desses conjuntos, e
portanto, seria necessiario gerar todos os conjuntos independentes
maximais e ent3o escolher o que tenha a maior cardinalidade
obtendo-se o maximo conjunto independente. Isto, certamente,
exige muito tempo de processamento e grande quantidade de memdria
computacional, alem de ser um algoritmo de complexidade

exponencial na ordem de entrada.
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S5.2.2. - Tratamento via Problema da Cobertura do Cdnjunto

Uma outra maneira € formular o problema da obteng3o do
maximo conjunto independente, atraves do Problema da Cobertura de
Conjunto (PCC), onde as linhas de uma déterminada' matriz de
incidéncia [TJ, representam as arestas de & e as colunas

representam os vértices. Desta forma:

1 se ﬁ for um vértice terminal da aresta at

® casocontrario

Assim, se R € X for a minima cobertura (soluc3o Stima) para
o0 Problema da Cobertura de Conjunto (PCC), o conjunto X - R sera

ent30, o maximo conjunto independente de G.

Exemplo 5S.1.: Como se achar © maximo conjunto independente

utilizando o problema da cobertura do conjunto

1 1 2
o ° T4 = <2, &
- T2 = <1, 3>
a o a a T = <2, 4, 5>
2 s 3
T = <1, 3>
° s TS = <3>
4 e, 3

Figura 5.1. Grafo © com vértices e arestas para o exemplo do PCC

A matriz de incidéncia T = ctujmxn & dada por:
¥ E 3
Ko Xz X3 X, Xg
a, 1 1 - - -
al1 - - 1 -
T=a3 - i i - -
a4 -— - 1 1 -
a |- - 1 - 1]




?e

Como, R = (x %y 2 € a minima cobertura para o conjunto XK,

1 ’

~
entdo X - R = (x X,s ®s} sera o maximo conjunto independente.

>

Para fazer isto, necessita-se de uma quantidade de memdria
muito grande, j3 que com o aumento do numero de vértices aumenta
o numero de arestas. Por outro lado, tem-se que implementar um
algoritmo mais complexo do .ponto de vista tedrico e
computacional, que resolva o Problema de Cobertura de Conjunto

(PCC) e, além disso, determinar o minimo conjunto de Cobertura R

do grafo G,

5.2.2.1. - Complexidade do PCC

Para implementar o algoritmo do Problema da Cobertura de
Conjuntos (PCC) tem-se que efetuar a priori redugcdes inerentes da
parte teodrica e, além disso, construir um tableau inicial
(formando blocos). Deve-se também armazenar listas de coberturas
provisdrias e realizar testes de dominio que s3o0 usados para
limitar a busca em arvores e aperfeicoar a eficiéncia do

algoritmo.

5.3. - Descri¢3o0 do algoritmo heuristico proposto

5.3.1. - Introdu¢3o

Em aplicagOes praticas a principal caracteristica relativa a
propriedade da independeéncia de um grafo & & o5 ndmero de

independéncia alG] e, consequentemente, um conjunto independente
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que tenha tal cardinalidade. Porém existem dificuldades conforme
ja apresentadas anteriormente, para se encontrar tal numero bgm
como e um dos conjuntos (se existir mais de um) determinado por
ele aoc utilizar-se os métodos existentes na literatura. Neste
trabalho apresenta-se um algoritmo que encontra uma solug3o
aproximada, quando n3o a Ootima, de rapido processamento e baixa
utilizag3o de memdria.

Pode-se dizer que o passo mais importante no algoritmo, para
o descobrimento do maximo conjunto independente € o da escolha do
vértice que entrara no conjunto que se pretende formar. Desta
forma, deve-se estabelecer ou mesmo desenvolver um criterio de
escolha de vértices que seja eficaz, istoc &, um critério
selecione elementos de tal modo que forme um dos maximos
conjuntos independentes (se existir mais de um).

Para cada um dos vértices pertencentes ao conjunto X de
vértices do grafo ©, verifica-se © grau correspondente. Se

existir um dnico vértice que possua o menor grau, dentre todos os

outros vertices em X, escolhe-se este para ser acrescentado ao

. ) ’ . . ’
conjunto que se pretende formar. Caso contrario, isto e, se
existe mais de um vertice dentro do conjunto X, que possuem o
menor grau, seleciona-se, em principio, esses wvertices para

formar o subgrafo auxilir (Eo>.

No subgrafo (Eo> verifica-se o grau de cada um de sSeus
vertices, e existindo um uUnico vértice cujo grau em <E°> e
minimo, escolhe-se o mesmo para ser acrescentado ao conjunto
independente maximal em formagd3o. Em caso contrario forma-se um
novo subgrafo <E1>, com os vértices de (Eo) que Ppossuam grau

minimo, e assim sucessivamente, ate que um unico vertice com o©
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,

menor numero de sucessores seja identificado ou até que o
subgrafo (Ek) e (Eku> sejam iguais, quando escolhe-se  qualquer
um dos veértices de <Eku> para inclqsﬁo no conjunto independente
em formag3o. A heuristica que determina a formacSo de uma boa
solugdo para o maximo conjunto independente; consiste no processo
de escolha acima.

Identificado um vertice X a ser 1incluidc no conjunto
k+4

independente, elimina-se o mesmo, juntamente com seus sucessores,

. ’ . . ’ L3
do conjunto de wvertices R, isto e, A =R - £xt 3} - i (x Y.

O processo continua até o conjunto X ficar completamente
vazio, isto e, quando n3oc houver mais vértices a escolher em X

0 conjunto de vertices formado serd um conjunto independente
maximal. Normalmente o processoc de busca descrito acima forma,
inicialmente, um conjunto independente maximal que corresponde,
quando n30 ao maximo conjunto independente, ao menos a uma boa
aproximagc3o para o mesmo.

A grande vantagem na implementac3oc do algoritmo conceitual
proposto deve-se ao fato de n3o haver necessidade de armazenagem

de conjuntos, e ao baixo tempo de processamento.

9.3.2. - 0 algoritmo formal

Intcializag8es

Passo 1.



Determinag8c do suposto conjunio independente
Passo 2.
repita

Passo 2.1. {Escolha de vértice?

E =X

cardan = |E]

repita

se [existem mais de um x € E com
3

L 3 #
Alx, ) = ... = Alx, ) = min IT(x » EI]

) i

1 j x « E i

J
entio
* *
E={xi, coa ¢ 2

i J

se ((j# 2) ogu (j # cardan)) .

entdo
cardan = j
sendo
L 3
. = x.
1 13
k+4 i
sen3o
* = x onde &(x ) = min lr(xt) n E|
k+4 t t X < t

Passo 2.28. <{Incluslio do vértice escolhidoc no conjuntol

Y = U x
k+1 wk e {“t b
k+4

-]
k =k + 1 { n—- de elementocs

@S

2



Passo 2. 3. {Exc lusllo?

R =R - (x> -TGg
k+1 k+1

até que X = Q.

Finalizagdes

Passo 3.

escreva (‘0 conjunto independente maximal proposto e V¥

escreva( 'Cardinalidade = ',k)

fim.

5.3.4. - Exemplos para o algoritmo proposto,

POrY pPasso

Exemplo S5.2:

1 Z
° e T(4> =
T(Z) =

S

° T3 =
\\\\‘\\\\ T4y =
° a TS =

4 3

desenvolvidos

<2,
<1,
<z,
<1,
<3>

5>
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Passo

Figura S.2. Grafo G para exemplo do algoritmo heuristico proposto

é/// \\\5 f/// S L

b 4

N

N\,

2

k +1 ¥

Escolha Nivel

o

1 4]
c 1
= =

Figura 5.3. drvore para o grafo & com todas as possiveis solugdes
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P 1. z
k = 1 2
= O s
= (1, 2, 3, 4, 53 ‘. \f
P 2.
P 2.1.
2 2 3 2 1
E =<¢1, 2, 3, 4, 53
cardan = 5
. = @
1
1
N3o
K1.1 = 5 B\es
P 2.2
Y =8 U (5) = {(5) e o2
k = 1 5@
4 3
e [
P 2.3.
X =(1, 2, 42
K +14 1

Escolha Nivel

2 0

2 4 ® b4 0
3///L\\\5 4/// S 2 E/// \\\5 1///2\\\4 2 1
L A S O
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cardan = 3
X = 0
L
2
Sim o2
(o] (o]
E = ¢2, 42
N§D 40
X. = 2 =]
"2 \®5
92
P 2.2
. E S 2
¥ = (52U (2} = (5, 23 = @
k = 2 . e
4 3
P [ ]
P 2.3.
R = (4)

K +1 K

Escolha Nivel

o

[4%)

6]]
[N
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P 2.
P 2.1.
O
E = ¢4>
cardan = 1
X =

P 2.2
1 Z
Y = (35, 23V €4) = (5, 2, 43 s ®
k = 3 e
4@ .3
P 2.3.
R =0
k +1 k
Escolha Nivel

o

9

3/1\5 4/ E /4\5 1/Z
| |

i | |
S 4 2 2 3 2
P 3.
0 conjunto independente maximal proposto e Wa = {35, 2, 432
1. &2

Cardinalidade = 3
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Exemplo 5.3: Qutro exemplo para o algoritmo heuristico proposto

Tity = <2, 4, =, S, 5, 9
7 2> = <1, 3, 7>
(-3
. z' T3 = <2, 4, S, ?, @
(-] [-] :
/////,/’ \\\\\\\ Ti4) = <1, 3, 5>
1 s 3
o o ° TS = <1, 3, 4>
//////' \\\\\\I////// TG = <1>
- o b
s
T = <2, 3>
o
8 T = <1, 3>
T = 1>

cardan = 9
X = @
T
1
. 6
Sim pY
o o
E = (4, 92
N3o 3



P 2.2
V =0 U (g3 =
k = 1
P 2.3.
R = (2, 3, 4,
P 2.
P 2.1.
2 S
E = ¢2, 3,
cardan = 7
X. = @
1
2
N3o
Xx =9
i %
2
P 2.2.
¥ = {62V (%)
k = 2
P2.3.
R = (2, 3, 4,

(&3

€4,

93

82

@2

Do

e

06— 0%
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cardan = 6
X = 0
3
N3o
X =8 =

¥V = (6, 93U (B) = (&, 9, 83 . 71

k = 3 8 .
1 S 3
[ ] ° B

=] o4

o
=]
8
P 2.3.

P 2.1.

cardan = 4
" - 0 SUBGRAFO
i ?
< o
Sim 21
E =<2, 4, 5, 72 .5
N3o ‘



P 2.2.
¥ = (¢4, 9, 83V (23
k = 4
P 2.3.
R = (4, 5)
P 2.1.
1 1
E = ¢4, 5
cardan = 2
. = @
T
=3
Sim
E = ¢4, 53
N3o
x = 4
=3
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C6} 9; 8; 232 [ ]
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L]
°
fw

o®
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&
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P 2.2.
' ?
¥ = (6, 9, 8, 23V (4) = €4, 9, 8, 2, 4) =
k = 5 8 2e
st s> -
) 4
9
®
8
P 2.3.
R = 0O
P 3.
0 conjunto independente maximal proposto e ¥ = (&, 2, 8, 2, 42
Cardinalidade = S
Fim.
ra
(]
2|
1,//////32\\\\\ .
[ (-7
S .
-
-]
7.4. - Analise da complexidade do algoritmo
0 algoritmo proposto possui algumas vantagens, dentre as
quais destacam-se as seguintes:
a) complexidade da ordem nz, isto &, @ ),
b) n3o requer subconjuntos auxiliares e, aléem disso, val

destruindo © conjunto inicial & ate torna-lo vazio,
acelerando o processo de escolha de vértices a cada

vertice incluido no conjunto independente;



c)

d)

e)
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nao necessita de backtrack, o que reduz
significativamente o tempo de processamento. 0 algoritmo
somente avanga, nunca recua. Vai ate ao +inal, quando
esgotam todas as possibilidades de escolha de elementos,
isto €, quando X = &;

gera somente um conjunto, que € uma boa aproximag®o0 para
o maximo conjunto independente. Como encontra apenas um
conjunto n3o € necessario gerar e comparar o0s conjuntos
independentes maximais - que s3o gerados aleatoriamente

sob o aspecto da cardinalidade desses conjuntos bem como

também n30 precisa guardar os subconjuntos, [E_

-+
x € Ek, como

por exemplo, no algoritmo de Bron e Kerbosch.

o resultado encontrado pelo algoritmo proposto & um
limite inferior para o numero de independéncia aflGl, e
poderé ser utilizado como um limite minimo para efeito de
comparacao dos conjuntos independentes maximais gerados

pelo o algoritmo de Bron e Kerbosch;



CAPITULO VI

TESTES E VALIDADE DO ALGORITMO PROPOSTO
6.1; Metodologia utilizada
6.1.1. Como foram gerados os exemplos

Alguns grafos wutilizados nos testes para verificar a
validade do algoritmo heuristico proposto, foram coletados em
livros, e s3o exemplos classicos de algumas areas da teoria de
grafos. Outros foram escolhidos aleatoriamente.

Dentre os exemplos testados encontram-se o grafo de
Peterson, o grafo completo Kn de n vértices, o grafo estrela com

cinco pontas, o grafo bipartido K o grafo cactos (blocos), o

6,6’
grafo do contra-exemplo de Heawood para a prova de Kempe (Teorema
das cinco cores), o grafo da dupla estrela, o grafo de Thomassen,
o grafo de Kdzyrer e Grinberg, e o grafo do tabuleiro de xadre=z
(probl. das rainhas), além de varios outros. A seguir, mostra-se
os grafos citados acima e alguns outros. Todos o0s exemplos

apresentados abaixo, foram testadocs nas versdes implementadas do

algoritmo de Bron e Kerbosch e do algoritmo heuristico proposto.

Figura é6.1. Exemplos de grafos
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. . Va : L&
Figura 6.4. 0 grafo de Peterson

Figura é.5. O grafo de Heawood: o Unico 6-cags
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p,

N g ' 19

20 2! 22°

Figura 6.9. Exemplo de grafo com 22 vértices

*19

Xi9 X2 X3
[} [- |
X
2 Xy -
Xis X4
Lo 4
x9 xg Xia
X7
x24 x23
X20 4 ,
x
z X22 x20
A\’
x26 %23 X1

Figura 6.10. Exemplo de grafo com 27 vértices
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Figura 6.11. Um grafo extremo r(4, 4) = 18

i

Figura 6.12. O contra-exemplo de Heawood para a prova de Kempe

Figura 6.13. 0 grafo de Herschel
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A dupla estrela: uma cdbica

Figura 6.14.

Figura 6.15. 0 grafo Cactus

Figura 6.16.

0 grafo Thomassen
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Figura &6.17. Grafo de Grinberg

Figura 6.18. 0 grafo de Kozyrev e Grinberg

6.1.2. Como foram feitos os testes

Escolheu-se, dentre o0s wvarios algoritmos existentes na
literatura, o de Bron e Kerbosch por ser considerado o melhor.
Alem disso o algoritmo de Bron e Kerbosch €& o que gera os
conjuntos independentes maximais sem necessidade de verificar se
dentre os conjuntos anteriormente gerados k& algum subconjunto

contido no atual conjunto gerado.
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Apds esta escolha, foram feitas algumas modificagdes no
algoritmo a fim de que fosse apresentado apenas o maximo conjunto

independente e n3o todos os conjuntos independentes gerados.

6.1.3. Como foram comparados

Os resultados obtidos com o algoritmo de Bron e Kerbosch, e
0 algoritmo heuristico proposto foram comparados entre si, sob
dois aspectos distintos:

( 1) tempo de processamento necessario, e

(11 cardinalidade do maximo conjunto independente

apresentado.

6.1.4. Limitacdes de tempo

Como o algoritmo de Bron e Kerbosch gera todos os conjuntos
independentes maximais de um determinado grafo & e, o numero
destes conjuntos cresce conforme aumenta-se o tamanko do grafo,

se imp6s um limite no tempo de processamento para este algoritmo.

Tentou-se executar um exemplo de 100 vértices, com o©
algoritmo de Bron e Kerbosch implementado, contudo n30 foi
possivel, pois ao se impor um limite de 100 horas de
processamento, n3oc se chegou ao fim da busca. Por isso, o

algoritmo n3oc obteve a solug3o otima para efeito de comparaclo
com a solugao do_algoritmo heuristico proposto.

Para o algoritmo proposto neste trabalho, praticamente n3o
ha restricdes quanto ao tamanho pratico do grafo, bem comoc quanto

a0 limite do tempo de processamento computacional.
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6.2. Resultados obtidos

6.2.1. Introdugio

) Os resultados obtidos através do algoritmo proposto foram
considerados satisfatorios, tendo em vista a obtenc30 de uma boa
aproximagdao para o maximo conjunto independente, quer seja pelo
aspecto tedrico «quer seja pela facilidade de implementac3io
computacional, e também pela quantidade de memdria requerida e
pelo tempo de processamento dispendido.

Foi realizada uma analise comparativa dos resultados obtidos
quanto ao desempenho computacional do algoritmos, de Bron e
Kerbosch e do heuristico proposto, um em relac3o ao outro.

Os dois algoritmos implementados foram submetidos a testes
com exemplos de 6, 8, 1@, 12, 15, 16, 17, 20, 22, 25, 26, 27, 30,
34, 46, 50 e 64 vertices e ao final, testou-se somente a yersﬁo

implementada do algoritmo heuristico proposto em exemplos de 100,

140 e 200 vertices.

6.2.2. Exemplos testados

Mostra-se abaixo, trés exemplos da estrutura de dados
utilizada para os grafos nos testes. Considerados como pequeno,
medio e grande quando se wutiliza o algoritmo de de Bron e
Kerbosch, porém, quando usa-se o algoritmo heuristico proposto,
s3o considerados todos pequenos.

Apresenta-se ainda, a saida fornecida pelo algoritmo de Bron
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e Kerbosch constando da solugSo obtida, cardinalidade da

s ¢ At N . . . .
solucao, numero de solugbes {(conjuntos independentes maximais do

grafo) e tempo de processamento computacional gasto para obter a

solug3o. Em seguida, apresenta-se também a saida

fornecida pelo

algoritmo heuristico proposto constando " da solugcio obtidza,

cardinalidade da solugao e tempo de processamento computacional

gasto para obter a solugio.

]
wert {x .M BUTEESOTED

- - P - X a

Pt 4 i 3 & 3

I & = 4 & @

. . - o I

4 i b 3 o @&

(5 o 4 £, ?

= i = 4 & @

- ot , - e - - .

& = i 2 5 7 o] 2

- N ; ; -

4 & &

2 5 4 & ]

&
Lo} sy orims obitids oele alasmriema e Hen e 0 e by s g e
SO LWT D DY IMA SLUIOR P2L0 :lgoriom O LYyaon € Revhosdd
o rem e e
§ o= fEo®m iy
mavd =4
un. O solucoss = =
P - o - AL i i 127 e
TEnpo de proacessamnsSnito o= An dm 2, Sg

i i H . v, o oy & - - o e
Soluczo obtida pelio al Reuvistico procosto
b} .. y i s o)
xS vt o b
s . o i

cardinalidade = 4

G,

i




114

s =iy
i DL
4 7
ol L

£ oo
e

[958

5

%

it

o
LA N

ey -

fom e

£
oo

s
o]

o - ,
gy £ 4
F o, e .o ] b

e £ E . - - . pen e emen
o= {d o 7 ii 1Y 22 23

T -

i e P
BN RS A S = Lo

o Py o0 Gm 3,

¢ - .
PRl Y o srrae o
a0 DBELTLIET

- I 5
e - i




117

& REC s R B R RS R S B v I o o < R 5 Er o

3 Xy 4
¥ i 5Ty et K]

23]

o

L L
PR ]

T

RN
i o

g

41

Tl

ot

t
&7

)
Y & o @ 5
ped vy ] e ] ared [ aa
) . P .o
% o W e i3
i

< o5 a
i o £

Wi

i) e RN
£ ’
el

w 4 kg o A w0
> o = o




118

e

i a) rd 2K
T o -3 il
- i
i = -
E i B
o]
5]
£ ' B

5
@

WAL &4 WL
wd e e

Th
2
i : =
ot
i
i i i
H] %]
o 1]
i3 o]
i3]
AN s M
“d

8] fod id et ]
Iy Sy =
] s3]
R o .




119

6.2.3. Resultados dos exemplos testados

Na tabela 6.1 s3o apresentados os resultados para os testes
realizados e os graficos 6.1 e 4.4, apresentam os resultados sob
a forma de gréfico;

Observa-se «que o0s resultados obtidos pelo algoritmo
heuristico proposto s3o claramente melhores que os resultados
obtidos pelo algoritmo de Bron e Kerbosch modificado para
encontrar o maximo conjunto independente. Nota-se também que
conforme aumenta-se o numero de veértices do grafo, a diferenga
entre um e outro, tende a aumentar e ndo se pode dizer que o
algoritmo de Bron e Kerbosch modificado seja competitivo com o
heuristico proposto em termos de velocidade de processamento e em

relagdo a quantidade de memdria utilizada.

Os tempos de processamento, em segundos, apresentados na tabela
6.4 e em escala logaritmica, nos gr&ficoe 6.4 e 6.2, referem-se a
implantagdo computacional dos algoritmos em um microcomputador

IS30 PLUS II da Itaulec.
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numero tempo de execuc3o Diferencas (B/K - P)
vérgices Bron e Kerbosch| Proposto Absoluta %
06 ©.05s 2.03s v ¢.02s 66 .66
o8 0.10s ©.05s @.05s 100 .00
10 ©.12s ©.03s ©.07s 140 .00
12 ©.309s ©.03s ©.25s 500 .00
15 @ .53s 0.06s ©.47s 783.33
16 @ .648s @.10s ©.38s 580 .00
17 1.428s ©.10s 1.32s 1320 .00
29 2.05s @.13s 1.92s 14746 .92
22 3.8%9s ©.10s 3.7%9s 3790 .00
25 10 .21s ©.27s ?.%94s 3681 .48
26 11 .97s 0.27s 11.7@s 4333 .33
27 3.84s ©.27s 3.97s 1322 .22
30 29 .27s @.36s 28.%1s 8039 .55
34 ' 2m 24 .467s 0.4%s 2m 24 .18s 29424 48
44 1h  9m 37 .44s @ .82s 1h  9m 56.64s| 3958126 .80
50 1h 12m 14 44s 1.32s 1h 12m 13.14sj 3273722.790
64 23m 17 .528s 3.97s 23m 13.95s 3904 .42
100 - ?.87s - -
140 - 22.7%9s - -
200 - 1m @5.52s - -

Tabela 6.1. Tempo de execugdoc e diferenga entre entre os tempos

de processamento
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6.2.2. Graficos comparativos

~ Tempo de processamento -
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0 10 20 : 30 40 50
— Numero de vertices —
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6.3. Excessdo para convergéncia

Em todos os exemplos testados, descobriu-se apenas dois
contra-exemplos para a convergéncia do algoritmo heuristico
proposto e, mesmo assim o algoritmo proposto encontrou uma boa
aproximag3o para a solu¢3o, com cardinalidade diferindo em apenas
uma unidade, quando comparada com a solug3o otima encontrada pelo
algoritmo de Bron e Kerbosch modificado.

0 primeiro contra-exemplo encontrado para a convergéncia da
soluc3o dtima, foi o das oito damas do tabuleiro de xadrez, onde
ficam sem atacar-se umas as outras. As solugdes otima (ja que
existe mais de uma) para esse problema s3o os conjuntos
independentes maximais com - cardinaldades iguais a oito. 0
algoritmo heuristico proposto encontrou um conjunto independente
maximal com 7 elementos em 3.575, enquanto que o algoritmo de
Bron e Kerbosch levou 23» 17 .52 para encontrar a soluc¢lc
otima, com cardinalidade oito.

0 outro contra-exemplo encontrado para o algoritmo
heuristico proposto foi um grafo de 5@ vértices. A soluclo otima,
com cardinalidade 17 foi encontrada pelo algoritmo de Bron e
Kerbosch em 1h 2im 49 51 e o algoritmo heuristico proposto

encontrou uma solu¢cio de cardinalidade 16 em 1. 325 .
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1.

CAPITULD VII

CONCLUSGES E RECOMENDACBSES

- Conclusbes

Dentre varios aspectos, chegou-se as seguintes conclusoes:

¢ )

¢ it)

(2i1)

( iv)

. , . . 2
0 algoritmo heuristico proposto tem complexidade n°,
. 2
ou seja, & );

0 algoritmo possui uma convergéncia muito boa, pois em

todos os exemplos testados, sempre selecionou, quando
ndo a otima solug¢3o, pelo menos uma solug3oc muito
proxima da otima. Sendo que a soluglo proposta

encontrou até mesmo nos dois contra-exemplos uma
solucdo que ndo difere em mais de uma unidade em
relag8o a cardinalidade da solugio dtima;

Torna-se uma busca muito radpida, ja que sugere a
solug@o encontrada no algoritmo proposto como maximo
conjunto independente, sendo muito eficiente pois
avanga sempre em frente sem necessidade de recuos;

Em quase todos os exemplos testados, o algeoritmo
heuristico proposto encontrou uma solug83o que, quando
ndo a dtima, ao menos uma muito prdximo da dtima, com
a cardinalidade n3o diferindo em mais de uma unidade
quando comgpzrada com a otima solugfo fornecida pelo

algoritmo de Bron e Kerbosch.
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7.2. - Recomendagdes

As recomendagGes citadas, indicam algumas possibilidades

para estudos e pesquisas

( i) Possibilidade de modificag30 no .algoritmo heuristico

(£21)

¢ tv)

proposto para que encontre também uma boa solugio para
o minimo conjunto independente. Em alguns casos ¢
necessdario encontrar o minimo conjunto independente,
em vez do maximo conjunto independente. Nestes casos,
€ muito simples modificar a heuristica basica
apresentada no algoritmo proposto para que apresente
uma boa solugdo para o minimo conjunto independente.

Alteracdo de algoritmos de coloragio para um grafo ©
qualquer, com a wutiliza¢3oc do algoritmo heuristico
proposto neste trabalho, o que certamente acelera o

procedimento.

Formulac3c de algoritmos que geram horarios em
institui¢cBes governamentais e de ensino, baseados na
propriedade da independéncia maximal (salas,

professores, cursos, horarios, turnos, etc.)

Possibilidade de modifica¢30 na heuristica basica do
algoritmo proposto neste trabalho, bem como o
acréscimo de heuristica para verificar a adjacéncia,
quando pretende-se encontrar o maximo conjunto
independente em grafos direcionados. HNote que num
grafo direcionado, se %, € adjacente a X ndc implica

que xj seja adjacente a X
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