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RESUMO

Neste trabalho'o problema'de'torgéq-em'barras prisméti4b
cas de secgdo transversal arbitrdria e multiconexa & formulado a-
través da fungdo de torgao de Prandtl, sendo inclusive obtido =~ um
' funcional para este problema. | ' -

A solugao deste problema & obtida utilizando-se elemen-
 tos'finitosvcurvos isoparamétricos; Um programa computacional foi
desenvolvido, permitindo a determinagdo da constante geométrida de
" rigidez da secgdo, o angulo de torgao, forma de ‘empenamento e asf'
tensoes de cisalhamento em_qualquer’pdnto da barra, em fungao do

torque atuante.

Os‘resultadbs obtidos sao apresentados e comparados com

as solugdes analiticas e/ou numéricas encontradas na literatura.

Inumeros probiemas,em engehharia s§o-régid6s,pelo.mesmo
'tiﬁb devequagéo diférencialvparcial Laplaceanaique rege O pfoblema
de torcao, podendo este trabalho servir como base a solugab destes
problemas e isto também & discutido neste trabalho. ' |



'iX‘
ABSTRACT

‘ The behavior of prismatic bars of arbitfary'cross
sectibn with or without holes, under torsion loads, is formula-
ted through Prandtl torsion function. A functional is also deve-
loped to solve this problem. o o
I R S . .

The solution for this problem was reached using

curved isoparametric finite elements. A computational progfam

was developed, allowing to reach the stiffness geometric cons-

- tant of the section, the torsion. angle, the warping function and
the shearing stresses at aﬁy.point of bar, as-a'funCtion of

°

the imposed torqué.

_ The solutions are shown and compared with analyti
cal and numerical solutions presented in the,spécific'literatu—
re. o )

~

o v ~ Several probiem in enginnering are defined in
terms of the same differential parcial Laplace's equation, which
'define the torsion problem, thcrefore this paper could be used
- as a background for the solution of.these probiems and about

this a discussion is showed.




1. INFORMACOES GERAIS SOBRE 0 TRABALHO -
1.1 - Introducdo

Na formulagdo tedrica de anilise de sistemas continuos, a

etapa de obfengéo_da equagao ou conjunto de equagoes 'diferenciais
‘que regem o problema juntamente com asvcohdiQSes de contornb__assg
~ciadas, embora requéira'em-alguns casos técnicas mais sofisticadas
como por'exemplo cdlculo variacional, n3o se constitui na ~princi
- pal dificuldade. O grande problema consiste sim, na solugao . da
equacdo ou conjunto de equacdes diferenciais, obedecidas todas as
‘condicoes de contorno e outras restrigSesvadicionais. Apenas para
uma classe muito restrita destes problemas € que se conhece a solu
‘cdo exata (analitica, fechada) obtidas por técnicas tais como sepa
'-ragao de variaveis, fungoes tentativas e outras. Na medida em que
a complexidade do sistema aumenta . as solugoes exatas praticamen

te tornam-se impossiveis de serem obtidas.

Seja agora o problema mais geral da Teoria da Elasticidade

qual ‘seja: "Andalise Dindmica Tridimensional em Meios Eldsticos = -

- Continuo", no Apendice A sao citados os requisitos necessarios a
solucdo deste problemaIZI;Esfd formulagdo & imprescindivel em = es

truturas solidas ndo modeldveis por cascas, por exemplo em  anali
se de tensdes em rotores de maquinas de fluxo, vasos de contengdo

- de reatores nucleares, etc. Particularizando as expressoes apresen
'taéas,no Apendice A, obtém-se as relacSes vilidas em andlise bidi
mensional (estado plano de tensdes ou deformacdes), neste caso en

quadram-se por exemplo barragens, condutos forgados, etc.

‘Em analise geral de cascas, um conjunto de nada menos = que
6 (seis) equagoes diferenciais parciais ainda mais complexas que
as dadas em (A.1), sao requeridas para satisfazerem as ~ condigoes
‘de equilibrio. Resumindo: solugdes analiticas em problemas “tridi
mensionais de Elasticidade ou.mesmo_de-cascés, praticamente inexig
tem. | ' '

' - - Generalizando, intimeros problemas em Engenharia, éeja' de
Elasticidade, Mec5nica‘dos_Fluidos, Distribuicao de Calor, Termo -
Elasticidade, Campos Elétricos ou Magnéticos, entre outros, sao re

rigos por equagdo ou sistema de equagdes diferenciais parciais e




respectlvas equagoes de contorno. A cada um destes: problemas ja se
- conhece ou pode se obter um funcional de "energia generalizada - "
(dlmen31onalmente pode nao 51gn1flcar uma energla) o.qual otimiza-

do- reproduz todas as equagoes de equ111brlo e de contorno do prot&e
ma._ ' '

Existem virios principios variacionais espécialmente'em prg‘
blemas de Elasticidade [3 e 4|, assim como deve existir ou ‘ainda
podem ser ObtldOS, principios variacionais para problemas das ou-
' tras Areas aqui citadas. No capitulo seguinte, um principio varia-

cional para o problema de torgao sera obtldo, partlndo—se da equa—

gao de ‘equilibrio (problema 1nverso)

Conclulhdo ~pode-se adiantar que, conforme veremos no capi-
tulo 3, a aplicagao do Método do Elemento Flnlto esta intimamente

‘ligada a otlmlzagoes de fun01onals.
1.2 - Métodos Numéricos

' Motivado pela necessidade de solucionar toda essa gama . de
‘problemas anteriormente expostos, surgiram os metodos numéricos. ,
'7Quéiséq técnicas aproximadas-convergentes. com utilizagéolcgda vez
‘mais frequeénte e de grande confiabilidadé; Entre os métodos mais
. eficientes e usuais destacam-se: Elementos Finitos, Diferencas Fi
nitas e Matrizes de Transferéncia |1, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11 e 12].

- Em todos, o.que se procura basicamente é transformar de modo con-
sistente, a equagdo ou sistema de' €quacdes diferenciais que re-
-gém,o‘problema em um sistema de equagOes algébricas, introduzin -
do-se nestas as condigdes de contorno (vinculos do sistema: natu-

rais ou geométricos).

0 enfoque principal deste trabalho & dado ao Método do.
‘Elemento Finito e para sua concepgao e 1ndlspensave1 corhecimentos
ba81cos sobre Cilculo Varlac1onal |3, u ,6, e 10}.

1.3 - Definigao Especifica des Objetivos"dé'Trabalho

0 objetivo principal deste trabalho € a apresentacao expll—
cita do Método.do Elemento Finito & solugao de um problema em um
meio elastico continuo, no caso: "Torgao em Barras Prlsmatlcas de
Secgao Transversal Arbitraria e Multiconexa®. A formulagao ted



rica deste problema.é feita através da fungdo de torgdo de Préndﬁ1f
e a solugdo numérica & obtida utilizando-se elementos finitos cur

;vos do tlpo 1soparametr1cos.

v Trata—se de um problema de Blast1c1dade em dominio = Plano
'multiconexo, onde conforme serid mostrado no capitulo sequinte pode
ser abordado através de uma fungdao de torgdo ¢, ficando o problema .
restrito a solugao de uma equag&o'diferencial parcial do tipo Lg'
placeana n507homogehea com condigoes ‘de contorno do tipo = constan
tes nas bordas internas e externas. As tensBes_cisalhantes Oxz ©
Oz est3o diretamente relacionadas cam esta .funcido sendo que;;obti
da a solugao de ¢ , determina-se a constante geométrica de rigidez
da secgao, o angulo de torgdo, as tensoes e as ' formas de empenamen

to em todos os pontos nodais da secgao .considerada.

Note-se ainda que, inimeros problemas de Engenharia sao re

‘gidos pela mesma equagao dlferen01al ‘parcial do tipo da aqui resol
 .v1da |3 e uf (capltulos 10 e 17, respectlvamente), mudando-se em
alguns casos apenas as condigbes de contorno. Neste sentido, o con
teﬁdb tedrico e o proprio programa computacionai desenvolvidos nes
te trabalho sao fundamentals, serv1ndo de base para a solugao de
tais. problemas e 1sto estd descrito na 1mportante discussao que &

feita no item 6.2 ‘do Capitulo final deste trabalho.

1.4 - Descrigdo Sumdria do Conteldo do Trabalho

R No Capitulo 2,é apresentada a formulagdao completa do proble
ma de torgao através da fungdo de Prandtl; sendo inclusive apresen
tadas outras- alternativas de formulagao do problema por outras fun -
goes:¥ de empenamento e X conjugada de Y. Um funcional para o pro

'blema de torgdo & também detalhadamente obtido.

No Capitulo_3, em paralelo a apresenfagéo detalhada que

My Dy

feita para o problema de torgao,.o metodo do €lemento finito
descrito de um modo bastante geral permitindo maiores conclusdes

sobre suas potenc1a11dades.

No Capitulo 4 & apresentada uma descrigao detalhada da solu
gao computac1ona1 do problema, estratégia de solugido, descrigao dos.
parametros do programa DEPM001, incluindo um fluxograma geral do
mesmo. v '



*NO“Caﬁitulo 5, & feita a apresentacao dos resultados -incluin. -
do uma anéiisefintérpretativa para cada um dos modelos pesquisados; -
sendo ainda feita uma analise comparativa da performace do elemen
to flnlto 1soparametr1co utilizado neste trabalho, em relagio ao
elemento trlangular linear (mais rudimentar), ‘apresentado por Brebbia

e Ferrante I5].

Finalmente, no Capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes e
‘sugestoes do’ trabalho, incluindo: recomendagoes e precaugoes . para
mapeamento de dominio com elementos 1soparametrlcos, uma interpre
tacao mais geral do conteudo do programa DEPM00O1l e por 4ltimo uma
formulag3ao para problemas de torgao em dqmlnlo-composto de diferen

- tes materiais. ' S .




2. 'FORMULAGAO TEGRICA DO PROBLEMA DE TORGAO
2.1 - Introdugao

‘Seja uma barra prismitica de secgdo transversal arbitra.
ria e multiconexa (multivazada), submetida a momentos torsores nos

terminais e em equilibrio - (Figura 2.1).

Como os extremos da barra

sao sujeitos apenas a tensoes ci 2) My
zalhantes no plano xy, devido a - :
agao.de um momento torsor Mt’ as y (a)
tensoes na éuperficie lateral po : Co
dem ser consideradas nulas, dai a 'x by
-0 seguinte estado de tensoces pa
ra este problema pode ser assumi - | SECGAO A-A
‘do: . R Figura 2.1. - (a) barra prisﬁé |

~ tica (b) seccdao transversal.
o =0 =To =0, =0 S o (2.1)

Gomo os planos terminais sao identicamente carregados, pode-
se assumir o__ e‘cyz,como fungdes de x e y somente. Note-se entre
- tanto que estas tensoes variam de secgao a secgao ao longo doeixo,

isto devido a disfribuigéo de Mch ao -longo da barra.

Para uma analise estitica deste problema, considerando des-
preziveis as forgas de corpo (influencia de peso préprio, no caso) .
e influencias térmicas, as equa¢Ges gerais de equilibrio da Elas-

‘ticidade (A.1), se reduzem a:

dx  9y. ‘ o a

.2.2 - Formulagdo do Problema pela Fungdo de Torgdo de Prandtl

Prandtl verificou que (2.2) &€ satisfeita, definindo uma
'fungéo ¢(x,y) tal que: o . ‘

X2z L T yz 3 :
LA T % (2.3,4)



" A fungao. ¢“éééim'definida é denqminadaﬂfungao.de torgéO»de Prandtl.

. As equagoes de compatlbllldade em termos de tensdes, v"d§>

das pelas relagdes (A. 2) também devem ser atendidas e neste - caso
se reduzem a ’ -
A _oyz= QV v_ B - v (2,5,6)
_éendo.todaé as demais satisfeitas.

Desenvolvendo agora as relagoes (2. 5 ,6), levando-se em

conta (2 3,4), temos:

2 L2 o C
V.(ze -0 z)l= V.(Eif+ 39): Vz(g_ +._§)¢
| _y S 3y - 9x X y

1]
>

Portanto (2.7) fornece o requisito para a compatibilidade de’ﬁ, sen
do A uma constante que esta relacionada com o angulo de torgao 8, co

mo sera mostrado no item 2. 5.

Resta agora verlflcar as relagoes (A.3) de condigoes. de
‘contorno lateral: o o Y| < cONTORNO LATERAL Co
2 + 0 + o .. n=20"-
Ix xy Tt %z B
c . N . . ‘ .
Xy 2 +om+ o0 n =0
T Ty yz
+ :
ze % g m+ o_n=20
“yz! 'z
Figura 2.2 - Co-senos diretores  da
normal ao contorno C_ -
‘Neste caso: p = (2,m,0), sendo que as duas primeiras equagdes sao

automaticamente satisfeitas e a_ﬁltima fornece:

_ v SO, A O M = 0 o | . (2.8)
- Onde: ’ o .
- - _ dy . dx 9 1.
& = cosB = T o _m = gosa = = 3s : (2.9,;0) 




. ‘Substituindo agora as relagoes (2. 3 4y ;e““(2;9,10)fﬂmem
(2. 8), resulta: SRS - :

3¢ dy , 3¢ dx _ 49 .
3y ds tixas -0 TaE C 0
¢ = Ko (constante) em Co'f S ,1 - (2.11)

Uma anallse inteiramente analoga pode ser felta para1-os

contornos internos, fornecendo:

¢ =k; 5, 1=0,p o o (2.12)

- onde k sdo constantes associadas aos p contornos C','da secgao,
sendo que apenas uma destas constantes pode ser assumlda arbltra—

~r1amente C |2} - paglnas 111 a 113)

As condigoes de contorno nos planos terminais da barra

permitem escrever:

ffvo dxdy = f dx. f 3¢

ZFX =0 > _féiopi dx@y = ! Ixz | _
_ oF S (2.13)
= fq)lyz dX = 0.
yi
'TF_ =0 > S/ o didy = ff g dxdy.='— fdyf 3i.d# :
Y P, Yz o k VBx R . v

- 1¢]%2ay = o
X1

Tendo em vista as relagdes (2.12), (2.13) e (2.14) sdo imediata-.

mente satisfeitas, mesmo nos casos de regices multiconexas, pois:

 ¢|¥2

= 0, Vax
Y ‘
dxo v cbo'-:(t-)o =0
vdx1-+:¢1—¢o+¢€o-—¢1=0

dxyys>= §3 = 6 + 02 = by + & - 63 = 0

> IF = 0 | o o

‘Analogamente, Vﬁy

¢|72 = Q-+ F = 0 - ' ' Flgura 2.3 - Secgao transvepr-
X1 . __y o o ' : sal tipica



Por outro lado a eqﬁagéo de equilibrio da barra em termos
do torque M, atuante -permite escrever:’ . |

M = Me=SUp (xoy, =y oy,) dxdy (2.16)

éﬁbstituindp as relagses (2.3,4)eém (2.15); vem:
| :‘_ff (xgi X Y'gg)'dxd? v. — »v, (2.16)
.adicionado e éubtraiﬁdo JIg 2¢dxdy em (2.16), temos:
M =SS R20dxdy - 126 4 x»%% vy a¢) dxdy -
_th,: ffR2¢dxdy - ffR'{l%§ (x¢) +'%§ (y¢)'} dxdy‘ | (2.;7)

"usando o teorema de Green: f (Udx + de)- ff (av - %g) dxdy,
| ho segundo termo de (2.17), vem:
_'Mt:= 2ffR¢dxdy - 6 ¢ (xdy - ydx) : (2.18)

-Para regioces multiconexas:

: dc,¢ (xdy - ydx) = dé”'¢.(xdy‘- ydx) _‘¢¢i¢ (xdy - ydx) - ...

o) .
-6 ¢ (xdy - ydx) R (2.19)
Fazendo agora U = - y e V=x, o teorema de Green fornece:
6 . (xdy - ydx) = 2 [/, dxdy = 2A. (2.20)
Ci ) . . Rl 1 : )

onde Ai representa a area da cavidade do contorno Ci'

. Levando agora em conta as relagaes,(2.l2)-e (2.20), (2.19) fica:

$.¢ (xdy-ydx) =2KoA0=2K1A1-2K2A2 vuvrrenda. = 2K A

Kihy o a (2.21)



* Gomo. um dos valores k de (2 12) pode ser assumido
‘trarlamente, fagamos ko-O para o contorno externo, dai substltuln-
do (2.21) em (2.18), resulta:

(2.22)

D :
2ff ¢dxdy + 2 % kiAi

M =
ot i=1
.que representa a relagdo momento torsor X fungdo tensdo para  tor
'gao em secgoes multiconexas. '
2.3 - Campo de Deslpcamehto'
Assumido o campo de tensoes,
- - - - o _ 39 _ _ 9% '
Oy = Oy =0, = 0y =0 eo = 3y’ o = ek (2.23)

yz

& possivel obter de imediato, através das relagoes (A.5)e (A.8)

'~ o.campo de deformacgoes:

(2.24)

e finélmente por'intergragao'désvréIaQSes (A.4) da Elasticidade ,°

obtem-sé (!2| - paginas 102 e 103)'o'q§mpo de descolamento:

o ———— - - —————

- arbi .

= - Ozy 1+ 0zb :
" ;
= Bzx I~ fza . ! (2.25)
w o= BY(x,y) l— G(bx ay)+c:
onde:
6 - Angulo de torgao por unidade de comprimento
-(a,b) - Céntro de torgao: , | ry
Neste_ponto os deslocament?s.;' <7 Lo x
U e v se anulam e a seccgao {o,b) X
T

da barra gira .como um corpo

L d 3 . .
rigido em torno do eixo que
contém este ponto (dito

xQ‘de torgao)

e‘i

i<> |

i
i
I
I

i

O

~centro detor;uo
Flgura 2.4~ Coordenadas

centro de torgao.

dov



W(x,y)— Fungao de empenamento:

10

E a forma da parcela do deslocamento de w que produz defor

magao.”

com o centro de torgao, ¥(x,y) fornece diretamente a

" ma do empenamento da secgdo (a menos de uma constante

tiva).

Quando o centro do sistema de referencia

Do ponto de vista de andlise de

sistema de referéncia pode ser arbitraria

tre linhas tracejadas e que relacionam os

produzem deformacdes, representando assim

coincide -
for

adi

"do

visto que as parcelas en

tensoes, a escolha.

valores a , . b e ¢ nao-

deslocamento de corpo ri

gido. Para esta verificagao, basta substituir estas parcelas nas
relacoes (A.4) da Elasticidade. o
2.4 - Relagao - Funcao de Torgao x Fungao de Empenamento
Substltulndo as relagoes (2.25) nas relagoes (A.4) da
Elast1c1dade, vem: ' o
;xz -~65— - 6b - 6y + 6b L 6(3§ - y) (2.26)
: X :
e =02 4+ 0a+0x-0a>e_ =04 (2.27)
levando em conta as reélagoes (2;2H),‘V¢m:
| o] = Ge(—— -y c Ge(éw + X) (2.28,29)
Xz X ‘ vz teTe
e agora substifuindd (2.3,4) em_(2.58,29).resulta:
39 . -y -3 g (i (2.30,31)
N 3 : ax 3
. 9x :
2.5 - Determinagao da Constante A - (Equacdo de Equilibrio)
leerenc1ando as relagoes (2.30 31), respectlvamente .em

relagao ay e X, resulta



2, 2 _ ., - 2 2
____;Q = g Y - 1) ci- 89 e 41y o R
oy S9x3y . S X 5. 3Xdy T
3_$'+ 3—% = - 260 > V ¢ = - 260 v ©(2.32)
‘levando-se agora, em conta (2.7), resulta finalmente: A = - 2GO.
2.6 - Resumo

‘A formulacgdo do problema de torcdo em barras prismiticas

Vcom:secééo transvérsal arbitrdria e multiconexa, através da fungdo
o de-torgéo de Prandtl)’satisfeitos todos os requisitos da Elastici-
dade, resume-se em determinar ¢, tal que: -

2 . o
- 2G@ em R (Regido ou Dominio)

V ¢ =
¢ =0 ~em Cy(Contorno éxterno)_
¢ =iki ~em Ci(Contprno interno), i = 1,p

.onde as seguintes relagdes sdo validas:

o 23038 o g Ly o -ge Yy
gXZ ' ay s GyZ ' X ,-OXZ GO (aX Y)a Gyz = GO (ay ¥ x)

. P
= ' .A. -
My = 2/fpedxdy + 2 By ki

2.7 - Outras Formulagodes

E possivel ainda, obter a equagdo de equilibrio e condi-
‘gao de contorno deste problema em termos de ¥ ou mesmo através de
uma fungao éonjugada desta, ¥X. SEo‘procedimentos simples e seme-
lhantes |[2] ao da formulagdo através de élaqui‘apresentado; Resumi

. damente, temos:

2.7.1.5 Funcdo de Empenamento Y

2 ) . ) ] .
VY =0 o ~em R



a¥ . 1y - mx em Ciy il = 0,p.. sonde: .
dn e v i
o, = coX¥ - y) o, = 6 Xy x
z ax _ yz - Ay .
2.7.2 - Fungao X, conjutada de V¥
. o _
Vyx =0 ‘ »
-1 P yh em C;, 1i=0,p - ,onde:
3 - - 3 A = Y
9Ix - dy -3y ax
- go (X = - % 4y
S -‘Ge (ay y), qyz-- - GO <3x x)

-Note-se que nas 3 (trés) formulagoes aqui apresentadas, as funcoes

 ¢, Y e x estao 1nter-re1a01onadas
2.8 - Obtengao do Funcional do Problema de Torgdo

_ 0 procedimento agora € o inverso ou seja, conhecida a
equagao'(ou conjunto de equagoes) diferencial que rege (m) o pro.
 blema, juntamente com a (s) equagaoc (oes) de'contbrnob o que se

' procura € determinar um funcional (neste caso de torgdo), que oti

mizado reproduz todos os requisitos'do problema. Isto também é
possivel (notém a flexibilidade) aésim, obtido o funcional , . a
formulagdo do problema pelo Método do Elemento Finito €. também-

possivel como veremos adiante.

"Para problemas regldos por sistemas de equagoes dlferen
ciais lineares do tipo: '

AU - L{UY+b=o0 o (2.3)
sendo:

L - operador diferencial linear
b - fungdo de "cargas" do problema.
U ~ variavel dependente do problema

e sendo ainda o operador L auto-adjunto, ou seja:
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SU L (V) ap = /. v L {U}.dD . @ . : (2.3%)

onde: U e V.sd3o fungGes comparatrizes |6| istd €, satisfazem ascon
digdes de contorno naturais e geométricas e os requisitos de conti
nuidade e derivagdes até a ordem 2q sendo q a ordem da mais alta
derivada do funcional. ‘
Admitidas as consideracdes acima, € facil verificar que:
1

Fe=/ QUL+ A (2.35)

: é_um'principio variacional para o problema (2.33), de fato:

§F = /pl5

(6U L {U} + U SL {U})+ 6U b}dD

= S {3 (UL {U} + U L{6UM + U blaD

S(L{U} + b) 8UdD= 0 » .L{U}+ b = O
No nosso caso;.definindo:_

[ = y2 = (32 + 323 U o - 2eQ. .
= = (— + —), = ¢ e b = 260, vem:

ax? ay?
32 o C '
(— + a ) ¢ + 266 = O ‘e assim, (2.35) fornece:
ax? 3y’ ‘ .
. . : 2 : 2 » .
F=gr {30 G2 + 28 40600kaxay  (2.36)
R ' . s :

dx dy?

Por outro lado,.utilizando o teorema de Green:

3V _ U o dx
ffR u % dxdy = ff ——-dedy + ¢CUV (—ag) ds
. 9V - » @ o
[1g U gy dxdy = = I —§\/dxdy + g UV (*E%) ds

Os dois primeiros termos . da integral (2.36), fornecem:

1 o 2 (3¢ 1 .. 93¢ 3¢ 1 3¢ dx .
2 IIR 0 9xX (Bx) dqu' 2 f&{ﬁx.'ax dxdy + ¢ ¢ X = ) ds
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U N N ) a¢ 39 | 3¢ dy, L
5 ffR ¢ —3—}-; ('53-;) dx_dy = ff . ay‘ dxdy + ) ¢ ay(ds) dS

Nf

1Substituindo em (2.36), resulta:

i 1 0052, 36 % o UL db
F=- f/g {7 | (550 + (55),1 2G04} dxdy + 5 6.0 5 ds >
F=-srpg 31 &Y« A7) - 2c0¢}axay (2.37)

39X 9y

 Portanto, (2.37) representa um funcienal do problema de torgao ,

.formulado através da funcao de torgido de Prandtl.
Apenas a titulo de verificacao,
6P = - sr 2 s A8 4 20 528 _ ggpsplaxay  (2.38)

Ix X oy« - 9y .

12

ET P L S 39 .., dx, |
‘-ffR I 3% (6¢) dXdy_‘fffoi§§T 6¢dm35+éc 5% 80(-32) ds
g 393 (s¢) dxdy':-ff 3 9 spaxay+6_ 22 6oy as
oy - 9y _ ay 3y ds

substituindo agora em (2.38), resulta:
' 2 2 o ' R v
§F = ffR‘(a'f + §~% + 260)8¢ dxdy + & d¢ S¢ds = 0 ~»
9x” oy o '~ ¢ ds . :

——i + ——9 + 2G6=0 em R

ax ay
§$ =0  em Ci’ i=0,p
ds o ‘ _
V¢ = -260 emR ‘
e ¢ =k;  emC;, 1=o0,p

e assim, de fato a otimizagdo do funcional de torgio (2. 37);, re. -
produz a equagao fundamental que rege o problema, juntamente com
as equagoes de contorno assoc1adas‘f '




3. 0 METODG DO ELEMENTO FINITO.

3.1 - Introdug5o3— Descricao do Método & -

Todas as etapas a seguir descrifés, serao explicitamaﬂg de
monstradas mais adiante para o nosso particular prdblema de tofgéo,
sendo entretanto estes procedimentos, de caréfef comum, inteiramen
te geral e validos para.todos os problemas formulados pelo método
do elemento finito: ' '

1 - Neste método, o dominio ou regido (linear plana ou sdlida)  do
| problema, & d1v1d1do em subdomlnlos (sub-regides) de modo que a
uniao destes, reproduz (mapeia) todo © dominio (regiio), ndo ha
vendo superp051gao. A cada subdominio (sub-regido) corresponde

ra um elemento linear, plano ou sélido, conforme o tipo de domi’

nio (regiao). )

2 - As variaveis dos subdominios relacionadas no funcional do . pro

blema, sao postas como sendo uma combinacdo dos valores nodais

' (puntuais) destas variiveis, ponderados por funcdes de interpo

lag3o. Assim, as variaveis do funcional s3o portanto interpola
das e as incognitas. do problema passam a ser os valores nodais
destas variaveis. '

3 - Com6 o funcional do problema & valido em todo o dominio, & con
sequentemente, também valido para os seus subdominios ( elemen
tos ). Ao se otimizar o funcional cofrespondente a um elemento
genérico por exemplo e, e considefando és interpolagoes - previs
tas e anteriormente c1tadas, agora ao invés de se obter - uma
equagao dlferenc1al que rege o problema para o subdomlnlo (ele
mento e )}, o que se obtém & um sistema de equagdes algébricas no
qual as incégnitas sdo os valores.nodais das varidveis do fun

cional correspondentes ao elemento e.

4 - A seguir sao feitas otimizacdes em todos os funcionais relati
'vos a cada um dos n elementos que mapeiam o dominio, obtendo n
sistemas de equagoes algébricas.do tipo descrito anteriormente.

Note-se que o integrando destes funcionais &€ o mesmo, o que mu
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da sdo’os subdominios e consequentemente as regioes. de .:integra .
gao. ' ' R

A.superposicdo dos n sistemas de equagSes algébricas vai sendo
feita na medida em que se vai otimizando cada um dos funcionais
dos elementos, resultando num sistema globai de eQuagSes_ algée
bricas, o qual relaciona todas as'incégnitas (valores nodais das

variaveis sobre todos os nodos da. malha).

Para alguns tipos de elementos, a obtengao do sistema de equa
¢bes algébricas (matrizes de "rigidez" e "carga") corresponden
te a cada elemento, &€ feita em‘um sistema de referéncia local ,
n3o coincidente. com o sistema de referéncia global adotado para
o problema, e assim nestes casos se requer antes da etapa de
superposicdo citada em 5, a aplicacao de convenientes matrizes
de transformacdo para o sistema global. E o caso por exemplo de.

estruturas espaciais compostas .de vigas ou treligas.

Agora sao colocados diretamente rio sistema global de equagoOes

algébricas, os vinculos do problema, ou seja, as condigoes de
contorno sobre os valores nodais .das variaveis do funcional os
quais possuam restrigdes. Evidentemente o tipo de condigaoc. de

contorno (vinculo, restricdo) depeﬁde da natureza do problema.

- Resolve-se o sistema global de equagoes algébricas:obtido con

forme etapas até entdo descritas, obtendo-se assim, de modo con
sistente, os valores nodais de todas as incégnitas (valores no-

dais das variaveis sobre todos os nodos da malha).

9 - :Além das. varidveis do funcional, este método permite determinar

os valores de outras variaveis, as quais estejam relacionadas

com as varidveis do funcional por. derivagdo, ou mesmo por inte

‘gragoes destas.

3.2

- Escolha do Tipo de Elemento

Seja agora o dominio plano da Fig-3.1, cada um dos 9  (nove)
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tipos de elementos mostrados,  poderi;_}
ser,usadé“béfa mabeaf,a regiSQ_R”,ihqi.'
cada, entretanto a escolha do.tipo.  de :
elemento ndo € arbitraria e depende
do funcional (tipo de problema) e da

precisao desejada.

Uma escdlha inadequada, por

exemplo um elemento mais precario (pou

cos nodos) pode requerer um refino mui

to grande da malha paba obter . valores
convergentes admissiveis e por conta
disso, o custo da solugao (tempo de

computagao, tempo de elaboragao da ~ma

‘lha, nimero de cartdes de dados)  tor
na-se bastante oneroso e desnecessario. Flgura 3. 1 - Exenplos deele
- : mentos planos.
" Em geral a convergencia neste método & assegurada gquando
a escolha do elemento é tal que para um funcional cuja ordem - da
mais alta derivada seja n, as fungoes de interpolagao associadas

sejam continuas e derivaveis pelo menos até a ordem n-1.

'Escolhido o tipo de elemento, o dominio do problema & -sem
pre mapeado com este mesmo elemcnto, pr1n01palmente por razoes de

81mpllflcagoes computa01onals.
3.3 - Elementos Curvos Isoparamétricos

() enfoque principal deste trabalho é dado aos elementos de
facescurvas (os mais gerais e precisés), em particular ao tipo n®
9, que satisfaz as condigdes de convergéncia requeridas para o Fun
cional de Torgao. B ‘ o

Estes elementos tem a vantagem em primeiro lugar, de ma
- pear quase exatamente os contornos curvos, aproximando-os pof - ar
cos de parabola (no caso do tipo n%9), ao contrario dos elementos
de .faces retas. Possuem ainda técnicas bem mais precisas de inte

gragao numérica na obtengao das matrizes de rigidez associadas a



 cada elemento, dispensando ainda.a etapa nimero 6 do item 3.1.

Devido a complexidade que, se teria na integragdo em sub-re .

giSes curvas e tendo em vista as variagoes de forma destas . sub-re’
gioes de elemento para elemento em uma mesma malha, para estes ti
pos de elementos faz-se necessario utilizar uma transformacgio de

coordenadas do sistema curvilineo onde estda o elemento para um ou

tro retilineo normalizado, conforme mostrado na Figura 3.2.

Da teoria de sistemas curvilineos

~vista em cursos de calculo integral, tem -

se que:

'dx dy = det J d& dn

¢
#

onde:
EE 3y
X3 9

J =
3x 3y
\ on : an

7

(3.1)

(3.2)

,: - ,'. . o ~ ' '.. - :
e ainda mais, existe uma relagao biunivoca,

de cada ponto.dos subdominios, entre _ os

dois sistemas de referéncia (I) e (II), ou

seja:

(x,y)

= f(g’n)

SISTEMA DE REFERENCIA(T)

(-4,-1) (0, (1,-1)

(-|l°)’ ) (I,O)

{-i,0 (0,1 (o

N

SISTEMA OE REFERENCIA (11}

Figura 3.2 - Sistemas

de referencias

(3.3)

Assim, o problema pode ser totalmente resolvido no siste

ma (II). Para elementos curvos isoparamétricos como os aqui  apre

sentados, as mesmas funcoes de interpolacao associadas aos respecti-

vos nodos sdo usadas tanto para interpolar as variaveis do funcio-

nal, como também a geometria do elemento.




As fungdes "Serendipity" de interpolagdo ‘para ‘o’ -elemento .
‘aqui’ exposto, associadas aos seus 8 (oito) nodos, sdo respectivamen
te: - _ _

Ny (E,n) = 3 (1+6)(1+n) (E4n-1)
N, CEsm) -1 :<1+s><'1-n>'<;—ﬁ_-.1»)'
N;(E,n) = %l(l-i)(l+n)(-€+n-1)
o ﬁg<£,n> - % A=) Q- (-gn-) - ."’ G
Ny(E,n) = 3 (1+5) (1-n)
Ne (£,m) ='% (1-&2;(1+n)
2 (1-g2$(1—n).

N,(E,n) =
'1. . - 1 . ‘. 2 .

Ng(g,n) = 5 (1-8)C1-n°)
Note-se que elas satisfazem os”fequisitos'bésicos de in

_ térpblag&o para os nodos dd elemento numerado na Figura 3.2, ou se

 jar

onde:
11 se 1i=j)
835710 se i#9
Partindo-se das relagdes (3.4), de imediato obtém-se as'bdg

- rivadas das fungoes de interpolacdo com respeito af dadas pelas re
lagoes: ' ' ' |



AN ce,m

3¢

éﬂz(i,ﬂ)
9E R

.;. 2H3(£an)

.33

'éﬁk(gan)
RS R

éﬂsﬁg,ﬂ)
g

Qﬁs(€5h)
9E ,

'B—I:I'7(g ,'ﬂ)
X2 -

AN cg,n)
L DU

£

£l

{(14+n) (E+n-1)+(1+£) (1+n)}
{(1-n)(E-n-1)+(1+£) (1-m)}

{C14n) (-E+n=-1)+(1-E)(1+n)}

L {-m @-n-1+(1-8) (-n))

o~

N+

(1-n?)
(1+n)
(1-n)

(1-n2)

20

 (3.6)

e agora derivagdo com respeito a n, nas relagdes (3.4), resulta:

an
an

Wacg,m= -

an

.anv

1¢E,n) =

£

1
oy

A€1+8) (E4n-1) (1482 (1+m) }

{(L+EX(E-n=-L)+(1+E)(1-n)} .

AN e = E (1) (mE4n-1)4(1-E) (24+m) }
i ’ L‘~‘ . : . ’
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Wy, n)= - L{(1-8) (-E-n-1)+(1-E) (1-m) }-

an - oo ‘

| (3.7)
——gs(ﬂ,nﬁ ?(l+E)n

an -

3N (E,n)- —(1-52)

an

N g = ~L1-g?)

an 2

@Ee(isn)= -(1-&)n
an

3.0 - Detalhamento Geral do Metodo - Apllcagao Partlcular ao Proble

ma de Torgao.

Todo o procedimento que daqui porbdiante sera adotado para
o Funcional de Torcdo, seria na sua essencialidade andlogo seja qual
fosse o funcional (tipo de problema). Dito isto, as etapas daqui por

diénfe'detalhadasg podem (e devem) ser vistas de modo bem mais ge

ral. Assim por exemplo, ¢(fungao de.forgéo) pode ser encarado como

um "deslocamento generalizado" (dimensionalmente pode nao signifi

car um deslocamento).

0 fun01onal para o problema de torgao obtldo no capitulo
anterlor, € como vimos:

F=-1/ly

' 2 2 . : a ) '
R {1 | @2 (3%%) - 560 §lax dy S (3.8)
2 R | |

9x dy

De acordo com o que ja foi dlto sobre as 1nterpolagoes pre

LY

V1stas no metodo, podemos escrever:

t
e

be
i
Mo

4 = Mg
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g8 . .
i=1 '
v't ‘t. 8 ‘ o O e -
y = N'Xe = Xe'N = z-: . Ni (E,H)Yi . " o ' (3011) )
i=1 o :
onde:
N :{Nl (g,n)’ N2 (g,n),-.--........-,Ne(g,n)}lxg - (3.12)
$ = {P1,02500000ens _"""9¢8}1xv8 . - ' : o (3.13)
Kom XasXaheeiiiien ceeeesXedyig D - (3.14)
. ze= {YI ’YZ, -------------- ’Y8}1x8 _ ’ . ‘ V ‘ ’ (3015)
Os valores de N sio dados em (3.4), os de Xe © X-‘séo as coordena -

das nodais (valores conhecidos), sendo 0s valores de ¢ as 1incogni

 tas do problema.

Considerando as relagBeS'(3.9).a C3.15); podemos escrever:

- t 8 - -
9x _ 3N xt = x, ]\ Eﬂi(g,n)xi (3.16)
9E  9E 9 i=1 3¢ o o
. g | S |
3 Ayt oy M ez Micg,nx, - . @an
dn  9n an izl an 1
” t 8 - o
3y - 3N, ~: =y Al -3 N; (g, n)Y. (3.18)
98 3¢ €9 i=1 af . | SR
| t 8 . | | |
_a_Y. = EM.XZ = Xe,_a__N_ =z E_N.j_(g’n)Yi ‘ ' ' ' : (3.19)
~3dn . 9n on i=1 9n o S ) -
onde |
A N gy, e, XY 3200

9 - g - 0 o - 9 1x8
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3N . 2N, (g,n) ——z(E n),..'.;........., i-lia (E,n)} (3.21)

an an on L an

sendo que os valores dos componentes dos vetores 9N/9E e 3N/3n sao

dados nas relagoes (3.6) e (3.7), respectivamente.

Precisamos determinar agora em termos de £e 7, as " rela
goes 3¢/9x e 3¢/dy que aparecem no funcional (3.8) do nosso proble
ma. Para isto, levando em conta (3.9), temos:

8 . | o
3% - Eﬁ.gz = 9o- ) Qﬂqia,n)¢i (3.22)
9X ax oxX i=1 9x
3¢ _ AN .t ant 8 oy, - N
20 2 Mgt =g . = L. ZR(E,me; (3.23)
dy 3y i=1 3y »

_ Resta agora a obtengao expllclta de 3N/3x e 8N/8y em ter
mos de & e 1. Para isto, podemos escrever:

ay . 3N 3x , 3N 3y
oE ax 9¢& dy 3¢ .
| | | (3.28)

3 . 3N 3x , 3N 3y
an 9x dn 9y 9n
Matricialmente, as relagoes (3.21) podem‘Ser escritas da

- seguinte forma:

() r Y ] [

N X 3y N 3N
3E 3g . 3E 7 eax | ax
{ ¢ = e { r=Jd 3 -+
oN| | 8x 3y | 3N | 9K
an | an -~ an |- ey ' dy
L _ 15 T Y T
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3y las| [ ay oy ] [N

ax 9t !l - | amn . 3% E | |

. S1 1 U | ‘ (3.25)"
-y = Jd ) *JetTJ | - | R IR ( )
| 3N |2y Jax o ax oy

dy | on | an 3t | | on

L -~ LJ v ’ . 'v.J - J

‘_Sendo J a mesma matriz da equagao (3.1) e € denominada matriz - Jaco
biano ou de transformacdo de coordenadas. Usando agora as relagdes
(3.16) a (3.19) em (3.25), resulta finalmente:

oy 1 (§§ . szﬁﬁ _ oy ‘.XE ﬁﬁ) (3.26)
ax detd - 9n & 3& an -’ :
ay . 1 (3N ~: oN ., 3N 5: 3N, (3.27)
-3y detd oan 3L 3¢E an
onde: | _ .
detg = 2N . xT AUyt o A 4t At (3.28)
SR ] -9 °

on an

Agora que temos todos os membros do funcional (3.8) conhe

“

cidos em termos de & en, podemos paésar‘para a etapa thfoj3quev €
descrita no item 3.1. Ou seja, como o funcional € vilido em todo o
dominio, para um subdominio associado a um dado elemento genérico e
podemos escrever:
, , . ; 2. ° 2 :
. Fo = = J/g 1 21 022" 272609} axay (3.29)
S ) v : X 2y ' .
otimizando (3.29), vem:
8F, = - [/ (3% 539y , 3% 539y -26e8¢ldxdy - (3.308)
e 7€ 3x 9x dy 3y

, Substituindo-se agora'as relagoes (3.1), (3.9), (3.22),(3.23)
em (3.30) e considerando os limites de integragdo do sistema  de

[N

referencia (II), teremos:



25

-

1

eF_ = (6¢g, - —5 > —N e+ 84, - —§> oK. gt

.=1 =1 ay.“..,‘
- 2606($ N©)} detd dgan . ou:
SF, = -6p_ s /1 x —N WAy gergagand 9
- -1 9x ox oy By
68, 1/ /1 266N* detydEdn} = 0 -
§e 9e - Ee ' . o : (3’31)
onde:
RS f f AN —ﬂ ", ) ger g dEdn =
_ X 9x oy By_ : .
o , (3.32)
1 1 [ PX8 ‘ ‘ )
rrost 17%8 (g n)dedn
. ~N
_‘_1 -1 1
: T 1 N T 3
PP =y s 2eeNtdetsdean = £ s 3Pt gymddgan (3.33)

Note-se assim que (3L3l).representa'agora de fato um siste
ma de equagoes lineares algébricas, ao invés de uma equagao diferen
cial parcial do tipo (2.32). Entenda-se que (3.31) equivale neste
problema a (2.32), sendo: ' - : :

'56 - E.sempre uma matriz quadréda (neste problema> 8x8), denominada

'matriz. de rigidez generalizada" associada a um elemento (sub

dominio) genérico e do problema.

- Pe ~ E uma matriz coluna (neste problema - 8x1), denominada " matriz

~
de carga generalizada" associada a um elemento (subdominio) ge
nérico e do problema.

Em geral, o nimero de linhas de K e P, € igual ao numero

‘de nodos por elemento vezes o nimero de graus de 1iberdade por nodo.
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Perceba-se que neste problema acada.nodo.esta - .associado

um Unico grau de liberdade (¢) e como n?ste“caSO“temos “oito nodos’ -

por elemento, de fato o sistema de equacgoes lineares algébricas as
sociadas a cada elemento (subdominio) & de 8 equagdes x 8 - incégni
tas. Apenas exemplificando, em um problema tridimensional de Elasti
cidade e analisado estaticamente, utilizando elemento isoparamétri
co solido, similar ao aqui aprésentado, nada menos que 20 nodos se
riam necessirios por elemento, tendo cada nodo, 3 (trés) graus _'de
* liberdade (u, v e w) em termos de deslocamento. Dal a cada um deste.
elemento (subdominio), um sistema de 60 equagdes algébricas & obti

~

- dq,‘du seja K. e Eg sdo respectivamente de dimensoes (60x60)e (60x1).

Voltando ao problema de torgao, a superposicdo de todas as
equagaes do tipo (3.31), relacionadas a todos os elementos (subdo
minios)que mapeiam inteiramente o dominio, permité formar um siste

ma global de equagbes algébricas lineares do tipo:
K¢ =2 o (3.34)
"~ Onde:

K - nMatfiz Global de Rigidez Generalizada" do problema, tipo qua
B drada e de dimens8o igual ao nimero total de nodos do dominio
.vezes o numero de graus de liberdade de cada nodo. Neste exem
plo coincide com o nimero de nodos do dominio, visto .que o nime

ro de graus de liberdade por'ngdo neste caso € 1 (um);

Na realidade; a supérposiggo das matrizes'ge para a gera
gao de K leva ao aparecimento de componentes nulos em trechos trian
"gulares nas partes superior e inferior de.gg sendo esta portanto do
tipo semibanda ou banda (Figura 3.3.a): conforme K_ seja ou ndo simé
trica. No presente problema como o funcional & uma forma  quadrati

ca, Ko é simétrica.

() | by | | (b)

LB x NC v

wx

\ N NC x NC

Figura 3.3-Matriz de'rigidez (a)-tipo quadrada (b)4tipo banda.
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“‘Devido-a estes fatos, basta armazenar no computador5§_-comfi’
.dimensao LBXNC onde: ’

LB'—‘Semilargura de banda igual a: (ﬁméx-+ l)N; sendo Dmax a maior.
diferenga entre os numeros de dois nodos quaisquer de qualquer
elemento do dOminid, e N e nimero de graus.de_liberdade por
nodo. Note-se portanto que o valbr de LB depende da ordem de
numeracdo dos nodos sobre a malha.

NC - Numero total de nodos do dominio vezes o nimero de graus . de

"llberdade por nodo.

P - "Matriz Global de Carga Generalizada" do problema, tipo coluna

e com nimero total de linhas igual ao numero de colunas de K.

¢ - "Matriz Global de Deslocamento Generalizado" do sistema, tipo
coluna e com numero total de linhas igual ao nimero de linhas
.de P ou X. | ' '
.Montado o sistema global de equagoes lineares algébricas, a

etapa seguinte € a colocagao das coﬁdigaes de contorno ( vinculos,
restrigaeé) do problema que e feita diretamente sobre (3.34). . No

caso do problema em questdo, como vimos, basta impor os valores no

dais de ¢, nulos no contorno externo e constantes nos contornos in

ternos, ou seja: *

6 = 0 em Cg

b = Ky | em C, , i.= l,ﬁ

¥

Feito isto, resta resolver o 31stema (3.34) e obter os  va
lores ‘nodais ¢1, ¢2,...............,_¢n. B

Note-se que os valores assim obtidds, satisfazem globalmen

te a equacgdo de equilibrio (equivalente) do problema, e todas  as

condigoes de contorno do problema. : . o
A aprokimagio existente neste método estd em se  assumir

previamente a forma (atraves das fungoes de 1nterpolagao) para  a

conflguragao dos deslocamentos generallzados no interior dos subdo
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minios (elementos). Entretanto, uma.das’ maiores vantagens deste! ‘mé
'_todo reside exatamente neste fato,. isto porque, conhec1do o vetor
¢ dos deslocamentos generalizados obtldo ~de modo “consistente :con

forme as etapas descrltas, pode-se:

1 - Obter os seus valores em qualquer ponto no interior de um subdo

minio (elemento) e por conseguinte do dominio.’

2 - Pode-se-derivar os deslocamentos generalizados em relagao ésfvg
ridveis independentes do funcional, obtendo assim valores cujo
significado fisico depende da natureza do problema. Por exemplo:

~tensao (como aqui), fluxo de temperatura, fluxo de escoamento
de liquido, fluxo de potencial (eldtrico ou magnético), ' etc,

(pensem outros).

3 - Pode-se ate intégrar oS deslocamentos'genéralizados em relagao.
as variaveis independentes do funcional, e isto neste. trabalho

" também seri feito para obter o angulo de torcdo e a forma de
empenamento de cada secgao. E evidente que ém outros tipos . de
problemas,- os valores assim obtidos terdo significado fisico ine

rentes a natureza dos mesmos.

Neste trabalho, as etapas de montagem do sistema (3.34) fei
ta na forma da Figura 3.3.b, a colocagio das éondigaes de  contorno
e a solugdo do sistema global de equagdes lineares: algébricas sao
feitas com a ajuda das sub-rotinas computacionais SORIT, COCON. e IMB,
respectivamente. Estas sub-rotinas foram desenvolvidas na UFSC pelo
GRANTE - Grupo de Analise de Tensdes, sendo bastante gerais e aplica
vels a problemas ainda mais completos (maior nimero de graus de 1
berdade por nd) que o resolvido neste trabalhogvpermitindo a solugao
simultanea do sistema (3.34) para diversos tipos de carregamentos(g);
podendo ainda as condlgoes de contorno que relac1onam os graus de

liberdade I, J e K, serem dos seguintes tipos:

0 ("deslocamento" nulo especificado).

|t
1
©-
~
"

'k ("deslocamento"“n50~nu10'especificédo).

N
1
©-
~
H

R
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=Y + ads + Boy

=
1
b=
.I

Y * o

(64}
1
e
-
1]

onde a, Bey sao constantes que dependem da hatureza do  problema.

3.5 - Integracdo Numerica Gaussiana Para Elementos Isoparamétricos
A formula de integragdo numérica Gaussiana de n pontos
_ integra exatamente um polinomio de ordem até 2n-1. Note-se que o

1ntegrando de Ke’ ”I(E,n) é uma matriz 8 x 8, cujos componentes sao

fungoes de (£,n).

Substituindo convenientemente as relagoes (3.26) a (3.28)
em (3.32), a ordem das funcdes ndo polinomiais de L, (&,n) pode ser
avaliada, analogamente para L, (E,n)substituindo (3.28) e (3.12) di
. retamente em (3.33) verifica-se que as fungoes a531m obtidas sao

polinomios de ate .59 ordem em £ ou n.

Neste trabalho, para obtengao das matrizes Ke © Be seri
adotado a formula de 1ntegragao numerlca Gaussiana em dominios bi
dlmen81onals, com 3 pontos (n = 3) de integracdao em cada uma das di
regqes Ee n. Assim, a 1ntegragao das fungoes de Lé & exata e para
as funcgoes dé L, estas sdao integradas assumindo-se como sendo arcos
" de polinomios de 52 ordem em cada uma das dlregoes. Como veremos pos
teriormente, os resultados para o pumero de pontos de integracao

adotado neste problema sZ inteiramente satisfatdrios.

Para n = 3 em dominios bldlmen51ona1s, a expressao para a

' 1ntegragao numerlca Gaussiana é:

H. H. G(aisaj) . o (3.35)

3 3 .
. = L
_1ff1 6 (£,n) d&dn i§4 TR S
onde
Hy =-0.7745966692 v ay = 0.5555555555
H, = 0. E ~az =0,

Hs = 0.7745966692 a3 = 0.5555555555



Isto posto, estamos com todos os dados requerldos pelo meétodo para
elaboragao de algoritmos numerlcos para solugao do problema de tor

gao agqui proposto.
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4.‘DESCRIQAO DA SOLUQAO COMPUTACIONAL DO PROBLEMA
4.1 - Introdugao =

£ simplesmente impraticivel um brbéedimento manual, mesmo
com ajuda de calculadoras convencionais programidveis para a fesolg
cdo de um problema pelo Método do Elemento Finito. Nio apenas pela
necessidade de resolver o sistema de equacodes (3.31), onde nos exem
- plos que serdo apresentados v1sando obter bons resultados, varia de
45 a ate 576 graus de liberdade por malha (igual nimero. de equa

goes), afora as etapas antecedentes de:

1 - Obter as matrizes de "Rigidez" e "Carga" para cada - subdominio

através de integracao de cada componente destas.

2 - Montagem das matrizes dos Elementos (Subdominios) no  sistema

global de equagoes.

3 - Colocacgido das condigdes de contorno (restrigdes ou vinculos do

problema).

, Mesmo em malhas simples e com poucos graus de  liberdade,
‘como aqui, um procedimento deste tipo levaria dias, meses, e nao se
teria jamais a confiabilidade de uma tecnlca computa01onal atraves

de algoritmos numéricos codificados.
4.2 - Estratégia para Solugdo do Problema

Como o angulo de torgdao (6) também & desconhecido.a  prio

i, facamos a seguinte mudanca de variavel:
¢ = Gog* - SR D

Substltulndo agora no fun01onal, o problema fica redﬁzido

inicialmente a:

V2¢* = -2 em R _ | _
- ¢* = 0 em Cu (contorno externo) ' ' (4.2)
¢* = ki*'em'Ci (contornos internos), i = 1,p ’
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Resolvido o problema (4.2), obtém~se todos os valores  :n97
% . ' . . .
" dais de.¢c e assim pode-se determinar a constante geometrica de ri
~ gidez (J) de cada secgao;:poisa - ' A

L - 5 o
Mt = GeJ'= 2ffR ¢ dxdy +52;§ ki Ai (4.3)
_ o 1=1 S
Tendo em vista (4.1), (4.3) fornece:
g =2 f' *a dy + 25 K.* A | (s
J = 2//p ¢ dxdy 4 22 k; o Ay | | '

i=1

Ou ainda, levando em conta (3.33) e (4.1), vem:

J EE o | p* .2 5 oF A o (# 5)
= . + . . ) - ' .
ezl Ve e j=1 71
Onde:
g: "= Matriz - coluna de "carga" do elemento e do-
‘ problema dado pelas relagbes (4.2) |
* ) . -...v " .
0. - Matriz - linha dos "deslocamentos" do elemento
’ e do problema dado pelas relagdes (L4.2)
P - Nimero de cavidades (furos) da secgdo
'NE - Nimero de Elementos (Subdominios) da malha
v¢% - Valor constante de ¢ sobre o contorno da cavi
i v S .
dade 1
A, - Area da cavidade (furo) i da secgdo.

_ Agoravatravés de (4.3), podemos calcular o angulo de tor
cdo 8, ou seja: o '

6 = —t_ A (4.8)



Onde M, e G sSo dados e J obtido por

-~ A etapa seguinte & a obtengdo das tensdes. Levando em .con ‘- -

. ta (H;l)@'vemk

! : ' 4k

g, = == > OXZ = G6 KL
X2y vy o

. N ,'

o] :—gi > o . »:-—Ge .3_¢=
yz X yz Ix

em termos de valores até entdo conheqidos,'temés:
- BN .='¢t>
: _ y .
o (& ).-_Ge N (g  ) ¢*t
yz 200 T S te

X :

A GQltima etapa é a obtencdo da forma de empenamento
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1 (u;7)_,

(4.8)

(4.9)

(4.10)

‘Yc

(4.11,12)

(4.13,14)

Partindo das relagoes (2.30,31) e levando: em conta (4.1), temos:
v . 3. & . B _ 3 ‘,!_- » |
W‘=Ofx 22 y )ox ¥y = Ofy(4—g- - x)ay
oy - : CLdx
P6r éutro lado,.
o ax = Eoap 4 gy ayrs & ogp + &gy
: 13 on - X on

Levando em conta as relagdes:

ax :iﬂzt 3y - 3N 4t

t t
X = Nle s ¥ = NXe' s , e
- 9F  3E e 3E - BE
3 . A 4t | 3 - Nyt | 3%, ﬁﬁ.i*t ,
an = on °© on =~ 9n  °© dx ox ©
. * L)
;ai = _a_g.(p*t

(4.15)
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Substituindo agora as relagdes (4.15) em_(u.li,l2) ,, € con
siderando ainda as formulas de integragdo Gaussiana para dominios '

unidiménsidnais, as relagoes (4.11,12) resultam:

¥_(E,m= T (~E 95t 4wyt (—N xt | Tk
ci=1 3y . X 3 . » :
. e (gint’n) )
3Nty A 8, (k.18
J:l By on . (E)nint)_ :
- :':t. f : . | '
voce,m=-t Bty uxty Ayt g -
l 1 X 9 (Eintan) . -
L " | (4.17)
r By Ngt ) <—§ |
j=1 ax & °°F an A3 .
: -(E’nint)

; Note-se que os limites de integracdo em (4.11,12) sdo da
.dos no dominio e as relagoes (4.16) oﬁ‘(u,l7), fornecem apenas a
contribuicdo do subdominio (elemento) e para o valor de ¥. ° Assim
por exemplo para um ponto nodal n do dominio da . Flgura L.l.a, o wva

lor de‘Pneste ponto, sera:

Wn(E,n) = I ?e,(E,n) - ‘ (4.18)
e=1l , »

Onde W sao dados por (4. 16) ou (4.17). Na escolha destas
relagoes recomenda—se levar em conta ‘em qual das direcoes a varia

gao. esperada de ¢ & menor, o que levara a melhores resultados.

, Seria de certa forma dificil, estabelecer um algoritmo nu
mérico de geracdo de Yque servisse para qualquer tipo de malha. De
*vido-'a este fato, estudou-se algumas alternativas visando dar dire
tamente (sem superposigao) o valor da forma .de empenamento. A se
guir € apresentada uma destas alternativas e que foi usada em al
gumas malhas para obter uma priméira aproximagao para Y.

Partlndo da 2% relagdo de (u 11,12), temos:

¥z - xy - Y as” 3y | O (.19)
0 9 o o R :
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" Substituindo as relagoes (4.15)'em (4.19) e . posteriormen

te adicionando .(4.17) e dividindo por 2, temos:

- - 1 - £ 3 . ’ .__t ‘.
1-1
AN vty g
(35' X)) Hy +
(Eint,n)v

(E,n

[ ; ‘ o ' 1nt

(4.20)

n

e

(D)

SISTEMA CURVILINEO

SISTEMA RETILINEO NORMALIZADO

.Figura 4.1 - Mapeamento por elementOS’iSOParamétri

cos.(a)- sistema curvilineo,(b)- sis

tema normalizado.

Em modelos elipticos, referenciados de modo convencional ;

a variagéo de ¢ em relagdo a x € mais suave e (. 20) fornece_’- re

sultados razoavels

Vale salientar entretanto, que o procedimento correto e

convergente para o calculo de ¥& obtido através de (4.18).

‘4,3 - Célculo das Areas das Cavidades

Seja R um dominio plano multlconexo qualquer. A area re

latlva a um furo genérico I, pode ser obtida aproximadamente por

conveniente soma das areas dos arcos de parabolas formados por ' to
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dos os elementos k que contornam.o.furo - .: Conhecidos os trés  pon
tos da face de um elemento genérico k que contorna o furo I ( Figura
4.2), & univoca a pardbola que contém estes pontos, ou seja:

r . - o o
o - -x) =« - -
y = ax?® + bx + e |a ='(YI y3)(xl xz) _ Y yz)(xl xa)
1 1 _ : . A
- 2 2 , I,
2 : (X = x" Wy -~y )=-(x*=-x"Wy -y)
y =ax +bx +c =*¢b = 1 3 1 2 - 2 1 3
2 2 2 A
- 2 = . - _
yav- ax f bx3 +‘c c y1 ax bx1
Onde:
A= (x2 - x2)(x - x) - (x - x)(x* - x2)
y o
O
Y
huﬁﬁ{/ o

YE{L,K,J9)

AN

Figura 4.2 - Esquemavpafa cdlculo das areas das ca

vidades de seccgao multiconexa.

Por outro lado, a area correspondente a este arco de para
bola é: R

AP .xfx'3 ydx = *Ixa'( ax? + bx + ¢) dx -
: : 1 : o : - : .

'Ap =2 (x? - x¥) + b (x2 - x2)+ é (x - x). (vl 21)
3 3 17 o s 1 I -
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-

Agora, percorrendo-se a cavidade -no sentido horario, as &
peas correspordentes aos arcos de parabola situados na parte  supe
rior da cavidade s3o positivas-e as abaixo. serdo negativas (veja os
limites de integragdo). Portanto a soma -algébrica das relagoes(4.21) -

assim calculadas, fornece a-area desejada. ' -
4.4 - Descrigdo do Programa DEPMOO1
4.4.1 - Definicdo dos Parametros Principais

" NELEM - Nimero de elementos ou - subdominios da malha

NDENO ~ Nimero dos nds (nodos) por elemento

Egg .- NUmero de graus de liberdade por né (nodo)
LEL - Ndmero de gfaus dé liberdade por elemento

’ NK - Namero de carregamentos | |
LRE - LEL * (LEL.+ 1)/2 |
Lg‘ - Largura minima da semibanda de R
NC - NGL * (niimero total de nés do dominio mapeadoj
NCC - Nimero de nds com condigao defcontbrﬂo

vX(NELEM,NDENO) - Cada linha desta matriz armazena as abcis

, sas de cada elemento, ordenadamente.

Y(NELEM,NDENO) - Cada lihha desta matriz. armazena as ordg'

nadas de cada elemento, ordenadamente.

- NF - - NUmero de cavidades ou furos da secgao transversal.
NELDF - NUmero de elementos que contornam as cavidades ou
furos.

NNDUMF(NF) - Ndmero de um nd do furo, I, I = 1, NF.
~ R(LB,NC) - Matriz de rigidez giobal do.dpminio.v

F(NC,NK) - Matriz de carga global do dominio.

 REI(LEL,LEL)-Matriz quadrada que armazena tempbrariamente_a

rigidez de cada elemento.



NDONU(NDENO , NELEM)
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 RE(LRE) - Vetor que -armazena a parte trlangular superlor '
~ou inferior de REI. ' '
" FE(LEL;NK) - Matriz retaqgg}arjgg§~armazena temporariamente
as cargas de cada-elemento. i . .
™ - Momento torsor atuante.
- Constante elastica de rigidez transversal.
B(8) - Vetor. das fdngaes de interpolagéo 'associadas
unlvocamente a cada né do elemento.
DNE¢ 8) - Vetor das derlvadas das fungoes de 1nterpola -
cao na direcgao E, tomadas ordenadamente.
DNQ(8) - - Vetor das derivadas das funcdes de interpalagio
na diregao n, tomadas ordenadamente.
DETA - Determinante do Jacobiano novponto de integra
- gao (I,J) _
NDONO(NDENO) -Vetor de conectividade do elemento NL, infor

ma de modo ordenado a numeracgao dos nodos.

" elementos do dominio.

MAT3(8 ,2) -

AMAT(17,2)

XI(NF,NELEM,3) -'Abcissas_dbs_03.(tr§s) pontos referegv'
' ' tes a cada elemento que contorna a  ca
vidade (furo), tomadas no sentido horé
. rio. '
‘YI(NF,NELEM,3) - Ordenadas idem>XI(NF,NELEM,3)
IIN - Codigo da leiteora. de cartoes.
10U . - Codigo da impressora.
' MAT(8,2) - Matriz que armazena ordenadamente’ as coordena

'das nodais de um elemento genérico no sistema re

tilineo normalizado, a cada coluna corresponde os

valores de & e n, respectlvamente.

£

‘a mesma que MAT, permutando se as. colunas.»

Matriz auxiliar gerada contendo ordenadamente,

os pontos nodais e os de integragao, sendo uti

" lizada na obtengao das tensces.

Matrlz de conect1v1dade de todos os -
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'yMATl (24,2)- Matriz auxiliar para obtenc3o dos. valores . “no

dais da forma de empenamento.

MAT? (24,2)-‘ Idem MAT1.

TETA(1) - Angulo de toréﬁo calculado da secgao.

"RIG(1) - - Constante geométriéavcalculada de rigidez da

secgao.
TETAR(1)- Angulo de torgap exato da secgdo.

RIGR(1) - Constante geometrlca exata da secgao.

CISXZ(17,NK, NELEM) - Tensao c1salhante,na diregao X, = cal
’ culada nos nodOS'e'pontos de integra

‘¢ao dos elementos.

CISYZ(l?,NK,NELEM) - Tensao cisalhante na dlregao Y calcu
’ lada nos nodos e pontos de ’integracgao

dos elementos.

CISXZR(17,NK,NELEM)- Tens3o cisalhante na direcao X, cal
' - culada nos nodos e pontos de integra -

cao - valores exatos.
CISYZR(17,NK,NELEM) - Tens3o cisalhante na direcdo Y, CalcE 

lada nos nodos e pontos de integragao -

valores exatos.

 PSI(NELEM,8) - Forma de empenamento calculada nos nodos dos

elementos.
' .

 PSIR(NELEM,8)- Forma de empenamento calculada nos nodos dos

elementos - valores exatos.

FTE(LEL,NK, NELEM) - Matriz que armazena todos os vetores de

carga dos elementos.

UTE(LEL NK, NELEM) - Matriz que armazena todos os vetores da

fungdo de torgdo de Prandtlﬂ (assumindo
66 = 1) dos elementos. '

VT(LB) - Vetor auxiliar utilizado na sub-rotina IMB da solu
- g8o do sistema de equagdes. '

' lﬁ - Define o tipo de condigao de contorno,'ﬁo presente

_problema:. . -



.42 -

Cw

" Contorno Externo(U ¢* = - deslocamento* nuloi'

espe01f1cado para o grau de liberda.
de I+>IN=1 e demais valores J LKy
ALFA,BETA e GAMA s3o arbitrarios.

Contorno Interno(U; = 1 Uj) - deslocamentos®* iguais

para os graus de liberdade I e J .
IN = 3, ALFA=1 e os valores K, BETA
e GAMA s3o arbitrarios.

(8) - Vetor das derivadas das fungoes de 1nterpolagao com

respeito a direcao X.

S(8) - Vetor das derivadas das fungdes de interpolagdo com

respeito a diregao Y .

H(3) - Pesos para integracgao Gaussiana
E(3) - Pontos de integracdo na direcao &
‘Pontos de integragdo-na diregao n

—~
LW
~

!

Fluxograma Geral

Na pagina seguinte € apresentado um fluxograma ge-

- ral do programa computacional DEPMO01. desenvolvido = neste

trabalho,'o qual € constituido de 7(sete) sub-rotinas: FU-
NINT, COCON, COCOl, COCO2, COCO3 SORITeIBM -comandadas pelo pro

grama pr1n01pal

0s parametros indicados neste fluxograma estao des-
critos no item 4.u.1l. ' |



LER voos DA MALHA ’

NCC,G, IM, MAT 3, MAT E .
INF, )T, YT, NNDUMF, NELDF  (MODELO MULTICONEXO)

X.Y, NELEM, NOENO, NGL, LEL, MK, L_E.LB.MQ. '“f' .

CALL 'SORIT{NDENO, NDONQNGL LB,NC R.LEL
RE, LRE FyFE,NK) '

suB- ROTINA OUE MONTA AS MATRIZES REeFE
00 ELEMENTO N, SOBRE RO RESPECTIVAMENTE

ZERAR MATRIZES:
B.E, C18XZ, CISYZ, B8], ETE

@] econtne |
t

Y

GERAR MATRIZES AUXILIARES:
MATL, MAT 2, AMAT

TRECHO DE PROGRAMA PARA CALCULO DAS
AREAS DAS CAVIDADES (MODELO MULTICONEXO)

CALL COCON(R,LB,NC,F,NK,I,K,J, ALFA,
BETA, GAMA, IN)

. SUB - ROTINA PARA COLOCACAO DAS CONDI~
~ GBES DE CONTORNO NOS NODOS EXTERNOS
(VALOR ESPECIFICADO NULO-IN=1) E'INTER- |
" NOS ( VALORES IGUAIS PARA TODOS 0S NODOs

OE UMA-MESMA CAVIDADE - IN=3 )

Y.

Y

RESPONDENTES A0S PONTOS DE INTEGRACAO
- PARA TODOS 0S ELEMENTOS . {SUBDOMNOS)

CALCULO COMPLEMENTAR DE X E Y COR—

CALL IMB (R/F,U,VT,NC,LE,NK)
SUB-ROTINA PARA_SOLUGAO DO SISTEMA
SLOBAL DE EQUAGOES LINEARES ALGEBRICAS

1

- SOLUGAO EXATA - (QUANDO CONHECIDA)

TRECHO DE PROGRAMA PARA GERAGAO DA .

1
»
WRITE U=i 1=1,NDENO

v

|

DEFINGAO DOS DADOS PARA lNTEGRACAO N

NELEM x ¢

: * P x .
RG (D= T Pe Qe + 2L ¢ Al

CALCULA A CONSTANTE GEOMETRICA DE
RIGIDEZ (J) DA SECGAC (DOMINIO)

MERICA GAUSSIANA

{

LAGO PARA GERAGAO DAS MATRIZES
REI E FE DO ELEMENTO  (SUBDOMINIO) NL.

(DO *x NL = 1 NELEM >

“DO0 & 1=1, 3 -
D0 x. J=1, 3 '

29

" TETA (1)=TM/(G»RIG(D)

o A . . I
CALCULA O ANGULO DE TOR?AO DA SECGAOQ
. . ?DOMlNlO B ¢

1
ZERAR REl E FE |

1

. CISXZ = G*TETA (D » (8 ¢3)
: ‘ ey

’ \
¢ CISYZ~--G+TETA (1) » (_g%),dp:)
CALCULA AS Tsnsées NOS NODOS E PONTOs

. DE INT EGRACAD PARA TODOS 0S ELEMENTOS

COM AUXILIO DE AMAT

SUB-ROTINA PARA CALCULO DE :B,0NE,DNQ, P,
§ E DETA NO PONTO DE INTEGRAGAO . (I,J)

—

CALL FUNNT(ZJ.E,Q.8, ON ,bN BSXYANL |-
CES) €,Q,8,0NE,DNQ, P, S, X. Y. NL,

| CALCULA A FORMA DE EMPENAMENTO NOS
'NODOS DOS ELEMENTOS ATRAVES DAS RE-
. LAGOES (4.16),(4.17),(4.18)0U (4.20), COM -

AUXILIO DAS MATRIZES MATL E MAT 2

IPENEENEN N
Rl (5% 3x~5$ o) DET UsH(T)sH)+RET

i

1

TRECHO DE PROGRAMA PARA ARMAZENAGEM

NO VETOR RE (LRE),DA PARTE TRIANGULAR
SUPERIOR OU INFERIOR DE REl (LEL, LEL)

- CISXZR, CISYZR E PSR

FAZ UMA ANALISE COMPARATIVA COMPLETA -

1 (EM MODELOS COM SOLUCDO ANALITlCA

CONHECIDA ) COM VALORES RIGR, TETAR, -

MPRIVE - RESULTADOS
M = s,

o)

S
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5. APRESENTACAO DOS RESULTADOS - .
5.1 - Intpodugao

_ Para comprovar a exatidao do programa- DEPM00l, bem = como .
. obter uma anidlise do desempenho do tipo de elemento usado no - que
) - S o~ T, .
se refere a convergencia na solugao do problema aqul proposto, este
programa foi testado em diversos modelos (tipos de secgao, regiao
ou dominio). Preferencialmente, em modelos com solugao analitica
conhecida, entre eles: eliptico, retangular, circular vazada e qua
drada. Varicdu-se em cada caso o nimerc de elementos, verificando-se

. S~ - - !
assim a convergencia do metodo.
5.2 - Solucoes Analiticas Conhecidas

A seguir sd3o apresentadas as expressoes analiticas (exa

tas) para alguns modelos, sendo:

_¢(x;y) - func3o de torcdo de Prandtl
J - constante geométrica de rigidez da secgdo
8 - - angulo de forgéo ' | '
.'dxz - tensao cisalhante na dirégaq,xw
'Gyz L= tenséo'cisalhante na diregcao y
¥(x,y) - forma de empenamento da secgao

"5.2.1 - Seccdo Eliptica ou Circular

2.2 2 2 .
$Cx,y) = - 22 XS 4L 1)
a“+b a b '
. 2M 2
g = - _.Esy :—Ge_g%__z_y
Xz mab” a“+b
, - 2M ' 2 ; . ;
o, = tBX - @6 22 5 % _ : : . (5.1)
y mab ~a"+b ' : — -
_ 1ra3b3
b=
- a“+b
M,
§ = —t



u3
: L2 2
¥ix,y) = 2573 xy
a +b

- .ondeta. e b sdo, respectivamente, os semi-eixos maior e ..me ..

nor da elipse, referenciados convencionalmente.:

Fazendo-se a=b as expressodes (5.1) reproduzem os respec

tivos valores para uma secc¢do tipo circular de raio igual a a.

5.2.2 - SecgaovRetangular ou Quadrada'

: ' : . _ (n-1)/2 |
6(x,y) = Go{(a? - y2) - 32 52 (¢ . LD~ cos (1)
’ . . ’ITS N izl-’ 3;--- . n3 .
cosh(an/2a))}
cosh(nnb/2a)
. . 1y (n-1)/2 -
0., = - GOy + lﬁ%ﬁa (s ¢ %) - sen (nmy/2a)
: Tr i=-.1, 3 e n . .
- cosh(nnx/2a) , ' ' _ : - \
. cosh(nwb/2a) - - - , (5.2
o (n=1)/2 4
. . . 1l6Gla « . - (~1) senh(nnwx/2a)
o = = [ : - cos(nmy/2a) = : }
y? 2 =158 H2 , ‘ 4 cqsh(nﬁb/2a)
16a°> _ 1024at 1
J = 3 - : (¥ ~\—= tanh (nmb/2a)}
" . m . D153 NV -
M
o = —=
GJ

- 2 _y(n-1)7/2
¥(x,y) = -xy + 32% { ¢ %) sen(nmy/2a)

senh(nmx/2a)
cosh(nmb/2a)

oride: b e a sdo respectivamente, os :semilados maior e me
' nor do retangulo, referenciado de modo que o lado



" maior coincida com o eixo x.

i

Fazendo-se a=b as expressoes (5.2) reproduzem os respecti

vos valores para uma secgao tipo quadrada de.ladozigual,aggg.

5.‘2.3 -

Seccao Circular Vazada

d(x,y)= - %ﬂ (x2+y2fa2)

. o = -GOy

Xz

o = GOx
(5.3)

(a*-p")

INIE ]

My

0 = —=

eJ

L ¥(x,¥). = 0

5.2.4 -

onde: a e b sao respectivamente os raios . externo e integ

no.
Secgdo Triangular Equilitera

$Cx,y) = = 6o (3 (x%sy?) - i

o XYy
O,p = = GO (y + 3§X)
. 2 .2
_ _ 3% 3y
Oyy = GO(x 2a +;2a )

pA B
vE (5.1

J =_au /3/45
M .

GJ
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2w

S0
3
Yix,y) ==L+

'Sendo a o lado do triangulo, referenciado de modo que - o
centrode referencia coincida com seu centro. de grav1dade e o eixo

‘dos x & perpendlcular a um dos lados.
5.3 - Interpretacgao dos Resultados Obtidés'

Resultados excelentes s3o obtidos. para os valores de ¢*, -
fungao de torgao de Prandtl® (G6=1), visto que a otimizacdo do fun
cional &€ feita diretamente para estes valores.

] "

Posteriormente, a constante geométrica de rigidez (J) e o
‘Angulo de torcdo (68) s3o obtidos por integracio de ¢* no dominio pla
‘no, levando ainda nos casos multiconexo os erros de aproximacao das
~ areas das cavidades, entretanto os valores assim obtidés, como sera

visto sao considerados muito bons.

Na obtengao das tensoes, ja se carrega os erros - (embora
pequenos) cometidos no calculo do angulo de torcao, além destas se
rem obtidas por derivacado de ¢%*. Neste problema, as tensces o0__ e

X2z
num dado ponto, podem ser interpretadas como as tangentes nes

tzzponto a superf1c1e ¢(x,y) nas dlregoes y e X, respectlvamente. A
superficie obtida pelo método é aprqx1mada da configuracao real
‘»-¢(x,y), tanto para os nodos, com> para o interior do subdominio (
elemento) onde seu valor & 1nterpolado (ver Figura do ANEX0O 1). As
sim os valores' das tensoes obtidos pelo. metodo, sao secantes ao - in
vés de tangentes a superficie ¢(x,y), dai os valores das | tenéSes

sao menos precisos comparativamente aos valores de ¢%, J e 6.

Nos exemplos a seguir apresentados, o torque atuante foi
tomado: 10% ou 10% (F.L) e a constante eldstica G & assumida: 8.107
(F.L—Q). Aqui nao se tem a breocupagEb em estabelecer suas = unida
"des, inclusive paralas dimensdes do .modelo. Note-se entretanto que

‘escolhidas, elas devem ser compativeis.,
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5.3.1 - Modelo Eliptico com 12 Elementos .Isoparamétricos - ANEXO 2

A peferércia blbllograflca |5]«inicia a solugdo '+ -parcial

J, ¢*) do problema de torgao, utlllzando .elementos finitos triangu -

vlares (com 3 nodos: por elemento),. e testa o seu programa atraves xde.
um modelo eliptico (2x1) usando 48 elementos, correspondendo a 33
'graus.de liberdade para toda a malha; Tamb€m'para testar inicialmen
‘te © programa DEPM001 inteiramente distinto aqui desenvolvido, e ao
mesmo tempo evidenciar a melhor precisao doszelementps isoparamétri
" cos, resolveu-se estudar como primeiro exemplo o mesmo'modelo,'usag‘
do apenas 12 elementos éorrespondendo a 45 graus de liberdade para
toda a malha. Os valores obtidos para'a constante geométrica de ri
gidez (J) da seccao e os valores de ¢* no centro da elibse estao

a seguir comparados no Quadro 5.1.

PROCEDIMENTO DE CALCULO PROGRAMA PROGRAMA vANALfTICO_
UTILIZADO Ref=] 5] DEPM0OO1 (EXATO)
Constante Geométrica J 4.5572 4.8575 5.0265
Erro Relativo Percentual 9,33% 3.36% -

¢* no Centro da Elipse 0.7927 0.7973 " 0.8000
Erro Relativo Pércentual V 0.91% | 0.3u% ~

- Quadro Comparativo 5.1 -

Os valores das tensGes sao omitidos no programa da referen
cia |5], provavelmente porque ja carregaria um erro de quase 10% no
.~ . . . ~
calculo de J, neste exemplo. Devido as limitagoes do programa - da

referéncia |5|, os valores do Quadro 5.1 s3o os unicos comparativos.

De fato os resultados apresentados evidenciam a melhor pre
cis3o dos 12 elementos isoparamétricos (tipo n¢ 9), comparativamen-
te aos 48 elementos triangulares (tipo n® 1) isto para o mesmo mode

1o,

No caso da elipse, os maximos valores das tens5es ocorrem
nos contornos e o maximo max1morum ‘na sua 1ntersecgao, com o semi-

. eixo mernor, onde o gradlente de ¢(x,y) na diregdo y €& maxima ( ver
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ANEXO 1), sendo portanto a tensao Oz
.. " Note-se que do ponto de vista de tensoes, a malha-.. deste
primeirc exemplo ndo € nada boa, pois proximo aos contorrios,. -onde -
a variagdo de ¢ & maior, pQucbs nodos existem e € nestas regides on
de as téensSes sio maiores, sendo o seu valor maximo comparado no
"Quadro 5. 2. ' ’ ’

'PROCEDIMENTO DE CALCULO PROGRAMA | ANALITICO | ERRO RELATI

UTILIZADO | DEPM001 (EXATO) | VO %
Valor Maximo de Tensio * 3387.61 | ¥ 3183.10 -6.42 %

= Quadro CQmparativo 5.2 .-

, Uma analise comparativa completa que e feita no  programa
DEPM001, mostra a necessidade de um refino da malha, visto que os
valores de tensdes e forma de empenamento ndo est3o satisfatdrios

para este numero de elementos.
. 5.3.2 -"Modelo Eliptico com 48 Elementos Isoparémétpicos—ANEXO 3

_ Objetivando comprovar a convergéncia do programa DEPM0O1
e obter melhofeé resultados pafa as tensSes,é forma de empenamento,
a malha do mesmo modelo eliptico (2x1) é refinada para 48 élementos
contendo ao todo 161 graus de liberdade, resultando agora os vaig

L4

res apresentados no Quadro 5.3.

PROCEDIMENTO DE CALCULO | PROGRAMA | PROGRAMA }ANALTTICO
UTILIZADO | Ref.-|5] DEPMOO1 (EXATO)
Constante Geométrica J | 4.5572 | 5.0165 5.0265
Erré Relativo Percentual | 9.33% | 0.20% - -

¢* no Centro da Elipse 0.7927 | 0.8002 0.8000
Erro Relativo Percentuai- ' 0.91% —0.02 % -

- Quadro Comparativo 5.3 -

0s erros obtidos para ¢* j3i desprezaveis, incidem-no =~ 49
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élgarismO'éignificativo nos nodos mais préximos ao centro. Nos ra
ros pontos onde ha distorgdo em relagdo a média dos erros, estes va
lores® sdo perfeitamente justificaveis. Devido a simetria.do. modelo,
basta uma andlise dos valores de ¢* no primeiro quadrante.*E%emgli%;,
" ficando: ‘ | .

1 -019 e 59 nodos (111-113) do eleménto n°32

. Note-se que o niimero de nodos com valores nodals nao nulos que

01rcunV121nham estes nodos € pequeno (erros em torno de 1%).

2 - 0 29 e 59 nodos (140-135) do elemento n938
Pertencem a face mais distorcida deste elemento, resultando va

lores menos confiaveis (erros em -torno de 2%).

3 - 0 12 e 29 nodos (149-146) do elemento noul

Idem item 2 (erros em torno de 1..5%).

4 = 0 19 e 29 nodos (146-140) do élemento n9 u42

Idem item 2 (erros em torno de 2%).

5 - Elemento u6

Idem item 1 (erros antorno de 1.5% )

6_—f0 49 e 79 nodos (140-1u4u4) do elemento n°u7

Motivos itens 1 e 2 (erros em torno de 2%)

7 - 0 19 e 59 nodos (1u40-144) do elemento no 48

Motivos itens 1 e 2 (erros em torno de 2%)

Nos demals pontos os valores de o* foram excelentes.
.

o . Note-se que o mapeamento aqui feito, também do ponto de

v1sta das tensoes, nao pode ser- considerado bom. Maior nimero - de

pontos nodais est3o proximos do centro da elipse, quando na realida

de deveriam estar mais proximos ao contorno, onde a variagao de ¢%

e daé,tensaes € maior. Isto justifica alguns valores destoantes das

tensdes em alguns elementos préximos ao contorno.

Para esta malha, resultou Jds valores apresentados no Qua

dro 5.4, _
PROCEDIMENTO DE CALCULO PROGRAMA | ANALITICO  |ERRO RELATIVO]
UTILIZADO DEPM001 (EXATO) i

Valor Miximo de Tensdo |% 3203.75 |% 3183.10 | - -0.65%

- Quadrd Comparativo 5.4 -




z'valores de‘¥obtldos pela relagao (4.20).
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Sao tambem apresentadas uma prlmelra aprox1magao para .os

'5.3.3 - Modelo Eliptico com 64 E1ement03ﬁESQparamétricdséANExo;Q S

 Para eéte novo refino, com 64 elementos e 209 graus de 1i

berdade, resultou os valores apresentados no Quadro 5.5.

PROCEDIMENTO DE CALCULO PROGRAMA | ANALTTICO |ERRO RELA- |
UTTLIZADO DEPMOO1 (EXATO) |TIVO %
Constante Geométrica J ' 5.0190 5.0265 0.15%
$* no Centro da Elipse . 0.8001 .0.8000 -0.016%
Valor mEximo de tensio + 3201.36 | + 3183.10 | -0.57 %

- 3197.18 | - '3183.10 | -0.u4 %

.- Quadro'Comparativo 5.5 -

A melhora dos resultados de. um modo geral pode ser conside

rada boa, sendo um pouco mais confidveis os valores nodais dos
mentos mais pr6ximos ao contorno. Vale ressaltar que o tipo de
no feito, resultou em alguns elementos uma relagao entre lados

maior que 2,0 que niao e recomendado, -entretanto o valor obtido

ele .
refi
bem

para

J, mostra uma melhora global para os valores desta malha.

No Quadro 5.6,

e .apresentado um resumo para estes

primei

ros’eXemploé dos valores calculados pelo programa DEPM0O01l, os quais

~ evidenciam sua rapida convergencia para os valores analiticos

(exa

tos), mesmo consideradas as criticas feitas para os refinos e mapea

mentos adotados.

I8 ELEMENTOS

64 ELEMENTOS

[ PROGRAMA |12 ELEMENTOS | ANALITICO
'DEPM0Q1 ISOPARAMETRICOS | ISOPARAMETRICOS | ISOPARAMETRICOS| (EXATO)
J 4.8575 5.0165 5.0190 © 5.0265
ERRO % 3.36% 0.20% 0.15% -
R 0.7973 0.8002 0.8001 10,8000
ERRO % 0.3u% -0.02% -0.016% -
Omax % 3387.51 t 3203.75  |+3201.36/-3197.14 ¥ 3183.10
ERRQ % - 6.42% - —0.65% ~057%/-0.uu4% - |

- Quadro Cdmparatlvo_S.G 4_
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Novos refinos poderiam ser feitos, mas acredita-se que es .

tes trés primeiros exemplos sd3o suficientes para demonstrar a exa

+tid8o e convergencia do Pbbgrama DEPMOOlﬁparavestertiPO»dejdomInio..-

Note-se que do ponto de vista de Engenharia, os erros:.aqui obtidos,

inclusive para as tensdes s8o perfeitamente aceitaveis, dispensando

melhor precisio (novos refinos) da malha.
5.3.4 ~ Modelo Retangular com 24 Elementos Isoparamétricds -ANEXO 5
» Agora, a intenc3o & verificar o desempenho deste tipo de

elemento em outras formas de dominios . (secgdes).

res, podem ser mapeados facilmente por elementos retangulares ~ou

quadrados, os quais dao melhores resultados visto que o sistema in_

trlnseco de referéncia destes elementos, também & retilineo e os

erros na obtencdo da matriz Jacobiano praticamente inexistem.

Inicialmente, testa-se o programa para uma malha
lar (12x8),

Dominios retangula .

‘retangu
com 24 elementos e 93 graus de liberdade em todo o domi’

nio, resultando os valores apresentados no Quadro 5.7.

ANALITICO

PROCEDIMENTO DE CALCULO "PROGRAMA ERRO RELATf
. UTILIZADO DEPMO00O1 (EXATO) VO %
Constante Geométfica J. - 1261.77 1202.76 0.08%
| % no Centro do retangulo 12.8886 12.8887 ° 0.08%
',Vaior Maximo de Tensdo | I 56.01 1 56.37 0.64%

- Quadro Comparativo 5.7 -

Os valores exatos (analiticos) deste modelo dados pelas sg

ries das relagbes (5.2),

utlllzando se os seus 25 primeiros termos, fornecendo resultados su

f1c1entemente exatos para o numero de casas decimals adotado. Como
'jd era esperado, de fato os valores agora obtidos sao muito- bons.
Considerando a simetria da malha, €& feita agora uma anali

sdo gerados dentro do proprio

computador

se para os valores das tensoes para o primeiro quadrante nos poucos

nodos destoantes, incluindo as respectivas justificativas.

1 - 0 59.nodo (62) do elemento n? 15

Lt



precarlo pois o numero de nodos na

8¢J8x e menos COHflchl (erro de 4%).
2 - 0-5¢ nodo (64) do elemento n9.16

Idem comentarlo item 1 (erro de u@)

51

dlregao X e - pequeno dai

'3 - 0 39, uo e 89 nodos (61, 63 e 62) do elemento 19

Para o cilculo das tensoes, & mais conflavel partir dos valores

nodais dos elementos mais centrais (maior densidade = de nodos).,

erros em torno de 9%.

4 - 0 19, 39 e 89 nodos (77,63 e 64) do elemento 20

Idem comentarios itens 3 e 1 (erros em
5 - 0 49 nodo (77) do elemento 23

Idem comentarios item 3 (erro de 189)

torno de 14%)

% - 0 39,55.,.69 e 79 nodos (77, 92, 83 e- eu) do elemento ne 2u.

Idemvcomentérios itens 1l e 3'(err08'em

torno de 15%)

: Para oS demals nodos, os valores das tensoes estao dentro

do esperado, sendo o maior erro no calculo
5.3.5 - Modelo Retangular com 32 Elementos

- Agora, o teste & feito para outra
.com 32 elementos num total de 121 graus de

nio, fornecendo os valores apresentados no

de ¢ em torno de 1%.
Isoparametricos —-ANEXO 6
malha retangular (2x1)

liberdade em *todo o domi
Quadro 5.8. '

PROCEDIMENTO DE CALCULO | ProGRAMA ANALITICO ERRO RELA
UTILIZADO ' DEPM001 (EXATO) TIVO %
constante Geomdtrica J ] 0.45698 _b.u5736_ : 0.08%
$* 1o Ceﬁtrb do Rétangulo | " 0.2278 0.2277 -0.02%
_Valor Miximo de Tensdo _ [%20288.04 | %20335.20 . 0.23%

- = Quadro Comparativo 5.8 -
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Nesté modelo, a numera
- gao 1ntrnﬁmca dos nodos sobre
os elementos é tomada conforme . .’

Figura 5.1.b ao lado, facilitan

do a numeracao dos vetores. de
conectividade e das coordenadas Figura 5.1 - Numeragdo intrin

nodais. Neste caso ha uma modi B -+ seca do elemento.
ficacdao na ordenacao dos veto - o

‘res que associam as fungoes de interpolagao e suas derivadas, a ca
da nodo. As uUnicas modificagoes no programa sEo;em B, DNE, DNQ, MAT
e MAT3. Quando nada for falado a numeragio intrinseca & da ~Figura
5.1.a.

5.3.6 - Modelo Circular Vazado com 24 Elementos Isoparamétricos -
~ ANEXO 7

Aqui, o programa & testado para'uma malha tipo circular
vazada com diametro externo igual a 10 e internoc 3, com um total
de 88 graus de -liberdade. Os resultados neste caso foram mais pre

carlos, obtendo'se os. valores apresentados no Quadro 5.9.

.PROCEDIMENTO DE_CALCULO PROGRAMA ' ANALfTICb ERRO RELATL"
UTILIZADO = = : ’ | DEPMOO1 - (EXATO) VO %
Consfante'Geometrlca J ] 813.53 973.79 16.46%
¢*n0’ContornO'Interno""3 ' .v'8.6641_ 11.3750 . 23.83%
Yalor Maximo de Tensio I 55,78 51,34 - 8.64 %

- Quadro Comparativo 5.9 - -

Justlflca—se estes resultados, visto que.todos os elemen
tos agora sdao do tipo distorcidos (setores circulares) e ainda mais.
para os elementos mais externos a relagao entre ‘lados € bem malor,
que 2. | : | | |

5,3.7‘— Modelo Circular Vazado com L8 Elementos Isoparamétricos -
. ANEXO 8 | R

‘A intengdo da apresentagdo destes exemplos naoc & - apenas.
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mostrar os modelos onde os critérios-de mapeamento da malha sao cor
. 3 «

retamente atendidos (ver item 6.1). E possivel, como neste exemplo

& mostrado,; um refino nd@o’conveniente de:uma malha levar praticamen

te a nenhuma melhora dos resultados...

Neste modelo, agora com 176 graus da liberdade e com nume
ragio intrinseca igual a da Figura 5.1.b, resultou os valores apre

- sentados no Quadro 5.10.

PROCEDIMENTO DE CALCULO PROGRAMA ANALfTICO ERRO RELA
UTILIZADO 4 - | DEPMOQ1 (EXATO) TIVO %
Constante Geoﬁétrica J 813.15 1973.79 | 16.49%
“no Contorno Interno 8.6706 | . 11.3750 23.77%
'Valor Maximo de Tens3o Is5,95 |  fsi.3y ~8.97%

- Quadro Comparativo 5.10 -

Neste caso, estes valores s3o justificados devido ‘princi
palmente a relacio entre lados ter se tornado bem maior que 2 para
diversos elementos, além destes serem todos distorcidos. E . ainda
- mais, o refino desta malha na diregdo axial como foi feito, nao mo
dificou o nimero de pontos nodais na direcSo do raio. Como as tensdes.sdo re-
presentadas pelas tangentes a superficie ¢, seus valores nao sofreram molhora,
"Un refino agora na Cﬁl€§50 radial (96 elementos) levaria a resultados bem melho
res. - ' |
' Conclui-se ainda, como ja era esperado que se faz  heces
sario refinar bem mais este tipo de malha para obter resultados equi
valentes, por exemplo aos: tipos de modelos apresentados anteriormen
te. '

5.3.8 - Modelo Quadrado com Furo Quadrado com 144 Elementos Isopara
- m8tricos - ANEXOS 9 e 10. A ' '

‘ . Esta malha de 30 x 27 com lith elementos e 576 graus de 1i
berdade e agora apresentada e visa demonstrar que a teoria de - tor.
¢80 em secgdo tubular de paredes finas ndo deve ser aplicada em ca

sos .como este, onde a espessura ndo € suficientemente fina e - além



'~ mar a configuragdo real ¢(x,y), por
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disto existem cantos reentrantes.

_ 'Nesta teoria admite-se que a
espessura da parede € suficientemente

pequena, de modo que se possa aproxi-

uma superficie ¢ (x,y) = Figura 5,2 '_

ao lado, desprezando-se as curvaturas.

Assim o valor da tensao, como sendo a

tangente a curva no ponto, € constan- b (xg)
o . : : . a xy)
te na diregao normal (ao longo da ‘es 8 (x,y)
. = ' . (] _
pessura) e variavel ao longo do com
. . - . . R PP (b) -
primento (linha media) caso haja va o :
riacao da espessura, visto que h é _ . &R\
o~ . . 2 N
constante. As tensoes obtidas por es . t l
. - . - . h=%Bt
ta teoria apresenta valores maximos M2y 2an
. v . . — '6:_.L_
menores que os reais. Note-se as tan . T 2at
gentes no ponto 1l(g>a). Figura 5.2-(a)Secgao tubu-.

lar da;xﬂede
fina. '
(b) detalhe A

dro 5.11.

PROCEDIMENTO DE CALCULO | TEORTAIE , | PROGRAMA | ERRO RELATT
UTILIZADO PARELES FINAS | DEPM001 | VO %

Valor Miximo de Tensio | % 228.62 | . %330.88 41.51%

- Quadro Comparativo 5.11 -

~ Para verificar a convergéencia deste valor, o programa deVg
ria ser testado para um nimero maior de.elementos;vrefinando ainda
mais a malha (maior nimero de graus de.liberdade). Neste caso, . ja
comegaria a existir problemas com a capacidade‘de'meméria do éompg
~tador IBM - 370 (onde o programa foi testado) , requerendo técnicas
de superposicio de solugSes parciais do pfob;ema . subestruturagdo).

Os resultados obtidos neste exemplo estdo mostrados no Qua
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.Inicialmente a malha n9 1 (ANEXO 9) foi usada e a dimen
R, foi (320 x 576) - a

o

sao requarida’para matriz de rigidez global-

. qual-com- precisdo..dupla ja supera a capac1dade de memorla do Im+37o’

'Objetlvando diminuir a dimensdo de R uma nova numeragao de = nodos:-:

~

‘(malha n9¢ 2 - ANEXO 10) & feita diminuindo-assim o valor largura: da -

semibanda’ dai, a dimensao requerida para R passou a ser (240x576 )
a qual foi armazenada agora em precisao s1mp1es ev1tando assim o

problema surgido.

Outros modelos; com solucdo analitica desconhecida pode
riam ser testados e comparados com a solugao desta teoria 'aproximg
~da, sendo que os resultados deveriam ser bem mais proximos, na medi
da em que os requisitos para aplicacao desta teoria fossem atendi -

dos, ou seja:

1 - As espessuras das paredes devem ser pequenas comparadas com as

dimengbes da secgao.

2 - A variacdo de espessura ao longo da linha média nao deve ‘ser

brusca.
3 - N3o deve haver cantos reéntrantes;~
5.3.8 - Modelo Quadrado com 100 Elementos Iéoparamétricos - ANEXO 11

Agora, o teste & feito para uma malha quadrada (10 x 10)
com 100 elementos, num total de 34l gpaus de liberdade em todo o

domlnlo.

Neste modelo assim como no exemplo anterior, a malha &
 gerada no proprio computador, ou seja, dada as coordenadas e a co
‘nectividade dos nodos de um unico elementd,'as coordenadas e as co
nectividades dos demais elementos sao obtidas utilizando-se algo
ritmos numéricos codificados. Com estée procedimento evita-se a  en
 trada de muitos cartoes de dados e & essencial em malhas que reQuei
ram um refino muito grande. Neste exemplo, pelo menos cerca de 260 -
cartSes de dados foram evitados devido a este procedlmento e no
exemplo anterior evitou-se cerca de 600 cartoes.
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Obtido um algorltmo numérico para geragao de uma malha -com

1N elementos, através de pequenas adaptagoes no algorltmo inicialy e”-

'p0351ve1 obter novos algoritmos numerlcos para geracdo automatlcade

malhas com N + P.éleﬁentos. Em dominios bem definidos tais . como

retangulares ou circulares por exemplo, & possmvel o desenvolv1men—_
to de uma sub-rotina de geracdo automidtica de malhas para um numero

qualquer de elementos, dadas as suas dimensdes.

‘Como ja era esperado, esta malha & a que apresenta os me
'lhores resultados comparativos, visto o niimero de elementos e tipo

de dominio, resultando os valores mostrados no Quadro 5.12.

" PROCEDIMENTO DE CALCULO PROGRAMA | ANALITICO |ERRO RELA-

UTILIZADO DEPM001 ‘| (EXATO) |TIVO %

Constante Geométrica J 1 405.71 | 1 405.77 | 0.005 %
'-¢*no Centro doiQuadrado ‘ 14,734y _ 14.7343 -0.001 %

,Vaiéf Maximo de Tensio 14785.21 *4803.87 | 0.388 %

- Quadro Comparativo 5.12 -

» A ‘referéncia | 3| apresenta os valores ObtldOS para J em
uma bafra quadrada (2a x 2a), utilizando elementos triangulares ti
po n¢ 1, para diversos numeros de nodds por malha. Fazendo-se a=5,
comﬁarativamente para 400 nodos com elementos triangulares tipo NQ1 -
X 341 nodos de elementos isoparamétricos tipo n¢ 9 apresentadb_vneg

te modelo, resulta os valores do Quadro 5.13.

PROCEDIMENTO DE CALCULO PROGRAMA PROGRAMA . ANALITICO
UTILIZADO . | REF.{3] | DEPM001 - (EXATO)
Constante Geomdtrica J . | 1u08.500 | .1u05.71 | 1405.77
Erro Relativo Percentual | 0.19 % 0.005 % -

- Quadro Comparativo 5.13 -

" Aqui também os valores da forma de empenamento s3o obti
dos, e agora de modo mais consistente através das relagdes  (4.12)
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e (4.14%).-Especialmente nos vértices dos elementos, os valores de:¥
_s3o bem confiaveis provando assim tambem sua convergéncia. =
%
.0s ‘erros aqul obtldos para ¢ pratlcamente 1nex1stem pois
na quase totalidade dos valores a aproximacao é a partir do 59 ‘alga

"rismo. Os valores das tensdes também sao con81derados muito bons.

Na medlda ‘em que a malha & refinada, o seu numero total de
graus de liberdade aumenta, juntamente com o tempo computac1onal pa.
‘ra solugaO’do problema. Exemplificando, neste modelo o tempo total
de computagao foi de 11 min.e 17.16 seg. Em geral, um refino deste
tipo, mesmo para os valores das tensBes & desnecessario, tendo em
‘vista as hipdteses assumidas na teoria (material homogéneo 1isotrd
‘pico, despreza-se as influéncias de peso proprio, influéncias térmi
‘cas, etc). Como o método & convergente, ele permite chegar a valo
res t3o préximo dos "exatos" quanto se queira, porém do ponto - de
vista de Engenharia, consideradas as hipoOteses assumidas para cada
tipo de problema, a precisdo requerida (aceltavel) e em geral pe .

quena.
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6. CONCLUSOES E SUGESTOES

a

6.1 - Recomendagdes e Precaugbes para o-Mapeamento de Dominios - com.. -

Elementos Isoparamétricos.

Decorrentes das analises dos resultados para os  diversos

tipos de malhas apresentadas no capitulo anterior, as observagoes

abaixo devem ser levadas em conta:

Evitar elementos muito distorcidos, nos quais se perde informa
c30 na obteng3o da matriz de transformagdo de coordenadas (Jaco
biano) que repassa o problema para o sistema retilineo normali-
zado (II). | o

0 angulo interno entre faces, para todos os elementos, deve ser

‘menor que 180°.

Caso os elementos sejam quadraticos (tipo n$9), recomenda-se que

05 nodos intermedidrios estejam localizados dentro do  circulo .

A de.raio £/10 e que de modo algum'estejam no exterior da cir

cunferéncia B de raio £/4, isto em relagdo ao ponto médio.

- Refinar a malha em regiSes onde se espera maiores variagdes dos

o

* > tensoes® maiores,:

L]

deslocamentos
Em malhas simetricas recomenda-se adotar um mapeamento  tambem
simétrico. Ajuda a andlise da geragao das matrizes de "rigidez"

e "carga" de cada elemento.

Na medida do possivel, usar elementos quadrados ou mesmo  retan

gulares (d3ao melhores resultados). Praticamente 'n8o ha erro no

calculo do Jacobiano. Nestes casos, o que existe & uma = amplia

' gao ou redugdo da matriz unitaria. Os elementos fora da  diago

nal sdao nulos o que indica que o sistema (I) também & retilineo.

'Se 0 elemento & quadrado de lados 1 x 1, J sera a propria ‘ma

triz unitaria, o que sugnifica que os sistemas de referéencia se
confundem. ' ' '

g - Para mapeamento de dominios com solugdo analitica desconhecida,
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faz-se uma malha com N elementos. A seguir para testar se a con
‘vergencia esta dentro dos limites desejaveis, repete-se um ma

peamento com N+P elementos de preferéncia fazendo-se coincidir::..

os nodos anterlores. Repete se este passo quantas vezes for ne
cessario. ' '

h - Antes do 29 passo em g, deve-se verificar a geragao correta das
matrizes de "rigidez" e "carga" dos elementos, com auxilio do
item e quando  for o caso.

i - Evitar que a relagdo entre lados para os elementos da malha sg

~ja maior que 2.

-

6.2 - Uma Intérpretagéo Mais Geral para o Conteldo do PrognmmaEEPMOOI

(Sugestoes para Novos Desenvolvimentos).

0 objétivo maior dessa discuss@o & o de mostrar as  poten
c1a11dades deste programa, visando a sua p0331ve1 contrlbulgao no
desenvolv1mento de novos trabalhos. ‘

Multos problemas em Engenharla, com 81gn1flcados flSlCOSln
telramente dlstlntos sao regidos por um mesmo tipo de equagao, mu
dando-se apenas o significado fisico das constantes e variaveis en
volvidas. Exemplificando, o tipo de‘equagéo diferencial parcial re
solyida neste programa ( Equacdo de.Laplace ) € o mesmo que rege, en
tre outros, os seguintes problemas (Ver |3] e |u|, capitulos 10 e

17, respectivamente):

- Transferéncia de Calor por Condugio

— Di$tribuig5o,de Potencial Elétrico

- Distribuigdo de Potencial Magnético

- Filtragao Através de Meios Porosos

- Flexao de Vigas Prismgtiéas

- Lubrificagdo de Mancais o - - R

- Fluxo Irrotacional de Fliuidos Ideais

Em alguns destes problemas e de acordo com o tipo de regi
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_me, a. equagao Laplaceana & mais- completa que (2. 32) . podendo... iser
por exemplo do tlpo '

2 - ' - :
V6 +Ch+Q=0 S (6.D)
e cﬁjo_funcional associado é:

F(o) = - [1, {3 cJﬂ + 3 ;—3#'9 co’- Qo) axdy  (6.2)

_ Neste casb; um procedimento inteiramente anélogo ao ante
riormente exposto para o problema de'torgao,‘deveré ser feito, e
'.atfavés de algumas adaptagoes no Programa DEPM001 (basicamente na
gerac3o de RE), a equagdo (6.1) poderd ser resolvida.

Existem casos ainda mais gerais, onde o tempo também apa
rece como varidvel, por exemplo o problema de conﬁuggo de calor em
regime linear transitério, & regido por: | -

| pe 3T _ Q _ .
V T + X 3% X =0 | : (6ﬂ3)
onde:

k - condutividade té€rmica

P - den31dade

c - calor espec1flco

Ou ainda a equagao de ondas:
2 ‘ 2 : s _

ve=2 2o (6.

Cc? at? .

onde:

C - velocidade de propagagao

¢ - forma da onda

Na solugdo das equagoes (6.3) e (6.4) obtem-se agora -para
cada elemento um conjunto de’ equagoes diferenciais ordinarias de 18

Y-
e 2= ordem respectlvamente. Nestes casos as técnicas de solugao sao
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um pouco mais sofisticadas (Ver |[4| - Capitulos 20 e 21). .

- Ja por exemplo em fegimes estaciondrios e na auséncia ‘de’
‘"eargas™,'a distribuig3o de temperatura- ou pofencial elétrico-  em
uma placa de forma irregular e multiconexa, com valores especifica-
dos nos contornos, & regido por:

V2T = 0 em R - o (6.5)

(1)
T

t; em Ci , 1 = 0,P (contofnés) B : (6.6)

_ Note-se que (I) €& agora um caso particular de problema de
torgao aqui resolvido, onde GB8= 0 e ¢*=T. Bastaria algumas‘simplifi
cagbes neste programa ou seja fazer ( FE = Q ) e introduzir as con
aiQGes de ‘contorno (6.6) nos nodos correspondentes através da sub-
rotina COCON (IN=2, valor especificado nao nulo), depois chamar a
sub-rotina denominada IMB para solugao do sistema de equagoes, ' re
sultando diretamente os valores nodais desejadoé. Vale salientar que
o5 valores assim obtidos,‘usando o -mesmo tipo de elemento, terao pre
cisSes excelentes (equivalentes as obtidas para $*) , requerendo ma
lhas com poucos elementos para obter resultados convergentes aCeité

‘ 0 proprio problema de torgao aqui'proposto, poderia . ser
também facilmente resolvido através ‘dd formulagdo tipo 2.4.2 - Fun
¢S50 %, conjugada de ¥, ou seja:

2 (6.7

‘(II) ' = ']2'-‘ (X2+ yz) em'Ci ,bvi = O,p B ‘v ' (6.8)
Para resolver o problemd (II) bastaria fazer FE=Q e colo
car as condigdes de contorno (6.8) através da sub-rotina COCON

(IN=2, valor especificado n3ao nulo), resolver o sistema através da
IMB e dai: ' ' '

My o= Sp (xop,

-y oxz) dxdy =

rrod- xeo (32X - x ) - yoe 3X - ¢)}axdy
: - 9X - oy ‘
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=68 {//g (x2f3y2) d#dg‘- fJR kg,%§:f§;%§)}dxdy'"7A5-”“’ :(6;9)

J = ffR.(x;+ yz).dxdy - fig GBX 4y | —%) dxdy ‘: o | gg!io)
,e =.2§' . : D R | . (6;11)_
ox% = Go (%§ 2 c?z.= -Go (%é.— o | | (6.12):

N ?. s X oy = / %% 3% | | o | | o (6.13)
, Conhecido o vetor'nddal)(davmalha, resfa subétituir.as in
terpolagoes previstas no método éés relagoes (6.10) a (6.13), co£

forme procedimentos adotados nos capitulos 3 e 4 e o problema esta-

ra resolvido.

6.3 - Alternativa para Problema de Tbrgéo'em Dominios Compostos de
Diferentes Materiais. - ' '

Seja agora um dominio plano multiconexo qualquer, consti
- tuido de n tipos de materiais em n regides distintas . pertencentes

‘a este dominio. A cada uma destas regiSes a equacdo de equilibrio.

-

. e:

V¢ =—2Gj8 na regi&o Rj e R, j = 1,n o (6.14)
~onde:

Gﬁ - & a constante eldstica correspondente a regiao‘Ri
6 - angulo de torgdo da secgdo.

Faz-se agora:

65/C1 = ay 3 = 1,n o (6.15)

onde a regido 1 € escolhida arbitrariamente.
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apenas conforme os valores de a;. Esta € basicamente & Gnica dife

63

‘Substituindo agora'(G{lS)emr(G.lu);'feéulta:'

Vs - 20, GO ‘na regiag~35.e R, J = 1,n . (6.16)

‘Fazendo-se agora a seguinte transformagao de coordenadas:

b = Ciog% - o (6.17)

e substituindo-se em (6.16), temos:

) . % = O .em’CO . g (6.18)
-~ ¢* =k} emc, , i=1,P 8 |

Resolvido o problema (6.18), obtem-se o vetor nodal ¢* do -

dominio. Agora, como:

_ P : o . o
My = 2ff¢dxdy + 2 &  A.¢., substituindo (6.17), vem
. 11 :
. R 1=1 _ S _
. . ) ) ' P . ) ) |
’M't = 2616 {/Sf¢* dxdy+2% A. K*.} - (6.19)
o i 1 . _
, R i=1 _
: : P 2 ;
' R i=1

-Onde J, representa a constante geométrica de rigidez referenciada em

relagdo a regido 1, dai:

. >M-t'.' :
Os valores das tensoOes, ébnSideradas'aé relacdes (6.17) serao:
J38 Loge B8% o o 30 . g gd0% .
O%z = 3y €1 Yy € Oz T T % T Cib3x (6.22)
A gera@&o'das,matrizes de.“rigidez"e'“carga" dos elemen

tos de cada regido com diferente tipo de material, serfo diferentes

renga em relagdo aO'programa-origiﬁal DEPM001 e isto poderé ser fa

cilmente adaptado..
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Apéndice A

Formuldrio dos Requisitos da Téoria.da'Elastiéidadewparaffﬁ

"Andlise Dinamica Tridimensional em Meios Elasticos .Continuos™ =i -

~a - Equagdes de Equilibrio

B0, 3012, Bo1s y o4
0X1 * 90Xz toaxs X1 = 3% & 9)
3 012 3-0’22 9 023 A -_-(_i__ “. o ]
> v, T, R tg v (A.1)
d 013 d 023 3 033 - Q_.
%1 tAx; ¥ 3%, tX =g 4w
b ~ Equagoes de Compatibilidade (Tensoes):
S S _ o 8ijv o o . 8Xi | 3Xj
.. 2 Lo . .
- 810V (pxm)
1-v
i=1,3 3 =1,3 R = (X1, Xz, X3) S - (A.2)
¢ = Condigdes de Contorno:
Op, T 2011 + moay +nors
. . p(l,m,n)
‘°p2'=v2012 + mo22 + n 023 ‘ (A.3)
(J’p3 = 2,0'1? + mc.)'za + N 033
onde: N
(u, v, w) - deslocamentos nas diregdes X1, X, € X3 respectiva-

_ mente. )
(X1, X2 , X3) - forcas de corpo (gravitacionais, inerciais, magné .
ticas) |
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(2, m, n) - co-senos diretores das diregdes x;, X,, X3, res-

pectivamente.

T(xl;vxz, X3) Tdistribuigéo de temperatura.

“E, v, G - constantes elasticas

=5

Gij{—

1
0

se

= se i#j

_DeformaQSes Deslocameptos:
€11 = %ﬁ%,€12 = %;% + gx?’ €13 = %ﬁ% + %ﬁ%
| o (A.4)
DeformagSés'— Tensoes :
-_éai : % |°1?'f v'(02§'+ 03§)| . KT’ cra = 2(1Ev)q12
' ézz = % IGzQ_--V (11 +'63$)| + KT, €13 ‘2(1Ev)§13 ‘(A;s)
€33 = % loss = v (011 + G33)| + KT, €23 = 35;%31023
Tensces - Déformagaes:
g11 = Ae + 26 é11 -aT 012 = G €12
022 Z e 4 26 €22 - a T G13 = G €13 VﬁA.s)
533 = e + 26 e;3 -arcT 023 = 6 623
sendq: e = €11 + €22I+ eéa', e demais‘cohsfantesrglaéioﬁadas em 

4

Sao validas

h.

ainda as seguintes

relagoes:

L)



R

2¢1+vV)

A+G

g - Compatibilidade (Deformagdes) s =~ T
3% €. d%¢- 32%¢ R 3% 3%¢ .
. 12 22 11 rs .. 733, 1
dx1 xy Ax} ax2  ax, X, X ax?
d%¢ 32¢ 32¢ 3%¢ . .3 3e 3 e
23 - 33 + 22 R 3‘3 - ( 23: 13 12)
9X2 9X3 ax§ ' 8x§ X, 9X, dX3 0X; 09X, 90X,
32 ¢ ) Cde 3 d¢e
2 22 - ( + 23 ... 13 + 12)
99Xy axa - 9Xa 9X) 9X2 _‘-3X3
32 ¢ 3 de . e e
2 11 - ( = 23 13 12y
9X2 9X3 9x1 09X 9X2 9X3
- h - Constantes Elasticas:
v — A A= - VE a = (3% + 20) K
’ v2(A+G) (1+v)(1-2v) o
G = E Eizw _

. 68

(A.7)

(A.8)
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Gt 3% 0 %= 28

INTERPRETACGES DAS TENSOES.

—— VALORES NODAIS DE ¢ OBTIDOS PELO METODO

== VALORES REAIS DE ¢

e==ees CONTORNO SOBRE OS VALORES NODAIS

NOTA:

NESTE ANEXO E MOSTRADA UMA VISTA'EM PERSPECTIVA  DAS

SUPERFICIES ¢, §, E VALORES NODAIS PARA O MODELO ELIPTICO -

COM 12 ELEMENTOS —ANEXO 2, DETALHANDO ESPECIALMENTE 0
32 QUADRANTE. ‘ ‘ '
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'MODELO ELIPTICO COM 12 ELEMENTOS

.DETALHAMENTO DAS COORDENADAS NODAIS
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