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RESUMO

Neste trabalho, o método variacional linear é utiliza-
<io para obter a energia do estado fundamental de 2 bosons que in

iteragem por um potencial central. Dois tipos de interação são 
considerados: o poço quadrado em 3 dimensões com repulsão (caro­
ço) , que tem solução analítica e serve como teste para o método 
e o potencial do oscilador harmônico bidimensional com perturba­
ção .

Para o potencial do tipo poço quadrado, que é uma apro 
ximação simples para o potencial de Lennard-Jones e para poten­
ciais nucleares, utiliza-se dois tipos de função de onda tentati 
va para descrever o sistema. A primeira é uma expansão linear em 
termos I de funções não ortogonais e a outra uma expansão em ter­
mos de funções ortogonais. Verifica-se que a base ortogonal é 
mais adequada para o cálculo da energia.

Para o oscilador harmônico com perturbação do tipo axy^ 
(hamiltoniano de Barbanis), a função de onda tentativa é uma ex­
pansão em termos de funções ortonormais. Os resultados obtidos 
estão de acordo com os valores calculados por outros métódos e 
demonstram a validade do método empregado.
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ABSTRACT

In this work, the linear variational method is used to 
obtain the ground state energy of two bosons interacting by a 
central potential. Two types of interaction are considered; the 
three dimensional square well with core, which has analytical 
solution and can be used as a test for the method and the two
dimensional harmonic oscillator potential with perturbation.

For the square well potential, which is a simple aproxi 
mation for the Lennard-Jones potential and for nuclear potentials, 
two types of trial ware functions are used to describe the system. 
The first is a linear expansion in terms of non orthogonal functions 
and the second is an expansion in terms of or orthogonal functions. 
It is verified that the orthogonal basis set is more suitable to 
calculate the energy.'

For the harmonic oscillator with a perturbation of the 
form OL X y^ (Barbanis hamiltonian) the trial ware function is an 
expansion in terms of orthonormal functions. The results obtained 
are in agreement with the values calculated by other methods and 
demonstrate the validity of method.
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rn0 método variacional linear^ , entre outros métodos co­
nhecidos, permite que se obtenha uma energia aproximada para o es 
tado fundamental de um determinado sistema que não tenha solução 
analítica facilmente encontrável; obtém-se também uma expressão

N.

aproximada para a função de onda do sistema (a função variação) no 
seu estado fundamental. Neste trabalho este método é aplicado a 
dois sistemas em particular; p primeiro sistema estudado-é o de 2 
bósons que interagem através de um potencial tipo poço quadrado 
com repulsão (caroço rígido) e o segundo é o de 2 bósons que in 
teragem através do potencial de.B a r b a n i s .

0 Capítulo I trata do embasamento teórico sobre o méto­
do variacional e, em particular, sobre o método variacional li­
near, apresentando, também, exemplos da aplicação deste método. 
O programa utilizado no processo de diagonalização das matrizes 
calculadas é o programa originalmente escrito por Franklin Pros­
ser.

No Capítulo II, o método variacional linear é aplicado 
ao sistema de 2 bósons que interagem através de um potencial tipo 
poço quadrado tridimensional com repulsão; para este sistema, duas 
funções variação são utilizadas; a primeira é .uma combinação li­
near em termos de uma base não ortonormal e a segunda é uma combi­
nação linear em termos de uma base ortonormal. Tal sistema, com as 
funções variação escolhidas, é estudado, em 19 lugar, como um tes­
te para o método,escolhido e, em 29 lugar, para se verificar a con 
veniéncia ou não da utilização de uma base não ortonormal na expan 
são que compõe a função variação.

O segundo sistema, tratado no Capítulo III, é o de 2

INTRODUÇÃO



bósons interagindo através de um potencial de Barbanis bidimen­
sional. Inicialmente analisa-se o caso em que este potencial apre 
senta uma isotropia quanto às freqüências de oscilação nas duas 
direções de movimento = ky = k) : é o chamado potencial de 
Barbanis isotrôpico; o caso em que ocorre anisotropia nas fre­
qüências de oscilação (k^ i , aqui denominado potencial de 
Barbanis anisotrôpico, é também anâlisado, e os resultados obti­
dos, energia do estado fundamental e dos primeiros estados exci­
tados, para os dois casos, isotrôpico e anisotrôpico, são apre - 
sentados e, quando possível, comparados com valores encontrados 
na literatura. A análise deste potencial é importante por sua

r 2 1aplicação em física molecular .
Por fim, nas conclusões, é feita uma análise mais apro 

fundada dos resultados obtidos, salientando-se a importância da 
escolha de uma base ortonormal para compor a função variação es­
colhida, o que fornecerá resultados mais precisos no cálculo da 
energia. Algumas aplicações do trabalho realizado são apresenta­
das.



I - MÉTODO VARIACIONAL LINEAR

1 - MÉTODO VARIACIONAL

Um sistema conservativo, que possui um hamiltoniano
H(p,q) independente do tempo, é descrito pela equação de Schrõ-

1

dinger;

- ~  V * ( q )  + v(q) (q) = e„'F_ (q) / (I.DZm n n XI 11

onde é a função de onda que representa o n-ésimo estado
quântico estacionário do sistema e é a energia deste estado.
A função de onda deve ser contínua, finita e ter valor
único através do espaço de configuração do sistema, além de re­
fletir as propriedades de simetria do hamiltoniano do sistema.

A energia e^, na eq. (I-l), pode ser obtida pela rela
ção; }

M , H 'F (q) dT
En = — 7 --------\(q) dT

sendo o conjugado de e a integração tomada sobre to
do O; espaço.

Há muitas situações físicas nas quais o cálculo exato 
da função de onda que representa um determinado sistema quânti- ' 
CO-é muitb complicado. Como a energia é uma grandeza física de 
grande interesse, a dificuldade em encontrar seu valor deixa 
uma grande lacuna na caracterização de sistemas quânticos que 
nãó permitem o cálculo analítico das funções de onda que os de£* 
crevem. 0 método variaciojial, entre outros, métodos conhecidos, 
permite que se.calcule um valor aproximado para a energia de



tais sistemas quânticos, utilizando no lugar da função de onda 
exata, uma função tentativa ^(q), também denominada função va­
riação, que satisfaça às condições mencionadas no início deste 
capítulo (condições pará uma função de onda estacionária); ser 
contínua, finita e de valor único através do espaço de configu­
ração do sistema, e refletir as propriedades de simetria do 
hamiltoniano do sistema, sendo no mais completamente arbitrária.

O valor médio do hamiltoniano (eq. (1-2)) pode ser 
calculado utilizando-se a função tentativa #(q), obtendo-se 
uma energia tentativa E^;

E = ».. (1.3)
^ /$*(q) $(q) dx

Se $(q) é uma função tentativa que representa, aproximadamente, 
o n-ésimo estado quântico do sistema em consideração, então a 
energia calculada através da eq. (1.3) é um limite para a ener­
gia calculada em (1 .2).^^^

Considere-se um sistema quântico, com hamiltoniano 
H(p,q), que tem soluções dadas pelo conjunto de equações

H V^(q) = Ej^V^(q) . (1.4)

Como o conjunto das funções v^(q), isto é, {v^(q), i = 1,2,... ,N}, 
forma um conjunto completo, podemos expandir a função tente=tiva 
em termos desta base^^^*

com
E c*c^ = 1 . (I.5b)

Substituindo, na eq." (1.3), a expressão para ^(q) , e



lembrando que ív^(q), i = 1,2,..., N> é um conjunto completo 
ortonormal, chega-se ã expressão;

E. = E c*c. f v*(q) H V (q) dT = Z c*c. e / . (I. t i^j 1 : 1 3 ^ 1 1 1 6 )

Subtraindo, em ambos os lados de (1.6), a energia do 
estado fundamental e^, chega-se à expressão:

Como a energia do i-ésimo estado do sistema, é maior ou
igual a e^, e as quantidades c^c^ são todas positivas ou nulas, 
conclui-se que:

E^ ÿ . (1.8)

Portanto, E^ é um limite superior para a energia do estado fun­
damental do sistema.

Escolhendo-se várias funções variação

$3_/ ^2' ••

e calculando-se as correspondentes energias

^It' ^2t' ^3t' •••

através da eq. (1.3), cada uma del~ts será um limite superior pa 
ra a energia e^, sendo que a menor delas será a mais próxima de

S'
Se as funções variação ^2 ' diferem entre

si apenas por terem valores diferentes de um parâmetro, isto é,
= í>(Aj), estes parâmetros são denominados parâmetros variacio 

nais e, a fim de se èncontrar a melhor forma para a função va-‘
...  _ ' „ ■riação, pode-se minimizar a energia em relação a X. (-̂r—  = 0 ); a

J j



melhor função variação levará ao valor mais próximo de Quan 
to mais flexível for a forma desta função variação, isto é, quan 
to maior o número de parâmetros variacionais nela contidos, e 
quanto mais criteriosa for sua escolha, mais próximo se chegará 
do valor exato e^.

Calculada a energia através de funções tentativas 
de formas diferentes, e sendo esta próxima da energia e^, deve- 
~se ter cuidado em escolher qual a função variação $(q) que
mais se aproxima da função de onda verdadeira do sistema, visto 
que nem sempre a função de onda que dá o valor de mais próxi 
mo de Eq será a função de onda que dará o melhor resultado no 
cálculo de outras grandezas físicas, como se pode ver no exem­
plo do cálculo variacional aplicado ao estado fundamental do 
átomo de hidrogênio ̂  ̂̂ .

2 •- EXEMPLOS

2.1 - Ãtomo de Hidrogénio

Aplicando-se o método variacional para o cálculo da 
energia do estado fundamental do átomo de hidrogénio, cujo ha­
miltoniano é dado p o r : r

> . ■

„ . . . í l v “' - ê 1 , (I.9a) '2y r

e com uma função variação do tipo:

-3/2
* = %  - (I.9b).

onde; p é a massa reduzida do sistema,



fi = h/2ïï é a constante de Planck dividida por 2 tt ,
r é a distância entre o elétron e o núcleo,
a = = raio da menor órbita no átomo de hidrogénio,
o Pe2

^o
( Z = 1, para o átomo de I-îidrogênio)

chega-se à equação;

E = -E -2---- âi------ -̂------------ - (I.IO)°° I 2/ |u| dp

onde E„ = —  = 13,530 eV^^
^ 2**

Limitando o estudo para estados - s (5, = m = 0 ->• esta­
do fundamental) e calculando os valores estacionários da ener­
gia para cinco funções variação diferentes:

- X p „ _Uĵ  = pe que, para A = 1 , e a funçao de onda exata),

U2 = Pe"^P' , (I.ll)

u, = p e ,

, _Xp’ u^ = p e

cujas formas estão representadas na figura (I.l), chega-se aos
%valores contidos na tabela (1.1). Observa-se, nitidamente, que 

está mais próximo do valor real, Ê j, quando utilizamos a fun 
ção u^. A função u^, embora forneça um razoável valor para 
no cálculo de ela diverge completamente, o que já não
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ocorre se uso é feito, para tal fim, da função u^. A função U2 
fornece um resultado mais satisfatório do que u^ para o 'cálculo 
de e de <r>^. A função u^ fornece um mau resultado tanto pa­
ra E^ como para <r>^. A razão (E^ - £Q)/(e]^ - £q) é uma boa me­
dida do erro envolvido no cálculo variacional da energia do es­
tado fundamental. 0 melhor resultado é aquele apresentado por 
u^, logo seguida de U2 ; os piores resultados estão êm u^ è u^ 
devido ao comportamento na origem ser proporcional a .

2.2 - Atomo de Hélio

Utilizando, como função variação, a função de onda de
' . ..[3]ordem zero para atomos hidrogenoides de carga nuclear Z'e •

,3 -z'P, -Z'P
$ = il, ip = e e . , (1 .12).

■■ !onde !z', o número atômico efetivo, é o parâmetro variacional e 
sabendo-se que o hamiltoniano do sistema é:

2m J-  ̂ r-ĵ r2 12

com; Z = número atômico,
i . ■ ' r^2 = distância relativa entre os elétrons,

e e ^2 satisfazendo à equação do tipo;
f

- = Z ' —  - Z ' "e „ , (1.14)2m r H

para E „  definido como na seção 2.1, chega-se ã expressão;
t • ' ■

E^ = -2Z'=Ejj + -2 (Z '  - Z )E-  / $ *  (-—  + -^) $ dT  +
1 2



/ $* ë1  $ dT , (1.15)
o

^12 ^1 ^2 sendo que p = —  , P, = —  , P9 = F" ® = — T Sq ^o  ̂ ^o ° me^

A primeira integral dá, como resultado, 4Z'Ejj (ver 
apêndice A  ) e a segunda resulta em -|-Z'Ejj (ver apêndice A ). 
Substituindo-se estes valores em (1-15), e minimizando em rela­
ção a Z ' ;

E. = [2Z'= + 4z' - 4ZZ'] E„ , (1.16)u 4 "

3E
^ = 4Z '  + -7 - 4Z = 0 , (1.17)3Z' 4

O que dá como valor de Z ':

Z' =  Z - —  , (1.18)16

resultando ;

3 - MÉTODO VARIACIONAL LINEAR

O método variacional linear caracteriza-se por ter, 
como função variação, uma combinação linear de N funções conhe- 
cidas^^^, isto é:

N .
ĉ (|)̂  = ĉ 4)̂  + + ... + ĉ<})jj .. (1.19)
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Agora, os parâmetros variacionais são os coeficientes c^, além 
de outros parâmetros que podem estar incluídos nas próprias <{). .

I  . X

Deve-se, então, determinar estes coeficientes, c^ ,C2 , . .. ,ĉ ,̂ de 
tal forma a fornecerem o menor valor para e, portanto, o va­
lor mais próximo da energia do estado fundamental do sistema re 
presentado por $. Novamente, a escolha do conjunto base,
i = 1 ,2 ,...,n}, é completamente arbitrária, desde que suas fun- 
ções satisfaçam as condições de serem contínuas, de valor único 
e finitas pm todo o espaço de configuração do sistema, além de 
refletirem as propriedades de simetria do hamiltoniano do siste 
ma.

Substituindo-se, então, a eq. (1-19) na eq. (1.3), ob
tém-se;

E c*c. / <í>* H <(,. d-r
= ^______I____

E c*c. / dx1 : X j ^

(1.20)

H. . = / <í)* H (j,. dx

Aij = / dx ,

(I.21a)

(I.21b)

a eqi (1 .20) toma a forma

: ̂  , î̂ ĵ «ij 
ÍE. = ---- ---- 1
■ N

Z c*c . A . ■ 
i,j=l

(1.22)

Para quedos ĉ ŝ que tornam E^ mínimo sejam encontrados, a eq.“ 
(1.22) dcvc ser diferenciada com respeito a cada c, . Lembrando 

que = 0 e-condição de mínimo e fixando um dos i = k, che-Sck
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ga-se a expressão:

Cj ~ ^kj = 0 , k - 1,2/ ... ,N , (1.23)

que fornece um conjunto de N equações lineares homogêneas com 
N variáveis independentes c^^,C2/ . .. ̂ • Para que (1.23) , tenha 
solução diferente da trivial, é necessário que o determinante 
dos coeficientes se anule. Obtém-se assim a equação secular:

«11 ■- ^ll \

«NI - "̂ Nl̂ l

«12 "  ^12^t • • •  «IN 

«22 “ ^22®t • •*  «2N - ''2N^t

«N2 ■ ^N2^t ••• «NN ■ ^Nn \

= 0 ,

(1.24)

que, ao ser resolvida, fornece os valores da energia. A menor 
raiz é o limite superior de e^. Substituindo-se a menor
raiz de (1.24), nas equações em (I.23), resolve-se este sistema

; 1em tdrmos do coeficiente ĉ ,̂ que pode ser usado como fator de nor­
malização: o resultado desta substituição é a função variação 

correspondente a As demais raízes E^^,E2^f... são
os limites superiores para , £2 / •. • 1 ^ ^ ^ *  Quanto maior o núme­
ro de funções no conjunto base, isto é, quanto maior N, mais 
preciso será o resultado.

No caso em que o conjunto base possui somente uma fun 
ção, a equação secular tem a forma:

H - A E = 0 , (1.25)

que é a mesma equação (1.3). Na equação acima, H e A são aque- 
les definidos em (1 .21).

Quando o conjunto base é'composto por N funções orto- 
normaiSf a equáção secular tem a forma:
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«11 -

H21

«NI

H12

H.N2

H13
H23

H,N3

HIN
H2N

•• «NN"®t

= 0 (1.26)

Neste caso, somente os termos da diagonal principal, isto- é,
1 ^  somente para i = j, terão o termo referente ã ortonormalizaçao,

já que

e, assim, os valores da energia são obtidos pela diagonalização 
da matriz H na base <{>:

‘It

0 '2t

0

0

0

0

^Nt

= T”^HT , (1.27).

onde T é a matriz que diagonaliza H'[5]
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FIG. I.l - FORMA DAS FUNÇÕES VARIACIONAIS PARA O ÂTOMO DE HI 
DROGÊNIO NO ESTADO FUNDAMENTAL.



U(p) I
14

u, = 2pe-P

• X-- X---X— 4 9 TT= ----=—  pe

= 9 /"2— :—  P^e
3
2'

u. =

U5 = 512 -Ap =
4 9 'iT /”21 ir

p'' e
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TAB. I.l - CÁLCULO VARIACIONAL DE PROPRIEDADES DO ESTADO FUNDA 
MENTAL DO ÃTOMO DE HIDROGÊNIO.
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^1 ^̂ 2 ^3 " 4 ^5

u ( X , p ) pe“ ^P pe ^ p^e-^P
P

X"+p"

p^e ^

1

1 / tT 3 TT 3

, 4X^ 4 (2 X) 3 /2 4 X5
4X 8 ( 2 X ) ^ / 2

^min
1

8
9 it

3

2
2L
4

32

49-nr

^ t -^H
- 0 ,85  Ejj -0 , 75Ejj - 0 ,81  Ejj - 0 ,06  Ejj

\  - ^o

e, _  e
1 o

0 0 , 2 0 0 , 3 3 0 , 2 5 1 , 2 5

■ 4 .

l , 5 a ^ 0 , 8 0 a ^ l , 6 6 a ^ 00 3 , 6 2 a ^

EX

E h

X̂  - 2X 3 X - 4 / ^ X
3

ir - 8X 

2 ttX2

7X 8 / 2X '

3 3 ^

*N^ = dx
' ■ - ■ ' fi

<r> = Ĥ dx  ̂ X = À .
¥ dx inin

e ’> energias do estado fundamental e do primeiro estado
•  ^excitado, respectivamente.

: I
u{l,p) = p e” P ->■ função de onda exata para o estado fundamen - 

' t tal.
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II - POTENCIAL TIPO POÇO QUADRADO

1 - INTRODUÇÃO■

A interação entre dois bosons idênticos através de um 
potencial central do tipo poço quadrado com caroço é estudada, 
utilizando-se como função tentativa dois tipos de funções; a 
primeira é a expansão em termos de uma base não ortonormal e a 
segunda unia expansão em termos de xima base ortonormal.

A solução de problemas que envolvam partículas que in 
teragera através de um potencial deste tipo pode ser encontrada 
resolvendo-se a equação de Schrödinger;

(II.l)

onde;

V(r) = d  -o 

0 ,

-V^, a < r < a + r^ , (II.2)

sendo r a distância entre as duas partículas, r^ o alcance do 
potencial e cr seu caroço rígido (ver figura II.l); y é a massa 
reduzida do sistema e é o laplaciano em r. A equação (II.l)
pode ser resolvida analiticamente^  ̂ dando como resultado pa- 
ra a energia a equação transcedental;

/
8 ra r" o

— I
E =. /

SmrJ,
E-V

r.
que pode'ser resolvida graficamente.

o cotg /
8 ra r" ___ o E-Vo

(II.3)

A utilização do método variacional linear na résolu-
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ção deste problema, que tem solução analítica conhecida, tem co 
mo objetivo testar a convergência para o valor mínimo dãT ener­
gia Wriacional quando obtida através de diferentes funções ten 
tativas. Particularmente, testa-se a maior conveniência na uti­
lização de uma função de onda tentativa, que é uma expansão em 
termos de um conjunto completo de funções ortonormais, quando 
comparada com uma função de onda tentativa que é uma expansão 
em tetmos de um conjunto completo de funções não ortonormais.

2 - FUNÇÕES UTILIZADAS

Para o hamiltoniano do tipo

H = + V(r) , (II.4)

com V(r) sendo aquele definido em (II.2), procura-se uma
composta de funções que reflitam a simetria do problema, 

i ■ 
é, uiria função de r tal que:

base
isto

Fazendo-se as mudanças de. variáveis:

r' = $(r' )y = - ' ■ / (II.5)

sendo X um parâmetro variacional, o potencial em (II.2) toma a 
forma : ’

V(r') == <

r' = 0

-Vo, 0 <r- < ± (II.6)



19

e a equação de Schrödinger podendo então ser reescrita como [ ]

1 - -f- t(r')= f í(r'),
•rr* S  ̂ Br' *

( I I . 7)

8y V r"
com S = — ;----  , tendo solução dada por:

TT h

(II.8)

sendo 3 ’s | ^ -  1

A equação matricial a ser resolvida é (eq. 1 .23) :

_ _ E = 0 ,
nrri

(II.9)

onde; H
nm

/  (r) H lí^ (̂r) dT

N
nm

’i'm(r) dx ,

sendo que as funções funções que compõem o conjun
to base escolhido, é a intensidade do potencial, H o hamilto 
niano do problema e E a energia a ser determinada.

i . A primeira função de onda tentativa é uma expansão
I

em termos de uma base composta de funções não ortonormais. Após 
algumas análises de convergência para o valor mínimo da energia, ' 
utilizando-se várias funções tentativa tais como;

N ,2n-l -r'"

N
'i'p(r) -  E a^ 

■ n=l
«2 n-1 -r I 2

Xr
e
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N -Xr^
'}'3 (r) = E — -—  e , (11.10)

n=o

N r’" -’"'1
í ® ' 

n=i

r-nN r, 1
= „=1 "n r V  . '

onde r' = ~ e ^l “ '-£~~  / escolheu-se a função 4'̂ (r) co-
o o

mo função variação deste problema;

N ^.2n-l ='F(r) = «f̂ (r) = E = E —
n n=l

(11.11)

Para a função variação dada acima, os elementos matri
ciais são:

1- (n+m)
< nlB m > ------ —  4 { [2 (n+m) - 1] ! !.

X^Vs 2

- 2 (4m-l) [2 (n+m)-3] ! i + 4 (2m-l) (2m-2) [2 (n+m) - 5] ! ! } - 

e^^^ n+m-1 [2(n+m) - 3] ! I _______
^ ^ n-1 >2(n+m)-2p-l p-iP--̂   ̂ 4- [2 (n+m) - 2p-l] ! !

[2 (n+m) -3]!! R  / T  [2 (n+m) - 3] ! 1 E

(11.12)

onde erf (— ) é a função erro de -j- (ver apêndices D e B) .

A segunda função de onda escolhida foi uma .. expansão 
em termos de uma base formada por um conjunto completo de fun­
ções ortonormais; no caso, escolheu-se como base as funções de 
onda que são autofunções do oscilador harmônico simples tridi -
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mensional isotrópico, com momentum angular zero. Assim sendo,
'F (r) tem a forma; n ,

_ r' =

onde: N., , = [--- — 4 ------] ,
A  2'"*l(2n+D!

«2n+l^^'^ é o polinómio de Hermite de ordem (2n+l) e 
r ' é  o definido em (II. 5)

Deye-se atentar para o fato de que o parâmetro variacional, X, 
encontra-se também dentro dos (r') .

Os elementos que compõem a matriz a ser diagonalizada 
têm a forma (para a função variação dada em (11.13));

< njBjm > = — ?—  [ (2n+l) - /  (n+1) (n + 2)' ô „ „ ,
X"TT=S-

- / n  („-!)■ dr'

1
1 2com A = [— —------- ] (ver apendice D)n yíp 2n-lnj

A integral contida em (11-12),

E^(r')E^(r') e dr' , (11.15)
o

com n e m impares, tem como solução a expressão (ver apêndice D) ;
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- m -l/x' ^ -l/x'
{ - 2"'ml H ^ _ ^ _ , ( l /X )  e - H ^ _ .^ , ( l /X )  H ^ _ , ( l /X )  e )

i-1 ml(2 ---- :--- )} , para n > m (Il.lSa)
(m-i+1)!

i-1 nl(2 -------- )} , para n = m. (11.15b)
(n-i+1)I

Para o cálculo do parâmetro variacional procedeu-se 
da seguinte maneira: através da eq. (II. 9) chegou-se ã expres - 
são de B (matri:: a ser diagonalizada) para uma base composta de 
uma única função; de' posse desta expressão, minimizou-se esta 
em relação ao parâmetro variacional X. 0 processo de minimiza - 
ção foi completado com a utilização do método iterativo de New­
ton para solução de um conjunto de N equações não lineares^  ̂^•

3 - RESÜLTADOS OBTIDOS

Os resultados encontrados pela aplicação do método va 
riacional linear, com as funções de onda explicitadas em (11.11) 
e (11.13), são apresentados nas tabelas (II.1) e (II.2), respec 
tivamente.

%

A ocorrência de dependência linear no conjunto base é 
entendida como sendo devida ã superposição das funções de onda 
que o compõem. No caso em que o conjunto base é composto de
funções não ortonormais, a ocorrência de dependência linear já
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com 7 funções impede a obtenção de valores mais precisos (ver 
tabela (II.l)); no caso em que a base é composta por funções or 
tonormais (ver tabela (II.2)), não ocorre dependência linear no 
conjunto base, o que faz com que os resultados obtidos estejam 
bem mais próximos do valor exato.

Outro aspecto que evidencia o fato de a base ortonor­
mal apresentar melhores resultados é o de convergência mais len 
ta para zero dos coeficientes a^, que aparecem nas equações
(11.11) e (11.13), ã medida que n aumenta. Os coeficientes a^

I

estão listados na tabela (II.3) para os primeiros valores de n.
EValores de —  foram calculados para diferentes valo - 
^o

res de S, quais sejam:

S = 1 sistema não ligado
S = 2 -*■ sistema fracamente ligado
S = 4 -> sistema fracamente ligado.
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FIG. II.1 - POTENCIAL TIPO POÇO QUADRADO COM CAROÇO RÍGIDO.
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TAB. II.1 - ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL DE UM SISTEMA DE 2 
BÓSONS QUE INTERAGEM ATRAVÉS DE UM POTENCIAL TI­
PO POÇO QUADRADO COM REPULSÃO, USANDO FUNÇÕES 
NÃO ORTOGONAIS NO CONJUNTO .BASE..
{ X = 1/1464) VALORES EXATOS:

E /V ^  = - 0 , 1 8 1 0 5 , para S = 2 
E/Vq = - 0 ,4 5 7 5 ,  para S = 4
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N* S** E/y ***

5 2 -0,17554
6 2 -0,17882
7 2 DEP. LINEAR
5 4 -0,45139
6 4 -0,45310
5 1 0,09091
6 1 0,07122

*N = n9 de.funções no conjunto base
8m

**S - ---- 2;^ •

***E/y ^ = energia do estado fundamental
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TAB. II.2 - ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL DE UM SISTEMA DE 2 
BÓSONS'QUE INTERAGEM ATRAVÉS DE UM POTENCIAL TI­
PO POÇO QUADRADO COM REPULSÃO, USANDO 'FUNÇÕES 
ORTONORMAIS NO CONJUNTO BASE.
.( X = 0,81072) VALORES EXATOS:

E/V^ = -0,18105^^^, para S = 2 
E/V^ = -0,4575, para S = 4
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N* S** E/Vq ***

5 2 -0,17554
6 2 -0,17883
7 2 -0,17894

10 2 -0,18010
15 2 -0,18060
5 4 -0,45142
6 4 -0,45313
5 1 0,09089
6 1 0,07125

*N n9 de funções no conjunto base.

8m y
**s 2«2 .•n fi

***E/^ = energia do estado fundamental,o
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TAB. II.3 - COEFICIENTES DAS FUNÇÕES QUE COMPÕEM A FUNÇÃO DE 
ONDA 'F DO ESTADO FUNDAMENTAL DO SISTEMA DE 2 BÓ­
SONS INTERAGINDO ATRAVÉS DO POTENCIAL TIPO POÇO 
QUADRADO COM CAROÇO RÍGIDO, PARA 6 E 7 FUNÇÕES
NO CONJUNTO BASE (a E b , RESPECTIVAMENTE); ajn n n

3 be b RÈLACIONAM-SE COM A BASE ORTONORMAL E a e n n
b^ DIZEM RESPEITO Ã BASE NÃO ORTONORMAL. n
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III - POTENCIAL TIPO BARBANIS

1 - INTRODUÇÃO

0 potencial tipo oscilador harmônico com perturbação 
do tipo o( X (hamiltoniano de Barbanis) é de grande interesse 

no campo do estudo molecular, visto que uma molécula pode ser 
tratada como um conjunto de osciladores acoplados, e este poten 
ciai leva em conta o caráter anarmônico apresentado por estes 

osciladores.
A interação entre dois bósons idênticos através deste 

tipo de potencial é estudada. 0 hamiltoniano que representa tal . 
sistema, no caso bidimensional, pode ser dividido em duas par­
tes:

H = + Hp , (III.1)

onde

H = lü + ^  + k k ̂  (III.2)o 2P 2M X 2 y 2

Hp = - a x . (III.3)
r

A equação (III.2) refere-se a um sistema que apresenta anisotro , 

pia em sua harmonicidade; o caso em que = k é também
estudado, sendo tal sistema, portanto, caracterizado por uma 
harmonicidade isotrópica.

A energia do estado fundamental destes dois sistemas, 
com momentum angular nulo, é calculada e, quando possível, com- 
párada com valores da literatura.
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2 - FUNÇÕES UTILIZADAS

O hamiltoniano isotrôpico bidimensional de Barbanis é 

dado pela expressão;

H = -^ + ^  + 2 + y") - a X y" , (III.4)

onde o termo a x ŷ  expressa o acoplamento entre os osciladores 
e a é a constante de acoplamento. A variável p é a massa reduz_i 
da do sistema.

A função variação utilizada para o cálculo da energia 
do estado fundamental do sistema é uma expansão linear em ter - 
mos de uma base que forma um conjunto completo de funções orto­
normais, visto já se ter comprovada (ver seção II.3) que este /
tipo de base fornece resultados mais precisos; as funções compo 
nentes desta base, no caso do hamiltoniano contido na eq. (III. 4), 

são as funções do oscilador harmônico bidimensional isotrôpico:

f(x,y) = E »nm "n”m ® , (III.5)n,m

. 1 / 4
onde H é o polihômio de Hermite de ordem n e 3 = [— ] n fi ̂

A expressão para os elementos que compõem 'a matriz a 
ser diagonalizada (B):

- B  = H - E ô ô , (III.6)qp,mn qp,mn q ,m . '

é da forma
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< ,qp| B] mn > = -hwdn+n+l) 

3/2
a r

2yw 

+ (2m+l)6

{ [ /

q,m-‘ X y~n „ T +  6 -  jp,n-i p,n+±-^ } - E 6 6q,m p,n
(III.7)

onde ü) =

No caso que se refere ao hamiltoniano não isotrõpico 

bidimensional de Barbanis:

Pv Py X ̂ y ̂ 2H = —  + ~ +  k —  + k  —  - axy , 2y 2y X 2 y 2 ' (III.8)

a expressão para os elementos matriciais torna-se 
ce C) :

(ver apêndi

< qp |b  mn > = ti [{n+— ) w + (m-t-̂ ) w ] 6 6

q f2m+l 6 5 + 2m+l / 2 (n+1) ' ̂

6 + ^ m(m-l)' ySi? g
p,n+l

+ /m(m-l)‘ y 2(n+l) '
0) (X) ô 6 q,m-2 p,n+l

/ (m+1) (m+2)'
(jj

2n
"qfi^+2"p,n-l

+ (m+1) (m+2)' / 2 (n+1) 'g
C0__ 0)„ ô } ü)̂  q,m+2 p,n+l

-  E ô 6q,m p,n , (III.9)

com to = x 0) = 
y

k^
y
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A função variação utilizada, neste caso, é dada pela

expressão;

R —  - e ^“^x 2 2
T(x,y) = E a H^(8 y) , (III.10)

n,m

gk 1/4 nk 1/4
sendo 3 , = [---] e ß „ = [— 1̂

. 2

3 - RESULTADOS OBTIDOS

Os resultados encontrados para a energia do estado 
fundamental dos sistemas de Barbanis expressos pelos hamiltonia 
nos contidos nas equações (III.4) e (III.8) são apresentados nas 
tabelas (III.l) e (III.2), respectivamente.

Os yalores que compõem'a tabela ( I I I . l )  foram obtidos
"i

escolhendo-se;

' i '
y = íi = l , a = 0 >  1 e w = l  ;

aqueles contidos na tabela (III.2) foram obtidos escolhendo-se 

y: = ft = 1 , a = 0,08 , = 1,264911 e w = 0,948683 , .

Os valores encontrados para E^, a energia do estado fundamental,
r 8 ] 'concordam com os valores apresentados na literatura ; valo­

res para estados excitados do sistema de Barbanis são, também,' 

calculados e comparados com a literatura existente (ver tabelas
(111.4) e ( I I I .5)). •

/
0 cálculo de E^ para outros valores de o( são apresen­

tados na tabela ( I I I . l ) .
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A tabela (III. 1) mostra a àlteração pouco expressiva
nos valores de E quando se muda o valor de a para (-a), para l ^
valores pequenos da constante de acoplamento, o que já não ocor 
re quando estes valores aumentam. Pequenos valores de oCcorres­
pondem a uma perturbação pequena no hamiltoniano, o que nos le­
va a pensar em tratar este problema pela teoria de perturba­
ção^ 4/9]^ Supondo que a correção em la ordem na função de on- 

!
da é do tipo:

'̂ (1) = F , (III.11)

_  2L'_ z!
1 2 2

onde = ——  e e F = F(x,y),e sabendo-se que a fun-° /ír
~ r 4 1çao em (III.11) deve satisfazer a equaçao^ ;

(Ho - ê ) = (E^^^ - Hp) , (III.12)

com = energia do estado fundamental do oscilador harmônico
; não perturbado.
•Hp. é o definido na equação (III. 3) e

E^^^ é a.correção em 1? ordem na energia do sistema de Bar 
banis,

chega-se ã seguinte expressão para E :
i ■ , '

E^^^ = / d x d y  . (III.13) ,

As expressões para a correção em 2? e 3^ ordem para -a energia

são obtidas de maneira análoga ã obtenção da equação (III.13), 
e são expressas por:

E^^^ = / - E^^h F d x d y  (III. 14)



37

= / F - E^^M ip^Fdxdy. (III.15)

Substituindo (III.11) em (III.12) chega-se à equação:

V.(r^ VF) = 2,J;̂ (Hp - ilĴ ; (III.16)

supondo-se que F(x,y) tem a forma:

F(x,y) = a X + b X ,

onde a e b são constantes, e substituindo em (III-16) obtém-se 

os seguintes resultados:

a = b = - - ,3

E<1> = 0 ,■

e ' 2 ' = - A . c= e 
24

e'3> = o

os quais explicam o fato de o sinal de a, para valores pequenos 
da constante de acoplamento, não alterar os valores calculados . 
de E^ (a energia do estado fundamental): as correções de ordem 
ímpar ã energia do estado fundamental são nulas, enquanto que a 
correção de 2^ ordem depende de , que,■ evidentemente, indepen 
de do sinal de a .

A tabela (III. 3) apresenta os valores dos coeficien­

tes a^^ contidos nas equações (III.5) e (III.10).
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TAB. III.l - ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL DO SISTEMA DE BAR 
BANIS ISOTRÓPICO (ii = y o) = 1) (kĵ  = ky = k ) .
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N* ot** E***

6 0,100 0,99791
18 0,100 0,99788

30 0,100 0,99785

40 0,100 . 0,99784

49 0,100 0,99780

40 -0,100 0,99789

40 0,200 -1,02846

40 -0,200 0,99122

40 0,300 -5,51296

40 -0,300 0,97883

40 , 0,400 -10,09628

40 -0,400 0,95666

40 0,500 -14,71291

40 -0,500 0,14611

40 1,000 -37,93200

40 -1,000 -8,80921

*N = n9 de funções no conjunto base.
**oC= constante de acoplamento.
***E^ = energia variacional do estado fundamental,
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TAB. Ill .2 - ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL DO SISTEMA DE BAR
BANIS ANÍSOTRÕPICO (ft = y = 1; w = 1,264911;

= 0 ,948683) (k^ ^ ky) .
VALOR ENCONTRADO NA L I T E P A T U R A : E^ = 1,10 58 :
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N* a**

6 0,080 1,10624

18 ' 0,080 1,10579

30 0,080 1,10578

42 0,080 1,10578.

49 0,080 1,10578

*N = nÇ de funções no conjunto base.

**'a = constante, de acoplamento.

***E^ = energia variacional do estado fundamental,
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TAB. III.3 - COEFICIENTES DAS FUNÇÕES QUE COMPÕEM AS FUNÇÕES 
DE ONDA '1' DO ESTADO FUNDAMENTAL DOS SISTEMAS DE 
BARBANIS ISOTRÕ.PICO (â ) E ANÍSOTRÕPICO ' (â ) , PA 
RA 9 FUNÇÕES NO CONJUNTO BASE.
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n a^(a = 0,1) a^(a = 0,08)

1 0,99922 0,99971
2 0,03557 0,02102

3 0,00155 0,00058

4 0,00141 0,00075

5 0,00077 0,00035

6 0,00048 0,00021

7 0,00250 0,00129

8 0,01703 0,01198

9 0,00169 0,00076
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TAB. III. 4 - ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL E DOS ESTADOS EX­
CITADOS DO SISTEMA DE BARBANIS ISOTRÕPICO, COM 
49 FUNÇÕES NA BASE (a = 0,100; -ft = y = w = 1).



45

n9 <  ■ nÇ (continuação)

01 0,99780 26 7,05919
02 1,65347 27 7,28164
03 1,99540 28 7,29834
04 1,99870 29 7,63739
05 2,84794 30 7,87801
06 2,98614 31 7,99940
07 3,05588 32 8,09071
08 3,71791 33 8,32327
09 3,96022. 34 8,40376
10 4,06725 35 8,74763
11 4,09378 36 8,97425
12 4,69417 37 ■ 9,12815
13 4^94951 38 9.,40634
14 5,04248 39 9,47002
15 5,11782 40 9,85635
16 5,20012 41 10,22151
17 5,69046 42 10 ,28489
18 5,93870 43 lO',57375
19 6,00053 4 4 10,98438
20 6,13869 45 11,38840
21 6,21136 46 11,56489
22 6,46989 47 12,05290
23 6,73881 48 12,82968
24 6,93359 49 14,01943
25 7,01020
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TAB. III.5 - ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL E DOS ESTADOS EX­
CITADOS DO SISTEMA DE BARBANIS ANISOTRÓPICO, COM 
49 FUNÇÕES NA BASE (a = 0,080; 1í = y = 1; =X
= 1,264911; = 0,948683).
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n9 n9 (continuação)

01 1,10578 26 7,90246
02 2,03496 27 8,09763
03 2,36715 28 8,39587
04 2,84546 29 8,40068
05 3,28561 30 8., 70612
06 3,44380 31 8,74985
07 3,63367 32 9,07347
08 4,16749- 33 9,25329
09 4,27493 34 9,37859
10 4,57727 35 9,69586
11 4,89987 36 ■ 9,73691
12 5>13373 37 10-,08586
13 5,24831 38 10,36376
14 5,51634 39 10,59360
15 5,85186 40 10,71060
16 6,08337 41 ll.,10558
17 6,16664 42 11,36604
18 6,42465 43 11,74238
19 6,51537 44 11,92832
20 6,80617 45 12,39618
21 7,04725 46 12,79643
22 7,12614 47 13,14123
23 7,42146 48 13,89637
24 7,43337 49 14,94184
25 7,75377
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CONCLUSÃO

A função de onda que representa o estado quântico de 
um sistema de 2 bósons que interagem através de um potencial ti­

po poço quadrado com caroço rígido pode ser aproximada por uma 
função variação que é uma combinação linear de funções conheci - 
das. Tais funções formam um conjunto completo ortonormal ou não 
ortonormal. Os resultados obtidos para a energia do estado funda 

mental (E/V^) de tal sistema no caso em que a base é não ortonor 
mal apresentam, um erro mínimo de 1,2% em relação ao valor exato, 
visto que nesta base ocorre dependência linear já com 7 funções. 
Quando a base é ortonormal, e composta de 15 funções, o valor ob 
tido para E/V^ tem um erro da ordem de 0,3%; tal erro será menor 
quanto maior for o número de funções na base.

A dependência linear no conjunto base pode ser entend^ 
da analisando-se a tabela (II.3),.onde são apresentados os coefi 
cientes a^ e b^, correspondentes a uma base de 6 e 7 funções, 
respectivamente: pode-se ver que os a^ e b^ (coeficientes da ba­
se ortonormal) caem mais lentamente a zero do que os a^ e b^ (coe 
ficientes da base não ortonormal). Nos coeficientes que corres - 
pondem ã base formada por 7 funções vê-se que a contribuição de 

b^ para a função de onda '1' é praticamente nula (jb^l^ = 10“"̂), en
3  3 .  “  5quanto que a contribui.ção de b^, embora pequena ( b.̂   ̂ = 10 ) , 

ainda é maior que a do coeficiente b^; tal comportamento da base 

não ortonormal (coeficientes b^) leva ã conclusão de que esta sé 
tima função praticamente não contribui para uma maior precisão 
no cálculo da energia do estado fundamental do sistema considera 

do, e sua inclusão no conjunto base gera uma superposição das 

funções que o compõem, o que leva ã dependência linear na base
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pode ser escrita como uma combinação linear de , <}>2 f /'Î’g) •
Com base neste teste, o problema de um sistema de 2 bó 

sons que interagem através dos potenciais de Barbanis, caso iso- 

tropico (kjj = ky = k) e caso anisotrópico (k̂  4- ky), é estudado 
utilizando, como função variação, uma combinação linear de fun­
ções ortonormais (as funções de onda radiais do oscilador harmô­
nico simples). Os resultados obtidos, através do cálculo varia - 
cional, concordam com os resultados encontrados na literatura. 
Para o estudo do sistema de Barbanis isotrópico fica evidenciado' 
que, para valores de a, a constante de acoplamento, variando en­

tre -0,400 e 0,100, o resultado obtido para a energia do estado 
fundamental (Ê ) é pouco afetado (menos de 5%). Acima de 0,100
o valor de E^ começa a depender bastante do valor da constante 
de acoplamento. Ã medida que a cresce, a convergência de E^ é 
mais lenta, havendo necessidade de um maior número de funções na 

base.
No que diz respeito ao sinal de a, este não altera si£ 

nificativamente (menos de 5%) o valor de para a variando en­
tre -0,200 e 0,200. Tal comportamento pode ser explicado conside 
rando-se, para valores da constante de acoplamento variando en­

tre -0,200 e 0,200 aproximadamente, o termo de axy^ como uma pe 
quena perturbação ao potencial não perturbado (— (x^+y^)); tal en 
foque leva ao cálculo das correções em 1?, e 3? ordem (E^^^ , 
E^^^ e E^^^ respectivamente), pela teoria de perturbação, para o

(1) . ^(2) _
24 a 2valor de E^, que dá como resultados: E = 0, E

(3) 'E = 0. A correção em 2^ ordem depende de , o que explica a
invariância de com o sinal de a. Para valores da constante 
de acoplamento maiores que 0,200, o termo axy^ não pode mais 
ser considerado uma pequena perturbação ao potencial não pertur-
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bado, não sendo mais possível a aplicação,do cálculo das corre­

ções para o valor de pela teoria de perturbação, o que expli­
ca .a variação no valor de E^ quando se muda de a para -a.

Valores das energias para estados excitados dos siste­
mas de Barbanis são apresentados e, quando possível, comparados 
com valores existentes na literatura, estando em concordância com 

estes^ Valores encontrados por outros autores^ ®^ dão a en­
tender que se necessita, para a base empregada, de mais funções, 
na base para se chegar a valores mais precisos para estados exc^ 
tados de mais alta ordem.

Além dos valores da energia do estado fundamental dos 
sistemas de Barbanis (isotrõpico e anisotrôpico) e das energias 
dos estados excitados, consegue-se, através do cálculo variacio­
nal linear, os valores dos coeficientes das funções que compõem 
a função variação. Tais coeficientes podem ser utilizados para o 
cálculo da velocidade .

. V = V £n - '1' ,

sendo a função variação do problema em questão. Tal velocidade 
é utilizada no cálculo da energia do estado fundamental quando 
se utiliza o formalismo hidrodinâmico da mecânica quântica^^*^'^^\ 

onde:
r

1E - V =. — V . v ---m v . V ,2 2

sendo V = -| (k^x^ + ) - otxŷ  .

Como continuação deste trabalho, as funções variação 
encontradas para os „._sistemas de, Barbanis podem, agora, ser .utiM 
zadas no cálculo variacional da energia do estado fundamental de
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um sistema de 3 bósons, interagindo 2 a 2.através dos potenciais 
de Barbanis.
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RESOLUÇÃO DAS INTEGRAIS NO CÃLCULO VARIACIONAL 
DA ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL DO ÃTOMO DE

HËLIO

As integrais abaixo aparecem no calculo variacional 

da energia do estado fundamental do átomo de hélio, tendo como 
função variação a função;

rZ'S ”■^*^2$ = ipTipj = e e , (A.l)
TTa-̂o

sendo Z' o número atômico e a^ o raio de B ohr. As funções e 
\l>2 obedecem ã eq. ';

2 2
- ~  = Z' I Z'^Eh ,

me^ ~ ■com E„ = --- , e sao normalizadas para a unidade, isto e:
« 2r"

f ip* \p dT = 1 , .

APÊNDICE A

1-) /  $ *  1 -  —  V-, I dT = /  ^ p * ( -  I L .  dx, X9 m  -L J- 9 m  X X  ±

2

= 2 ' e V  =

= 2Z'Eĵ / ~  dx^ - Z'^E^ , (A.2)

•  T

onde p, = e dx = r^dr sen© dGdíj) = r̂ 'dr d
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2~) 2Ejj / '!>*(—  + dT = 4E„ / <Í>
Pl ^2 H

= 4Ejj / » í  ^  ti a t i  X / ♦ ‘*2 -3^2

= 4E„ f dT. = 4E,
I 3 ' .oo -2Z 'P

^1 P^ 1 *“H TT q ^ A  p^ dP., XPj: 1 1

'/ ãü^ = 4Ejj Z' . (A.3)

3-) A  / $* ®_ $ dT = / $* ~  í> dT
P ""12

rZ •3,2 -2Z'r2/a
TTag / e o e

12
dT (A.4)

Utilizando a notação:

2Z'r
a-, •= — - l a.

1 2Z'r, 2Z'r
e o

12

a éql (A. 4) pode ser reescrita, na forma:

Z 'ê  
32TT^a„

-^1 -^2
dT- dT- , (A,5)

onde dTjl̂ = ©̂ d̂ê dcj)̂  = .

, A eq. (A.5), a menos do fator constante Z
3211^3o

a energia eletrostática de duas distribuições esféricas de ele­
tricidade com densidades

-01 -0,
(é e e (e e -
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Utilizando-se, em (A.5), a expansão:

£

->• -rcom = menor r entre r̂  ̂e r2 e a = angulo entre r̂  ̂e r 2 , a 

integral toma a forma;

7 I q 2  00 "**̂1 rr o ^0 ° °---- f a, e da, {/ la^ e da„+a, f e da„} =2 ao o 1 1 0 2 2 1 2 2.

7 I q 2 00 “ ^ 1  oo — 2 0 ,
{ 2 / e da, - / a, e -^(a,+2) da^ } =2a_ o l  I q I 1 1

I Z'E„ . - . (A.7)4 ii
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APÊNDICE B

FDNÇÃO ERRO

A função erro de x é definida como;

2 X -u^ erf(xi = -4 - / e ^ du ,
Æ  0

tendo as seguintes propriedadesi

erf (~x) = -erf(x) 
erf(O) = 0 
erf(») = 1.

Pode ser calculada'numericamente, para qualquer valor
> 2].de X, usando-se a aproximaçao

2
erf(x) = 1 - e“^ (Aĵ T+A2 T^+A2 T^+A4 T‘*+A^T® ) + R ,

onde: T =
1 + Px

P = 0,3275911 
A^ - 0,254829592 

=-0,284496736 
A 3  - 1,421413741 
A^ - -1,453152027 
A 3  = 1,061405429 
R = 1,5x10“’̂,
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a p En d ic e c

ELEMENTOS DE MATRIZ PARA 0 HAMILTONIANO ANISO- 
TRÕPICO DE BARBANIS

Para a função de onda:

2 Y 2

onde H^ é o polinômio de Hermite de ordem n, e o hamiltoniano dado por:

H = —  + -JL + k ^ _ + k ^ - _ _  ,p" P^
2 u . 2 P

Px
2V 2y

—  mmm axy^

onde: H _ =  —  + -^ + k — + k  ŷX 2 y -:r- e

P

o cálculo da expressão para os elementos matriciais envolve a se­
guinte integral:

//’i'(x,y) H 'l'(x,y) dxdy = //'l'(x,y) H^ 'í'(x,y) dxdy +

+ //’i'(x,y) Hp 'i'(x,y) dxdy. ' (C.2)

A primeira integral ã direita^^^da igualdade em (C. 2) tem 
a forma (para a função de onda em (C.l)):

x=>
+ » 2 p’ , 2 

V n  ® . 'lí * >̂ x f-> ® =<

. V m  C “q ' V ’ “m < V *  "
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3 ^ ̂

y 2 p -6 -  Y 2(—^ + k —  ) H ( 3 y ) e  dy ='2y y 2 m'* y-̂ '

= (n + i) * (m + i) üiOy íp,n«q,^ .

. Æ ’X p e - U

a forma:
A segunda integral ã direita da igualdade em (C.2) tem

-6 x̂X
4. 00

- “ ' V n < í »  ® >

.  -ByY'
( “m ' V *  ®

onde :
ixiX

, p = n-1

= / r “p<»x=‘' “n'Sx^'' = <
,/2 (n+lTy ^ P r: n + 1

0 , para os demais'
\
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2m+l
03 q = ra

® ŷ  u^(3yy)dy = < /  m(m-1)

0) , , q = iti-2

/  (m+1) (m+2)'

w.

com u^(B^x) = ®

-3X 2
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APÊNDICE D

INTEGRAIS DOS ELEMENTOS DE MATRIZ DO PO-
TENCIAL TIPO POÇO QUADRADO

19) Para a função variação

N
¥(r) = E a 

n=l

,2n-l -r'2
n r

3T — ^com r' = -^ 5--- , e o hamiltoniano dado por;

H =
2yX^r;

VI, + V(r') , (D.l)

onde

, r' = 0

(D.2)

O cálculo da ejcpressão para os elementos matriciais envolve a se­

guinte integral:

»Fír) = E a^ c|)̂ (r) ,n

/ (j)* H(j) dT = 4 tt /“ c|)*(r') Hcl) (r ' ) dr n m 0 ^ in

4 T T  ^ ̂ - 0 0  j ,— — —  / <í)*(r') xr dr'
■2 yX^r^ 0 ^ ^ Tm

u 4tt V //X (D.3)

Á primeira integral à direita da igualdade em (D.3) tem
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Xr / ro 0 3r 2. (r )dr '

- 2(4m-l) r
,2

dr

,2
+ , (2m-l) (2m-2) g > (D.4)

Utilizando a solução:

(2v-l !! /TT------ / -  , a = 2v
2 (2a)^ 2

/“ x “ e dx = <;
o

[ (2V-D-1] ! 1
(2a) V

a = 2v-l

V — 1^2f3ÿ«*« 

a expressão em (D.4) pode ser reescrita como:

[2 (n+m)-l] ! ! [2 (n+m)-3] ! !
o 2 2;(4̂ '̂ ™) 2:(4n^m~lj

2:(4n+m-2j (D.5)

A segunda integral à direita da igualdade em (D.3) tem
a forma:

'Xr ^,2 (n+m 1) g-2r'^ ^

que pode scr resolvida por-partes, dando como resuJ.tado a expres-
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sao:

e-2/x" n+m-1 [2(n+m-l)-1 3 ! !
Ar { - --  E■o' 4 4 P  ̂[2 (n+m-l)-2p + l] ! !

 ̂ [2(n.m-l)-l]!,l / J   ̂  ̂
2(4n+m-l) 2

29) Para a função variação:

N _r'^/2
^  ^n^n 'n=l

com r' = e n impar, o hamiltoniano e o potencial sendo
o

aqueles dados em ÍD.l) e (D.2), o cálculo dos elementos de matriz 
envolve as mesmas integrais em (D. 3), com (})̂ (r) valendo, agora:

én(r) = - V -  = ^ n — —  '

3 1 / 2

onde N = [ ------- -̂-----  ]
2tt y~TT Xr_2^^n!

A primeira integral ã direita da igualdade em (D.3) tem, 

agora, a forma:

00 _r'^/2 .2 _r'^/2
Xr N / H (r') e ^ [H (r') e 3 dr,' .o n m o ^  3r

(D.7)

Lembrando que a equação de Schrödinger para o oscilador harmônico 

é da forma:

d==u
H- [ X.„ - ] u^ = 0 ,

dr , 2 '" n n
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onde X n

u =n n
_j_ 12/2 1.NĴ  e. H^(r'), para n ' = [■ — ]2 , (D..8)n

a equação (D.7) pode ser reescrita na forma:

que tem por solução:

.. . . .1 . / Ã Ü Ã 7  ( r ' M ^  „

4 tt/ T  / 2 % ! 2 % !

- (2m+l) /íT ̂ ^n! ô }ri / m

r /

N'N' / H {r')r'^ H (r')e ^ dr ' = <; n m 00 n m

»/ (n+1) (n + 2)
2

/ n(n-l)'
r .

, m = n+2

m = n-2

2n + l , m = n

A segunda integral ã direita da igualdade em (D.3) tem
a forma:

0
dr' ; (D. 9)

para encontrar a solução desta integral deve-se utilizar a defini
ção de Ĥ (̂x) na forma diferencial:



63

TT / » / 1 X n d , -X .H X = -i) e — - (e ) ,
dx^

e r.esolvê-la por partes sucessivas vezes. 0 resultado encontrado 

é :

-i/x=

ra n > m

Ar n ' { 2%! /^erf(l/X) -( E . ,{1/X) H .(1/X) 2^
O n  2 n ^ i  + x n  i

, -l/x" • n! V.( e ^ ---- ----- ) s , para n = iti ,
(n-i+1)!

onde erf(l/X) é a função erro definida no apêndice B.
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