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RESUMO

3Neste trabalho, o método vafiacional linear é ﬁtiliza—
do para obter a energia do éstado fundamental de 2 bdsons que in
teragéﬁ por um potencial central. Dois tipos de interagao sao
consideradog: o pog¢o quadrado em 3 dimensdes com repuisao (caro-
¢o), Que tem solugdo analitica e éerve como teste para o‘ método
eo potehcial do oscilador harménico bidimensional com perturba-
¢do. |

| Para o potehcial do tipo pogo quadrado, que ébuma apro
ximagao simples para o potencial de Lennard-Jones.e para poteﬁ-
ciais ﬁucleares, utiliza-se dois tipos de fungéao devdnda tentati
va para descrever o sistema. A pr;meira € uma expansao lineaf em.
termoslde funcSes nééwértogonais.e a outra uma expanséq em ter?
mos de:funcées ortogonais. Verifica-se que.a base ortogonai-’ e .
maisAaaequada para o calculo da energia.

Paré‘o oscilador harménico com perturbacdo do tipo axy?
(hémiltoniano de Barbanis), é funcao de onda tentativa € uma ex-
panséd em termos de fungoes ortonormais._Os.resuitados. obtidos
estéqfde_acordo com os valores calculados pof outros métodos e
demonsﬁrém alvalidade do método empregado. |
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.vi
ABSTRACT

In this work, the linear variational method is used to
 obtain the grqund state energy of two bosons interacting by 'a
central potentiél. Two types of.interaction are considered: the
three dimensional square well Qith core, which has analytical
solution and can be used as a test‘for_the method and the two
dimensional harmonic oscillatof potential with perturbation.

For the square well potential, which is a simple aproxi
mation for the Lennard-Jones potential and for nucleax'potentiéls,
two types of trial ware functions are used to describe.the system.
The first is a linear expansion in terms of non ordxgcmﬂ.ﬁxwtﬂxm-'.
and the second is an expansion in terms ‘of 6r orthogonal functions.
It is verified that thé orthogonal basis set is more suitable to
calculate the energy. : | |

For the harmonic oécillator with a perturbation of' the
form o x'y"(Barbanis”hamiltoniah) the trial ware funétion is an
.expansioﬁ in terms of orthonormal fuhétions.‘The resuits obtained 4
are in agreement with the values calculated by other methods and

demonstrate the validity of method.
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iNTRODUCﬁO

{1]

O .método variaciénal linear , entre outros métodos co-
nhecidos, permite que se obtenha uma energia apfoximada para o es
tado fundamental de um determinado sistema que nao ﬁenha “solucéo
analitica facilmente encontravel; obtém-se também uﬁa ~ expressdo
aéroximada para a fungao de.onda do sistema (a funcéo variacdo) no
seu‘estado fundamental. Neste trabalho este método & aplicado - a
dbié sistemas em particular: . o primeifo sistema estudado-é o de- é
bésoﬁs que interagem através de um potencial tipo pogo | quadrado
com repulsao (caroco rigido)[l] e o'seégndo é o de‘2 bésons que in
(2]

teragem através do potencial de.Barbanis

O Capitulo ‘I trata do embasamento tedrico sobre o méto-

do variacional e, em particular, sobre o método variacional li-
near, apresentando, também, exemplos da aplica¢do deste = método.
0 programa utilizado no processo de diagonalizacdo das ‘matrizes

calculadas é o programa originalmente escrito por Fraﬁklin Pros-
ser. ) '

No Capitulo II, o méfodo véfiaqional linear € aplicédo
ao sistema de 2 bodsons Que interagem através de um potencial tipo
poco quadrado tridimensional com repulsdao; para este sistema, duas
fuhcées.variacéo sao utilizadés: a primeira é .uma combinacao li-
near em ﬁermos de uma base néb ortonormal e a segunda & uma combi-
nacao linear em termos de uma base brtonormal. Tal sistema, com as
funcgoes variacdo escolhidas, é estudado, em l? lugar, como um tes-
te para o método,escblhido e, em 29 lugér, para se verificar a con
veniéncia ou ndo da,utiiizacéo de uma base ndo ortonormal na expag
sdo que compoOe a fungao variagao. .

O segundo sistema, tratado no Capitulo III, € o ‘de 2



bésoné interagindo através de um potencial de Barbanis bidimen -
sional. Inicialmente analisa-se 0 caso em que este.potenciélapqg
senta pma isotropia quanto as freqgliéncias de dscilagéo nas duas
diregOes de movimento‘(k# = kyl= k) : € o chamado potencial de

Barbanis isotrdpico; o caso em que ocorre anisotropia nas fre-

qliéncias de oscilagao (ky # ky), aqui denominado potencial de

Barbanis anisotrdépico, € também analisado, e os resultados obti-

-dos, energia do estado fundamental e.dos primeiros estados exci—
tados, para os dois casos, isotrdpico e anisotrdpico, sdo apre -
sentados e, quando possivel, comparaaos com Qalores Aencontrados'
na literatura. A analise deste potencial.é importante por sua
aplicagao em fisica molecular[ 2].

Por fim, nas conclusoes, é_feita uma andlise mais apro
fundada dos resultado$ obtidos, salientando-se a importancia da
escolha de uma base ortonormal para cémpor a funcao variaééo es-
‘colhida, o que fornecera resultados maié precisos n6 calculo da

energia. Algumas aplicag¢des do trabalho realizado sao apresenta-

das.
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I - METODO VARIACIONAL "LINEAR

1 - METODO VARIACIONAL

1_Um sistema conservativo, que possui um hamiltoniano
~ H(p,qi independente do tempo, &€ descrito pela equacéb de Schré-

dinger:

X
T 2m

vy (@) + V(@)Y (@) = e ¥y (@ (1.
onde Wn(q) € a funcao de onda que representa o_n—ésimo estado
quantico estacionario do sistema e € é a energia deste estado.
A fungao de onda W (q) deve ser continua, finita e ter valdr
anico através do espago de conflguragao do sistema, além de re-
fletlr as propriedades de simetria do hamlltonlano do 51stema.‘

a energla En; na eq. (I l), pode ser obtida pela rela

cao:

N ' ' *, '
SR : J¥ (q) H Y (q) dT . ,

. ’ En = " - - ’ : R (1—2)
. f‘i’n(q) ‘Pn(q) dt

sendo W;(q) o conjugado de ?n(q) e a integracao tomada sobre to
do‘ofespaco}

I Ha muitas situacoOes fisicas nas duais o .calculo exato
da funéso de onda que representa um determinado sistema quanti-
co -é muiﬁo complicado. Como a.energia é uma grandeza fisica de
grande interesse, a dificuldade em encontrar seu valor deixa
uma:grahde lacuna na ¢aracterizacéo de sistemas quanticos que
nioé permitem o calculo analitico das fun¢oes de onda que os des
crevem. O método variacional;mentremoutros;métodos conhecidos,

permite que se.calcule um valor aproximado para a energia de



tais sistemas quanticos, utilizando no lugar da fungao de = onda

_exata, uma funcdo tentativa ¢(q), também denominada fungdo va-

riagao, que satisfaca as condigles mencionadas no inicio deste
capitulo (condig¢des para uma fungdo de onda estacionaria): ser
cbntinua, finita e de valor Unico através do espago de configu—
racao do sistema, é refletir as propriedades de simetria do

hamiltoniano do sistema, sendo no mais completamente arbitraria.

0 valor médio do hamiltoniano (eq. (I-2)) pode ser
calculado utilizando-se a fungao tentativa ¢(q), obtendo-se
uma energia tentativa Et:_

. _ , |
E, - SO (q) H o(g) dt (I.3)

rd*(q) @(q) dar

Se. ¢(q) € uma funcado tehtatiQa que representa, aproximadamente,
0 n-ésimo estado quantico do ‘sistema em consideracao, éntéo a
energia calculada através da eq. (I.3).€ um limite para a ener-
gia'en calculada em'(I.Z);[l]'A | ‘

Cénsidere—se'um sisteﬁa‘quéntico, com hamiltoniano

H(p,q), que tem solﬁgées dadas pelo conjunto de equagodes
H v, (q) = ;ivi(q) - (I.4)

Como o conjunto das fungles vi(q), isto e, {vi(q), i=1,2,...,N},
. forma um conjunto completo, podemos expandir’a fungao tenteativa

em termos desta base[l];

_@ = ; civi(q) : . : (I.5a)
i : .
com )
f cici = 1 . : (X.5b)

~° " Substituindo, na eq: (I.3), a expressao para d(q), e

e ey o e e
]y

S e et e a1 e e v, o Sy gt e %% 4 A aIn L e o ety




"lembrando que {Vi(q), i=1,2,..., N} é um conjunto 'completo
ortonormal, chega-se a exprésséo:

_ J* ¥ . ' _ * - ’
E, = I 4C4 / v;(Q) H vj(q)tiT = I CiC € - (I.§)
i,3 : i

Subtraindo, em ambos os lados de (I.6), a energia do

estado fundamental €or chega-se a expressao:

- . ) | o
E, - € = § cicy (€i Eo). (1.7)

Como si, a energia do i-ésimo estado do sistema, € maior ou
igual a €yr © as quantidades c;ci sdo todas positivas ou nulas,

conclui-se que:
Et ; EO © '. . '. L (I~8)

Portanto, E. € um limite superior para'a energia do estado fun-

damental do sistema.

. Escolhendo-se varias funcgdes .variacao
Ql, @2, ¢3, e e e
e calculando-se as correspondentes energias

E E

1t’ Eaer Ezgr -~

através da eq. (I.3), cada uma delas sera um limite superior pa
ra a energia €, sendo que a menor delas.sera a mais proxima de

€o-

Se as funcgdes variacao ®l' ®2, ¢3,... diferem entre
si apenas por terem valores diferentes de um parametro, isto €,
= @(kj), estes parametros sdo denominados parametros variacio

nais e, a fim de se éncontrar a melhor forma para a funcdo va-°

PR . PR .. ' ' . aEt

~riagao, pode-se minimizar a energia em relacao a Aj(ﬁfT = 0); a
o : ‘ J '



7me1hor_funcéo variacao le&arévao valor mais préximo de €O. Quan
to mais flexivel for a forma desta funcép vériacéo, isto &, quan
to méior o nimero de parametros variacionais nela contidos, e
quanto mais criteriosa fﬁr sua escolha, mais proximo se chegara
do valor exato €ge

Calculada a energia E através de funcdes tentativas.

t
inde formas diferentes, e sendo esta prdoxima da energia €or deve-
-se ter cuidado em escolher qual a funcao vafiacéo ®(q) ‘que
mais se aproxima da fungao de onda verdadeira do sistema, visto
que nem sempre a funcao de onda que da o valor de E, mais proxi
‘mo de Eo serda a fungdo de onda que dara o melhor resultado no

cdlculo de outras grandezas fisicas, como se pode ver no exem-

plo do calculo variacional aplicado ao estado fundamental do

-

(31 °

dtomo de hidrogénio

"2 = EXEMPLOS

2.1 - Atomo de Hidrogénio

Aplicando-se o método variacional para o calculo da

"energia do estado fundamental do dtomo de hidrogénio, ‘cujo ha-

miltoniano € dado por:[3] ' ' R

!

o2 e? . o ’
o = ! _ 4 ( )
e com uma fungao variacao do tipo:

. ; m v ‘
<I>=.a . yz‘(e,cb) , . (I.9Db).

.onde: H é a massa reduzida do sistema,



‘h = h/21 & a constanté de Planck dividida por 2T ’

r é a distiancia entre o elétron e o nucleo,

, ,
a, = :32 = raio da menor Orbita no &tomo de hidrogénio,
e -
: 2r | ‘ - . =
p = P (Z = 1 para o atomo de Hidrogénio)
o .

chega-se a equacgao:

[+ 2 .
Fur s - 2D L 24y gp
E = -p. 2 ap p , _ (1
t H w0 2 :
J |u| dp
o
' ped [4]
onde EH = —F = 13,530 ev .
2h

.10)

Limitando o estudo para estados-s (2 = m = O > esta-

do fundamental) e calculando os valores estacionadrios da ener-

gia para cinco funcgdes variacao diferentes:

~Ap

u, = pe que, para X = 1, é a funcado de onda exata),
. -x 2 . » .
u, = pe P, : (I.11)
-Ap
" p
= ’
4 xZA + p2
-Ap? ‘
115 = pze ’

. cujas formas estao representadas na figura (I.l), chega—sé- aos
valores contidos na tabela (I.l). Observa¥se,’nitidahente, que
E, estd mais prdéximo do valor real, E,, quando utilizamos a fun

wg%q u, . A.ﬁgngéo u4,'embora fornegca um razoavel valor para

no calculo. de <r>

£ .ela diverge completamente, o que ja

‘B '

nao

i



‘ocorre se uso é feito, para tal fim, da fungdo us. A fungao ué
fornece um resultado mais satisfatorio do que u, para o calculo
de Eg £
ra E, como para <r>

e de <r>_. A funcdo ug fornece um mau resultado tanto pa-

€ A razao (Et - eo)/(el - eo) e uma boa me-
dida do erro envolvido no cdlculo variacional da energia do es-

tado fundamental. O melhor resultado é aquele apresentado por

_ 4y, logo seguida de u,; os piores resultados estao em uy e u3 

27

(] . N . ' 2 .
devido ao comportamento na origem ser proporcional a p .

2.2 - Atomo de Hélio

. Utilizando, como funcao variacgdao, a funcdo de onda de

' - - _ ' (3]
ordem zero para atomos hidrogendides de carga nuclear"Z'é’ 7

Zl
R [ﬁa
Lo

]l e e <, ' (I.12).

" - -~ Y - - , .
onde Z', o numero atdmico efetivo, é o parametro variacional e
sabendo-se que o hamiltoniano do sistema é:
ﬁz 2

“ 22 2 2,1 1 e '
H = =— - - .
5 (V1+V2) Ze (rl-+r2) + 1, ' (I.13)

com:’ Z = nimero atdmico,
o - ' : o
Typ = distancia relativa entre os eletrons,

e b, e wz. satisfazendo & equagdo do tipo:
S T , e’ . 2 .
A 2 R R TS A . (I.14)

'pa;a EH definido como na secdo 2.1, chega-se 3 expressao:

t

1l 1
'b‘—+—p—)q>d'1' .+.

E, = -22'7E; + 2(2' = 2)Eg- 0% (
: _ 1 P2

t H



. 2 : ) !
s L re* e oar (1.15)
a Y _ .
o
r r r 2
12 1 2 go!
sendo que p= —~ , p;, = — , P, = — e a_ = —= .,
: ag 1 a, 2 ag o . me?

A'primeira integral da, como resultado, 4Z'E (ver

H

apéndice A ) e a segunda resulta em —Z—Z'EH (ver apéndice A ).

Substituindo-se estes valores em (I-15), e minimizando em rela-

gao a 2':
- "2 _5_ v -
Et = [22 + 4Z - 422'] EH ’ (I.16)
9E
—t _ o4z o4 2 - - ,
i 4Z2' + e 42 = 0 , | _ (I.17)
0 que da como valor de Z2':
. .5 M -
Z|.= Z - — ) 1018
e ' (I )
resultando: S
5,2
Et = -2 (2 —R) EH .

3 - METODO VARIACIONAL LINEAR

O método variacional linear caracteriza-se por ter,

L N SRV AN A

(1]

“como funcdo variacdo, uma combinacdo linear de N fungdes conhe-
cidas'™’, isto é:



10

ngéra, os parémetrbsAvariacionais'séd os coeficientes Cyy além
' de outros pardmetros que podem estar incluidos nas prépria$.¢i.
Deve-se, entao, determinar estes coeficientes, Cq7CreeesCyr de
tal forma a fornecerem o-menor valor para Et e,’porténto, o va-
lor mais proximo da energia do estado fundamental do sistema re
presentado por ¢. Novamente, a escolha do conjunto base, {¢i,
- i ='l;2,...,N}, é completamente arbitraria, desde que suas fun-
"gOes ;atisfacam as cohdicées de serem continuas, de valor unico
e finitas em todo o espacgo de configuragado do sistema,’além de
refletirem as propriedades de simetfia do hamiltoniano ao siste
ma.

Substituindo-se, entdo, a eq. (I-19) na eq. (I.3), ob

tém-se:

: * *
I cicy [ o] H ¢5 At

. j . T
E, = 24— " . (1.20)
x Lz, _cicj / ¢1¢J dr ' '
1137“” _ L
f? Usando a notagdol !:
* . ) a .
Hyy = /6 H ¢y dT e | (I.21a)
= | _
Big = [ 058y dT o | (I.21b)
a eq. (I.20) toma a forma:.
N
1 . z C.C. H-. % . .
; o, . J 1]~ : .
S P 5.5 ] o (I.22)
; i ’ N - :
_ . .
L c.c. A
’ i, j=1 i3] 1]

’ B o o :
Para que‘os cis gque tornam Et minimo sejam encontrados, a eq..

(I.22) déve'ser.diferenciadafcom-respeito a cada Cy - Lembrando
oE . - .
t - e el : : : . -
que %E;i= 0 e-condigao de minimo e fixando um dos i = k, che-
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‘ga-se a expressao:

E) =0, k=1,2,...,N, (I.23)

hea 2

£)

c.(H . -~ .
1 5 Pk ki

J
qﬁe fornece um conjunto'dé N equagoes 1ineares'homogéneas com
N varidveis independentes él'CZ""’éN' Para que (I.23)'H tenha
solucéo diferente da trivial, & necessério que o determinante

dos coeficientes se anule. Obtém-se assim a equagdo secular::

Hyp) = 8998 Hyp = 805Bp  +-e Hyy = BEp

Hop = B51B¢  Hpypy = By0F

(I.24)

By~ 8waBe Hyz - BnoBe oor Hyy T APt

dque, ao ser resolvida, fornece os valores da energia. A menor

raiz € o limite superior de eo. Substituindo-se Eot’ a menor

raiz de (I.24), nas equagOes em {(I.23), resolve-se este sistema

o ‘ _
em termos do coeficiente'cl, que pode ser usado como fator de nor-

‘malizagdo: o resultado desta substituicdo é a fungdo variacdo

. As demais raizes Elt’EZt""'EN—lt sao
1]

o correspondente a Eo

o t

os limites superiores para 81,62,...;€N_1 . Quanto maior o nume-

ro de fungdes no conjunto base, isto &, quanto maior N, mais

[

preciso sera o resultado. -

No caso em que o conjunto base possui somente uma fun

¢do, a equagdo secular tem a forma: v

?

~ '

H- AE =0, -~ (1.25)

H \ i .
que € a mesma equagdo- (I.3). Na equagdo acima, H e A sdo aque-.
i o ) .
. i
les definidos em (I.21).

Quandc o conjhn£d base'éwébmpostb por N fungoes orto-

normais, a equacao secular tem a forma::



12

Hyp - B H12 Hyg  --» Hpy -
H H,, - E H ... H -
21 22 t 23 2N -0 (I.26)
Hy1 Hyo Hya -+ Hyy - B¢
~lNeste%caso, somente os termos da diagonal principal, isto-. €&,

somente para i = j, ter3o o termo referente a ortonormalizacgao,
ja que
Ay o= S ¢;6, 4T = &
ij ~ i’j - Uiy
e, assim, os valores da energia sdo obtidos pela diagonalizacgao

da matriz H na base ¢:

Elt 0 0 c e e O
0 E 0 ... O
” .2t _ ‘ . = 7 lgr (1.27).
| 0 0 0 E
o . *** ONt

onde T € a matriz que diagonaliza ul51,



FIG. I.l - FORMA DAS FUNGOES VARIACIONAIS PARA O ATOMO DE HI

DROGENIO NO ESTADO FUNDAMENTAL.

13



1,0

0,9

4971 210

uy = 2pe” P
e X Ko X hz - 4 pe— ‘9%}92
27w
______ a = 9,:'5' g %
T Y4 T ﬁ]i;
e+ e+ e 3 s o ot ug = 212 ‘- 0 e he




15

TAB. I.l1 - CALCULO VARIACIONAL DE PROPRIEDADES DO ESTADO FUNDA

MENTAL DO ATOMO DE HIDROGENIO.
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vy Yy Uj Uy Ug
- - 2 o —\n2
u(i, p) | pe”?P pe”MP pre~AP 0 pre™ P
. A2+p2
N? 1 _Fr | 3 T 3‘/_“;/2
.4 4(2>\)3/2 435 4 8(21))
8 T 32
Amin 1 EL 2 4 49T
E, B -0,85 E; | -0,75E, |-0,81 E, | -0,06 By _
E. - € |
t o |. 0 0,20 0,33 | 0,25 1,25
€. _ €_ -
l~- o
|
5
<r?t | 1,5ao ‘20,80ao _ l,66aO | ® : 3,62aO
E) - 25 | )2 T-8%x |7 8 /o
— A - 2) [3a-a/ 5 AT A3 /2
EH 3 2mA2 3 3
*N? = JY¥*Y 4t
. *
x>, = ffLE;XQE r A=A,
T OIvY ar min

.80 e'Eiﬁ > energias do estado fundamental e do primeiro estado

excitado, respectivamente.

. :
u(l,p) = pe P > funcdo de onda exata para o estado fundamen -

b £ tal.
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II - POTENCIAL TIPO POCO QUADRADO

1 - INTRODUCAO .

A interagdo entre dois bdsons idéntiéos‘através de um
potencial central do tipo pogo quadrado com cérogo e estudada,
«;utilizando-se como fungao tentativa dois tipos de futhes: a
primeira @ a expansdo em termos de uma base nao ortonormal e a
segunda uﬁa expansso em termos de uma base ortonormal. .

A solucado de problemas que envolvam particdlas que in
teragem através de um potencial deste tipo pode ser encontrada

resolvendo-se a equagao de Schrédinger:

[- 5% V; + V(r) ] ¥(r) =.E‘W(r) ' | : (II.1)
onde;
i {_” ’ r ¢o
.;5,‘_ Vir) = < :vo, g <r < U R (I1.2)
o, r >0 + r,

sendo r a distdncia entre as duas particulas, r, o alcance do

potéhcial e ¢ seu carogo rigido (ver figura II.l); u € a massa

reduzida do sistema e v; € o laplaciano em r. A equagao (II.l)

(4]

pode ser resolvida analiticamente , dando como resultado pa-

~ra a energia a equagdo transcedental:

~

| /_81nré-,' | V/Srnré | ! //81nré !
v E = - = IE-VOI cotg ’ IE—VO|,

‘ > ﬁz

- i : ' ‘ - (II.3
que pode ser resolvida graficamente. ‘ , ( 'h)

A utilizagao do método variacional linear na resolu-
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’¢éo deste problema, qﬁe tém solucao analitica conhecida, tem cg
-‘mo objetivo testar a convergéncia para‘o valor min;mo da enér—
gia variacional quando obtida através de diferentes fungoes ten
tativas. Particularmente; testa-se a maior conveniéncia na uti-

'lizagdo de uma funcdo de onda tentativa, que € uma expansao em

termos de um conjunto completo de fungoes ortonormais, ..quando
_ comparada com uma funcdo de onda tentativa que € uma  expansao

em termos de um conjunto completo de funcdes ndo ortonormais.

2 - FUNCOES UTILIZADAS

. Para o hamiltoniano do tipo

H =-§% + V(r) , ' | (I1.4)

com V(r) sendo aquele definido em (II.2), procuraése uma  base

composta de funcgdes que reflitam a simetria do prcblema, isto
{ .
é, uma fungdo de r tal que:

T

rwn}O) =0 e wnfr -+ 5) -+ 0.

_Fazendo—se as mudancas de. variaveis:

- O : '

)( r' =
) O

sendo K um parametro variacional, o potencial em (II.2) toma a '

i

forma:-

L V(e') =<¢ =V_, 0 <x' <3 - (I1.6)




( 1

"e a equacdo de Schr8dinger podendo entdo ser reescrita como :
, , Y ‘ | . .
-2 L Yy pwey= By, (11.7)
mg A" er'r Vo Vo
8u_‘.Voré oo
com § = —;——— , tendo solucdo dada por:
om h '
B' = - B cotg B , : , (II.8)
sendo B' = s £ e B:/Trzsl'r‘—ll .
| ‘VO . VO

A equacgdo matricial a ser resolvida é (eq. I.23):

o H N |
B =—"_E_—=2=0, | (I1.9)
nm VvV VO .

3
3

n
(o]

! w;(r) HY (r) drt

onde: Hnm_=
N = re*e) (o) dv
Conm _wn v Y T !

sendo qﬁe asrfuncées wm(r) sdo as fungées que compéem o conjun
to base escolhido, Vo € a intensidade do potencial, H o hamilto
niano do problema e E a energia a ser determinada.

' -A.primeira funcao de onda tentativa & uma éxpanséo

‘.

em termos de uma base composta de fungdes ndo ortonormais. Apss

algumas analises de convergéncia para o valor minimo da energia,’

utilizando-se varias fungOes tentativa tais como:

N r.zn—l "']I"2
| ¥y(x) = nfl.an = e '
q '..
. . |
sz(r) =T oAy o
n=1 ’
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y,(r) = g a , (11.10)
3 neo B X
—ir2
N rin Arj
y,(r) = z a e ’
4" n=1 n r
- . 2.
N I'rl1 >\r]_
Ws(r) = I an T+ e ’
n=1
onde r' = r -9 e r, = L= g , escolheu-se a funcao Y. (r) co-
Aro , 1 r, 1
mo funcao variacgao deste problema:
N r'2n-1 -r'? ( 11)
¥(r) = ¥,(r) =t ay = £ a —e - IT.11
-l n R o) om r .

Para a funcao variagao dada acima, os elementos matri

ciais sao:

1-(n+m) A -
<n|Bln > = 2_ /I 4 {[2(n+m) —=11t1 =
, S AMws 2

2 (4m=1) [2 (n+m)=3]11! + 4 (2m-1) (2m-2) [2(n+m) = 5141 } -

-2/5? . -
_poe DMt [2 (n+m) = 311! .
- 4 _ 2 (n+m) -2p-1 - :
. p=l ASIOTI=EP=L el em) - 2p-1]11
(2nsm) =311t /7' e #2)y _ /1 12(nsm) =311t E
2 x 4R+m-1 2 AT 2. ;2}<4n+m~l Vo '
| (II.12)

Ay

-

onde érf(j%) € a funcao erro de T% (ver aﬁéndices D e B).

A segundé funcao de onda escolhida foi uma . .expansao

-em termos de uma base formada por um conjunto completo de fun-

¢oes ortonormais; no caso, escolheu-se como base as fungdes de.

P

onda que sdao autofungdes do oscilador harmonico simples tridi -
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" mensional isotrodpico, com momentum angular zero. Assim = sendo,

Wn(r) tem a forma:

) r'?
, N e 2
—_ L}
wn(r) - nzo anN2n+l r H2n+l(r ) (II.13)
1l 1/2
onde: N = [ ] ’
2n+l vo 222 ons1y

H2n+l(r') € o0 polindmio de Hermite de ordem (2n+l) e:
r''é o definido em (II.5)
Deve-se atentar para o fato de que o parametro variacional, A,

- = 1
encontra ;e também dentro do; H2n+l(r ).

Os elementos que compdem a matriz a ser diagonalizada

tém a forma (para’a fungao variacgdao dada em (II.1l3)):

, : 2 . 5
<AnIBIm > = )\27"28- [(2n+l) Gn'm - /(n+l) (n+2) © nrm—'z
/————| 6 l/)\ . , —r'2 ,
- é(n—l) n,me2) = PrPn é H (x')H (') & dr
E o o |
- ‘_’_' 6n'm ’ ) ) (II.l4)
o
- 1
com A_ = [-——l————] 2 (Ver’apéndice D).
n vr on-lp, ‘
A integral contida em (II-12),
1 e | :
A 1 ' 1 1 )
'é H (r")H (') e dr ' - (II.15)

com n e m impares, tem como solugdao a expressdo (ver apéndice D):
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,_l/kz ,

" —1/1’4 m _
C=2Mm my g (/0 e T - G (A7 By (/0 e )
i1, | -
(2 ————)} , para n >m ) ‘ (II.15a)
(m—-i+1)! _
e
_ ' n : -1/32
n T
{2 n!/é;erf(l/l) - gfl Hn_i+l(l/k)~Hn_i(l/A) e )
i-1 : | »
(2 —E= )}, paran = m. - (II.15b)
(n-i+1)! _

~Para o calculo do pérémetro_variacional procedeu-se
da seqguinte maneira: através da eq. (II.9) chegou-se a expres -
sao de B (matriz'a ser diagonalizada) para uma base composta de
uma Unica funcdo; de posse desta expressado, minimizou-se esta
em relagao ao’parémgtro variacional &. O processo de minimiza -
cao foi completado com a utilizagéo do.método iterativo de New-

[6]

ton para solucdo de um conjunto de N equacdes nao lineares .

3 - RESULTADOS OBTIDOS

Os resultados encontrados pelalaplicacéo do método va
riacional linear, com as funcgoOes de ondé explicitadas em (II.11)
e (Ir.13), sao apreséntados nas £abelas (IT.1) e (Ii.2),‘réspeg
: tivamgnte. . .
A ocorréncié‘de dependéncia linear no conjﬁnto base é
entendida como.senao deVida.é superposicéo das fungéeé de onda

‘que o compOem. No caso em que o conjunto base & composto . de

fungdes nao ortonormais, a ocorréncia de depéendéncia linear ja .
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éom 7 fung¢des impede a obtenééo de valores mais precisos (ver
tabela (IX.1)); no caso em que a base é composta por fdﬁ%ées or
tonormais (ver tabela (II.2)), ndo ocorre dependéncia linear no
conjunto base, O que faé'com éue os resultados obtidos 'estejam
bem ﬁais proximos do vaiof exato.

Outro aspecto que evidencia o fato de a base ortonor-
_mal apreséntar melhores resultados € o de convergéncia mais len
ta para zero dos coeficientes a, s que aparecem hés B eqﬁacées
(Ir.11) é_(II.13), a medida que n aumenta. Os coeficientes a,
estao listados na tabela (II.3) para os primeiros valores de n.

Valores de £ foram calculados para diferentes valo -
res de S, quais sejam:o

S=1 -+ sistema nio ligado

S =2 - sistema fracamente ligado

.8 =-4 > sistema fracamente ligado.



FIG. II.l1 - POTENCIAL TIPO POCO QUADRADO COM CAROCO RIGIDO.
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TAB. II.l - ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL DE UM SISTEMA DE 2
BOSONS QUE INTERAGEM ATRAVES DE UM POTENCIAL TI;-
PO POGO QUADRADO COM REPULS_AO, USANDO FUNGOES
NAO ORTOGONAIS NO CONJUNTO .BASE..
( A = 1,1464) VALORES EXATOS:

.

E/Vo |

~0,18105!7), para s = 2

E/V_ = -0,4575, para S = 4

o]

.26



27.

N* s** E/Vo***
5 2 -0,17554

6 2 -0,17882

7 2  DEP. LINEAR
5 4 -0,45139

6 4 -0,45310

5 1 0,09091

6 1

0,07122

*N = n? de.fungoes no conjunto base

2

8m Vo?o

*kg =

.ﬂ.2ﬁ2

***E'/VO = energia do estado fundamental

~
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TAB. II.2 - ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL DE UM SISTEMA DE 2
| BOSONS' QUE INTERAGEM ATRAVES. DE UM POTENCIAL TI-
‘PO POCO QUADRADO COM REPULSAO, USANDO ' FUNCOES
ORTONORMAIS NO CONJUNTO BASE. |
(A = 0,81972)§AL0RES EXATOS:

E/V

o = -0,18105'7), para s = 2

E/V -0,4575, para S = 4

O



N* S** E/Vo***
5 2 -0,17554
6 2 -0,17883
7 2 1 -0,17894
10 2 -0,18010
15 2 -0,18060
5 , 4 , -0,45142
6 4  0,45313
5 1 0,09089
6 1 0,07125

_*N = n9 de fungdes no conjunto base.

***E/V. = energia do estado fundamental.
o .

29
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TAB. II.3 - COEFICIENTES DAS FUNCOES QUE COMPOEM A FUNCAO DE
ONDA ¥ DO ESTADO FUNDAMENTAL DO SISTEMA DE 2 BO-
SONS INTERAGINDO ATRAVES DO POTENCIAL TIPO POCO

. QUADRADO COM CAkOCO RTGIDO,'PARA 6 E 7 FUNCOES

a

NO. CONJUNTO BASE (an E bn, RESPECTIVAMENTE) ; ay
e bi RELACIONAM~SE COM A BASE ORTONORMAL E ai e

bg DIZEM RESPEITO A'BASE NAO ORTONORMAL.
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IIT - POTENCIAL TIPO BARBANIS

1 - INTRODUCAO

O.pbtencial'tipo oscilador harmonico com pertufbacéo
%_do tipo o x y? (hamiltonianoc de Barbanis) € de grande interesse
no campo do estudo molecular, Viéto qué uma molécula pode ser
tratada como um conjunto de osciladores acoplados, e este poten
cial leva em conta o carater anarmépico apresentado por estes
osciladores.

A interacao entre dois bdsons idénticos através deste
tipo de potencial & estudada. O hamiltoniano que representa tal

sistema, no caso bidimensional, pode ser dividido em duas par-

tes:

H = H0 + Hp r | : : (I11.1)
onde : “

p:  p? o2 . 2 ) o
- X XY X A
H = — + k. =— + k ‘ . IIT.2
o ntu Tt Ty T S ( )

[S]

‘Hp = - ax y? . (III.3)

i

A-equacéo (III.2) refere-se a um sistema que apresenta anisotro

pia em sua harmonicidade; o caso em que kX = ky =k é também
~ estudado, sendo tal sistema, portanto, caracterizado por uma

harmonicidade isotrépica.

A energia do estado fundamental destes dois sistemas,
com momentum angular nulo, é calculada e, quando possivel, com-

parada com valores da literatura.
e
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2 —~ FUNCOES UTILIZADAS

O hamiltoniano isotrdpico bidimensional de Barbanis é

dado pela expressao:

p: p?
H=— 4+ L 4

Su X (x?2 + y?) - o x y? , (ITI.4)

onde o termo & X y? expressa o acoplamento entre os osciladores
e o & a constante de acoplamento. A variavel p € a méssa reduzi
da do sistema.

A funcgao variagaolutilizada para o calculo da ehergia
do estado fundamental do sistema é uma expansao linear em ter -
mos de uma base que forma um.conjuntb completo ae funcées orto-
normais, visto ja sé ter comprovada (ver secao II.3) que este

/ .
tipo de base fornece resultadqs mais precisos; as fung¢Oes compo
nenﬁes‘desta base, no caso do hamiltoniano.contido na eq. (III. 4),

. 5
sdo as funcoes do oscilador harmdnico bidimensional isotropico:

-g? x?+y?
’ : 2
Y(x,v) = ¥ a N N e Hn(Bx) Hm(By) ' '(III.S)

_ ' _ nk. /4 ‘
onde Hn € o polihdmio de Hermite de ordem n e B = [—7 .
) . ’ 1

T

A expressao para os elementos que complem ‘a matriz a

ser diagonalizada (B): '

8 . (III.6)

B H - E &
gp,mn gp,mn g,m_ pn '

(2]

- & da forma :



34

< gp|B|mn > = hw(m+n+l) ) -

q,m p,n
3/2 /
A ‘ ‘ '
e T1vs | 8 |
oGp] (Y mmeD)8g oy 4 Rl me2) 8y
5 /n s 16 - E 8 a8 |
+ (2m+1) q,m] x [/n p,n-1 T V1L p,n+l]} E °,n°p,n

'(iII.7)

No caso que se refere ao hamiltoniano nao isotropico

bidimensional de Barbanis:

XN
o/
Mw
]
N
K
N

P

H = + = + k - axy? , : (III.8)

I

N
=
N
=
»
™
i
N

a expressao para os elementos matriciais torna-se (ver apéndi

ce C):
< gp|Blmn > = h'[Xn+l)w + () w ]6 & -
. 2 X 2-Y qg,m p,n
J92mil Jon o o 0 2mdl /2(ndl)
4 Wy w, 4q,m p,n-1 wy, Wy q,m
5 4 2mim=l) /2n g 5 . %
p.n+l w w q,m-2 p,n-1

Y X

Y (m+1) (m+2)

./mugm—l) /2(n+1) 5 o,

+ 5
v W, q,m-2 p,n+l wy
/2n / (m+1) (mt+2) //2(n+l)‘ 1
5 Oq,m+2%p,n-1 * : +2%p, 41 )
X a, p,n-. wy_ % g,m ' p,n
- E _ »
v : . (I1I1.9)
k .
com W e w_ =/ XL .
. X Yy M
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A funcgdo variacdo utilizada, neste caso, é dada pela

expressao:

4

b& y?
-B, =—=- B
X 2 Yy 2 B
AT(%,y) = an anmNnNm e Hn(Bxx) Hm(Byy) ’ (ITI.10)
k. 1/4 k 1/4
H H
sendo B = [—=] e B = [—X] .

B2 Y $2

3 - RESULTADOS OBTIDOS

Os resultados encontrados para a energia do estado
fundamental dos sistemas de Barbanis expressos pelos hamiltonia
nos contidos nas equagoes (III.4) e (III.8) séb apresentados nas
tabelas (III.1l) e (III.2), respectivamente.

Os yaloreérque compdem' a tabela (III.1) foram>obtido$

w
escolhendo-se:

.
i

=
"
>
]
=

-
Q
i
o
)
®
(>3
i
—

aqueles contidos na tabela (III.2) foram obtidos escolhendo—se[s]:

Weh=1 , 0=0,08 , u =1,264911 e w, = 0,948683.
= _
a energia do estado_fuhdamentaL

tl
concordam com os valores apresentados na literatura[8 ]; valo-

Os valores encontrados para E

v

-

. res para -estados excitados do sistema .de Barbanis sao, também,
calculados e comparados com a literatura existente (ver tabelas

(III.4) e (ITI.5)).

L
t

O calculo de E_ para outros valores de & sdo apresen-
tados na tabela (III.l).
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A tabela (III.l) mostra a alteragao pouco expressivav

nos valores de E, quando se muda o valor de a para -(-o0), para

. t
valores pequenos da constante de acoplamento, o gue j& nao ocor
re quando estes valores_éqméntam. Pequenos valores de X corres-
pondem a uma_perturbacéo pequena no hamiltoniano, o que nos le-
va a pensar em.tratar este problema pela teoria de  perturba-
50[ 4 9]. Supondo que a corregao em 12 ordem na fungdo de on-

da é do tipo:

v o E (III.11)
x? xj-
- B .
onde ¥ = — e e F = F(x,y), e sabendo-se que a fun-
© Y/

cao em (ITI.ll) deve satisfazer a equagéo[ 4]:

SRS § R 3 |
(Hy - €)) ¥ = (E - Hp) by v : (I11.12)

com €, = energia do estado fundamental do oscilador harmdnico

¥ nao perturbado,

: j"Hp: é o definido na equagdo (III.3) e
E(l) & a correcdo em 12 ordem na energia do sistema de Bar
banis,
. = : = (1)
chega-se A seguinte expressdo para E :

= _ it

g ) _ s yE v daxay S © (III.13)
o5 Yo . | | , .

" As expressées para a correcao em 2@ e 32 ordem para a energia
sdo obtidas de maneira andloga a obtencdo da equacdo (III.13),

e $ao expressas por:

R D I, o
E = S Uy, - E) Y F dxdy. (III.14)

]
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g3 fFmep—EC”)Udexdy. (H145y

Substituindo (III.1l) em (III.12) chega-se a equagéo:

V. (93 V) = 2y, 0 - E(?’) by i . (III.16)

supondo-se que F(x,y) tem a forma:
F(x,y) = axy?® + bx,

onde a e b sao constantes, e substituindo em (III-16) obtém-se

os seguintes resultados:

a=b,=—g ’
3
E(l) =0,
E(z)- ——§4‘a2 e
24

oé quais explicam o fato de o sinél dé o, éara valores pequenos
da conétante de acoplamento, n3o alterar os valores calculados
de Et (a energia do estado fundamental): as corregéesbde ordem
impar a energia do estado fundamental sao nulas, enquantb que a
corregéo de 2@ ordem dependeAde a?, que,’eQidentemente, indepen
dé do sinal de o.

A tabela (III.3) apresehté os valores dos coeficien-

~

tes aﬁm contidos nas equacgoOes (III.5) e (III.10).



TAB. IIT.l - ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL DO SISTEMA DE BAR

BANIS ISOTROPICO (h = u = w = 1)(ky = kg, = k).

Yy
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N* » ) O(.** 'Eé**

6 0,100 0,99791
18 . 0,100 0,99788
30 0,100 0,99785
40 0,100 . 0,99784
49 0,100 0,99780
40 © -0,100 0,99789
40 0,200 -1,02846
40 0,200 0,99122
40 0,300 -5,51296
40 -0,300 0,97883
40 . 0,400 ~10,09628
40 - =0,400 0;95666
40 0,500 ~14,71291
40 ~0,500 1 0,14611
40 1,000 _' ~37,93200
40 -1,000 -8,80921

*N = n@ de fﬁngées no conjunto base.
** o = constante de acoplamento.

***Et = energia variacional do estado fundamental.



TAB.

III.2 - ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL DO SISTEMA DE BAR

BANIS ANISOTROPICO (A = U = 1; w = 1,264911;
w, = 0,948683) (ky # ky) -

VALOR ENCONTRAPLO NA LITEPATURA.[B] : Et =1,1058.

40



% * % * %k
N a . : Et

6 0,080 1,10624
18 - 0,080 1,10579
30 0,080 1,10578
42 0,080 1,10578.
49 ' 0,080 1,10578

*N = n? de fungbes no conjunto base.
**0 = constante de acoplamento.

***Et = energia variacional do estado fundamental.



TAB. III.3 - COEFICIENTES DAS  FUNGCOES QUE COMPOEM AS FUNCGES

'DE ONDA Y DO ESTADO FUNDAMENTAL DOS»SISTEMAS DE

BARBANIS ISOTROPICO (a) E ANIsoTROPIco'(aﬁ), PA

RA 9 FUNCOES NO CONJUNTO BASE.

e
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a(a = 0,1)  a’(a= 0,08
0,99922 0,99971
0,03557 0,02102
0,00155 0,00058
0,00141 0,00075
0,00077 0,00035
0,00048 0,00021
0,00250 0,00129
0,01703 0,01198
0,00169 0,00076

43
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TAB. III.4 - ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL E DOS ESTADOS EX-

'CITADOS DO SISTEMA DE BARBANIS ISOTROPICO, COM

49 FUNCOES NA BASE (¢ = 0,100; A = M = © = 1),

- — e e X D e g



ne Ei ne Ei (continuacao)
01 0,99780 |26 7,05919
02 1,65347 |27 7,28164 °
03 1,99540 |28 7,29834
04 1,99870 |29  7,63739
05 2,84794 |30 7,87801
06 2,98614 |31  7,99940
07 3,05588 |32 8,09071
08 3,71791 |33  8,32327
09 3,96022. |34 8,40376
10 4,06725 |35 8,74763
11 4,09378 |36  8,97425
12 4,69417 |37 - 9,12815
13 4,94951 |38  9.,40634
14 5,04248 |39 ° 9,47002
15 5,11782 | 40  9,85635
16 5,20012 |41 10,22151

17 5,69046 |42 10,28489
18 5,93870 |43 10,57375
19 6,00053 |44 10,98438
20 6,13869 {45 11,38840
21 6,21136 |46 11,56489
22 6,46989 {47 12,05290
23 6,73881 |48 12,82968
24 6,93359 | 49 14,01943
25 7,01020
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TAB. III.5 -~ ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL E DOS ESTADOS EX-

‘CITADOS DO SISTEMA DE BARBANIS ANISOTROPICO, COM

49 FUNCOES NA BASE (¢ = 0,080; fi = u = 1; w =

= 1,264911; v, = 0,948683) .



ne

b

7,75377

2 ne Ei'(continua§éo)

01 1,10578 |26  7,90246
02 2,03496 |27 8,09763
03 2,36715 |28  8,39587
04 2,84546 |29  8,40068
05 3,28561 |30 8,70612
06 3,44380 |31  8,74985
07 3,63367 |32 9,07347
08 4,16749.{33 9,25329
09 4,27493 {34 9,37859
10 4,57727 |35 9,69586
11 4,89987 |36 - 9,73691
12 5;13373 |37 10,08586
13 5,24831 |38 10,36376

- 14 5,51634 |39 10,59360
15 5,85186 |40 10,71060

16 6,08337 |41 11,10558
17 6,16664 |42 11,36604
18 6,42465 |43 11,74238
19 6,51537 |44 11,92832
20 6,80617 |45 12,39618
21 7,04725 |46 12,79643
22 7,12614 |47 13,14123
23 7,42146 |48 13,89637
24 7,43337 | 49 14,94184
25

47.
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CONCLUSAOQ

-

A funcdo de onda que representa o estado quantico de
um sistema de 2 bdsons que interagem através de um potenqial ti-
po poco quadrado com carogo rigido pode ser aproximada por uma
fungéo variagdo que &€ uma combinagao linear de fungOes conheci -
das. Tais fungoes formam um conjunto completo ortonormal ou ‘nao
ortonormal. Os resultados obtidos'para a energia do estado fuhdg
mental (E/Vo) de tal sistema no caso em que a base € nao ortonbg
‘mal épresentam um erro minimo de 1,2% em relacdao ao valor exato,
visto que nesta base ocorre dependéncia linear ja& com 7 fungdes.
Quando a base é ortonormal, e composta de 15 fungbes, o valor ob
tido para E/Vé tem um erro da Qrdém de 0,3%; tal erro éeré menor
quanto maior for o nimero de fungoes ﬁa base.

A dependéncia linear no conjunto base pode‘sef entendi
da analisando-se a tabela (II.3),:onde sao apresentados os coefi
cientes a e bn; correspondentes a uma base de 6 e 7 : funcoes,
respectivamenté: pode-se ver que Os ai e bi (coeficientes da ba-
se ortonormal) caem mais lentamente a zero do que os aﬁ e bﬁ (coe
ficientes da baée nao ortonormal). Nos coeficientes que corres -
pondem a base formada por 7 fungbes vé-se que a contribuigdo de

b? para a fungdo de onda ¥ é praticamente nula ([b?l2 = 10—7),e§
' -5

-in

10 7) ,

quanto que a contribuigao de ba, embora pequena (Ib?|2

ainda & maior qué a do coeficiente'bb tal comportamento da base

77
ndo ortonormal (coeficientes bﬁ) leva & conclusdo de que esta sé
tima fungdo praticamente nao contribui para uma maior‘. precisao
no calculo da energia do estado fundamental do sistema considera

do, e suavinclqséo no conjunto base gera uma superposicao = das

funcbes que o compdem, 0 que leva a dependéncia linear na  base
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”(¢7 pode ser escrita como uma combinacao linear de ¢l,¢2,.",¢6).'

Com base neste teste, o problema de um sistema de 2 bo

sons que interagem através dos potenciais de Barbanis, caso iso-

’trépico (kx = ky = k) e caso anisotropico (ky # ky ), é estudado
utilizando, como fungdo variacdo, umaAcohbinagéo linear de fun-

¢Oes ortonormais (as funcdes de onda radiais do oscilador harmo-

nico simples). Os resultados obtidos, através do calculo varia -

‘cional, concordam com os resultados encontrados na literatura.

Para o estudo do sistema de Barbanis isotropico fica evidenciado

que, para valores de o, a constante de acoplamento, variando en-
“tre -0,400 e O}lOO, o resultado obtido para a energia do estado
fundamental (Et) é pouco afetado (mends de 5%). Acima de 0,100
o valor de.E comega a depender bastante do valor da constante

t
de acoplamento. A medida que o cresce, a convergéncia de E

-

£ e
mais lenta, havendo neceésidade de um maior numero de fungdes na
base.. |

No que diz respeito ao ;inal de'a, este nao altera sig

" nificativamente (mends deVS%) o valor de Et para o variando en-
tre -0,200 e 0,200. Tal comportamento pode ser explicado conside
rando-se, para valores da constante de acoplamento variando - en-
tre -0,200 e 0,200 aproximadamente, o termo de oxy? como uma pe
quena perturbagéo ao potencial nao perturbado-(g(x2+y2)); tal en

. foque leva ao calculo das correcoes em 1@, 22 e 32 ordem (E(l) ’

E(Z) e E(3) respectivaﬁente), pela teoria de perturbagdo, para o
valor de E,, que da como resultados: E(l) =0, E(2)=-~é% a? e
E(3) = 0. A corregao em 23 ordem depende de'az, o0 que explica a

invariancia de Et com o sinal de «. Para valores da constante

de acoplamento maiores que 0,200, o termo axy? nao pbde mais

ser considerado uma pequena perturbacdo ao potencial ndo pertur-

g
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bado, ndo sendo mais possivel a aplicagéd‘do cdlculo das corre—
¢Oes para o valor de E, pela teoria de perturbagdo, o que expli-

ca .a variacdo no valor de E, quando se muda de o para —-a.

t
Valores das energias para estados excitados dos siste-
mas de Barbanis sdo apresentados e, quando possivel, comparados

com valores existentes na literatura, estando em concordancia com
) ) . .

’estes[ é?. Valores encontrados por outros autores[ 81 dio a en-
-tender gque se necessita, para a bése empregada, de mais funcSes‘
na base para se chegar a valores mais precisos para estados exéi
-tados de mais alta ordem.

Além dos valores da energia do.estado fundamental dos
sistgmas'de Barbanis (isotropico e anisotrééico) e das energias
dos estados excitadés, consegue—sé, atravéé do calculo variacio-
nal linear, os valores dos coeficientes das fungles qde compoem
a funcdo variacdo. Tais coeficientes podem ser utilizados para o

cdlculo da Velocidade[loflll.

~

-
$=V wmy o,

sendo Y a fungdo variacao do problema em questdo. Tal velocidade

é utilizada no calculo da energia do estado fundamental quando

~ . - 10,11
se utiliza o formalismo hidrodinamico da mecanica quantica[ ! %
onde: ‘

. >
E-—V:%V.\—;-—mm(\»;.{;) ;
sendo V = L (k,x? + k,y?) - oxy? ‘
2 17 2 :

Como continuacgdo deste trabalho, as fungoes variacgao
_encontradas para os_sistemas de Barbanis poden, agora, ser utili

zadas no cdalculo variacional da energia do estado fundamental de
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um sistema de 3 bdsons, interagindo 2 a 2. através dos potenciais’

de Barbanis.
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APENDICE A

RESOLUCAO DAS INTEGRAIS NO CALCULO VARIACIONAL

DA ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL DO ATOMO DE

HELIO

As integrais abaixo aparecem no calculo variacional
da energia do estado fundamental do atomo de hélio, tendo como

fungao variagao a fungao:

Zl3

=Z'p; —Z'p
_ _ 1 2
¢ =y = [le e ' | (A.1)
o]

sendo Z' o nimero atdémico e a, o raio de B ohr. As fungdes ¥, e

Wé obedecem a eq.:

“hz 2 _',e2 .2.
am VTR R VT ETERY
ne’ ~ ' o
com EH = > ¢+ € sao normalizadas para a unidade, isto é:

Jyv*¥y dr = 1,

a % |- Ei 2 - * _'@i 2
15)  J oo* | - Vil edr = J oy¥( o vi)lyy dty X
* - % Z'e? 2 ’ =
S VY, ATy = S VI o 2'2B )y Aty =
= " 2 * ..}'_. - 12 * . =
=22'g. ;¥ Loy ar. - 7V 2E (A.2)
H 1oy 71 1 H ! '
. R .... N rl . - o . . - ) .
* onde py = = e dt = r%dr sene dod¢ = r?*dr 4 .

O
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) 2E f<I>*(._L+——L)¢dT=4EHf®*—:—L-‘I>dT =

Py Py Py

I

2

=4p, S ¥ Ly ar

* -
H 15, x J ¢2¢2 dat =

i 2

- 4E. S v* L v ar. = 4E AR o e—zz'p

't an. = 4E. 2' . _ (A.3)

2 2 .
fe* & o dar = s o S— o at =

12

o

3=)

-27'r./a -27'r.,/a
s 3
Ta “12

O

Utilizando a notagao:
] i 1
2Z2'ry 27, r,

‘ G, = 0, = e o e
: 1 r 2 a a ’
I s : o o

7te? e e

2
327 ag,

dat! , (A.5)

. 2
deld¢l = g2do,dn

i ' - 2 .
on@e df osdo, sen © 140,48, .

1 1771 1

r _
7 e

., A eq. (A.5), a menos do fator constante
’ : 32ﬂ2ao

a energia eletrostdtica de duas distribuigoes esféricas de ele-
tricidade com densidades

£

. =0 -0 ' -
e 1) e (ee A, mm o



comr<—

integral

il

Utilizando-se, em (A.5), a expansao:

> i -
menor r entre rl e

toma a forma:

1 2 (2] -0
g : 01 e 1 do
. o O
1 2 [o's) -0
Z e’ {2 f o, e 1
2 a, o 1

L

re

2+l
rs

-5
r
2e

Pz(cos a) o,

" s
o = angulo entre r, e

2 2 *®
{r 102 e d02+ol S 0, e
o
1
I T b2 }
S 01 e (ol+ ) dol
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(A.6)

._).
Toe a

(A.7)



APENDICE B

FUNCAO ERRO

A fungao erro de x & definida como:

A X 2
erf(x) = 2 J e Y du ’
: T

tendo as seguintes propriedades:

erf (-x) = -erf (x)
erf(O) = O
erf (=) = 1.

Pode ser calculada numericamente, para qualquer valor

de x, usando-se a-aproximagao[lz}:

: L Y2
erf(x) =1 - e % (A1T+A2T2+A3T3+A4T“+A5Tﬁ) + R,

onde: T = =
1 + Px
e P = 0,3275911
A, = 0,254829592
A, =-0,284496736
Ay = 1,421413741
A, = ~1,453152027
A =';,061405429 .

R = 1,5x1077,
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APENDICE C

ELEMENTOS DE MATRIZ PARA O HAMILTONIANO ANISO-

TROPICO DE BARBANIS

Para a funcao de onda:

¥(x,y) = ¥ a_ NN e Hn(Bxx) Hm(Byy)
(Cc.1)

p, Pp? <2 v?
H=-—=+ =L+ k_ 2,4k = - gxy.
ou T ou t kg T Ry T oYy

: p R o 2
onde: H = = 4 X + k z<-~+ k. y?
‘ o 2u 2w X 2 Y 5 e
Hp = - axXy*

o calculo da expressdo para os elementos matriciais envolve a se-

guinte integral:

JI¥(x,y) B ¥(x,y) dxdy = [f¥(x,y) H_ ¥(x,y) dxdy +

+ JI¥(x,Y) Hp Y(x,y) dxdy. . * (C.2) .

A primeira integral a direitq$ga igualdade em (C.2) tem

é forma (para a funcao de onda em (C.l)): : "
x?2 _ x? -
NpNn lw Hp(BXx) e | (EE + kx 5—) Hn(Bxx) e dx x
~B,Yy?
+ 00 . Y
Nflm L, Hq(Byy) Hy (B y) e dy  +
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N T %H H SBx a
+ Np n [m p(Bxx) n(Bxx) e’ X X
2 ' . v 2
-8 L 4 -p Y
W FPH (B) y 2 (EX L7 | Y 2 .
N N_ H e )\ =
X Ny Lo, Hq(ByY ou * Ky 370 Hp(Byy) e Y
s n+d he. s 6.+ (m+E) Ru 5. 8 ,
2 x °p,n°q,m 2 y °p,n°g,m
k K
X Y
onde W = — e = — .
' " Py 7Y Ty

A segunda integral a direita da igualdade em (C.2) tem

a forma:
; . —Bxx2
+® ,
- o {NpNn(£oo Hp(Bxx) X Hn(BxXX e dx )
. —Byy2
(NN s*%m 2 =
(N Ny Lo q (ByY) y Hm(Byy) § dy)}
_ s ‘ ’ ‘
onde: ,
: /?,p:n—l
. < -

A= f:mup(sxx) X un(SXX) dx = < ' g%%ill', p = n+l

0 , para os demais'




-+

B = 1, ug(ByY) Y7y (8yy)dy = S

Y (m+1) (m+2) g = me2

AN Y

x2
"Bx >
com un(BXx) = Nan _(Bxx) e
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APENDICE D ‘ -

INTEGRAIS DOS ELEMENTOS DE MATRIZ DO PO~

TENCIAL TIPO POCO QUADRADO

19) para a funcdo variacao

f N p12n-1 -r'2
‘P(r) = X a m—————— e ’
n r
) n_=l
com r' = rA; ;, € 0 hamiltoniano dado por:
O .
2
H= - —2 V2, 4 v , | (D.1)
2ur?r? r
o
4
© I" = 0
o ‘ vl |
onde . Vixr ) =< —VO, 0 <r' < T s (D.2)
} 0 ' r' > .]:.
\ A

o calculo da expressao para os elementos matriciais envolve a se-

guinte integral:
Y(r) = g a, ¢n(r) '

S d’; Ho AT = 4w £°° (I);;(r') He (r') dr =

H
’

__ 41 h? ® * 1 2 o ' .

) —-2ux2rz é o (BN vio () ardrt -

| °

; />\ * ' | _ . v

- an v, él gi(r') ¢_fx') ar_ar' . | - (@.3)

A primeira integral a direita da igualdade em (D.3) tem
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a forma: ' : -
0 - - l2 2 e - 2
A [0k e A el o g
OO arv'z
© _,2(n+m) -2r'?
=ar_ {4 2 e ar' -
0
2
1
— 2(4m-1) fw r,2(n+m—l) e—2r ar" .
0
2 .
+;(2m-1) (2m-2) [ pr2(AM-2) -2r'0 drt ) (D.4)
o .

Utilizando a solucgao:

(2v-1)11 v/__ . o= 2v
2(2a)V 2 ]
f“ <© e—ax2 dx = < [(2v=1)~-1]1!1 , o = 2v-1

o (2a)"

v=1,2,3,...
( -
a expresséo em (D.4) bode ser reescrita como:
/ ' [2(n+m)-17! [2{n+m)-3]1!!
{ 4 - 2(4m-1) -
2~(4n+m) ; 2:(4n\~m--l)
+ (2m-1) (2m-2)  L2{pem)=S1tt oy | (D.5)

2:(41*M-2)

. A segunda integral a direita da igualdade em (D.3) tem

a forma: -

2

; l/k-r,Z(n+m—l) e—2r' ar!
. R 14

Ar_ [
0

que pode scr resolvida por -partes, dando-como resultado a expres-
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sao:
2
\p g e2/r et [2 (n+m-1)=1] 1! .
o 4 p=1 A% (#m=1)=2p+l =iy o im1)-2ps1]te
[2(n+m-1)-17!! /=
(401 3 } . (D.6)
29) Para a funcao variacao:
N e—r'2/2 o
Y(r) = Zl anNn — Hn(r') ’
n=
com r' = EKE_E e n impar, o hamiltoniano e o potencial sendo
o .

aqueles dados em ‘D.1) e (D.2), o célculo dos elementos de matriz

envolve as mesmas integrais em (D.3), com ¢n(r) valendo, agora:

¢n(r') e—rlz/2

Hn(r|) .f

: . 1/2
onde N = [ - ] .
o o2av W Axr_20n!

A primeira integral & direita da igualdade em (D.3) tem, .

agora, a forma:

! "r'2/2 -n
[Hn(r ) e _ ] dr

- (D.7)

‘Lembrando que a equag¢ao de Schrddinger para o oscilador harménico
e da forma:

d?u
n

dr'?

+ [ X, = ¢ ] u =0,



62

' 2E -
n /m . 1 k
onde Xy = = V% 2n+l , para E = (n-+§)ﬁ / o e
Un = n e n r P n - PR ' -

a equagao (D.7) pode ser reescrita na forma:

_.|2/2 ' |2/2 :
1 L T () e7F [r'?=(2m+1)]1H _(r')e ¥  “ar',
21 /7T /2Pni2fp © B m |
que tem por solugao:
1 1 n o 2
(/7 /2P (o) -
4 m/1 v 2Pn1 2% . Bt
~h
= (2m+1) Y 2Mn1 6n'm }o.
A expressdo (r'?)._ n é da forma:
iy
/f \
vV (n+l) (n+2) , m o= n+2
. 2 ‘ (’
’ 2 v T 0
] ] bt 1 1 2 ] —r' [ ‘/n(n"l) -
N NG foo H (x')r'" H (r')e dr' = < . m = n-2
2n+1
—_——, = n
2
\
A segunda integral a direita da igualdade em (D.3) tem :
a forma:
l/}\ ¥ ' _r,2 ' , '
Aro g_ Hn(r ) Hm(r ) e . dr ; | (D.9)

para encontrar a solugao desta integral deve-se utilizar a defini

cao de Hn(x) na forma diferencial:



63

Hn(X)

t

I
=
(]
)

e resolvé-la por partes sucessivas vezes. O resultado encontrado
é:

_]_/>\2

PR
)\rONnNm { ~2"m! Hn_m_l(l/x) e

. 2 )
i-1 e—l/A m} },

(m—-i+1)!

m
- Lo Haa

L /3 #5170 2

pa

ran >m

i-1

. n _
2 n /T i _
krONn { 2"nt 2 erf(1/x) =-( 2 Hn_i+1(l/k) Hn_i(l/k) 2 )

i=1

.(e_l/xé-;‘iy
(n-1+1)!

)}, paran =nm ,

onde erf(l/)) & a funcao erro definida no apéndice B.
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