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A G R A D E C I M E N T O S

A t o d a s  as p e s s o a s  que, d i r e t a  ou i n d i r e t a m e n t e ,  contri- 

b u i r a m  p a r a  a r e a l i z a ç ã o  d e ste t r a b a l h o  e de m a n e i r a  e s p e c i a l  'as 

s e g u i n t e s  p e s s o a s  e i n s t i t u i ç õ e s :

- Ao Prof. Celso de P a iva L eite que t a nto me i n c e n t i v o u  

p a r a  a r e a l i z a ç ã o  do curso de m e s t r a d o  e a c o n s e q ü e n t e  e l a b o r a ç ã o  

d e s t e  traba l h o ;

- Ao Prof. R i c a r d o  G o n z a l o  Rojas Lezana, p e l a  sua o r i e n 

t a ç ã o  c o r r e t a  e a c i m a  de tudo p e l a  sua a m izade, c o m p r e e n s ã o  e mui 

to b o a  v o n t a d e  em  t odas as o c a s i õ e s  que o p r o c u r e i  p a r a  o r i e n t a r  

esta d i s s e r t a ç ã o ;

%
- A  UF P B  p e l a  o p o r t u n i d a d e  que me foi dada p a r a  r e a l i z a 

ção do curso;

- A  C A P E S  pe l o  a u x i l i o  f i n a n c e i r o ;
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to de E n g e n h a r i a  de P r o d u ç ã o  e Si s t e m a s  da IJFSC p e l o  c o n v í v i o  e 

a p o i o  que nos foi dado.
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0 e s t u d o  das r e l a ç õ e s  e ntre os custos, o n í v e l  de ativi 

dade e o l u c r o  o p e r a c i o n a l  das e m p r e s a s ,  c o n s t i t u e  um i n s t r u m e n t o  

de v i t a l  i m p o r t â n c i a  p a r a  a t o m a d a  de d e c i s õ e s  no que diz r e s p e i 

to ã d e f i n i ç ã o  de ní v e i s  f u t u r o s  de a t i v i d a d e ,  f i x a ç ã o  de p r e ços, 

s e l e ç ã o  de linhas de p r o d u t o s ,  a l o c a ç ã o  de r e c u r s o s ,  etc.. C o n t u 

do, tal e s t udo, d e n o m i n a d o  c o m u m e n t e  a n á l i s e  de c u sto - v o l u m e  

lucro, a p r e s e n t a  uma l i m i t a ç ã o  b a s t a n t e  i m p o r t a n t e  d e r i v a d a  do fa 

to de c o n s i d e r a r  a t o t a l i d a d e  das v a r i ã v e i s  e n v o l v i d a s  n a  a n á l i s e  

como s e ndo d a d o s  c o n h e c i d o s  e c o m  u m  c o m p o r t a m e n t o  p e r f e i t a m e n t e  

d e f i n i d o ,  isto ê, como v a r i á v e i s  d e t e r m i n í s t i c a s .

0 p r e s e n t e  t r a b a l h o  v i s a  s u p e r a r  e s t a  l i m i t a ç ã o  a t r a v é s  

da c o n s i d e r a ç ã o  do r i s c o  a s s o c i a d o  a cada u m a  das v a r i ã v e i s  e n vol 

vidas n a  a n á l i s e  de c u s t o  - v o l u m e  - lucro, as q u ais s erão c o n s i 

d e r a d a s  co m o  s e n d o  v a r i ã v e i s  a l e a t ó r i a s  i n d e p e n d e n t e s  com d i s t r i 

b u i ç õ e s  n o r m a i s  de p r o b a b i l i d a d e .

A  a n á l i s e  de c u s t o  - v o l u m e  - lucro sob c o n d i ç õ e s  de 

r isco, d e s e n v o l v i d a  n e s t e  t r a b a l h o ,  é a p l i c á v e l  t a n t o  em e m p r e s a s  

m o n o p r o d u t o r a s  q u a n t o  em e m p r e s a s  m u l t i p r o d u t o r a s .
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A B S T R A C T

The s t udy of the r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  costs, a c t i v i t y  

levels and o p e r a t i n g  p r o f i t  is very impor t a n t  in d e c i s i o n

t a k i n g  a b out p r i c e s ,  p r o d u c t  lines, r e s o u r c e  a l l o c a t i o n ,  etc. 

T he c o n v e n t i o n a l  s t udy of c o s t - v o l u m e - p r o f i t  r e l a t i o n s h i p s  is 

l i m i t e d  in v a l u e  by the n e c e s s i t y  to c o n s i d e r  all v a r i a b l e s  as 

d e t e r m i n i s t i c  fun c t i o n s .  In this d i s s e r t a t i o n ,  the r i s k

a s s o c i a t e d  w i t h  ea c h  v a r i a b l e  is i n c o r p o r a t e d  into the cost 

v o l u m e  p r o f i t  a n a l y s i s , each v a r i a b l e  b e i n g  t r e a t e d  as

i n d e p e n d e n t  and r a n d o m  wi t h  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  behaviour.

The m o d e l  is a p p l i c a b l e  in bo t h  one p r o d u c t  and 

m u l t i p r o d u c t  c o m p a n i e s .
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CAPÍTULO I

i- JhiropucM

1.1. O QUE E A N A L I S E  DE C USTO - V O L U M E  ~ LUCRO

Para que se p o s s a  t e c e r  m a i o r e s  c o m e n t á r i o s  a r e s p e i t o  do te 

m a  que se p r e t e n d e  d e s e n v o l v e r ,  será n e c e s s á r i o  uma d e s c r i ç ã o  do 

que vem. a. ser e s t a  análise. Como p o n t o  de p a r t i d a  c i t a - s e  o e x e m 

plo das q u e s t õ e s  que p o d e r i a m  ser l e v a n t a d a s  pe l o  a d m i n i s t r a d o r  

f i n a n c e i r o  n u m a  e m p r e s a  p r o d u t o r a  de bens e/o'u serviços. S a b e-se 

que o p l a n e j a m e n t o  i m p l i c a  na s e l e ç ã o  de o b j e t i v o s  e na d e t e r m i n a  

ção dos meios p a r a  a l c a n ç á - l o s .  No e xemplo, d e n t r e  estes m e i o s  e 

p o s s í v e l  que u m  dos de m a i o r  i m p o r t â n c i a  se j a  o p l a n e j a m e n t o  de 

v e n d a s  a fim de p r o p o r c i o n a r  u m a  c o r r e n t e  c o n t í n u a  de i n g r e s s o s  

v i n d o s  do m e r c a d o  p a r a  a empresa. A l g u m a s  das q u e s t õ e s  l e v a n t a d a s  

p elos g e r e n t e s  f i n a n c e i r o s  seriam: 0 que a c o n t e c e r á  se o p l a n e j a 

m e n t o  das ven d a s  n ã o  se c o n c r e t i z a r ?  Qual será o i m p a c t o  dos d i 

ver s o s  v o l u m e s  de vendas sobre o lucro da e m p r e s a ?  A r e s p o s t a  a 

estas e m u i t a s  o u t r a s  p e r g u n t a s  d e s t e  gêne r o ,  se e n c o n t r a m  no e s 

tu d o  das interrel,ações e n t r e  a.s v a r i á v e i s  : ve n d a s  , custos , v o l u m e  

e lucros p r o p o r c i o n a d o s ,  que f r e q ü e n t e m e n t e  se d e n o m i n a  A N Á L I S E  

DE CUSTO - V O L U M E  - LUCRO.

1.2. A I N CLUSÃO DO R I S C O  NA A N A L I S E

A  a n á l i s e  de C u sto - V o l u m e  - L u c r o  i r e c o n h e c i d a  u n i v e r s a l 

m e n t e  como u m  dos c o n h e c i m e n t o s  b á s i c o s  que d e v e m  ter os e x e c u t i  

vos e m  g é r a l  e i n d i s p e n s á v e l  p a r a  que os que se i n t e g r a r e m  na área 

c o n t ã b i l“f i n a n c e i r a . T o d a v i a ,  e s t a  an á l i s e ,  tal como se c o n h e c e  e



e s t u d a  a t u a l m e n t e ,  p o s s u i  u m a  s erie de l i m i t a ç õ e s  as quais restrin 

gern o c a m p o  de d e c i s ã o  dos g e r e n t e s  financeiros. Uma das l i m i t a 

ções d e s t a  a n a l i s e  t r a d i c i o n a l  que e n t e n d e - s e  como sendo a mais 

i m p o r t a n t e ,  s e r i a  que o t o m a d o r  de de c i s õ e s  p r e s s u p õ e  a e x i s t ê n 

cia de c e r t e z a  a b s o l u t a  q u a n t o  ao c o m p o r t a m e n t o  das v a r i á v e i s  en 

v o l v i d a s  na análise. Isto ê: q u a n d o  se fa.z uma p r o j e ç ã o  dessas 

v a r i ã v e i s  s u p õ e - s e , m e s m o  a curto prazo, que esses dados são de- 

t e r m i n í s t i c o s . 0 que se c o n s t a t a  na r e a l i d a d e  é que e s sas v a r i ã 

veis p o d e r ã o  não se c o m p o r t a r  como foi p l a nejado. Daí a n e c e s s i 

dade da i n c l u s ã o  do r i s c o  como s e n d o  mais uma v a r i á v e l  r e l e v a n t e  

p a r a  o b o m  r e s u l t a d o  da análise.

1.3= INTERRE.LACIONAMENTO DÃS V A R I Á V E I S

Para m e l h o r  e n t e n d i m e n t o  da d e s c r i ç ã o  do top i c o  a s e r  d e s e n  

v o l v i d o  são n e c e s s á r i a s  a l g u m a s  c o n s i d e r a ç õ e s  ã r e s p e i t o  do in- 

t e r r e l a c i o n a m e n t o  das V a r i ã v e i s  da A n á l i s e  de Custo - V o l u m e  - Lu 

c r o .

E x i s t e  uma i g u a l d a d e  que ê v á l i d a  em q u a l q u e r  e m p r e s a ,  r a 

zão p e l a  qual se t r a n s f o r m a  numa v e r d a d e i r a  i d e n t i d a d e  da a n á l i 

se de c u s t o  - v o l u m e  - l u cro e que será b a s t a n t e  útil na d e d u ç ã o  

e d e m o n s t r a ç ã o  das e x p r e s s õ e s  a l g é b r i c a s  u t i l i z a d a s  nas análises. 

P o d e - s e  c o m  c e r t e z a  d i z e r  que as r e ceitas de uma e m p r e s a  sao

iguais aos custos mais os lucros. Em r e l a ç ã o  aos custos, pode- 

-se d i z e r  que eles se d i v i d e m  em cu s t o s  fixos e custos v a r i ã 

veis. C o m  b a s e  n e s t a s  i n f o r m a ç õ e s  c h e g a - s e  a s e g u i n t e  e x p r e s s ã o  

a l g é b r i c a :
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o n d e :

R = R e c e i t a

Cp = Custo Fixo

Cy = Custo V a r i á v e l

V  = L u c r o

/
De a c o r d o  c o m  estes dados, sob os quais se b a s e i a  a a n á l i s e  

de c u s t o  - v o l u m e  - lucro, ê p o s s í v e l  r e p r e s e n t a r  nó s i s t e m a  de 

c o o r d e n a d a s  os custos i n c o r r i d o s  pela e m presa, a s s i m  co m o  as r e 

ceitas o b t i d a s  pela v e n d a  de seus p r o d u t o s . No ei x o  das a b c i s s a s  

e s t a r ã o  q u a n t i f i c a d o s  os d i v e r s o s  níveis de vo l u m e  de atividades e 

no eixo das o r d e n a d a s  os custos e as receitas.

V a l e  a c r e s c e n t a r  dois c o n c e i t o s  de v i tal i m p o r t â n c i a  p a r a  a 

a ná l i s e ,  que são: Ponto de Equilíbrio que corresponde ao nível de atividade 

onde os custos são iguais as receitas; e o conceito de Margem de Contribuição 

que corresponde ao excedente das vendas sobre os custos variáveis. Estes con

ceitos ficarão mais. claros ao observar o gráfico (FIG. D ^ q u e  dá idéia.do com

p o r t a m e n t o  das v a r i á v e i s  e n v o l v i d a s  na a n á l i s e  de custo - v o l u m e

- lucro, a t r a v é s  do s i s t e m a  de eixos c o o r d e n a d o s .

G M f I C Ô  DE CUSTO “ VOLUME - L U C R O  T R A D I C I O N A L

1 HÒfiNGRÈNj 1* Charles. Cost Accounting a managerial emphasis, p.- 41
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Como já foi visto, a p r i n c i p a l  l i m i t a ç ã o  que se o b s e r v a  na 

a n á l i s e  de c u sto ~ vol u m e  - lucro t r a d i c i o n a l  e o fato das v a r i á 

veis f u n d a m e n t a i s  e n v o l v i d a s  ,serem consideradas como sendo d e t e r m i n í s  

ticas. Isto pode d i s t o r c e r  s e r i a m e n t e  as p r o j e ç õ e s  das a t i v i d a d e s  

da e m p r e s a  e da m a g n i t u d e  que a l c a n ç a r ã o  estas v a r i á v e i s  e e m  con 

s e q u ê n c i a  c o n d u z i r  a erros n a  t o m a d a  de d e c i s õ e s .

Uma vez r e c o n h e c i d a  esta l i m itação, o m o d e l o  a ser d e s e n v o l 

vi d o  i n t r o d u z i r á  a l g u m a s  m o d i f i c a ç õ e s  na a n á l i s e  t r a d i c i o n a l  a 

fi m  de c o n s i d e r a r  a a s s o c i a ç ã o  de u m  g r a u  de r i s c o  a cada uma 

das v a r i á v e i s  s u b m e t i d a s  a estudo, d e s t a  m a n e i r a  e s p e r a - s e  s a 

n a r  e s t a  r e s t r i ç ã o  i m p o s t a  p e l a  c e r t e z a  i m p l í c i t a  na a n á l i s e  de 

c u sto - v o l u m e  - l u c r o  t r a d i c i o n a l .

Pa r a  se c o n s i d e r a r  o "risco" e a "incerteza"corno v a r i á v e i s  

f u n d a m e n t a i s  na a n á l i s e  de custo - v o l u m e  - lucro, d e v e - s e  r e c o r 

rer, n e c e s s a r i a m e n t e ,  a certos c o n c e i t o s  e i n s t r u m e n t o s  p e r t e n c e n  

tes ao c a m p o  d.e e s t u d o  da E s t a t í s t i c a  e e s p e c i f i c a m e n t e  a u m  dos 

seus r a mos d e n o m i n a d o  E s t a t í s t i c a  I n f e r e n c i a l .

1 .4 . Um exemplo
♦

Um  e x e m p l o  i l u s t r a t i v o  vai s e r v i r  para m o s t r a r  como a a n á l i 

se de c u s t o  - v o l u m e  - lucro, sem c o n s i d e r a r  o risco e a i n c erte 

za a s s o c i a d o s  a d i f e r e n t e s  a l t e r n a t i v a s ,  p o d e r á  a c a r r e t a r  erros 

na t o m a d a  de d e c i s õ e s .

Suponha-se que uma e m p r e s a  se e n c o n t r a  ante a a l t e r n a t i v a  de 

p r o d u z i r  e v e n d e r  o P R O D U T O  "A"ou o P R O D U T O  "B',' os q u a i s  p o d e m  

ser prodüzídtís a p r o v e i t a n d o  as atuais f a c i l i d a d e s  de f á b r i c a  e im 

p l i c a n d o  nó áuiftênto de cus t o s  fixos anuais e m  i g u a l d a d e ,  q u á l q u e r



q ue seja o p r o d u t o  que a e m p r e s a  d e c i d a  produzir. S u p o n h a - s e  t a m  - 

b ê m  que a c a p a c i d a d e  p r o d u t i v a  u t i l i z a d a  pelos dois p r o d u t o s  seja 

a mesma. Os dados a n t e c e d e n t e s  que se t e m  da e m p r e s a  são os se g u i n  

tes :

P R O D U T O  "A" P R O DUTO "B"

.A u m e n t o  dos Custos Fixos Cr$ 5 0 . 0 0 0 , 0 0  Cr $ 5 0 . 0 0 0 , 0 0

.Preço de V enda Cr$ 12,00 Cr$ 12,00

.Custo V a r i á v e l  U n i t á r i o  Cr$ 7,00 Cr$ 7,00

A  a n á l i s e  de c u s t o  - v o l u m e  - l u cro p e r m i t e  d e t e r m i n a r  o n í 

vel de e q u i l í b r i o  p a r a  ambos os produtos.

QpE "A" - ----- C r $ „50.000,00-----  =_ 1 0 .000 u RPE "A" = -Cr $ 1 2 0 . 0 0 0 , 0 0

Cr $ 12,00 - Cr $ 7,00

Q pE "B" = ... .. Cr$ 5 0 ’0 Q 0 >00-----  = 10.000 u R " B "= C r $ 1 2 0 . 0 0 0 , 0 0
Cr $ 12,00 - Cr $ 7,00

onde :

Qpg "A" = P o n t o  de E q u i l í b r i o  da E m p r e s a  "A"

QpE "B" = Ponto de E q u i l í b r i o  da E m p r e s a  "B"

0 r e s u l t a d o  o b t i d o  não c o n d u z i r á  a u m a  d e s e j a b i l i d a d e  r e l a t i 

va e n t r e  um ou o u t r o  pro d u t o ,  isto se deve ao fato de não ter sido 

l e v a d a  e m  c o n s i d e r a ç ã o  uma v a r i á v e l  f u n d a m e n t a l  do p r o b l e m a ,  como 

e o v o l u m e  de ve n d a s  que se e s p e r a  o b t e r  p a r a  cada u m  dos p r o d u 

tos. S u p o n h a - s e  no e xemplo, que o vol u m e  e s p e r a d o  de vendas se j a  de

15.000 u n i d a d e s  p a r a  o P R O D U T O  "A" e de 12.000 u n i d a d e s  p a r a  o PR0 

DUTO "B", é e v i d e n t e  que a e m p r e s a  p r o d u z i r á  o P R O D U T O  "A" p o r q u e  

as e x p e c t a t i v a s  de v e n d a  sao c l a r a m e n t e  s u p e r i o r e s , p e r m i t i n d o  a 

o b t e n ç ã o  de u m  l u c r o  a d i c i o n a l  de Cr$ 25.000,00, p o r  o u t r o  lado se 

o e m p r e s á r i o  se d e c i d i r  a p r o d u z i r  o P R O D U T O  "B" o l u c r o  a d i c i o n a l  

que ele o b t e r i a ,  s e r i a  de ap e n a s  Cr$ 10.000,00. Para d e m o n s t r a r  es 

ta s i t u a ç ã o  f o r a m  u r i l i z a d o s  os c á l c u l o s  a seguir.
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P R O D U T O  "A" P R O D U T O  "B"

R E C E I T A  Cr$ 1 8 0 .000,00 Cr$ 1 4 4 . 0 0 0 , 0 0

(-) C USTO V A R I Á V E L  Cr$ 105 . 0 0 0 , 0 0  Cr$ 84.000,00

M A R G E M  DE C O N T R I B U I Ç Ã O  Cr$ 75.00 0 , 0 0  Cr$ 60.00 0 , 0 0

(-) C USTO FIXO C r $ 5 0 . 0 0 0 , 0 0  Cr$ 50 .000 ,00

L U C R O  Crí 25.000,00 Cr$ 10.00 0 , 0 0

F i n a l m e n t e  a u m e n t a - s e  a d i f i c u l d a d e  d e s t e  p r o b l e m a  s u p o n d o  

que o v o l u m e  das v e n d a s  a n u a i s  e s p e r a d o s  para ambos os p r o d u t o s  

e o mesmo. P o d e r - s e - i a  neste caso, afirmar que a e m p r e s a  e indife^ 

rente frente a e s c o l h a  de p r o d u ç ã o  de um ou de outro pro d u t o ?  A p a  

r e n t e m e n t e  a r e s p o s t a  s e ria a f i r m a t i v a ,  v i s t o  que a igual v o l u m e  

e s p e r a d o  das v e n d a s ,  ambos os p r o d u t o s  g e r a r i a m  igual lucro. Sem 

dúvida, uma r e s p o s t a  a f i r m a t i v a  só s eria v á l i d a  no caso da exis- 

t e n c i a  de c e r t e z a  a b s o l u t a  de a l c a n ç a r  estes volu m e s  de vendas. 

A s s i m  sendo, co m o  na m a i o r i a  dos casos não e x i s t e  tal cer t e z a ,  no 

t a -se que e m  casos como es t e  a d e c i s ã o  d e p e n d e r á  do "risco" rela 

tivo a s s o c i a d o  c o m  ca d a  a l t e r n a t i v a  o qual deve ser i n t r o d u z i d o  

na a n á l i s e  a fim de m e l h o r a r  o p r o c e s s o  decisorio.

1 .5 . Tratamento aleatório

As r e l a ç õ e s  e n v o l v i d a s  em u m  p r o b l e m a  de t o m a d a  de de c i s ã o ,  

p o d e m  ser incertas. Va l e  d i z e r  que é p o s s í v e l  que se ignore a m a g  

n i t u d e  e s p e c í f i c a  que a d o t a r ã o  d e t e r m i n a d a s  v a r i á v e i s  em u m  m o m e n  

to d e t e r m i n í s t i c o , n u m  da d o  p e r í o d o  de tempo. T o d a v i a ,  não impede 

que se p o s s a  e s t a b e l e c e r  u m  c o n j u n t o  de v a l o r e s  que p o d e r ã o  * ser as
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s u m i d o s  pelas d i f e r e n t e s  v a r i á v e i s  f u n d a m e n t a i s  c o n s i d e r a d a s  no 

p r o b l e m a .  De a c o r d o  c o m  isto, d e f i n e - s e  como "vari á v e l  aleatória',' 

p a r a  o fim que se q u e r  atingir, " a q u e l a  que pode a s s u 

mir d i f e r e n t e s  v a l ores sem que se saiba, com certeza, qual deles 

a s s umirá", p o r t a n t o ,  a d e c i s ã o  que se a d ote d e p e n d e r á  dos v a l o r e s  

t o m a d o s  p o r  ca d a  uma das var i á v e i s .  Com b a s e  nisto, todas as vari 

ã v eis r e l e v a n t e s  p o d e m  ser c o n s i d e r a d a s  (na a n á l i s e  de c u sto - vo 

lume - lucro) como v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s .  Isto e: s a b e - s e  a e x i s 

t ê n c i a  de u m  c o n j u n t o  de v a l o r e s  que p o d e m  ser a s s u m i d o s  pelas d_i 

ve r s a s  v a r i á v e i s  s e m  que se s a iba com c e r t e z a  qual destes v a l o r e s  

a s s u m i r á  e s p e c i f i c a m e n t e .

No g r á f i c o  a s e g u i r  ( F I GURA 2) dá-se uma i déia i l u s t r a t i v a  do 

t r a t a m e n t o  a l e a t o r i o  a t r i b u í d o  as v a r i á v e i s .  Vale r e s s a l t a r  que 

co m  b a s e  no T E O R E M A  DO LIMITE C E N T R A L 2 u t i l i z a - s e  a c urva d i s t r i b u  

ição n o r m a l  p a r a  que a t r a v é s  dela p ossa se c o n h e c e r  a p r o b a b i l i d ^  

de de o c o r r ê n c i a  de u m  dado e v e n t o  na a n a l i s e  de c u sto - v o l u m e  - 

l u c r o .

2 MEYER, Paul L., Probabilidade Aplicações a Estatística, pp - 269 - 274



Vo l u m e  de a t i v i d a d e s

Onde:

Rrj, = R e c e i t a  Total P o ssível 

CT = Custo Total Po s s í v e l

F I G U R A  2

G R Ã F I C O  DE C U STO - VOLUME - LUCRO SOB C O N D I Ç Õ E S  

DE RISCO.
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1 .6 . Relevância do trabalho

Como foi t i d a  a o p o r t u n i d a d e  de d e m o n s t r a r  atra v é s  de u m  e x e m  

pio, a a n á l i s e  de c u s t o  - v o l u m e  - lucro t r a d i c i o n a l  p o s s u i  sérias 

l i m i t a ç õ e s ,  d e n t r e  as q u a i s  a de m a i o r  i m p o r t â n c i a  (por se 

c o n s i d e r a r  co m o  a de m a i o r  i n f l u ê n c i a  na to m a d a  de decisão) ê o 

t r a t a m e n t o  d e t e r m i n í s t i c o  dado âs v a r i á v e i s  f u n d a m e n t a i s  e n v o l v i 

das na análise.

A  r e l e v â n c i a  do t r a b a l h o  será c o n s t a t a d a  pelo t r a t a m e n t o  pro 

babilístic.o que se p r e t e n d e  a t r i b u i r  a estas v a r i á v e i s  e com isto 

c o n t r i b u i r  de m a n e i r a  b a s t a n t e  e f i c i e n t e  pa r a  o f o r n e c i m e n t o  de me 

l h o r e s  s u b s í d i o s  ao t o m a d o r  de d e cisão, no caso o g e r e n t e  financei. 

r o , no s e n t i d o  de que se e v ite as d i s t o r ç õ e s  p r o v o c a d a s  p e l o  s u 

p o s t o  de c e r t e z a  i m p l í c i t a  na a n á l i s e  de c u s t o  - v o l u m e  - lucro.

P r e t e n d e - s e  c o m  o t r a b a l h o  a ser d e s e n v o l v i d o ,  a t i n g i r  v á 

rios o b j e t i v o s ,  d e n t r e  os quais o de c o n t r i b u i r  e f e t i v a m e n t e  para 

o a p e r f e i ç o a m e n t o  da a n á l i s e  c u sto - v o l u m e  - l u cro i n c l u i n d o  nes 

ta, como v a r i á v e l  r e l e v a n t e ,  o r i s c o .  Por o u t r o  l a d o ? p r e t e n d e - s e  

m o s t r a r  como diferentes- r a m o s  de c o n h e c i m e n t o s  p o d e m  se c o m p l e m e n 

t a r  com a f i n a l i d a d e  de m e l h o r a r  este t i p o  de a n á l i s e  p o s s i b i l i t a n  

do u m a  s e n s í v e l  t r a n s i ç ã o  p a r a  u m a  s i t u a ç ã o  mais a p r i m o r a d a  da t o 

m a d a  de d e c i s ã o  c o m  b a s e  na a n á l i s e  de c u s t o  - vo l u m e  - lucro.

1 .7 . Metodologia do trabalho

A  m e t o d o l o g i a  de a p r i m o r a m e n t o  da a n á l i s e  de c u s t o  - v o l u m e -  

l u cro d e v e r á  i n c l u i r  u m  e s t u d o  pprofund^d'^ da b i b l i o g r a f i a  t r a d i  - 

c i o n a l , a s s i m  co m o  o seu i n t e r r e l a c i o n a m e n t o  com a e s t a t í s t i c a  /i>n-
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ffe/Bén-qi/â^ v i s a n d o  d a r  u m  no v o  e n f o q u e  ã análise, t e n t a n d o  e l i m i 

n a r  u m a  das g r a n d e s . o u  a m a i o r  l i m i t a ç ã o  que a p r e s e n t a  es t a  a n ãli 

se, a t r a v é s  da i n t r o d u ç ã o  do r i s c o  como sendo mais u m a  v a r i á v e l  re 

l e v a n t e .

0 t r a b a l h o  de d i s s e r t a ç ã o  será d e s e n v o l v i d o  a b r a n g e n d o  os se 

g u i n t e s  a s p e c t o s :

I) Uma r e c o p i l a ç ã o ,  i n v e s t i g a ç ã o  e a m p l i a ç ã o  da a n á l i s e , t o  

m a n d o  p o r  ba s e  a b i b l i o g r a f i a  t r a d i c i o n a l  e x i s t e n t e  ;

II) E s t u d o  de al g u n s  a s p e c t o s  p r o b a b i l í s t i c o s  r e l a c i o n a d o s  

c o m  a a n á l i s e  de c u sto - v o l u m e  - lucro;

III) C o n s i d e r a ç ã o  do r i s c o  na a n á l i s e  do c u s t o  - v o l u m e  - lu 

c r o ;

IV) 0 t e s t e  da h i p ó t e s e  a t r a v é s  de sua a p l i c a ç ã o  n u m  e x e m  - 

pio i l u s t r a t i v o ;

V) C o n c l u s o e s  a r e s p e i t o  das v a n t a g e n s  da a n á l i s e  de c u sto

- v o l u m e  - l u cro sob c o n d i ç õ e s  de risco.



CAPITULO II

2. An á l i s e  de c u s t o  - v o l u m e  - lucro t r a d i c i o n a l

2.1. In t r o d u ç ã o

N e s t e  c a p í t u l o  p r o c u r a - s e  dar ê n f a s e  a a n á l i s e  de c u s t o  - vo 

lume - lucro sob o p o n t o  de v i s t a  t r a d i c i o n a l  que será u m a  das ba 

ses s o bre as q uais se e s t r u t u r a  a c o n t r i b u i ç ã o  f u n d a m e n t a l  p a r a  o 

t r a b a l h o .

S a b e - s e  que p l a n e j a r  i m p l i c a  a s e l e ç ã o  de o b j e t i v o s  e a d e 

t e r m i n a ç ã o  dos m e i o s  n e c e s s á r i o s  p a r a  a l c a n ç á - l o s .  Den t r e  estes 

m eios, .os de m a i o r  i m p o r t â n c i a  são a q u e l e s  r e l a c i o n a d o s  com o

p l a n e j a m e n t o  de v e n das, a fim de h a v e r  uma c o r r e n t e  c o n t í n u a  de 

e n t r a d a s  de caixa, d e v i d o  a estas vendas plane j a d a s .

H á  a l g u m a s  p e r g u n t a s ,  e n t r e t a n t o ,  que n e c e s s i t a m  de r e s p o s 

tas: 0 que a c o n t e c e  p a r a  a e mpresa, se as ve n d a s  p l a n e j a d a s  não 

se c o n c r e t i z a m  ?; q u a l  será o i m p a c t o  dos d i v e r s o s  v o l u m e s  de ven 

das sobre o l u c r o  líq u i d o ?  A  r e s p o s t a  a estas e o u t r a s  i n d a g a ç õ e s  

se e n c o n t r a m  no e s t u d o  das r e l a ç õ e s  e n t r e  as v e n d a s , os cu s t o s  e 

o l u cro lí q u i d o ,  c o m u m e n t e  c h a m a d a s  de a n á l i s e  de c u s t o  - v o l u m e -  

lucro.

A l é m  disto, a a n á l i s e  de c usto - v o l u m e  - lucro p o s s i b i l i t a  

â e m p r e s a  d e t e r m i n a r  o n í v e l  de o p e r a ç õ e s  que a m e s m a  p r e c i s a  man 

t e r  p a r a  c o b r i r  seus cu s t o s  o p e r a c i o n a i s , e a v a l i a r  a lucratividade 

ou p r e j u í z o  dos v á r i o s  n í v e i s  de vendas.

C o m  a u t i l i z a ç ã o  da a n á l i s e  e m  que s t ã o ,  t o r n a - s e  p o s s í v e l  o 

uso de p r o c e s s o s ' d e  p r e v i s ã o  de lucros, por p a r t e  da em p r e s a ,  pre
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v i s ã o  que r e q u e r  da a d m i n i s t r a ç ã o ,  a f i x a ç ã o  das p r i n c i p a i s  m e tas 

de r e n d i m e n t o  e d e s p e s a  a s e r e m  atingidas. Fixa d o s  estes o b j e t i  - 

vos, serã ma i s  p r o v á v e l  que as d e c i s õ e s  dos ní v e i s  i n f e r i o r e s  se 

c o a d u n e m  m a i s  c o m  os i n t e r e s s e s  da e m presa, do que se f o s s e m  t o m a  

das sem u m  d e v i d o  p l a n e j a m e n t o .

2.2, P r e s s u p o s t o s  s o b  o s  q u a i s  s e  b a s e i a  a  a n a l i s e  d e  c u s t o  - v o 

l u m e  - L U C R O

A  a n á l i s e  de c u s t o  - v o l u m e  - lucro ( a b r e v i a d a m e n t e  C - V - L ) s e  

b a s e i a  n u m a  serie de p r e s s u p o s t o s  que m a n t ê m  os dados e s t áticos. 

D e n t r e  estes s u p o s t o s  cabe m e n c i o n a r  os seguintes:

a) Os p r e ç o s  de v e n d a  p e r m a n e c e r ã o  c o n s t a n t e s  a t o d o s  os v o 

lumes n u m  i n t e r v a l o  r e l e v a n t e ,  se isto não ê v á l i d o  n ã o  se p o d e r á  

r e p r e s e n t a r  e m  u m  g r á f i c o  o i n g r e s s o  p o r  ven d a s  de f o r m a  linear.

b)' T o dos os c u s t o s  e d e s p e s a s  p o d e m  ser d i v i d i d o s  em fixos e 

v a r i á v e i s  e c a r a c t e r i z a d o s  p e l a  e c o n o m i a  de e s c a l a  constante.

c) 0 v a l o r  t o t a l  dos cus t o s  fixos ê c o n s t a n t e  a t o dos os v o 

lumes e m  u m  i n t e r v a l o  r e l e v a n t e ,  os cu s t o s  v a r i á v e i s  f l u t u a m  no 

d i t o  i n t e r v a l o  e m  p r o p o r ç ã o  ao volume, se isto não a c o n t e c e r ,  e s 

tes cu s t o s  n ã o  p o d e m  ser r e p r e s e n t a d o s  como linhas retas.

d) Os p r e ç o s  p a g o s  p e los f a t o r e s  de in s u m o  p e r m a n e c e r ã o  cons 

t a n t e s  no i n t e r v a l o  a s s i n a l a d o .

e) Não e x i s t e m  m o d i f i c a ç õ e s  nas p o l í t i c a s  a d m i n i s t r a t i v a s ,nos 

m é t o d o s  t e c n o l õ g i c o s  e na  e f i c i ê n c i a  de h o m e n s  e m á q u i n a s ;  e o 

c o n t r o l e  de c u s t o  não s e r á  a u m e n t a d o  nem n e g l i g e n c i a d o .
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f) Se se v e n d e  ma i s  de u m  pro d u t o ,  as v e n d a s  dos d i v e r s o s  

p r o d u t o s  s e rão n a  m e s m a  p r o p o r ç ã o  p r ê - d e t e r m i n a d a , se isto não o- 

c o r rer, m o d i f i c a r á  a c o n t r i b u i ç ã o  marginal.

Se o l u cro se d e t e r m i n a  s e g u n d o  o c u s t e i o  por a b s o r ç ã o  deve 

-se a p r e g a r  ao a n t e r i o r  o s e g u i n t e  p r e s s u p o s t o :

g) A  p r o d u ç ã o  e as vendas e s t a r ã o  s i n c r o n i z a d a s ,  isto ê, não 

h a v e r á  m u d a n ç a s  s i g n i f i c a t i v a s  nos n í v e i s  de estoque.

É e v i d e n t e  que a v a l i d a d e  de alguns p r e s s u p o s t o s  ê m a i o r  que 

de o u t r o s ,  e s s a  v a l i d a d e  e m  g e r a l  se d e b i l i t a r á  p a u l a t i n a m e n t e  a 

m e d i d a  que se c o n s i d e r e m  p e r í o d o s  de t e m p o  ma i s  amp l o s  e, e m  c o n 

s e q ü ê n c i a ,  ê de g r a n d e  n e c e s s i d a d e  que a p e s s o a  que faz a a n á l i s e  

de C - V - L  t e n h a  p r e s e n t e  os p r e s s u p o s t o s  sob os quais se b a s e i a  a 

a n a l i s e  e, p o r 'c o n s e g u i n t e , c o m p r e e n d a  suas limitações.

2.3. Ig u a l d a d e  f u n d a m e n t a l

Ex i s t e  u m a  i g u a l d a d e  que ê v á l i d a  e m  q u a l q u e r  emp r e s a ,  r a z ã o  

p e l a  qu a l  se t r a n s f o r m a  n u m a  v e r d a d e i r a  i d e n t i d a d e  d e n t r o  da a n á 

lise de C-V-L. Tal i d e n t i d a d e  será de m u i t a  u t i l i d a d e  n a  d e d u ç ã o  

e d e m o n s t r a ç ã o  das e x p r e s s õ e s  a l g é b r i c a s  u t i l i z a d a s  na análise.

A  r e f e r i d a  i g u a l d a d e  se p r o duz, e n tre as r e c e i t a s  t o t a i s  e 

os c u s t o s  t o t a i s  ma i s  o lucro.

Os cu s t o s  t o t a i s  p o d e m  ser d e c o m p o s t o s  em:

a) Custos v a r i á v e i s ,  que e s t ã o  i n t e g r a d o s  p e los cu s t o s  va 

r i ã v e i s  de f a b r i c a ç ã o  e p e los custos v a r i á v e i s  de a d m i n i s t r a ç ã o  e 

v e n d a s .
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b) Custos fixos, c o m p o s t o s  p elos custos fixos de p r o d u ç ã o  e 

p e l o s  cu s t o s  fixos de a d m i n i s t r a ç ã o  e vendas.

E s t a  i g u a l d a d e  pode ser e x p r e s s a  a l g e b r i c a m e n t e  da seg u i n t e  

m a n e i r a :

De a c o r d o  c o m  os p r e s s u p o s t o s  que f o r a m  d e s t a c a d o s  a n t e r i o r 

me n t e ,  sob os q uais se b a s e i a  a a n a l i s e  de C-V-L, ê p o s s í v e l  r e 

p r e s e n t a r  p o r  m e i o  de lin h a s  r e tas c a d a  u m  dos custos i n c o r r i d o s  

na  e m p r e s a ,  a s s i m  co m o  as r e c e i t a s  o b t i d a s  p e l a  v e n d a  de seus pro 

d u t o s . Com este o b j e t i v o ,  r e p r e s e n t a r - s e - ã  e s t a  s i t u a ç ã o  em um 

s i s t e m a  de c o o r d e n a d a s  , o n d e  no eixo das a b c i s s a s  f i g u r a m  os di 

ve r s o s  n í v e i s  de a t i v i d a d e s  (volume), m e d i d o s  s e g u n d o  c e r t a  base 

dada, e no eixo das o r d e n a d a s  r e p r e s e n t a - s e  t a n t o  os cu s t o s  como 

as receitas.

R = C
V

+ C
F

+ L

on d e  :

R = R e c e i t a  de vendas

C
V

Custo v a r i á v e 1

C Custo fixo
F

L = Lucro

2.4. R e p r e s e n t a ç ã o  g r a f i c a  d a s  r e l a ç õ e s  d e  c u s t o  - v o l u m e  - l u c r o
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F I G U R A  3

R E P R E S E N T A Ç Ã O  G R Ã F I C A  DAS R E L A Ç Õ E S  E NTRE CUSTO - VO L U M E  - LUCRO

Nota: P a r a  m a i o r  f a c i l i d a d e  e x p o s i t i v a  e a fim de a b r e v i a r  a rm 

taçao, usa-se daqui em diante a e x p r e s s ã o  "custo" em lugar de 

"custos e despesas".
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2.5. A n á l i s e  d e  c u s t o  - v o l u m e  - l u c r o  e m  e m p r e s a s  m o n o - p r o d u t o r a s

2.5.1. PONTO DE E Q U I L Í B R I O

Uma vez c o n h e c i d a  a e s t r u t u r a  de C-V-L, p a r a  uma d e t e r  

•minada empresa, é p o s s í v e l  c h e g a r  a d e t e r m i n a r  u m  n ível de vendas 

o n d e  a r e c e i t a  que a e m p r e s a  o b t e m  pe l a  v e n d a  de seus p r o d u t o s  se 

i g u a l a  aos custos t o t a i s  i,ncorridos na p r o d u ç ã o  e v e n d a  desses pro 

d u t o s , n e s s a  s i t u a ç ã o  a e m p r e s a  não está g a n h a n d o  n e m  perde n d o .  A 

este n í v e l  de v e n d a s  d á-se o nome de "ponto de e q u i l í b r i o "  ou " ni 

vel de e q u i l í b r i o " .

De a c o r d o  c o m  o e x p o s t o  a n t e r i o r m e n t e ,  pode-se d e f i 

n i r  o p o n t o  o u  n í v e l  de e q u i l í b r i o  como "aquele nível de a t i v i d a 

des, e x p r e s s a d o  em un i d a d e s  físicas ou m o n e t á r i a s ,  no qual os cus_

• li 3
_ tos totais se i g u a l a m  as r e ceitas tota,is .

G r a f i c a m e n t e  pode-se o b s e r v a r  a t r a v é s  da fi g u r a  4 

qüe este n í vel de e q u i l í b r i o  c o r r e s p o n d e  àq u e l e  nível de a t i v i d a d e  

o n d e  se dá a i n t e r s e ç ã o  da re t a  de r e c e i t a s  tot a i s  com a reta de 

cu s t o s  t o t a i s .

Nível de Atividades
F I G U R A  4.

R E P R E S E N T A Ç Ã O  G R Ã F I C A  DO P O NTO DE E Q U I L Í B R I O

3 ROJAS LEZANA, Ricardo G. Analisis de Custo - Volumen - Utilidad Bajo Condicio

nes de incertidumbre. p - 11
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A t r a v é s  de u m a  s i m ples o b s e r v a ç a o  do gráfico da figura M , pode-se 

afirmar que o ponto de equilíbrio corresponde a um nível de atividade específi 

co, isto é: representa um valor monetário específico ou uma quantidade de uni

dades n u m  i n t e r v a l o  de a t i v i d a d e s  de n t r o  do qual pode v a r i a r  o njL 

vel de p r o d u ç ã o  e ve n d a s  de uma emp r e s a ,  p o r t a n t o  é vál i d o  a f i r 

m a r  que o p o n t o  de e q u i l í b r i o  c o r r e s p o n d e  a uma s i t u a ç ã o  p a r t i c u 

l a r  d e n t r o  da a n á l i s e  de c u sto - v o l u m e  - l ucro que se c a r a c t e r i 

za, como e x p r e s s a  a definição, p e l a  i g u a l d a d e  e n t r e  os custos to 

tais e as r e c e i t a s  tot a i s  e, e m  c o n s e q u ê n c i a ,  é um erro c o n c e b e r  

o p o n t o  de e q u i l í b r i o  e a a n á l i s e  de C - V - L  c o m o  d e n o m i n a ç õ e s  equi 

v a l e n t e s  r e f e r i d a s  a uma m e s m a  situação.

Uma f orma a l t e r n a t i v a  de r e p r e s e n t a r  g r a f i c a m e n t e  o p o n t o  de 

e q u i l í b r i o ,  é m e d i a n t e  a u t i l i z a ç ã o  de um  g r á f i c o  lucro - volume, 

m o s t r a n d o  na f i g u r a  5, no qual sobre o e i x o  das a b c i s s a s  r e p r e s e n  

t a - s e  o v o l u m e  de a t i v i d a d e s  (medido em u n i d a d e s  físicas ou m o n e 

tárias) e sóbre o eixo das o r d e n a d a s  r e p r e s e n t a - s e  o r e s u l t a d o  que 

a e m p r e s a  o b t é m  a d i s t i n t o s  níveis de a t i v i d a d e s .

FIGURA 5

F ORMA A L T E R N A T I V A  PA R A  R E P R E S E N T A Ç Ã O  G R Á F I C A  DO P O N T O  DE EQUILÍBRIO
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N e s t e  ti p o  de g r a f i c o ,  o p o n t o  de e q u i l í b r i o  c o r r e s p o n d e r á  ã 

i n t e r s e ç ã o  da l i n h a  de r e c u p e r a ç ã o  de custos fixos (L) no eixo 

das abcis s a s .  £ n e s t e  p o n t o  on d e  o l ucro será zero, o u  seja, os 

c u s t o s  to t a i s  s e r ã o  iguais as r e c e i t a s  totais.

No p o n t o  (F) on d e  a r e t a  (L) i n t e r c e p t a  o eixo das o r d e n a -

- das, e s t a r á  d e t e r m i n a d o  o total de custos fixos da empresa.

Cabe r e s s a l t a r  que os g r á f i c o s  u t i l i z a d o s  pa r a  r e p r e s e n t a r  o 

p o nto de e q u i l í b r i o ,  t e m  sido s i m p l i f i c a d o s  ao m á x i m o ,  a fim de 

n ã o  d i f i c u l t a r  a o b s e r v a ç ã o  da i n t e r s e ç ã o  das d i f e r e n t e s  retas que 

dão o r i g e m  ao p o n t o  de e q u i l í b r i o ,  e que e o que se d e s e j a  mos- 

t r a r  -

0 p o n t o  de e q u i l í b r i o ,  nu m a  e m p r e s a  m o n o - p r o d u t o r a , 

pode ser e x p r e s s o  i n d i s t i n t a m e n t e  em  u n i d a d e s  f í s icas ou m o n e t á 

rias, v i s t o  que, n e s t e  caso, não se a p r e s e n t a  o p r o b l e m a  de h e t e 

r o g e n e i d a d e  de u n i d a d e s  de m e d i d a  para d i s t i n t o s  p r o d u t o s ,  como 

o c o r r e  no caso de e m p r e s a s . m u l t i - p r o d u t o r a s  que será a n a l i s a d o  

mais a diante.

A  p r e o c u p a ç ã o  s e g u i n t e  s e r á  d e d u z i r  as f o r m u l a s  c o r r e s 

p o n d e n t e s  ao p o n t o  de e q u i l í b r i o ,  p a r a  o caso em que es t e  se e x 

p r e s s a  e m  u n i d a d e s  f í s i c a s  e, p o s t e r i o r m e n t e ,  p a r a  o caso e m  que 

se e x p r e s s a  e m  u n i d a d e s  m o n e t á r i a s .

P O NTO DE E Q U I L Í B R I O  E X P R E S S A D O  E M  UNI D A D E S  FlSI C A S

S a b e - s e  que, R = + L (3)

mas, p o r  definição, o l u c r o  no n ível de e q u i l í b r i o  será zero, e

p o r t a n t o ,  a i g u a l d a d e  f u n d a m e n t a l  a p r e s e n t a ,  n e s t e  caso, a se 

g u i n t e  forma:

R -  C v  + C E (4)
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A  r e c e i t a  pode a p r e s e n t a r - s e  como o p r o d u t o  do preço de ven 

da u n i t á r i o  pelo n u m e r o  de u n i d a d e s  que a e m p r e s a  deve p r o d u z i r

De f o r m a  s e m e l h a n t e ,  os cu s t o s  e des p e s a s  v a r i á v e i s  (C ), po

p o r  u n i d a d e  (cv ), p o r  Q o , com o qual a i g u a l d a d e  f u n d a m e n t a l  ado 

t a r á  a s e g u i n t e  forma:

p x Q o = c v x Q o + C

p x  Qo -  c v x  Qo = Cp  

( p -  c v ) Qo = C F

Fi n a l m e n t e ,  i s o l a n d o  Qo o b t e m - s e  a s e g u i n t e  f o r m u l a  

que nos p e r m i t i r á  c a l c u l a r  o p onto de e q u i l í b r i o  e x p r e s s o  e m

u n i d a d e s  f í s icas

E x e m p l o  1: Para t o r n a r  mais c l a r a  a t e o r i a , analizar-se-á o seguinte 

exemplo: S u p o n h a - s e  que os s e g u i n t e s  dados c o r r e s p o n d e m  a e mpre

e v e n d e r  p a r a  a l c a n ç a r  o n í vel de equil í b r i o .  Este n u m e r o  de uni_ 

dades será a i n c ó g n i t a  e d e s i g n a r - s e - á  p o r  Qo.

d e m  s e r  e x p r e s s o s  como o p r o d u t o  dos custos e des p e s a s  variáveis,

(5)
p - c

V

sa "X":

C u s t o s  fixos Cr$ 200.000,00/ano

Despesas fixas de administraçao e vendas

Preço de venda unitário

Custo variável unitário de fabricaçao

Cr$ 100.000,00/ano

Cr$ 10,00

Cr$ 4,00

Despesas variáveis de administraçao de vendas por unidade Cr$ 2,00

Com ba s e  nos dados a p r e s e n t a d o s ,  o p o n t o  de e q u i l í b r i o  da

e m p r e s a  "X" sera:



20

= Cr$ 200.000,00 + Cr$ 100.000,00 = Cr$ 300.000,00 = 75.000 unidades 
P E --------------—----------------------------------------

Cr$ 10,00- (Cr$4,00 + Cr$2,00) Cr$ 4,00

0 resultado o b t i d o  indica que a e m p r e s a  "X" deve p r o d u z i r  e

v e n d e r  75.000 u n i d a d e s  para a t i n g i r  o e q u i l í b r i o ,  posto que a es 

tí. n ível de a t i v i d a d e  os custos totais em que d e v e r á  i n c o r r e r  a 

empresa* para p r o d u z i r  e v e n d e r  este n ú m e r o  de u n i d a d e s , será de 

igual m o n t a n t e  qu e  as r e c e i t a s  que se o b t é m  pela v e nda dos r e f e r i  

dos p r o d u t o s .

A  r e p r e s e n t a ç ã o  g r á f i c a  do e x e m p l o  seria a seguinte:

F I G U R A  6

REPRESENTAÇÃO GRÁFICA DO EXEMPLO 1 NO GRÁFICO VOLUME - LUCRO
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2.5.2. M A R G E M  DE C O N T R I B U I Ç Ã O

A  m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  ( M c )'4 pode ser d e f i n i d a  como 

" a q u e l a  p a r t e  da r e c e i t a  de vendas que ê d e s t i n a d a  a c o b r i r  os cu£ 

tos fixos e g e r a r  lucros, uma vez que tenham sido cobertos os cus 

tos v a r i á v e i s " ,  isto e:

%

Mc = R -  c v (6)

sabendo-se- que R = p x Q  e = cv x Q, on d e  Q é o n u m e r o  de uni 

dades v e n d i d a s ,  t e m - s e  :

M c = p x Q - c v x Q

M c = ( p - cv ) x Q (7)

 ̂  ̂ f
Note-se que a e x p r e s s ã o  ( p - c ) , e a m e s m a  que a p a r e c e  na for 

m u l a  do p o n t o  de e q u i l í b r i o  e x p r e s s a d o  em u n i d a d e s  f í s i c a s . A  d i 

f e r e n ç a  e ntre o p r e ç o  de v e n d a  u n i t á r i o  e os custos v a r i á v e i s  por 

u n i d a d e  d e n o m i n a - s e  " m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  u n i t á r i a "  ( mc) , e cor 

r e s p o n d e  'a c o n t r i b u i ç ã o  que ca d a  u n i d a d e  v e n d i d a  faz pa r a  c o b r i r  

os cu s t o s  fixos e g e r a r  l u c r o s , p r e v e n d o - s e  a c o b e r t u r a  de seus 

p r ó p r i o s  custos v a r i á v e i s .  0 P o n t o  de E q u i l í b r i o  po d e  ser e x p r e s 

so em u n i d a d e s  f í s i c a s  ou m o n e t á r i a s .
t

2.5.3. R A Z Â O  DE C O N T R I B U I Ç Ã O

A n t e q  da d e t e r m i n a ç a o  do p o n t o  de e q u i l í b r i o  e x p r e s s a  

do e m  u n i d a d e s  m o n e t á r i a s ,  e n e c e s s á r i o  c o n h e c e r  a contribuição que 

cada u n i d a d e  m o n e t á r i a  de v e n d a s  faz- pa r a  a c o b e r t u r a  dos custos 

fixos e a g e r a ç ã o  de l u c r o .

E m  itens precedentes tem-se d e f i n i d o  o- c o n c e i t o  da m a r g e m  de

“ Op.Cit. ROJAS LEZANA, Ricardo G. p - 16



c o n t r i b u i ç ã o  u n i t á r i a ,  o qu a l  n ã o  e o u t r a  c o i s a  s e n ã o  a c o n t r i 

b u i ç ã o  feita p o r  "p" u n i d a d e s  m o n e t á r i a s  de v e nda para a c o b e r t u r a  

dos custos fixos e para a g e r a ç ã o  de lucro, portanto, pode-se o b t e r  a 

c o n t r i b u i ç ã o  de ca d a  u n i d a d e  m o n e t á r i a  de v enda d i v i d i n d o  a m a r 

g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  u n i t á r i a  (roc ) pelo p r e ç o  de v e nda u n i t á r i o  "p". 

Este quociente se d e n o m i n a  "razao de c o n t r i b u i ç ã o "  (&c ) • A  e x p r e s 

são a l g é b r i c a  da r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  será:

A  r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  ê c a p a z  de p r o p o r c i o n a r  i n f o r m a ç ã o  

de m u i t a  u t i l i d a d e  ã d i r e ç ã o  da emp r e s a ,  por qu a n t o  ela indicará, 

po r  e x e m p l o ,  de q u a n t o  a u m e n t a r á  ou d i m i n u i r á  seu lucro f r e n t e  a 

v a r i a ç õ e s  no v o l u m e  de v e n d a s .

Uma al t a  r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o ,  em c o m p a r a ç ã o  com uma b a i x a  

r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o ,  i m p l i c a r á  que a e m p r e s a  a u m e n t a r á  r a p i d a 

m e n t e  suas p e r d a s  se s e u  v o l u m e  de ven d a s  cai a b a i x o  do n í v e l  de 

e q u i l í b r i o .  Pe l o  * contrário, se a e m p r e s a  a u m e n t a  seu v o l u m e  de ven 

das a c i m a  do n í v e l  de e q u i l í b r i o ,  a e m p r e s a  i n c r e m e n t a r á  r a p i d a  - 

m e n t e ,  seu lucro, m a i o r  q u a n t o  seja a r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o .

2.5.4. R A Z Â O  DOS CUS T O S  V A R I Á V E I S

0 q u o c i e n t e  e ntre os custos v a r i á v e i s  p o r  u n i d a d e  (cv), 

e o p r e ç o  de v e n d a  u n i t á r i o  ( p ) , se d e n o m i n a  "razao dos custos va 

r i á v e i s "  (Ry)5> e pode ser d e f i n i d o  como " a q u e l a  p a rte de cada uni 

dade m o n e t á r i a  de vendas, d e s t i n a d a  a cobrir os custos var i á v e i s .

5 Òp. Cit. ROJAS LEZANA, Ricardo G. p - 17
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E s t a  r a z i o  p o d e  ser o b t ida, t a m bém, d i v i d i n d o - s e  os custos v a r i á 

ve i s  totais p e las r e c e i t a s 't o t a i s , o b t e n d o - s e  i d ê n t i c o  r e s u l t a d o ,  

como é d e m o n s t r a d o  a seguir:

R v = = cv x Q = d o )

R p x Q p

C o n s e q u e n t e m e n t e ,  p o d e - s e  e x p r e s s a r  R q  como:

R c = 1 - R v (11)

E s t a  ú l t i m a  - e x p r e s s ã o , dá o r i g e m  a uma v e r d a d e i r a  i d e n t i d a d e  d e n 

tr o  da a n á l i s e  de c u s t o  - v o l u m e  - lucro, que pode ser e x p r e s s a  da 

s e g u i n t e  maneira:

Rc + Ry = 1 (12)

Uma vez d e t e r m i n a d a  a c o n t r i b u i ç ã o  que cada u n i d a d e  m o n e t á 

ria de ve n d a s  faz p a r a  c o b r i r  os custos fixos e g e r a r  lucros, po 

d e - s e  d e d u z i r  uma f o r m u l a  que p e r m i t a  c a l c u l a r  o p o n t o  de

e q u i l í b r i o ,  p a r a  o qual b a s t a r á  d i v i d i r  o m o n t a n t e  dos custos f i 

xos pe l a  r a z ã o  de’ c o n t r i b u i ç ã o ,  c o n s i d e r a n d o  que não se o b t e r á  ne 

n h u m  lucro, v i s t o  que se t r a t a  do n í vel de e q u i l í b r i o .  Daí c h e g a  

-se ã e x p r e s s ã o  a l g é b r i c a  seguinte:

RPE = Í I  = = í l  (1 3 )

R c ■*‘-R V ~cv

onde: R pE = R e c e i t a  no p o n t o  de e q u i l í b r i o  (Ponto de e q u i l í b r i o
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e x p r e s s o  em  u n i d a d e s  m o n e t á r i a s ) .

E x e m p l o  2: U s a n d o  os d a dos do e x e m p l o  1, o p o nto de e q u i l í b r i o ,  ex 

p r e s s a d o  e m  u n i d a d e s  m o n e t á r i a s ,  será:

R
PE

Cr $ 2 0 0 . 0 0 0 , 0 0  + Cr$ 1 0 0 . 0 0 0 , 0 0  

1 - ( 4 + 2 )

10

Cr $ 3 0 0 . 0 0 0 , 0 0  

1 - 6  

10

= C r $ 3 0 0 . 0 0 0 , 0 0

0.4

= C r $ 7 5 0 . 0 0 0 , 0 0

• Es t e  r e s u l t a d o  i n d i c a  que a e m p r e s a  pa r a  a l c a n ç a r  seu

p o n t o  de e q u i l í b r i o ,de v e  v e n d e r  Cr$ 750 . 000 ,00 , o que e q u i v a l e  a 

p r o d u z i r  e v e n d e r  75.000 u n i d a d e s  a um p r e ç o  u n i t á r i o s  de Cr$10,00. 

.Pode-se representar esta situação a t r avés do g r á f i c o  a seguir:

(mil cruzeiros)

FIGURA 8. .

REPRESENTAÇÃO GRÁFICA DO EXEMPLO 2

Pod e - s e ,  t a m b é m ,  u t i l i z a r  u m  g r á f i c o  v o l u m e  - lucro, como ê

m o s t r a d o  a seguir:
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FIGURA 9

DEMONSTRAÇÃO GRÁFICA DE EXEMPLO 2 

NUM GRÁFICO VOLUME - LUCRO

2.5.5 D E S L O C A M E N T O S  DO PONTO DE E Q U I L Í B R I O .

A  p a r t i r  das f o r m u l a s  que se t e m  d e s e n v o l v i d o  com o 

o b j e t i v o  de c a l c u l a r  o n í v e l  de e q u i l í b r i o ,  e x p r e s s o  e m  u n i d a 

des f í s i c a s  o u  m o n e t á r i a s , e p o s s í v e l  d e d u z i r  quais p o d e m  s e r  as 

ca u s a s  de u m  e v e n t u a l  d e s l o c a m e n t o  do p o n t o  de e q u i l í b r i o ,  c o m  

r e s p e i t o  a uma s i t u a ç ã o  i n i c i a l  dada.

E s t a s  causas são. as s e g u i n t e s :

a) v a r i a ç a o  do m o n t a n t e  de custos fixos

b) v a r i a ç a o  do p r e ç o  de v e n d a  u n i t á r i o ,  e

c) v a r i a ç ã o  dos cus t o s  v a r i á v e i s  p o r  unidade.

P o r t a n t o ,  dado que e s tas v a r i a ç õ e s  nas v a r i á v e i s  se 

p o d e m  produzir, p a r a  cada uma, em dois s e n t i d o s  : a u m e n t o  ou  dimi_ 

nuição, s e m  que isto i m p l i q u e  e m  m u d a n ç a s  nas v a r i á v e i s  r e s t a n t e s
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(CETERIS P A R I B U S ) ,  o e f e i t o  que isto p r o d u z i r a  no p o n t o  de e q u i l í 

b r i o  s e r á , c o n s e q u e n t e m e n t e , um a u m e n t o  ou uma d i m i n u i ç ã o ,  ou seja, 

u m  d e s l o c a m e n t o  pa r a  a d i r e i t a  o u  para a e s q u e r d a  do gr á f i c o ,  r e s 

p e c t i v a m e n t e  .

As v a r i a ç õ e s  que p r o d u z e m  u m  a u m e n t o  no n ível de e q u i l í b r i o

s ã o :

1 . A u m e n t o  no m o n t a n t e  dos custos fixos - A n t e  um  a u m e n t o  de 

q u a l q u e r  u m  dos itens que c o m p õ e m  o m o n t a n t e  t o t a l  de cu s t o s  f i 

xos , o p o n t o  de e q u i l í b r i o  a u m e n t a r a ,  v i s t o  que, se as variáveis res 

tantes permanecem constantes,um maior montante de cu s t o s  fixos deverá ser 

c o b e r t o  p e l a  m e s m a  m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  ou p o r  i d ê n t i c a  r a z ã o  de 

c o n t r i b u i ç ã o ,  .quando se c a l c u l a  o p o n t o  de e q u i l í b r i o  em  u n i d a d e s  

f í s i c a s  o u  m o n e t á r i a s ,  r e s p e c t i v a m e n t e .

2. D i m i n u i ç ã o  do preço de v e n d a  u n i t á r i o  - Isto s i g n i f i c a  

que a m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  d i m i n u i r á ,  a razão do custo variável uni- 

t a r i o  s o b r e  p r e ç o  de v e n d a  u n i t á r i o  (-g-) a u m e n t a r a  e, em c o n s e q u e n  

cia, d i m i n u i r á  t a m b é m  a r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o ,  p o r t a n t o ,  o n í v e l  de 

e q u i l í b r i o  a u m e n t a r á , o  que e q u i v a l e  a dizer que o c o r r e r á  u m  d e s l o c a 

m e n t o  para. a d i r e i t a  do gráfico.

3. A u m e n t o  dos custos v a r i á v e i s  por u n i d a d e -  As c o n s e q u e n c i -  

as s e rão i d ê n t i c a s  'as que se p r o d u z e m  ao d i m i n u i r  o preço, o u  seja, 

dará l u g a r  a uma d i m i n u i ç ã o  d.a m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o ,  um a u m e n t o  

da r a z ã o  do'custo v a r i á v e l  u n i t á r i o  sobre p r e ç o  de venda u n i t á r i o ,  uma 

d i m i n u i ç ã o  da r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  e, e m  c o n s e q u ê n c i a ,  o c o r r e r á  

um a u m e n t o  no n í v e l  de e q u i l í b r i o ,  d e s l o c a n d o - s e  este p a r a  a d i 

r e i t a  do gráfico.

P o r  o u t r o  lado, as v a r i a ç õ e s  que p r o d u z i r ã o  uma d i m i n u i ç ã o  do 

n í v e l  de e q u i l í b r i o ,  nas c o n d i ç o e s  a s s i n a l a d a s  a n t e r i o r m e n t e  serão:

1. D i m i n u i ç ã o  no m o n t a n t e  dos custos fixos- Isto i m p l i c a  que
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uma m e n o r  p a r t e  dos custos fixos será c o b e r t a  pe l a  m esma m a r g e m  de 

c o n t r i b u i ç ã o ,  e p o r  i d ê n t i c a  r a zão de c o n t r i b u i ç ã o , o que, e v i d e n t e  

men t e ,  s i g n i f i c a r á  uma d i m i n u i ç ã o  do n í vel de e q u i l í b r i o .

2. A u m e n t o  do preço de v e n d a  u n i t á r i o -  Se o p r e ç o  de venda 

u n i t á r i o  a u m e n t a r ,  a u m e n t a r á  t a m b é m  a m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o ,  dimi 

n u i r á  a r a z ã o  dos cu s t o s  v a r i a v e i s , a u m e n t a r a  a r a z a o  de c o n t r i b u i  

ç ão e, e m  c o n s e q u e n c i a , o nível de e q u i l í b r i o  diminuirá.

3. D i m i n u i ç ã o  dos custos v a r i á v e i s  por u n i d a d e s -  Se isto ocor 

r e , a u m e n t a r á  a m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o ,  d i m i n u i r á  a r a z ã o  dos c u s 

tos v a r i á v e i s ,  a u m e n t a r á  a r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o e  p o r t a n t o ,  d i m i 

n u i r á  o n í v e l  de e q u i l í b r i o .

2.5.6. E X P R E S S Ã O  G R Á F I C A  E M A T E M Á T I C A  DOS D E S L O C A M E N T O S  DO 

P O NTO DE E Q U I L Í B R I O .

As e x p r e s s õ e s  m a t e m á t i c a  c g r á f i c a  de t o das as v a r i a  - 

ções d e s c r i t a s  a n t e r i o r m e n t e  são as seguintes:

1. V a r i a ç ã o  do m o n t a n t e  de custos fixos.

0 no v o  n í v e l  de e q u i l í b r i o ,  depois de uma v a r i a ç ã o  no m o n 

t a n t e  de cu s t o s  fixos, po d e  e x p r e s s a r - s e  a l g e b r i c a m e n t e  como segue:

C, AS
(14)

m,c

(15)

onde :

QpE= Ponto de e q u i l í b r i o  inicial e xpresso em u n i d a d e s  físicas

Qp = Novo ponto de e q u i l í b r i o  ex p r e s s o  em u n i d a d e s  físicas 
i-j

C F = M o n t a n t e  inicial de custos fixos 

Cp = Novo m o n t a n t e  de custos fixos
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= V a r i a ç ã o  do m o n t a n t e  de custos fixos 

m = M a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  unitária.Ĉ Xj 1

E s t a  s i t u a ç a o  fica d e m o n s t r a d a  g r a f i c a m e n t e  pe l a  fi g u r a

a b a i x o :

F I G U R A  10

R E P R E S E N T A Ç Ã O  G R Ã F I C A  DO D E S L O C A M E N T O  DO P O NTO DE E Q U I L Í B R I O  

Q U A N D O  HÁ V A R I A Ç Õ E S  DO M O N T A N T E  DE CUSTOS FIXOS.

2. V a r i a ç ã o  do preço de v e n d a  unitário.

A  e x p r e s s ã o  m a t e m ã t i c a  de no v o  n í v e l  de e q u i l í b r i o ,  que 

se o b t ê m  como c o n s e q u ê n c i a  de uma v a r i a ç a o  no p r e ç o  de venda 

u n i t á r i o  ê a seguinte:

O ' = ^F
* PE -------- ------------  (16)

(p ' Ü P )  * cv

o u
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Q ' p e  QPE
p - cv

(16)

o n d e :

Q p E = P o nto de e q u i l í b r i o  inicial e xpresso em uni d a d e s  físicas.

Qpg= Novo p o nto de e q u i l í b r i o  exp r e s s o  em un i d a d e s  físicas

p = P r eço de v e n d a  u n i t á r i o  inicial

p'= Novo preço de v e n d a  u n i t á r i o

cv = C usto v a r i á v e l  u n i t á r i o

A p = V a r i a ç a o  do preço de v e n d a  u n i t á r i o

= M o n t a n t e  de custos fixos

E s t a  s i t u a ç ã o  fica d e m o n s t r a d a  g r a f i c a m e n t e  pe l a  fig u r a

abaixo:

Unidades

Monetárias

F I G U R A  11

D E M O N S T R A Ç Ã O  G R Á F I C A  DO D E S L O C A M E N T O  DO PONTO DE E Q U I L Í B R I O  

Q U A N D O  HÁ  V A R I A Ç Ã O  DO P R E Ç O  DE V E N D A  UNITÁRIO.
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3. V a r i a ç a o  dos custos v a r i á v e i s  por unidade.

0 no v o  n í v e l  de e q u i l í b r i o ,  e m  c o n s e q u ê n c i a  de uma v a 

r i a ç ã o  do c u s t o  v a r i á v e l  p o r  uni d a d e ,  p o d e  e x p r e s s a r - s e  a l g é b r i c a  

m e n t e  como segue:

o u

Q' PE

Q 'p E " Q PE -P-
- CN

(18)

(19)

on d e  :

Qpg = P onto de e q u i l í b r i o  inicial exp r e s s o  em u n i d a d e  m o n e t á r i a  

QpE = Novo ponto de e q u i l í b r i o  e x p r e s s o  em un i d a d e s  m o n e t á r i a s  

= M o n t a n t e  de custos fixos 

p = P r e ç o  de v e n d a  u n i t á r i o  

v Custo v a n a v e l  inicial por unid a d e  

Cy = Novo custo v a r i á v e l  por unidade 

Acv = V a r i a ç a o  de custo v a r i á v e l  por unid a d e

E s t a  s i t u a ç ã o  se i l u s t r a  g r a f i c a m e n t e  na fig u r a  a seguir:

FIGURA 12

DEMONSTRAÇÃO GRÃFICA DO DESLOCAMENTO DO PONTO DE EQUILÍBRIO QUANDO HÃ 

VARIAÇÃO NOS CUSTOS VARIÁVEIS POR UNIDADE
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E m  t o d a s  as s i t u a ç õ e s  m e n c i o n a d a s  os d e s l o c a m e n t o s  que se 

p r o d u z e m  no n í v e l  de e q u i l í b r i o  se v e r i f i c a m  t a n t o  pa r a  o caso 

e m  q u e  e s t e  se e x p r e s s e  e m  u n i d a d e s  f ísicas, como para o caso e m  

que se e x p r e s s e  e m  u n i d a d e s  m o n e t á r i a s ,  e e s t e  d e s l o c a m e n t o  e , na 

t u r a l m e n t e ,  no m e s m o  sentido. C o n t u d o  e x i s t e  u m a  s i t u a ç ã o  

que m e r e c e  s e r  d e s t a c a d a ,  pois n e l a  a c o n t e c e  algo diferente:

ExemploOs': S u p o n h a - s e  que na e m p r e s a  "X", dos exe m p l o s  a n t e r i o 

res, se p r o d u z e m  as s e g u i n t e s  v a r i ações:

a) 0 p r e ç o  de v e n d a  u n i t á r i o  a u m e n t a  em  Cr$ 10,00, p a s s a n d o  

p a r a  Cr$ 20,00, e

b) A u m e n t a m  os custos e d e s p e s a s  v a r i á v e i s  p o r  u n i d a d e  pa r a  

Cr$ 16,00.

C o n s i d e r a n d o  e stes n o vos v a l o r e s ,  p o d e - s e  c a l c u l a r  o n í v e l  

de e q u i l í b r i o , obtendorrseos s e g u i n t e s  r e s u l t a d o s :

Q p e  = C r $ 3 0 0 . 0 0 0 , 0 0  = Cr $ 3 0 0 . 0 0 0 , 0 0  = 75.000 u n i d a d e s  

Cr$ 20y00 - CR$ 16,00 Cr$ 4,00

Rpg = CR$ 300.000,00 = Cr$ 300.000,00 = Cr$ 300.000,00 = Cr$ 1. 500.000,00

1 - Cr$ 16,00 1 - 0,8 0.2

Cr$ 20,00

E m  c o n s e q u ê n c i a ,  o p o n t o  de e q u i l í b r i o  e x p r e s s o  e m  u n i d a 

des f í s i c a s  t e m  se m a n t i d o  e m  75.000 u n i d a d e s ,  p o s t o  que a m a r g e m  

de c o n t r i b u i ç ã o  u n i t á r i a  e a m e s m a  que na s i t u a ç ã o  in i c i a l ,  a p e 

s a r  de t e r  v a r i a d o  o p r e ç o  de v e n d a  u n i t á r i o  e os custos variáveis 

p o r  u n i d a d e .  Por sua vez, o n í v e l  de e q u i l í b r i o  e x p r e s s o  e m  u n i d a d e s  

m o n e t á r i a s  t e m  a u m e n t a d o  como c o n s e q u e n c i a  de uma d i m i n u i ç ã o  na 

r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o .

Se e m  l u g a r  de a u m e n t a r  o p r e ç o  de v e n d a  e os custos v a r i á -
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ve is p o r  u n i d a d e ,  eles tivessem diminuído mantendo sempre a mesma margem de 

c o n t r i b u i ç ã o  u n i t á r i a ,  o p o n t o  de e q u i l í b r i o  e x p r e s s o  em  u n i d a 

des f í s i c a s  se m a n t e r i a  i n v a r i á v e l ,  porem, o n í v e l  de e q u i l í  

b r i o  e x p r e s s o  e m  u n i d a d e s  m o n e t á r i a s  t e r i a  d i m inuído.

2.5.7. V E N D A S  E S P E R A D A S

Já foi dito que a a n á l i s e  de c u s t o  - v o l u m e -  lucro vai 

m u i t o  m a i s  a l e m  do c á l c u l o  do p o nto de e q u i l í b r i o ,  e que, o não 

c o n h e c i m e n t o  d e s t e  fato, s i g n i f i c a  m e n o s p r e z a r  as potencialidades da 

a n á l i s e  no q u e  d i z  r e s p e i t o  a i n f o r m a ç ã o  que e s t a  p o d e  p r o p o r  

c i o n a r  com o objetivo de subsidiar o p r o c e s s o  de t o m a d a  de d e c i 

sões . A s s i m ,  p o r  e x e m p l o ,  é p o s s í v e l  d e d u z i r  f o r m u l a s  que nos per 

m i t a m  c o n h e c e r  que q u a n t i d a d e  de u n i d a d e s  devem ser vendidas, a um de

t e r m i n a d o  p r e ç o , p a r a  o b t e r  um  m o n t a n t e  e s p e r a d o  de lucro, uma vez 

c o n h e c i d a  a e s t r u t u r a  de cu s t o s  da empresa.

A  p a r t i r  da i g u a l d a d e  f u n d a m e n t a l  (fo r m u l a  2), o vo l u m e  

de ve n d a s  e s p e r a d o  (Q) n e c e s s á r i o  p a r a  o b t e r  um  lucro (L) da d o  , 

se d e t e r m i n a  co m o  segue: •

R  =  C F  +  C v  +  L

p x Q  = C F '+ G V + L

px Q = '+ cv x Q + L

p x Q - c v x Q = CF + L 

(p - cv ) x Q = S

Q “ * L (2 0 )

p - cv

E x e m p l o  4: S u p o n h a - s e  que a e m p r e s a  "X" dos e x e m p l o s  a n t e r i o r e s  , 

e s p e r a  o b t e r  u m  l u c r o  de Cr$ 10 0.000,00. Q u a n t a s  u n i d a d e s  d e v e r a  

p r o d u z i r  e v e n d e r  p a r a  a l c a n ç a r  este lucro?
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A p l i c a n d o  a f o r m u l a  20 t e m - s e

Q = Cr $ 3 0 0 . 0 0 0 , 0 0  + Cr$. 1 0 0 . 0 0 0 , 0 0  - Cr$ 4 0 0 . 0 0 0 , 0 0  = 100.000 

Cr $ 10,00 - Cr $ 6,00 Cr$ 4,00 u nidades

Isto s i g n i f i c a  que, pa r a  o vo l u m e  de p r o d u ç ã o  e v e n d a  de

1 0 0 . 0 0 0  unidades, a m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  total da e m p r e s a  ê ca 

paz de c o b r i r  a t o t a l i d a d e  dos custos fixos e, a l é m  disso, g erar 

u m  l u c r o  de Cr$ 1 00.000,00.

E s t e  r e s u l t a d o  p o d e  ser c o m p r o v a d o  a t r avés de " D E M O N S T R A T I 

VO DE L U C R O S  E P ERDAS", b a s e a d o  no c u s t e i o  dir e t o  ou v a r i á v e l , o o  

m o  v ê - s e  a seguir:

D E M O N S T R A T I V O  DE LU C R O S  E PERDAS

R e c e i t a  de v e n d a s  (lOO.OOOu â C r $ 10,00) C r $ 1 . 0 0 0 . 0 0 0 , 0 0

(-) Custos v a r i á v e i s  de f a b r i c a ç a o  (lOO.OOOu

ã C r $ 4,00) Cr $ 4 0 0 . 0 0 0 , 0 0

M a r g e m  de C o n t r i b u i ç ã o  Bruta Cr $ 6 0 0 . 0 0 0 , 0 0

D e s p e s a s  V a r i á v e i s  de a d m i n s i t r açao e vendas

( l O O . O O O u  ã Cr $ 2,00) C r $ 200 . 000 ,00

M a r g e m  de C o n t r i b u i ç ã o  L í q u i d a Cr $ 400 . 000,00

Custos Fixos Cr$ 2 0 0 . 0 0 0 , 0 0

D e s p e s a s  Fixas de Ad- Cr$ 1 0 0 . 0 0 0 , 0 0 Cr $ 3 0 0 . 0 0 0 , 0 0

m i n i s t r a ç a o  e vendas

L u c r o  líqu i d o  antes do I.R. C r $ 1 0 0 . 0 0 0  ,00

£ f r e q u e n t e  e x p r e s s a r  o lucro e s p e r a d o  como um p e r c e n t u a l  da 

r e c e i t a  de v e n d a s  e, n e s t e  caso, a f o r m u l a  que p e r m i t e  c a l c u  

lar o v o l u m e  de ve n d a s  (Q) n e c e s s á r i o  pa r a  o b t e r  es t e  lucro, e 

d e d u z i d a  da s e g u i n t e  m a neira:
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R = C V + C F + % R 

p x Q = cv x Q + C F + % x p x Q

p x Q - cv x Q- % x p x Q = C F 

(p- cv - % x p) x Q = C F 

( l-%)x p -cv x Q = C F

°F (21)

(l-%)x p - cv

E x e m p l o  5: R e c o r r e n d o  se m p r e  a n o s s a  e m p r e s a  "X", s u p o n h a - s e  que 

se d e s e j a  o b t e r  u m  l u cro e q u i v a l e n t e  a 2 0 % da r e c e i t a  de vendas. 

A p l i c a n d o  a f ó r m u l a  21 tem-se:

q  = Ç r $ 3 0 0 . 0 0 0 , 0 0 ____________  = Cr$ 3 0 0 . 0 0 0 , 0 0  = 150.000

(1 - 0 , 2 ) x C r $ 1 0 , 0 0 - C r $ 6 ,00 Cr$ 8,00- C r $ 6 , 0 0  unidades

I g u a l m e n t e  ao caso a n t e r i o r ,  a v a l i d a d e  d e ste r e s u l t a d o  pode

ser comprovada, através de um D E M O N S T R A T I V O  DE L U C R O S  E P E R DAS, b a s e a

do no c u s t e i o  direto.

D E M O N S T R A T I V O  DE LUCROS E PERDAS

R e c e i t a  de v e n d a s  (150.000u a Cr$10,00) Cr$ 1.500.000,00

(-) Custos variáveis de fabricaçao (150.000u a Cr$4,00)

Margem de Contribuição Bruta 

(-) Despesas Variáveis de Administraçao e Vendas 

(150,000u a Cr$2,00)

Margem de Contribuição Liquida 

(-) Custos fixos Cr$ 200.000,00

(-) Despesas Fixas de Administraçao Cr$ 100.000,00

Cr$ 600.000,00

Cr$ 900.000,00

Cr$ 300.000,00

Cr$ 600.000,00

Cr$ 300.000,00

e Vendas. Lucro líquido antes do I.R. Cr$ 300.000,00

De i gual m a n e i r a ,  p o d e - s e  e x p r e s s a r  o v o l u m e  de r e c e i t a s  de 

vendas (R) u t i l i z a n d o  a s e g u i n t e  formula:
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Exemplo 6 : S u p o n h a - s e  que a e m p r e s a  "X" d e s e j a  o b t e r  u m  lucro d.e 

Cr$ 1 0 0 . 0 0 0 , 0 0 .  Qual será o v o l u m e  de p r o d u ç ã o  e ven d a s  (R) n e c e s 

s á r i o  p a r a  a l c a n ç a r  es t e  lucro?

A p l i c a n d o  a f o r m u l a  22 temos:

R = Cr$ 3 0 0 . 0 0 0 , 0 0  + Cr$ 1 0 0 . 0 0 0 , 0 0 = Cr$ 4 0 0 . 0 0 0 , 0 0  = Cr$ 400.000,00

1 " Cr$ 6,00 1 - 0,6 0,4

Cr$ 10,00

R = Cr$ ,1.000.000,00

A  v a l i d a d e  d e s t e  r e s u l t a d o  fi c a  c o m p r o v a d a  pelo fato de que

o v o l u m e  de p r o d u ç ã o  e vendas (Q) n e c e s s á r i o  para o b t e r  o lucro de 

Cr$ 1 . 0 0 0 . 0 0 0 , 0 0  era de 100, 0 0 0  u n i d a d e s ,  c o n s i d e r a n d o  o seu p r eço 

de v e n d a  u n i t á r i o ,  elas p r o p o r c i o n a m  uma r e c e i t a  de vendas (R) no 

v a l o r  de Cr$ 1 . 0 0 0 . 0 0 0 , 0 0 .

2.5.8. M A R G E M  DE S E G U R A N Ç A

A  m a r g e m  de s e g u r a n ç a  (Mg )6 pode ser d e f i n i d a  como a 

" d i f e r e n ç a  entre o v o l u m e  de vendas, real ou p r e s s u p o s t o ,  e o n í 

vel de e q u i l í b r i o " ,.o u  seja, ind i c a  o q u a n t o  pode d i m i n u i r  o v o l u  

m e  de v e n d a s  s e m  q u e  a e m p r e s a  i n c o r r a  em prejuízo.

E s t a  m a r g e m  de s e g u r a n ç a  po d e  ser e x p r e s s a  da seguinte.; for

6 0p. Cit. ROJAS LEZANA, Ricardo G. p - 27



Este c o n c e i t o  pode v i s u a l i z a r - s e  mais f a c i l m e n t e  a t r a v é s  de 

u m  e x e m p l o  numérico.

E x e m p l o  7: Os dados s e g u i n t e s  c o r r e s p o n d e m  as e m p r e s a s  A  e B, r e s 

p e c t i v a m e n t e  :

E M P R E S A  "A" E M P R E S A  "B"

V e n d a  Cr $ 100 . 0 0 0 , 0 0  Cr $ 1 0 0 . 0 0 0 , 0 0

Custos Fixos C r $ 70.00 0 , 0 0  Cr$ 3 0 . 0 0 0 , 0 0

Custos V a r i á v e i s  Cr$ 2 0 . 0 0 0 , 0 0  Cr$ 60.00 0 , 0 0

L u cro Cr $ 10.00 0 , 0 0  Cr$ 10.000,00

0 p o n t o  de e q u i l í b r i o  s e r á  Cr$ 87.50 0 , 0 0  e Cr$ 7 5 . 0 0 0 , 0 0  para 

a e m p r e s a  A  e B r e s p e c t i v a m e n t e ,  p o r é m  a p e s a r  dos lucros s e rem

i guais a m a r g e m  de s e g u r a n ç a  será d i f e r e n t e  p a r a  cada empresa. A s 

sim tem-se:

M s (Empresa " A " ) -  -CJ l  1 0 0 . 0 0 0 , 0 0  - Cr$ 8 7 . 5 0 0 , 0 0  ^ 10Q =

Cr $ 1 0 0 . 0 0 0 , 0 0

(Empresa "B ) - Crt 1 0 0 . 0 0 0 , 0 0  - Cr$ 7 5 . 0 0 0 , 0 0  x 10(J _ 2^ QZ

Cr $ 1 0 0 . 0 0 0 , 0 0

E s t e  resulta'do i n d i c a  que a e m p r e s a  "A" t e r á  p r e j u í z o  se seu 

a t u a l  v o l u m e  de ve n d a s  d i m i n u í s s e ,  a l e m  de 1 2 .5 %. Por o u t r o  lado, a 

e m p r e s a  " B " , di a n t e  de u m a  d i m i n u i ç ã o  do v o l u m e  de vendas i d ê n t i c a  

a da e m p r e s a  "A", c o n t i n u a r á  o b t e n d o  lucro, e s5 i n c o r r e r á  em p r e 

j uízo se seu a tual v o l u m e  de vendas d i m i n u i r  a l é m  de 25,0%.

É i m p o r t a n t e  r e s s a l t a r  que se uma d e t e r m i n a d a  e m p r e s a  a p r e s e n  

ta um alto m o n t a n t e  de cu s t o s  f i x o s , uma e l e v a d a  r a z a o  de c o n t r i  - 

b u i ç a o  e u m a  b a i x a  m a r g e m  de s e g u r a n ç a ,  a d i r e ç ã o  d e s t a  e m p r e s a  de 

v e r á  p r o c u r a r  r e d u z i r  o m o n t a n t e  de custos e d e s p e s a s  fixas; a u m e n
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t a r  o v o l u m e  de ve n d a s  e m e l h o r a r  sua m a r g e m  de segurança.

P e l o  c o n t r á r i o ,  se ex i s t e  u m a  b a i x a  r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  e 

u m a  b a i x a  m a r g e m  de s e g u r a n ç a ,  os e s f o r ç o s  d e v e r ã o  o r i e n t a r - s e  a 

a u m e n t a r  o p r e ç o  de v e n d a  ou a r e d u z i r  os custos variáveis.

2.6, A n a l i s e  d e  c u s t o -v o l u m e - l u c r o  e m  e m p r e s a s  m u l t i p r o d u t o r a s

Até agora, t e m - s e  d e s e n v o l v i d o  to d a  a a n á l i s e  t e n d o  em v i s t a  

um a  e m p r e s a  que se d e d i c a  à f a b r i c a ç ã o  de u m  so p r o d u t o ,  ou seja, 

uma e m p r e s a  m o n o p r o d u t o r a . Sem d u v i d a  a a n á l i s e  de c usto - vo l u m e

- l u c r o  é a p l i c a d a ,  t a m bém, à q u e l a s  e m p r e s a s  que f a b r i c a m  mais de 

um  p r o d u t o ,  como p o d e - s e  o b s e r v a r  a seguir.

2.6.1. P O N T O  DE E Q U I L Í B R I O

Q u a n d o  se trata, de u m a  e m p r e s a  m o n o p r o d u t o r a ,  n o t a - s e  

que ê p o s s í v e l  d e t e r m i n a r  o p o n t o  de e q u i l í b r i o ,  t a n t o  em u n i d a  - 

des f í s i c a s  como m o n e t á r i a s , sem que n e c e s s a r i a m e n t e  e s t e s  c á l c u 

los/,apresentem u m a  c e r t a  s e q ü ê n c i a ,  ou seja, sem que se j a  n e c e s s á  
:j — 

rio, d e t e r m i n a r  p r i m e i r o  o p o n t o  de e q u i l í b r i o  e m  u n i d a d e s  físicas 

e p o s t e r i o r m e n t e  e x p r e s s á - l o  e m  u n i d a d e s  m o n e t á r i a s  ou vice-versa.

Agora, no caso de e m p r e s a s  m u l t i p r o d u t o r a s , se r á  n e 

c e s s á r i o  o b s e r v a r  e s t a  s e q ü ê n c i a  e d è v e - s e  c a l c u l a r  p r i m e i r o  um  

p o n t o  de e q u i l í b r i o  e x p r e s s o  e m  u n i d a d e s  m o n e t á r i a s , e uma vez de 

t e r m i n a d o  este p o n t o  de e q u i l í b r i o ,  p o d e - s e  d e t e r m i n a r  u m  p o n t o  de 

e q u i l í b r i o  e x p r e s s o  em u n i d a d e s  físi c a s  , o qu a l  será u m a  c o m b i n a 

ç ã o  dos d i f e r e n t e s  p r o d u t o s  e l a b o r a d o s  p e l a  e m p r e s a ,  l e v a n d o  em 

c o n s i d e r a ç ã o  os p r e s s u p o s t o s  a s s i n a l a d o s  a n t e r i o r m e n t e  e que t e 

r ão v a l i d a d e  na d e v i d a  o p o r t u n i d a d e .
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A n e c e s s i d a d e  d.e observai:' es t a  s e q ü e n c i a  se o r i g i n a  an 

"t® 3. i m p o s s i b i l i d a d e  de e x p r e s s a r  o vol u m e  t o t a l  de vendas em u n i 

dades f í sicas, p o r q u e  os d i s t i n t o s  p r o d u t o s  e l a b o r a d o s  p e l a  e m p r e 

sa não n e c e s s a r i a m e n t e  a p r e s e n t a m  a m e s m a  u n i d a d e  de m e d i d a  e a s 

sim, p o r  e x e m p l o ,  é p o s s í v e l  que se f a b r i q u e  p r o d u t o s  cujas u n i d a 

des em e s p e c i e  s e j a m  k i l o s , m e t r o s ,  litros, etc., ou seja:, u n i d a  - 

des h e t e r o g ê n e a s .

Por e s t a  razão, e m  p r i m e i r o  lugar, d e v e - s e  e x p r e s s a r  o 

v o l u m e  de vendas em  u n i d a d e s  m o n e t á r i a s  a fim de r e d u z i r  d i s t i n t a s  

u n i d a d e s  de m e d i d a  a u m  d e n o m i n a d o r  c o m u m  e, em  c o n s e q ü ê n c i a ,o pon ' 

to de e q u i l í b r i o  d e v e r á  ser e x p r e s s o ,  p r i m e i r o ,  em u n i d a d e s  m o n e t ã  

rias para, p o s t e r i o r m e n t e ,  d e d u z i r  um  p o n t o  de e q u i l í b r i o  e x p r e s s a  

do e m  u n i d a d e s  f í s i c a s .

A  p r i m e i r a  d i f i c u l d a d e  no caso de p r o d u ç ã o  m ú l t i p l a ,  e 

que c a d a  u m  dos p r o d u t o s  f a b r i c a d o s  p e l a  e m p r e s a  t e r a  seu p r o p r i o  

p r e ç o  de venda, seu p r ó p r i o  c u s t o  v a r i á v e l  p o r  u n i d a d e  e, em conse 

q ü e n c i a , sua p r ó p r i a  r a z a o  de c o n t r i b u i ç ã o .  P o r t a n t o ,  p o d e - s e  ter 

tan t a s  r a z õ e s  de c o n t r i b u i ç ã o  d i f e r e n t e s  como p r o d u t o s  f a b r i c a d o s  

na e m p r e s a ,  e estas c o n t r i b u i r ã o  e m  d i s t i n t a s  p r o p o r ç õ e s  a c o b r i r  

os cu s t o s  fixos de a c o r d o  com os v o l u m e s  de v e n d a  de cada um dos 

p r o d u t o s .  Por es t a  razao, d e v e - s e  d e t e r m i n a r  u m a  "razao de c o n t r i 

b u i ç ã o  p o n d e r a d a " ,  p a r a  o qual, e p r e c i s o  c o n h e c e r ,  a l e m  da r azão 

de c o n t r i b u i ç ã o  de c a d a  p r o d u t o ,  que p a r t e  da r e c e i t a  t o t a l  de ven 

das da e m p r e s a  e o r i g i n a d a  p e l a  v e n d a  de ca d a  u m  dos p r o d u t o s  que 

se f a b r i c a m ,  ou seja, e p r e c i s o  c o n h e c e r  a c o m p o s i ç ã o  das vendas.

U m a  vez c o n h e c i d a  e s t a  i n f o r m a ç ã o ,  a r a z ã o  de c o n t r i  - 

b u i ç ã o  p o n d e r a d a  (Rç) se c a l c u l a r á  da s e g u i n t e  maneira:
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P R O D U T O  R c C O M P O S I Ç Ã O  DE VENDAS P O N D E R A Ç Ã O

1 R ci % 1 R C1 x % 1

2 R C 2 % 2 R C 2 x % 2

n R Cn % n R Cn x % n

A  r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a  p a r a  a emp r e s a ,  serã:

_  n

R c = £ R Ci ^ % i (24)
i = 1

o n d e :

R Ci = R azao de c o n t r i b u i ç ã o  do i-êsimo produto 

% i = P a r t i c i p a ç a o  p e r c e n t u a l  do i-esimo p r o duto na composi 

çao das vendas da empresa.

P o r t a n t o ,  como é f ã cil deduzir, es t a  r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  

p o n d e r a d a ,  não é o u t r a  c o i s a  s e n ã o  uma "razão de c o n t r i b u i ç ã o  

e q u i v a l e n t e " ,  a qual r e p r e s e n t a  o c o n j u n t o  de razões de c o n t r i 

b u i ç ã o  dos p r o d u t o s  f a b r i c a d o s  pe l a  emp r e s a ,  p o n d e r a d a  pe l a  res 

p e c t i v a  p a r t i c i p a ç ã o  dos m e s m o s  na c o m p o s i ç ã o  das vendas

t o t a i s  da empresa.
»

Uma vez d e f i n i d o  es t e  c o n c e i t o ,  p o d e - s e  d e d u z i r  uma

f o r m u l a  que p e r m i t a  c a l c u l a r  o p o n t o  de e q u i l í b r i o  para uma

e m p r e s a  m u l t i p r o d u t o r a , p a r t i n d o  se m p r e  da m e s m a  i g u a l d a d e  funda 

m e n t a l .

C C (25)
R - V + F + L

mas, jã se sabe que o n í vel de e q u i l í b r i o  se c a r a c t e r i z a  p o r 

que o l u c r o  é zero (L = 0), p o r t a n t o ,  a i g u a l d a d e  serã:

R “ C V + C f (26)
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que, p a r a  q  c a s o  de e m p r e s a s  m u l t i p r o d u t o r a s , a d o t a r á  a s e g u i n t e  

f o r m a :

R. + R 2 + ... + R n = R V1 x R;l + R v2 x R 2 + ... + R Vn + R n + C p (27)

onde :

R^ = R e c e i t a  de vendas do i-êsimo p r o d u t o

Ry^ = R a zao de custos e gastos v a r i á v e i s  do i - i simo produ 

to .

A f o r m u l a  2 7 pode a d o t a r  as s e g u i n t e s  formas:

R1 '  K V1 51 R 1 + R2 - RV2 x *2  + - • • + R„ - Rvn x Rn = C F <28>

(1 - R y l ) x R l + (1 - R v 2 ) x R 2 + ...+ ( 1 - R  ) x R n = C p (29)

Agora, d i v i d i n d o  ambos os m e m b r o s  desta ul t i m a  igual 

dade pe l a  r e c e i t a  t o tal de vendas ( ) ,  o b t é m - s e

( l - R v l ) x R  ( l - R ) x R  ( 1 - R  ) x R  C 

----------------  + ----------------  + .... + -------------- - = —L
R m R R
T T T

C
( 1 - R y i )  X + ((1 - R v 2 ) X % 2 + . . . +  (1 - R V n ) X %n

e f e t u a n d o  os p r o d u t o s ,  obtêm-se:

%1 - Ryi X %1 + % 2 - r v2 x % 2 + . . . + %n R Vn x % n = ^

o qu a l  pode ser e x p r e s s o  como segue:

Nota: Um estudo sobre alocaçao de custos foi desenvolvido em:

KLIEMANN NETO, F.J. Um Modelo Matricial para Alocaçao de Custos, 
Dissertação de Mestrado - UFSC - 1980.
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n
1 - Z R 

i = l
V i x % i =

R„
:

n n
e f i n a l m e n t e ,  como

1 - , z , RVÍ
1 = 1

1

é igual a
* r c í  

|i = l
, s e t e m :

n Ç
x R x Zi = —

i=l Cl r t

(30)

I s o l a n d o  o v a l o r  de , obtem-se:

n (31)

. .. Ci x % i
1 =  1

ou seja:

"PE R,
(32)

EX E M P L O  8 : S u p o n h a - s e  que a e m p r e s a  "Y" f a b rica : três p r o d u t o s  dis; 

t i n t o s  com d i f e r e n t e s  r a z õ e s  de c o n t r i b u i ç ã o .  Estes p r o d u t o s  p a r 

t i c i p a m  na c o m p o s i ç ã o  das ven d a s  t o t a i s  da e m p r e s a  nas p r o p o r -

çoes d e s c r i t a s a seguir:

P R O D U T O
R c P A R T I C I P A Ç Ã O  NA C O M P O S I Ç Ã O

A 0,30 50 %

B 0 ,‘20 30 %

C 0,10 20 %

0 m o n t a n t e  de c u s t o  fixos a n u a i s  ê de Cr$ 4 6 0 . 0 0 0 , 0 0  

A  r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a  será:

R c = 0,30 x 50% x 0,20 x 30% x 0,10 x 20% 

Rç = 0,15 x 0,06 x 0,02

R c = 0,23
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e, em c o n s e q ü e n c i a , a p l i c a n d o  a f ó r m u l a  32, 

s e r á :
o p o n t o  de e q u i l í b r i o

R _ Cr $ 4 6 0 . 0 0 0 , 0 0  . . .
% E “ — ---------- —--- = Cr $ 2 . 0 0 0 . 0 0 0 , 0 0

0,23

U t i l i z a n d o  os dados do e x e m p l o  a n t e r i o r ,  p o d e - s e  

a p r e s e n t a r  e s t a  s i t u a ç ã o  em  um g r a f i c o  de v o l u m e - l u c r o .

300

2 0 0 -
■

R
E 1 0 0 -

S
u ■ o ■

L
T 100

A 3 200
D
0 300

400

500 ,

Volume de Vendas 
(mil cruzeiros)

500 1000 1S00 2000 2500

FIGURA 13 

REPRESENTAÇÃO GRÃFICA DO EXEMPLO 8
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Como se p o d e  o b s e r v á r  no grafico, a i n c l i n a ç ã o  das retas 

de r e c u p e r a ç ã o  de c u sto fixos de cada p r o d u t o  ê d i f e r e n t e  e isto 

se deve a que a i n c l i n a ç ã o  destas retas esta d e t e r m i n a d a  pe l a  r a 

zão de c o n t r i b u i ç ã o  de cada um dos p r o d u t o s  as quais têm v a l o r  de

0,30; 0,20 e 0,10 r e s p e c t i v a m e n t e .

Por o u t r o  lado, p o d e - s e  o b s e r v a r  que, p a r a  u m  nível de ven 

das, de Cr$ 2 . 0 0 0 . 0 0 0 , 0 0  o p r o d u t o  A  c o n t r i b u e  com C r $ 300.000,00 

p a r a  c o b r i r  os custos fixos (C r $ l .000.000,00 x 0,30), o p r o d u t o  B 

com Cr$12 0 .00 0 ,00 (C r $ 6 0 0 .000 , 00 x 0 , 20 ) e o p r o d u t o  C com 

C r $40.000 ,00 ( C r $ 4 0 0 .000 ,00 x 0 ,10 ).

I - D E S L O C A M E N T O S  DO P O NTO DE E Q U I L Í B R I O

Das f o r m u l a s  que se t e m  d e d u z i d o  p a r a  d e t e r m i n a r

o p o n t o  de e q u i l í b r i o  o b s e r v a - s e  que este po d e  v a r i a r ,a u m e n t a r  ou 

diminuir, como c o n s e q ü ê n c i a  de:

a) V a r i a ç õ e s  do m o n t a n t e  de custos e d e s p e s a s  fi 

xas ;

b) V a r i a ç õ e s  da r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a ;  

e

c) V a r i a ç õ e s  ,de ambos a uma so vez.

Se a u m e n t a r  o m o n t a n t e  de custos e d e s p e s a s  f i 

xas, o p o n t o  de e q u i l í b r i o  a u m e n t a r a ,  ou seja, se d e s l o c a r á  p a r a  

a d i r e i t a  do g r áfico. Pelo c o n t r á r i o ,  se o m o n t a n t e  d i m i n u e ,  dirni 

m u i r á  t a m b é m  o p o n t o  de e q u i l í b r i o  e ele se d e s l o c a r á  p á r a  a e s 

q u e r d a  do gráfico.

Com r e s p e i t o  a estas v a r i a ç õ e s  da r a z ã o  de c o n 

t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a  , pode-se concluir que se esta a u m e n t a ,  d i m i n u i  

rã o p o n t o  de equilíbrio. Por sua vez> se a. r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  pon 

d e r a d a  d iminue, o p o n t o  de e q u i l í b r i o  a u m e n t a r á  e, c o n s e q u e n t e m e n  

te, se d e s l o c a r á  p a r a  a d i r e i t a  do gráfico.

É i m p o r t a n t e  d e t e r - s e  p a r a  a n a l i s a r  quais são as 

ca u s a s  que p o d e m  o r i g i n a r  u m a  v a r i a ç ã o  da r a zão de c o n t r i b u i ç ã o  

p o n d e r a d a ,  p o s t o  que esta d e p e n d e r á ,  p o r  uma parte, das ra z õ e s  de 

c o n t r i b u i ç ã o  de cada um dos p r o d u t o s  e, em c o n s e q ü ê n c i a ,  as v a r i a  

ções d e s t a s  n e c e s s a r i a m e n t e  t e rão uma i n f l u ê n c i a  sobre a r a z ã o
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de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a  e, como jã foi dito,cada r a z ã o  de c o n t r i 

b u i ç ã o  v a r i a r á  co m o  c o n s e q ü ê n c i a  de v a r i a ç õ e s  no p r e ç o  de v e n d a  

e nos cu s t o s  e d e s p e s a s  v a r i á v e i s  p o r  u n i d a d e  de cada um dos pro 

d u t o s . Mas, a l e m  disto, d e p e n d e r á  da p a r t i c i p a ç ã o  de cada p r o d u t o  

na c o m p o s i ç ã o  das ve n d a s  tot a i s  da e m p r e s a  e, p o r t a n t o ,  esta será 

uma n o v a  fonte g e r a d o r a  de v a r i a ç õ e s  da r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  pon 

d e r a d a .

A  p a r t i r  da e x p r e s s ã o  m a t e m á t i c a  da r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  

p o n d e r a d a  p o d e - s e  c o n c l u i r  que es t a  a u m e n t a r á  a m e d i d a  que aque - 

les p r o d u t o s  c o m  m a i o r  r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  p a r t i c i p e m  nu m a  p r o 

p o r ç ã o  m a i o r  na c o m p o s i ç ã o  das ve n d a s  to t a i s  (c o n s i d e r a n d o ,p o r  su 

p osto, as l i m i t a ç õ e s  im p o s t a s  pe l a  c a p a c i d a d e  p r o d u t i v a  da e m p r e 

sa e as l i m i t a ç õ e s  p r ó p r i a s  do m e r c a d o  dos d i s t i n t o s  p r o d u t o s )  e, 

em c o n s e q ü ê n c i a ,  se isto a c o n t e c e ,  d i m i n u i r á  o p o n t o  de e q u i l í 

brio. Por o u t r o  lado, se a r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a  dimi - 

nue como c o n s e q ü ê n c i a  de uma p a r t i c i p a ç ã o  m a i o r  d a q u e l e s  p r o d u t o s  

c om uma r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  mais b a i x a  na c o m p o s i ç ã o  das vendas 

t otais, o p o n t o  de e q u i l í b r i o  a u m e n t a r á  e se d e s l o c a r á  pa r a  a d i 

r e i t a  do gráfico.

As e x p r e s s õ e s  m a t e m á t i c a s  dos d e s l o c a m e n t o s  que 

p o d e m  o c o r r e r  no  • p o n t o  de e q u i l í b r i o  são as i n d i c a d a s  a s e 

guir:

1. V a r i a ç ã o  no m o n t a n t e  de custos fixos

0 n o v o  n í v e l  de e q u i l í b r i o ,  de p o i s  de uma v a 

r i a ç ã o  no m o n t a n t e  de custos fixos, po d e  e x p r e s s a r - s e  a l g e b r i c a -  

raente co m o  s e g u e :

- C F ± A C F
PE —  (33)

Rc

ou

R ' , R p E (34)
PE C F

onde :
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R' = Novo p o n t o  de e q u i l í b r i o  e x presso em uni d a d e s  m o n e t á r i a sir
Rpg = P o nto de e q u i l í b r i o  inicial e x presso em u nidades m o n e t á 

rias

CF =
M o n t a n t e inicial de custos f ixos

C F “
Novo m o n t a n t e  de custos fixos

A C F =
V a r i a ç ã o do m o n t a n t e d e custos fixos

Razao de c o n t r i b u i ç a o p o n d e r a d a

A r ep r e s en t aç ao g r á f i c a  para esta situaçao e apresentada nafig.

FIGURA 14

REPRESENTAÇÃO GRÁFICA DOS DESLOCAMENTOS DO PONTO DE EOUILIRRIO EM EM 

PRESAS MULTIPRODUTORAS, OUANDO HÃ VARIAÇÃO NO MONTANTE DE CUSTOS FI 

XOS.

2. V a r i a ç a o  da r a z a o  de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a

A  e x p r e s s ã o  m a t e m á t i c a  do no v o  n í v e l  de equi 

líbrio, que se o r i g i n a  como c o n s e q ü e n c i a  de uma v a r i a ç a o  na r a 

zão de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a ,  e a p r e s e n t a d a  a seguir:
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R ’ = °F

IE Rc 1 ARc

(35)

OU

R PE R PE r r
Rc

(36)

onde :

r p e  -
Novo ponto de e q u i l í b r i o  e x p r e s s o  em u n i d a d e s  m o n e t á r i a s

r p e  = Ponto de e q u i l í b r i o  inicial ex p r e s s o em u n i d a d e s  m o n e t á r i a s

C F =
M o n t a n t e de custos fixos

1!

I*U No v a  razao de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a

1!

u
u Razão de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a  inici a 1

ARC = V a r i a ç ã o da razao de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a

A  r e p r e s e n t a ç a o  g r á f i c a  p a r a  e s t a  s i t u a ç ã o  é a seguinte:

FIGURA 15

REPRESENTAÇÃO GRÃFICA DOS DESLOCAMENTOS DO PONTO DE EQUILÍBRIO EM EM 

PRESAS MULTIPRODUTORAS, QUANDO HÃ VARIAÇÃO NA RAZÃO DE CONTRIBUIÇÃO 

PONDERADA.
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Os l i m i t e s  das v a r i a ç õ e s  que pode s o f r e r  a r a z ã o  de c o n 

t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a ,  e m  c o n s e q ü ê n c i a  de uma m u d a n ç a  na c o m p o s i ç ã o  

das vendas, são as s e g uintes:

a) R a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a  m á x i m a : q u a n d o  os 100% 

das ve n d a s  da e m p r e s a  ' c o r r e s p o n d e m  ao p r o d u t o  c o m  uma m a i o r  r a zão 

de c o n t r i b u i ç ã o ;

b) R a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a  m í n i m a : q u a n d o  os 10 0% 

das v e n d a s  da e m p r e s a  c o r r e s p o n d e m  'aquele p r o d u t o  com a menor, 

r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o .

Em  a mbos os casos, a e m p r e s a  d e i x a  de ser m u l t i p r o d u t o r a  

p a r a  t r a n s f o r m a r - s e  em m o n o p r o d u t o r a . A l e m  disto, e n e c e s s á r i o  res 

s a l t a r  que q u a l q u e r  m u d a n ç a  que o c o r r a  na c o m p o s i ç ã o  das vendas 

de uma d e t e r m i n a d a  e m presa, deve l e v a r  em c o n s i d e r a ç ã o  t a n t o  as 

r e s t r i ç õ e s  i m p o s t a s  p e l a  c a p a c i d a d e  p r o d u t i v a  da mes m a ,  q u a n t o  as 

que se d e r i v a m  da d e m a n d a  de cada um dos produtos.

II - P O N T O  DE E Q U I L Í B R I O  E X P R E S S O  EM U N I D A D E S  FÍSICAS.

U m a  vez d e t e r m i n a d o  o p o n t o  de e q u i l í b r i o  expres 

so e m  u n i d a d e s  monetárias,, e s t a r - s e - ã  em  c o n d i ç õ e s  de p r o c u r a r  uma 

e x p r e s s ã o  do p o n t o  de e q u i l í b r i o  em u n i d a d e s  f í s i c a s ,  p a r a  isto, 

p r o c e d e - s e  da s e g u i n t e  maneira:

a) Deve:-se d e t e r m i n a r  que p a r t e  das ve n d a s  t o 

tais, no n í v e l  de e q u i l í b r i o ,  c o r r e s p o n d e  a ca d a  um  dos p r o d u t o s  

que a e m p r e s a  fabrica. Isto se c o n s e g u e  m u l t i p l i c a n d o  o v o l u m e  to 

tal de v e n d a s  p e l a s  r e s p e c t i v a s  r a z õ e s  de p a r t i c i p a ç ã o  de ca d a  um 

dos p r o d u t o s  na c o m p o s i ç ã o  das v e n d a s ;

b) Deve~se d i v i d i r  o m o n t a n t e  das v e n d a s  c o r r e s 

p o n d e n t e  a ca d a  p r o d u t o  p o r  'seu r e s p e c t i v o  p r e ç o  de v e n d a  d e t e r m i  

n a n d o  d e s t a  m a n e i r a  o n u m e r o  de u n i d a d e s  de ca d a  um  dos p r o d u t o s  

que, da d a  a c o m p o s i ç ã o  de ve n d a s  da e m p r e s a  em que s t ã o ,  d e v e r á  pro 

d u z i r  e v e n d e r  p a r a  a l c a n ç a r  o n í v e l  de e q u i l í b r i o .

E X E M P L O  9: No e x e m p l o  a n t e r i o r  o p o n t o  de e q u i l í b r i o  era de

Cr$ 2 . 0 0 0 . 0 0 0 , 0 0 .  S u p o n h a - s e  que os p r e ç o s  de v e n d a  u n i t á r i o s  são:

Cr$ 1 0 ,00 p a r a  o p r o d u t o  "A", Cr$ 12,00 p a r a  o p r o d u t o  "B" e 

Cr$ 8,00 p a r a  o p r o d u t o  "C".
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a) P R O D U T O  P A R T I C I P A Ç Ã O  NAS V E N D A S  VENDAS NO PONTO DE
E Q U I L Í B R I O

A 0.5 0 Cr$ 1 . 0 0 0 . 0 0 0 , 0 0

B 0.3 0 Cr$ 6 0 0 . 0 0 0 , 0  0

C 0.2 0 Cr$ 4 00.000,00

b) P R O D U T O  VEN D A S  PREÇO U N I D A D E S

A Cr$ 1 . 0 0 0 . 0 0 0 , 0 0  Cr$ 10,00 1 0 0 .000

B Cr$ 6 0 0 . 0 0 0 , 0 0  Cr$ 12,00 50.000

C Cr$ 4 0 0 . 0 0 0 , 0 0  Cr$ 8,00 50.000

P o r t a n t o ,  o p o n t o  de e q u i l í b r i o  em u n i d a d e s  físicas, se a l 

c a n ç a r a  ao p r o d u z i r  e v e n d e r  1 0 0 .000 u n i d a d e s  do produto "A", 50.000 

u n i d a d e s  do p r o d u t o  "B" e 50.000 u n i d a d e s  do p r o d u t o  "C".

Este r e s u l t a d o ,  como em casos a n t e r i o r e s ,  p o d e  ser c o m p r o v a 

do a t r a v é s  de u m  D e m o n s t r a t i v o  S i m p l i f i c a d o  de Lucros e P e r d a s , b a  

se ado no c u s t e i o  direto.

D e m o n s t r a t i v o  S i m p l i f i c a d o  de Lucros e Perdas

PRODUTO "A" PRODUTO "B" PRODUTO "C" TOTAL

Receita de Vendas Cr$l.000.000,00 Cr$600.000,00 Cr$400.000,00 Cr$2.000.000,00 

(-)Custo Variável Cr$ 700.000,00 Cr$480.000,00 Cr$360.000,00 Cr$1.54 0.000,00 

Margem de Contri

buição Çr$ 300.000,00 Cr$120.000,00 Cr$ 40.000,00 Cr$ 460.000,00

(-) Custos fixos Cr$ 460.000,00

Lucro -0-

2.6.2. VE N D A S  E S P E R A D A S

Da m e s m a  m a n e i r a  que o b t e v e - s e  u m a  r e l a ç a o  a l g é b r i c a  

que p e r m i t i u  c a l c u l a r  o n í v e l  de e q u i l í b r i o  n u m a  e m p r e s a  m u l t i p r o  

d u t o r a ,  p o d e - s e  d e d u z i r  uma f o r m u l a  que p e r m i t a  d e t e r m i n a r  o volu 

me de ve n d a s  n e c e s s á r i o  p a r a  o b t e r  um d e t e r m i n a d o  lucro da d a  a 

a t u a l  e s t r u t u r a  de custos da emp r e s a ,  e s u p o n d o  c o n s t a n t e  a compo 

s i ção das vendas. Para isto, a r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a  de
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v e r á  d i v i d i r  não so o m o n t a n t e  de custo fixos, mas também, o l u 

cro que a e m p r e s a  d e s e j a  obter, r a z a o  p e l a  qual a f o r m u l a  é a s e 

g u i n t e  :

C + L
R = -----------------  (3?)

Z R . x % i
i = l

C F + Lr  = -- £_---- (38)

R C

D e p o i s  de t e r  o b t i d o  o volume de ve n d a s  n e c e s s á r i o  p a r a  gerar 

u m  d e t e r m i n a d o  l u cro e s p e r a d o ,  e p o s s í v e l  e x p r e s s a r  o r e s u l t a d o  

c o m o  u m a  c o m b i n a ç a o  de u n i d a d e s  físicas de cada u m  dos p r o d u t o s  

que d e v e r ã o  ser p r o d u z i d o s  e v e n d i d o s  a fim de a l c a n ç a r  o volume 

de vendas esperada. P a r a  isso, p r o c e d e - s e  de f orma i d ê n t i c a  â que 

foi u t i l i z a d a  p a r a  e x p r e s s a r  o p o n t o  de e q u i l í b r i o  e m  un i d a d e s  

f í s i c a s .

E X E M P L O  10: S u p o n h a - s e  que a e m p r e s a  " Y " , do e x e m p l o  a n t e r i o r ,  es 

p e r a  o b t e r  u m  l u c r o  de Cr$ 460.00 0 , 0 0 .  Qual d e v e r á  ser seu vo l u m e  

de vendas a fim de o b t e r  este l u c r o  ?

R = PS * J « 6 0 . 0 0 0 , 0 0  + Crf M 6 0 . 000,00 = Cr$ , . 00 0 . 0Q Q , 0[1

0,23

Este v o l u m e  de ve n d a s  de Cr$ 4 . 0 0 0 . 0 0 0 , 0 0  i m p l i c a r á  em p r o d u  

zir e v e n d e r  as s e g u i n t e s  q u a n t i d a d e s  de ca d a  um dos produtos:

P R O D U T O  VENDAS PREÇO U N I T Á R I O  U N I D A D E S

A Cr $ 2 . 0 0 0 . 0 0 0 , 0 0  Cr$ 10,00 200.000

B Cr $ 1 . 2 0 0 . 0 0 0 , 0 0  Cr$ 12 ,00 100.000

C Cr $ 8 0 0 . 0 0 0 , 0 0  Cr$ 8 ,00 100.000

C r $ 4 . 0 0 0 . 0 0 0 , 0 0

P o r t a n t o ,  d a d a  a c o m p o s i ç ã o  das vendas, a e m p r e s a  d e v e r á  pro 

d u z i r  e v e n d e r  2 0 0 .000 u n i d a d e s  do p r o d u t o  "A", 1 0 0 .000 u n i d a d e s  

do p r o d u t o  "B" e 1 0 0 . 0 0 0  u n i d a d e s  do p r o d u t o  " C " , com o qual, seu 

v o l u m e  de v e n d a s  se r á  de Cr$ 4 . 0 0 0 . 0 0 0 , 0 0  e o b t e r á  u m  l ucro de 

Cr$ 4 6 0 . 0 0 0 , 0 0  como ê i l u s t r a d o  p e l o  D e m o n s t r a t i v o  de Lucros e 

P e r d a s  a seguir:
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D e m o n s t r a t i v o  de Lucros e Perdas

PRODUTO "A" PRODUTO "B" PRODUTO "C" TOTAL

Receita de Vendas Cr$2.000.000,00 Cr$l. 200.000,00 Cr$800.000,00 Cr$4.000.000,00 

(-) Custos Variáveis Cr$l.400.000,00 Cr$ 960.000,00 Cr$720.000,00 Cr$3.080.000,00 

Margem de Contri

buição Cr$ 600.000,00 Cr$ 240.000,00 Cr$ 80.000,00 Cr$ 920.000,00

(-) Custos Fixos Cr$ 460.000,00 

Lucro Cr$ 460.000,00

2.6.3. M A R G E M  DE S E G U R A N Ç A

Ja foi d e f i n i d o  este c o n c e i t o  ao e s t u d a r  a a n á l i s e  

de c u s t o  v o l u m e  l u c r o  pa r a  e m p r e s a s  m o n o p r o d u t o r a s . Por es t a  razão, 

e s t a  p a r t e  do p r e s e n t e  c a p i t u l o ,  l i m i t a - s e  a i l u s t r a r  a a p l i c a  

ção d e ste c o n c e i t o  no ca s o  de uma e m p r e s a  m u l t i p r o d u t o r a .

L X E M P L O  11: S u p o n h a - s e  que a e m p r e s a  "Z" f a b r i c a  os p r o d u t o s  "R" 

e "S", e seus c u s t o s  e r e c e i t a s  c o r r e s p o n d e n t e s  ao p e r í o d o  e n c e r r a 

do, são d a dos p e l o  D e m o n s t r a t i v o  abaixo:

D e m o n s t r a t i v o  de Lu c r o s  e Perdas

P R O D U T O  "R" P R O D U T O  "S"

Receita de Vendas Cr$ 100.000,00 Cr$ 100.000,00 Cr$ 200.000,00

(-) Custos Variáveis Cr$ 60.000,00 Cr$ 40.000,00 Cr$ 100.000,00

Margem de Contri

buição Cr$ 40.000,00 Cr$ 60.000,00 Cr$ 100.000,00

(-) Custos fixos ’ Cr$ 40.000,00

Lucro Cr$ 60.000,00

A  p a r t i r  de s t e s  dados a n t e c e d e n t e s  p o d e - s e  d e t e r m i n a r  o 

p o n t o  de e q u i l í b r i o  e a m a r g e m  de seg u r a n ç a ,  na a t ual s i t u a ç ã o  da em 

pre s a ,  c o m  u m  a u m e n t o  de 30% das vendas do p r o d u t o  "R" e um a u m e n t o  

de 30% das v e n d a s  do p r o d u t o  "S". s u p o n h a - s e  que a e m p r e s a  es t á  inde 

cisa f r e n t e  a e s tas duas ú l t i m a s  situações. Para r e s o l v e r  este caso 

l a n ç a - s e  m ã o  das f o r m u l a s  (1 2 ) e (23).
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a) S i t u a c a o  Atual:

Cr $ 4 0 . 0 0 0 , 0 0  
'PE

0,5

= C r $ 1 2 0 .0 0 0 , 0 0
S

C r $ 2 0 0 . 0 0 0 , 0 0

b) A u m e n t o  de 30% nas vendas do P r o d u t o " R " :

PRODUTO "R" PRODUTO "S" TOTAL

Receita de Vendas Cr$130.000,00 Cr$100.000,00 Cr$230.000,00 

(-) Custo Variável Cr$ 78.000,00 Cr$ 40.000,00 Cr$118.000,00

Margem de Contri

buição Cr$ 52.000,00 Cr$ 60.000,00 Cr$112.000,00

(-) Custos fixos Cr$ 40.000,00

Lucro Cr$ 72.000,00

D _ Cr$ 40.000,00 „ A „„„ ..
r̂>g ————————  _ 81,633,00

0,49

- Cr$ 148.367,00
'*S

Cr$ 230.000,00

A u m e n t o  de 30% nas ve n d a s  do P r o d u t o  "S"

PRODUTO "R" PRODUTO "S" TOTAL 

Receita de Vendas Cr$10Q.000,00 Cr$ 130.000,00 Cr$ 230.000,00 

(-) Custos Variáveis ' Cr$ 60.000,00 Cr$ 52.000,00 Cr$ 112.000,00 

Margem de Contri

buição Cr$ 40.000,00 Cr$ 78.000,00 Cr$ 118.000,00

(-) Custos Fixos Cr$ 40.000,00

Cr$ 78.000,00

D Cr$ 40.000,00
RpE = -------- *—  = Cr$ 78.431,00

0,51

M s = x 100 . 66z

Cr$ 230.000,00
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Pode-se r e s u m i r  as i n f o r m a ç õ e s  a n t e r i o r e s  no q u a d r o  c o m p a 

r a t i v o  a seguir:

R
c r pe

R M
S

Situação Atual 0,5 Cr$ 80.000,00 Cr$ 200.000,00 60%

Aumento 30% em "R" 0,49 Cr$ 81.633,00 Cr$ 230.000,00 64,5%

Aumento 30% em "S" 0,51 Cr$ 78.431,00 Cr$ 230.000,00 66%

Q UADRO 1

Q U A D R O  C O M P A R A T I V O  DE D I V E R S A S  A L T E R N A T I V A S

D este q u a d r o  c o m p a r a t i v o  t i r a - s e  as s e g u i n t e s  c onclusões:

1. Um  a u m e n t o  de 3 0-6 nas ve n d a s  do p r o d u t o  "R" i m p l i c a r i a  

numa alteração desfavorãvel da composição das vendas e,por conseguinte,num au

m e n t o  do n í v e l  de e q u i l í b r i o  com r e s p e i t o  a s i t u a ç ã o  atual. Sem du 

vida, o a u m e n t o  das ve n d a s  tot a i s  e m a i o r  que o a u m e n t o  do n ível de 

e q u i l í b r i o  e, em c o n s e q ü ê n c i a ,  a c o n t e c e  uma m a j o r a ç ã o  na m a r g e m  de 

s e g u r a n ç a .

2. Um a u m e n t o  de 30% nas vendas do p r o d u t o  "S" traz como 

c o n s e q ü ê n c i a  uma m a j o r a ç ã o  da composição das vendas e, p o r  c o n s e g u i n t e ,  

u m  a u m e n t o  da r a z a o  de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a  e uma d i m i n u i ç ã o  no 

n í v e l  de e q u i l í b r i o .  A l e m  do mais, isto p r o v o c a r i a  uma m a j o r a ç ã o  

da m a r g e m  de s e g u r a n ç a  devido, p o r  uma parte, 'a d i m i n u i ç ã o  do n í 

vel de e q u i l í b r i o  e, p o r  o u t r a  parte, ao a u m e n t o  no v o l u m e  de v e n 

das .

3* F i n a l m e n t e , e a luz do que foi v i sto a n t e r i o r m e n t e ,  p o 

d e - s e  a f i r m a r  que a e m p r e s a  e l e v a d a  a d e c i d i r - s e  p e l a  s e g u n d a  a l 

ternativa, com a qu a l  seu n í v e l  de e q u i l í b r i o  d i m i n u i r á  em

Cr$l. 569,00,e a l e m  disto, sua m a r g e m  de s e g u r a n ç a  a u m e n t a r á  em a p r o 

x i m a d a m e n t e  6 %.

2.6.4. CU S T O S  F I XOS CONSIGNAVL'IS A C A D A  P R O D U T O

Ate a g o r a  t ê m - s e  c o n s i d e r a d o  que, pa r a  o caso de

e m p r e s a s  m u l t i p r o d u t o r a s , não e x i s t e  uma i d e n t i f i c a ç ã o  de um mon -

t a nte de custos fixos a s s o c i a d o  a ca d a  p r o d u t o  e m  p a r t i c u l a r .  Na

c o n t i n u a ç a o  v e r - s e - ã  a r e p r e s e n t a ç ã o  g r á f i c a  das r e l a ç õ e s  de cus

t o - v o l u m e - l u c r o  q u a n d o  e p o s s í v e l  c o n s i g n a r  um  m o n t a n t e  de custos

fixos e s p e c í f i c o  p a r a  ca d a  um dos p r o d u t o s  f a b r i c a d o s  pe l a  e m p r e 

sa .



53

E X E M P L O  12: Suponha-s.e que a e m p r e s a  "X" p r o d u z  e vende os pro 

d utos A, B e C cu j a  p a r t i c i p a ç ã o  na c o m p o s i ç ã o  das vendas totais 

da e m p r e s a  e de 40%, 30% e 30% r e s p e c t i v a m e n t e .  0 m o n t a n t e  de cu 

tos fixos e a r a z a o  de c o n t r i b u i ç ã o  p a r a  cada p r o d u t o  são os ind 

c ados a seguir:

C_ R
F C

P R O D U T O  A Cr $ 400.000 ,00 0 , 30

P R O D U T O  B Cr $ 3 0 0 . 0 0 0 , 0 0  0,50

P R O D U T O  C Cr $ 2 0 0 . 0 0 0 , 0 0  0,40

C r $ 9 0 0 . 0 0 0 , 0 0

A  r e c e i t a  t o t a l  de ve n d a s  da e m p r e s a  "X" e C r $ 3.000.000,00.

A  r e l a ç a o  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  p a r a  a e m p r e s a  "X" ê 

r e p r e s e n t a d a  g r a f i c a m e n t e  p e las f i g uras 14 e 15.

Volume de Vendas (mil cruzeiros)
FT (’URA 16

REPRESENTAÇÃO GRÁFICA. DAS RELAÇÕES CUSTO-VOLUME-LUCRO NO EXEMPLO 12
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FIGURA. 17

REPRESENTAÇÃO,GRÃFICA DAS RELAÇÕES DE CUSTO-VOLUME-LUCRO PAPA O EXEM 

PLO 12.

2,7, Im p o r t a n c i a  d a  a n a l i s e  d e  c u s t o -v o l u m e - l u c r o

Es t a  i m p o r t a n t e  f e r r a m e n t a  de a n á l i s e  pode ser de uma 

u t i l i d a d e  s i g n i f i c a t i v a  se e u t i l i z a d a  de f orma c r i t e r i o s a  p o r  q u e m  

d e v a  a d o t a r  d e c i s õ e s  de d i v e r s o s  tipos na e m presa, c o m  r e s p e i t o  aos 

a s p e c t o s  r e l a c i o n a d o s  c o m  o p l a n e j a m e n t o  e controle.



E n tre as d e c i s õ e s  que p o d e m  ser a b o r d a d a s  s a t i s f a t o r i a m e n 

te p o r  e s t a  t é c n i c a  se c o notam, p o r  e xemplo, dec i s õ e s  de f a b r i c a r  

ou co m p r a r ,  s u b s t i t u i ç ã o  de m a q u i n a r i a ,  d e c i s õ e s  de f e c h a r  a fãbri 

ca, i n t r o d u ç ã o  de novas linhas de p r o d u ç ã o  e/ou e l i m i n a ç ã o  de o u 

t r a s  , d e t e r m i n a ç a o  do p r e ç o  de v e n d a  dos p r o d u t o s  f a b r i c a d o s  p e 

la e m p r e s a ,  etc..

Por o u t r o  lado, a e s t r u t u r a  de c u s t o -volume'-lucro e a base 

s o bre a qual de v e  s u s t e n t a r - s e  to d o  o r ç a m e n t o  jã que ela indica, 

p a r a  ca d a  e m p r e s a  em p a r t i c u l a r ,  como m u d a r á  o m o n t a n t e  t otal dos 

c u s t o s  d i a n t e  de f l u t u a ç õ e s  do n í v e l  de a t i v i d a d e ,  a q u a n t i a  das 

r e c e i t a s  e, em c o n s e q ü ê n c i a ,  o l ucro esperado.

F i n a l m e n t e ,  e i m p o r t a n t e  a s s i n a l a r  que este t i p o  de a n a l i 

se nao so e a p l i c a d a  na e m p r e s a  p r i v a d a ,  mas t a m b é m  nas e m p r e s a s  e 

i n s t i t u i ç õ e s  do s e t o r  p u b l i c o ,  nos quais pode ser de g r a n d e  u t i l i 

dade na a l o c a ç a o  de r e c u r s o s ,  d e t e r m i n a ç ã o  de s u b s í d i o s , e  como de 

v e r d a d e i r a  fonte de i n f o r m a ç ã o  com r e s p e i t o  a e s t r u t u r a  de custos 

das e m p r e s a s  do Estado.

2.8, L i m i t a ç õ e s  d a  A n á l i s e  d e  C u s t o - V o l u m e - L u c r o

As l i m i t a ç õ e s  da a n a l i s e  de C u s t o - v o l u m e—lucro se ori 

ginain, f u n d a m e n t a l m e n t e ,  a p a r t i r  dos p r e s s u p o s t o s  nos q u a i s  se ba 

oeia. A  a n á l i s e  supõe uma s i t u a ç ã o  e s t a t i c a ,  a qual não pode m a n 

t e r - s e  p o r  m u i t o  tempo, p o s t o  que são mu i t a s  as v a r i á v e i s ,  que em 

d e f i n i t i v a ,  d e t e r m i n a m  o c o m p o r t a m e n t o  dos custos e, em c o n s e q ü ê n 

cia, q u a l q u e r  m u d a n ç a  que elas e x p e r i m e n t a m  s i g n i f i c a r á  uma m u d a n 

ça na e s t r u t u r a  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o .

A l e m  disto, a r e l a ç ã o  e x i s t e n t e  e ntre c u s t o - v o l u m e  e 

lucro, e s t á 'e s t r i t a m e n t e  v i n c u l a d a  c o m  o n í v e l  de a t i v i d a d e  que a em 

p r e s a  a p r e s e n t a  n u m  d e t e r m i n a d o  m o m e n t o  e não se pode e s p e r a r  que 

ela se m a n t e n h a  c o n s t a n t e  ante as f l u t u a ç õ e s  c o n s i d e r á v e i s  do n í 

vel. de a t i v i d a d e s ,  v i s t o  que o c o m p o r t a m e n t o  dos custos se d i s t o r -  

por c a u s a  de, p o r  exe m p l o ,  d e s c o n t o s ,  a u m e n t o s  de d e s p e r d í c i o ,  

t e m p o  o c i oso, etc..

Outra das l i m i t a ç õ e s  que m e r e c e  ser r e s s a l t a d a  na a- 

nal.ise de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  é r e p r e s e n t a d a  g r a f i c a m e n t e  a seguir.
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Por1 r e g r a  geral , as retas de recei tas e 

custos t o t a i s  se t r a ç a m  d esde a origem. Contudo, a um c e r t o  ní 

vel de a t i v i d a d e , i n f e r i o r  ao "ponto de fecham e n t o '’, a e m p r e s a  não 

deve c o n t i n u a r  o p e r a n d o  p o s t o  que, n este caso, os p r e j u í z o s  que 

s o f r e r i a ,  s e r i a m  m a i o r e s  aos que o c o r r e r i a m  se o p t a s s e  pelo fecha 

m e n t o  da empresa.

Por o u t r o  lado, a d i r e i t a  do g rafico, o traçado de 

r e t a s  de r e c e i t a s  e custos d e i x a m  a i m p r e s s ã o  de que se p o d e r i a  

p r o l o n g ã - l a s  p a r a  q u a l q u e r  limite, p o r e m  este p r o l o n g a m e n t o  e s 

ta limitado, l o g i c a m e n t e ,  p e l a  c a p a c i d a d e  i n s t a l a d a  da empresa.

A l e m  uisto, d e n i r o  a c s l i m i t e s  m a x i m o  e m í n imo, ou se 

ja: " c a p a c i d a d e  i n s t a l a d a "  e "ponto de f e c h a m e n t o " ,  r e s p e c t i v a 

mente, h a v e r á  um " i n t e r v a l o  r e l e v a n t e " 7pa r a  o qual será v á l i d a  a 

r e l a ç ã o  c u s t o - v o l u m e - l u c r o  dado que fora deste intervalo se produzirão 

d i s t o r ç õ e s  s i g n i f i c a t i v a s  no c o m p o r t a m e n t o  dos custos o que neces 

s a n a m e n t e  i m p l i c a r á  numa a l t e r a ç ã o  da dita relação. Essas lim i t a
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F i n a l m e n t e ,  e como c o n s e q u ê n c i a  das l i m i t a ç õ e s  já 

m e n c i o n a d a s ,  q u a n d o  se jti._ÍT,a a a n a l i s e  de c u s t o - v o l u m e  - lucro 

a fim de p r o j e t a r  as r e c e i t a s  e custos da e m presa, com r e s n e i t o  

a p e r í o d o s  f u turos, se s upõe i m p l i c i t a m e n t e  que exi s t e  c e r t e z a  

a b s o l u t a  em r e l a ç ã o  a m a g n i t u d e  que a l c a n ç a r ã o  as d i s t i n t a s  v a 

r i á v e i s  e n v o l v i d a s  na a n á l i s e  o que, e v i d e n t e m e n t e ,  s i g n i f i c a  u 

ma s i m p l i f i c a ç ã o  e x c e s s i v a  e, em c o n s e q u ê n c i a ,  uma limitação.

P o r  ú l t imo, p o d e - s e  c o n c l u i r  a f i r m a n d o  que a anãli 

se de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  não ê um i n s t r u m e n t o  c apaz de s o l u c i o 

na r  q u a l q u e r  p r o b l e m a  que se a p r e s e n t e  na e mpresa, nem e s o m e n 

te uma a p r e s e n t a ç ã o  t e ó r i c a  e s i m p l i f i c a d a  de dados c o m p l e x o s  

que não p o d e m  n e m  d e v e m  ser s i m p l i f i c a d o s .  Pelo c o n t r á r i o ,  e no 

que p e s e  suas l i m i t a ç õ e s ,  pode ser de uma u t i l i d a d e  b astante sig 

n i f i c a t i v a  na t o m a d a  de d e c i s õ e s  e no p l a n e j a m e n t o  e c o n t r o l e  

e m p r e s a r i a l .



CAPITULO III

3, An a l i s e  d e  c u s t o -v o l u m e -l u c r o  s o b c o n d i ç õ e s  d e r i s c o

3.1. In t r o d u ç ã o

O objetivo fundamental deste capitulo, que constitue a parte mais impor 

tante do trabalho ora apresentado, ê introduzir algumas modificações de in 

portância na análise de custo-volume-lucro tradicional utilizando alguns con 

ceitos estatísticos afim de conseguir um aperfeiçoamento deste valioso ins 

trumento de análise e a extensão de sua aplicabilidade tomando possível sua 

utilização efetiva em algumas situações caracterizadas pelo risco no que diz 

respeito aos valores que assumirão determinadas variáveis. Como foi visto, 

as variáveis relevantes incluídas na análise de custo-volume-lucro são: volu 

me de vendas, preço de venda, montante de custos fixos e custo variável uni 

tário. Quando se faz uma projeção destas variáveis para o futuro e. também 

quando essa projeção so se realiza para um período de tempo relativamente 

breve, aparece imediatamente o risco e a incerteza como uma característica i 
nerente, em geral, a qualquer tipo de projeção, e an particular a projeção 

das variaveis interessantes a este estudo, já que os valores que estas variá 

veis assumirao num determinado momento sera o resultante de uma série de fa 

tores, os quais, por sua vez, raramente apresentam um coportamento -perfeita 

mente determinístico. Considerando o volume de vendas, os fatores que o de 

terminarão podem ser mencionados como sendo: preço de venda, tipo de produto 

receita dos consumidores, capacidade produtiva da empresa, grau de competên

cia, etc.. 0 preço de venda poderá ser o resultado do c o m p o r t a m e n t o  do 

m e r c a d o  ou podera ser fixado entre limites pela empresa devendo co 

brir seus custos de produção e de vendas e objetivando a obtenção de uma mar 

gem de lucro. Em cèrtas circunstâncias, o preço de venda poderá ser determi

nado sem que a empresa, participe na sua elaboração. Vale lembrar que .quando 

se refere a custos, neles estão contidos também as despesas. Quanto aos cus 

tos>tanto fixos como variáveis, em geral ê válido afirmar que estes serão de 

terminados em grande escala pelas características de cada empresa, caracte 

rísticas tais como sua capacidade produtiva, processos de produção, grau de 

automação, etc.. Existem também outros fatores externos'a empresa que por 

sua própria natureza não podem ser controlados por ela. Tais fatores estarão 

influenciando na determinação dos custos como ê o caso do preço dos in
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surnos 6 das m a t é r i a s  primas , d e s e n v o l v i m e n t o  t e c n o l o g i c o , etc. . 

D i s t o  se d e d u z  que q u a l q u e r  e s t i m a ç a o  que se faça^ com r e s p e i t o  

ao v a l o r  que a s s u m i r a o  essas v a r i a v e i s  n u m  dado mo m e n t o ,  nao p o 

derá ser a b s o l u t a m e n t e  c o r r e t a  e, em conseqíiencia, a con s i d e r a ç a o  

do r i s c o  e a i n c e r t e z a  como v a r i á v e i s  f u n d a m e n t a i s  da a n á l i s e  

de c u s t o - v o l u m e - l u c r o , se t r a n s f o r m a  numa n e c e s s i d a d e  cuja satis 

f ação e i m p e r i o s a ,  pois, do con t r á r i o ,  se e s t a r i a  i g n o r a n d o  esta 

c a r a c t e r í s t i c a  f u n d a m e n t a l  p r ó p r i a  de q u a l q u e r  ev e n t o  fu t u r o  e 

c o n s e q ü e n t e m e n t e  l i m i t a n d o  s e r i a m e n t e  a a p l i c a ç ã o  da análise.

Em p r i m e i r o  p l a n o  supor-se-á  e x i s t ê n c i a  de r i s c o  só com r e s 

p e i t o  a u m a  das v a r i á v e i s  o u  seja, o v o l u m e  de vendas a f i m  de 

s i m p l i f i c a r  ao m á x i m o  as m o d i f i c a ç õ e s  i n t r o d u z i d a s  na a n á l i s e  pa 

r a , p o s t e r i o r m e n t e ,  c o n s i d e r a r  a a s s o c i a ç ã o  do r i s c o  com r e l a ç ã o  

as ou t r a s  v a r i á v e i s  e n v o l v i d a s  na análise.

No p r e s e n t e  c a p í t u l o  a d o t a r - s e - ã  a m e s m a  d i v i s ã o  da d a  na a~ 

n a l i s e  t r a d i c i o n a l  ou seja, em p r i m e i r o  l u g a r  vai se e s t u d a r  a 

a p l i c a ç ã o  da a n á l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  sob c o n d i ç õ e s  de r i s 

co em e m p r e s a s  m o n o p r o d u t o r a s  p a r a  p o s t e r i o r m e n t e  e s t e n d e r  sua 

a p l i c a ç ã o  a e m p r e s a s  m u l t i p r o d u t o r a s  com o p r o p o s i t o  de f a c i l i 

tar q u a l q u e r  c o m p a r a ç a o  c o m  a a n a l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  t r a 

d i c i o n a l  .

3.2, P R E S S U P O S T O S  DA A N A L I S E  DE C U S T O - V O L U M E - L U C R O  SOB C O N D I Ç Õ E S  

DE RISCO

É claro, que ao i n c l u i r  o ' risco ' como uma v a 

riável que deve ser considerada, na a n a l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u  

c r o , ê p o s s í v e l  e l i m i n a r  al g u n s  dos p r e s s u p o s t o s  nos quais se ba 

se i a  a a n á l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  t r a d i c i o n a l  e ntre os quais 

o m a i s  i m p o r t a n t e  é o p r e s s u p o s t o  i m p l í c i t o  com r e s p e i t o  a exis- 

t e n c i a  de "cert e z a "  em r e l a ç a o  com o v a l o r  que a s s u m i r a o  as d i 

f e r e n t e s  v a r i aveis. A l e m  deste, e x i s t e m  ou t r o s  p r e s s u p o s t o s  que 

d e v e r ã o  ser m a n t i d o s :

1 . Os custos p o d e m  ser c l a s s i f i c a d o s  como custos v a r i á v e i s  e c o 

mo cus t o s  fixos. A  este r e s p e i t o  a.s e mpresas c o n t a m  a t u a l m e n t e  

com u m a  s e r i e  de m é t o d o s  e p r o cedimentcs que lhes p e r m i t e  d e t ermi 

nar com b a s t a n t e  p r e c i s ã o  e c o m p o r t a m e n t o  de seus custos e,- por
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c o n s e g u i n t e ,  sua c l a s s i f i c a ç ã o  de n t r o  das c a t e g o r i a s  ex p o s t a s  aci 

ma. P o d e - s e  m e n c i o n a r  como m é t o d o s  u t i l i z a d o s  pelas e m p r e s a s , o  mé 

to d o  g r a f i c o ,  o m é t o d o  contá b i l ,  o m e t o d o  dos pon t o s  m á x i m o s  e mí 

n i m o s , o m é t o d o  dos m í n i m o s  qua d r a d o s ,  etc..

2. Ex i s t e  s i n c r o n i z a ç a o  e n tre p r o d u ç ã o  e vendas, p o r t a n t o  o e f e i 

to das m u d a n ç a s  nos est o q u e s  e i n s i g n i f i c a n t e .  Com r e l a ç a o  a este 

pressuposto, ■ apa r e n t e m e n t e  b a s t a n t e  irreal, se po d e  a f i r m a r  que, 

se se a n a l i s a  na p e r s p e c t i v a  de m é d i o  e longo prazo, se a p r o x i m a  

b a s t a n t e  da r e a l i d a d e  p o r q u e  as d i f e r é n ç a s  e ntre p r o d u ç ã o  e v e n 

das t e n d e m  a anu l a r - s e .

3. A  composição das vendas, no caso de empresas multiprodutoras, • 'permanecera 

constante durante o período de tempo para o qual se efetua a anãlise.

A l é m  destes p r e s s u p o s t o s  que se m a n t ê m  v i g e n t e s , a g r e g a - s e  

dois novos p r e s s u p o s t o s  que são:

4. É p o s s í v e l  e f e t u a r  uma e s t i m a ç a o  dos v a l o r e s  que a s s u m i r a o ,num 

d e t e r m i n a d o  p e r í o d o  de tempo, o v o l u m e  de vendas, o p r e ç o  de v e n 

da, os custos fixos e os custos v a r i a v e i s .

5. Com r e l a ç ã o  a e s t i m a ç a o  a que se r e f e r e  o p r e s s u p o s t o  a n t e 

rior, e p o s s í v e l  d e t e r m i n a r  uma d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  p a 

ra cada uma das v a r i a v e i s  que t e n h a  como ba s e  essas e s t i m a ç õ e s .Su 

nor-rie-a que estas d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e  tal como 

d e s c r i t a s  no a n e x o  1 , são d i s t r i b u i ç õ e s  n o r m a i s ,  apenas 

com o f i m  de s i m p l i f i c a r  o estudo, s a l i e n t a n d o  ao m e s m o  t e m p o  que 

a d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  mais a d e q u a d a ,  em ca d a  caso, d e 

p e n d e r a  das c a r a c t e r í s t i c a s  p r ó p r i a s  de cada s i t u a ç ã o  em p a r t i c u 

lar .

3.3. 0 V O L U M E  DE V E N D A S  COMO V A R I A V E L  A L E A T Ó R I A  EM EM P R E S A S  M0N0- 

P R O D U T O R A S

Para t o r n a r  c l aro o c a r ã t e r  a l e a t õ r i o  a t r i b u í d o  'a v a r i ã  

vel " v o l u m e  de v e n d a s "  em em p r e s a s  m o n o p r o d u t o r a s  p a r t e - s e  da s u 

p o s i ç ã o  de que uma e m p r e s a  p r o d u z  e v e n d e  um ú n i c o  a r t i g o  cujo

p r e ç o  de v e n d a  ê p, seu c u s t o  v a r i á v e l  u n i t á r i o  é c e o m o n t a n t e
v

dos custos e d e s p e s a s  fixas da e m p r e s a  estão r e p r e s e n t a d o s  p o r  C
F
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n u m  dado p e n o d o .  Com b a s e  nestas i n f o r m a ç o e s  o p o n t o  de e q u i l í 

br i o  e x p r e s s o  em u n i d a d e s  f í s icas e dado p o r  Qpg ® sera igual a 

"x" unida d e s .  S u p o n h a  t a m b é m  q u e ' o  D e p a r t a m e n t o  de Vendas da e m 

p r e s a  t e m  e s t i m a d o  que o v o l u m e  de vendas e s p e r a d o  para o p r ó x i m o  

p e r í o d o  e r e p r e s e n t a d o  p o r  "y" u n i d a d e s  e que e i g u a l m e n t e  p r o v á 

vel que as v e n d a s  r e ais s e j a m  m a i o r e s  ou m e n o r e s  qué "y " . 0 chefe 

de vendas crê que ex i s t e  uma p r o b a b i l i d a d e  a p r o x i m a d a  de 2 / 3  de 

que^ as ve n d a s  r e ais e s tão c o m p r e e n d i d a s  no i n t e r v a l o  d e t e r m i n a d o  

pslo v o l u m e  de ve n d a s  e s p e r a d o  de — o unidades. Estas e s t i m a ç õ e s  

s u b j e t i v a s  p o d e m  ser e x p r e s s a s  m e d i a n t e  uma d i s t r i b u i ç ã o  no r m a l  

de p r o b a b i l i d a d e  c u j a  m é d i a  será o v o l u m e  de vendas e s p e r a d o  ou 

seja "y" u n i d a d e s  e seu d e s v i o  p a d r ã o  o unida d e s .  Isto e q u i v a l e  di

zer que o v o l u m e  de vendas c o n s i d e r a d o  como v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  se 

d i s t r i b u e  n o r m a l m e n t e  N(u,a^) e a r a zao de que o d e s v i o  p a d r ã o  se 

ja de a u n i d a d e s  é que ao r e d o r  dos 2/3 da área a b a i x o  da c u rva 

de uma d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  de p r o b a b i l i d a d e  está d e n t r o  d e  - 1 , 0  

d e s v i o  p a d r ã o  da média. G r a f i c a m e n t e  r e p r e s e n t a - s e  no eixo das 

a b c i s s a s  o v o l u m e  de vendas^ e a p r o b a b i l i d a d e  de que as vendas 

reais e s t e j a m  c o m p r e e n d i d a s  em um i n t e r v a l o  d e t e r m i n a d o  p o r  dois 

v o l u m e s  de v e n d a  e s t a r á  da d a  p e l a  ár e a  a b a i x o  da c u rva e n t r e  e s 

ses v o l u m e s  de venda. A  á r e a  h a c h u r i a d a  na f i g u r a  19 c o r r e s p o n d e  a 

p r o b a b i l i d a d e  de que a e m p r e s a  o b t e n h a  lucro, ou s e j a , a  p r o b a b i l i 

dade de que as v e n d a s  r e ais u l t r a p a s s e m  as u n i d a d e s  do p o n t o  de 

e q u i l í b r i o .

(Unidades)
F I G U R A  19

G R Á F I C O  DA D I S T R I B U I Ç Ã O  DE P R O B A B I L I D A D E  PARA 0 VOLUME

DE VENDAS
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3.3.1. PONTO DE E Q U I L Í B R I O

A  a n a l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  tradicional

p e r m i t e  d e t e r m i n a r  o p o n t o  de e q u i l í b r i o  de uma e m p r e s a ,p o r é m  n a 

da nos diz com r e s p e i t o  a p r o b a b i l i d a d e  de que a e m p r e s a  c o n s i g a  

a l c a n ç a r  este ponto, em c i r c u n s t â n c i a s  que este tipo de i n f o r m a  - 

çao a d i c i o n a l  po d e  ser de suma i m p o r t â n c i a  p a r a  q u e m  vai t o m a r  una 

d e c i s ã o . Isto, e v i d e n t e m e n t e ,  r e p r e s e n t a  uma l i m i t a ç ã o  da análise. 

Sem duvida, a g o r a  esta-se em c o n d i ç õ e s  de s a n a r  esta l i m i t a ç ã o  o b 

t e n d o  a m f o r m a ç a o  a d i c i o n a l  da p r o b a b i l i d a d e  de o c o r r ê n c i a  de 

tal fato. Se c o n s i d e r a r  c o m o  ”x" as u n i d a d e s  que são p r o d u z i d a s  e 

v e n d i d a s  no p o n t o  de equilíbrio, p o d e - s e  d e t e r m i n a r  a p r o b a b i l i d a 

de de que as ve n d a s  reais s e j a m  no m í n i m o  igual a "x". Para isso 

d e v e - s e  t r a n s f o r m a r  a d i s t r i b u i ç ã o  normal de p r o b a b i l i d a d e  do v o 

lume de ve n d a s  c o m  o fim de p o d e r  u t i l i z a r  as tabe l a s  de p r o b a b i 

l i d a d e  existentes p a r a  uma d i s t r i b u i ç ã o  no r m a l  com m é d i a  zero e va 

r i a n c i a  um. Tal p r o c e d i m e n t o  ê e x p l i c a d o  no Anexo 1 . ' 0

p o n t o  de e q u i l í b r i o  e x p r e s s o  em u n i d a d e s  m o n e t á r i a s  não sofre n e 

n h u m a  m o d i f i c a ç a o  no que diz r e s p e i t o  a sua f o r m a  de c á l c u l o  e n 

q u a n t o  o v o l u m e  de vendas for a única v a r i á v e l  a l e atória.

3.3.2. L UCRO E S P E R A D O

P a r a  t o r n a r  mais e v i d e n t e  a i n t e r p r e t a ç ã o  do l u 

cro e s p e r a d o  u t i l i z a - s e  a d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  m o s t r a d a  

na f i g u r a  19 e c o l o c a - s e  e s t a  d i s t r i b u i ç ã o  s o b r e p o s t a  num g r á f i c o  

de v o l u m e - l u c r o  d e m o n s t r a d o  a seguir.

G R Á F I C O  DA S O B R E P O S I Ç Ã O  DA D I S T R I B U I Ç Ã O  DE P RO B AB I L-ID AD E 

DO V O L U M E  DE VENDAS SOBRE 0 G R Á F I C O  DE V O L U M E - L U C R O
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Pela f i g u r a  20 c h e g a - s e  'a c o n c l u s ã o  de que o l u 

cro e s p e r a d o  po d e  ser c a l c u l a d o  p e l a  s e g u i n t e  expressão:

E(L) = E(Q) . m_ - C p (39)
c

onde :

E(L) = L u c r o  e s p e r a d o

E (Q ) = y = v o l u m e  de vendas e s p e r a d o  (em unida d e s )

m c = m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o

C = m o n t a n t e  de custos fixos.
F

É i m p o r t a n t e  fr i z a r  que, como n e s t e  caso, se o vo 

lu m e  de v e n d a s  a p r e s e n t a  uma d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  de p r o b a b i l i d a d e  

e a l é m  d i s t o  se c o n h e c e  c o m  c e r t e z a  o v a l o r  do r e s t o  das v a r i á 

veis, o l u c r o  t a m b e m  a p r e s e n t a r á  uma d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  de p r o b a  

b i l i d a d e  cu j a  m é d i a  e s t a r á  d e t e r m i n a d a  p e l o  lucro e s p e r a d o  e seu 

d e s v i o  p a d r ã o  p e l o  p r o d u t o  do d e s v i o  p a d r a o  do v o l u m e  de vendas e 

a m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  unitária. Isto e, se d e s i g n a m o s  p o r  y e
Ij

aL a m e d i a  e o d e s v i o  p a d r ã o  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do 

l u cro e p o r  o d e s v i o  p a d r a o  do v o l u m e  de v e n d a s , t e m - s e  :

y L = E (L) = E(Q) . m c - C F (40)

0 = 0 . m
L q c (4i)

3 . 3 . 3 .  V E N D A S  E S P E R A D A S

A  d e t e r m i n a ç ã o  do vol u m e  de vendas que e n e c e s s á  

rio a l c a n ç a r  p a r a  o b t e r  um  d e t e r m i n a d o  l u cro s u p o n d o  c o n h e c i d o s  o 

p r e ç o  de v e n das, os custos v a r i á v e i s  e os custos fixos foi le v a d a  

a e f e i t o  a t r avés da f o r m u l a  F L d e d u z i d a  no c a p í t u l o  2.
p  -  C x  
r v

/
N e s t a  p a r t e  da a n á l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  sob 

c o n d i ç õ e s  de risco, pode-se o b t e r  uma r e l a ç ã o  e q u i v a l e n t e .  S e e  co 

nhecido o l u c r o  que a e m p r e s a  e s p e r a  o b t e r  e sua d i s t r i b u i ç ã o  de 

p r o b a b i l i d a d e ,  estar-se-a em c o n d i ç õ e s  de d e t e r m i n a r  a m e d i a  e o 

d e s v i o  p a d r ã o  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do v o l u m e  de v e n 

das o n d e  a m e d i a  c o r r e s p o n d e  p r e c i s a m e n t e  ao v a l o r  e s p e r a d o  do vo
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lume de v e n d a s . A r e l a ç ã o  e n tre lucro e v o l u m e  de vendas —  supon 

do c o n h e c i d o  o preço, os custos e d e s p e s a s  v a r i ã v e i s  e os custos 

fixos --- - ê a seguinte:

y = E (Q) = -C-F-.Í-.Ü L.) (42)
Q m

c

o = at/m (43)
q c

Cabe r e s s a l t a r  com r e s p e i t o  ao v o l u m e  de v e n d a s , 

que os p a r â m e t r o s  de sua d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  p o d e m  ser 

e x p r e s s o s  em  u n i d a d e s  m o n e t á r i a s  l e v a n d o  em c o n s i d e r a ç ã o  seu v a 

lor f í s i c o  de a c o r d o  com o p r e ç o  de v e n d a  do produto. Isto e,

y q ($) = ^q X P (44)

a ($) = a X  p (45)
q q

3 . 3 . 4 .  M A R G E M  DE S E G U R A N Ç A
s.

Já foi d e f i n i d o  no c a p í t u l o  a n t e r i o r  o c o n c e i  

to de m a r g e m  de s e g u r a n ç a , a  qual não e o u t r a  c o i s a  senão uma r e l a  

ção e n t r e  a receita que a e m p r e s a  o b t ê m  p e l a  v e n d a  de seus p r o d u t o s  

e seu n í vel de equil í b r i o .  Uma das e x p r e s s õ e s  a l g é b r i c a s  que

p e r m i t i a  q u a n t i f i c a r  esta r e l a ç ã o  era a seguinte:

M s = é ;  x 100 • (46)
, PE

Se obs e r v a r  o n u m e r a d o r  d e s t a  e x p r e s s ã o  n o t a - s e  

que na s i t u a ç ã o  que se analisa a t u a l m e n t e ,  esta e s t a r á  d e t e r m i n a 

da pe l o  p r o d u t o  do p r e ç o  de v e n d a  u n i t á r i o  que se s u põe c o n h e c i d o  

e o v a l o r  e s p e r a d o  do v o l u m e  de vendas, ou seja, o n u m e r a d o r  será

o que t e m - s e  d e n o m i n a d o  p o r  y^ ($) e se considera-se o v o l u m e  de 

v endas como u m a  v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  e, em c o n s e q ü ê n c i a ,  s u j e i t a  a 

uma d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e .  A m a r g e m  de s e g u r a n ç a  t a m b é m  a 

p r e s e n t a r á  u m a  d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  cujos p a r â m e t r o s ,que 

serao denominados y Mg e a r e s p e c t i v a m e n t e  e s t a r ã o  d e t e r m i n a d o s  pe 

las e x p r e s s õ e s  s e g u i n t e s :
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y MS " ■■'R '($) X 100 = I  * P x 100 (47)
PE PE

aMS = ' R" ( $ )  X 100 = p~.X P x 100 (4P)
PE PE

Com o p r o p ó s i t o  de d e t e r m i n a r  a m a r g e m  de segu - 

r a n ç a  v a i - s e  u t i l i z a r  a s e g u n d a  e x p r e s s ã o  a l g é b r i c a  e s t u d a d a  no 

c a p í t u l o  2 , ou seja:

R - R
M ‘s = ----x 100 (49)

A  Margem de segurança, calculada segundo esta fórmula ' a

presentaria uma distribuição normal de probabilidade cujos parâmetros estarão

determinados pelas seguintes expressões:

P x Vi _ P x Q
y MS = -------y----------:------  x 100 (50)

P x y q

p  X  O  o ( $  )

aM o = -------- * 100 = X 100 (51)MS p x y y (?)
q q

3 , [í, 0 V O L U M E  DE V E N D A S  COMO V A R I A V E L  A L E A T Ó R I A  EM E M P R E S A S  MUL" 

T I P R O D U T O R A S

Por o u t r o  lado, vai se c o n s i d e r a r  a g o r a  o v o l u m e  de ven 

das como variável aleatória em empresas múltinrodutoras, para'isto devem- 

se c o n s i d e r a r  os’ pr o d u t o s  que são f a b r i c a d o s  p e l a  e m p r e s a  com as 

ra z õ e s  de c o n t r i b u i ç ã o ,  pr e ç o s  de venda, custos v a r i á v e i s  e a par 

t i c i p a ç ã o  nas vendas. C o n s i d e r a - s e  t a m b é m  o m o n t a n t e  de custos fi 

xos da empresa. Estes dados e s tão d i s p o s t o s  no q u a d r o  <■) seguir:
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PRODUTO

PREÇO DE VENDA 

(P)

CUSTO VARIÃVEL

(V

RAZÃO DE CONTRIBUIÇÃO

(V

PARTICIPAÇÃO 

NAS VENDAS

P1 P1

r s

RC %1

P2 P2 RC
L2 %2

P p C,7 R %n n V
n C

n
n

Q U A D R O  2
DADOS R E F E R E N T E S  A CADA P R O D U T O  DA E M P R E S A  M U L T I P R O D U T O R A .

A p a r t i r  d e ste q u a d r o  c h e g a - s e  ao p o n t o  de e q u i l í b r i o  da 

e m p r e s a  e x p r e s s o  em  u n i d a d e s  m o n e t á r i a s  pe l a  f ó r m u l a  32 d e s c r i t a  

no c a p í t u l o  2 , ou seja:

Z R p x %. R C 
i = l i 1

Devem-se f a z e r  e s t i m a ç õ e s  com r e s p e i t o  a m e d i a  e o de s v i o  

p a d r ã o  do v o l u m e  de vendas de ca d a  p r o d u t o  p a r a  o p e r í o d o  que se 

q u e r  fazer o estudo, s e ndo i g u a l m e n t e  p r o v á v e l  que as vendas reais 

s e j a m  m a i o r e s  ou m e n o r e s  que as q u a n t i d a d e s  e s t imadas. Estas e s t i 

m a ç õ e s  p o d e m  s e r  a l o c a d a s  como se segue:

PRODUTO VALOR ESPERADO DESVIO PADRAO

P1
■ E

(v
\

P2
E (P2)

P E (P )n n P
n

Q U A D R O  3

D I S T R I B U I Ç Ã O  DO V A L O R  E S P E R A D O  E D E S V I O  P A D R Ã O  COM 

RELAÇÃO A CADA PRODUTO.
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.3.4.1. PONTO DE E Q U I L Í B R I O

P a r a  que se c o n h e ç a  a p r o b a b i l i d a d e  de que a e m 

p r e s a  a l c a n c e ,  ao m e n o s  seu n í v e l  de e q u i l í b r i o ,  ê necessário d e 

t e r m i n a r  a d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do v o l u m e  total de v e n 

das da empresa. Nas e m p r e s a s  multiprodutóras este p r o b l e m a  e mais 

c o m p l e x o  pois, p a r a  este caso, t e m - s e  "n" p r o d u t o s  e p a r a  o volume 

de v e n d a s  de ca d a  u m  deles t e m - s e  u m a  d i f e r e n t e  d i s t r i b u i ç ã o  de 

p r o b a b i l i d a d e .  S a b e - s e  que o v o l u m e - t o t a l  das ve n d a s  de uma empre 

sa m u l t i p r o d u t o r a  ê a soma dos v o l u m e s  de v e n d a  de cada um dos pro 

d u tos f a b r i c a d o s  p o r  esta empresa, por isto se faz c laro que e ne 

c e s s ã r i o  e x p r e s s a r  este v o l u m e  total de vendas em u n i d a d e s  m o n e t ã  

rias, pois do c o n t r a r i o ,  se i n c o r r e r i a  no erro de s o m a r  d i f e r e n  - 

tes tipos de u n i d a d e s  físicas. Daí, d e v e - s e  a t r i b u i r  v a l o r e s  mo n e  

tã r i o s  'as e s t i m a ç õ e s  dos v o l u m e s  de v e n d a  dos d i f e r e n t e s  p r o d u t o s  

expressos, em u n i d a d e s  físicas de ac o r d o  c o m  seus r e s p e c t i v o s  pre 

ços de venda.

A  a t r i b u i ç ã o  de v a l o r e s  m o n e t á r i o s  a cada p r o d u 

to c o m  r e l a ç ã o  ao v a l o r  e s p e r a d o  e d e s v i o  p a d r a o  e x p r e s s a d o  em u- 

n i d a d e s  f í s i c a s  no q u a d r o  a n t e r i o r  fi c a  d e m o n s t r a d o  no q u a d r o  a 

s e g u i r :

PRODUTO VALOR ESPERADO DESVIO PADRÃO

'P1 E (P1)x Pl 0 X

Pl
P1

P2 E (P2)x P 2 a
P2 x P2

P E (P )x p Ü_
n n n P X 

n Pn

Q U A D R O  4

P A R Â M E T R O S  DAS D I S T R I B U I Ç Õ E S  DE P R O B A B I L I D A D E  DOS V A L ORES DE 
V E N D A  DE CADA UM DOS P R O D U T O S  E X P R E S S O S  EM U N I D A D E S  MONETÁRIAS.

A p a r t i r  do e s t u d o  do q u a d r o  a c i m a  on d e  se sabe 

as d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e  dos v o l umes de v e n d a  de cada um 

dos p r o d u t o s  em u n i d a d e s  m o n e t á r i a s , p o d e - s e  d e t e r m i n a r  a distri-
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b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do v o l u m e  total de vendas da e m p r e s a  mul- 

t i p r o d u t o r a .  Se a e m p r e s a  p r o d u z  e vende "n" p r o d u t o s  e se ê c o 

n h e c i d a  a d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  de seus v o l u m e s  de vendas 

e se estas d i s t r i b u i ç õ e s  sao normais com m e d i a  y^ e v a r i â n c i a  

o n d e  i = 1 ,2 , ... n; o v o l u m e  total de vendas e x p r e s s o  em u n i d a 

des m o n e t á r i a s , d e f i n i d o  como a soma das re c e i t a s  de vendas dos 

d i f e r e n t e s  p r o d u t o s ,  te r ã  uma d i s t r i b u i ç ã o  no r m a l  de p r o b a b i l i d a 

de c u j a  m e d i a  será a soma das me d i a s  da.s d i f e r e n t e s  d i s t r i b u i ç õ e s  

de p r o b a b i l i d a d e  e a v a r i â n c i a  será a soma das v a r i a n c i a s  destas 

d i s t r i b u i ç õ e s ,  ou seja:

n

R T = E R P (52)
i = l i

onde: R̂ , = V o l u m e  t o tal de vendas e x p r e s s o  em u n i d a d e s  m o n e t á r i a s  

Rp = V o l u m e  de vendas do i- simo p r o d u t o  e x p r e s s o  em unida-

1 des m o n e t á r i a s  cuja d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  e 

N (y , a i 2 )

Se R se distribue n o r m a l m e n t e  com m e d i a  y . e va- 
2 ~ i 1 

r i a n c i a  a  ̂ e n t a o  com .. ba s e  no T e o r e m a  do L i m i t e  C e n t r a l 8 c h e g a - s e

a c o n c l u s ã o  que R T sé d i s t r i b u e  t a m b e m  n o r m a l m e n t e  com m e d i a  £ y .
P /  „ • i = 1 1

e v a n a n c i a  L a 4 . D i s t o  se c o n c l u e  que:
i = l v 1

y R T M R p + y Rp + ••• + lJRp (53)

1 2  n

2 2 2 ' 
a -D + + . . . + crV e p ,  Rp l54)

1 2  n

Uma vez definidos estes parâmetros, e possível determinar 

a probabilidade de que o volume de vendas espresso em unidades monetárias se 

ja no mínimo igual ao volume de vendas do nível de equilíbrio^/conforme pro 

cedimento descrito no Anexo 1.

3'. 4.2. L U CRO E S P E R A D O

T e n d o  se d e t e r m i n a d o ,a d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i  

d a d e  do v o l u m e  total de v e n d a s , p o d e - s e  e f e t u a r  a a n á l i s e  do lu-

Op. Cit. MEYER, Paul L. pp - 269 - 274
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cro e s p e r a d o  nas e m p r e s a s  m u l t i p r o d u t o r a s  de forma s e m e l h a n t e  'a 

que foi f e i t a  p a r a  as emp r e s a s  m o n o p r o d u t o r a s . A d i f e r e n ç a  com o 

que o c o r r e  no caso de emp r e s a s  m o n o p r o d u t o r a s  e que o vo l u m e  de 

vendas se e x p r e s s a  em u n i d a d e s  m o n e t á r i a s  com o i n t u i t o  de que os 

v o l u m e s  de v e n d a  dos d i s t i n t o s  produtos, nas em p r e s a s  m u l t i p r o d u t o  

r a s > possam ser expressos nu m a  u n i d a d e  de m e d i d a  homogênea. Por 

o u t r o  lado p a r a  d e t e r m i n a r  o lucro que se o b t e r i a  com os d i s t i n  - 

tos v o l u m e s  de vendas d e v e - s e  c o n h e c e r  a r a zão de c o n t r i b u i ç ã o  pon 

d e r a d a  (Rc ) da empresa.

0 lucro e s p e r a d o  pode ser d e t e r m i n a d o  nas e m p r e 

sas m u l t i p r o d u t o r a s ,  m e d i a n t e  a u t i l i z a ç ã o  da e x p r e s s ã o  a seguir:

E ( L )  = E ( R t ) x R c -  C p (55)

onde: E (L) = L ucro e s p e r a d o

E (Rt ) = V alor e s p e r a d o  do v o l u m e  total de vendas, e x p r e s s o

em u n i d a d e s  m o n e t á r i a s .

R c = R a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a

C_ = Custos fixos
F

Como o v o l u m e  de vendas a p r e s e n t a  uma d i s t r i b u i -
~ • - 2

çao n o r m a l  de p r o b a b i l i d a d e  com m e d i a  p e v a r i a n c i a  o . , o lu-
— í_ T R T

cro e s p e r a d o  t a m b e m  t e r a  u m a  distribuição, nor m a l  de p r o b a b i l i d a d e  

cujos p a r a m e t r o s  e s t a r a o  d e t e r m i n a d o s  pelas e x p r e s s õ e s  a seguir:

ÍiL = E (L) = E (R T ) x R c - Cp (56)

°L = °Rt X R C (57)

As p r o b a b i l i d a d e s  do lucro real ser no m í n i m o  

igual ao l ucro e s p e r a d o  e o l u cro real ser no m í n i m o  igual a zero 

p o d e m  ser c a l c u l a d a s  u t i l i z a n d o  o procedimento descrito' no Anexo 1.

3.4.3. VENDAS E S P E R A D A S

É i m p o r t a n t e  pa r a  os t o m a d o r e s  de d e c i s ã o  de uma 

empresa, t e r  uma i d é i a  do n ível de lucro que p o d e r á  o b t e r  em p e río
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dos futuros. P o d e-se c o n h e c e r  o m o n t a n t e  do lucro e s p e r a d o  e 

sua d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e ,  a s s i m  como os p a r a m e t r o s  que a 

d e t e r m i n a m ,  é p o s s í v e l  d e t e r m i n a r  a m é d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o 

b a b i l i d a d e  do v o l u m e  total de vendas e seu de s v i o  padrão. Estes 

p a r â m e t r o s  p o d e m  ser c a l c u l a d o s  u t i l i z a n d o - s e  as e x p r e s s õ e s  a se 

g u i r  :

U p = E (R ) = C-F- +.E- (L) (58)
R m T

a.
Rc

_L

"T R"
C

Uma vez que se t e n h a  d e t e r m i n a d o  o v a l o r  e s p e r a d o  

do v o l u m e  t o t a l  de v e n d a s , pode-se d e t e r m i n a r  qual p a r t e  d e ste vo 

lume de ve n d a s  c o r r e s p o n d e  a ca d a  um dos p r o d u t o s  f a b r i c a d o s  pe l a  

empresa, d i v i d i n d o  o v o l u m e  de vendas de cada p r o d u t o ,  expresso 

em u n i d a d e s  m o n e t á r i a s ,  p o r  seu p r e ç o  de venda. Assim, o b t é m - s e

o n u m e r o  de u n i d a d e s  de cada p r o d u t o  que a e m p r e s a  d e v e  f a b r i c a r  

e v e n d e r  p a r a  o b t e r  o lucro esperado. Este procedimento é apresentado' 

no Quadro a seguir:

RECEITA TOTAL RAZAO DE CON RECEITA DE VENDAS PREÇO DE UNIDADES
DE VENDAS TRIBUIÇÃO POR PRODUTO VENDA (5) = (3)7(4)

PRODUTO (1) (2) (3) = (1) x (2) (4)

P1
%

\ = R T x R Cl P1 \  " pi

P2 r t
IL, = R x R 

2 2 P2 %  " P2

•
. # : •

P
r t Rc \  - *1 x Rc ^  T Pnn n n n

QU A D R O  5

P R O C E D I M E N T O  PA R A  D E T E R M I N A R  QUAL A PARTE DO VOLUME 

DE VENDAS A T R I B U Í D O  A CADA PROD U T O  EM E M P R E S A S  MUL- 

T I P R O D U T O R A S .
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3.4.4. M A R G E M  DE S E G U R A N Ç A

. Para se ter c o n h e c i m e n t o  da m a r g e m  de s e g u r a n ç a  

qu a n d o  se considerai o v o l u m e  de vendas como v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  em em 

pr e s a s  m u l t i p r o d u t o r a s  , determinam-se os p a r a m e t r o s  da d i s t r i b u i ç ã o  

de p r o b a b i l i d a d e  da m a r g e m  de s e g u r a n ç a  que, m u i t o  o b v i o , s e r á  tam 

be m  u m a  d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  de p r o b a b i l i d a d e  d e v i d o  a que e uma 

f u n ç ã o  da r e c e i t a  de vendas a qual s e g u n d o  t e m  se suposto, se dis 

t r i b u e  de f o r m a  normal.

Os p a r â m e t r o s  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  da 

m a r g e m  de s e g u r a n ç a  p o d e m  ser d e t e r m i n a d o  pelas e x p r e s s õ e s  que se 

seguem:

E < r t ) ■ r p e

= -- r ^ r  * 100 

%
°m s ■ F õ ç y  * 1 0 0  « u i

í—'
Como nos casos a n t e r i o r e s  /p o d e - s e  c a l c u l a r  as p r o b a b i l i  

dades de o c o r r ê n c i a  p a r a  diversos intervalos^ da m a r g e m  de segurança, u 

t i l i z a n d o - s e  dos procedimentos descritos no Anexo 1.

^.5. V O L U M E  DE VENDAS, C U STO VARIA V E L ,  C U STO FIXO E PREÇO DE V E N 

DA C O N S I D E R A D A S  COMO V A R I A V E I S  A L E A T Ó R I A S  EM E M P R E S A S  MONO - 

P R O D U T O R A S

A s e g u i r  va i - s e  c o n s i d e r a r  não so o v o l u m e  de vendas co 

mo v a r i a v e l  a l e a t ó r i a ,  mas t a m b é m  todas as v a r i á v e i s  r e l e v a n t e s  

e n v o l v i d a s  na a n a l i s e  de cus t o - v o l u m e - l u c r o  co m o  v a r i á v e l  a l e a t o  

rias, i n c l u s i v e  co m o  p r e s s u p o s t o  o lucro que não e o u t r a  coisa se 

não uma f u n ç ã o  do v o l u m e  de vendas, dos custos e do preço de vendas.

I n i c i a l m e n t e  p a r t e - s e  p a r a  a a n á l i s e  da s i t u a ç ã o  em e m 

p r e s a s  m o n o p r o d u t o r a s  e p o s t e r i o r m e n t e  e s t e n d e - s e  a a n á l i s e  para 

as e m p r e s a s  m u l t i p r o d u t o r a s . Para f a c i l i t a r  o p r e s e n t e  es t u d o  to- 

m a - s e  por base o q u a d r o  a seguir.
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VARIÁVEL VALOR ESPERADO DESVIO PADRAO

Volume de Vendas (Q) E (Q) u
°Q u

Preço de Venda Unitário (p) E (p) $ 0 $

Custos Fixos (C ) 
F

E
(cF)$ V  $

Custos Variáveis Unitários (C^) E (cv)$
F .

°C„ $V

QUADRO 6
P A R Â M E T R O S  DAS D I S T R I B U I Ç Õ E S  DAS V A R I Á V E I S  E N V O L V I 
DAS NA A N Á L I S E  DE C-V-L.

Os v a l o r e s  da m e d i a  e do d e s v i o  p a d r a o  da d i s t r i b u i ç ã o  

de p r o b a b i l i d a d e  de cada uma das v a r i á v e i s  G-ónsidera-cCas,p o d e m  ser 

d e t e r m i n a d o s  da m e s m a  m a n e i r a  que a e s t i m a ç a o  dos p a r a m e t r o s  da 

d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do v o l u m e  de vendas p a r a  o caso das 

e m p r e s a s  m o n o p r o d u t o r a s , m e d i a n t e  a u t i l i z a ç ã o  de m é t o d o s  e s t atís 

ticos ou s u b j e t i v o s .  C ontudo, cabe a s s i n a

lar que a d e t e r m i n a ç ã o  das d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e  das d i 

f e r e n t e s  v a r i á v e i s ,  sai do a l c a n c e  e o b j e t i v o  do p r e s e n t e  t r a b a 

lho com e x c e ç ã o  das d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e s  d a q u e l a s  v a 

r i á v e i s  d e f i n i d a s  como f u n ç õ e s  das v a r i á v e i s  f u n d a m e n t a i s  i n c l u í 

das na a n á l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o . Cada uma das v a r i á v e i s  f u n 

d a m e n t a i s  a p r e s e n t a r á  u m a  c u r v a  n o r m a l  de p r o b a b i l i d a d e ,como foi 

s u p o s t o  como h i p ó t e s e  de trabalho.

3.5.1. P ONTO DE E Q U I L Í B R I O

Qua n d o  todas as v a r i á v e i s  f u n d a m e n t a i s  da a n á l i 

se de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  são c o n s i d e r a d a s  a l e a t ó r i a s ,  o p o n t o  de 

e q u i l í b r i o  pa r a  em p r e s a s  m o n o p r o d u t o r a s  p o d e  ser d e t e r m i n a d o  uti 

l i z a n d o - s e  das s e g u i n t e s  e x p r e s s õ e s

E(C )
q = --------- í------- (62)

E ( P ) - E ( C V )
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E ( C _ )
r p e ------------------- ê t t t - (63)

l- -----

E(p)

Para a d e t e r m i n a ç ã o  da p r o b a b i l i d a d e  de que as vendas 

reais s e j a m  no m í n i m o  igual ao nível de equilíbrio, p r o c e

d e - s e  da s e g u i n t e  maneira:

- D e t e r m i n a - s e  a p r o b a b i l i d a d e  c o n d i c i o n a l  de que a e m 

p r e s a  a l c a n c e  pelo m enos seu nível de equilíbrio, dado 

que p = E (p ) , cv = E ( c v ) e C = E(Cp) e, n este caso,

o n ível de e q u i l í b r i o  terá o c a r ã t e r  de e s p e r a n ç a  con 

diciona.1. Ao c a l c u l a r  esta p r o b a b i l i d a d e ,  c h e g a - s e  a 

igual r e s u l t a d o  que o o b t i d o  no caso de e mpresas mo n o  

p r o d u t o r a s  c o n s i d e r a n d o  so uma v a r i á v e l  incerta, o vo 

lume de vendas, com a d i f e r e n ç a  que a p r o b a b i l i d a d e  

o b t i d a  agora, m e s m o  sendo da .mesma m a g n i t u d e ,  terá 

u m a  c a r a c t e r í s t i c a  d i s t i n t a ,  a de ser p r o b a b i l i d a d e  

c o n d i c i o n a l ,  dado que a t r i b u i u - s e  ao r e s t a n t e  das v a 

r i á v e i s  e n v o l v i d a s  na análise, um v a l o r  e s p e c í f i c o  que 

s e r i a  seu v a l o r  esperado;

- A  p r o b a b i l i d a d e  de que a e m p r e s a  a l c a n c e  pelo menos 

seu n í v e l  de equilíbrio, l e v a n d o - s e  em c o n s i d e r a ç ã o  as 

d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e  de todas as v a r i á v e i s  

f u n d a m e n t a i s ,  ê d e t e r m i n a d a  uma vez que se t e n h a  defi 

ni d o  a d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do lucro e s p e r a 

do .

3.5.2. L UCRO E S P E R A D O

0 lucro esperado, em c o n d i ç õ e s  de c e r t e z a  a b s o l u 

ta, po d e  ser d e t e r m i n a d o  m e d i a n t e  a u t i l i z a ç ã o  da e x p r e s s ã o

L = Q x m - C on d e  se c o n h e c e  o v a l o r  de Q ,  m e C . Ao co n s i -  C r  C F
d e r a r  o v o l u m e  de vendas como v a r i a v e l  ale a t ó r i a ,  n o t o u - s e  q u e  o 

l u cro e s p e r a d o  foi d e f i n i d o  como o p r o d u t o  do v a l o r  e s p e r a d o  do 

v o l u m e  de vendas e a m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  unitária., m e n o s  o mon 

t a n t e  de custos fixos on d e  a m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  u n i t á r i a  e o 

m o n t a n t e  de custos fixos eram v a l ores conhe c i d o s .  0 l ucro e s p e r a 
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do d e t e r m i n a d o  d e s t a  m a n e i r a  serã t a m b é m  uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  

pois ê uma f u n ç ã o  de u m a  v a r i á v e l  de igual n a t u r e z a - v o l u m e  de ven 

das r- por c o n s e g u i n t e  sua d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  estará 

d e t e r m i n a d a  p e l a  d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  da v a r i á v e l  inde - 

pendente. Por e x emplo, a p r o b a b i l i d a d e  de que a e m p r e s a  o b t e n h a  

lucros ou em o u t r a s  palav r a s ,  a p r o b a b i l i d a d e  de que o lucro real 

seja no m í n i m o  igual a zero, serã igual a p r o b a b i l i d a d e  de que as 

ve n d a s  r e a i s  s e j a m  pe l o  m e nos igual ao nível de e q uilíbrio.

Qu a n d o  todas as v a r i á v e i s  e n v o l v i d a s  na a n á l i s e  

são c o n s i d e r a d a s  a l e a t ó r i a s ,  o l u cro e s p e r a d o  po d e  ser d e t e r m i n a 

do com a u t i l i z a ç ã o  da s e g u i n t e  expressão:

E (L ) = E(Q) (E(p) - E C c v j; - E ( C f )

E(L) = Lucro es p e r a d o

E (Q) = Valor e s p e r a d o do v o l u m e  de vendas

E (p) = Valor e s per ado do preço de v e n d a  u n i t á r i o

E ( c v )= Valor e s p e r a d o do custo v a r i á v e l  uni t á r i o

e (c f )= Valor e sper ad o do m o n t a n t e  de custos fixos

R e s s a l t a - s e  que o v a l o r  do lucro e s p e r a d o  a c i m a  

d e f i n i d o  c o r r e s p o n d e  a m é d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do 

l u c r o . P o r  sua vez 'a d e t e r m i n a ç ã o  do d e s v i o  p a d r ã o  d e s t a  distribui

ção é m u i t o  mais c o m p l e x a ,  como p o d e - s e  n o t a r  a seguir.

Ao o b s e r v a r  a f o r m u l a  que p e r m i t e  d e t e r m i n a r  o 

l ucro esper a d o ,  n o t a - s e  que é p o s s í v e l  d e c o m p ô - l a  em duas partes:

lf) A m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  t o tal (M ) d e f i n i d a  

n e s t e  caso como: M c = E(Q) ^E(p) - ECc^)^ , e

2f) 0 m o n t a n t e  de custos fixos d e t e r m i n a d o  aqui 

p e l o  v a l o r  m é d i o  de sua d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e .

A m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  total po d e  ser decompos_ 

ta em cada um dos seus m u l t i p l i c a n d o s , isto é:

- A m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  u n i t á r i a  (m ) d e f i n i 
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da como a d i f e r e n ç a  e n tre o p r e ç o  de venda u n i t á r i o  e o c usto v a 

r i á v e l  u n i t á r i o  e d e t e r m i n a d a ,  n e s t a  o casião, p e l a  d i f e r e n ç a  e n 

tre as m e d i a s  das d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e s  de ambas as v a 

riáveis^ ou seja, p e l a  d i f e r e n ç a  entre os r e s p e c t i v o s  v a l ores espe 

r a d o s ;

V

- 0 v o l u m e  de vendas n e ste caso, -corresponde a 

m e d i a  de sua d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e s .

A d i f e r e n ç a  entre v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  com fun-
. ~ 2 9  - ■

çoes de d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  N( y ^ , a  i ), t e r a  uma d i s t r i 

b u i ç ã o  n o r m a l  de p r o b a b i l i d a d e  cuja m e d i a  será a d i f e r e n ç a  dos va 

lores e s p e r a d o s  de ambas variáveis^ e sua v a r i â n c i a  será a soma 

das v a r i â n c i a s  das v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s ,  ou seja, a d i f e r e n ç a  m e n  

c i o n a d a  se d i s t r i b u i r á :

n n 2 
N(y - Z y  Z a . )  (65)

i=2 i=l a

De a c o r d o  c o m  a d e f i n i ç ã o  que foi d a d a  de m a r g e m  

de c o n t r i b u i ç ã o  u n i t á r i a ,  esta a p r e s e n t a r á  uma d i s t r i b u i ç ã o  n o r 

mal de p r o b a b i l i d a d e  cujos p a r â m e t r o s  serão:

y m = y p “  y c = E ( P )  "  E ( c v ) = E ( i n c ) ( 6 6 )
C ^  V

G
m
c =.\|

— i
2 2 

0 + o 
P c

A  d e t e r m i n a ç ã o  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  

da m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  total que como se sabe, d e f i n e - s e  como

o p r o d u t o  e n t r e  a m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  u n i t á r i a  e o v o l u m e  de

vendas e x p r e s s o  em u n i d a d e s  físicas. 0 p r o d u t o  de duas v a r i á v e i s
-  . . .  2 — — -

a l e a t ó r i a s  X e Y  d i s t r i b u i d a s  N ( y . , o. ) sera t a m b e m  uma v a r i á v e l
i i

a l e a t ó r i a  cu j a  f u n ç ã o  de d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  te r á  um  va 

lor e s p e r a d o  d e f i n i d o  pe l o  p r o d u t o  dos v a l o r e s  e s p e r a d o s  dos mul- 

t i p l i c a n d o s ,  e sua v a r i â n c i a  e s t a r á  d e t e r m i n a d a  p e l a  soma de: a)

0 p r o d u t o  das v a r i â n c i a s  de ambas v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s ;  b) 0 p r o 

9 Op. Cit. MEYER, Paul L. p - 198
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du t o  do q u a d r a d o  do v a l o r  e s p e r a d o  da v a r i a v e l  a l e a t ó r i a  X pe l a  

v a r i a n c i a  da v a r i a v e l  a l e a t ó r i a  Y e c ) o p r o d u t o  do q u a d r a d o  do 

v a l o r  e s p e r a d o  da v a r i a v e l  a l e a t ó r i a  Y p e l a  v a r i a n c i a  da v a r i á v e l  

a l e a t ó r i a  X, ou seja:

Se Z = XY onde X e Y sao v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  
• 2

com d i s t r i b u i ç ã o  N(y^, ck ) r e s p e c t i v a m e n t e ,  Z será uma v a r i á v e l  

a l e a t ó r i a  cu j a  d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  s e r á : 10

N ( y x y y ; V(X) V(Y) + y x 2 V(Y) + yy 2 V(X)) (67)

De a c o r d o  c o m  isto a m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  t o 

tal t e r á  u m a  d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  d e t e r m i n a d a  pelos s e 

g u i n t e s  p a r â m e t r o s :

y M =  y q x  ym = E(Q) X  E ( m c ) = E ( M C ) 
C c

:6 8 )

M, V (Q ) V (m^) + ( y j 2 V ( m J  + (y„ ) 2 V(Q) (69)
m

A  p a r t i r  de a g o r a  tem - s e  c o n d i ç õ e s  de d e t e r m i n a r

o d e s v i o  p a d r ã o  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do l u c r o ; v i s t o  

que se c o n h e c e  os p a r â m e t r o s  das d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e  

da m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  total e do m o n t a n t e  de custos fixos que 

são as v a r i á v e i s  que d e t e r m i n a r ã o  em. d e f i n i t i v o  o m o n t a n t e  do l u 

cro da empresa.

Para c a l c u l a r  a v a r i â n c i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de pro 

b a b i l i d a d e  do l ucro d e v e - s e  p r o c e d e r  de f o r m a  i d ê n t i c a  a que foi 

f e i t a  p a r a  d e t e r m i n a r  este p a r a m e t r o  no caso da m a r g e m  de c o n t r i 

b u i ç ã o  u n i t á r i a  pois, como se sabe, o lucro ê, n e s t e  caso, uma di 

f e r e n ç a  e n t r e  v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s ,  ou seja [ECMç) - E ( C p )] e, 

po r t a n t o ,  sua v a r i a n c i a  e s t a r a  d e t e r m i n a d a  p e l a  soma das v a r i a n -

cias da m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  total (o?. ) e do m o n t a n t e  de cus-
2 , C

tos fixos (o ). De a c o r d o  com isto, o de s v i o  p a d r a o  do l u cro es-
— . . F

ta r a  d e f i n i d o  p e l a  s e g u i n t e  expressão:

10 JAEDICKE, Robert K and ROBICHEL A. Alexander. Cost - Volume - Profit Analises 
under conditions of uncertainly.
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a L =\

2 2 '
O + 0Z (10]
lc F

3.5.3. VENDAS E S P E R A D A S  E M A R G E M  DE S E G U R A N Ç A

0 v o l u m e  de vendas e s p e r a d o  pa r a  se c h e g a r  a um 

lucro p r e - d e t e r m i n a d o , em e mpresas m o n o p r o d u t o r a s  on d e  todas as 

v a r i á v e i s  e n v o l v i d a s  na a n á l i s e  são a l e a t ó r i a s ,  e s t a r á  d e t e r m i n a 

do p e l a  e x p r e s s ã o  seguinte:

E ( C _ )  + E( L)

E(<»  ■ — h — >—  , 7 1 > 
c

A  m a r g e m  de s e g u r a n ç a  esper a d a ,  p o r  sua vez, es 

tarã d e t e r m i n a d a  p e l a  s e g u i n t e  expressão:

E (p ) x E (Q) - E (p ) x E ( Q  .
y M _ = E ( M _ )  = -------------------------------------í - M  X 10 0 (72)

E ( p )  x E (Q )

A p r o b a b i l i d a d e  de que a m a r g e m  de s e g u r a n ç a  se 

ja no m m i m o  i g ual a zero de v e  ser c a l c u l a d a  p o r  me i o  da d i s t r i  - 

b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  da p r ó p r i a  m a r g e m  de s e g u r a n ç a  ou d e t e r m i  

n a n d o  sua p r o b a b i l i d a d e  e q u i v a l e n t e  em termos de lucro, ou seja, 

c a l c u l a n d o  a p r o b a b i l i d a d e  de que o lucro re a l  se j a  pelo menos 

igual a z e r o .

3.6. VOLUME DE VENDAS, CUSTO VARIAVEL, CUSTO FIXO E PREÇO DE VEM 

DA CONSIDERADAS COMO VARIAVEIS ALEATÓRIAS EM EMPRESAS MULTi 

PRODUTORAS

C o m p l e m e n t a n d o  o es t u d o  da a n a l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  

sob c o n d i ç õ e s  de risco, t o m a - s e  como a l e a t ó r i a s  todas as v a r i á v e i s  

f u n d a m e n t a i s  e n v o l v i d a  na a n á l i s e  p a r a  o caso de e m p r e s a s  mul t i -  

p r o d u t o r a s . Esta s i t u a ç ã o  e a que a p r e s e n t a  mais complexidade, vis_ 

to que não só todas as v a r i á v e i s  e n v o l v i d a s  na a n á l i s e  são c o n s i 

d e r a d a s  a l e a t ó r i a s  mas t a m b e m  a e m p r e s a  f a b r i c a  e v e n d e  u m a  varie 

d a d e  de p r o d u t o s .
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'3.6.1. PONTO DE E Q U I L Í B R I O

O p o n t o  de e q u i l í b r i o ,  como foi visto, d e v e r á  ser ex 

p r e s s o  em u n i d a d e s  m o n e t á r i a s  de v i d o  a u t i l i z a ç ã o  de uni d a d e s  h o 

m o g ê n e a s  p a r a  sua m e n s u r a ç ã o ,  já que as e mpresas m u l t i p r o d u t o r a s  

produzem e vendem d i f e r e n t e s  p r o d u t o s . Para o c á l c u l o  do p o nto de e- 

q u i l í b r i o  utiliza-se a s e g u i n t e  expressão:

E(C ) E(C )

r p f  = ----------------= ---------- = — : r —  (73)
1 - E ( R ) E ( R ) 

v c

Ao m u l t i p l i c a r  este v a l o r  pelas p o r c e n t a g e n s  de 

p a r t i c i p a ç ã o  na c o m p o s i ç ã o  das vendas de cada p r o d u t o  e, p o s t e 

r i o r m e n t e ,  ao d i v i d i r  os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  pelos v a l o r e s  e s p e r a 

dos dos p r e ç o s  de v e n d a  dos r e s p e c t i v o s  p r o d u t o s ,  p o d e - s e  d e t e r 

m i n a r  a c o m b i n a ç ã o  de vendas que p e r m i t e  a l c a n ç a r  o p o n t o  de 

equilí b r i o ,  oü seja,, q u a n t o  d e v e r á  ser p r o d u z i d o  e v e n d i d o  de

ca d a  p r o d u t o  p a r a  se a t i n g i r  o -no^to de enuilí b r i o .

Um a s p e c t o  que se deve a n a l i s a r  ê a d e t e r m i n a ç ã o  da 

p r o b a b i l i d a d e  c o n d i c i o n a l  de q u e  a e m p r e s a  a l c a n c e  pelo menos seu 

n í vel de e q u i l í b r i o ,  mas antes de p o d e r  c a l c u l a r  es t a  p r o b a b i l i d a  

d e ; d e v e - s e  d e t e r m i n a r  p r i m e i r o  os p a r â m e t r o s  da d i s t r i b u i ç ã o  de 

p r o b a b i l i d a d e  do v o l u m e  de vendas e x p r e s s o  em u n i d a d e s  monetárias, 

ou s e j a ^ a  r e c e i t a  de vendas. A r e c e i t a  total de ve n d a s  será a s o 

ma das r e c e i t a s  de v e n d a  de cada um dos p r o d u t o s  e; p o r  sua vez, 

a r e c e i t a  de v e n d‘a de cada p r o d u t o  e s t a r á  d e t e r m i n a d a  pe l a  m u l t i 

p l i c a ç ã o  do v a l o r  e s p e r a d o  do v o l u m e  de v e n d a  d e s t e  produto^, pelo 

seu p r e ç o  de venda, como se po d e  c o m p r o v a r  p e l a  expressão:

E ( R i ) = E(Q.) x E(p.) (74)

o n d e  :

E(R^) = Valor e s p e r a d o  da r e c e i t a  de vendas do i-ésimo produ 

to .

E ( Q i ) = Valor e sperado do v o l u m e  de vendas do i-ésimo p r o d u 

to.
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E(p^) = Valor e sperado do preço de v e n d a  do i-ésimo produto.

Para d e t e r m i n a r  os p a r â m e t r o s  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  da 

r e c e i t a  total de vendas ê n e c e s s á r i o  e s t a b e l e c e r  p r e v i a m e n t e  a 

d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  da r e c e i t a  de v e n d a  de cada produto, 

a qual, p o r  d e f i n i ç ã o ,  ê o p r o d u t o  de duas v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  

e, em conseqílencia, seus p a r â m e t r o s  e s t a r ã o  d e t e r m i n a d o s  pelas ex 

pressões:

y R = E (Q i ) x E (p . ) :75:

, ( 

V(Q.) V(p.) + (yq ) 2 V(p.) + (% . > 2 v ( Qi)
:76)

Com a d e t e r m i n a ç ã o  dos p a r â m e t r o s  das d i s t r i b u i ç õ e s  

de p r o b a b i l i d a d e  da r e c e i t a  de v e n d a  de cada p r o d u t o ,  p a r t e - s e  pa 

ra a d e t e r m i n a ç ã o  dos p a r â m e t r o s  da r e c e i t a  t o tal de vendas^ que 

e s t a r ã o  d e f i n i d o s  a p a r t i r  das s e g u i n t e s  expres s õ e s :

n

= Z P R 
R T i=l R i

(77)

n
£ a 

i - 1
:78:

C o m  b a s e  nestas i n f o r m a ç õ e s  p o d e - s e  d e t e r m i n a r  a p r o 

b a b i l i d a d e  c o n d i c i o n a l  do c o m p o r t a m e n t o  da r e c e i t a  de v e n d a . A  pro 

h a b i l i d a d e  não c o n d i c i o n a l  de que a e m p r e s a  a l c a n c e  um certo l u 

cro, po d e  ser o b t i d a  uma vez que se c o n s i g a  e s t a b e l e c e r  a d i s t r i 

b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do lucro e, em c o n s e q ü ê n c i a ,  seus p a r â m e 

tros .

3.6.2. LUCRO ESPERADO/'

0 l ucro e s p e r a d o  na a n á l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  sob 

c o n d i ç õ e s  de risco em e m p r e s a s  m u l t i p r o d u t o r a  ê d e t e r m i n a d o  pe l a  

e x p r e s s ã o  seguinte:
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E ( L ) = E ( R t ) x E ( R C ) - E(C ) (79)

o n d e :

E(L) = Lucro es p e r a d o

E ( R t ) = Valor es p e r a d o  da r e c e i t a  total de vendas

E (R ç ) = Valor es p e r a d o  da razão de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a

E (Cp) = Valor es p e r a d o  do m o n t a n t e  de custos fixos

P a r a  d e t e r m i n a r  os p a r â m e t r o s  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o 

b a b i l i d a d e  do lucro, d e v e - s e  d e c o m p o r  a e x p r e s s ã o  a n t e r i o r  em: a) 

A  m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  total, d e f i n i d a  como o p r o d u t o  do v a l o r  

e s p e r a d o  da r e c e i t a  total de vendas e o v a l o r  e s p e r a d o  da razão de 

c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a ,  e b) 0 m o n t a n t e  de custos fixos que a g o r a  

c o r r e s p o n d e  ao v a l o r  e s p e r a d o  d e s t a  variável.

%  " A  \  (80)

n 2
R t = Z °Ri (81)

i = l

Os parâmetros da distribuição de probabilidade da receita t otal de vendas fo 

ram d e f i n i d o s  a n t e r i o r m e n t e  e correspondem as e x p r e s s õ e s  acima.

D e s t a  d e c o m p o s i ç ã o  de lucro e s p e r a d o  se d e duz que p a 

ra d e t e r m i n a r  os ‘pa r â m e t r o s  de sua d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  

e n e c e s s á r i o  c a l c u l a r  antes o seguinte: 1 ?) Os p a r â m e t r o s  da d i s 

t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  da r a zão de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a ,2 ?) 

Os p a r a m e t r o s  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  da m a r g e m  de c o n 

t r i b u i ç ã o  total, e 39) Os p a r â m e t r o s  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i  

d a d e  do lucro c o m  ba s e  nas i n f o r m a ç õ e s  o b t i d a s  p e los cál c u l o s  pre 

c e d e n t e s .

u Pa r a  m e l h o r  compreensão, v a i - s e  f azer o d e s e n v o l v i m e n 

to c o m e n t a d o  dos passos a n t e c e d e n t e s :

19) A  r a zão de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a  foi d e f i n i d a  co 

mo a so m a  dos p r o d u t o s  e n t r e  as ra z õ e s  de c o n t r i b u i ç ã o  de CçLda ar
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t i g o  e sua r e s p e c t i v a  p a r t i c i p a ç a o  na c o m p o s i ç ã o  das v e n d a s , isto 

e :

n

R c = 1 R c x % 1 (82)
i = l i

o n d e  :

Rç = Razão de c o n t r i b u i ç ã o  do i-ésimo produto,
i

% ̂  = P e r c e n t u a l  de p a r t i c i p a ç a o  do i-esimo p r o d u t o  na c o m 

p o s i ç ã o  das vendas.

A  r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  de cada p r o d u t o  p o r  su.a vez se d e f i n e  c o 

mo o q u o c i e n t e  e n t r e  a m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  e o p r e ç o  de v e n d a  

u n i t á r i o ,  ou seja:

p . c m
i - v . c .

R c . = = ~ p 7  (8 3 ^
i i i

o n d e  :

R c.3.
= Razao de c o n t r i b u i ç ã o  do i-és imo p roduto

p i
= Preço d e v enda do í-ésimo p roduto

c
v . 
i

m
c .
i

= Custo v a r i á v e l uni tãrio do i-és imo p r o duto

= M a r g e m de c o n t r i b u i ç ã o  uni t ã r ia do i-esimo p r o d u t o

0 v a l o r  e s p e r a d o  da r a z ã o  de conti^ibuiçao se r á  então, o q u o c i e n t e  

entre o v a l o r  e s p e r a d o  da m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  u n i t á r i a  e o v a 

lor e s p e r a d o  do p r e ç o  de venda, e sua v a r i â n c i a  a p r o x i m a d a  e s t a r á  

d e t e r m i n a d a  pela e x p r e s s ã o  seguinte:
y 2 
m
c .
i

v(Rc.) = <-r-> v(mc .) + v(pi} (84)
1 y 1 y

P • P •

A  d e t e r m i n a ç ã o  dos p a r â m e t r o s  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a  

b i l i d a d e  do p r o d u t o  %  ̂ x R £ que, como se sabe, c o r r e s p o n d e  ao 

i - e s i m o  e l e m e n t o  da soma 1que d e t e r m i n a  a r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  

p o n d e r a d a ,  se r á  f e i t a  a seguir. Ê i m p o r t a n t e  l embrar, n e s t e  pon~
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to, que os são constantes, visto que foi suposto que a composição 

das vendas permanece invariável por que o produto % ^ x RCi cor 

responde ao produto de uma constante por uma variável aleatória 

e, se X e  uma variável aleatória e C uma constante, os parametros 

da distribuição de probabilidade do produto C X Userã:

E(CX) = C E (X ) (85)

V(CX) = C 2 V (X ) (86)

A p l i c a n d o  a n o m e n c l a t u r a  a d o t a d a  n e ste t r a b a l h o  as e x p r e s s õ e s  a n 

teriores, t e m - s e :

V(%. x R c ) — (%.)2 V(Rc ) (88)
1 i

Para. f i n a l i z a r  o p r i m e i r o  p a s s o  d e t e r m i n a - s e  os p a r â 

m e t r o s  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  da r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  

p o n d e r a d a ^ o s  quais e s t a r ã o  d e f i n i d o s  pelas s e g u i n t e s  e x p r e s s õ e s :

E ( R c ) - ” E(%. R c _)
i = l i

V (R ) = >: V(%. R ) (90)
c . . i c .

i = l i

2?) A  m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  t otal se d e f i n e  como o 

p r o d u t o  da r e c e i t a  t o t a l  de vendas e a r a zao de c o n t r i b u i ç ã o  p o n 

derada. Na s i t u a ç ã o  que o r a  se analisa, ambas são v a r i á v e i s  a l e a 

tórias, p o r t a n t o ,  os p a r â m e t r o s  de sua d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i 

d a d e  e s t a r ã o  d e t e r m i n a d o s  pelas s e g u i n t e s  e x p r e s s õ e s :

E ( M C } = y M = E ( V  x E ( V  (91)c

7 2
V ( M C ) = V ( R t ) V ( R C ) + [E(RT ) ] / V ( R c ) + [E(Rc )] V ( R T > (92)

11 Op. Cit. MEYER, Paul L. p - 138 - 145
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3?) P o d e - s e  e x p r e s s a r  o lucro e s p e r a d o  como a d i f e r e n  

ça e ntre a m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  total e o m o n t a n t e  de custos fi 

xos; s e n d o  ambas v a r i ã v e i s  a l e a t ó r i a s .  Em c o n s e q ü ê n c i a ,  os p a r â m e 

tros da d i s t r i b u i ç ã o  de probabilidade, do lucro e s t a r ã o  d e t e r m i n a 

dos pelas e x p r e s s õ e s :

E (L) = y L = E ( M C ) - E ( C p ) (93)

V(L) = V ( M C ) + V (C p ) (9 4 )

°L V ( M C ) + V (Cp)* (95)

C o m  as i n f o r m a ç õ e s  obtidas, p o d e - s e  d e f i n i r  a distri 

b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do lucro, isto ê, p o d e - s e  deter m i n a r ,  

p or exemplo, a p r o b a b i l i d a d e  de que o lucro real seja nu l o  ou a 

p r o b a b i l i d a d e  da e m p r e s a  t r a b a l h a r  pelo m e nos no seu nível de e- 

q u i l í b r i o .

■'3.6.3. VENDAS E S P E R A D A S  E M A R G E M  DE S E G U R A N Ç A

Se a e m p r e s a  po d e  d e f i n i r  o lucro que e s p e r a  o b t e r  

sob o p r e s s u p o s t o  de que se t enha e s t i m a d o  o v a l o r  e s p e r a d o  do 

p r e ç o  de venda, dos custos v a r i ã v e i s  e dos custos fixos, o v a lor 

e s p e r a d o  da r e c e i t a  de ve n d a s  n e c e s s á r i a  pa r a  a o b t e n ç ã o  de um 

certo lucro p o d e r ã  ser d e t e r m i n a d a  p e l a  e x p r e s s ã o  a seguir:

E(C ) + E (L)
E (R ) = — _ i L _ --------  {96)

E ( V

Uma vez d e t e r m i n a d o  este valor, p o d e r ã  d e c o m p o r - s e  de 

ac o r d o  c o m  a v a r i a ç ã o  de v e n d a s  da empresa, que e u m  dado c o n h e c i  

do, o b t e n d o - s e  a r e c e i t a  de ve n d a s  de cada um dos p r o d u t o s  f a b r i 

cados p o r  e l a ^ e , f i n a l m e n t e j d i v i d i n d o  estas r e c e i t a s  pelos r e s p e c  

t ivos preços de venda^ se p o d e r a  o b t e r  o n ú m e r o  de u n i d a d e s  de c a 

da p r o d u t o  que a e m p r e s a  deve f a b r i c a r  e v e n d e r  af i m  de a t i n g i r  

um l u c r o  que se espera.
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A  m a r g e m  de s e g u r a n ç a  estará d e t e r m i n a d a  p e l a  u t i l i z a  

ção da s e g u i n t e  e x p ressão:

E(R ) - E (R )
E (MS ) - ---- ^ ----- (97)

A  p r o b a b i l i d a d e  de que a m a r g e m  de s e g u r a n ç a  real e s 

t e j a  c o m p r e e n d i d a  n u m  dado intervalo, po d e  ser c a l c u l a d a  m e d i a n t e  

a d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  da p r ó p r i a  m a r g e m  de s e g u r a n ç a  ou 

c a l c u l a n d o  a p r o b a b i l i d a d e  e q u i v a l e n t e  em termos de lucro.

F i n a l m e n t e ,  a<5^G•oT^eiuTr-^6^rê^e'ntel*'cà-BÍ-tu-l-o'e n e c e s s ã  

r i o  r e s s a l t a r  que d u r a n t e  o d e s e n v o l v i m e n t o  d este t e m a  foi s u p o s 

to a e x i s t ê n c i a  de i n d e p e n d ê n c i a  entre as v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  en 

v o l v i d a s  na an á l i s e ,  com o o b j e t i v o  de s i m p l i f i c a r  os cálcu l o s ,  o 

que c o n s t i t u e  uma l i m i t a ç ã o  do modelo,

No p r ó x i m o  c a p í t u l o  se fará uma a p l i c a ç ã o ,  atra v é s  de 

e x e m p l o  i l u s t r a t i v o ,  dos c o n c e i t o s  d e s e n v o l v i d o s  n e s t e  capítulo.



CAPÍTULO IV

£XE£1^

4.1. Introdução

O p r e s e n t e  c a p í t u l o  tem p o r  o b j e t i v o  ..fundamental , a p r e s e n 

t a r  uma a p l i c a ç ã o  da anál i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  sob c o n d i 

ções de r i sco d e s e n v o l v i d a  no c a p í t u l o  anterior.

Para tal efeito, s erão a n a l i s a d a s  s e p a r a d a m e n t e  as relações 

e ntre custos, n í v e l  de a t i v i d a d e  e lucro em e m p r e s a s  m o n o p r o d u -  

toras e m u l t i p r o d u t o r a s .

Para cada uma das s i t u a ç õ e s  a cima r e f e r i d a s  será f o r m u l a d o  

um e x e m p l o  i l u s t r a t i v o ,  c o m  dados h i p o t é t i c o s ,  a fim de simulai-' 

uma a p l i c a ç ã o  da t é c n i c a  d e s e n v o l v i d a  e m  casos reais, visando, 

p r i n c i p a l m e n t e ,  s a l i e n t a r  as v a n t a g e n s  d e r i v a d a s  da c o n s i d e r a 

ção do r i s c o  na a n á l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o .

T a n t o  no c a s o  de e m p r e s a s  m o n o p r o d u t o r a s  q u a n t o  no caso de 

e m p r e s a s  m u l t i p r o d u t o r a s ,  d a r - s e - ã  e s p e c i a l  i m p o r t â n c i a  âs i n f o r  

mações a d i c i o n a i á  f o r n e c i d a s  pela a n á l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  

sob c o n d i ç õ e s  de r i s c o  e m  r e l a ç ã o  c o m  a p r o b a b i l i d a d e  de o c o r 

r ê n c i a  de div e r s o s  e v e n t o s  analisados, o que, e v i d e n t e m e n t e ,  r e 

p r e s e n t a  u m  s u b s i d i o  de v ital i m p o r t a n c i a  para os t o m a d o r e s  de 

d e c i s õ e s .

No final do p r e s e n t e  capítulo, serão feitas a l g u m a s  c o n s i 

d e r a ç õ e s  fi n a i s  em  r e l a ç ã o  c o m  os e x e m p l o s  i l u s t r a t i v o s  a p r e s e n  

t a dos e os r e s u l t a d o s  o b t i d o s .
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4.2. Limitações do exemplo

A u n ica lirnitaçao digna de s e r  m e n c i o n a d a  e m  r e l a ç ã o  com o 

e x e m p l o  i l u s t r a t i v o  a s e r  a p r e s e n t a d o ,  diz r e s p e i t o  ao fato de 

s e r e m  u t i l i z a d o s  dados f i c t í c i o s  para p r o c e d e r  ã a p l i c a ç ã o  da a 

n a l i s e  c u s t o - v o l u m e - l u c r o  sob c o n d i ç õ e s  de risco. Porem, es t a  e 

uma l i m i t a ç ã o  mais a p a r e n t e  do que real p o r q u a n t o  o o b j e t i v o  bã 

si c o  deste c a p í t u l o  é m o s t r a r  como este tipo de a n ã l i s e  pode ser 

a p l i c a d a  e m  q u a i s q u e r  situações, e p o r t a n t o ,  um e x e m p l o  g e n e r a 

l i z a d o  f a c i l i t a  o a t i n g i m e n t o  deste objetivo.

Por o u t r o  lado, a a p l i c a ç ã o  da a n ã l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u 

cro sob c o n d i ç õ e s  de r i s c o  a uma s i t u a ç a o  real i m p l i c a r i a  na rea 

l i z a ç a o  de uma serie de a t i v i d a d e s  a d i c i o n a i s  previas^ que f o g e m  

t o t a l m e n t e  ao e s c o p o  do p r e s e n t e  t r a b a l h o ^ t a i s  como: c l a s s i f i c a  

ção de cu s t o s  e d e s p e s a s  s e g u n d o  sua v a r i a b i l i d a d e  e m  r e l a ç ã o  a 

v a r i a ç õ e s  do n í v e l  de a t i v i d a d e ,  a n a l i s e  de r e g r e s s ã o  de custos 

e despesas, e s t i m a t i v a s  dos p a r â m e t r o s  das d i s t r i b u i ç õ e s  de pro 

b a b i l i d a d e  das d i v e r s a s  v a r i a v e i s  e n v o l v i d a s  na a n ãlise, etc.

4.3, Analise de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  sob condiçoes de risco em 

EMPRESAS MONOPRODUTORAS

A s e g u i r  s e r ã o  a p r e s e n t a d o s  alguns dados b á s i c o s  c o r r e s p o n  

d entes a uma e m p r e s a  m o n o p r o d u t o r a , os quais serão u t i l i z a d o s  

n e s t e  s u b c a p í t u l o  para i l u s t r a r  a a p l i c a ç ã o  da a n ã l i s e  de cus- 

t o - v o l u m e - l u c r o  sob c o n d i ç õ e s  de risco.
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4.3.1. D A D O S  DO P R O B L E M A

S u p o n h a ~ s e  que a e m p r e s a  "X", f a b r i c a n t e  do p r o d u t o  "Z", a 

p r e s e n t o u  as s e g u i n t e s  e s t i m a t i v a s  de custos, despe s a s ,  volume 

de a t i v i d a d e s  e p r e ç o  de v enda para o e x e r c í c i o  s e g u i n t e :

Variável Valor e s p e r a d o D e s v i o  pa d r a o

Volume de vendas 2 .500 unidades 60 0 unidades

Preço de venda C r $ 20,00 C r $ 0,50

Custos v a r i á v e i s

M a t é r i a  p r ima C r $ 5 , 00 C r $ 0,20

Mao de obra direta Cr$ 3, 00 Cr$ 0, 10

Ene rgi a C r $ 4,00 Cr$ 0 , 10

Combus tíveis C r $ 2,00 C r $ 0, 14

E m b a l a g e m C r $ 1,00 C r $ 0, 10

Custos fixos

Seguros Cr $ 500,00 C r $ 100 ,00

Mao de obra i n d i r e t a Cr$ 4 . 000, 00 Cr$ 300,00

A 1u g u e 1 C r $ 2 .000, 00 Cr$ 100,00

Pu b l i c i d a d e C r $ 2. . 500 , 00 C r $ 200,00

D e p r e c i a ç a o Cr$ 1.000,00 C r $ 100,00

DADOS DO

QU A D R O  7 

E X E M P L O  I L U S T R A T I V O N 9 1

4.3.2. P O N T O  DE E Q U I L Í B R I O

A n t e s  de p r o c e d e r  ao c á l c u l o  do p o n t o  de e q u i l í b r i o  da e m 



88

p r e s a  “X " , ë p r e c i s o  c a l c u l a r  os p a r â m e t r o s  das d i s tribuições de 

p r o b a b i l i d a d e  do c u s t o  var i á v e l  u n i t á r i o  e do m o n t a n t e  de c u s 

tos fixos.

Co n f o r m e  foi s u p o s t o  co m o  h i p ó t e s e  de trabalho, cada um dos 

c o m p o n e n t e s  do c u s t o  va r i á v e l  u n i t á r i o  e dos custos fixos e uma 

v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  n o r m a l m e n t e  d i s t r i b u í d a  e i n d e p e n d e n t e s  e n 

tre si. C o n s i d e r a n d o  este s u p o s t o  e c o n s i d e r a n d o  que o custo va 

r i á v e l  u n i t á r i o  e a soma dos c o m p o n e n t e s  v a r i á v e i s  e que o m o n 

tante de custos fixos e a soma dos c o m p o n e n t e s  fixos, p o d e - s e  a 

f i r m a r  o seguinte:

a) A m e d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do c u sto v a r i á v e l  

u n i t á r i o  sera d e t e r m i n a d a  p e l a  s e g u i n t e  expressão:

u

y C V  " ,jc v.  ( 9 8 )
i=l 1

m e d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do c u sto variâ 

vel u n i t á r i o

m é d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do i - e simo c o m  

p o n e n t e  do c u s t o  v a r i á v e l  unitário.

S u b s t i t u i n d o  as v a r i á v e i s  da e x p r e s s ã o  a c i m a  pelos dados 

do e x e m p l o  i l u s t r a t i v o ,  obtem-se:

onde :

cv

cv.
X

U cv = Cr$ 5,00 + Cr$ 3,0 0 + Cr$ 4,0 0 + Cr$ 2,0 0 + Cr$ 1,0 0 

U cv = Cr$ 15,00
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b) A v a r i â n c i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b  Llidade do r u s t o  vari a- 

vel u n i t á r i o  sera d e t e r m i n a d a  pela seguinte e x p ressão:

i = 1 i-

o n d e :

2 . ~o = v a r i a n c i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do custo

v a r i á v e l  u n i t á r i o

2 . ~ 
a cv = v a r i a n c i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do i - e s i m o

i
c o m p o n e n t e  do c u s t o  v a r i á v e l  unitário.

S u b s t i t u i n d o  as v a r i a v e i s  da e x p r e s s ã o  a c i m a  pelos dados 

do e x e m p l o  ilus t r a t i v o ,  obtem-se:

2
o c = 0,04 + 0 , 0 1  + 0 , 0 1  + 0 , 0 2  + 0 , 0 1  

°cv = °’09

Portanto, o d e s v i o  p a d r a o  do c u sto v a r i á v e l  u n i t á r i o  será:

c pv = í/0,09 = Cr$ 0,30

c.) A m é d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do m o n t a n t e  de c u s 

tos fixos será d e t e r m i n a d a  pela se g u i n t e  e x p r essão:

üCF = r. u d o o )
1

onde :

l-1̂ ^ = m é d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do m o n t a n t e  de 

cus t o s  fixos



90

y - m é d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do i-esimo com
i

p o n e n t e  dos custos f i x o s .

S u b s t i t u i n d o  as v a r i á v e i s  da e x p r e s s ã o  acima pelos dados 

do e x e m p l o  i l u s t r a t i v o ,  obtem-se:

y = Cr$ 500,00 + Cr$ 4 .000,00 + Cr$ 2.000,00 + Cr$ 2 . 5 0 0 , 0 0 +  

+ Cr$ 1.000,00

y = Cr$ 1 0 . 0 0 0 , 0 0

d) A v a r i â n c i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do mo n t a n t e  de 

custos fixos se r á  d e t e r m i n a d a  pela se g u i n t e  expressão:

a CF = °CF. (101)
1 =  1 1

onde :

2 . - . . ~ . .a = v a n a n c i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do m o n t a n -  
C r

te de custos fixos

2 . - . . ~ . . . - .o = v a n a n c i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do i - e s i m o
C r *

1

c o m p o n e n t e  dos cu s t o s  fixos.

S u b s t i t u i n d o  as v a r i á v e i s  da e x p r e s s ã o  a c i m a  pelos dados 

do e x e m p l o  i l u s t r a t i v o ,  obtém-se:

cr = 10.000 + 90.000 + 10.000 + 40.000 + 10.000 
C F

ajL = 160.000
CF
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Portanto, o d e s v i o  p a d r a o  do m o n t a n t e  de custos fixos sera: 

a fF = /l6 0 .OOO' = Cr$ 400,00

Uma vez c a l c u l a d o s  os p a r a m e t r o s  das d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o 

b a b i l i d a d e  do c u s t o  v a r i á v e l  u n i t á r i o  e do m o n t a n t e  de custos 

fixos, p o d e - s e  p r o c e d e r  ao c á l c u l o  dos p a r â m e t r o s  da d i s t r i b u i 

ção de p r o b a b i l i d a d e  do p o n t o  de e q u i l í b r i o  da e m p r e s a  "X".

A p l i c a n d o  a f o r m u l a  62, d e s e n v o l v i d a  no c a p í t u l o  anterior, 

p o d e - s e  c a l c u l a r  a m e d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do pon 

to de e q u i l í b r i o  c o n f o r m e  e m o s t r a d o  a seguir:

C r $ 1 0 .0 00 ,0 0
PE

Cr$ 20,00 - Cr$ 15,00

P o r t a n t o :

Q pE = 2.000 u n idades

A p l i c a n d o  a f o r m u l a  6 3, p o d e - s e  c a l c u l a r  a m é d i a  da distri 

b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do p o n t o  de e q u i l í b r i o  e x p r e s s o  e m  u n i 

dades m o n e t á r i a s  c o n f o r m e  e m o s t r a d o  a seguir:

Cr$ 10.00 0 , 0 0
PE =

P o r t a n t o :

Cr$ 15,00 

Cr$ 20,00

R b„ = Cr$ 4 0 . 0 0 0 , 0 0  
PE

A p l i c a n d o  a f o r m u l a  84, d e s e n v o l v i d a  no c a p í t u l o  anter i o r ,



p o d e - s e  c a l c u l a r  a va.rianc.ia, e c o n s e q u e n t e m e n t e  o d e s v i o  pa- 

d r a o , da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do p o n t o  de e q u i l í b r i o ,  

c o n f o r m e  é d e m o n s t r a d o  a seguir:

a) E m  p r i m e i r o  lugar d e v e - s e  c a l c u l a r  a v a r i â n c i a  da d i s t r i b u i 

ção de p r o b a b i l i d a d e  da m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  u n i t á r i a  apli_ 

c ando a formula. 6 6 . Is t o  é:

a 2 = 0,25 + 0 ,09 
m

c

a 2 = 0 , 3 4  
m

c

b) Uma vez c a l c u l a d a  a v a r i â n c i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a  

de da m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  u n i t á r i a ,  e p o s s í v e l  a p l i c a r  d:L 

r e t a m e n t e  a f o r m u l a  84, o b t e n d o - s e  a v a r i â n c i a  da d i s t r i b u i 

ção de p r o b a b i l i d a d e  do p o n t o  de e q u i l í b r i o  e x p r e s s o  e m  u n i 

dades físicas. A p l i c a n d o  a r e f e r i d a  f o r m u l a  aos dados do e- 

xe m p l o  i l u s t r a t i v o ,  obtem-se:

o1 - (1/25) x 160.000 + ( 1 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0 / 6 2 5 )  x 0,34 
^PE

a 2 = 6.400 + 54.400 
4 PE

a 2 = 60.800 
^PE

P o r t a n t o :

On = v/eb". 80Õ' = 24 7 unidadeí 
PE V

P o f t a n t ó i  o p o n t o  de e q u i l í b r i o ,  e x p r e s s o  e m  u n idades físi 

càs ; a p r e s e n t a  uma d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  com m é d i a  i g u a l  a 2 . 0 0 0
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u n i d a d e s  e d e s v i o  p a d r ã o  igual a 24 7 unidades.

De i g ual forma, p o d e - s e  c a l c u l a r  a v a r i â n c i a  e o d e s v i o  pa 

drão da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do p o n t o  de e q u i l í b r i o  ex 

p r e s s o  e m  uni d a d e s  m o n e t á r i a s .  A p l i c a n d o ,  mais uma vez, a formu 

la 84, o b t e m - s e  o s e guinte resultado:

ol - (1/0,25) x 160.000 + (100.000.000/3,9x 1 0 -3)(8,5 x I O-4 + 3,9xl 0 ~ 5 )
V

ol = 6 4 0 .000 + 2 2 . 7 5 8 . 4 0 0  
PE

ol = 23.39 8.400 
PE

P o r t a n t o :

o - Cr$ 4.8 3 7,00 
PE

Este r e s u l t a d o  s i g n i f i c a  que o p o n t o  de e q u i l í b r i o ,  expres 

so e m  u n i d a d e s  m o n e t á r i a s ,  a p r e s e n t a  uma d i s t r i b u i ç ã o  nor m a l  de 

p r o b a b i l i d a d e  c o m  m é d i a  i g ual a Cr$ 4 0 . 0 0 0 , 0 0  e d e s v i o  p a d r ã o  i 

gual a Cr$ 4.837,00.

Uma vez c a l c u l a d o s  os p a r â m e t r o s  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a 

b i l i d a d e  do p o n t o  de e q u i l í b r i o ,  é p o s s í v e l  c a l c u l a r  a p r o b a b i 

lidade de que o p o n t o  de e q u i l í b r i o  e s t e j a  c o m p r e e n d i d o  entre 

dois pontos q u a i s q u e r  do i n t e r v a l o  r e l e v a n t e  de a t i v i d a d e .  Para 

tal e f e i t o  b a s t a r a  apenas t r a n s f o r m a r  a d i s t r i b u i ç ã o  de probabi_ 

lidade do p o n t o  de e q u i l í b r i o  e m  uma d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  p a d r ã o  

e c o n s u l t a r  a t a b e l a  de p r o b a b i l i d a d e  c o r r e s p o n d e n t e  a es t e  t i 

po de d i s t r i b u i ç ã o .  0 p r o c e d i m e n t o  para e f e t u a r  tal t r a n s f o r m a -  

çao esta d e s c r i t o  no a n e x o  1 .

0 c o n h e c i m e n t o  dos p a r â m e t r o s  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i
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dade do p o n t o  de e q u i l í b r i o ,  pode f o r n e c e r  v a l i o s a s  i n f o r m a ç õ e s  

p a r a  o t o m a d o r  de decisões. No caso do p r o b l e m a  i l u s t r a t i v o , fo 

r a m  c a l c u l a d a s ,  a m a n e i r a  de exemplo, as p r o b a b i l i d a d e s  de que 

o p o n t o  de e q u i l í b r i o  e s t e j a  c o m p r e e n d i d o  em d i v e r s o s  i n t e r v a 

los do n í vel de atividade. Os r e s u l t a d o s  o b t idos são a p r e s e n t a 

dos nos q u a d r o s  8 e 9.

Interv alo

(unidades)

P r o b a b i l i d a d e

> 2 . 0 0 0 0.5000

1 . 500 - 2.500 0.9566

< 1.500 0.0217

2 . 000 - 2.500 0.4783

1.800 - 2 . 0 0 0 0.7693 
.... ...... . .....

QUA D R O  8

P R O B A B I L I D A D E S  DO PO NTO  DE EQUILÍBRIO, E X P R E S S O  EM U N I 

D ADES FÍSICA S,  E S T A R  C O M P R E E N D I D O  EM D I V E RS OS  I N T E R V A 

LOS.

I n te rv al o 

(Cr $)

P r o b a b i l i d a d e

> Cr$ 40.000,00 0.5000

Cr$ 35.000,00 - Cr$ 45.000,00 0.6985

< Cr$ 35.000,00 0.1515

Cr$ 40.000,00 - Cr$ 45.000,00 0.3492

Cr$ 30.000,00 - Cr$ 40.000,00 0.4808

QU A DR O 9

PROBABILIDADES DO PONTO DE EQUILÍBRIO, EXPRESSO EM UNIDADES MONETÁRIAS, ES

TAR COMPREENDIDO EM DIVERSOS INTERVALOS.
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4.3.3. LUCRO E S P E R A D O

A  s e g u i r  serio d e t e r m i n a d o s  os p a r â m e t r o s  da d i s t r i b u i ç ã o  

de p r o b a b i l i d a d e  do lucro que, c o n f o r m e  foi visto no c a p í t u l o  

a n t e r i o r ,  é uma fu n ç a o  d e p e n d e n t e  das s e g u i n t e s  variáveis: volu 

me de vendas e x p r e s s o  em u n i d a d e s  físicas, m a r g e m  de c o n t r i b u i  

ção u n i t á r i a  e m o n t a n t e  de custos fixos.

A p l i c a n d o  a f o r m u l a  64, d e s e n v o l v i d a  no c a p í t u l o  a n t e rior, 

e p o s s í v e l  d e t e r m i n a r  a m é d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  

do lucro o p e r a c i o n a l ,  c o n f o r m e  e a p r e s e n t a d o  a seguir.

E (L ) = 2.500 (Cr$ 2 0 ,00 - Cr$ 15,00) - Cr$ 10.000 , 00 

E (L ) = Cr$ 2.500,00

P o r t a n t o ,  a m e d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do l u 

cro o p e r a c i o n a l  da e m p r e s a  "X" e igual a Cr$ 2.500,00.

Por sua vez, a v a r i â n c i a  e o d e s v i o  p a d r ã o  da d i s t r i b u i ç ã o  

de p r o b a b i l i d a d e  do l ucro o p e r a c i o n a l  p o d e m  ser c a l c u l a d o s  atra 

ves da a p l i c a ç a o  das for m u l a s  69 e 70, a p r e s e n t a d a s  no c a p í t u l o  

a n t e r i o r .

A p l i c a n d o  a f o r m u l a  69^ no caso do e x e m p l o  i l u s t r a t i v o ,  o b 

te m - s e  a v a r i â n c i a  da m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  total^ c o n f o r m e  é 

m o s t r a d o  a seguir:

3 6 0 . 0 0 0 x 0 , 3 4  + 6 . 2 5 0 . 0 0 0 x 0 , 3 4  + 2 5 x 3 6 0 . 0 0 0

1 2 2 . 4 0 0  + 2 . 1 2 5 . 0 0 0  + 9 . 0 0 0 . 0 0 0

1 1 . 2 4 7 . 4 0 0o

MC

2
JMC

2
MC
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Uma vez c a l c u l a d a  a v a r i â n c i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i  

dade da m a r g e m  de c o n t r i b u i ç ã o  total, a p l i c a - s e  a forinula 70 a- 

fim de c a l c u l a r  a v a r i â n c i a  e o desvi-O p a d r a o  da distribuição de 

p r o b a b i l i d a d e  do lucro o p e r a c i o n a l  , c o n f o r m e  e m o s t r a d o  a segui.r:

ü 2 = 1 1 . 2 4 7 . 4 0 0  + 160.000

ü 2 = 1 1 . 4 0 7 . 4 0 0  
i-i

P o r t a n t o :

a = Cr$ 3.377,00
Li

Isto s i g n i f i c a  que o lucro o p e r a c i o n a l  da e m p r e s a  "X" apre 

s e n t a  uma d i s t r i b u i ç ã o  no r m a l  com m é d i a  igual a Cr$ 2 . 500,00 e 

d e s v i o  p a d r ã o  igual a Cr$ 3.377,00.

Uma vez c a l c u l a d o s  os p a r â m e t r o s  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a 

b i l i d a d e  do l ucro o p e r a c i o n a l ,  e p o s s í v e l  c a l c u l a r  a p r o b a b i l i 

dade de que o lucro e s t e j a  c o m p r e e n d i d o  em d i v e r s o s  intervalos. 

Para tal efeito, a d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do lucro o p era 

ci o n a l  d e v e r a  ser t r a n s f o r m a d a  pa r a  uma d i s t r i b u i ç ã o  no r m a l  p a 

drao, a f i m  de u t i l i z a r  a t a b e l a  de p r o b a b i l i d a d e s  e x i s t e n t e  para 

d i t a  d i s t r i b u i ç ã o .

A m a n e i r a  de exemplo, serão a p r e s e n t a d a s  a s e g u i r  as proba, 

b i l i d a d e s  de que o lucro o p e r a c i o n a l  da e m p r e s a  "X" es t e j a  c o m 

p r e e n d i d o  em d i v e r s o s  intervalos.



97

In ter va lo

(Cr$)

P r o b a b i l i d a d e

> Cr$ 2.500,00 0.5000

< Cr$ 0,00 0.2297

Cr$ - 1.000,00 - Cr$ 6.000,00 0.7016

Cr$ 2.000,00 - Cr$ 5.000,00 0.3299

< Cr$ 2.000,00 0.4404

QU A DR O 10

P R O B A B I L I D A D E  DO L U CR O O P E R A C I O N A L  E S TA R C O M P R E E N 

DIDO EM D I V E R S O S  INTERVALOS.

L\.L\, Analise de custo - volume - lucro sob condições de risco nu

ma EMPRESA MULTIPRODUTORA

Ate a g o r a  foi a p r e s e n t a d o  u m  e x e m p l o  i l u s t r a t i v o  de a p l i c a  

ção da a n á l i s e  de c u s t o  - v o l u m e  - lucro sob c o n d i ç o e s  de risco, 

p a r a  o caso de uma e m p r e s a  m o n o p r o d u t o r a , ou seja, uma e m p r e s a  

que f a b r i c a  s5 um  produto. C o n t u d o  são pou c a s  as e m p r e s a s  que 

p o d e m  ser c l a s s i f i c a d a s  como m o n o p r o d u t o r a s ,  h a j a  visto que a 

m a i o r i a  delas f a b r i c a  e vende uma v a r i e d a d e  de p r o d u t o s ,  ou s e 

ja, são e m p r e s a s  m u l t i p r o d u t o r a s .

0 que r e s t a  do p r e s e n t e  c a p í t u l o  será d e s t i n a d o  a i l u s t r a r  

a a p l i c a ç ã o  da a n á l i s e  de c u s t o  - volume - lucro sob c o n d i ç õ e s  de 

r i s c o  no caso de e m p r e s a s  m u l t i p r o d u t o r a s .

De igual f o r m a  como no caso de e m p r e s a s  m o n o p r o d u t o r a s , S£ 

rão a p r e s e n t a d o s ,  em p r i m e i r o  lugar, alguns dados b á s i c o s  sobre 

os q u a i s  será f e i t a  a ilustração.
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4.4.1. D A DOS DO P R O B L E M A

S u p o n h a - s e  que a e m p r e s a  "W" , f a b r i c a n t e  dor. produtor; "A",

"B" e "C", a p r e s e n t o u  as s e g u i n t e s  e s t i m a t i v a s  de custos, despe

s a s , vo l u m e  de a t i v i d a d e  e preços de v e n d a  p a r a  o e x e r c í c i o  s e 

guinte:

Produto "A" Produto "B" I^roduto "C"

Volume de vendas esperado 120. 000 u. 60.000 u. 60.000 u.

Desvio padrão do volume de vendas 12. 000 u. 10. 000 u. 15.000 u.

Preço de venda esperado Cr$ 10,00 Cr$ 12,00 Cr$ 8,00

Desvio padrão do preço de venda Cr$ 0,30 Cr$ 0,36 Cr$ 0,24

Custo variável unitário Cr$ 7,00 Cr$ 9,60 Cr$ 7,20

Desvio padrão do custo variável Cr$ 0,14 Cr$ 0,19 Cr$ 0,14

Composição das vendas 50% 30% 20%

QUADRO 11 

DADOS DO EXEMPLO ILUSTRATIVO N? 2.

Suponha-se,* também, que o v a l o r  e s p e r a d o  do m o n t a n t e  de cus 

tos fixos é de Cr$ 460. 0 0 0  , 00 , e seu de s v i o  p a d r ã o  de Cr$ 18.400,00.

4.4.2. PONTO DE E Q U I L Í B R I O

Sabe - s e  que^ no caso de e m p r e s a s  m u i t i p r o d u t o r a s  , e p r e c i s o  

d e t e r m i n a r ,  em p r i m e i r o  lugar, o p o nto de e q u i l í b r i o  e x p r e s s o  

em u n i d a d e s  monetárias, d e v i d o  ao p r o b l e m a  de h e t e r o g e n e i d a d e  de 

u n i d a d e s  de m e d i d a  dos d i v e r s o s  p r o d u t o s  f a b r i c a d o s  p e l a  e m p r e 

sa .
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No caso da a n a l i s e  de custo - volume - l ucro sob c o n d i ç õ e s  

de risco, este p o n t o  de e q u i l í b r i o  sera uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  

que a p r e s e n t a  uma d i s t r i b u i ç ã o  no r m a l  de p r o b a b i l i d a d e ,  cujos 

p a r â m e t r o s  s erão d e t e r m i n a d o s  a seguir.

A m é d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do p o n t o  de e q u i 

líbrio, e x p r e s s o  em u n i d a d e s  m o n e t á r i a s ,  pode ser c a l c u l a d a  a- 

tr a v ê s  da a p l i c a ç ã o  da f ó r m u l a  73, d e s e n v o l v i d a  no c a p í t u l o  a n 

terior. Porém, antes de a p l i c a r  a r e f e r i d a  fórmula, deverá ser 

d e t e r m i n a d a  a m é d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  da m a r g e m  

de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a ,  o qual será feito a seguir:

E( R ) = E 
c

u
E R  x % . 

. c . 1
1=1 X

u
Z E (R ) Z. (102)

. c . 1
i = l i

o n d e  :

E(R ) = v a l o r  e s p e r a d o  da r a z a o  de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a  

R = r a z a o  de c o n t r i b u i ç ã o  do i - é s i m o  p r o d u t o

^  = p a r t i c i p a ç ã o  do i - é simo p r o d u t o  na c o m p o s i ç ã o  das 

v e n d á s .

No caso do e x e m p l o  i l u s t r a t i v o  tem-se que:

E(R ) = 0,30 E (R ) = 0,20 E (R ) = 0,10
CA CB CC

e s a b e - s e  que:

%. = 50% %_ = 30% %„ = 20%
A B C
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P o r t a n t o :

E(R ) = 0 , 3 0 x 0 , 5 0  + 0 , 2 0 x 0 , 3 0  + 0 , 1 0 x 0 , 2 0  

E(R ) = 0,23

Uma vez c a l c u l a d a  a m é d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  

da r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a ,  é p o s s í v e l  a p l i c a r  d i r e t a 

m e n t e  a f o r m u l a  73 p a r a  c a l c u l a r  a m é d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de pro 

b a b i l i d a d e  do p o n t o  de e q u i l í b r i o  e x p r e s s o  e m  u n i d a d e s  m o n e t a -  

rias, tal como é m o s t r a d o  a seguir:

E ( V  C r $ 4 6 0 . 0 0 0 , 0 0
PE —

E(R ) 0,23

R pE = Cr $ 2 . 0 0 0 . 0 0 0 , 0 0

A s e g u i r  será c a l c u l a d a  a v a r i â n c i a  e o d e s v i o  p a d r a o  da 

d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do p o n t o  de e q u i l í b r i o  e x p r e s s o  

em u n i d a d e s  m o n e t á r i a s .  Para tal efeito, d e v e r ã o  ser calcul a d o s ,  

em p r i m e i r o  lugar, a v a r i a n c i a  e o d e s v i o  p a d r ã o  da d i s t r i b u i 

ção de p r o b a b i l i d a d e  das r a z o e s  de c o n t r i b u i ç ã o  dos diversos pro 

d u t o s , a t r a v é s  da a p l i c a ç ã o  da f o r m u l a  84, d e s e n v o l v i d a  no capí 

tulo anterior. Os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  são os seguintes:

V (R ) = (1/100) x 0 , 1096 + (9 / 1 0 .0 0 0 ) x 0,09 
°A

V (R ) = 1,096 x 10~3 + 8,1 x 10~5 

C A

V(R ) = 1 , 1 7 7 x 10 “ 3 

CA

P o r t a n t o :
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o (R ) = /l , 1 77 x 10 3 = 0 0 3 4 
C A

V ( R )
CB

V ( R )
B

V (R )
B

P o r t a n t o :

a (R ) = 0,034V
V (R ) = (1/64) x 0,0772 + (0,64/4096) x 0,0576 

°C

V (R ) = 1,21 x 10 ” 3 + 9 x IO " 6

Cc

V (R ) = 1 , 2 2  x I O “ 3

Cc

P o r t a n t o :

o (R ) = 0,035 
C C

0 p a s s o  s e g u i n t e  sera c a l c u l a r  a v a r i a n c i a  e o de s v i o  p a 

drão da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  da r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  

p o n d e r a d a .  A  v a r i â n c i a  d e s t a  d i s t r i b u i ç ã o  serã d e t e r m i n a d a  pela 

s e g u i n t e  expressão:

V (R ) = ( % . ) 2 x V(R ) + (% ) 2 x V(R ) + (%_)2 x V (R ) (103)
C A  C .  D c „  C

P o r t a n t o :

V ( R c ) = 0,25 x 1,177 x 10~3 + 0,09 x 1,186 x 10 3 + 0,04 x 1,22 x 10 3'

= (1/144) x  0,1657 + (5,76/20.736) x  0,1296 

= 1,15 x IO-3 + 3,6 x 10-5 

= 1 , 186 x IO-3
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V (R ) = 2 , 9 x 1 0  4 + 1 , 0 7 x 1 0  4 + 4 , 8 8 x 1 0  5

V(R ) = 4,5 x IO " 4 
c

P o r t a n t o :

o (R ) = Á ,5 X 1 0 ~ 4 1 = 0 , 0 2 1

U m a  vez c a l c u l a d a  a v a r i â n c i a  e o des v i o  p a d r ã o  da d i s t r i 

b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  da r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a ,  é 

p o s s í v e l  c a l c u l a r  a v a r i â n c i a  e o d e s v i o  p a d r ã o  da d i s t r i b u i ç ã o  

de p r o b a b i l i d a d e  do p o n t o  de e q u i l í b r i o  e x p r e s s o  em u n i d a d e s  mo 

n e t ã r i a s ,  atra v é s  da a p l i c a ç ã o  c o m b i n a d a  das for m u l a s  73 e 8M .

No caso do e x e m p l o  i l u s t r a t i v o ,  os v a l ores destes p a r ame- 

tros são os s e g u i n t e s :

V(RpE) = (1/0,0529) X 3,3856 x 108 + (2 ,116 x IO11/2,8 x 1 0 ~ 3) x 4 , 5 x l 0~4

Q  1 (1

VÍRpg) = 6,4 x 10 + 3,4 x 10 

V(RpE) = 4,04 x 1010

P o r t a n t o :

a ( R p £ ) = x 1 0 10 = Cr $ 2 0 1 .0 15 ,0 0

Isto s i g n i f i c a  que o p o nto de e q u i l í b r i o  da e m p r e s a  " W " , 

e x p r e s s o  em u n i d a d e s  m o n e t á r i a s ,  a p r e s e n t a  uma d i s t r i b u i ç ã o  nor 

mal c o m  m é d i a  igual a Cr$ 2 . 0 0 0 . 0 0 0 , 0 0  e d e s v i o  p a d r ã o  i g ual a 

Cr$ 201.01 5, 00.
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Uma vez c a l c u l a d o s  os parâmetro:; da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a 

b i l i d a d e  do p o n t o  de e q u i l í b r i o ,  í p o s s í v e l  c a l c u l a r  a p r o b a b i 

lidade de que o n ível de e q u i l í b r i o  es t e j a  c o m p r e e n d i d o  em d i 

versos inter v a l o s ,  Para tal efeito, a d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i  

dade do p o n t o  de e q u i l í b r i o  d e v e r a  ser t r a n s f o r m a d a ,  conforme pro 

c e d i m e n t o  d e s c r i t o  em anexo, para uma d i s t r i b u i ç ã o  normal p a 

drão a f i m  de u t i l i z a r  a t a b e l a  de p r o b a b i l i d a d e s  e x i s t e n t e  para 

di t a  d i s t r i b u i ç ã o .

A m a n e i r a  de exemplo, serão a p r e s e n t a d a s  a s e g u i r  as p roba 

b i l i d a d e s  de que o p o n t o  de e q u i l í b r i o  da e m p r e s a  "W" esteja com 

p r e e n d i d o  em di v e r s o s  intervalos.

I n te rv al o 

(C r $ )

P r o b a b i l i d a d e

> Cr$ 2.000.000,00 0.5 000

Cr$ 1.500.000,00 - Cr$ 2,500.000,00 0 .9872

Cr$ 2.000.000,00 - Cr$ 2.500.000,00 0 .4936

Cr$ 1.800.000,00 - Cr$ 2,000.000,00 0. 3389

< Cr$ 1.500,000,00 0.0064

QUA D RO  12

P R O B A B I L I D A D E  DO PO NTO DE E Q U I L Í B R I O  E S TA R C O M P R E E N D I D O  

EM D I V E R S O S  INTERVALOS.

4.4.3. LUCRO E S P E R A D O

0 L ucro o p e r a c i o n a l  de uma e m p r e s a  m u l t i p r o d u t o r a  é uma va 

r i ã v e l  d e p e n d e n t e  da r e c e i t a  total de v e n d a s , da r a z ã o  de c o n 
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t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a  e do m o n t a n t e  de custos fixo:;.

C o n f o r m e  a f ó r m u l a  79, do c a p í t u l o  anterior, a média da dis 

t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do lucro o p e r a c i o n a l  p o d e r ã  ser c a l 

c u l a d a  a t r avés da s e g u i n t e  expressão:

E (L ) = E ( R )  x E (R ) - E(C_.)
1 C r

onde :

E ( L ) = lucro e s p e r a d o

E ( R t ) = v a l o r  e s p e r a d o  da r e c e i t a  t otal de vendas

E (R ^ ) = v a l o r  e s p e r a d o  da r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  p o n d e r a d a

E(Cp) = v a l o r  e s p e r a d o  do m o n t a n t e  de custos fixos.

No caso do e x e m p l o  i l u s t r a t i v o ,  o v a l o r  e s p e r a d o  da r e c e i 

ta t o t a l  de ve n d a s  é o seguinte:

E(RT ) = 120.000 x Cr$ 10,00 + 60.000 x Cr$ 12,00 + 60.000 x Cr$ 8,00 

E(RT ) = Cr$ r. 2 0 0 . 00 0 , 0 0  + Cr$ 720.000,00 + Cr$ 480.00 0 , 0 0  

E (Rt > = Cr$ 2 . 4 0 0 .000,00

P o r t anto, a m é d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do l u 

cro o p e r a c i o n a l  serã:

E (L ) = C r $  ' 2 . 4 0 0 . 0 0 . 0  , 0 0  x 0, 23 - C r $  4 6 0 . 0 0 0  , 0 0  

E ( L )  - C r  $ 9 2 . 0 0 0 ,  0 0

P a r a  c a l c u l a r  a v a r i â n c i a  e o d e s v i o  p a d r ã o  da d i s t r i b u i -
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çio de p r o b a b i l i d a d e  do lucro o p e r a c i o n a l ,  é p r e c i s o  calcular, 

em p r i m e i r o  lugar, a v a r i a n c i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  

da r e c e i t a  de vendas de cada u m  dos pr o d u t o s  f a b r i c a d o s  pela em 

presa. Isto pode ser f e ito a t r a v é s  da a p l i c a ç ã o  da f o r m u l a  76 

c o n f o r m e  é m o s t r a d o  a seguir:

o i n  o
V ( R  ) = 1,44 x 10 X 0,09 + 1,44 x 10 x 0,09 + 1 0 0 x  1,44 x 10

A

9 10
V ( R a ) = 12.960.000 + 1 , 2 9 6 x  10 + 1 , 4 4 x  10

V ( R a ) = 1,57 x 1 0 10

V ( R b ) = 108 x 0,1296 + 3 , 6 x l 0 9 x 0,1296 + 144 x 1 0 8

o 1 n
V ( R b ) = 12.96 0 . 0 00  + 4,66 x 10 + 1,44 x 10

V ( R J  = 1,49 x 1 0 10
D

V ( R C ) = 2,25 x 1 0 8 x 0,0576 + 3,6 x l 0 9 x 0,0576 + 64 x 2,25 x l 0 8

V ( R  ) = 12.96 0 , 0 00  + 2,07 x 1 0 8 + l , 4 4 x l 0 10
L>

V ( R C ) = 1,46 x 1 Ó 10

De p o s s e  de s t e s  r e s u l t a d o s  e p o s s í v e l  c a l c u l a r  a v a r i a n c i a  

da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  da r e c e i t a  total de vendas, que 

n a d a  ma i s  é do que a soma das v a r i a n c i a s  das d i s t r i b u i ç õ e s  de 

p r o b a b i l i d a d e  da r e c e i t a  de vendas de cada u m  dos p r o d u t o s , h a 

ja v i s t o  que se es t á  c o n s i d e r a n d o  como h i p ó t e s e  de t r a b a l h o  a 

i n d e p e n d e n c i a  e n t r e  as v a r iáveis. A s s i m  sendo, tem-se:
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V(R ) = 1 , 5 7 x 1 0 10 + l , 4 9 x l 0 10 + 1,46 x I O 10 

V(R ) = 4,52 x I O 10

A s e g u i r  d e v e r á  ser c a l c u l a d a  a v a r i a n c i a  da d i s t r i b u i ç ã o  

de p r o b a b i l i d a d e  do p r o d u t o  entre a r e c e i t a  total de vendas e a 

r a z ã o  de c o n t r i b u i ç ã o  pon d e r a d a .  Tal c á l c u l o  e feito a seguir:

V(R^ x R ) = 4,52 x 1010 x 4,5 x 10~4 + 5,76 x 1012 x4,5 x 10~4 +0,0529 x 4,52 xlO10
i c

V(RT x R ) = 20.340.000 + 2,59 x 109 + 2,39 x 109

V(R x R ) = 5 x 109
1 c

F i n a l m e n t e , ê  p o s s í v e l  c a l c u l a r  a v a r i â n c i a  e o d e s v i o  p a 

drão da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  do lucro o p e r a c i o n a l , con 

forme ê m o s t r a d o  a seguir:

V (L ) = 5 x 1 0 9 + 3 ,38 x 1 0 8

V (L ) = 5,34 x 1 0 9

P o r t a n t o :

ü(L) = Vo , 3 4 x 10 9 = Cr$ 73.065 , 00

Isto s i g n i f i c a  que o lucro o p e r a c i o n a l  da e m p r e s a  "W" apre 

s e n t a  uma d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  de p r o b a b i l i d a d e  com m e d i a  igual 

a Cr$ 9 2 . 0 0 0 , 0 0  e d e s v i o  p a d r ã o  igual a Cr$ 73.065,00.

Uma vez c a l c u l a d o s  os p a r â m e t r o s  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a 

b i l i d a d e  do l u cro o p e r a c i o n a l ,  e p o s s í v e l  c a l c u l a r  a p r o b a b i l i -
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dade de que o lucro o p e r a c i o n a l  e s t e j a  c o m p r e e n d i d o  em d i v e r s o s  

interv a l o s .  Para tal e f e i t o  d e v e r á  p r o c e d e r - s e  de forma i d ê n t i 

ca â que foi u t i l i z a d a  p a r a  d e t e r m i n a r  a p r o b a b i l i d a d e  de que o 

p o n t o  de e q u i l í b r i o  e s t e j a  c o m p r e e n d i d o  em di v e r s o s  intervalos.



CAPÍTULO W

fy

U>. Co n c l u s õ e s  e s u g e s t õ e s  

^ 5 Al, Co n c l u s õ e s
' \

A  a n á l i s e  de custo - vo l u m e  - lucro sob c o n d i ç õ e s  de r isco 

o f e r e c e  aos t o m a d o r e s  de dec i s õ e s  subsídios cal c a d o s  em e s t udos 

que t e m  uma c o n o t a ç ã o  p r o b a b i l í s t i c a ,  p o s s i b i l i t a n d o  m a i o r  f l e 

x i b i l i d a d e  pa r a  o p l a n e j a m e n t o  das a t i v i d a d e s  e m p r e s a r i a i s .

0 m o d e l o  p r o p o s t o  neste t r a b a l h o  v e m  s u p e r a r  uma gran

de l i m i t a ç ã o  da a n a l i s e  de custo - volume - lucro tradicionaI , de 

c o r r e n t e  do fato de se c o n s i d e r a r  todas as v a r i á v e i s  e n v o l v i d a s  

na a n á l i s e  como sendo dados d e t e r m i n í s t i c o s . A m e t o d o l o g i a  c o n 

siste na a s s o c i a ç ã o  do r i s c o  a cada uma das v a r i á v e i s  e n v o l v i 

das na an á l i s e ,  a t r i b u i n d o - s e  um c a r á t e r  e m i n e n t e m e n t e  p r o b a b i -  

l í s t i c o  a cada uma delas, o qual f o r n e c e r á  aos t o m a d o r e s  de d e 

cisões um q u a d r o  do c o m p o r t a m e n t o  que a d o t a r a m  as v a r i á v e i s  e 

suas p r o b a b i l i d a d e s  de o c o r r ê n c i a ,  t o r n a n d o  o p ] a n e j a m e n t o  mais 

r e a l í s t i c o  nas a r e a s  de p r o d u ç ã o  e fin a n ç a s  da empresa.

No e n tanto, é i m p o r t a n t e  d e s t a c a r  que o s u c e s s o  da apli c a -  

çao do • m o d é l o  p r o p o s t o  d e p e n d e r á  de um c o n h e c i m e n t o  histõ-

ri c o  do c o m p o r t a m e n t o  destas v a r i á v e i s  para, com base nestes da 

dos, se f azer uma p r o j e ç ã o  p r o b a b i l í s t i c a  para p e r í o d o s  s u b s e 

qu e n t e

F i n a l i z a n d o ,  s a l i e n t a - s e  que a t r a v é s  do e x e m p l o  i l u s t r a t i 

vo d e s e n v o l v i d o  no p r e s e n t e  trabalho, p o d e - s e  c o n s t a t a r  a viabi 

lidade da u t i l i z a ç ã o  do m o d e l o  proposto., b e m  como sua e f i 

c i ê n c i a  o p e r a c i o n a l  e sua u t i l i d a d e  na.s a t i v i d a d e s  v i n c u l a d a s
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ao p l a n e j a m e n t o  das a t i v i d a d e s  p r o d u t i v a s  e f i n a n c e i r a s  no c a m 

po e m p r e s a r i a l .

0 m o d e l o  p o d e r i a  ser a p e r f e i ç o a d o  se fosse c o n s i d e r a d a  a cor 

r e l a ç ã o  e x i s t e n t e  e n t r e  as d i v e r s a s  variáveis.

S u g e s t õ e s

P a r a  n o vos estudos r e l a c i o n a d o s  c o m  a n á l i s e s  p r o b a b i l í s t i -  

cas de a t i v i d a d e s  f i n a n c e i r a s ,  sugere-se:

- uma a p l i c a ç ã o  da a n á l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  sob condi, 

ções de r i s c o  a uma s i t u a ç a o  real;

- um  e s t u d o  s o bre a p o s s i b i l i d a d e  de u t i l i z a ç ã o  de uma o u 

tra d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e ,  al e m  da normal, para

o e s t u d o  p r o b a b i l í s t i c o  da a n á l i s e  de cus t o - v o l u m e - l u c r o ;

- u m  e s t u d o  que c o n s i d e r e  o grau de d e p e n d ê n c i a  e n tre as 

v a r i á v e i s  e n v o l v i d a s  na a n á l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o ;

- a u t i l i z a ç ã o  de t é c n i c a s  de s i m u l a ç ã o  na a n á l i s e  de c u s 

t o - v o l u m e - l u c r o ,  a f i m  de a p e r f e i ç o a r  oa m é t o d o s  a t ual - 

m e n t e  u t i l i z a d o s  p a r a  d e t e r m i n a r  os p a r â m e t r o s  das d i s 

t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e s  das v a r i á v e i s  d e p e n d e n t e s .

- uti^lizaçãjD d a ^ E r o g r a m a ç ã o  L i n e a r  em c o n b i n a ç ã o  com c u sto 

v^olumè-lucr© p a r a  s i m u l t a n e a m e n t e  o t i m i z a r  a c o m p o s i ç ã o  

do p r o d u t o .
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A N E X O  1

ALGUNS CONCEITOS DE PROBABILIDADE RELACIONADOS COM A ANÁLISE DE

CUSTO - VOLUME - LUCRO



113

In t r o d u ç ã o

Já  foi m e n c i o n a d o ,  que o h á b i t o  de supor que e x i s t e  c e r t e z a  

a b s o l u t a  c o m  r e s p e i t o  ao c o m p o r t a m e n t o  das v a r i á v e i s  f u n d a m e n t a i s  

e n v o l v i d a s  na a n á l i s e ,  dá o r i g e m  a uma das lim i t a ç õ e s  mais i m p o r 

ta n t e s  da a n á l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  trad i c i o n a l .  Isto pode 

d i s t o r c e r  s e r i a m e n t e  as p r o j e ç õ e s  que se f a ç a m  da a t i v i d a d e  da em 

p r e s a  e da m a g n i t u d e  que a l c a n ç a r ã o  estas v a r i á v e i s  e, em conse- 

q u e n c i a ,  c o n d u z i r  a erros na to m a d a  de decisões.

Uma vez que se t e n h a  r e c o n h e c i d o  es t a  l i m i tação, o p a s s o  s e 

g u i n t e  será t e n t a r  i n t r o d u z i r  a l g u m a s  m u d a n ç a s  na a n a l i s e  de c u s 

to- v o l ume- l u cro , a f i m  de c o n s i d e r a r  frente a cada uma das a l t e r 

n a t i v a s  s u b m e t i d a s  a e s t u d o  um grau de risco, d e s t a  m a neira, a c a 

ba-se c o m  a l i m i t a ç a o  i m p o s t a  p e l o  p r e s s u p o s t o  de certeza, implíci

ta na a n á l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o .

P a r a  c o n s i d e r a r  o r i s c o  como v a r i á v e l  f u n d a m e n t a l  na a n a l i s e  

de c u s t o - v o l u m e  lucro, d e v e - s e  r e c o r r e r ,  n e c e s s a r i a m e n t e ,  a c e r 

tos c o n c e i t o s  e i n s t r u m e n t o s  p e r t e n c e n t e s  ao c a m p o  de e s t u d o  da 

E s t a t í s t i c a  e, e s p e c i f i c a m e n t e ,  a um dos seus r a mos d e n o m i n a d o  E£  

t a t í s t i c a  I n f e r é n c i a l .  P o r  es t a  r a z ã o  será n e c e s s á r i o  d e f i n i r ,  ex 

p l i c a r  e a n a l i s a r  c e r t o s  c o n c e i t o s  e ideias p r ó p r i a s  d e s t a  ciên - 

cia, o que c o n s t i t u e  o p r o p õ s i t o  d e s t e  capítulo.

A  s e g u i r  p r o c u r a - s e  i l u s t r a r  a t r a v é s  de urn e x e m p l o , c o m o  o ha 

bi t o  de não c o n s i d e r a r  o r i s c o  e a i n c e r t e z a  a s s o c i a d o s  a d i f e r e n  

tes a l t e r n a t i v a s  >pode c o n d u z i r  a erros na t o m a d a  de d e c i s õ e s  quan 

do se u t i l i z a  a a n a l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  t r a d i c i o n a l .

E X E M P L O  13: S u p o n h a  que uma e m p r e s a  se e n c o n t r a  ante a a l t e r n a t i 

va de p r o d u z i r  e v e n d e r  ou o p r o d u t o  "A" ou o p r o d u t o  "B" , os 

q uais p o d e m  ser p r o d u z i d o s  a p r o v e i t a n d o  as atuais f a c i l i d a d e s  de 

f a b r i c a r  e i m p l i c a n d o  n u m  a u m e n t o  nos custos fixos a n u ais, de i- 

gual m o n t a n t e ,  q u a l q u e r  que seja o p r o d u t o  que d e c i d a  poduzir. A- 

lêm disto, supo n h a  que a c a p a c i d a d e  p r o d u t i v a  u t i l i z a d a  p o r  ambos 

p r o d u t o s  e a mesma.
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Os dados a n t e c e d e n t e s  que se tem sio os seguintes:

PROD U T O  "A" PRODUTO "B"

A u m e n t o  n o s  C u s t o s  F i x o s  C r $  5 0 . 0 0 0 , 0 0  C r $  5 0 . 0 0 0 , 0 0

P r e ç o  d e  v e n d a  C r $  1 2 , 0 0  C r $  1 2 , 0 0

C u r s o  V a r i á v e l  U n i t á r i o  C r $  7 , 0 0  C r $  7 , 0 0

A  a n á l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o  p e r m i t e  d e t e r m i n a r  o ní

vel de e q u i l í b r i o  p a r a  a m bos p r o d u t o s ,  tal como foi v i s t o  no capí 

t u l o  anterior.

Q pE " A "  = C r $ 5 0 . 0 0 0 , 0 0 ----- = 1 0 > 0 0 0  u R " A " = C r $ 1 2 0 . 0 0 0  , 00

C r $ 1 2 , 0 0 - C r $ 7 , 0 0

Q pE " B "  = -C — .5 0 . 0 0 0 , 0 0 -----  = 1 0 > 0 0 0  u R  " B "  = C r $ 1 2 0  . 0 0 0  , 0 0

C r $ 1 2 , 0 0 - C r $ 7 , 0 0  1h

Sem d u v i d a  o r e s u l t a d o  o b t i d o  n a d a  nos diz r e s p e i t o  a de s e j a  

b i l i d a d e  r e l a t i v a  de u m  ou o u t r o  p r o d u t o  e isto se deve a não ter 

sido c o n s i d e r a d o  uma v a r i á v e l  f u n d a m e n t a l  no p r o b l e m a  como e o vo 

lume de ven d a s  que se e s p e r a  o b t e r  p a r a  cada um dos p r o d utos.

Se supor, p o r  e x emplo, que o v o l u m e  de ve n d a s  e s p e r a d o  e de

1 5 . 0 0 0  u n i d a d e s  an u a i s  p a r a  o p r o d u t o  "A" e de 1 2 . 0 0 0  u n i d a d e s  pa 

ra o p r o d u t o  "B", e e v i d e n t e  que a e m p r e s a  p r o d u z i r á  o p r o d u t o  

"A", pois no que se r e f e r e  a e x p e c t a t i v a  de vendas, e c l a r a m e n t e  

s uper i o r ,  p e r m i t i n d o  a o b t e n ç ã o  de um lucro a d i c i o n a l  de

O r $ 2 5 . 000,00 e m  troca, se d e c i d i r - s e  f a b r i c a r  o p r o d u t o  "B", o l u 

cro a d i c i o n a l  o b t i d o  sera s o m e n t e  Cr$ 1 0 . 0 0 0 , 0 0  como e d e m o n s t r a 

do a seguir:
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D e m o n s t r a t i v o  de Lucros e Perdas

P R O D U T O  "A"

R e c e i t a  d e  V e n d a s  C r $  1 8 0 . 0 0 0 , 0 0  

(-) C u s t o s  V a r i á v e i s  C r $  1 4 4 . 0 0 0 , 0 0

M a r g e m  d e  C o n t r i 

b u i ç ã o

(-) C u s t o s  F i x o s  

L u c r o

C r  $ 7 5 . 0 0 0  , 0 0  

C r  $ 5 0 . 0 0 0  , 00

C r $ 2 5 . 0 0 0 , 0 0

PROD U T O  "B"

Cr  $ 1 4 4 . 0 0 0  , 00 

C r  $ 8 4 . 0 0 0  ,0 0

C r  $ 6 0 . 0 0 0 , 0 0  

C r  $ 5 0 . 0 0 0  , 0 0

C r $ 1 0 . 0 0 0 , 0 0

F i n a l m e n t e ,  a u m e n t a - s e  a d i f i c u l d a d e  do p r o b l e m a  s u p o n d o  que

o v o l u m e  de v e n d a s  a n u a l  e s p e r a d o  p a r a  ambos os p r o d u t o s  e o mesmo. 

P o d e r - s e - i a  n e s t e  caso, a f i r m a r  que a e m p r e s a  ê i n d i f e r e n t e  a deci 

são e ntre u m  ou o u t r o  p r o d u t o  ? A p a r e n t e m e n t e ,  a r e s p o s t a  s e ria a- 

f i r m a t i v a  p o s t o  que, a igual vo l u m e  de ve n d a s  e s p e r a d o ,  a m b o s  os 

p r o d u t o s  g e r a r i a m  i gual lucro. Sem dúvida, uma r e s p o s t a  a f i r m a t i v a  

so s e r i a  v a l i d a  no caso da e x i s t ê n c i a  de c e r t e z a  a b s o l u t a  de a l 

c a n ç a r  este v o l u m e  de v e n d a s .

Como na g r a n d e  m a i o r i a  dos casos nao exi s t e  tal c e rteza, ê vã 

lido a f i r m a r  que, em  casos como o a p r e s e n t a d o ,  a d e c i s ã o  d e p e n d e r a  

do r i s c o  r e l a t i v o  a s s o c i a d o  c o m  cada a l t e r n a t i v a  e, p o r t a n t o ,  este 

r i s c o  deve ser i n t r o d u z i d o  na a n a l i s e  a f i m  de m e l h o r a r  o p r o c e s s o  

dec i s ó r i o .  P a r a  isto, n e c e s s i t a - s e  de a l g u m a s  f e r r a m e n t a s  p r o p o r  - 

c i o n a d a s  p e l a  e s t a t í s t i c a ,  as quais serão e s t u d a d a s  no p r e s e n t e  ca 

p í t u l o .

V a r i a v e l  A l e a t ó r i a

P o d e - s e  a f i r m a r  que t odas as r e l a ç õ e s  e n v o l v i d a s  n u m  p r o b l e m a  

de d e c i s ã o  p o d e m  ser incer t a s ,  ou seja: é p o s s í v e l  que se ign o r e  a 

m a g n i t u d e  e s p e c í f i c a  que a d o t a r ã o  d e t e r m i n a d a s  v a r i á v e i s  n u m  d e t e r  

m i n a d o  m o m e n t o  ou n u m  p e r í o d o  de t e m p o  dado o qual, t o d a v i a ,  nao 

im p e d e  que se p o s s a  'estabelecer um  c o n j u n t o  de v a l o r e s  que p o d e r ã o  

ser a s s u m i d o s  p e las d i f e r e n t e s  v a r i á v e i s  c o n s i d e r a d a s  no probl e m a .  

De a c o r d o  c o m  isto; d e f i n e - s e  como v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  p a r a  este 

es t u d o ,  " a q u e l a  que po d e  a s s u m i r  d i f e r e n t e s  v a l o r e s  sefn que
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se s a i b a  c o m  c e r t e z a  q u a l  deles a s s u m i r a "  e, p o r t a n t o ,  a d e c i s ã o  

que se a d o t e  d e p e n d e r a  dos v a l o r e s  a s s u m i d o s  p o r  cada uma das v a 

r i á v e i s  .

Sob este p o n t o  de vista, todas as v a r i á v e i s  r e l e v a n t e s  c o n s i 

d e r a d a s  n a  a n á l i s e  de c u s t o - v o l u m e - l u c r o , ou seja: a) vo l u m e  de 

vendas, b) p r e ç o  de venda, c) c u s t o  v a r i á v e l  u n i t á r i o  e d) m o n t a n 

te de c u s t o s  fixos, p o d e m  ser c o n s i d e r a d a s  como v a r i á v e i s  a l e a t o  - 

ri a s  ou, o que e e q u i v a l e n t e ,  r e c o n h e c e r  a e x i s t ê n c i a  de um co n j u n  

to de v a l o r e s  que p o d e m  ser a s s u m i d o s  por estas v a r i á v e i s  sem que 

se s a i b a  c o m  c e r t e z a  qual deles será e s p e c i f i c a m e n t e .

E m  e s t a t í s t i c a ,  as v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  se c l a s s i f i c a m  em dis 

cr e t a s  e c o n tinuas. Serão d i s c r e t a s  q u a n d o  o n ú m e r o  de v a l o r e s  pos 

sí v e i s  que po d e  a s s u m i r  a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  ê fi n i t o  ou i n f i n i t o  

n u m e r á v e l ,  e s e r ã o  c o n t í n u a s ,  q u a n d o  a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  po d e  a s 

s u m i r  todos os v a l o r e s  p e r t e n c e n t e s  a um i n t e r v a l o  d e t e r m i n a d o .Dis 

to se c o n c l u i  que se d e s i g n a r m o s  p o r  o c o n j u n t o  de v a l o r e s  que 

pode a s s u m i r  a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  X, e s t amos t r a t a n d o  de uma v a r i ã

vel a l e a t ó r i a  d i s c r e t a  to d a  vez que R = {x., x„...., x , . . . . } , on-
x 1 2  n

de a l i s t a  dos x^ t e r á  fim, no caso em que o n ú m e r o  de v a l o r e s  que 

po d e  a s s u m i r  a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  seja f i n i t o  e, c o n t i n u a r á  indefi 

n i t i v a m e n t e ,  q u a n d o  este n u m e r o  seja i n f i n i t o  num e r á v e l .  De forma 

s e m e l h a n t e ,  e s t a r e m o s  t r a t a n d o  de uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  c o n t í n u a  

ca d a  vez que R^ = {x/a = x = b}, onde a e b e R.

D i s t r i b u i ç ã o  d e  P r o b a b i l i d a d e

S a b e m o s , p e l a  d e f i n i ç ã o  de v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  d i s c r e t a ,  que o 

n ú m e r o  de v a l o r e s  p o s s í v e i s  que pode a s s u m i r  a v a r i á v e l  ê, no mãx:L 

mo, i n f i n i t o  n u m e r á v e l .  Agora, se a cada um destes v a l o r e s  p o s s í  - 

veis a s s o c i a - s e  um  n ú m ero, p(x £), tal que:

a) P (x.) > 0 V i  (104)

e
CO

b) E p(x.) = 1 (105)
i = l
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A  f u n ç ã o  "p", a s s i m  defin i d a ,  se d e n o m i n a  " f u nção de d i s t r i 

b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e "  e a c o l e ç ã o  de pares (x^), se d e n o 

m i n a  " d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  da v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  X". Por 

c o n s e g u i n t e ,  cada um dos n ú m e r o s  p (x^) r e p r e s e n t a  a p r o b a b i l i d a 

de de que a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  X a s s u m a  o v a l o r  x_^, onde x. p e r  - 

t e n c e  a . Isto pode ser e x p r e s s o  m a t e m a t i c a m e n t e  da s e g u i n t e  ma 

neira:

p (x.) = P (X = X .) X. E R
1 1 1 X

I l u s t r a r e m o s  e s tes c o n c e i t o s  u t i l i z a n d o ,  p a r a  isto, os dados 

do e x e m p l o  anter i o r .  S u p o n h a - s e  p a r a  tal ef e i t o  que a ú n i c a  v a r i a  

vel incerta, que será c o n s i d e r a  como d i s c r e t a ,  seja o volume de 

vendas e s p e r a d o  e, p o r t a n t o ,  a d e c i s ã o  d e p e n d e r á  do v a l o r  que e s 

ta v a r i á v e l  assum i r á .  De a c o r d o  com isto p o d e m o s  m o n t a r  u m  q u a d r o  

c om a d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  p a r a  os p r o d u t o s  A e B (Q u a 

dro 13) onde, tal c o m o  pode ser o b s e r v a d o ,  as funç õ e s  de d i s t r i b u i  

ção de p r o b a b i l i d a d e  de ambos os p r o d u t o s  c u m p r e m  c o m  as condições 

p r e v i a m e n t e  i m p o s t a s  âs funç õ e s  deste tipo, ou seja , p o r  um 

lado, t o d o s  os p (x^) - p r o b a b i l i d a d e  de que o v o l u m e  de ve n d a s  es 

p e r a d o  c o r r e s p o n d a  a a l g u m a s  das q u a n t i d a d e s  li s t a d a s  - são p o s i 

t ivos e, p o r  o u t r o  lado, a soma das p r o b a b i l i d a d e s  a s s o c i a d a s  a 

cada u m  dos p o s s í v e i s  valo r e s  que pode a s s u m i r  a v a r i á v e l  a l e a t ó 

ria e igual a u n i d a d e  (um).

Q U A D R O  13: D I S T R I B U I Ç Ã O  DE P R O B A B I L I D A D E  P A R A  OS P R O D U T O S  "A" E 

"B" DO E X E M P L O . 13.

VENDAS 
( U n i d a d e s )

P R O B A B I L I D A D E  
(Produto A)

P R O B A B I L I D A D E  
(Produto B)

2 . 500 - 0 , 1

5 . 000 0 , 1 0 , 1

1 0 . 0 0 0 0 , 2 0 , 1

15.000 0,4 0 , 2

2 0 . 0 0 0 0 , 2 0,4
25 . 000 0 , 1 0 , 1

TOTAL 1 , 0 1 , 0
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É i m p o r t a n t e  r e s s a l t a r  t a m b é m  que se supoem m u t u a m e n t e  e x c l u 

sivos e e x a u s t i v o s ,  os v o l u m e s  de ve n d a s  p o s síveis. Isto s i g n i f i 

ca o seguinte:

a) Que a l i s t a g e m  se faz de tal f o r m a  que é i m p o s s í v e l  que os 

" e v e n t o s "  (volumes de v e n d a  p o s s í v e l )  a c o n t e ç a m  s i m u l t a n e a m e n t e ;e

b) Que os n í v e i s  de v e n d a  não listados, não t ê m  p r o b a b i l i d a d e  

de o c o r r ê n c i a  ou, e m  ou t r a s  p a l a v r a s ,  sua p r o b a b i l i d a d e  de o c o r 

r ê n c i a  ê zero.

Um a  p e r g u n t a  que cabe ser feita ê: Como se d e t e r m i n a m  as 

d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e  ? A  r e s p o s t a  a e s t a  p e r g u n t a  ê que 

e s t a s  p o d e m  ser d e t e r m i n a d a s  c o m  base e m  dados h i s t õ r i c o s  r e f e r e n  

tes a d e m a n d a  de um d e t e r m i n a d o  p r o d u t o  ou de p r o d u t o  s i m i l a r e s e ,  

no ca s o  de n ã o  e x i s t i r  dados h i s t õ r i c o s  d i s p o n í v e i s ,  pode se d e 

t e r m i n a r  c o m  base em p o n d e r a ç õ e s  subjet i v a s .  Se o c o r r e r  este últi 

mo, esse e n f o q u e  a i n d a  t e r i a  o m é r i t o  de p e r m i t i r  que a p e s s o a  que 

e f e t u a  a e s t i m a ç ã o  p o s s a  e x p r e s s a r  sua i n c e r t e z a  a r e s p e i t o  da va 

r i ã v e l  e s t i m a d a  e, co m o  uma e s t i m a ç a o  do v o l u m e  de ve n d a s  ê neces 

s a r i a  e i n d i s p e n s á v e l  a f i m  de p o d e r  se t o m a r  u m a  d e cisão, o p r o 

b l e m a  nao ê s a b e r  se deve ou não f a z e r - s e  a e s t i m a ç ã o  mas, pelo 

c o n t r a r i o ,  b u s c a r  a m e l h o r  m a n e i r a  de e f e t u a r  e e x p r e s s a r  esta 

e s t i m a ç ã o .

V a l o r  E s p e r a d o

0 p r o b l e m a  i l u s t r a t i v o  a i n d a  não es t á  resolvido. Se c o n h e c e m  

os v a l o r e s  p o s s í v e i s  que pode a s s u m i r  a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  ( v o l u 

me de vendas de c a d a  u m  dos p r o d u t o s )  e se c o n h e c e  a p r o b a b i l i d a 

de de o c o r r ê n c i a  a s s o c i a d a  a ca d a  u m  de s t e s  valores. M a s , q u a l  des 

tes v a l o r e s  d e v e m o s  c o n s i d e r a r  p a r a  se t o m a r  uma d e c i s ã o ?  ; Basta 

ra c o n s i d e r a r  a m é d i a  dos v a l o r e s  r e l a c i o n a d o s ? ;  ou, p e l o  c o n t r ã  

rio; D e v e r á  u t i l i z a r - s e  a q u e l e  v a l o r  cuja p r o b a b i l i d a d e  de o c o r 

r ê n c i a  seja a m a i o r ?  A  r e s p o s t a  a estas e outras i n t e r r o g a ç õ e s  se 

o b t e r ã o  de p o i s  de c o n h e c e r  um n o v o  c o n c e i t o  d e n o m i n a d o  "v a l o r  e s 

p e r a d o "  .
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Se X é uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  d i s c r e t a  e p (x.), a p r o b a b i l i -

dade de o c o r r ê n c i a  a s s o c i a d a  a cada um dos valo r e s  p o s s í v e i s  que 

po d e  t o m a r  X, ou seja, a s s o c i a d o  a cada x^ p e r t e n c e n t e  a R , se de 

fine o v a l o r  e s p e r a d o  da v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  X, d e s i g n a d o  por E(x), 

como segue:

(X) l x £ p (X i ) (10 7)
i = l

E s t a  e x p r e s s ã o  c o r r e s p o n d e  ao caso em  que o n u m e r o  de v a l o r e s  

que po d e  a s s u m i r  a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  ê i n f i n i t o  n u m erável. No c a 

so d e s t e  n u m e r o  ser finito, a e x p r e s s ã o  s e ria a seguinte:

n
E (X) = T. x. p (x.) (108)

i = l 1 1

F i n a l m e n t e ,  no ca s o  em que o n ú m e r o  de v a l o r e s  p o s s í v e i s  que 

po d e  a s s u m i r  a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  seja finito, e a l e m  disto, estes 

v a l ores s e j a m  i g u a l m e n t e  p r o v á v e i s ,  a e x p r e s s ã o  de v a l o r  e s p e r a d o  

de X seria:

1 n
E (X) = -  l x (109)

i — 1

Das e x p r e s s õ e s  a n t e r i o r e s  se d eduz que q u a n d o  o n ú m e r o  de v a 

lores p o s s í v e i s  que po d e  a s s u m i r  a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  e finito, o 

v a l o r  e s p e r a d o  r e p r e s e n t a  a "media p o n d e r a d a "  dos x. e q u a n d o ,  alem 

de ser f i n i t o s , os v a l o r e s  p o s s í v e i s  são i g u a l m e n t e  p r o v á v e i s ,  o va 

lor e s p e r a d o  não é o u t r a  c o i s a  s enao a "média a r i t m é t i c a "  dos va 

lores p o s s íveis.

A  p a r t i r  de agora, t ê m - s e  c o n d i ç õ e s  de dar r e s p o s t a s  as i n t e r  

r o g a ç õ e s  a p r e s e n t a d a s .  Se for associado a r b i t r a r i a m e n t e  um  dos v a l o 

res lis t a d o s  a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a ,  p a r a  efe i t o  de t o m a r  uma deci - 

s ã o , e s t a r í a m - s e  i g n o r a n d o  p o r  c o m p l e t o  as p r o b a b i l i d a d e s  de o c o r 

r ê n c i a  a s s o c i a d a s  a ca d a  um dos v a l o r e s  p o s s í v e i s  e, em c o n s e q ü ê n 

cia, s e ria uma e s t i m a ç ã o  d e f i c i e n t e  que, a l é m  do mais, e s t a r i a  em 

c o n t r a d i ç ã o  c o m  a d e f i n i ç ã o  do p r o b l e m a  da d o  que e s t a r i a  supo n d o  

c e r t e z a  a b s o l u t a  c o m  r e s p e i t o  ao v a l o r  que a s s u m i r á  a v a r i á v e l , e m
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c i r c u n s t â n c i a s  que o v o l u m e  de vendas h a v i a  sido d e f i n i d o  p r e v i a 

m e n t e  co m o  uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  e, p o r t a n t o ,  s u j e i t a  a risco.

Se for adotado como n í v e l  de vendas a m e d i a  a r i t m é t i c a  dos valo 

res p o s s í v e i s ,  e s t a r í a - s e  s u p o n d o  i m p l i c i t a m e n t e  que todos os v a 

lores lis t a d o s  t ê m  igual p r o b a b i l i d a d e  de o c o r r ê n c i a  e, n e s t e  c a 

so, nao se e s t a r i a  c o n s i d e r a n d o ,  pa r a  nada, a distribuição de p r o b a  

bilidades apresentada previamente. Pode o c o r r e r  que, pa r a  a l g u m a  situa 

ção d e t e r m i n a d a ,  a p r o b a b i l i d a d e  a s s o c i a d a  a cada um dos v a l ores 

p o s s í v e i s  seja igual, e n este caso, o v a l o r  e s p e r a d o  da v a r i á v e l  

a l e a t ó r i a  c o i n c i d i r á  c o m  a m e d i a  a r i t m é t i c a  dos v a l o r e s  p o s s í 

veis, alias, este s e ria um caso p a r t i c u l a r  e , em c o n s e q ü e n c i a , nao 

r e p r e s e n t a t i v o  da g e n e r a l i d a d e  das situações. Não o b s t a n t e ,  e que 

pese as falhas que sofre, uma e s t i m a ç ã o  do v a l o r  que a s s u m i r á  a 

v a r i á v e l ,  p a r a  este ponto, a p r e s e n t a  uma v a n t a g e m  com r e l a ç ã o  ao 

m é t o d o  a n t e r i o r  e m  c o n s i d e r a r ,  em a l g u m a  medida, a e x i s t ê n c i a  de 

i n c e r t e z a  a r e s p e i t o  do v a l o r  que a s s u m i r á ,  em  d e f i n i t i v o ,  a v a 

r i á v e l  a l e a tória.

Se o c o r r e r  a a s s o c i a ç ã o  a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  a q u e l e  v a l o r  pos 

sível cu j a  p r o b a b i l i d a d e  de o c o r r ê n c i a  seja maior, e s t a r í a m o s  igno 

r a n d o  a p r o b a b i l i d a d e  de que a v a r i a v e l  a l e a t ó r i a  p o d e r i a  a s s u m i r  

q u a l q u e r  o u t r o  v a l o r  p o s s í v e l  e, isto e q u i v a l e r i a  a a s s o c i a r  p r o 

b a b i l i d a d e  de o c o r r ê n c i a  1 . 0  ao v a l o r  assum i d o ,  ou seja: n o v a m e n 

te se e s t a r i a  i n c o r r e n d o  n u m  p r ê - s u p o s t o  i m p l í c i t o  de c e r t e z a  com 

r e s p e i t o  ao v a l o r  que a s s u m i r a  a v a r i a v e l  a l e a t ó r i a  e como já foi 

m e n c i o n a d o ,  tal s i t u a ç ã o  vai de e n c o n t r o  com a d e f i n i ç ã o  do p r o 

b l e m a  .

Pelas r a z õ e s  m e n c i o n a d a s ,  ê fácil d e d u z i r  que o v a l o r  que con 

s i g n a m o s  a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  sera o v a l o r  e s p e r a d o  que, como se 

sabe, será a m é d i a  p o n d e r a d a  dos v a l o r e s  p o s s í v e i s ,  o que p e r 

mite s u p e r a r  as d e f i c i ê n c i a s  e c o n t r a d i ç õ e s  em que se i n c o r r i r i a  

ao c o n s i g n a r  u m  v a l o r  d i s t i n t o  ao v a l o r  e s p e r a d o  da v a r i á v e l  alea 

tória, dado que e s t a r a  c o n s i d e r a n d o - s e  p o r  uma parte, a t o t a l i d a 

de dos v a l o r e s  p o s s í v e i s ,  e p o r  o u t r a  parte, a p r o b a b i l i d a d e  de 

o c o r r ê n c i a  de c a d a  um d e s t e s  valores.
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P a r a  o ca s o  do p r o b l e m a  ilu s t r a t i v o ,  o v a l o r  e s p e r a d o  dos v o 

lumes de vendas dos p r o d u t o s  A e B se d e t e r m i n a m  da m a n e i r a  i l u s 

t r a d a  no QUAD RO 1 4 .

Q U ADRO 1 4 :  D E T E R M I N A Ç Ã O  DO V A L O R  E S P E R A D O  DO V O L U M E  DE V E N D A S  P A R A  

OS P R O D U T O S  A e B DO 3 X E M P L 0  1 3 .

(1)
VENDAS

(U n id a d es )

(2)
PROBABILIDADE  

( P r o d u t o  A)

(3)
PROBABILIDADE  

(P ro d u t o  B)

x .
i

P.
i

(1) (2) (1) (3)

2 .5 00 - 0 ,1 _ 250
5 .0 0 0 0 ,1 0 ,1 500 500

10.000 0 ,2 0 ,1 2 .0 00 1 .0 00
15.000 0 , 4 0 , 2 6 .0 00 3 .0 0 0
20.000 0 , 2 0 ,4 4 .0 00 8 .0 00
25.000 0 ,1 0 ,1 2 .5 00 2 .500

1 ,0 1 ,0 E (x) 15.000 1 5.250

S e g u i n d o  o c r i t é r i o  de a s s o c i a r  a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  seu valor 

e s p e r a d o  e se for d e s i g n a d o  p o r  X a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  - v o l u m e  de 

v e n d a s  - o l u cro que a e m p r e s a  o b t e r á  p e l a  f a b r i c a ç ã o  e v e n d a  dos 

d i f e r e n t e s  p r o d u t o s  p o d e m  ser d e t e r m i n a d o s  m e d i a n t e  a s e g u i n t e  e x 

p r e s s ã o  :

L = mc | E ( x )  | - Cp ( H O )

Pa r a  o e x e m p l o  d a d o , ter-se-ia:

PRODUTO A :

L  = C r  $ 5,00 (15.000) - C r $  50.000, 00 = Cr$ 25.000, 00

PRODUTO B:

L = C r  $ 5 ,00 (15.250) - C r $  50.000,00 = C r $  26.250 , 00

Ê lóg i c o  es p e r a r ,  então, a luz de s t e s  r e s u l t a d o s  que a empre 

sa fabrique e v e n d a  o p r o d u t o  B, v i s t o  que o lucro e s p e r a d o  seria, 

n e s t e  caso, Cr$ 1.2 50 , 00 s u p e r i o r  ao que se p o d e r i a  e s p e r a r  'no ca.-
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so de f a b r i c a r  o p r o d u t o  A.

D e t e n h a - s e  um m o m e n t o  p a r a  a n a l i s a r  o que a c o n t e c e r i a  s e , em 

vez de a s s o c i a r  o v a l o r  e s p e r a d o  a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a , t i v e s s e  si 

do a s s o c i a d o  a l g u m  dos v a l o r e s  d i s c u t i d o s  p r e v i a m e n t e ;  a saber: 

a r b i t r á r i o ,  m e d i a  de v a l o r e s  p o s s í v e i s  e v a l o r  de m a i o r  p r o b a b i l i  

dade .

a) A s s o c i a ç ã o  de um  v a l o r  a r b i t r á r i o  - S u p o n h a - s e  que se a s 

s o c i a  ao p r o d u t o  "A" um v o l u m e  de vendas de 20.000 unidades, e 

ao p r o d u t o  B um  v o l u m e  de vendas de 15.000 unidades. Neste ca s o , o  

lucro e s p e r a d o  s e r i a  o s e g u i n t e :

P R O D U T O  A :

L  = C r $ 5 ,  00  ( 2 0 . 0 0 0 )  -  C r $  5 0 . 0 0 0 ,  00 = C r $  5 0 . 0 0 0 ,  00

P R O D U T O  B:

L  = C r  $ 5 , 00 ( 1 5 . 0 0 0 )  -  C r $  5 0 . 0 0 0 ,  00 = C r $  2 5 . 0 0 0 , 0 0

N e s t e  caso, a e m p r e s a  d e c i d i r á  p r o d u z i r  o a r t i g o  "A", p o s t o  

que o l u cro e s p e r a d o  e maior; sem duvida, como os v a l o r e s  a s s o c i a  

dos a v a r i a v e l  a l e a t ó r i a  sao a r b i t r á r i o s , o r e s u l t a d o  o b t i d o  não 

e a b s o l u t a m e n t e  c o n f i á v e l  e a p r o v a  d i sto e que, se t i v e s s e - s e  as 

s o c i a d o  v a l o r e s  tais que o v o l u m e  de vendas do p r o d u t o  "A" fosse 

m e n o r  do que o do p r o d u t o  " B " , a d e c i s ã o  se i nverteria. A l é m  do 

mais, se os v a l o r e s  a s s o c i a d o s  aos v o l u m e s  de ve n d a s  de cada p r o 

du t o  t i v e s s e m  sido os m e s m o s ,  o lucro e s p e r a d o  seria em igual mon 

t ante p a r a  ambos os p r o d u t o s  e, em c o n s e q ü ê n c i a ,  não se p o d i a  t o 

m a r  n e n h u m a  decisão.

b) A s s o c i a ç ã o  da m é d i a  dos v a l o r e s  p o s s í v e i s  - Já se sabe que 

uma e s t i m a ç ã o  d e ste t i p o  leva i m p l í c i t o  o p r e s s u p o s t o  de igual pro 

b a b i l i d a d e  de o c o r r ê n c i a  p a r a  t o dos os v a l o r e s  p o s s í v e i s  que pode 

a s s u m i r  a variável. No e x e m p l o  dado es t a  m é d i a  será:

2 .500x1/6  + 5 .000x1/6  + 10.000x1/ 6  + 15.000x1/ 6  + 20.000x1/6  + 25.000x1/6  = 

77.500/ 6  = 12.917  u n i d a d e s .
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De a c o r d o  c o m  isto, o lucro e s p e r a d o  será o seguinte:

P R O D U T O  A :

L = C r $ 5 , 0 0  ( 1 2 . 9 1 7 )  -  C r $  5 0 . 0 0 0 , 0 0  = C r $  1 4 . 5 8 5  , 00

P R O D U T O  B:

L = C r  $ 5 , 0 0  ( 1 2 . 9 1 7 )  -  C r $  5 0 . 0 0 0 , 0 0  = C r $  1 4 . 5 8 5 , 0 0

É e v i d e n t e  que, n este caso, o r e s u l t a d o  o b t i d o  não nos p e r m i t e  

tomar' uma decisão.

c ) A s s o c i a ç ã o  do v a l o r  p o s s í v e l  com m a i o r  p r o b a b i l i d a d e  de o- 

c o r r i n c i a  - Se for associado um  v a l o r  a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a , s e  

g u n d o  este c r i t é r i o ,  d e v e r í a - s e  f i x a r  em 15.000 u n i d a d e s  o v o l u m e  de 

vendas do p r o d u t o  "A" e em 20.000 u n i d a d e s  o de "13", c o m  o qual o 

l u cro e s p e r a d o  seria:

P R O D U T O  A :

L  = C r $ 5 , 0 0  ( 1 5 . 0 0 0 )  -  C r $  5 0 . 0 0 0 , 0 0  = C r $  2 5 . 0 0 0 , 0 0

P R O D U T O  B:

L  = C r  $ 5 , 0 0  ( 2 0 . 0 0 0 )  -  C r $  5 0 . 0 0 0 ,  00 = C r $  5 0 . 0 0 0 ,  00

Porta n t o ;  se o p t a r i a  p o r  p r o d u z i r  e v e n d e r  o p r o d u t o  "B", pois 

seu lucro e s p e r a d o  é superior. Isto não s e ria uma e s t i m a ç ã o  a d e q u a 

da p o r  não t e r - s e  c o n s i d e r a d o  a p o s s i b i l i d a d e  de que a v a r i á v e l  a- 

l e a t ó r i a  não a s s u m a  os v a l o r e s  que se tem a s s o c i a d o ,  o qual, ao m e 

nos n e s t e  caso, é m a i o r  que a p o s s i b i l i d a d e  de que a v a r i á v e l  a s s u 

ma e f e t i v a m e n t e  os v a l o r e s  c o n s i d e r a d o s .  A p r o b a b i l i d a d e  de que ' a 

v a r i á v e l  a s s u m a  estes valorei;, no e x e m p l o  , é de 0,4 pa r a  t a m 

bos os p r o d u t o s ,  em troca, a p r o b a b i l i d a d e  de que a v a r i á v e l  a s s u m a  

o u t r o s  valo r e s  é de 0 ,6 .
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S a b e - s e  que as d e f i c i ê n c i a s  deste p r o c e d i m e n t o  t e m  raízes f u n 

d a m e n t a l m e n t e  no h á b i t o  de não c o n s i d e r a r  a p r o b a b i l i d a d e  de que 

a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  a s s u m a  v a l o r e s  d i s t i n t o s  aos que lhe são a s s i 

n a l a d o s , m a i s  estas d e f i c i ê n c i a s  p o d e m  ser a u m e n t a d a s  ou d i m i n u i d a s  

ao ser c o n s i d e r a d o s  a s p e c t o s  como os seguintes:

1. Se d e s i g n a - s e  p o r  P(X) a p r o b a b i l i d a d e  de que o volume de 

vendas do p r o d u t o  "X" a d o t e  o v a l o r  p o s s í v e l  c o m  m a i o r  p r o b a b i l i d a 

de de o c o r r ê n c i a  e p o r  P (X), a p r o b a b i l i d a d e  de o c o r r ê n c i a  do "ha 

bi t o c o m p l e m e n t a r "  ou seja: a p r o b a b i l i d a d e  de que a v a r i á v e l  alea 

t o r i a  n ã o  a s s u m a  este valor, e n tão e s t ã - s e  em c o n d i ç õ e s  de d e t e r m i 

n a r  uma r e l a ç ã o  que d e n o m i n a r - s e - a  de "razão de p r o b a b i l i d a d e "  (R )> 

e que d e f i n e - s e  da s e g u i n t e  maneira:

P ( X )
R = ---0 < R < oo

P p ( X )  P 11111

e q u a n t o  m a i o r  seja R , m a i o r  será a p r o b a b i l i d a d e  de o c o r r ê n c i a  a£ 

s o c i a d a  ao v a l o r  c o n s i g n a d o  a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  a r e s p e i t o  da p r o 

b a b i l i d a d e  de que a v a r i á v e l  não a s s u m a  este valor, e em  c o n s e q ü e n -  

cia, m e n o r  será a i m p o r t a n c i a  de não c o n s i d e r a r  a p r o b a b i l i d a d e  a s 

s o c i a d a  a c a d a  u m  dos v a l o r e s  p o s s í v e i s  restantes.

É p o s s í v e l  que chame a t e n ç ã o  o fato de que R^ não po d e  ser z e 

ro ou i n f i n i t o  e a e x p l i c a ç a o  p a r a  isto e a seguinte:

Para que R seja zero, P (X) d e v e r i a  ser zero, mas n e s t e  caso 
P

n a o  s e r i a  a p r o b a b i l i d a d e  m a i o r  e, p o r t a n t o ,  nao seria c o n s i derado. 

Por o u t r a  parte, p a r a  que o v a l o r  de R fosse °°, P (X)  d e v e r i a  ser 

zero, mas se isso o c o r r e s s e  i m p l i c a r i a  que P (X) ê igual a u n i d a d e  

e, n e s s e  caso, e s t a r í a - s e  na p r e s e n ç a  de uma s i t u a ç a o  c e rta na qual 

os p r o c e d i m e n t o s  a n a l i z a d o s  não se justificam.

No e xemplo, as r a z õ e s  de p r o b a b i l i d a d e  p a r a  a mbos os p r o d u t o s  

são as seguintes:

R (A) = = o,67 e R (B) = = 0,67
P 0,6 P 0,6
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0 valor de ê igual para ambos produtos devido a que as maio 

res probabilidades de ocorrência serem também i g u a i s .

2. Outro aspecto que ê importante considerar ê a diferença e- 

xistente entre as maiores probabilidades de ocorrência para cada al 

ternativa. Quanto maior seja esta diferença maior será a incoveniên 

cia de aplicar este procedimento para a determinação do valor que 

assumirá a variável aleatória, se estaria associando valores c o m p r o  

babilidade de ocorrência desigual o que distorce a comparação entre 

diferentes alternativas.

3. Frente a existência de dois ou mais valores possíveis igual 

mente prováveis, este procedimento não pode ser aplicado p o r q u e  não 

poder-se-ia decidir qual deles adotar pois, sabe-se que cada um d e 

les conduzirá , inevitavelmente a resultados diferentes.

Parou-se para analisar com bastante detalhe, vários procedimen 

tos que p oderiam ser utilizados para determinar o valor que a s s u m i 

rá uma determinada variável aleatória, a fim de entender claramente 

as deficiências apresentadas por esses procedimentos e, por outro la 

do, conhecer as vantagens que ele apresenta de associar a variável 

aleatória seu valor esperado o qual permite superar as deficien 

cias previamente analisadas.

Agora, observe-se o que acontece quando o valor esperado de v e n 

das para os diferentes produtos ê o mesmo, t a m b é m , quando a distri - 

buição de probabilidade é diferente, tal como se ilustra nos QUA

DROS 15 e 16.

QUADRO 15: VALOR ESPERADO DO VOLUME DE VENDAS PARA OS PRODUTOS "A" E 

"B" DO EXEMPLO 13.

(1 )
VENDAS

(Unidades)

(2 )
PROBABILIDADE 
(Produto A)

(3)
PROBABILIDADE 
(Produto B)

x .
i

P . 
i

(1) (2) (1) (3)

2.500 0,1 0,1 250 250
5.000 0,1 0,1 500 500

10.000 0,1 0,2 1.000 2.000

15.000 0,4 0,2 6.000 3.000
20.000 0,2 0,3 4.000 6.000

25.000 0,1 0,1 2.500 2.500

1,0 1,0 E(x) 14.250 14.250
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QUADRO. 16 : V A LO R E SP.ERADO DO VO LU ME  DE VENDAS PA R A OS P R O DU TO S  "A" E 

"B" Q UA N D O  A D I S T R I B U I Ç Ã O  DE P R O B A B I L I D A D E  É DIFE REN TE .

(1 )
VENDAS

(Unidades)

(2 )
PROBABILIDADE 
(Produto A)

(3)
PROBABILIDADE 
(Produto B)

x .
i

. P.
i

i

( D  (2) ( D  (3)

5.000 0,1 - 500 _

10.000 0,2 - 2.000 -

15.000 0,4 1,0 6.000 15.000
20.000 0,2 - 4.000 -

25.000 0,1 - 2.500 -

E(x) 15.000 15.000

Como p o d e  ser v i s t o  nos q u a d r o s  15 e 16 , os v a l ores e s p e r a d o s  sio 

iguais p a r a  os p r o d u t o s ,  é fácil d e d u z i r  que, t a m b é m  n e ste c a s o , a  em 

p r e s a  não s e r i a  i n d i f e r e n t e  fonte a uma e s c o l h a  e ntre os p r o d u t o s . N a  

s i t u a ç ã o  i l u s t r a d a  p e l o  q u a d r o  3 se sabe, p o r  exemplo, que a p r o b a b i  

l idade de que as ven d a s  do p r o d u t o  "A" u l t r a p a s s e m  o n í v e l  de e q u i l í  

brio (10.000 u n i d a d e s )  é de 0,7 e em c o n s e q ü ê n c i a ,  esta será a p r o b a  

b i l i d a d e  de o b t e r  lucros se for o p t a d o  em f a b r i c a r  e v e n d e r  o p r o d u 

to "A". P a r a  o p r o d u t o  "B" a p r o b a b i l i d a d e  de se c o n s e g u i r  o m e s m o  e 

de s o m e n t e  0 ,6 .

Da s i t u a ç ã o  a p r e s e n t a d a  no q u a d r o  16, se o b s e r v a  que, se for d e 

c i d i d o  f a b r i c a r  e v e n d e r  o p r o d u t o  A, ex i s t e  uma p r o b a b i l i d a d e  de 

0,1 de que as v e n d a s  s e j a m  s o m e n t e  5.000 unida d e s ,  n e s t e  caso a em - 

p r e s a  i n c o r r e r i a  n u m  p r e j u í z o  de Cr$ 25.000,00, ou seja:

Cr $ 5 , 00 (5.000 u) - Cr$ 50.000, 00 = -Cr$ 25.000, 00

Sabe-se a l é m  disto, que e x i s t e  uma p r o b a b i l i d a d e ,  t a m b é m  de 0,1 

de que as vendas do p r o d u t o  A  a t i n j a m  25.000 u n i d a d e s  e, n e ste caso,

o l u cro que a e m p r e s a  o b t e r i a  s e r i a  de Cr$ 75.000,00 o qual r e p r e s e n  

ta um lucro a d i c i o n a l  de Cr$ 5 0 . 0 0 0 , 0 0  se for c o m p a r a d o  com o lucro 

que se o b t e r i a  ao f a b r i c a r  e v e n d e r  o p r o d u t o  "8 ", como ê m o s t r a d o  a 

s e g u i r :

P R O D U T O  "A":

L = Cr $ 5 , 00 (25.000 u) - Cr$ 50.000, 00 = Cr$ 75 .0 00, 00
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P R O D U T O  " B " :

L = Cr $ 5,00 (15.000 u)-Cr$ 50.000, 00 = Cr$ 25 .00 0,0 0

S a b e - s e  t a m b é m  que ex i s t e  uma p r o b a b i l i d a d e  de 0,3 de que o 

v o l u m e  de ven d a s  do p r o d u t o  "A" supere as 15.000 unidades, v e r i f i 

c a n d o - s e  e s t a  situação, ela p e r m i t i r a  a l c a n ç a r  um  l u cro s u p e r i o r  ao 

que se o b t e r i a  como r e s u l t a d o  de f a b r i c a r  e v e n d e r  o p r o d u t o  "B". 

Então, que seja de g r a n d e  i m p o r t â n c i a  a a t i t u d e  da e m p r e s a  ou de 

q u e m  d e v a  a d o t a r  es t e  t i p o  de d e c i s ã o  com r e s p e i t o  ao risco.

F i n a l m e n t e  e co m o  c o n c l u s ã o  d e s t a  ú l t i m a  parte, p o d e - s e  a f i r 

m a r  que tão i m p o r t a n t e  como o v a l o r  e s p e r a d o  (ou m é d i a  da d i s t r i  - 

b ui ç ã o ) ,  é a d i s p e r s ã o  da d i s t r i b u i ç ã o  jã que, q u a n t o  m a i o r  seja 

esta, m a i o r  ê o r i s c o  implicado. V a i - s e  e n c o n t r a r  uma forma de m e 

d i r  a d i s p e r s ã o  a t r a v é s  do c o n c e i t o  de d e s v i o  p a d r ã o  que será e s t u  

dado mais adiante.

T o dos os e x e m p l o s  que foram vistos e a n a l i s a d o s  até agora, tem 

sido a l t a m e n t e  s i m p l e s  e m e s m o  a s s i m  os c á l c u l o s  tem sido g r a n d e s  

e e m b a r a ç o s o s .  P o d e - s e  notar, p o r  e x emplo, que o n ú m e r o  de v a l o r e s  

p o s s í v e i s  p a r a  o v o l u m e  de ve n d a s  dos d i s t i n t o s  p r o d u t o s  t e m  sido 

r e a l m e n t e  p e q u e n o  e que, a l é m  disto, t e m - s e  s u p o s t o  e m  t o dos os ca 

sos que a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  - vo l u m e  de vendas - é do t i p o  d i s c r e  

to, ou seja: t e m - s e  c o n s i d e r a d o  i m p o s s í v e l  a a s s o c i a ç ã o  de um v a 

lor f r a c i o n á r i o  a v a r i á v e l ,  p o r  e x e m p l o  1 2 . 3 4 5 , 6 7  unidades.

Daqui p o r  d i a n t e  u s a r - s e - â  v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  c o n t í n u a s  d e 

vido a:

a) Uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  c o n t í n u a  c o n d u z i r á ,  g e r a l m e n t e ,  a 

uma d e s c r i ç ã o  ma i s  r e a l i s t a  dos a s p e c t o s  de i n c e r t e z a  r e l a c i o n a d o s  

c om uma d e t e r m i n a d a  s i t u ação; e

b) N o r m a l m e n t e  os c á l c u l o s  n e c e s s á r i o s  serão mais simples.

Se ex i s t e  u m a  v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  c o n t í n u a  X, e x i s t i r á  t a m b é m  

u ma f u n ç ã o  "f" que d e v e r á  a t e n d e r  aos s e g u i n t e s  requisitos:

D  f (x) > o y x —  °° < X  < 00 ( 1 1 2 )
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2) Para q u a l q u e r  s u c e s s o  "A" (num i n t e r v a l o  d e t e r m i n a d o ) ,  se 

c u m p r e  q u e :

P (A) = P (X estar em A) = / f (x) d x (113)

Esta f u n ç ã o  "f", a s s i m  d e f i nida, se d e n o m i n a  "função d e n s i d a  

de de p r o b a b i l i d a d e "  (f.d.p.), e ela p e r m i t e  d e t e r m i n a r  a pro 

b a b i l i d a d e  de que a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  a s s u m a  u m  v a l o r  c o m p r e e n d i  

do n u m  d e t e r m i n a d o  intervalo. A  f i g u r a  r e p r e s e n t a  uma f.d.p. 

qualquer.

f(x)

FIGURA 21

REPRESENTAÇÃO GRÃFICA DE UMA FUNÇÃO DENSIDADE DE PROBABILIDADE

A  f o r m a  que a c u r v a  p o s s a  ter. d e p e n d e r á  da f u n ç ã o  " f " e as 

p r o b a b i l i d a d e s  e s t a r i a m  d e t e r m i n a d a s  p e l a  ár e a  e m b a i x o  da c u r v a  

e n t r e  dois p o n t o s  q u a i s q u e r  e não por v a l ores que a s s u m a  a fu n ç ã o  

n u m  d e t e r m i n a d o  ponto. D e s t a  m a n e i r a  a p r o b a b i l i d a d e  de que a v a 

r i á v e l  a l e a t ó r i a  a s s u m a  um  v a l o r  c o m p r e e n d i d o  e n t r e  "a" e " b " , o n 

de " a " , "b" s e r á :

b
P ( a < X < b )  = / f (x ) d x (114)

a

e co m o  o v a l o r  da e x p r e s s ã o  a n t e r i o r  (49) será o mesmo, e s t e j a  ou 

não i n c l u í d o s  os p o n t o s  a e b, se po d e  a f i r m a r  que:

b
P (a ^  X £  b) = P (a £  X < b) = P (a < X b) = P (a < X < b) = I f(x) dx (50)

— a

s a b e n d o - s e  que o v a l o r  da i n t e g r a l  em um d e t e r m i n a d o  p o n t o  e zero

e, p o r t a n t o ,  P (X = a) = 0 p a r a  q u a l q u e r  a.
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Po d e - s e  d e d u z i r  que q u a l q u e r  função "f" pode s e r v i r  como f u n 

ção d e n s i d a d e  de p r o b a b i l i d a d e  de uma v a r i ã v e l  a l e a t ó r i a  c o n t í n u a  

X d e s d e  que s a t i s f a ç a m  as s e g u i n t e s  condições:

CO

a) / f (x) d x  = 1 ( 115)
—  00

b ) f (x) > 0 -°° < x < °° (116)

F u n ç a o  d e  D i s t r i b u i ç ã o  A c u m u l a d a

Em d e t e r m i n a d a s  c i r c u n s t â n c i a s  pode ser de g r a n d e  u t i l i d a d e  co 

n h e c e r  a p r o b a b i l i d a d e  de que uma v a r i ã v e l  a l e a t ó r i a  c o n t í n u a  a s s u  

ma um v a l o r  m e n o r  ou i gual a um c e rto v a l o r  "a". Em e s t a t í s t i c a ,  a 

fu n ç ã o  que p e r m i t e  d e t e r m i n a r  es t a  p r o b a b i l i d a d e  se d e n o m i n a  

"fun ç ã o  de d i s t r i b u i ç ã o  a c u m u l a d a " , elas são r e p r e s e n t a d a s  p o r  "F" 

e são d e f i n i d a s  da s e g u i n t e  maneira:

Se X é uma v a r i ã v e l  a l e a t ó r i a  c o n t í n u a  e f(x) sua fu n ç ã o  d e n 

si d a d e  de p r o b a b i l i d a d e ,  se d e f i n e  F(a) como:

a
F ( a ) = P ( x < a ) = /  f (x ) d x -  00 < a < co (117)

—  00

A  função F(x), a s s i m  d e f i n i d a ,  a p r e s e n t a  as s e g u i n t e s  c a r a c t e  

r í s t i c a s :

1 - Ê uma f u n ç a o  não d e c r e s c e n t e

2 - F (-0 0) = 0

3 - F (co) = 1

4 - F é c o n t í n u a

C o n h e c i d a  a fu n ç ã o  a c u m u l a d a ,  a p r o b a b i l i d a d e  de que a v a r i ã 

vel a l e a t ó r i a  a s s u m a  um  v a l o r  c o m p r e e n d i d o  no i n t e r v a l o  a < x < b, 

po d e  ser e x p r e s s a  f a z e n d o  uso d e sta fu n ç a o  da s e g u i n t e  maneira:
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P (a < X < b) = P ( X < b )  - P (X < a)

F (b) - F (a)

b a
/ f (x) dx - / f (x) dx (118)
—  00

O u t r a  f o r m a  de se o b t e r  a f.d.p. da v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  é d e 

r i v a n d o  a f u n ç ã o  a c u m ulada. Isto e.

f (x) = f L i L l *  ) (119)

dx

A n t e r i o r m e n t e ,  n e s t e  m e s m o  capítulo, h a v i a - s e  d e f i n i d o  o con 

c e i t o  de v a l o r  e s p e r a d o  p a r a  o caso de v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  dis - 

cretas. A g o r a  vai se d e f i n i r  pa r a  o caso de v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  

c o n t í n u a s .

Se X é uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  c o n t í n u a  com função d e n s i d a d e  

f(x), o v a l o r  e s p e r a d o  de X será da d o  por:

00

E (X) = / x f (x) dx (120)

D i s t r i b u i ç ã o  N o r m a l  d e  p r o b a b i l i d a d e

Atê agora, no que diz r e s p e i t o  a v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  c o n t í 

nuas, foram definidos alg u n s  a s p e c t o s  gerais e, p o r t a n t o ,  a p l i c á v e i s  

a q u a l q u e r  v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  d e ste tipo sem se i m p o r t a r  com a 

fu n ç ã o  d e n s i d a d e  que a c a r a c t e r i z a .  A seguir, vai-se p r e o c u p a r  só 

c o m  a q u e l a s  v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  c o n t í n u a s  que se d i s t r i b u a m  n o r 

m a l m e n t e  e que, c o n s e q ü e n t e m e n t e ,  têm uma fu n ç ã o  d e n s i d a d e  de pro 

b a b i l i d a d e  b e m  e s p e c í f i c a  e i d ê n t i f i c a d a .

A  d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  de p r o b a b i l i d a d e  e uma c u r v a  s u a v e , s i  

m é t r i c a ,  c o n t í n u a  e t e m  f o r m a  de um sino, como e m o s t r a d o  na figu 

ra 18.
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REPRESENTAÇÃO GRÁFICA DE UMA DISTRIBUIÇÃO NORMAL DE PROBABILIDADE

F o r m a l m e n t e  sua d e f i n i ç ã o  é a seguinte: Se diz que uma v a ria 

vel a l e a t ó r i a  X se d i s t r i b u e  n o r m a l m e n t e  se sua f u n ç ã o  d e n s i d a d e  

esta d a d a  por:

r /  N 1 - ( X - U ) 2 / 2 1 T 2
f (x) = - = ---  e - 00 < x < 00 (i 2 1 )

\|2it o

D e s t a  d e f i n i ç ã o  se t i r a  que a fu n ç ã o  d e n s i d a d e  de p r o b a b i l i 

dade de uma v a r i a v e l  a l e a t ó r i a  que se d i s t r i b u e  n o r m a l m e n t e  e s t a 

rá d e t e r m i n a d a  ao se c o n h e c e r  ambos os p a r â m e t r o s  da f u n ç ã o , o u  se
2 - - _ —

ja: p e o . 0 p a r a m e t r o  p e a m e d i a  da d i s t r i b u i ç ã o  e c o r r e s p o n d e

ao p o n t o  onde f (x) e a máxima. A l é m  disto, dado que a c u r v a  é 

si m étrica, a m e t a d e  da á r e a  a b a i x o  de l a  e q u i v a l e  a cada lado da 

média. 0 d e s v i o  p a d r ã o  da d i s t r i b u i ç ã o  a é uma m e d i d a  de d i s p e r  - 

são da d i s t r i b u i ç ã o  ao r e d o r  da média. G e o m e t r i c a m e n t e  o d e s v i o  pa 

drão c o r r e s p o n d e  â d i s t a n c i a  e ntre a m é d i a  e o p o n t o  de i n f l e x ã o  

da c u rva (figura 18) ou e m  ou t r a s  palavras, a d i s t a n c i a  e n t r e  a 

m é d i a  e o p o n t o  onde a c u r v a  t r o c a  sua c o n c a v i d a d e ,  p o r t a n t o ,quan 

to m a i o r  o a (desvio p a d r ã o ) ,  a c u r v a  será mais p l a n a  e, se o t e m  

um v a l o r  p equeno, a c urva t e n d e r á  a ser m u i t o  mais aguda. É i m por 

tante r e s s a l t a r  que o d e s v i o  p a d r ã o  c o r r e s p o n d e  a raiz q u a d r a d a  

d a " v a r i a n c i a "  da v a r i á v e l  a l e a t ó r i a ,  a qual se define como segue:

V ( X )  = E [X  -  E ( X ) ] 2 ( 1 2 2 )

S a b e - s e  que a área. a b a i x o  da c urva de q u a l q u e r  d i s t r i b u i ç ã o  

n o r m a l  é 1 , dado que f(x) é a f u n ç ã o  d e n s i d a d e  de p r o b a b i l i d a d e  

de uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  c o n t í n u a  e, p o r  c o n s e g u i n t e ,  deve con-
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c l u i r - s e  que / f (x) dx = 1 , onde esta i n t e g r a l  r e p r e s e n t a  e x a t a  
-• —0° „  ̂

m e n t e  a ar e a  a b a i x o  da curva, sem, duv i d a  uma d i s t r i b u i ç ã o  pode ex-

p a n d i r - s e  ma i s  que outra. Como, por exemplo, a figura 19 m o s t r a

três d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a i s  que a p r e s e n t a m  formas d i s t i n t a s  a p e s a r  de

que a m e d i a  das d i s t r i b u i ç õ e s  ê a m e s m a  e suas ãreas t a m b é m  são

iguais, p o r t a n t o ,  as v a r i a ç õ e s  na forma, se devem u n i c a  e e x c l u s i v a

m e n t e  ao fato de que cada d i s t r i b u i ç ã o  a p r e s e n t a  um  v a l o r  d i s t i n t o

do seu d e s v i o  padrão.

EXEMPLOS GRÁFICOS DE DISTRIBUIÇÕES NORMAIS

Se uma d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  sofre m u d a n ç a s  no v a l o r  de sua m é 

dia (y), m a n t e n d o - s e  c o n s t a n t e  o v a l o r  do d e s v i o  p a d r ã o  (a), a cur 

va se d e s l o c a r a  p a r a  a d i r e i t a  (se y a u menta) ou p a r a  a e s q u e r d a  

(se y d i m i n u e ) ,  sem m o d i f i c a ç õ e s  em sua forma, como ê i l u s t r a d o  na

ILUSTRAÇÃO GRÁFICA DE MUDANÇAS NA MÉDIA DE UMA DISTRIBUIÇÃO NQRMAL
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D i s t r i b u i ç ã o  No r m a l  Pa d r ã o

A t é  a g o r a  se d i s c o r r e u  sobre as d i s t r i b u i ç õ e s  n o r mais de 

p r o b a b i l i d a d e  em geral. A  seg u i r  r;e Lirã inferência l i g e i r a m e n t e  a 

uma d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  p a r t i c u l a r  que será de gra n d e  u t i l i d a d e  na 

d e t e r m i n a ç ã o  da p r o b a b i l i d a d e  m e d i a n t e  a u t i l i z a ç ã o  de t a b elas de 

p r o b a b i l i d a d e s  p a r a  a d i s t r i b u i ç ã o  normal. Esta d i s t r i b u i ç ã o  n o r 

mal p a r t i c u l a r ,  d e n o m i n a d a  d i s t r i b u i ç ã o  no r m a l  padrão, ê a q u e l a  cu 

ja m é d i a  ê zero e a v a r i â n c i a  ê a unidade. Portanto:

i b _ 2 /9
P (a 1  x 1  = -----  f e X dx (123)

2 ir a

E x i s t e m  t a b e l a s  de P (x _< z) p a r a  esta d i s t r i b u i ç ã o ,  ou 

a f u n ç ã o  de d i s t r i b u i ç ã o  a c u m u l a d a  ê g e r a l m e n t e  r e p r e s e n t a d a  

(<j>) e d e f i n i d a  n este ca s o  como:

2 2

<p (x) = -----  / e x ^ 2 dx
2 tt -o®

Mas jã se sabe que:

P (a £  x f  b) = P (X < b) - P (x < a)

p o r t a n t o ,  p a r a  d e t e r m i n a r  P ( a £  x_< b) sera n e c e s s á r i o  e n c o n t r a r  o 

v a l o r  de <j>(b)- <Ka).

PADRONIZAÇÃO DE UMA DISTRIBUIÇÃO NORMAL

A g r a n d e  i m p o r t â n c i a  que tem as t a b elas e x i s t e n t e s  para a

d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  p a d r ã o  se deve a que se uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a
~  -  -  2 2 

t e m  uma d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  com m e d i a  u e v a r i a n c i a  o , N (u,a ) ,a

fu n ç ã o  (<j>) pode ser u s a d a  p a r a  a v a l i a r  probabilidades a s s o c i a d a s  com

X, gr a ç a s  a u m  t e o r e m a  que a f i r m a  o seguinte: Se X ê uma v ariável
- . 2

a l e a t ó r i a  que se d i s t r i b u e  n o r m a l m e n t e  N (p,o ), e n t a o  Y = ( x - y ) / o

t e m  uma d i s t r i b u i ç ã o  n o r m a l  com média. zero e v a r i â n c i a  1 , p o r t a n 

to :

seja:

por

(124)
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P ( a < x < b )  = p (£_ü < Y < k-H) 
0 — — 0

= P (Y < b_M) - p (y < i-H)

= * ( ^ ) :i25)

E X E M P L O  14 : S u p o n h a - s e  que o volume de vendas e s p e r a d o  (variável 

a l e a t ó r i a )  de uma e m p r e s a  que f a b r i c a  um  so p r o d u t o  se d i s t r i b u e  N 

(10.000, 4.000. 0 0 0 ) .  0 g r á f i c o  d e s t a  d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  

es t á  i l u s t r a d o  na f i g u r a  2 1 .

(unidades)
171 OURA 25

DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE DO VOLUME DE VENDAS COM 
NO.o.noo , 4.000.000)

a) A p r o b a b i l i d a d e  de que as vendas ideais e s t e j a m  c o m p r e e n d i 

das no i n t e r v a l o  e n tre 1 0 . 0 0 0  e 1 2 . 0 0 0  u n i d a d e s ,  r e p r e s e n t a d o  g r a 

f i c a m e n t e  pela á r e a  C da f i g u r a  21, será:

P (L0.000< x < 1 2 . 0 0 0 ) =  P (■1-0 ,P-0 .°„ 10 • 000 < y <
2 . 000 2 . 000

P ( Y < 12  • 00 0 - 1 0 • 0 0 0  _ p 10 • 0 0 0 - 1 0 • 0 0 0 )

2 . 0 0 0 2 . 000

, , 1 2 . 0 0 0 -1 0 . 0 0 0 , , , 1 0 . 0 0 0 -1 0 . 0 0 0 . 
<t> (----------------- ) ~ (------------------)

2 . 000 

<j> (1 ) - <j)(0 ) 

0,8413 - 0,5000

2 . 000

= 0, 341 3
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D e v i d o  a s i m e t r i a  da curva, a p r o b a b i l i d a d e  de que as vendas 

r e ais e s t e j a m  c o m p r e e n d i d a s  e ntre 8 . 0 0 0  e 1 0 . 0 0 0  unidades, r e p r e 

s e n t a d a  p e l a  ár e a  B do g r á f i c o  (Figura 2b), será t a m b é m  de 0,3413

b) A  p r o b a b i l i d a d e  de que as vendas reais sejam m a i o r e s  que

12 . 0 0 0  u n i d a d e s  e s t á  r e p r e s e n t a d a  p e l a  ár e a  D do g r á f i c o  (Figura- 

2 1 ) e pode ser c a l c u l a d a  da seg u i n t e  maneira.

P (X>12.000) = P (1 2 . 0 0 0 < X < 16.000)

n ,1 2 .0 0 0 - 1 0 . 0 0 0  16.000-10.000.
= P (----------------- <_ Y ^ -------------------)

2.0 00  “  “  2. .  000

„ ,v . 16.000-10.000. _ 12. 00 0- 10 .0 00  
= P (Y<_ — ----- -------— ) - P (Y<_---------— ---—

2 . 0 0 0  ~  2 . 0 0 0

, ,16.000-10.000. , ,1 2 .0 0 0 - 1 0 .0 0 0 .
= (----------------- ) - <P (—----------------)

2 . 0 0 0  2 . 00 0 

= <j> (3) - 4) (1)

= 1,0000 - 0,8413 

= 0,1587

I g u a l m e n t e  ao caso a n t e r i o r ,  a p r o b a b i l i d a d e  de que as vendas 

reais e s t ã o  c o m p r e e n d i d a s  e n t r e  4.0 00 e 8.000 u n i d ades, ár e a  A do 

g r á f i c o  (Figura 25) s e r á  t a m b é m  de 0,1587 de v i d o  a s i m e t r i a  da cur 

v a .

c) A p r o b a b i l i d a d e  de que as vendas reais s e j a m  m a i o r e s  que 8.000 

u n i d a d e s ,  e s t a r á  r e p r e s e n t a d a  g r a f i c a m e n t e  p e l a  soma das áreas B, 

C e D da f i g u r a  25 , e se d e t e r m i n a r á  de forma s e m e l h a n t e  ao caso 

a n t e r i o r ,  ou seja:
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P (X > 8.000) = P (8.000 16.000)

= p (8 • o o o - i o■ ooo <Y<  1 6 . 0 0 0 - 1 0 . 0 0 0

2 . 0 0 0  ~  ~  2 . 0 0 0

=  p  ( y  < 1 6  • 0 Q 0 ~ 1 0 • 0 0 ° )  p ( Y  < 8  . 0 0 0 - 1 0 . 0 0 0 ^

2 . 0 0 0  ~  2 . 0 0 0

_ A ,16.000- 10. 00 0, , , 8 .0 0 0 - 1 0 .0 0 0 ,_ $ -̂-------------- ) _ (jj (-------------
2 . 0 0 0  2 . 0 0 0  

== <j) (3) - $ (-1)

= 1.000 - 0,1587 

= 0,8413

É f ácil d e d u z i r  que se o b t e r i a  igual r e s u l t a d o  d e t e r m i n a n d o  o 

v a l o r  da expressão:

1 - P (x )

ou sej a :

1 - 0 , 1 5 8 7  = 0,8413

Fi n a l m e n t e ,  em r e l a ç ã o  a d i s t r i b u i ç ã o  normal, é i m p o r t a n t e  

r e s s a l t a r  que a p r o x i m a d a m e n t e  5 0% da área e m b a i x o  da curva está com-
+ *

p r e e n d i d a  entre -0,57 d e s v i o s  p a d r õ e s  da media, em torno de 6 8 % da 

área, c o m p r e e n d i d a  e ntre - 1 , 0  d e s v i o s  p a d r õ e s  da m é d i a  e 9 5% da ã- 

r e a , compi° eendida e ntre -1,56 d e s v i o s  p a d r õ e s  da. média.

V a r i a v e i s  A l e a t ó r i a s  E i -d i m e n s i o n a i s

D e f i n i u - s e  até a g o r a  o c o n c e i t o  de v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  em  rela 

Çao com uma v a r i á v e l  que a s s u m i r a  um d e t e r m i n a d o  v a l o r  para o qual 

não e x i s t e  certeza. Em alguns casos é i n t e r e s s a n t e  e s t u d a r  dois ou 

mais c a r a c t e r í s t i c a s  s i m u l t a n e a s  a r e s p e i t o  de um m e s m o  f e n o m e n o . 

Por e x e m p l o ,  e m  r e l a ç a o  c o m  as vendas futuras de uma d e t e r m i n a d a  em 

p r e s a  p o d e  ser i n t e r e s s a n t e  e s t u d a r  não só o vo l u m e  físico que es-
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tas a l c a n ç a r ã o  mas o p r e ç o  pelo qual se v e n d e r á  cada u n i d a d e  do 

p r oduto. Es t e  caso t r a t a - s e  de uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  b i - d i m e n s i o  

n a .  1 5 ( X  j Y )  , a  q u a ,  1  s e r a .  : a )  d i s c r e t a  s e  o s  p o s s í v e i s  v q, 1  o r e s  q u e  

p o d e  a s s u m i r  a v a r i á v e l  (X,Y) são f i n itos ou i n f i n i t o s  numeráveis,

b) c o n t i n u a - s e  os p o s s í v e i s  valoi^es que p o d e  a s s u m i r  a v a r i á v e l  

forma u m  c o n j u n t o  não num e r á v e l .

N este ú l t i m o  caso, se d e f i n e  uma "função d e n s i d a d e  de p r o b a 

b i l i d a d e  c o n j u n t a " ,  a qual deve s a t i s f a z e r  as s e g u i n t e s  condi-

çoes :

a) f (x,y) > 0 x ,y
( 1 2 6 )

r f°°
b ) f (x,y) dx dy = 1 2 7 )

i J

D i s t r i b u i ç ã o  d e  P r o b a b i l i d a d e  M a r g i n a l

A  ca d a  v a r i a v e l  a l e a t ó r i a  b i - d i m e n s i o n a l  tem-se a s s o c i a d o  duas 

var laveis a l e a t ó r i a s  u n i—di m e n s i o n a i s  qM^ denominam—se X e Y "^especti 

vãmente. S a b e - s e  t a m b e m  que p a r a  cada v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  b i - d i m e n  

c i o n a l  e x i s t e  uma f u n ç a o  de p r o b a b i l i d a d e  c o n j u n t a  f(x,y).

E m  d e t e r m i n a d o s  casos, dada u m a  var i á v e l  a l e a t ó r i a  b i - d i m e n -  

si o n a l  c o n t i n u a  (X.Y) com sua r e s p e c t i v a  f(x,y), i n t e r e s s a  conhe 

c er a d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  de X ou a d i s t r i b u i ç ã o  de p r õ  

u a b i l i d a d e  de Y, as quais se d e n o m i n a m  " d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i  

dade de X" e " d i s t r i b u i ç ã o  m a r g i n a l  de p r o b a b i l i d a d e  de Y" que 

oão r e p r e s e n t a d o s  p o r  g(x) e h(y) r e s p e c t i v a m e n t e ,  e se d e f i n e m  

das s e g u i n t e s  manei r a s :

OO

g (x) = / £ (x ,y ) dy (128)

h (y) = / f (x,y) dx (129)
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E X E M P L O  15 : Se a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  b i - d i m e n s i o n a l  c o n t í n u a  

(X,Y) t e m  uma f u n ç ã o  d e n s i d a d e  de p r o b a b i l i d a d e  dada por:

x + xy 0 < x < 1 , 0 < y < 2

0 e . a . o . c .

P a r a  q u a l q u e r  o u t r o  caso as d i s t r i b u i ç õ e s  m a r g i n a i s  de p r o b a  

b i l i d a d e  p a r a  X e Y serão:

g (x ) =
f / 2 x y N , , 2  j _ x y . , 2
/ (x + dy = (x y + g ) /Q

h(y) = / (x* x dx = (—- + — / = — +
o ' o 6 3

2 2 1 
x , x v / 4 . 1

D i s t r i b u i ç ã o  d e  P r o b a b i l i d a d e  C o n d i c i o n a l

E m  a l g u n s  p r o b l e m a s  que s erão a n a l i s a d o s  p o s t e r i o r m e n t e ,  se 

rá de i n t e r e s s e  c o n h e c e r  e p o d e r  d e t e r m i n a r  a d i s t r i b u i ç ã o  de pro 

b a b i l i d a d e  de uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  (X) q u a n d o  o u t r a  v a r i á v e l  a- 

l e a t õ r i a  (y) t e m  a s s u m i d o  um  d e t e r m i n a d o  valor. Daí então, ser im 

p o r t a n t e  i n t r o d u z i r  n e s t e  c a p í t u l o  o c o n c e i t o  de " d i s t r i b u i ç ã o  de 

p r o b a b i l i d a d e  c o n d i c i o n a l " ,  o qual será d e f i n i d o  a seguir:

Se (X,Y) ê uma v a r i a v e l  a l e a t ó r i a  c o n t í n u a  com função densi 

dade de p r o b a b i l i d a d e  c o n j u n t a  f(x,y), g(x) e h(y) são as d i s t r i 

b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e s  m a r g i n a i s  de X e Y r e s p e c t i v a m e n t e , d e f i  

nir-se-a a fu n ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  c o n d i c i o n a l  de X, dado que Y=y, 

p o r :

(*/),) .

h <y)

h (y) >0 (130)
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Da m e s m a  m a n e i r a ,  definir-se-a a função de p r o b a b i l i d a d e  con 

d i c i o n a l  de Y, d a d o  que X = x, por:

h (y/x) s LSlííSl g (X) >o (131)

g (x)

E X E M P L O  16 : Se (X,Y) se d i s t r i b u e  de igual f o r m a  que no e x e m 

pl o  a n t e r i o r ,  s a b e - s e  que:

g (x) = 2 x ̂  + — x e h (y) = -̂  + i
3 6 3

p o r t a n t o

g (x/y) , -* 2 * *>1 1  = 0 < k < 1 , 0 < y < 2

l / 3 + y / 6  2+y

2 . .  2
u í / \ x + xy/3 3x + xy 3x + y „ _ _ nh (y /x ) = ---=---- *----  = --- r----- ^ = -------i- 0 <y < 2 , 0 <_ x <_ 1

2x + 2x /3 6 x + 2x 6 x + 2

In d e p e n d ê n c i a  d a s  v a r i a v e i s  a l e a t ó r i a s

Uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  (X) será i n d e p e n d e n t e  e m  r e l a ç ã o  a 

o u t r a  (Y) se os v a l o r e s  que pode a s s u m i r  uma delas não a f e t a  d e m o  

do algum, os v a l o r e s  que p o d e  a s s u m i r  a outra.

Este c o n c e i t o  será de g r a n d e  i m p o r t â n c i a  nas a n á l i s e s  p o s t e  

r i o r e s  p o r q u e  se r á  i m p r e s c i n d í v e l  d e t e r m i n a r  se e x i s t e  ou não i n 

d e p e n d ê n c i a  e n t r e  as v a r i á v e i s  e n v o l v i d a s  na a n á l i s e  e, p o r  esta 

razão, d e v e - s e  d e f i n i r  f o r m a l m e n t e  o c o n c e i t o  de i n d e p e n d ê n c i a .

Se (X,Y) ê uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  bi--dimensional c o n t í n u a ,  

e y são v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  i n d e p e n d e n t e s  ' se e s o m e n t e  

se a f u n ç ã o  d e n s i d a d e  de p r o b a b i l i d a d e  c o n j u n t a  e igual ao p r o 

duto das funções de p r o b a b i l i d a d e  m a r g i n a i s  de X e Y , ou seja:

£ (x,y) = g (x) h (y) (132)
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o n d e

f (x,y) = função d e n s i d a d e  de p r o b a b i l i d a d e  co nj un ta

g (x) = funçao de p r o b a b i l i d a d e  m a r g i n a l  de x

h (y) = fu nça o de p r o b a b i l i d a d e  m a r g in al  de y,

E X E M P L O  17 : Seja (X,Y) uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  b i - d i m e n s i o n a l  con 

t í n u a  que t e m  a s e g u i n t e  f.d.p. conjunta:

f (x,y) = x > 2, 0 < y <  1
x

c a l c u l a n d o  g (x) e h (y)

g (X) = /  i í f  dy = 1 ^ 4  / l = 8 'x3
3 „ 3 o

o x 2x

oo CO

h <y) - / dx - - ü i  / = 2 y
2 x 2 x / 2

faze n d o  o o r o d u t o  das d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e s  m a r g i n a i s , ter 

s e - a :

g (x).h (y) = —̂  . 2y = = f (x,y)
x x

daí, n o t a - s e  que. X e Y são v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  ind e p e n d e n t e s .

E x i s t e  uma f o r m a  a l t e r n a t i v a  para d e f i n i r  o c o n c e i t o  de i n d e 

p e n d ê n c i a  e n tre v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s , com base no c o n c e i t o  de p r o 

b a b i l i d a d e  c o n d i c i o n a l .  De a c o r d o  com isto, X e Y são v a r i á v e i s  a- 

l e a t o r i a s  .independentes se e s o m e n t e  se a função de p r o b a b i l i d a d e  

c o n d i c i o n a l  de X ê igual a sua fu n ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  m a r g i n a l  e, 

c o n s e q u e n t e m e n t e ,  o m e s m o  d e v e  o c o r r e r  p a r a  Y, isto e:

g (x/y) = g (x) e h (y/x) = h (y)



E X E M P L O  18 : U t i l i z a n d o  a i n f o r m a ç ã o  do e x e m p l o  anterior, tem-se:

/ t \ f ( x , y )  1 6 y / x 3 3 ..
g (x/y) = ----- = ---------- i----  = 8 /x = g (x)

h (y ) 2 y

h (y/x) - f -<■* • y>- - = 2y - h (y)
g (x) 8 /x

Daí fi c a  c o m p r o v a d a ,  mais uma vez, a i n d e p e n d ê n c i a  entre as 

v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  x e y.

C o r r e l a ç ã o  e n tre V a r i a v e i s  A l e a t ó r i a s

Em ce r t a s  o c a s i õ e s ,  p o d e - s e  t e r  o caso de que duas v a r i a v e i s  

a l e a t ó r i a s  x e Y, a s s o c i a d a s  a uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  b i - d i m e n s i o  

nal (x,y), a p r e s e n t a m  um  d e t e r m i n a d o  "grau de a s s o c i a ç ã o "  ou s e 

ja: ex i s t e  uma r e l a ç ã o  e n t r e  elas. Para estes casos ê n e c e s s á r i o  

d i s p o r  de a l g u m  p a d r ã o  de c o m p a r a ç ã o  que p e r m i t a  m e d i r  este 

gr a u  de a s s o c i a ç ã o  e ntre as variáveis.,

Em E s t a t í s t i c a  ex i s t e  este p a d r ã o  de c o m p a r a ç ã o  o qual se de 

n o m i n a  " c o e f i c i e n t e  de c o r r e l a ç ã o "  e se de f i n e  da se g u i n t e  m a n e i 

ra :

Se (X,Y) ê uma v a r i a v e l  a l e a t ó r i a  b i - d i m e n s i o n a l , o  coeficien 

te de c o r r e l a ç ã o  e n t r e  X e Y, representado Dor P , será:f X y 5

p = E H x  - E(X)1 Çy - E (Y )~j } 
xy

V(X) V(Y)

(133;

ou, o que ê igual a:

p . £ _ 0 g0 - ^ j L ( x ) _ E . m
X  y  ----- -------  \ j- "

v(x) v(y)
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0 n u m e r a d o r  de ambas e x p r e s s õ e s  d e n o m i n a - s e  " c o v a r i â n c i a "  de 

' e se r e p r e s e n t a  

pode ser e x p r e s s o  por:

X e Y e se r e p r e s e n t a  p o r  "ax y " 3 daí o c o e f i c i e n t e  de c o r r e l a ç ã o

0'
P

xy
xy .r=rrrr~^ (13 5)

\Tv(x) V (Y)

D e d u z - s e  das fó r m u l a s  a n t e r i o r e s  que se X e Y são v a r i á v e i s  

a l e a t ó r i a s  i n d e p e n d e n t e s , o c o e f i c i e n t e  de c o r r e l a ç ã o  será igual 

a zero, p o r q u e  neste caso E (xy) = E(X) E (Y ) .

E m  geral, o c o e f i c i e n t e  de c o r r e l a ç ã o  p o d e r á  a s s u m i r  valores 

que vão de -1 a 1. Isto é -1 < P < 1, e a m e d i d a  que o v a lor 

que a s s u m e  o c o e f i c i e n t e  se a p r o x i m e  de I ou - 1 , i n d i c a r á  a exis - 

t ê n c i a  de u m  al t o  g r a u  de l i n e a r i d a d e  e n tre as v a r i á v e i s , em t roca 

a m e d i d a  que este v a l o r  se a p r o x i m a  de zero, d e s a p a r e c e  tal l i n e a 

ri d a d e  .

E s p e r a n ç a  Co n d i c i o n a l

Por fim, i n c l u e - s e  t a m b é m  n este c a p í t u l o  o c o n c e i t o  de e s p e 

rança c o n d i c i o n a l  que i g u a l m e n t e  aos c o n c e i t o s  e s t a t í s t i c o s  e s t u d a  

dos será de g r a n d e  i m p o r t â n c i a  p a r a  o d e s e n v o l v i m e n t o  do p r e s e n t e  

e s t u d o .

Já foi d e f i n i d o  o v a l o r  e s p e r a d o  de uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  

c o n t í n u a ,  a g o r a  p r o s s e g u e - s e  d e f i n i n d o  a e s p e r a n ç a  c o n d i c i o n a l  da 

m a n e i r a  que se segue: Se (X,Y) é uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  b i - d i m e n  - 

sional contí n u a ,  a e s p e r a n ç a  c o n d i c i o n a l  de X, dada Y=y será:

CO

E (x /y ) =  / xg (x/y) dx (136)
—  OO

e, de f o r m a  s e m e l h a n t e ,  a e s p e r a n ç a  c o n d i c i o n a l  de Y, d a d a  X-x, se 

r ã :

OO

E (y/x) = / yh (y/x) dy (137)
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A i n t e r p r e t a ç ã o  do c o n c e i t o  de e s p e r a n ç a  c o n d i c i o n a l  ê a s e 

guinte: Suponha-se que a v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  X seja o volume de vendas 

e s p e r a d o  de uma e m p r e s a  q u a l q u e r  e a v a r i á v e l  a l e a t ó r i o  Y o p reço 

de v e n d a  de u m  d e t e r m i n a d o  pro d u t o ,  e n tão E (X/Cr$ 10,00), e o v o 

lume de v e n d a  e s p e r a d o  dado que o p r e ç o  de v e n d a  será de C r $10,00 

p o r  unidade.

Com e s t a  ú l t i m a  d e f i n i ç ã o  f i n a l i z a - s e  o p r e s e n t e  a n exo no

qu a l  o o b j e t i v o  foi de d e finir, e x p l i c a r  a n a l i s a r  e e x e m p l i f i c a r  

alg u n s  c o n c e i t o s  e idéias p e r t e n c e n t e s  ao c ampo de e s t u d o  da e s t a 

t í s t i c a  i n f e r ê n c i a l .
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A N E X O  2

AREAS DELIMITADAS PELA CURVA NORMAL PADRÃO (TABELA),
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A r e a s  d e l i m i t a d a s  t e l a

TABELA CURVA N O R M A L  S T A N D A R D / \
de - cr.- ate -X

erf(x) =-- ~7L  f e '‘ri dl :f ‘i r v _
0 7

X 0 1 2 3 4 6 7 8 '/

('.0 0.5000 0,5040 0,5080 0,5 mi 0,51M) 0,5199 0.5239 0,5279 0,5.119 O .M ^

0,1 0.5398 0,5438' 0,5478 0,5517 0.5.557 0,5596 0,5636 0.5675 0,5714 0,5754

<U 0,5793 0,5832 0.5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0.6 ! 4 !

0,3 0,6179 0,62 Î 7 0,6255 0,6293 0,633! 0,6368 0,6406 0,6441 (>,6480 0,6517
0.4 0.6554 0,659$ 0,6628 0,6664 0,6700 0,6716 0,6772 0,6808 0.6844 0.6879

0,5 0.69 i 5 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0.7 ! 23 0,7157 0.7190 0,7224

0,6 0,7258 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0.7422 0,7454 0,7486 0.7518 0,7549

0,7 0.7580 0,7613; 0,7642 0,7673 0,7704 0.773-1 0.7764 0,7794 0,7823 0.7852
0,8 0.788! 0,7910, 0,7939 0,7967 0.7996 0.8o: « 0,805! 0.8078 0.8! 06 0,81 í 1
0,9 0.8! 59 • 0,81 SÃ 0,8212 0,8238 0.8264 0.X28V 0.8 ti ^ 0,8340 0,8 365 0,8389

1.0 0.8413 0,8438 0,846 ! 0,8485 0,85(18 0,8531 0,8554 0.8577 0,8599 0,8621

1.1 0.8643 0.R66S 0,8686 0,8708 0,87.29 0,874'/ 0,8770 0,8790 0.8810 0.8810

1,2 0,8849 0,8869 0.8888 0,8907 0,89.15 0,8944 0,8962 0,8980 0.8997 0,9015
1,3 0.9032 0,9049 0,90(56 0,9082 0,9099 0,91 ! ' 0,9 i 31 0.9147 0,9162 0.91 '7

1,4 0.9192 0,920? 0.9222 0,9236 0,9251 0,‘»265 0,9279 0.9292 0.9306 0.9 3! 9

1.5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,93X2 0,9394 0.9406 0,9418 0.9429 0,944 i

1.6 0.9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0.950'' 0,951 5 0,9525 0.9515 0.9.54.-1
i,7 0.9554 0,9564 0,9573 0.9582 0,9591 0.95V9 0,9608 0.96!fi 0,9625 0,96 3<
1.8 0,964! 0,9649 0,9656 0,9664 0,967! 0,9678 0,9686 0,969 Î 0,9699 0.97(16
i.9 0.9713 0,9719 0,9726 0,9732 0.97 18 0,9744 0,9750 0,975(i 0.976! 0,9767

2.0 0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,979 í 0,979* 0,980 1 0.9808 0,9812 0.98 í 1
2.1 0.9821 0,9826. 0,9830 0.9834 0,9838 0,984 2 0.9X46 0.98'0 0.9854 0,9857
■1 T 0,9861 0,9864; 0,9868 0,9871 0,9875 0,9X7« 0.9881 0.9884 0.988 7 0,9890

2.3 0,9893 0,9898 0,9898 0,9901 0,9904 0,9̂-, , 0.9909 0.99 ! 1 0,99! 1 0,99 ! 6
2.4 0,991 a 0,9920 0,9922 0,9925 0,99:7 0.99 0.9'MI 0,9922 0,9934 0,99 (6

■ < 0.9938 0,9940 0.9941 0,9943 0,994 5 0,9946 0,9948 ('.9949 o.yv«i 0,99 52
:.6 0.9953 0,9955 0,9956 0.9957 0.9959 0.99t,-) 0.9961 0.9962 0,9963 0.9-J64
2.7 0.99-65 0,9966, 0,9967 0,9968 0,9969 0,99/1! 0.997! 0.997 2 0,997 ï 0,99 /4
2.8 0.9974 0,997£, 0,9976 0.9977 0,9977 0,9978 0.V979 0.9979 0.9V80 0.998 1
2,9 0.9981 0,9982 0,9982 0.9983 0,99X4 0,9984 0,9985 0,9985 0.9‘fSí) 0,9986

1,0 0,9987 0,998:? 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0.9989 0.9989 0,9990 0.9991)

3.1 0.9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0.9992. 0,9992 0,9993 0,9993
1.2 0,9993 0,9993 0,9994 0.9994 0,9994 0,9994 0.9994 0.9995 0.9995 0,999 <

1.3 0,9995 0,9995! 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0.9996 0,9996 (3,999 í
0,9997 0,9997’ 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0.999 7 0,997? 0.9998

1.5 0.9998 0,999« 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0.9998 0.9998 0,99'JX 0,9998

1.6 0.9998 0,9996 0,9999 0.9999 0.99SI9 0,9999 11,9999 0,9999 0,9999 0.9999

1,7 0,9999 0 , 9 » 0.99» 0,9999 0,9999 0,9999 0,999‘í 0.9999 0.9999 0.9999
1.« 0,9999 0,9999 9,9999 0.9939 0,9999 0,9999 0.9999 (',9999 0,9999 0.9999

1.9 i .0000 ísxssê- ÜKWO 1.0000 ljOOOO 1,0000 1.0000 1.0001 ! 0000 1 ,i !<> II1


