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0 estudo das relagoes entre os custos, o nivel de atibé
dade e o lucro operacional das empresas, constitue um instrumento
de vital importancia para a tomada de decisdes no que diz respei-
to a definigdo de niveis futuros de atividade, fixacao de precos,
selecao de linhas de produtos, alocacao de recursos, etc.. Contu-
do, tal estudo, denominado comumente analise de custo - volume -
lucro, apresenta uma limitagao bastante importante derivada do fa
to de considerar a totalidade das varidveis envolvidas na analise
como sendo dados conhecidosle com um comportamento perfeitamente

definido, isto €, como varidveis deterministicas.

0 presente trébalho visa superar esta limitacdo atraveés
da consideragac do risco associado a cada uma das variaveis envol
vidas na analise de custo - volume - lucro, as quais serao consi-
deradas como sendo varidveis aleatOrias independentes com distri-

buigoes normais de probabilidade.

A analise de custo - volume - lucro sob condigoes de
risco, desenvolvida neste trabalho, & aplicavel tanto em empresas

monoprodutoras quanto em empresas multiprodutoras.
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ABSTRACT .

The study of the relationships between costs, activity

levels and operating profit is very important in decision
taking about prices, product lines, resource allocation, etc.
The conventional study of cost-volume-profit relationships is

limited in value by the necessity to consider all variables as

deterministic functions. In this dissertation, the risk
associated with each variable is incorporated into the cost
volume profit analysis, each variable being treated as

independent and random with normally distributed behaviour.

The model is applicable in both one product and

multiproduct companies.



SUMARTIO

LISTA DE FIGURAS .ttt it e e
LISTA DE QUADROS .ttt ittt it ettt e e e e

CAPITULO I

1.

e S T T S Ry SR U

~N OO O Eow N

INTRODUCAOD vttt e e e e e e e e e e

O que e a analise de custo-volume-lucro ..............

A inclusao do "Risco" na andliSe «....vewroonnon . ...

CAPITULO II

2.

2.

ANALISE DE CUSTO-VOLUME-LUCRO TRADICIONAL ............

INtrodugan ...t
Pressupostos sob os quais se baseia a analise de custo

“VOLUME=1UCYO vttt ittt et it e e

T

Lo
2.5.1. Ponto de eQUilibrio wevuvu'ivunnunnunennnnnn..
2.5.2. Margem de contribuiQao ........vuerononnno...
2.5.3. Razao de CONtribUICAO vuvvuvvmrmun
2.5.4. Razao dos custos varidveis ....................
2.5.5. Deslocamentos do ponto de equilibrio ..........
2.5.6. Expressao grafica e matemitica dos deslocamen -

tos do ponto de equilibrio .........vonooi... .
2.5:7: Vendas esperadas ..........eeoriiiiii

WO W O FEN

11

12
13

14

16

16

21
22
25

27
32
35



2.6. Analise de custo-volume-lucro em empresas multiprodu-

L T =
2.6.1. Ponto de equUilibrio .. uuieieeteeeenennannnn.
2.6.2. Vendas eSperadas ... e.eut ittt enn
2.6.3. Margem de SegurancCa ..........o.., e
2.6.4. Custos fixos consignaveis a cada produto .....
2.7. Importancia da analise de custo-volume-lucro ........
2.8. Limitacoes da analise de custo-volume-lucro .........

CAPITULO III
3. ANALISE DE CUSTO-VOLUME-LUCRO SOB CONDICOES DE RISCO

3.0, INtTOAUGCED vttt ee e et ttne s ins s enaosconnensaanaeaan
Pressupostos da analise de custo-volume-lucro sob con
diCOES de TISCO v ie ittt e tnes ettt

3.3. 0 volume de vendas como variavel aleatoria em empre-

Sas MONOPYOAUTOrAS vt vttt ittt ittt it s tatneseans
3.3.1. Ponto de equilibrio «..iiieitiiiiiiine
3.3.2. Lucro esperado ...ttt i e e e
3.3.3. Vendas esperada@sS .. eieineenosonnononneneesnn
3.3.4, Margem de SegUPaNGCA v v ev v nomensonnseerasens

3.4. 0 volume de vendas como variavel aleatdoria em empre-

5aS MULtiprodUTOTES vt v v it n ittt it sa e ee sneveneen

w

.4.1. Ponto de equilibrio ...iuiiniiiiir i

w

Lucre esperads . vvi vttt ey

(6%

4.3, Vendas esperadas .t uv ettt i

3.5. Volume de vendas, custo varidvel, custo fixo e preco
de vendas consideradas como variaveis aleatorias em

empresas monoProdutoras i vttt e e

3.5.1. Ponto de equilibrio .....veuiminiennnnenennnnns
3.5.2. Lucro esperado «..uiieriiiniinaaean G e e e

3.5.3. Vendas esperadas e margem de Seguranca .......
£ G

3.6. Volume de vendas, custo variavel, custo fixo e preco
de vendas consideradas como variaveis aleatorias em

empresas MUltiprodUtoras e es o eneonnooensoonsonens

viii

PAG.

48
50
52

Sy
55

58

59
60

60

62
62
63
64

67
68
69

71
72
73

77



PAG.
3.6.1. Ponto de equilibrio ....eieriinireeenannnnnn. 78
3.6.2. Lucro esperatdl .. seei ettt i 79
3.6.3. Vendas esperadas e margem de segurancga ....... 83
CAPITULO IV
4. EXEMPLO ILUSTRATIVO .ttt ittt iiiie et i cineenen 85
Bol, INtPOQUGAD t vttt v ettt ittt et e et 85
4.2, Limitacoes do eXemPLlO .« eveuentumnoniveneeeenneannnns 86
4.3. Analise de custo-volume-lucro sob condigdes de risco
numa empresa monoprodutora ...ttt e e 86
4.3.1. Dados do problema ....ouvii it 87
4.3.2. Ponto de eqUilibrio «.uiiiniiiiniieninnnneennn. 87
4.3.3. Lucro esperadl ...c.ut ittt nnnnnens 95
4L.4. Andlise de custo-volume-lucro sob condigoes de risco
numa empresa multiprodutora ..........oiuiiiiiiiiiina.. 97
L.4.1. Dados do problema ..... .o iiannnn. 98
b.4.2. Ponto de equilibrio ueuiirvenrirenneeernnnnnn. 98
U.4.3., Lucro esperads ..ot vt nnnceennnnaencenonasans 103
CAPITULO V
5. CONCLUSOES E SUGESTOES ... vvvvvvnnnnn.. e 108
5.0, CONCLUSOES vt e tn ot te ea et et s ottt aenaneaeanaonsnons 108
5 2. SUEGESTOCS et v oen et oo ee ettt e 109
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ........ P e e e et e 110
ANEXO 1 Alguns conceiltos de probabilidade relacionados
com a analise de custo-volume-lucro .......... 112
ANEXO 2 BAreas delimitadas para curva normal padrdo (ta

bela) v e e e e e fe e e 1hb



FIGURA
FIGURA

FIGURA

FIGURA
FIGURA

FIGURA
FIGURA

FIGURA

FIGURA

FIGURA

FIGURA

FIGURA

FIGURA
FIGURA

FIGURA

FIGURA

FIGURA

10

11

12

13
1y

15

16

17

LISTA DE FIGURAS

Grafico de custo-volume-lucro tradicional

Grafico de custo-volume-lucro sob condigdes de
PISCO v vt e e v ten it seannsnesensosnnneesnesaean
Representagao grafica das relacdes entre cus-
TOo-vOlume-—1UCTO v vv i it vttt ittt
Representacao grafica do ponto de equilibrio
Forma alternativa para a representacdo grafi-
ca do ponto de equilibrio ........iiiuiiin...
Representacao grafica do exemplo 1 ..........
Representacdo grafica do exemplo 1 num grafi-
CO VOIUME—JUCTO v vttt v s et tertetuseeenoanenan
Representacao grédfica dc exemplo 2 ..........
Representacac grafica do exemplo 2 num grafi-
CO VOIUME-=IUCTO + vttt ittt et tieeantoenons
Representagao grafica do deslocamento do pon-
to de equilibrio quando ha variacdo do montan
te de custos Fix0S ..ottt i
Demonstracdao grafica dos deslocamentos do pon
to de equilibrio quando ha variacdo do preco
de venda UNitario . .vvii it i
Demonstracao grafica dos deslocamentos do pon
to de equilibrio quando ha variacao dos cus-
tos variaveis por unidade........ e
Representagéo'gréfica do exemplo 8 ..........
Representagao grafica dcs deslocamentos do pon
to de equilibrio em empresas multiprodutoras, quando
hd variagac no montante de CUSTOS FiXOS wevevreennn..
Representacao grafica dos deslocamentos do
ponto de equilibrio em empresas multiproduto-
ras, quando hd variacao na razao de contribui
CAO PONAEYAAA v vt vttt it
Representagdo grafica das relacces de custo -
volume-lucro no exemplo 12 ..,..vevun.,. Ceea
Representacgao grafica das relacces de custo-

volume~lucro no exemplo 12 ...,

PAG.

15
16

20

20

24

25

28

29

30
42

45

46

53

Sy



FIGURA

FIGURA

FIGURA

FIGURA

FIGURA

FIGURA
FIGURA

FIGURA

18

19

20

21

22

23
24

25

Representagao grafica das limitagdes da anali
se de custo-volume-lucro ...........cciuuien..
Grafico da distribuicdo de probabilidade para
O volume de vendas ... .ceriiriiiti i
Grafico da sobreposicao da distribuicao de
probabilidade do volume de vendas sobre o gra
fico de volume=luCro ......iciinivnnnnnenncnns
Representacao grafica de uma fungao densidade
de probabilidade...........

Representagao grafica de uma distribuigdo nor
MA L it e i e e s et e e
Exemplos graficos de distribuigdes normais
Tlustracao grafica de mudancas na média de u-
ma distribuicdo normal .........iiiiiiiiean.
Distribuicao de probabilidade do volume de
vendas com N(10.000, 4.000.000) .....¢0.o.eu...

X1

PAG.

56

6l

62

128

131
132

134



QUADRO

QUADRO

QUADRO

QUADRO

QUADRO

GUADRO

QUADRO

QUADRO

QUADRO

QUADRO

QUADRO

QUADRO

QUADRO

03

O4

05

06

07

08

09

10

11

12

13

LISTA DE QUADROS

Quadro comparativo de diversas alternativas

do exemplo 11 ............ O, Cre s

Dados referentes a cada produto da empresa

~multiprodutora ..... et i s

Distribuigao do valor esperado e desvio pa-
drao com relacdo a cada produto da empresa

multiprodutora ...,....... e e e e

Parametros das distribuigSes de probabilida
de dos volumes de vendas de cada um dos pro

dutos expressos em unidades monetarias

Procedimento para determinar qual a . parte
do volume de vendas atribuido a cada produ-

to em empresas multiprodutoras ,..,........
Parametros das distribuigces das variaveis
envolvidas na analise de custo-volume-lucro
Dados do exemplo ilustrativo n? 1 .........

- . . -« .
Probabilidades do ponto de equilibrio, ex-
. M - .
presso em unidades fisicas, estar compreen-

dido em diversos intervaloS.....v.eev'vennan

- . . -~ -
Probabilidades do ponto de eguilibrio, ex-
presso em unidades monetarias, estar com-

preendido em diversos intervalos ..........

Probabilidade do lucro operacional estar com

preendidc em diversos intervalos ..........
Dados do exemplo ilustrativo n? 2 .........

Probabilidade do ponto de equilibrio estar

compreendido em diversos intervalos........

Distribuigaoc de probabilidade para os produ

tos "A" e "B" do exemplo 13 ..... e .

52

66

66

67

70

72

87

9y

94

97

98

103



QUADRO 14

i

!
t
i
|

QUADRO 15

QUADRO 16

Determinacac do valor esperado do volume

vendas para 08
13 ot

Valor esperado

produtos "A" e

Valor esperado

produtos "A" e

probabilidade € diferente

de

produtos "A" e "B" do exemplo

do volume de vendas para

"B" do exemplo 13 ........

do volume de vendas para

"B" quando a distribuicao

---------------

« vy

oo e

LR

*1ii.

PAG.

121

125

126



CAPTTULD 1

1. INTRODUCAO

1.1, 0 QuE € ANALISE DE CUSTO - VOLUME - LUCRO

Para que se possa tecer maiores comentarios a respeito do te
ma que se pretende desenvolver, sera necessario uma descricao do
que vem a ser esta analise. Como ponto de partida cita-se o exem-
plo das questoes que poderiam ser levantadas pelo administrador
financeiro numa empresa produtora de bens e/ou servigos. Sabe-se

que o planejamento implica na selegac de objetivos e na determina

cao dos meios para alcanca-los. No exemplo, dentre estes meios é
possivel que um dos de maior importancia seja o planejamento de
vendas a fim de proporcionar uma corrente continua de ingressos

vindos do mercado para a empresa. Algumas das questoes levantadas
pelos gerentes financeiros seriam: O que acontecera se o planeja-
mento das vendas nao se concretizar? Qual serd o impacto dos di-
versos volumes de vendas sobre o lucro da empresa? A resposta a
estas e muitas outras perguntas deste género, se encontram no es-
tudo das interrelagoes entre as variaveis: vendas, custos, volume
e lucros proporcionados, que freqllentemente se denomina ANALISE

DE CUSTO - VOLUME - LUCRO.

1.2, A INCLUSAO DO RISCO NA ANALISE

A analise de Custo - Volume - Lucro & reconhecida universal
mente como um dos conhecimentos basicos que devem ter os executi
vos em geéral e indispensavel para que os que se integraremna area

contabil=financeira. Todavia, esta andlise, tal como se conhece e



2
estuda atualmente, possuil uma série de limitagoes as quais restrin
gem o campo de decisao dos gerentes financeiros. Uma das limita-
goes desta analise tradicional que entende-se como sendo a mais
importante, seria que o tomador de decisoes pressupoe a existen-
cia de certeza absoluta quanto ao comportamento das variaveis en
volvidas na analise. Isto €: quando se faz uma projegao dessas
variaveis supCe-se, mesmo a curto prazo, que esses dados sao de-
terministicos. O que se constata na realidade & que essas varia-
vels poderao nao se comportar como foi planejado. Dal a necessi-
dade da inclusdo do risco como sendo mais uma variavel relevante

para o bom resultado da analise.

1.3. INTERRELACIONAMENTO DAS VARIAVEIS

Para melhor entendimento da descrigdo do topico a ser desen
volvido sao necessarias algumas consideracdes a respeito do in-
terrelacionamento das Variaveis da Analise de Custo - Volume - Lu
cro.

Existe uma igualdade que é valida em qualquer empresa, ra-
zao pela qual se transforma numa verdadeira identidade da anali-
se de custo - volume - lucro e que sera bastante Util na deducgio

e demonstracgao das expressoes algébricas utilizadas nas andlises.

Pode-se com certeza dizer que as receitas de uma empresa sao
iguais aos custos mais os lucros. Em relacac aos custos, pode-
-se = dizer que eles se dividem em custos fixos e custos varia-

. } . ~ \ . ~
vels. Com base nestas informacoes chega-se a seguinte expressao

algébrica:

R'=C, + C_ + L (1)



onde:
_ R = Receilta
Crp = Custo Fixo
Cy = Custo Variavel
? = Lucro
De acordo com estes dados, sob os quais se baseia a analise
de custo - volume - lucro, & possivel representar no sistema de

coordenadas os custos incorridos pela empresa, assim como as re-
ceitas obtidas pela venda de seus produtos. No eixo das abcissas
estarao quantificados os diversos niveis de volume de atividades e
no eixo das ordenadas os custos e as receitas.

Vale acrescentar dois conceitos de vital importancia para a
analise, que sao:Ponto de Fquilibrio que corresponde ao nivel de atividade
onaecs custos sac iguals as receitas; e o conceito de Margem de Contribuicao
que corresponde ao excedente das vendas sobre os custos variaveis. Estes con-
ceitos ficardo mais.claros ao observar o grafico (FIG. 1).que da idéia do com-
portamento das variaveis envolvidas na analise de custo - volume

- lucro, através do sistema de eixos coordenados.

Unidades Yg&géé\“ 4 Z ,
Monetarias Custos Totais : *\\4Marge@ d? -~
. ! Contribuigao
Ponto de !
Equilibrio |
Custos Variaveis
FIGURA 1 . Volume de Atividades

GRAFICO DE CUSTO - VOLUME - LUCRO TRADICIONAL

.

! HORNGREN; T. Charles. Cost Accounting a managerial emphasis. p.- 41



Como ja foi visto, a principal limitacao que se observa na
andlise de custo - volume - lucro tradicional &€ o fato das varia-
veis fundamentais envolvidas,serem consideradas como sendo determiﬁig
ticas. Isto pode distorcer seriamente as projegoes das atividades
da empresa e da magnitude que alcangardo estas variaveis e em con
sequencia conduzir a erros na tomada de decisoes.

Uma vez reconhecida esta limitacao, o modelo a ser desenvol-
vido introduzira algumas modificagoes na analise tradicional a
fim de considerar a associagao de um grau de risco a cada uma
das variaveis submetidas a estudo, desta maneira espera-se sa-
nar esta restricio imposta pela certeza implicita na analise de
custo - volume - lucro tradicional.

Para se considerar o "risco" e a "incerteza'como  variaveis
fundamentais na analise de custo - volume - lucro, deve-se recor-
rer, neceséariamente, a certos conceitos e instrumentos pertencen
tes ao campo de estudo da Estatistica e especificamente a um dos

seus ramos denominado Estatistica Inferencial.

1.4, UM EXEMPLO

Um exemplo ilustrativo vai servir para mostrar como a anali-
se de custo - volume - Jucro, sem considerar‘o risco e a incerte
za associados a diferentes alternativas, podera acarretar erros
na tomada de decisoes.

Suponha~-se que una empresa se encontra ante a alternativa de
produzir e vender o PRODUTO "A'"ou o PRODUTO "B, os quais podem

¢
ser produzidos aproveitando as atuais facilidades de fabrica e im

plicafndo no auménto de custos fixos anuais em igualdade, qualquer



que seja o produto que a empresa decida produzir. Suponha-se tam -
bém que a capacidade produtiva utilizada pelos dois produtos seja

a mesma. Os dados antecedentes que se tem da empresa sao os seguin

tes:
PRODUTC "A" PRODUTO "B"
.Aumento dos Custos Fixos Cr$ 50.000,00 Cr$ 50.000,00
.Prego de Venda Cr$ 12,00 Cr$ 12,00
.Custo Variavel Unitario Cr$ 7,00 Cr$ 7,00
A andlise de custo - volume - lucro permite determinar o ni-

vel de equilibrio para ambos os produtos.

Cr$ 50.000,00 "A"=.Cr$120.000,00

= 10.000 u “pE

QPE ‘lA" =
cr$ 12,00 - Ccr$ 7,00
Qpp "B" = Cr$ 50.000,00 = 10.000 u R "B"= Cr$120.000,00
Cr$ 12,00 - cr$ 7,00
onde:
Qg "A" = Ponto de Equilibrio da Empresa "A"
Qg "B" = Ponto de Equilibrio da Empresa "B"

0 resultado obtido nao conduzirid a uma desejabilidade relati-
va entre um ou outro produto, isto se deve ao fato de nao ter sido
levada em consideragao uma variavel fundamental do problema, como
€ o volume de veﬁgas que se espera obter para cada um dos produ-
tos. Suponha-se no exemplo, que o volume esperado de vendas sejade
15.000 unidades para o PRODUTO "A" e de 12.000 unidades para o PRO
DUTO "B", € evidente que a empresa produzira o PRODUTO "A" porque
as expectativas de venda sao claramente superiores, permitindo a
obtencgao de um lucro adicional de Cr$ 25.000,00, por outro lado se
o empresario se decidir a produzir o PRODUTO "B" o lucro adicional
que ele obteria, seria de apenas Cr$ 10.000,00. Para demonstrar es

ta situagao foram urilizados os cdlculos a seguir.



PRODUTO "A" PRODUTO "B"

RECEITA Cr$ 180.000,00 Cr$ 144.000,00
(-) CUSTO VARIAVEL Cr$ 105.000,00 Cr$ 84.000,00
MARGEM DE CONTRIBUICAO cr$ 75.000,00 Cr$ 60.000,00
(-) CUSTO FIXO cCr$ 50.000,00 cr$ 50.000,00
LUCRO Cr$ 25.000,00 cr$ 10.000,00

Finalmente aumenta-se a dificuldade deste problema supondo
que o volume das vendas anuais esperados para ambos os produtos

& 0 mesmo. Poder-se-ia neste caso, afirmar que a empresa e indife
rente frente a escolha de produgao de um ou de outro produto? Apa
rentemente a resposta seria afirmativa, visto que a igual volume
esperado das vendas, ambos os produtos gerariam igual lucro. Sem
divida, uma resposta afirmativa s6 seria valida no caso da exis-
tencia de certeza absoluta de alcangar estes volumes de vendas.
Assim sendo, como na maioria dos casos nao existe tal certeza, no
ta-se que em casos como este a decisao dependera do "risco" vrela
tivo associado com cada alternativa o qual deve ser introduzido

na analise a fim de melhorar o processo decisorio.

1.5. TRATAMENTO ALEATORIO

As relagOes envolvidas em um problema de tomada de decisao,
podem ser incertas. Vale dizer Que € possivel que se ignore a mag
nitude especifica que adotarao determinadas variaveis em um momen
to deterministico, num dado periodo de tempo. Todavia, nao impede

que se possa estabelecer um conjunto de valores que poderao-ser as



sumidos pelas diferentes variaveis fundamentais consideradas no
problema. De acordo com isto, define-se como "variavel aleatorial)
para o fim que se quer atingir, -~ "aquela que pode assu-
mir diferentes valores sem que se saiba, com certeza, qual deles
assumira", portanto, a decisdo que se adote dependera dos valores
tomados por cada uma das variaveis. Com base nisto, todas as vari
dveis relevantes podem ser consideradas (na analise de custo - vo
lume - lucro) como variaveis aleatdrias. Isto €: sabe-se a exis-
tencia de um conjunto de valores gque podem ser assumidos pelas di
versas variaveis sem que se saiba com certeza qual destes valores
assumira especificamente.

No grafico a seguir (FIGURA 2) da-se uma ideia ilustrativa do
tratamento aleatorio atribuido as variaveis. Vale ressaltar  que
com base no TEOREMA DO LIMITE CENTRAL’utiliza-se a curva distribu
icao normal para que através dela possa se conhecer a probabilida
de de ocorreéncia de um dado evento na analise de custo - volume -

lucro.

2 MEYER, Paul L., Probabilidade Aplicagoes a Estatistica. pp-— 269 - 274
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Monetarias Area de ocorréencia
aleatoria do ponto
de equilibrio
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Veoclume de atividades

Onde:

Receita Total Possivel

=
1]

(@]
it

Custo Total Possivel

FIGURA 2

GRAFICO DE CUSTO - VOLUME - LUCRO SOB CONDICOES
DE RISCO.



1.6, RELEVANCIA DO TRABALHO

Como foi tida a oportunidade de demonstrar através de um exem

plo, a analise de custo - volume - lucro tradicional possui sérias
limitagoes, dentre as quais a de maior importancia (por se
considerar como a de maior influencia na tomada de decisao) é 0

tratamento deterministico dado as variaveis fundamentais envolvi-
das na analise.

A relevancia do trabalho serd constatada pelo tratamento pro
babilistico que se pretende atribuir a estas_yapiéveis e com 1sto
contribuir de maneira bastante eficiente para o fornecimento de me
lhores subsidios ao tomador de decisao, ﬁo éaéo o gerente financel
ro, no sentido de que se evite as distbrgaes'provocadas pelo su-
posto de certeza implicita na analise de custo - volume - lucro.

Pretende-se com o trabalho a ser deseﬁvolvido, atingir va-
rios objetivos, dentre os quais o de contribuir efetivamente para
o aperfeigoamento da analise custo - volume - lucro incluindo nes
ta, como variavel relevante, o risco..Por outro lado, pretende-se
mostrar como diferentes~ramqs de conhecimentos podem se complemen-
tar com a finalidéde de melhoraf este tipo.de analise possibilitan

- - —~ - b -
do uma sensivel transicao para uma situacao mais aprimorada da to-

ﬁpada de decisao com base na analise de custo - volume - lucro.

1.7. METODOLOGIA DO TRABALHO

A metodologia de aprimoramento da analise de custo - volume-
lucro devera incluir um estudo gprofundads” da bibliografia tradi -

cional, assim como o seu interrelacionamento com a estatistida An-
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~ . r . - - . . .

féméﬁa;@& visando dar um novo enfoque a analise, tentando elimi-
nar uma das grandes ou a maior limitacao que apresenta esta anali
se, através da introdugao do risco como sendo mais uma variavel re

levante.

0 trabalho de dissertagao sera desenvolvido abrangendo os se

guintes aspectos:

) Uma recopilagao, investigagao e ampliagdo da andlise,to

mando por base a bibliografia tradicional existente;

II) Estudo de alguns aspectos probabilisticos relacionados

com a analise de custo - volume - lucro;
III) Consideragao do risco na analise do custo - volume - lu
cro;

IV) O teste da hipotese através de sua aplicacac num exem -

plo ilustrativo;

V) Conclusoes a respeito das vantagens da andlise de custo

- volume - lucro sob condigoes de risco.



CAPITULO 11

2. ANALISE DE CUSTO - VOLUME - LUCRO TRADICIONAL

2.1, INTRODUGAO

Neste capitulo procura-se dar enfase a andlise de custo - vo
lume - lucro sob o ponto de vista tradicional que sera uma das ba
ses sobre as quais se estrutura a contribuicao fundamental para o

trabalho.

Sabe-se que planejar implica a selecao de objetivos e a de-
terminagao dos meios necessarios para alcanca-los. Dentre estes
meios, 0s de maior importancia sao aqueles relacionados com ©
planejamento de vendas, a fim de haver uma corrente continua de

entradas de caixa, devido a estas vendas planejadas.

Ha algumas perguntas, entretanto, que necessitam de respos-
tas: O que acontece para a empresa, se as vendas planejadas nao
se concretizam ?; qual serd o impacto dos diversos volumes de ven
das sobre o lucro liquido? A resposta a estas e outras indagacgdes
se encontram no estudo das relagdoes entre as vendas, Os custos e

o lucro liquido, comumente chamadas de andalise de custo - volume-

lucro.

Além disto, a analise de custo - volume - lucro possibilita
a empresa determinar o nivel de operacdes que a mesma precisa man
ter para cobrir seus custos operacionais, e avaliar a lucratividade

. - - - - -
ou prejulzo dos varios niveils de vendas.

Com a utilizagao da analise em questdo, torna-se possivel o

uso de processos de previsao de lucros, por parte da empresa, pre
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visao que requer da administracao, a fixacao das principais metas
de rendimento e despesa a serem atingidas. Fixados estes objeti -
vos, serd mais provdvel que as decisdes dos niveis inferiores se
coadunem mais com os interesses da empresa, do que se fossem toma

das sem um devido planejamento.

2.2, PRESSUPOSTOS SOB 0OS QUAIS SE BASEIA A ANALISE DE CUSTO - VO-
LUME - LUCRO

A analise de custo - volume - lucro (abreviadamente C-V-L)se
baseia numa serie de pressupostos que mantém os dados estaticos.

Dentre estes supostos cabe mencionar os seguintes:

a) Os precos de venda permanecerao constantes a todos os vo-
lumes num intervalo relevante, se isto nao € valido nao se podera

representar em um grafico o ingresso por vendas de forma linear.

b) Todos os custos e despesas podem ser divididos em fixos e

variaveis e caracterizados pela economia de escala constante.

c) 0 valor total dos custos fixos & constante a todos os vo-
lumes em um intervalo relevante, os custos variaveis flutuam no
dito intervalo em proporgao ao volume, se isto nao acontecer, es-

tes custos ndo podem ser representados como linhas retas.

d) Os pregos pagos pelos fatores de insumo permanecerao cons

tantes no intervalo assinalado.

e) Nao existem modificagoes nas politicas administrativas,nos
métodos tecnoldgicos e na eficiencia de homens e maquinas; e ©

controle de custo nao sera aumentado nem negligenciado.



f) Se se vende mais de um produto, as vendas dos diversos
produtos serao na mesma proporg¢aoc pré-determinada, se isto ndo o-

correr, modificard a contribuicao marginal.

Se o lucro se determina segundo © custeilo por absorcac deve

-se apregar ao anterior o seguinte pressuposto:

g) A producao e as vendas estarao sincronizadas, isto &, nao

havera mudangas significativas nos niveis de estoque.

-—

E evidente que a validade de alguns pressupostos & maior que
de outros, essa validade em geral se debilitard paulatinamente a
medida que se considerem periocdos de tempo mais amplos-e, em con-
seqllencia, € de grande necessidade que a pessoa que faz a analise
de C-V-L tenha presente os pressupostos sob os quais se baseia a

_analise e, por-conseguinte, compreenda suas limitacgoes.

2.3, TGUALDADE FUNDAMENTAL :

Existe uma igualdade que € valida em qualquer empresa, razao
pela qual se transforma numa verdadeira identidade dentro da ana-

lise de C-V-L. Tal identidade sera de muita utilidade na deducgao

e demonstragao das expressoes algebricas utilizadas na analise.

A referida igualdade se produz, entre as receitas totais e

os custos totais mais o lucro.
Os custos totais podem ser decompostos em:

a) Custos varidveis, que estao integrados pelos custos va
riaveis de fabricacaoc e pelos custos varidveis de administragao e

vendas. .
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b) Custos fixos, compostos pelos custos fixos de producio e

pelos custos fixos de administracao e vendas.

Esta igualdade pode ser expressa algebricamente da seguinte

maneira:
R =,CV + CF + L (é)

onde:

R = Receita de vendas

CV = Custo variavel

C = Custo fixo

F

L = Lucro

. / -
2.4, REPRESENTA§A0 GRAFICA DAS RELACOES DE CUSTO - VOLUME - LUCRO

De acordo com os pressupostos que foram destacados anterior-
mente, sob os quais se baseia a analise de C-V-L, & possivel re-
presentar por meio de linhas retas cada um dos custos incorridos
na empresa, assiﬁ como as receitas obtidas pela venda de seus pro
dutos. Com este objetivo, representar-se-a esta situacdo em  um
sistema de coordenadas , onde no eixo das abcissas figuram os di
versos niveis de atividades (volume), medidos segundo certa base

dada, e no eixo das ordenadas representa-se tanto os custos como

as receitas.
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Unidades

. R i
Monetarias eceita de Vendas

Area de Lucro

Ponto de Equilibrio

Area de Prejuizo

Custos Variaveis

i )/)// Despesas Fixas
?

) ?

)/ Custo? Fixos

Nivel de Atividades

FIGURA 3

REPRESENTAGAO GRAFICA DAS RELAGOES ENTRE CUSTO - VOLUME - LUCRO

Nota: Para maior facilidade expositiva e a fim de abreviar a no
tacao, usa-se daqui em diante a expressao "custo' em lugar de

"custos e despesas'.
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2.5, ANALISE DE CUSTO - VOLUME - LUCRO EM EMPRESAS MONO-PRODUTORAS

2.5.1. PONTO DE EQUILIBRIO
Uma vez conhecida a estrutura de C-V-L, para uma deter
‘minada empresa, & possivel chegar a determinar um nivel de vendas
onde a receita que a empresa obtem pela venda de seus produtos se
iguala aos custos totais incorridos na produgao e venda desses pro
dutds, nessa situagcdo a empresa nao esta ganhando nem perdendo. A

" he

ni

este nivel de vendas da-se o nome de "ponto de equilibrio" ou

vel de equilibrio".

De acordo com o expostc anteriormente, pode-se defi-
nir o ponto ou nivel de equilibrio como "aquele nivel de ativida-
des, expressado em unidades fisicas ou monetarias, no qual os cus

. . ~ . . 3
_tos totais se igualam as receitas totais'".

Graficamente pode-se observar atraveés da figura 4
que este nivel de equilibrio corresponde aquele nivel de atividade
onde se da a intersegao da reta de receitas totais com a reta de

custos totais.
)

Unidades
Monetarias ' o
CT
. P.E,
8 )
]
]
i
H
{ »CF
)
! o
Nivel de Ativi
FIGURA 4. ive e Atividades

REPRESENTACAO GRAFICA DO PONTO DE EQUILIBRIO

3 " . . .
ROJAS LEZANA, Ricardo G. Analisis de Custo- Volumen~ Utilidad Bajo Condicio-
nes de incertidumbre. p~-11
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Através de uma simples observacao do grafico da fipura 4, pode-se

afirmar que o ponto de equilibrio corresponde a um nivel de atividade especifi
co, isto €: representa um valor monetario especifico ou uma quantidade de uni:
dades num intervalo de atividades dentro do qual pode variar o ni
vel de produgao e vendas de uma empresa, portanto é valido afir-
mar que o ponto de equilibrio corresponde a uma situagao particu-
lar dentro da analise de custbv- volume - lucro que se caracteri-
za, como expressa a.definigéb,pela igualdade entre os custos to
tais e as receitas totais e, em consequéncia, € um erro conceber
o ponto de equilibrio e a analise de C-V-L como denominagoes equi
valentes referidas a uma mesma situagao.

Uma forma alternativa de representar graficamente o ponto de
equilibrio, & mediante a utilizagdo de um grafico lucro - volume,
mostrando na figura 5, no qual sobre o eixo das abcissas represen
ta-se o volume de atividades (medido em unidades fisicas ou mone-

tirias) e sdbre o eixo das ordenadas representa-se o resultado que

a empresa obtém a distintos niveis de atividades.

Resultado
. L
L
LUCRO
P.E,
Nivel de Atividades
PREJUTZO
P
F
!

FIGURA 5

FORMA ALTERNATIVA PARA REPRESENTAGAO GRAFICA DO PONTO DE EQUILIBRIO
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Neste tipo de grafico, o ponto de equilibrio correspondera a
intersecdo da linha de recuperagao de custos fixos (L) no eixo
das abcissas. E neste ponto onde o lucro sera zero, ou seja, Os
custos totais serao iguais as receitas totais.

No ponto (F) onde a reta (L) intercepta o eixo das ordena-

das, estara determinado o total de custos fixos da empresa.

Cabe ressaltar que os graficos utilizados para representar o
ponto de equilibrio, tem sido simplificados ao maximo, a fim de
nan dificultar a observacdo da intersecao das diferentes retas que
dao origem ao ponto de equilibrio, e que &€ o que se deseja mos-

.

trar.-

0 ponto de equilibrio, numa empresa mono-produtora,
pode sef expresso indistintamente em unidades fisicas ou moneta-
rias, visto que, neste caso, nao se apresenta o problema de hete-
rogeneidade de unidades de medida para distintos produtos, como
ocorre no caso de empresas multi-produtoras que sera analisado
mais adiante.

A preocupacao seguinte sera deduzir as formulas corres-

pondentes ao ponto de equilibrio, para o caso em que este se ex-
pressa em unidades fisicas e, posteriormente, para o caso em que

se expressa em unidades monetarias.

PONTO DE EQUILTBRIO EXPRESSADO EM UNIDADES FISICAS

7

Sabe-se que, R = C, + C, + L (3)
mas, por definigdo, o lucro no nivel de equilibrio sera zero, e
portanto, a igualdade fundamental apresenta, neste caso, a se

guinte forma:

’

R=C, + C (4)
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A receita pode apresentar-se como o produto do prego de ven
da unitario pelo numero de unidades que a empresa deve produzir
e vender para alcancar o nivel de equilibrio. Este numero de uni
dades serd a incognita e designar-se-i por Qo.

De forma semelhante, os custos e despesas variaveis (CV),pg
dem ser expressos como o produto dos custos e despesas variaveis,
por unidade (cy), por Qo, com o qual a igualdade fundamental ado

tara a seguinte forma:

i
0

p x Qo

p X Qo - ¢, X Qo = C

(p- ¢cy) Qo =¢C

F
Finalmente, isolando Qo obtem-se a seguinte formula
que nos permitira calcular o ponto de equilibrio expresso em
unidades fisicas
C
Qg = —;—-”—F—C—“ (5)

Ixemplo 1: Para tornar mais clara a teoria,analizar-se-a o seguinte

exemplo: Suponha-se que os seguintes dados correspondem a empre

sa "X":

Custos fixos Ccr$ 200.000,00/ano

Despesas fixas de administragao e vendas Cr$ 100.000,00/ano

Preco de venda unitario Cr$ 10,00

Custo variavel unitario de fabricagao Cr$ 4,00

Despesas variaveis de administragao de vendas por unidade Cr$ 2,00
Com base nos dados apresentados, o ponto de equilibrio da

empresa "X" sera:
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QPE = Cr$ 200.000,00 + Cr$ 100.000,00 = Cr$ 300.000,00 = 75.000 unidades
Cr$ 10,00- (Cr$s,00 + Cr$2,00) Cr$ 4,00
0 resultado obtido indica que a empresa "X" deve produzir e

vender 75.000 unidades para atingir o equilibrio, posto que a es
t: nivel de atividade os custos totais em que devera incorrer a
empresa, para produzir e vender este numero de unidades, sera de
igual montante que as receitas que se obtém pela venda dos referi
dos produtos.

A representacao grafica do exemplo seria a seguinte:

Cr$ RT

(mil) |

1,000 ‘(/'CT
750

ariaveis

500
<L
250‘i; ’I"I !
ERERY. Despesas Fixas Qe Adm, e Vendas
4 ' -
Custos F%xos de fabricagao
0 -
25 50 75 100 125 150 Volume de vendas
(mil unidades)
FIGURA 6
‘ REPRESENTACAO GRAFICA DO EXEMPLO 1
Cr$ .
(mi1) 300
2007
L
100
0 °
Volume de vendas
100 {mil unidades)
P
2001
300
4

FIGURA 7
REPRESENTACAO GRAFICA DO EXEMPLO 1 NO GRAFICO VOLUME - LUCRO
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2.5.2. MARGEM DE CONTRIBUICAO
A margem de contfibuigéo (Mcf’pode ser definida como
"aquela parte da receita de vendas que é destinada a cobrir os cus
tos fixos e gerar lucros, uma vez que tenham sido cobertosos cus

tos variaveis", isto é:

.

M, = R - Cy (6)
sabendo-se - que R = p x Q e CV = ¢y X Q, onde Q € o nUmero de uni
dades vendidas, tem-se
M. = p x Q - ¢y xQ
MC=(p—CV)XQ (7)
Note~se que a expressao ( p - cv), € a mesma que aparece na fég

mula do ponto de equilibrio expressado em unidades fisicas. A di-
ferenga entre o prego de venda unitario e os custos variaveis por
unidade denomina-se "margem de contribuigao unitaria" (m.), € cor
responde a contribuicdo que cada unidade vendida faz para cobrir
os custos fixos e gerar lucros, prevendo-se a cobertura de seus

proprios custos variaveis. O Ponto de Equilibrio pode ser expres-

so em unidades fisicas ou monetarias.
2.5.3. RAZAO DE CONTRIBUICAO
Antes da determinacao do ponto de equilibrio expressa
do em unidades monetarias, & necessario conhecer a contribuicao que
cada unidade monetaria de vendas faz pafa a cobertura dos custos
fixos e a geragao de lucro.

Em itens precedentes tem-se definido o conceito da margem de

* Op.Cit. ROJAS LEZANA, Ricardo G. p~-16
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contribuicdo unitaria, o qual nao é outra coisa senao a contri-
buicdo feita por "p" unidades monetarias de venda para a cobertura
dos custos fixos e para a geragao de lucro, portanto, pode-se obter a
contribuicdo de cada unidade monetaria de venda dividindo a mar-
gem de contribuicdo unitaria (m.) pelo prego de venda unitario'p'.

Este quociente se denomina "razao de contribuicao" (R.). A expres-
q s c p

sao algébrica da razdo de contribuigao sera:

m - C
R . —— BT g &y (9)
C P p p

A razao de contribuicdo é capaz de proporcionar  informagao
de muita utilidade 3 direcdo da empresa, por quanto ela indicarg,
por exemplo, de quanto aumentara ou diminuira seu lucro frente a
variagoes no volume de vendas.

Uma alta razdo de contribuigao, em comparacac com uma baixa
razdo de contribuicao, implicara que a empresa aumentara rapida-
mente suas perdas se seu volume de vendas cai abaixo do nivel de
equilibrio. Pelo'contrério,se a empresa aumenta seu volume de ven
das acima do nivel de equilibrio, a‘empresa incrementara rapida -

mente, seu lucro, maior quanto seja a razao de contribuicgao.

2.5.4. RAZAO DOS CUSTOS VARIAVEIS
0 quociente entre os custos variaveis por unidade (cy),
e o prego de venda unitario (p), se denomina "razao dos custos va
riaveis" (Rv)i e pode ser definido como "aquela parte de éada uni

dade monetaria de vendas, destinada a cobrir os custos variaveis'

> Op. Cit. ROJAS LEZANA, Ricardo G. p-17



Esta razao pode ser obtida, também, dividindo-se os custos varia-
veis totais pelas receitas totais, obtendo-se identico resultado,

como € demonstrado a seguir:

= ¢ = =
RV = v = SvxQ = & (10)
R p x Q P .
Consequentemente, pode-se expressar R, como:
RC =1 - RV (11)

Esta Gltima expressdo, da origem a uma verdadeira identidade den-
tro da analise de custo - volume =~ lucro, que pode ser expressa da

seguinte maneira:

R. + R, =1 ' (12)

Uma vez determinada a contribuigao que cada unidade moneta-
ria de vendas faz para cobrir os custos fixos e gerar lucros, poO
de-se deduzir uma fdrmula que permita calcular o ponto = de
equilibrio, para o qual bastara dividir o montante dos custos fi-
xos pela razdo de' contribuigdo, considerando que nao se obtera ne
nhum lucro, visto que se trata do nivel de equilibrio. Dai chega

-se a expressao algébrica seguinte:

@]
(@]
@]

Rpg = E = _F= _F (13)
C “Ry A
p

onde: Rpp = Receita no ponto de equilibrio (Ponto de equilibrio
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expresso em unidades monetarias).

Exemplo 2: Usando os dados do exemplo 1, o ponto de equilibrio, ex

pressado em unidades monetarias, sera:

Rpp = cr$ 200.000,00 + Cr$ 100.000,00 = Cr$ 300.000,00 =
1 - (4 + 2) 1 -6
10 10
= Cr$ 300.000,00
0.4
= Cr$ 750.000,00
Este resultado indica que a empresa para alcangar seu

ponto de equilibrio,deve vender Cr$ 750.000,00 , o que equivale a
produzir e vender 75.000 unidades a um preco unitarios de Cr$10,00.

Pode -se representar esta situagio através do grafico a seguir:

Cr$ ‘ RT

(mil)

1.000 !r///CT
750 {— - - - - . P.E.

3 . - .
. Custos Variaveis

500
| .
250 Despesas leéf de Adm. e vendas
’ o~
Custos fixos de fabricagao °
0 . ' + 4
250 500 750 1.000 1,250 Volume de Vendas
(mil cruzeiros)
FIGURA 8.
REPRESENTAGAO GRAFICA DO EXEMPLO 2
Pode-se, também, utilizar um grafico volume - lucro, como &

mostrado a seguir:
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Cr$
(mil)
400 ¢
300
200 1

100

1.250 1.500 Volume de vendas
(M1l cruzeiros)

1.000

100

200 ¢
300

400

FIGURA 9

DEMONSTRAGCAO GRAFICA DE EXEMPLO 2
NUM GRAFICO VOLUME - LUCRO
2ﬂ5‘5 DESLOCAMENTOS DO PONTO DE EQUILIBRIO.

A partir das fdrmulas que se tem desenvolvido com o
objetivo de calcular o nivel de equilibrio, expresso em unida-
des fisicas ou monetarias, € possivel deduzir quais podem ser as
causas de um eventual deslocamento do ponto de equilibrio, com
respeito a uma situagao inicial dada. |

. Estas causas sao as seguintes:
a) variagao do montante de custos fixos
b) variacao do prego de venda unitario, e

'¢) variacao dos custos variaveis por unidade.

Portanto, dado que estas variacqes nas variaveis se
podem produzir, para cada uma, em dois sentidos: aumento ou dimi

nuigao, sem que isto implique em mudangas nas variaveis restantes
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(CETERIS PARIBUS), o efeito que isto produzird no ponto de equili-
brig sera,consequentemente, um aumento ou uma diminuigdo, ou seja,

um deslocamento para a direita ou para a esquerda do grafico, res-

pectivamente.

As variacGes que produzem um aumento no nivel de  equilibrio
sao:

1. Aumento no montante dos custos fixos - Ante um aumento de

qualquer um dos Itens que compoem o montante total de custos fi-
X0s, o ponto de equilibrio aumentard, visto que, se as variaveis res
tantes permanecem constantes,um maior montante de custos fixos deverda ser
coberto pela mesma margem de contribulgao ou por identica razao de
contribuigéo,.quando se calcula o ponto de equilibrio em unidades
fisicas ou monetarias, respectivamente.

2. Diminuicao do prego de venda unitario - Isto significa
que a margem de contribuicao diminuira, a razdo do custo varidvel uni-
tdrio sobre preco de venda unitario (%%) aumentara e, em consequen
cia, diminuira também a razao de contribuigdo, portanto, o nivelde
equilibrio aumentard,oque equivale adizer que ocorrerd um desloca-
mento para a direita do grafico.

3. Aumento dos custos variaveis por unidade- As consequenci-
as serao identicas ‘as que se produzem ao diminuir o prego, ou seja,
dard lugar a uma diminuicdo da margem de contribuigao, um aumento
da razdo docustovariavel unitario sobre prego de venda unitario, uma
diminuicdo da razdo de contribuigdo e, em consequéncia, ocorrera

um aumento no nivel de equilibrio, deslocando-se este para a di-

reita do grafico.

Por outro lado, as variacgdes que produzirao uma diminuigao do
nivel de equilibrio, nas condi¢oes assinaladas anteriormente serao:

1. Diminuig3o no montante dos custos fixos- Isto implica que
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uma menor parte dos custos fixos sera coberta pela mesma margem de
contribuicdo, e por identica razao de contribuigao, o que, evidente
mente, significara uma diminuig@o do nivel de equilibrio.

2. Aumento do preco de venda unitario- Se o prego de venda
unitidrio aumentar, aumentard também a margem de contribuigao, dimi
nuird a razdo dos custos variaveis, aumentara a razao de contribui
cdo e, em consequéncia, o nivel de equilibrio diminuira.

3. Diminuigao dos custos variaveis por unidades- Se 1isto ocor
re, aumentard a margemde contribuicdo, diminuira a razao dos cus-
tos varidveis, aumentard a razao de contribuigaoe portanto, dimi-

nuira o nivel de equilibrio.

2.5.6. EXPRESSAO GRAFICA E MATEMATICA DOS DESLOCAMENTOS DO
PONTO DE EQUILIBRIO.

As expressoes matematica ¢ grafica de todas as varia -
goes descritas anteriormente sao as seguintes:

1. Variagao do montante de custos fixos.
0 novo nivel de equilibrio, depois de uma variagao no mon-

tante de custos fixos, pode expressar-se algebricamente como segue

' -
Q PE (14)
Me
' = C'F
Upe = Qg (15)
Cr
onde
Qpg= Ponto de equilibrio inicial expresso em unidades fisicas
QéE= Novo ponto de equilibrio expresso em unidades fisicas
Cp = Montante inicial de custos fixos

Novo montante de custos fixos

@]
] -
"
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ACr = Variacao do montante de custos fixos
m.,,= Margem de contribuigao unitaria.
Esta situacao fica demonstrada graficamente pela figura
abaixo:
Unidades R
Monetarias
CT +OcCp
1 //
QPE - ~ CT
-~
-~
rd
P /CT “ACF
-~ P
- Pis
-7 g -
// //
-~ -~
-~ P
e //
e o e S e e e
Q'pg - CF +ACy
-
P Cr
Fd
(/
—— e T T e e e e Cp ~Qcp

Nivel de Atividades

FIGURA 10

REPRESENTAQKO GRAFICA DO DESLOCAMENTO DO PONTO DE EQUILIBRIO

QUANDO HA VARIAQ@ES DO MONTANTE DE CUSTOS FIXOS.

2. Variagao do prego de venda unitario.

A expressao matematica de novo nivel de equilibrio, que

se obtém como consequencia de uma variagao no prego de venda

unitario & a seguinte:

Q'pg

ou

“F

+ (16)
(p - Ap) - <
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' = : c
= p - v
Q PE QPE ! (16)
1
P 7 Cy
onde:
QpE= Ponto de equilibrio inicial expresso em unidades fisicas.
Qpg= Novo ponto de equilibrio expresso em unidades fisicas
p = Prego de venda unitario inicial
p'= Novo preco de venda unitario
¢y = Custo variavel unitario
Ap = Variagao do prego de venda unitario
C¢ = Montante de custos fixos
Esta situagao fica demonstrada graficamente pela figura
abaixo:
s R+ AR
Unidades
Monetarias
R
» R -AR
7
s

>

Nivel de Atividades

FIGURA 11

DEMONSTRACAO GRAFICA DO DESLOCAMENTO DO PONTO DE EQUILIBRIO

QUANDO HA VARIAGAO DO PREGO DE VENDA UNITARIO.



3. Variagao dos custos variaveis por unidade.
- . . -~ -
0 novo nivel de equilibrio, em consequencia de uma va-
riagao do custo variavel por unidade, pode expressar-se algebrica

mente como segue:

e
Q' pg F " (18)
p - (cv = Acy)
ou
t = - C
1
T Cv
onde:
Qpg = Ponto de equilibrio inicial expresso em unidade monetaria
Qpg = Novo ponto de equilibrio expresso em unidades monetarias
Cr = Montante de custos fixos
p = Prego de venda unitario
v 7 Custo variavel inicial por unidade
cy = Novo custo variavel por unidade
Acy = Variagao de custo variavel por unidade

Esta situacao se ilustra graficamente na figura a seguir:

Unidades |
Monetarias
Cy
CT
-"CT - CV
Cr

Nivel de Atividades

FIGURA 12
DEMONSTRAGAO GRAFICA DO DESLOCAMENTO DO PONTO DE EQUILIBRIO QUANDO HA

VARTACAO NOS CUSTOS VARIAVEIS POR UNIDADE
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Em todas as situagoes mencionadas os deslocamentos que se

- . - . - - v
produzem no nivel de equilibrio se verificam tanto para o caso
em que este se expresse em unidades fisicas, como para o caso em
que se expresse em unidades monetarias, e este deslocamento &, na
turalmente, no mesmo sentido. Contudo existe uma situagao

que merece ser destacada, pols nela acontece algo diferente:

Exemplo;b: Suponha-se que na empresa "X", dos exemploé anterio-
res, se produzem as seguintes variagoes:
a) 0 preco de venda unitario aumenté em Cr$ 10,00, passando
para Cr$ 20,00, e
b) Aumentam os custos e despesas variaveis por unidade para
Cr$ 16,00.
| Considerando estes novos valores, pode-se calcular o nivel

de equilibrio, obtendo-seos seguintes resultados:

Qpg = Cr$ 300.000,00 = Cr$ 300.000,00 = 75.000 unidades
Cr$ 20,00 - CR$ 16,00 cr$ 4,00

Rpe = CR$ 300.000,00 = Cr$ 300.000,00 = Cr$ 300.000,00 = Cr$ 1. 500.000,00
1 - Cr$ 16,00 1-0,8 0.2
cr$ 20,00

Em consequencia, o ponto de equilibrio expresso em unida-
des fisicas tem se mantido em 75.000 unidades, posto que a margem
de contribuigao unitaria & a mesma que na situagao inicial, ape-
sar de ter variado o preco de venda unitdrio e os custos variaveis
por unidade. Por sua vez, o nivel de equilibrio expresso em unidades
monetarias tem aumentado como consequencia de uma diminuigao na
razao de contribuigao.

Se em lugar de aumentar o prego de venda e os custos varia-



32

veis por unidade, eles tivessem diminuido mantendo éempre a mesma margem de

contribuicdo unitaria, o ponto de equilibrio expresso em unida-
- . - » . - - - . -
des filsilcas se manteria invariavel, porem, o0 nivel de equili

brio expresso em unidades monetarias teria diminuido.

2.5.7. VENDAS ESPERADAS
J3 foi dito que a andlise de custo - volume- lucro vai
muito mais além do cdlculo do ponto de equilibrio, e que, o nao
conhecimento deste fato, significa menosprezar as potencialidadesda
analise no que diz respeito a informacao que esta pode‘propog
cionar com O objetivo de subsidiar o processo de tomada de deci-
sbes. Assim, por exemplo, € possivel deduzir férmulas que nos per
mitam conhecer que quantidade de unidades devem ser vendidas, a um de-~
terminado prego,para obter um montante esperado de lucro, uma vez
conhecida a estrutura de custos da empresa.
A partir da igualdade fundamental (férmula 2), o volume

de vendas esperado (Q) necessario para obter um lucro (L) dado ,

se determina como segue:

R=CF+CV+L

pxQ = CF % Cv + 1
pxQ = CF % cy x Q + L
- = C
p xQ cva F *L
+ L
(p -¢y) xQ = CF
= C .
Q= g+ L (20)
P - &

Exemplo 4: Suponha-se que a empresa "X" dos exemplos anteriores ,
espera obter um lucro de Cr$ 100.000,00. Quantas unidades devera

produzir e vender para alcangar este lucro?
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Aplicando a formula 20 tem-se

Q = Cr$ 300.000,00 + Cr$ 100.000,00 = Cr$ 400.000,00 = 100.000
Cr$ 10,00 - Ccr$ 6,00 cr$ 4,00 unidades

Isto significa que, para o volume de produgao e venda de
100.000 unidades, a margem de contribuigao total da empresa e ca
paz de cobrir a totalidade dos custos fixos e, além disso, gerar
um lucro de Cr$ 100.000,00.

Este resultado pode ser comprovado atraves de "DEMONSTRATI-

VO DE LUCROS E PERDAS", baseado no custeio direto ou variével,qz

mo ve-se a seguir:

DEMONSTRATIVO DE LUCROS E PERDAS

Receita de vendas (100.000u a Cr$ 10,00) . Cr$ 1.000.000,00
(-) Custos variaveis de fabricagao (100.000u

icr$ 4,00) cr$  400.000,00

Margem de Contribuicao Bruta - Cr$ 600.000,00

(-) Despesas Variaveis de adminsitragao e vendas

(100.000u a Cr$ 2,00) Cr$ 200.000,00
Margém de Contribuicao Liquida cr$ 400.000,00

(=) Custos Fixos ' Cr$ 200.000,00
(-) Despesas Fixas de Ad- Cr$ 100.000,00 Cr$ 300.000,00

ministragcao e vendas

Lucro liquido antes do I.R. Cr$ 100.000,00

E frequente expressar o lucro esperado como um percentual da
receita de vendas e, neste caso, a formula que permite calcu
lar o volume de vendas (Q) necessario para obter este lucro, e

deduzida da seguinte maneira:
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R=V+ F+70R
p Xx Q = cy x Q+ CF + %7 x p x Q
- - = C
p x Q cV x Q-7 xp x Q F
(p~cy - Zxp)x Q = CF
(1-Z)x p -¢y x Q = CF
Q = % (21)

(1-Z)x p - ¢y

Exemplo 5: Recorrendo sempre a nossa empresa "X", suponha-se que
se deseja obter um lucro equivalente a 20% da receita de vendas.
Aplicando a formula 21 tem-se:

q = cr$ 300.000,00 - Cr$ 300.000,00 = 150.000
(1 - 0,2)x Cr$10,00-Cr$6,00 cr$ 8,00- Crge,00 unidades

Igualmente ao caso anterior, a validade deste resultado pode
ser comprovada através de um DEMONSTRATIVO DE LUCROS E PERDAS, basea

do no custeio direto.

DEMONSTRATIVO DE LUCROS E PERDAS

Receita de vendas (150.000u a Cr$10,00) Cr$ 1.500.000,00
(-) Custos variaveis de fabricacao (150.000u a Cr$4,00) cr$ 600.000,00
Margem de Contribuigao Bruta cr$  900.000,00

(-) Despesas Variaveis de Administragao e Vendas

(150.000u a Cr$2,00) Cr$ 300.000,00
Margem de Contribuicao Liquida Cr$ 600.000,00

(-) Custos fixos Cr$ 200.000,00
(-) Despesas Fixas de Administracgao Cr$ 100.000,00 cr$ 300.000,00
e Vendas. ' Lucro 1iquido antes do I.R.  Cr$  300.000,00

De igual maneira, pode-se expressar O volume de receitas de

vendas (R) utilizando a seguinte formula:
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R=“F+L = "F+L = F+1L , (22)

Exemplo 6:Suponha-se gque a  empresa "X" deseja obter um lucro de
Cr$ 100.000,00. Qual sera o volume de produgao e vendas (R) neces-
sario para alcancar este lucro?

Aplicando a formula 22 temos:

R=lCr$ 300.000,00 + Cr$ 100.000,00 = Cr$ 400.000,00 = Cr$ 400.000,00
1 - Cr$ 6,00 1-0,6 0,4
Cr$ 10,00 '

R = Cr$ 1.000.000,00

A validade deste resultado fica comprovada pelo fato de gque
o volume de produgao e vendas (Q) necessario para obter o lucro de
Cr$ 1.000.000,00 era de 100.000 unidades, considerando o seu prego
de venda unitdrio, elas proporcionam uma receita de vendas (R) no

valor de Cr$ 1.000.000,00.

2.5.8. MARGEM DE SEGURANCA
A margem de seguranga (Ms)spode ser definida como a
"diferenga entre o volume de vendas, real ou pressuposto, e o nl-
vel de equilibrio",.ou seja, indica o quanto pode diminuir o volu
me de vendas sem que a empresa incorra em prejuizo.

Esta margem de seguranga pode ser expressa da. seguinte. for

® Op. Cit. ROJAS LEZANA, Ricardo G. p- 27
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ma:

R - R
~ PE
MS = R x 100 (23)
Este conceito pode visualizar-se mais facilmente através de

um exemplo numérico.

Exemplo 7: Os dados seguintes correspondem as empresas A e B, res-

pectivamente:
EMPRESA "A" EMPRESA "B"
Venda Cr$ 100.000,00 cr$ 100.000,00
Custos Fixos Cr$ 70.000,00 Cr$ 30.000,00
Custos Variaveis Cr$ 20.000,00 Ccr$ 60.000,00
Lucro Cr$ 10.000,00 Cr$ 10.000,00

O ponto de equilibrio sera Cr$ 87.500,00 e Cr$ 75.000,00 para
a empresa A e B respectivamente, poreén apesar dos lucros serem
iguais a margem de seguranga serd diferente para cada empresa. As-

sim tem-se:

_ Cr$ 100.000,00 - Cr$ 87.500,00
Cr$ 100.000,00

MS(Empresa "A") 100 = 12,57
Cr$ 100.000,00 - Cr$ 75.000,00

MS(Empresa "B )
Cr$ 100.000,00

100

25,07

Este resultédo indica que a empresa "A" terd prejuizo se seu
atual volume de vendas diminuisse, além de 12.5%. Por outro lado, a
empresa "B", diante de uma diminuicao do volume de vendas idéntica
a da empresa "A", continuara obtendo lucro, e s& incorrera em pre-

juizo se seu atual volume de vendas diminuir além de 25,0%.

E importante ressaltar que se uma determinada empresa apresen
ta um alto montante de custos fixos, uma elevada razao de contri -
buigao e uma baixa margem de seguranca, a diregao desta empresa de

vera procurar reduzir o montante de custos e despesas fixas; aumen
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tar o volume de vendas e melhorar sua margem de segurancga.

Pelo contrario, se existe uma baixa razao de contribuicado e
uma baixa margem de seguranga, os esforcos deverao orientar-se a

aumentar o prego de venda ou a reduzir os custos variaveis.

2.6. ANALISE DE CUSTO-VOLUME-LUCRO EM EMPRESAS MULTIPRODUTORAS

Ate agora, tem-se desenvolvido toda a andlise tendo em vista
uma empresa que se dedica a fabricagao de um sG produto, ou seja,
uma empresa monoprodutora. Sem divida a andlise de custo - volume
- lucro e aplicada, também, aquelas empresas que fabricam mais de

um produto; como pode-se observar a seguir.
2.6.1. PONTO DE EQUILIBRIO

Quando se trata de uma empresa monoprodutora, nota-se
que € possivel determinar o ponto de equilibrio, tanto em unida -
des fisicas como monetarias, sem que necessériamente éstes calcu-
losjapresentem uma certa seqilléncia, ou seja, sem que seja necessa

v
rio determinar primeiro o ponto de equilibrio em unidades fisicas

e posteriormente expressa-lo em unidades monetdrias ou vice-versa.

Agora, no caso de empresas nultiprodutoras, sera ne-
cessario observar esta seqlléncia e déve-se calcular primeiro um
ponto de equilibrio expresso em unidades monetarias, e uma vez de
terminado este ponto de equilibrio, pode-se determinar um ponto de

. -~ 3 3 - - - .
equllibrioc expresso em unidades fisicas, o qual sera uma combilna-
gao dos diferentes produtos elaborados pela empresa, levando em
consideracao os pressupostos assinalados anteriormente e que te-

rao validade na devida oportunidade.
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A necessidade de observar esta seqlléncia se origina an
te a impossibilidade de expressar o volume total de vendas em uni-
dades fisicas, porque os distintos produtos elaborados pela empre-
sa nao necessariamente apresentam a mesma unidade de medida e as-
sim, por exemplo, € possivel que se fabrique produtos cujas unida-
des em espeécie sejam kilos, metros, litros, etc., ou seja: unida -

des heterogeneas.

Por esta razao, em primeiro lugar, deve-se expressar o
volume de vendas em unidades monetarias a fim de reduzir distintas
unidades de medida a um denominador comum e, em conseqtiéncia,o pon
to de equilibrio devera ser expresso, primeiro, em unidades moneta
rias para, posteriormente, deduzir um ponto de equilibrio éxpréssg

do em unidades fisicas.

A primeira dificuldade no caso de produgdo miltipla, &
que cada um dos produtos fabricados pela empresa tera seu proprio
prego de venda, seu proprio custo variével'por unidade e, em conse
qliéncia, sua propria razdo de contribuicao. Portanfo, pode-se ter
tantas razoes de contribuigdo diferentes como produtos fabricados
na eﬁpresa, e estas contribuirao em distintas proporgdes a cobrir
0s custos fixos de acordoc com os volumes de venda de cada um dos
produtos. Por esta razao, deve-se determinar uma ”razéo‘de contri-
buigao ponderada", para o qual, € preciso conhecer, além da razio
de contribuigao de cada produto, que parte da receita total de ven
das da empresa é originada pela venda de cada um dos produtos que

se fabricam, ou seja, € precisc conhecer a composicao das vendas.

Uma vez conhecida esta informacao, a razao de contri -

buicao ponderada (ﬁc) se calculara da seguinte maneira:
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PRODUTO Re ' COMPOSICAO DE VENDAS PONDERAGAO
1 Req 71 Rep ¥ %201
2 Rco 7 2 RCZXZZ
n Ren 2 n Ren ¥ %2 n

A razao de contribuigac ponderada para a empresa, sera:

n
Rg = 1 Rgy x %1 (24)
i1=1
onde:
Reg = Razao de contribuigao do i-ésimo produto
%i = Participacao percentual do i-ésimo produto na composi

¢ao das vendas da empresa.

Portanto, como € facil deduzir, esta razdo de contribuigao
ponderada, ndo € outra coisa sendo uma "razao de contribuigao
equivélente", a qual representa o conjunto de razoes de contri-
buicao dos produtos fabficados pela empresa, ponderada pela res

pectiva participacgac dos mesmos na composicao das vendas

totais da empresa.
Uma vez definido este conceito, pode-se deduzivr uma
formula que permita calcular o pontode equilibrio para uma

empresa multiprodutora, partindo sempre da mesma igualdade funda

mental.

C C (25)

mas, ja se sabe que o nivel de equilibrio se  caracteriza por-

que o lucro & zero (L = 0), portanto, a igualdade sera:

(26)
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que, para q caso de empresas multiprodutoras, adotara a seguinte

forma:
Ri + Ry + ... + R = RV1 X R1 * Ryp x R, #+ ...+RVn-+Rn-+CF 27)
onde:

R; = Receita de vendas do i-esimo produto

Ryi= Razao de custos e gastos variaveis do i-esimo produ

to.
A formula 27 pode adotar as seguintes formas:

R1~RVIXR1+R2—RV2XR2+...+ Rn*RanRn=CF (28)

(1 - R,,) x R, + (1 - sz) x R, + ...+ (1-R

2 ) x R_ = ¢ (29)

Vn n F

Agora, dividindo ambos os membros desta ultima igual

dade pela receita total de vendas (R.,), obtem-se

T
(1-RVl))<R1 (1-RV2)><R2 (1- Ryy) X R Cp
+ + ... + :R—
R

Ry T R, T

CF

(1-Ryy) x 7,0+ ((L =Ry, x 7, + ...+ (1-Ry ) x% = E}

efetuando os produtos, obtém-se:

CF
P17 Ryr X B Ryt Ryy X Ty b T, - Ry x 7= R,

0 qual pode ser expresso como segue:

Nota: Um estudo sobre alocagao de custos foi desenvolvido em:

KLIEMANN NETO, F.J. Um Modelo Matricial para Alocagao de Custos.
Dissertagao de Mestrado ~ UFSC - 1980.
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n c
1 - z R . F
o1 Vi x 2 1 = =
* T
n n
e finalmente, comoj{l - & R,.le igual al ¥ R..|, se tem:
. Vi C
i=1 1=1
n CF
L R,. x %i = — (30)
i=1 ¢ R
Isclando o valor de RT’ obtem-se:
C .
_ F
R = 3 , (31)
IoRei x 74
1=1
ou seja:
C
_ F
RPE = ﬁc (32)

EXEMPLO 8: Suponha-se que a empresa "Y" fabrica : tres produtos dis
tintos com diferentes razoes de contribuicao. Estes produtos par-
ticipam na composicao das vendas totais da empresa nas propor-

goes descritas a seguir:

PRODUTO R PARTICIPAGAO MNA COMPOSIGAO DAS VENDAS

c

A 0,30 ~ 50 %
B 0,20 © 30 %
0,10 | 20 %

O montante de custo fixos anuais é de Cr$ 460.000,00.

A razao de contribuicgdo ponderada sera:

0,30 x 50Z x 0,20 % 30%Z x 0,10 x 207

Rg =
EE = 0,15 x 0,06 x 0,02
R, = 0,23
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e, em conseqgliencia, aplicando a férmula 32, o ponto de equilibrio
sera:

Rop = Cr$ 460.000,00 _ ¢ 5.000.000,00

0,23

Utilizando os dados do exemplo anterior, pode-se

apresentar esta situagao em um grafico de volume-lucro.

300
200
100 1

L g

Volume de Vendas
(mil cruzeiros)

100
P 200t

OO0 3Cwnm®™

300
400

500 , 500 1000 3500 2000 2500 3000

FIGURA 13
REPRESENTAGAO GRAFICA DO EXEMPLO 8
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Como se pode observar no grafico, a inclinacdo das retas
de recuperagao de custo fixos de cada produto é diferente e isto

se deve a que a inclinagao destas retas esta determinada pela ra-
zao de contribuicado de cada um dos produtos as quais tém valor de

0,305 0,20 e 0,10 respectivamente.

Por outro lado, pode-se observar. que, para um nivel de ven
das. de Cr$ 2.000.000,00 o produto A contribue com Cr$300.000,00
para cobrir os custos fixos (Cr$1.000.000,00 x 0,30), o produto B
com Cr$120.000,00 (Cr$600.000,00 x 0,20) e o produto C com
Cr$u0.000,00 (Cr$400.000,00 x 0,10).

I - DESLOCAMENTOS DO PONTO DE EQUILIBRIO

Das formulas que se tem deduzido para determinar
o ponto de equilibrio observa-se que este pode variar,aumentar ou

diminuir, como conseqfiencia de:

a) Variagoes do montante de custos e despesas fi
xas;

b) Variagoes da razac de contribuigao ponderada;
e

c) Variagoes de ambos a uma sO vez.

Se aumentar o montante de custos e despesas fi-
xas, o ponto de equilibrio aumentara, ou seja, se deslocara para
a direita do grafico. Pelo contrario, se o montante diminue, dimi
muira também o ponto de equilibrio e ele se deslocara pdra a es-

querda do grafico.

Com respeito a estas variagoes da razao de con-
tribuigdo ponderada, pode-se concluir que se esta aumenta, diminul
ra o ﬁonto de equilibrio. Por sua vez, se a razdo de contribuigdo pon
derada diminue, o ponto de equilibrio aumentara e, consequentemen

te, se deslocara para a direita do grafico.

£ importante deter-se para analisar quais sao as
causas que podem originar uma variagao da razao de contribuigao
ponderada, posto que esta dependera, por uma parte, das razoes de
contribuicao de cada um dos produtos e, em conseqliencia, as varia

coes destas necessariamente terao uma influéncia sobre a razao
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de contribuigao ponderada e, como ja foi dito,cada razdo de contri-
buigdo variara como conseqiiéncia de variagdes no preco de venda
e nos custos e despesas variaveils por unidade de cada um dos pro
dutos. Mas, além disto, dependera da participacao de cada produto
na composigao das vendas totais da empresa e, portanto, esta sera
uma nova fonte geradora de variagoes da razao de contribuigdo pon

derada.

A partir da expressao matematica da raz3o de contribuicdo
ponderada pode-se concluir que esta aumentara a medida que aque -
les produtos com maior razao de contribuigao participem numa pro-
porgaoc maior na composigao das vendas totais (considerandc,por su
posto, as limitagoes impostas pela capacidade produtiva da empre-
sa e as limitagdes proprias do mercado dos distintos produtos) e,
em conseqiléncia, se isto acontece, diminuird o ponto de  equili-
brio. Por outro lado, se a razao de contribuigdo ponderada dimi -
nue como conseqliencia de uma participacdao maior daqueles produtos
com uma razao de contribuigao mais baixa na composicdo das vendas
totais, o ponto de equilibrio aumentara e se deslocarad para a di-

reita do grafico.

As expressoes matematicas dos deslocamentos que
podem ocorrer no- ponto de equilibrio sado as indicadas a se-

guir:

1. Variacao no montante de custos fixos

0 novo nivel de equilibrio, depois de uma va-
riagao no montante de custos fixos, pode expressar-se algebrica-

mente como segue:

\ C. + AC
F - °°F
Rpg = ——— (33)
Re
ou

1] CV
R _ Ry, _F (34)
PE Cp

onde:



RéE = Novo ponto de equilibrio expresso em unidades monetarias
R, = Ponto de equilibrio inicial expresso em unidades moneta-
rias
CF = Montante inicial de custos fixos
C% = Novo montante de custos fixos
A Cp= Variagao do montante de custos fixos
ﬁz = Razao de contribuigao ponderada
A representagao grafica para esta situagao e apresentada nafig.
a seguilr:
R R
$ C. + AC
T
- Ac,,
+ Ac,
¢, - AC,
Nivel de Atividades
FIGURA 14
".EPRESENTACKO GRAFICA DOS DESLOCAMENTOS DO PONTO DE EOUILTRRIO EM EM
PRESAS MULTIPPODUTORAS, QUANDO HA VARTACAO NO MONTANTE DE CUSTOS FI
X0S.,
2. Variacao da razao de contribuigao ponderada
A expressao matemdtica do novo nivel de equi
1ibrio, que se origina como conseqliencia de uma variagao na  ra-

zdo de contribuicdo ponderada, € apresentada a seguir:



ou

>

1
RPE

1
RPE

1}

R

C
PE —v
RC
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(35)

(36)

Novo ponto de equilibrio expresso em unidades monetarias

Ponto de equilibrio inicial expresso em unidades monetarias

Montante de custos fixos

Nova razao de contribuigao ponderada

Razao de contribuicao ponderada inicial

Variagao da razao de contribuigao ponderada

A representacdo grafica para esta situacdo € a seguinte:

FIGURA 15

&

Nivel de Atividades

REPRESENTACAO GRAFICA DOS DESLOCAMENTOS DO PONTO DE EQUILIBRIO EM EM
PRESAS MULTIPRODUTORAS, OUANDO HA VARIACAO NA RAZEKO DE CONTRIBUICAQ

PONDERADA,
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Os limites das variagoes que pode sofrer a razao de con-
tribuigao ponderada, em conseqliéncia de uma mudanca na composigao

das vendas, sao as seguintes:

a) Razao de contribuicao ponderada maxima: quando os 100%

das vendas da empresa 'correspondem ao produto com uma maior razao
de contribuicao;

b) Razao de contribuicao ponderada minima: quando os 100%

~
das vendas da empresa correspondem aguele produto com a menor.

razao de contribuicao.

Em ambos os casos, a empresa deixa de ser multiprodutora
para transformar-se em monoprodutora. Além disto, é necessariores
saltar que qualquer mudanga que ocorra na composicao das vendas
de uma determinada empresa, deve levar em consideracao tanto as
restrigoes impostas pela capacidade produtiva da mesma, quanto as

que se derivam da demanda de cada um dos priodutos.
II - PONTO DE EQUILIBRIO EXPRESSO EM UNIDADES FISICAS.

Uma vez determinado o ponto de equilibrio expres
so em unidades monetarias, estar-se-a em condig¢des de procurar uma
expressao do ponto de equilibrio em unidades fisicas, para isto,

procede-se da seguinte maneira:

a) Deve-se determinar que parte das vendas to-
tais, no nivel de equilibrio, corresponde a cada um dos produtos
que a empresa fabrica. Isto se consegue multiplicando o volume to .
tal de vendas pelas respectivas razoes de participacao de cada um
dos produtos na composicao das vendas;

b) Deve=se dividir o montante das vendas corres-
pondente a cada produto por ‘seu respectivo prego de venda determi
nando desta maneira o nUmero de unidades de cada um dos produtos
que, dada a composigao de vendas da empresa em questdo, devera pro

duzir e vender para alcangar o nivel de equilibrio.

EXEMPLO 9: No exemplo anterior o ponto de equilibrio era de
Cr$ 2.000.000,00. Suponha-se que os precos de venda unitarios sao:
Cr$ 10,00 para o produto "A", Cr$ 12,00 para o produto "B" e
Cr$ 8,00 para o produto "C".
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a) PRODUTO PARTICIPACAO NAS VENDAS VENDAS NO PONTO DL
EQUILIBRIO
A 0.50 Cr$ 1.000.000,00
B 0.30 Cr$ 600.000,00
0.20 Cr$ 400.000,00
b) PRODUTO VENDAS PRECO UNTDADLS
A Cr$ 1.000.000,00 Cr$ 10,00 100.000
B Cr$ 600.000,00 Cr$ 17,00 50.000
C Cr$ 400.000,00 Cr$ 8,00 50.000

Portanto, o ponto de equilibrio em unidades fisicas, se al-
cancara ao produzir e vender 100.000 unidades do produto "A", 50.000

unidades do produto "B" e 50.000 unidades do produto "C".

Este resultado, como em casos anteriores, pode ser comprova-
do através de um Demonstrativo Simplificado de Lucros e Perdas,ba

seado no custeio direto.

Demonstrativo Simplificado de Lucros e Perdas

PRODUTO VA" PRODUTO "B"  PRODUTO "C" TOTAL
Receita de Vendas Cr$1.000.000,00 Cr$600.000,00 Cr$u00.000,00 Cr$2.000.000,00
(-)Custo Varidvel Cr$ 700.000,00 Cr$480.000,00 Cr$360.000,00 Cr$l.540.000,00

Margem de Contri-
buicdo Cr$ 300.000,00 Cr$120.000,00 Cr$ 40.000,00 Cr$ 460.000,00

(-) Custos fixos Cr$ 460.000,00

Lucro : -0-

.2.6.2. VENDAS ESPERADAS
Da mesma maneira que obteve-se uma relacaoc algébrica
que permitiu calcular o nivel de equilibrio numa empresa multipro
dutora, pode-se deduzir uma formula que permita determinar o volu
me de vendas necessario para obter um determinado lucro dada a
atual estrutura de custos da empresa, e supondo constante a compo

sigao das vendas. Para isto, a razao de contribuigao ponderada de
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verda dividir ndo sé o montante de custo fixos, mas também, o lu-

cro que a empresa deseja obter, razao pela qual a formula é a se-

guinte:
C. + L
F
R = — (37)

Y R.. x 7% 1

j=1

CF + L
R, .

Depois de ter obtido o volume de vendas necessario para gerar
um determinado lucro esperado, &€ possivel expressar o resultado
como uma combinagao de unidades fisicas de cada um dos  produtos
que deverao ser produzidbs e vendidos a fim de alcancar o volume
de vendas esperada. Para isso, procede-se de forma identica a que
foi utilizada para expressar o ponto de equilibrio em unidades
fisicas.

EXEMPLO 10: Suponha-se que a empresa "Y", do exemplo anterior, es

pera obter um lucro de Cr$ 460.000,00. Qual devera ser seu volume

de vendas a fim de obter este lucro ?

R = Cr$ 460.000,00 + Cr$ 460.000,00 - Cr$ 4.000.000,00

0,23

Este volume de vendas de Cr$ 4.000.000,00 implicara em produ

zir e vender as seguintes quantidades de cada um dos produtos:

PRODUTO VENDAS PRECO UNITARIO UNIDADES
A Cr$ 2.000.000,00 Cr$ 10,00 200.000
B Cr$ 1.200.000,00 Cr$ 12,00 100.000
C Cr$ 800.000,00 Cr$ 8,00 100.000

- Cr$ 4.000.000,00

Portanto, dada a composigac das vendas, a empresa devera pro
duzir e vender 200.000 unidades do produto "A", 100.000 wunidades
do produto "B" e 100.000 unidades do produto "C", com o qual, seu
volume de vendas sera de Cr$ 4.000.000,00 e obtera um lucro de
Cr$ 460.000,00 como € ilustrado pelo Demonstrativo de Lucros e

Perdas a seguir:



Demonstrativo de Lucros e Perdas

PRODUTO "A" PRODUTO ''B" PRODUTO "'C" TOTAL
Receita de Vendas Cr$2.000.000,00 Cr$1.200.000,00 Cr$800.000,00 Cr$4.000.000,00
(=) Custos Variaveis Cr$1.400.000,00 Cr$ 960.000,00 Cr$720.000,00 Cr$3.080.000,00

Margem de Contri-

buigao Cr$ 600.000,00 Cr$ 240.000,00 Cr$ 80.000,00 Cr$ 920.000,00
(=) Custos Fixos _ Cr$ 460.000,00
Lucro Cr$ 460.000,00

2.6.3. MARGEM DE SEGURANCA

Ja foi definido este conceito ao estudar a analise
de custo volume lucro para empresas monoprodutoras. Por esta razao,
esta parte do presente capitulo, limita-se a 1lustrar a aplica

gao deste conceito no caso de uma empresa multiprodutora.

EXEMPLO 11: Suponha-se que a empresa "Z2" fabrica os produtos "R"
e "S", e seus custos e receitas correspondentes ao periodo encerra-

3

do, sao dados pelo Demonstrativo abaixo:

Demonstrativo de Lucros e Perdas

PRODUTO "R" PRODUTO "g"
Receita de Vendas Cr$ 100.000,00 Cr$ 100.000,00 Cr$ 200.000,00
(=) Custos Variaveis Cr$ 60.000,00 Cr$ 40.000,00 Cr$ 100.000,00

Margem de Contri-
buiggo Cr$ 40.000,00 Cr$ 60.000,00 Cr$ 100.000,00

(-) Custos fixos Cr$ 40.000,00

Lucro Cr$ 60.000,00

A partir destes dados antecedentes pode-se determinar o)
ponto de equilibrio e a margem de seguranca, na atual situagao da em
presa, com um aumento de 30% das vendas do produto "R" e um aumento
de 30% das vendas do produto "S". suponha-se que a empresa esta inde
cisa frente a estas duas Ultimas situacoes. Para resolver este caso

langa-se mdo das fdrmulas (12) e (23).



a) Situacao Atual:

Rpp = Cr$ 40.000,00 _ Cr$ 80.000,00

0,5

Cr$ 120.000,00 X
Cr$ 200.000,00

100 = 607

b) Aumento de 30% nas vendas do Produto 'R':

PRODUTO "R" PRODUTO "'S" TOTAL
Receita de Vendas Cr$130.000,00 Cr$100.000,00 Cr$230.000,00
(=) Custo Variavel Cr$ 78.000,00 Cr$ 40.000,00 Cr$118.000,00

Margem de Contri-

buigao Cr$ 52.000,00 Cr$ 60.000,00 Cr$112.000,00
(=) Custos fixos Cr$ 40.000,00
Lucro Cr$ 72.000,00

_ Cr$ 40.000,00
0,49

= Cr$ 81.633,00

Rop

_ Cr$ 148.367,00
cr$ 230.000,00

M

x 100 = 64,57

c) Aumento de 30% nas vendas do Produto "S"

PRODUTO "R" PRODUTO "S" TOTAL
Receita de Vendas Cr$100.000,00 cCr$ 130.000,00 Cr$ 230.000,00

(=) Custos Variaveis '(Cr$ 60.000,00 Cr$ 52.000,00 Cr$ 112.000,00

Margem de Contri-
buigao Cr$ 40.000,00 cCr$ 78.000,00 Cr$ 118.000,00

(-) Custos Fixos Cr$ 40.000,00

Cr$ 78.000,00

_ Cr$ 40.000,00
0,51

= Cr$ 78.431,00

Rer

_ Cr$ 151.569,00
cr$ 230.000,00

x 100 = 667
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Pode-se resumir as informagoes anteriores no quadro compa-

rativo a seguir:

R R M
Rc RPE S
Situacao Atual 0,5 Ccr$ 80.000,00 Cr$ 200.000,00 | 60%
Aumento 30% em "R" | 0,49 | Cr$ 81.633,00 Cr$ 230.000,00 | 64,5%
umento 30% em "S" | 0,51 | Cr$ 78.431,00 Cr$ 230.000,00 | 66%
QUADRO 1

QUADRO COMPARATIVO DE DIVERSAS ALTERNATIVAS

Deste quadro comparativo tira-se as seguintes conclusdes:

1. Um aumento de 30% nas vendas do produto "R" implicaria
numa alteragao desfavoravel da composicdo das vendas e,por conseguinte,nun au-
mento do nivel de equilibrio com respeito a situacao atual. Sem du
vida, o aumento das vendas totais é maior que o aumento do nivel de
equilibrio e, em conseqliéncia, acontece uma majoragao na margem de

segurancga.

2. Um aumento de 30% nas vendas do produto "S" traz como
conseqllencia uma majoracao da composigac das vendas e, por conseguinte,
um aumento da razao de contribuigdo ponderada e uma diminuigao no

- . R “ Lo . . . - . ~
nivel de equilibrio. Alem do mais, 1sto provocaria uma majoragao
. . L. . .~ -
da margem de seguranca devido, por uma parte, a diminuicao do ni-
vel de equilibrio e, por outra parte, ao aumento no volume de ven-
das.

. ~ . - .
3. Finalmente, e 'a luz do que foi visto anteriormente, po-
de-ge afirmar que a empresa é levada a decidir-se pela segunda al-
ternativa, com a qual seu nivel de equilibrio diminuira em

Cr$1.569,00,e alem disto, sua margem de seguranga aumentara em apro-

ximadamente 6%.
2.6.4, CUSTOS FIX0S CONSIGNAVLIS A CADA PRODUTO

Até agora tém-se considerado que, para o caso de
empresas multiprodutoras, ndo existe uma identificacao de um mon -
tante de custos fixos associado a cada produto em particular. Na
continuagao  ver-se-a a representacaoc grafica das relacdes de cus
to-volume-lucro quando & possivel consignar um montante de custos

fixos especifico para cada um dos produtos fabricados pelaiempre—

sa.
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EXEMPLO 12: Suponha-se que a empresa "X" produz e vende os pro
dutos A, B e C cuja participacgao na composig¢ao das vendas totais
da empresa € de 40%, 30% e 30% respectivamente. 0 montante de cus
tos fixos e a razado de contribuicdo para cada produto sao os indi

cados a seguir:
C R

F C
PRODUTO A Cr$ 400.000,00 0,30
PRODUTO B Cr$ 300.000,00 0,50
PRODUTO C Cr$ 200.000,00 0,40

Cr$ 900.000,00
A receita total de vendas da empresa "X" & Cr$2.000.000,00.

A relagao de custo-volume-lucro para a empresa "X" e

representada graficamente pelas figuras 14 e 15.
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REPRESENTACAO GRAFICA DAS RELAGOES CUSTO-VOLUME-LUCRO NO EXEMPLO 12
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REPRESENTACKO‘GRAFICA DAS RELAGOES DE CUSTO-VOLUME-LUCRO PARA O EXEM
PLO 12.

A rs
2.7, IMPORTANCIA DA ANALISE DE CUSTO-VOLUME-LUCRO

Esta importante ferramenta de andlise pode ser de uma

utilidade significativa se € utilizada de forma criteriosa por quem
bl » c’. -

deva adotar decisoes de diversos tipog na empresa, com respeito aos

aspectos relacionados com o planejamento e controle.



Entre as decisoes que podem ser abordadas satisfatoriamen-
te por esta técnica se conotaim, por exemplo, decisdes de fabricar
ou comprar, substituigcaoc de maquinaria, decisdes de fechar a fabri
ca, introdugao de novas linhas de producdo e/ou eliminacao de ou-
tras, determinag@o do preco de venda dos produtos fabricados pe-

la empresa, etc..

Por outro lado, a estrutura de custo-volune -lucro € a base
sobre a qual deve sustentar-sc todo orgamento  ja que ela indica,
para cada empresa em particular, como mudaria o montante total dos
custos diante de flutuagdes do nivel de atividade, a quantia das

receitas e, em conseqliéncia, o lucro esperado.

Finalmente, € importante assinalar que este tipo de anali-
se nao s6 €& aplicada na empresa privada, mas também nas empresas e
instituigoes do setor publico, nos quals pode ser de grande utili-
dade na alocagao de recursos, determinacdo de subsidios,e como de
verdadeira fonte de informacgdo com respeito a estrutura de custos

das empresas do Estado.

2.8, LIMITAGOES DA ANALISE DE CusTo-VoLuME-Lucro

As limitagoes da andalise de Custo-volume-lucro se ori
ginam, fundamentalmente, a partzr dos pressupostos nos qualis se ba
seia. A analise supoe uma situacgao estatica, a qual nao pode man- .
ter-se por muito tempo, posto que sZo muitas as variaveis, que em
definitivy, determinam o comportamento dos custos e, em conseqﬂén—
cia, qualquer mudanga que elas experimentam significara uma mudan-

¢a na estrutura de custo-volume-lucro.

Alem disto, a relacao existente entre custo- volume e
hxxo esta estritamente vinculada com o nivel de atividade que a em
presa apresenta num determinado momentoc e nao se pode esperar que
ela se mantenha constante ante as flutuagoes consideraveis do ni-
vel de atividades, visto que o comportamento dos custos se distor-

por causa de, por exemplo, des contos, aumentos de desperdicio,

tempo ocioso, etc..
Outra das limitag¢Oes que merece ser ressaltada na a-

nalise de custo-volume-lucro & represcntada graficamente a seguir.



56

Por regra geral, as retas de recc)tas e
custos totais se tragam desde a origemn. Contudo, a4 um certo ni
vel de atividade,inferior ao "ponto de fechamento", empresd nao
deve continuar operando posto que, neste caso, os prejuizos que
sofreria, seriam maiores aos que ocorreriam se optasse pelo fecha

mento da empresa.

Por outro lado, o direita do grafico, o tracado de
retas de receitas e custos deixam a impressac de que se poderia
prolonga-las para qualquer limite, porém este prolongamento es-

ta limitado, logicamente, pela capacidade instalada da empresa.

Além disto, dentro decs limites maximo e minimo, ou se
ja: "capacidade instalada" e "ponto de fechamento", respecliva-
mente, havera um "intervalo relevante" para o qual sera valida a
relagao custo-volume-lucro dado que fora deste intervalo se produzirao
distor¢oes significativas no comportamento dos custos o que neces

sariamente implicarad numa alteracdo da dita relagaoc. Essas limita

goes sao ilustradas nos graficos a seguir: ¢
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FICURA 18
REPRESENTACKO GRAFICA DAS LIMITACOES NA ANALISE DE CUSTO-VOLUME-

LUCRO.

7 Op. Cit. HORNGREN, T. Charles. Cost Accounting a Managerial Enphasis. p - 45
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Finalmente, e como consequéncia das limitacoes ja
mencionadas, quando se itiliza a andlise de custo-volume - lucro
a fim de projetar as receitas e custos da empresa, com resneito
a periodos futuros, se supde implicitamente que existe certeza
absoluta em relagao a magnitude que alcancarac as distintas va-
riaveis envolvidas na andlise o que, evidentemente, significa u

ma simplificagao excessiva e, em consequéncia, uma limitagao.

Por ultimo, pode-se concluir afirmando que a anali
se de custo-volume-lucro nao & um instrumento capaz de solucio-
nar qualquer problema que se apresente na empresa, nem e Somen-
te uma apresentagao tedrica e simplificada de dados complexos
que nao podem nem devem ser simplificados. Pelo contrario, e no
que pese suas limitacoes, pode ser de uma utilidade bastante sig
nificativa na tomada de decisoces e no planejamento e controle

empresarial.



COPTTULO 111

3. ANALISE DE CUSTO-VOLUME-LUCRO SOB CONDICBES DE RISCO

3.1, InTrRODUGAO

0 objetivo fundamental deste capitulo, que constitue a parte mais 1mpor
tante do trabalho ora apresentado, € introduzir algumas modificacdes de in
portancia na analise de custo-volume-lucro tradicional utilizando alguns con
ceitos estatisticos afim de conseguir um aperfeicoamento deste valioso ins
trumento de andlise e a extensdo de sua aplicabilidade tornando possivel sua
utilizacao efetiva em algumas situagGes caracterizadas pelo risco no que diz
respeito aos valores que assumirdo determinadas variaveis. Como foi  visto,
as variaveis relevantes incluidas na andlise de custo-volume-lucro séo: volu
me de vendas, preco de venda, montante de custos fixos e custo variavel uni
tario. Quando se faz uma projecdo destas variaveis para o futuro e  tambem
quando essa projegao so se realiza para um periodo de tempo relativamente
breve, aparece imediatamente o risco e a incerteza como uma caracteristica i
nerente, em geral, a qualquer tipo de projecao, e em particular a  projecgao
das variaveis interessantes a este estudq,jé que os valores que estas varié
veis assumirao num determinado momento sera o resultante de uma série de fa
tores, os quais, por sua vez,raramente apresentam um coportamento perfeita
mente deterministico. Considerando o volume de vendas, os fatores que o de
terminarao podem ser mencionados como sendo: preco de venda, tipo de produto
receita dos consumidores, capacidade produtiva da empresa, grau de competen-
cia, etc.. O preco de venda podera ser o resultado do comportaments do
mercado ou podera ser fixado entre limites pela empresa devendo  co
brir seus custos de produgaco e de vendas e objetivando a obtencao de uma mar
gem de lucro. Em cértas circunstancias, o preco de venda podera ser determi-
nado sem que a empresa participe na sua elaboracao. Vale lembrar que - quando
se refere a custos, neles estao contidos tambem as despesas. Quanto aos cus
tos, tanto fixos como variaveis, em geral é valido afirmar que estes serdo de
terminados em grande escala pelas caracteristicas de cada empresa, caracte
risticas tais como sua capacidade produtiva, processos de produgaoc, grau de
automagéo, etc.. Existem também outros fatores externos a empresa que por
sua propria natureza nao podem ser controlados por ela. Tais fatores estarao

influenciando na determinacac dos custos como € o caso do prego dos in



sumos e das matérias primas, desenvolvimento tecnoldégico, etc..
Disto se deduz que qualquer estimagdo que se facga, com respeito
ao valor que assumirao essas varidveis num dado momento, nio po-
dera ser absolutamente correta e, em conseqllencia, a consideragao
do risco e a incerteza como variaveis fundamentais da analise
de custo-volume-lucro, se transforma numa necessidade cuja satis
facao e imperiosa, pois, do contrario, se estaria ignorando esta
caracteristica fundamental propria de qualquer evento futuro e

conseqllentemente limitando seriamente a aplicac3o da analise

Em primeiro plano supor-se-d existéncia de risco s6 com res-
peito a uma das variaveis ou seja, o volume de vendas afim de
simplificar ao maximo as modificagoes introduzidas na analise pa
ra, posteriormente, considerar a associacdo do risco com relacao

A Y . - - . - -
as outras variaveis envolvidas na analise.

No presente capitulo adotar-se-a a mesma divisao dada na a-
nalise tradicional ou seja, em primeirc lugar val se estudar a
aplicagao da andlise de custo-volume-lucro sob condig¢oes de ris-
co em empresas monoprodutoras para posteriormente estender sua
aplicagao a empresas multiprodutoras com o propésito de facili-
tar qualquer comparagao com a analise de custo-volume-lucro tra-

dicional.

3.2. PRESSUPOSTOS DA ANALISE DE CUSTO-VOLUME-LUCRO SOB CONDIGOES
DE RISCO

E claro que ao incluir o ~ risco - como uma va-
ridvel que deve ser considerada. na analise de custo-volume-lu
cro, e possivel eliminar alguns dos pressupostos nos quais se ba
seia a andlise de custo-volume-lucro tradicional entre os quals
o0 mais importante & o pressuposto implicito com respeito a exis-
tencia de "certeza" em relagdo com o valor que assumirao as di-
ferentes varidveis. Além deste, existem outros pressupostos que

deverao ser mantidos:

1. Os custos podem ser classificados comc custos variaveis e co-
mo custos fixos. A este respeito as empresas contam atualmente
com uma série de métodos e procedimentcs que lhes permite determi

nar com bastante precisac e comportamento de seus custos e, - por
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conseguinte, sua classificacao dentro das categorias expostas aci
ma. Pode-se mencionar como meétodos utilizados pelas empresas,o mé
todo grafico, o método contdbil, o método dos pontos maximos e mi

nimos, o metodo dos minimos quadrados, etc..

2. Existe sincronizagido entre producao e vendas, portanto o efei-
to das mudangas nos estoques € insignificante. Com relagao a este
pressuposto, . aparentemente bastante irreal, se pode afirmar que,
se se analisa na perspectiva de médio e longo prazo, se aproxima
bastante da realidade porque as diferéncas entre produgao e ven-

das tendem a anular-se.

3. A composigao das vendas, no caso de empresas multiprodutoras, permanecera

constante durante o periodo de tempo para o qual se efetua a an3lise.

Além destes pressupostos que se mantem vigentes, agrega-se

dois novos pressupostos que sdo:

4. £ possivel efetuar uma estimagao dos valores que assumirdo,num
determinado periodo de tempo, o volume de vendas, o prego de ven-

da, os custos fixos e os custos variaveis.

5. Com relagdo a estimagdo a que se refere o pressuposto ante-
rior, e possivel determinar uma distribuigao de probabilidade pa-
ra cada uma das variaveis que tenha como base essas estimac¢oes.Su
por-re~d  que estas distribuicSes de probabilidade tal como
descritas no anexo 1, sdo distribuicoes normais, apenas
com o fim de simplificar o estudo, salientando ao mesmo tempo que
a distribuigao de probabilidade mais adequada, em cada caso, de-
pendera das caracteristicas préprias de cada situagdo em particu-

lar.

3.3, 0 VOLUME DE VENDAS COMO VARIAVEL ALEATGRIA EM EMPRESAS MONO-
PRODUTORAS ,

Para tornar claro o cardter aleatério atribuido a varia
vel "volume de vendas" em empresas monoprodutoras parte-se da su-
posigao de que uma empresa produz e vende um Unico artigo cujo
prego de venda € p, seu custo variavel unitarioc é c e o montante

dos custos e despesas fixas da empresa estdo representados por CF
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num dado periodo. Com base nestas informagces o ponto de equili-

brio expresso em unidades fisicas é dado por Qpp © sera igual a

1", n

x" unidades. Suponha também que o Departamento de Vendas da em-
presa tem estimado que o volume de vendas esperado para o proximo
periodo & representado por "u" unidades e que & igualmente prova-
vel que as vendas reais sejam maiores ou menores qué "u". O chefe
de vendas cre que existe uma probabilidade aproximada de 2/3 de
que as vendas reais estao compreendidas no intervalo determinado
pelo volume de vendas esperado de 1o unidades. Estas estimagoes
subjetivas podem ser expressas mediante uma distribuicao normal
de probabilidade cuja média sera o volume de vendas esperado ou

u

1" 1"

seja unidades e seu desvio padrdo o unidades. Isto equivale di
zer que o volume de vendas CODSLdePddO como variavel aleatoria se

distribue normalmente N(u,o ) e a razao de que o desvio padrio se

ja de ¢ unidades & que ao redor dos 2/3 da area abaixo da  curva
de uma distribuigao normal de probabilidade estd dentro de il,O
desvio padraoc da média. Graficamente representa-se no eixo das
abcissas o volume de vendas, e a probabilidade de que as vendas

reais estejam compreendidas em um intervalo determinado por dois
volumes de venda estara dada pela area abaixo da curva entre es-
ses volumes de venda. A area hachuriada na figura 19 corresponde%
probabilidade de que a empresa obtenha lucro, ou seja,a probabili-
dade de que as vendas reais ultrapassem as unidades do ponto de

equilibrio.
N
- \

\\7 X
X u Volume de Vendas
(Unidades)

FIGURA 19
GRAFICO DA DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE PARA O VOLUME

DE VENDAS
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3.3.1. PONTO DE EQUILIBRIO

A analise de custo-volume-lucro tradicional
permite determinar o ponto de equilibrio de uma empresa,porem na-
da nos diz com respeito a probabilidade de que a empresa consiga
alcangar este ponto, em circunstancias que este tipo de informa -
¢ao adicional pode ser de suma importancia para quem vai tomar uma
decisdo. Isto, evidentemente, representa uma limitacao da anilise.
Sem duvida, agora esti-se em condigoes de sanar esta limitacdo ob-
tendo a informagdo adicional da probabilidade de ocorréncia de
tal fato. Se considerar como "x" as unidades que sdo produzidas e
vendidas no ponto de equilibrio, pode-se determinar a probabilida-
de de que as vendas reais sejam no minimo igual a "x". Para isso
deve-se transformar a distribuicao normal de probabilidade do vo-
lume de vendas com o fim de poder utilizar as tabelas de probabi-
lidade existentes para uma distribuigao normal com média zero e va
riancia um. Tal procedimento e explicadc no Anrexo 1. ' 0
ponto de équilibrio expresso em unidades monetarias ndo sofre ne-
nhuma modificagao no que diz respeito a sua forma de calculo en-

quanto o volume de vendas for a unica variavel aleatéria.

3.3.2. LUCRO ESPERADO

Para tornar mais evidente a interpretacdo do lu-
Cro esperado utiliza-se a distribuicdo de probabilidade mostrada

na figura 19 e coloca-se esta distribuicao sobreposta num grafico

de volume-lucro demonstrado a Seguir.

$4

i
i D

X H Volume de Vendas
{ (Unidades)

FIGURA 20

GRAFICO DA SOBREPOSICAO DA DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE

DO VOLUME DE VENDAS SOBRE O GRAFICO DE YOLUME-LUCRO



63

Pela figura 20 chega-se a conclusio de que o lu-

cro esperado pode ser calculado pela seguinte expressaoc:

E(L) = E(Q. m_ - C

F (39)
onde:
E(L) = Lucro esperado
E(Q) = u = volume de vendas esperado (em unidades)
m = margem de contribuicao
C = montante de custos fixos.

s

E importante frizar que, como neste caso, se O Vo
lume de vendas apresenta uma distribuicao normal de probabilidade
e além disto se conhece com certeza o valor do resto das varia-
vels, o lucro também apresentard uma distribui¢do normal de proba
bilidade cuja média estard determinada pelo lucro esperado e seu
desvio padrao pelo produto do desvio padrao do volume de vendas e
a margem de contribuigdo unitaria. Isto &, se designamos por u, e

L

¢, a media e o desvio padrdo da distribuicdo de probabilidade do

lucro e por Oq o desvio padrao do volume de vendas, tem-se:

= E(L) = E(Q) -m. - Cp (40)

3.3.3. VENDAS ESPERADAS

A determinagao do volume de vendas que & necessa
rio alcangar para obter um determinado lucro supondo conhecidos o

prego de vendas, os custos variaveils e os custos fixos foi levada
; - - C. + N

a efeito através da formula o= F L

p - CV/

deduzida no capitulo 2.
" Nesta parte da analise de custo-volume-lucro sob
condigoes de risco, pode-se obter uma relagido equivalente. Seé co
nhecido o lucro que a empresa espera obter e sua distribuicao de
probabilidade, estar-se-a em condigdes de determinar a média e o
desvio padrao da distribuicdo de probabilidade do volume de ven-

das onde a media corresponde precisamente ao valor esperado do vo
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lume de vendas. A relagao entre lucro e volume de vendas — supon
do conhecido o prego, os custos e despesas variaveis e os custos
fixos —— & a seguinte:

C

E(Q) = - * E(L) (42)

q m,

=
n

Ol./m (43)
q c

a

Cabe ressaltar com respeito ao volume de vendas,
que os parametros de sua distribuicdo de probabitidade podem ser
expressos em unidades monetarias levando em consideracdo seu va-

lor fisico de acordo com o prego de venda do produto. Isto &,

uq ($) q _ (44)

it
=
=
ol

o ($) (45)

q q

1]
Q
x

el

3.3.4. MARGEM DE SEGURANCA

N

Ja foi definido no capitulo anterior o conceil
to de margem de seguranga,a qual nao & outra coisa sendo uma rela
gao entre a receita que a empresa obtém pela venda de seus produtos
e seu nivel de equilibrio. Uma das expressdes algébricas © que
permitia quantificar esta relagao era a seguinte:

_ R
M = X 100 . (46)

.S RPE

Se observar o numerador desta expressao nota-se
que na situagac que se andlisa  atualmente, esta estara determina-
da pelo produto do prego de venda unitario que se supde conhecido
e o valor esperado do volume de vendas, ou seja, o numerador sera
0 que tem-se denominado por u_ ($) e se cqnsideraf@ o volume de
vendas como uma variavel aleatdria e, em conseqiiéncia, sujeita a
uma distribuicao de probabilidade.\A margem de seguranga também a
presentaré uma distribuicao de probabilidéde cujos parametros,que
serao denominados U e O respectivamente estarao determinados pe

b MS MS
las expressoes seguintes:
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u

U
U = __S..._($_)_ X 100 =, __q_..X_P_ x 100 (47)
MS R R
PE PE
“q ($) “q xp
Oyg = TR X100 = 22 x 100 (48)
PE PE
Com o propésito de determinar a margem de segu -
ranga vai-se utilizar a segunda expressao algebrica estudada no

capitulo 2, ou seja:

N PE
= ———— X 40
MS R 100 (49)

e e — o

- A Margem de seguranga, calculada segundo esta fOrmula = a

_ . presentaria uma distribuicdo normal de probabilidade cujos parametros estarao

determinados pelas seguintes expressoes:

P X M p ¥ Q
= q - PE
UMS S % - x 100 (50)
q
P X O, Uq($)
UMS _— Uq x 100 U—;—(—$—) x 100 (51)

%.1, 0 VOLUME DE VENDAS COMO VARIAVEL ALEATORIA EM EMPRESAS MUL-
TIPRODUTORAS

Por outro lado, val se considerar agora o volume de ven
das como variavel aleatdria em erpresas multinrodutoras, para isto devem-
se considerar os' produtos que sdao fabricados pela empresa com as
razoes de contribuicdo, precos de venda, custos variaveis e a par
ticipagao nas vendas. Considera-se também o montante de custos fi

xos da empresa. Estes dados estao dispostos no quadro « seruir:



PRECO DE VENDA | CUSTO VARIAVEL | RAZAO DE CONTRIBUIQEO PARTICIPAQKO
PRODUTO (P) (CV) (RC) NAS VENDAS
P P C R YA
1 1 Vl Cl 1
P P C R Z
2 2 V2 : C2 2
Pn pn CV RC zn
n n
QUADRO 2

DADOS REFERENTES A CADA PRODUTO DA EMPRESA MULTIPRODUTORA.

A partir deste quadro chega-se ao ponto de equilibrio da
empresa expresso em unidades monetarias pela formula 37 descrita

no capitulo 2, ou seja:

'AmHTP

Devem-se fazer estimagles com respeito a média e o desvio
padrao do volume de vendas de cada produto para o periodo que se
quer fazer o estudo, sendo igualmente provavel que as vendas reais
sejam maiores ou menores que as quantidades estimadas. Estas esti-

magoes podem ser alocadas como se segue:

PRODUTO VALOR ESPERADO DESVIO PADRAO
Pl - E (Pl) Op
1
P2 E (Pz) OP
2
P E (Pn) Op
n
QUADRO 3

DISTRIBUIGCAO DO VALOR ESPERADO E DESVIO PADRAO COM
RELAGAO A CADA PRODUTO.



67

3.4.1. PONTO DE EQUILIBRIO

Para que se conhega a probabilidade de que a em-
-« . « . - .- .
presa alcance, ao menos seu nivel de equilibrio, e necessario de-
terminar a distribui¢ao de probabilidade do volume total de ven-
das da empresa. Nas empresas multiprodutdras este problema é mais
complexo pois, para este caso,tem-se '"n" produtos e para o volume
de vendas de cada um deles tem-se uma diferente distribuicao de
probabilidade. Sabe-se que o volume-total das vendas de uma empre
sa multiprodutora é a soma dos volumes de venda de cada um dos pro
dutos fabricados por esta empresa, por isto se faz claro que é ne
cessario expressar este volume total de vendas em unidades moneta
rias, pois do contrario, Se incorreria no erro de somar diferen -
tes tipos de unidades fisicas. Dal, deve-se atribuir valores mone
- . “ . ~ .
tarios as estimagoes dos volumes de venda dos diferentes produtos
- -« . .
expressos em unidades fisicas de acordo com seus respectivos pre

gos de venda.

A atribuigao de valores monetarios a cada produ-

to com relagao ao valor esperado e desvio padrdo expressado em u-

nidades fisicas no quadro anterior fica demonstrado no quadro a
seguir:
PRODUTO VALOR ESPERADO DESVIO PADRAO
.P1 E (Pl)x Py Opl X Py
P E (P)x p o] i
2 &z Py % Py
P E (P)x p_ % %
n n
QUADRO 4

PARKMETROSYDAS DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE DOS VALORES DE
VENDA DE CADA UM DOS PRODUTOS EXPRESS0OS EM UNIDADES MONETARIAS.

A partir do estudo do gquadro acima onde se sabe
as distribuicoes de probabilidade dos volumes de venda de cada um

dos produtos em unidades monetarias, pode-se determinar a distri-
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buigéo‘de probabilidade,do volume total de vendas da empresa mul-
tiprodutora. Se a empfesé produz e vende "n" produtos e se & co-
nhecida a distribuigdo de probabilidade de seus volumes de vendas
e se estas distribuigoes sdo normais com média w;oe variancia a;

onde i = 1,2, ... n; o volume total de vendas expresso em unida-
des monetarias, definido como a soma das receitas de vendas dos
diferentes produtos, tera uma distribuicio normal de probabilida-
de cuja media sera a soma das médias das diferentes distribuicdes
de probabilidade e a variancia serd a soma das variancias destas

distribuicoes, ou seja:
It

Volume total de vendas expresso em unidades monetarias

onde: RT

Volume de vendas do i- simo produto expresso em unida-
des monetarias cuja distribuicdo de probabilidade é

2
N (u , o )

Se RP s€ distribue normalmente com média ul e wva-

cn . 2
riancia o entao com . base no Teorema do Limite Central cheéa se
a conclusaocnm RT se distribue também normalmente com média Zl I

i= 1
e variancia Z _G@. Disto se conclue que:

i=17 1%
u = u + u + ...+
Ry Rp Ry, Rp (53)
1 2 n
oé = cg + gé 4 L.+ oi (54)
T P1 P2 Pn *

Una vez definidos estes pardmetros, € possivel determinar

a probabilidade de que o volume de vendas espresso em unidades monetarias se
. k3 *. .

ja no minimo igual ao volume de vendas do nivel de equlllbrlo%(;onforme pro

cedimento descrito no Anexo 1.

)

3.4.2. LUCRO ESPERADO

Tendo se deferminado‘a distribuigao de probabili

dade do volume total de vendas, pode-se efetuar a analise do lu-

® Op. Cit, MEYER, Paul L. pp - 269 - 274
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cro esperado nas empresas multiprodutoras de forma semelhante ‘a
que foi feita para as empresas monoprodutoras. A diferenca com o
que ocorre no caso de empresas monoprodutoras & que o volume de
vendas se expressa em unidades monetarias com o intuito de que os
volumes de venda dos distintos produtos, nas empresas multiproduto
ras, possam ser expressos numa unidade de medida homogenea, Por
outro lado para determinar o lucro que se obteria com os distin -
tos volumes de vendas deve-se conhecer a razdo de contribuigao pon

derada (ic) da empresa.

O lucro esperado pode ser determinado nas empre-

sas multiprodutoras, mediante a utilizagao da expressao a seguir:

E (L) = E (RT) X RC - CF (55)

onde: E (L) Lucro esperado

E (RT) = Valor esperado do volume total Qe vendas, expresso
em unidades monetarias.
EC = Razao de contribuigdo ponderada
Co = Custos fixos
Como o volume de vendas apresenta uma distribui-
gao normal de probabilidade com média u e variancia o2 , o lu-

R, R
cro esperado também terd uma distribuigég.normal de probgbilidade

cujos parametros estarao determinados pelas expressoes a seguir:

o= E (L) = E (RT) X RC - cF (56)

GL = GR X RC (57)
T

As probabilidades do lucro real ser no minimo

igual ao lucro esperado e o lucro real ser no minimo igual a zero

podem ser calculadas utilizando o procedimento descrito no Anexo 1.

3.4.3. VENDAS ESPERADAS

E importante para os tomadores de decisdo de uma

. - . -~ - ) -
empresa, ter uma 1idela do nivel de lucro que podera obter em perio
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dos futuros. Pode-se conhecer o montante do lucro esperado e
sua distribuigao de probabilidade, assim como os parametros que a
determinam, & possivel determinar a média da distribuicdo de pro-
babilidade do volume total de vendas e seu desvio padrao. Estes

parametros podem ser calculados utilizando-se as expressoes a se

guir:
C
Mg = E(Ry) = _E_;7E~i£l (58)
T R
C
(o] :?_I:.
R = (59)
T RC

Uma vez que se tenha determinado o valor esperado
do volume total de vendas, pode-se determinar qual parte deste vo
lume de vendas corresponde a cada um dos produtos fabricados pela
empresa, dividindo o volume de vendas de cada produto, expresso
em unidades monetarias, por seu preco de venda. Assim obtém-se
o numero de unidades de cada produto que a empresa deve fabricar

e vender para obter o lucro esperado. [Iste procedimento e anresentado'

- no Quadro a seguir:

RECEITA TOTAL|RAZAO DE CON-|RECEITA DE VENDAS|PRECO DE | UNIDADES
DE VENDAS  |TRIBUICAO POR PRODUTO VENDA (5) = (3)2(4)
PRODUTO (1) (2) (3) = (1) x (2) (4)
P = | 3
1 R Re Rp = Rp x R Py Rp =Py
1 1 1 1
) Ry Rg Rp = Rp x R Py Rp =Py
2 2 2 2
P Ry Re Rp = Rp x R, P Rp =Py
18! n n n n
QUADRO 5

PROCEDIMENTO PARA DETERMINAR QUAL A PARTE DO VOLUME
DE VENDAS ATRIBUIDO A CADA PRODUTO EM EMPRESAS MUL-
TIPRODUTORAS.
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3.4.4, MARGEM DE SLGURANCA

. Para se ter conhecimento da margem de seguranca
quando se considerao volume de vendas como variavel aleatdria em em
presas multiprodutoras, determinam-se os parametros da distribuicao
de probabilidade da margem de seguranga que, muito Sbvio,sera tam
bém uma distribuigdo normal de probabilidade devido a que e uma
fungao da receita de vendas a qual segundo tem se suposto, se dis

tribue de forma normal.

Os parametros da distribuicdo de probabilidade da

margem de seguranga podem ser determinado pelas expressoes que se

seguem:
) E (RT) - RPE Loo

Hy = X (60)
S E (R,)
T

GRT ., ' _
ag = -—?-——-;— x 100 . 61
MS L(RT | (61)

Como nos casos anteriores pode-se calcular as probabili
dades de ocorrencia para diver=os intervalos. da margem de segurancga, u

tilizando-se dos procedimentos descriios 1o Arexo 1.

3,5, VOLUME DE VENDAS, CUSTO VARIAVEL, CUSTO FIXO E PREGCO DE VEN-
DA CONSIDERADAS COMO VARIAVEIS ALEATéRIAS EM EMPRESAS MONO -
PRODUTORAS

A segui} vai-se considerar nao so o volume de vendas co
mo variavel aleatdoria, mas também todas as variaveis relevantes
envolvidas na andlise de custo-volume-lucro como varidvel aleato
rias, inclusive como pressuposto o lucro que nd3o & outra coisa se

nao uma fungao do volume de vendas, dos custos e do pre¢o de vendas.

Inicialmente parte-se para a analise da situacdo em em-
Presas monoprodutoras e posteriormente estende-se a analise para
as empresas multiprodutoras. Para facilitar o presente estudo to-

ma-se por base o quadro a seguir.
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VARIAVEL VALOR ESPERADO | DESVIO PADRAO
Volume de Vendas (Q) E (Q u OQ u
Prego de Venda Unitario (p) E (p) $ Op $
Custos Fixos (CF) . E (CF)$ OCF $
Custos Variaveis Unitarios (C..) E (C.)$ o $

\Y A CV

QUADRO 6
PARAMETROS DAS DISTRIBUIGOES DAS VARIAVEIS ENVOLVI-
DAS NA ANALISE DE C-V-L.

Os valores da média e do desvio padrao da distribuigdo
de probabilidade de cada uma das variaveis @ohsidemadas,podem ser
determinados da mesma maneira que a estimagao dos parametros da
distribuigcao de probabilidade do volume de vendas para o caso das
empresas monoprodutoras, mediante a utilizacao de métodos estatig
ticos ou subjetivos. Contudo, cabe assina
lar que a determinagao das distribuigdes de probabilidade das di-
ferentes variaveis, sai do alcance e objetivo do presente traba-
lho com excegao das distribuigCes de probabilidades daquelas va-
riaveis definidas como’ fungSes das variaveis fundamentais inclui-
das na analise de custo-volume-lucro. Cada uma das variaveis fun-
damentais apresentard uma curva normal de probabilidade,como foi

suposto como hipotese de trabalho.

.

3.5.1. PONTO DE EQUILIBRIO

Quando todas as variaveis fundamentais da anali-
se de custo-volume-lucro sao consideradas aleatdrias, o ponto de
equilibrio para empresas monoprodutcras pode ser determinado uti
lizando~se das seguintes expressoes

E(C.)
- F (62)

E(P) - E(CV)

QPE



E(C.)
R = ¥ (63)
PE E(c )
; v
- ——
. E(p)
Para a determinagao da probabilidade de que as vendas
reais sejam no minimo igual ao nivel de equilibrio, proce

de-se da seguinte maneira:

- Determina-se a probabilidade condicional de que a em-
presa alcance pelo menos seu nivel de equilibrio, dado
que p = E(p), c, = E(cv) e CF = E(CF) e, neste casgqg
o nivel de equilibrio terd o cardter de esperanga con
dicional. Ao calcular esta probabilidade, chega-se a
igual resultado que o obtido no caso de empresas mono

produtoras considerando s6 uma variavel incerta, o vo

lume de vendas, com a diferenca que a srobabilidade
obtida agora, mesmo sendo da .mesma magnitude, tera
uma caracteristica distinta, a de ser probabilidade

condicional, dado que atribuiu-se ao restante das va-
riaveis envolvidas na andlise,um valor especifico que

seria seu valor esperado;

-~ A probabilidade de que a empresa alcance pelo menos
seu nivel de equilibrio, levando-se em consideracdo as
distribuicoes de probabilidade de todas as variaveis
fundamentais, & determinada uma vez que se tenha defi
nido a distribuicao de probabilidade do lucro espera-
do. '

3.5.2. LUCRO ESPERADO

0 lucro esperado, em condicoes de certeza absolu-
ta, pode ser determinado mediante a utilizagao da expressao
L = Q x m, - CF onde se conhece o valor de Q, m, e CF. Ao consi-

derar o volume de vendas como variavel aleatdéria, notou-se que o
lucro esperado foi definido como o produto do valor esperado do
volume de vendas e a margem de contribuigdo unitdria, menos o mon
tante de custos fixos onde a margem de contribuicdo unitaria e o

montante de custos fixos eram valores conhecidos. O lucro espera-
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do determinado desta maneira sera também uma variavel  aleatoria
pois e uma fungao de uma variavel de igual natureza-volume de ven
das =~ por conseguinte sua distribuicao de probabilidade estara
determinada pela distribuicao de probabilidade da variavel inde -
pendente, Por exemplo, a probabilidade de que a empresa obtenha
lucros ou em outras palavras, a probabilidade de que o lucro real
seja no minimo igual a zero, serd igual a probabilidade de que as

vendas reais sejam pelo menos igual ao nivel de equilibrio.

Quando todas as variaveis envolvidas na anilise
sdo consideradas aleatdrias, o lucro esperado pode ser determina-

do com a utilizagao da seguinte expressao:

= - - 64
E(L) = E(Q (E(p) - E(c))) - E(Cp) (64)
onde:

E(L) = Lucro esperado

E(Q) = Valor esperado do volume de vendas

E(p) = Valor esperado do prego de venda unitario

E(cv)= Valor esperado do custo variavel unitario

E(CF)= Valor esperado do montante de custos fixos

Ressalta-se que o valor do lucro esperado acima
definido corresponde a média da distribuigdo de probabilidade do
lucro,.Por sua vez '@ determinacdo do desvio padrao desta distribui

gao & muito mais complexa, como pode-se notar a seguir.

Ao observar a férmula que permite determinar o

lucro esperado, nota-se que & possivel decompo-la em duas partes:

19) A margem de contribuicdo total (M.) definida

C
neste caso como: MC = E(Q) (E(p) - E(Cv» y €

2%) 0 montante de custos fixos determinado aqui

pelo valor médio de sua distribuicao de probabilidade.

A margem de contribuigao total pode ser decompos

ta em cada um dos seus multiplicandos, isto é&:

- A margem de contribuigdo unitaria (m_) defini-
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da como a diferenga entre o prego de venda unitario e o custo va-
riavel unitario e determinada, nesta ocasido, pela diferenca en-
tre as medias das distribuigdes de probabilidades de ambas as va-
riaveis, ou seja, pela diferenga entre os respectivos valores espe

rados;

- 0 volume de vendas neste caso, -corresponde a

media de sua distribuigdo de probabilidades.

A diferenga entre variaveis aleatorias com fun-
goes de distribuigao de probabilidade N(ui,ozi)i tera uma distri-
buicao normal de probabilidade cuja média sera a diferencga dos va
lores esperados de ambas variaveis,e sua variancia sera a soma
das variancias das varidveis aleatdrias, ou seja, a diferenga men

cicnada se distribuira:
n n
De acordo com a definigao que foi dada de margem
de contribuigdo unitaria, esta apresentara uma distribuicdo nor-

mal de probabilidade cujos pardametros serao:

u =M, M, = E(P) - E(cv) = E(mc) (66)

A determinagao da distribuicado de probabilidade
da margem de contribuigdoc total que como se sabe, define-se como
o produto entre a margem de contribuigao unitaria e o volume de
vendas expresso em unidades fisicas. O produto de duas varidveis
aleatorias Xe Y distribuidas N(ui, oiz) sera também uma variavel
aleatoria cuja funcdo de distribuicdo de probabilidade tera um va
lor esperado definido pelo produto dos valores esperados dos mul-
tiplicandos, e sua variancia estarda determinada pela soma de: a)

0 produto das variancias de ambas variaveis aleatorias; b) O pro-

® Op. Cit. MEYER, Paul L. p- 198
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duto do quadrado do valor esperado da variadvel aleatoria X  pela
variancia da variavel aleatdria Y e ¢) o produto do quadrado  do
valor esperado da variavel aleatdria Y pela variincia da variavel

aleatéria X, ou seja:

Se Z = XY onde X e Y sao variaveis aleatorias
. e~ 2 . - . -
com distribuicgao N(ui, o ) respectivamente, Z sera uma variavel

aleatéria cuja distribuicdo de probabilidade sera: '’

V(X)) (67)

Ny M5 VOO V(D) + g’ V(Y 4 b,

De acordo com isto a margem de éontribuigéo to-
tal tera uma distribuigdo de probabilidade determinada pelos se-

guintes parametros:

o
it
=
>
=
i

E(Q) x E(mc) = E(MC) (68)

o = \|V@ V@) ¢+ ol vm) + )P V@ (69

C c

A partir de agora tem-se condigGes de determinar
o desvio padrao da distribuigdo de probabilidade do lucro, wvisto
que se conhece os parametros das distribuicdes de rrobabilidade
da margem de contribuigao total e do montante de custos fixos que
sdo as variaveis que determinario em definitivo o montante do lu-

cro da empresa.

Para calcular a variancia da distribuigdo de pro
babilidade do lucro deve-se proceder de forma idéntica a que foi
feita para determinar este parametro no caso da margem de contri-
buigao unitaria pois, como se sabe, o lucro &, neste caso, uma di
ferenga entre variaveis aleatérias, ou seja [E(MC) - E(CP)] e,
portanto, sua variancia estara determinada pela soma das varian-

clas da margem de contribuicgao total (02 ) e do montante de cus-

M

tos fixos (og ). De acordo com isto, o aésvio padrao do lucro es-

tara definidonela seguinte expressao:

' JAEDICKE, Robert K and ROBICHEL A. Alexander. Cost - Volume - Profit Analises
under conditions of uncertainly.
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3.5.3. VENDAS ESPERADAS E MARGEM DE SEGURANCA

0 volume de vendas esperado para se chegar a um
lucro pre-determinado, em empresas monoprodutoras onde todas as
variaveis envolvidas na andlise sdo aleatdrias, estara determina-

do pela expressao seguinte:

E(CF) + E(L)

= 7
E(Q) E(m) (71)

A margem de seguranca esperada, por sua vez, es

tara determinada pela seguinte expressao:

E(p) x E(Q) - E(p) x E(Qy,

= E(MS) 100 (72)

u
MS E(p) x E(Q)

A probabilidade de que a“margem de seguranga se
ja né minimo iéual a zero deve ser calculada por meio da distri -
buigao de probabilidade da propria margem de seguranga ou determi
nando sua probabilidade equivalente em termos de lucro, ou seja,
calculando a probabilidade de que o lucro real seja pelo menos

igual a zero.

3.6, VOLUME DE VENDAS, CUSTO VARIAVEL; CUSTO FIXO E PREGO DE VEN
DA CONSIDERADAS COMO VARIAVEIS ALEATORIAS EM EMPRESAS MULTL
PRODUTORAS

Complementando o estudo da analise de custo-volume-lucro
sob condigoes de risco, toma~se como aleatorias todas as varidveis
fundamentais envolvida na analise para o caso de empresas multi-
produtoras. Esta situagao € a que apresenta mais complexidade, vis
to que ndo s6 todas as variaveis envolvidas na analise s3o consi-
deradas aleatorias mas tambem a empresa fabrica e vende uma varie

dade de produtos.
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3.6.1. PONTO DE EQUILIBRIO

O ponto de equilibrio, como foi visto, devera ser ex
presso em unidades monetarias devido a utilizagdo de unidades ho-
mogeneas para sua mensuragao, ja que as empresas multiprodutoras
produzem e vendem diferentes produtos. Para o calculo do ponto de e-

quilibrio utiliza-se a seguinte expressao:

E(C.) E(C.)
- F
Rpp - L - (73)
1-E(R_) E(R )
v
Ao multiplicar este valor pelas porcentagens de
participagao na composigcao das vendas de cada produto e,  poste-

riormente, ao dividir os resultados obtidos pelos valores espera-
dos dos pregos de venda dos respectivos produtos, pode-se deter-
minar a combinagao de vendas que permite alcangar o ponto de

equilibrio, ol seja, quanto deverd ser produzido e vendido de

3 - 3 ~ -
cada produto para se atingir o nmnonto de eauilibrio.

Um aspecto que se deve analisar & a determinagao da
probabilidade condicional de que a empresa alcance pelo menos seu
nivel de equilibrio, mas antes de poder calcular esta probabilida
de, deve-se determinar primeiro os parametros da distribuigdo de
probabilidade do volume de vendas expresso em unidades monetarias,
ou sejaja receita de vendas. A receita total de vendas sera a so-
ma das receifas de venda de cada um dos produtos e, por sua vezy
a receita de venda de cada produto estara determinada pela multi-
plicagao do valor esperado do volume de venda deste produto, pelo

seu prego de venda, como se pode comprovar pela expressao:

E(Ri) = E(Qi) X E(pi) (74)
onde:
E(Ri) = Valor esperado da receita de vendas do i-esimo produ
to.
E(Qi) = Valor esperado do volume de vendas do i-esimo produ-

to.
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E(pi) = Valor esperado do prego de venda do i-eésimo produto.

Para determinar os parametros da distribuigdo de probabilidade da
receita total de vendas é necessario estabelecer previamente a
distribuigao de probabilidade da receita de venda de cada produtg,
a qual, por definicao, & o produto de duas variaveis aleatorias

e, em conseqllencia, seus parametros estarao determinados pelas ex

pressoes:

Hp = E(Qi) X E(Pi) (75)

2 2 !
Op =\lv(Qi) Vip,) + (uq) vip;) + (upi) V(Qi) (76)
Com a determinagao dos parametros das distribuigoes

de probabilidade da receita de venda de cada produto, parte-se pa
ra a determinagao dos parametros da receita total de vendas, que

estardo definidos a partir das seguintes expressoes:

(78)

Com base nestas informagoes pode-se determinar a pro-
babilidade condicional do comportamento da receita de venda.A pro
babilidade nao condicional de que a empresa alcance um certo lu-
cro, pode ser obtida uma vez que se consiga estabelecer a distri-
buigdao de probabilidade do lucro e, em conseqiliéncia, seus parame-

tros.

3.6.2. LUCRO ESPERADG,

0 lucro esperado na analise de custo-volume-lucro sob
condicdes de risco em empresas multiprodutora é determinado pela

expressao seguinte:
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E(L) = E(Ry) x E(Ry) - E(CL) (79)
onde:
E(L) = Lucro esperado
E(RT) = Valor esperado da receita total de vendas
E(ﬁc) = Valor esperado da razao de contribuicao ponderada
E(CF) = Valor esperado do montante de custos fixos

Para determinar os parametros da distribuicao de pro-
babilidade do lucro, deve-se decompor a expressao anterior em: a)
A margem de contribuigao total, definida como o produto do valor
esperado da receita total de vendas e o valor esperado da razdo de
contribuigao ponderada, 2 b) O montante de custos fixos que agora

corresponde ao valor esperado desta variavel.

Os parametros da distribuigao de probabilidade da receita total de vendas fo

ram definidos anteriormente e correspondem as expressces acima.

Desta decomposigao de lucro esperado se deduz que pa-
ra determinar os parametros de sua distribuigdo de probabilidade
e necessario calcular antes o seguinte: 19) Os parametros da dis-
tribuigao de probabilidade da razio de contribuicic ponderada,?29)
Os parametros da distribuicdo de probabilidade da margem de con-
tribuigao total,e 39) Os parametros da distribuicdo de probabili
dade do lucro com base nas informagdes obtidas pelos calculos pre

cedentes.

‘Para melhor compreensao, vai-se f & imen-
_ Pa lhor comp 0, vai-se fazer o desenvolvimen

to comentado dos passos antecedentes:

19) A razao de contribuigdo ponderada foi definida co

mo a soma dos produtos entre as razoes de contribuigaoc de cada ar
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tigo e sua respectiva participagao na composicdo das vendas, isto
e:

n
R, =12 R x % i (82)

Razao de contribuigao do i-ésimo produto.

2ol
il

&3
il

Percentual de participagac do i-ésimo produto na com-

posigao das vendas.

A razao de contribuicao de cada produto por sua vez se define co-
mo o quociente entre a margem de contribuicdo e o preco de venda

unitario, ou seja:

. c m
Pi - v, c;
RC = =3 (83)
i Py i
onde:
R, = Razao de contribuicao do i-esimo produto
i
p; = Prego de venda do i-esimo produto
CV = Custo variavel unitario do i-ésimo produto
i
m, = Margem de contribuigao unitaria do i-esimo produto.

0 valor esperado da razao de contribuigao sera entdo, o quociente
entre o valor esperado da margem de contribuigao unitaria e o va-
lor esperado do prego de venda, e sua variancia aproximada estara

determinada pela expressao seguinte:

u2

m(‘
_ 1 i

1 u X H
Py Pi

A determinagdo dos parametros da distribuigdo de proba
bilidade do produto %i x R, que, como se sabe, corresponde ao
.- i ) - L -
1-esimo elemento da soma “que determina a razao de contribuigao

ponderada, sera feita a seguir. E importante lembrar, neste pon-



to, que os Zi sao constantes, visto que foi suposto que a conposigdo
das vendas permanece invariavel por que o produto %i X RCi cor
responde ao produto de uma constante por uma variavel aleatoria
e,se X € uma variavel aleatéria e C uma constante, os parametros

da distribuigao de probabilidade do produto cx''sera:

E(CX)

CE (X) (85)

2

V(CX) c” V(X)) {86)

[}

. “ o~
Aplicando a nomenclatura adotada neste trabalho as expressoes an-

teriores, tem-se:

™
~
a9
™
el
~
il

' Z,ox E(Rc.) (87)
i i

2 .
(2% V(R ) (88)

1 ) i

<
—~
X
s
b
=
~—r
1§

Para finalizar o primeiroc passo determina-se os para-
metros da distribuigao de probabilidade da razdo de contribuicao

ponderada, os quais estarao definidos pelas seguintes expressoes:

— n
E(R)) =1 E(Z, R )

i1 i e, (89)
_ n
V(R)) =L V(Z, R_) (90)
. i=1 1
29) A margem de contribuicao total se define como o

produto da receita total de vendas e a razao de contribuigdo pon-
derada. Na situagao que ora se analisa, ambas sdo variaveis alea-
torias, portanto, os parametros de sua distribuigdo de probabili-

dade estarao determinados pelas seguintes expressoes:

E(MC) = 1 = E(RT) x E(RC) (91)

MC
— : y 2
V(ML) = V(R V(RL o+ [ER]S V(R + [E(R)] VIR (92)

' 0p. Cit. MEYER, Paul L. p- 138~ 145



3?9) Pode-se expressar o lucro esperadc como a diferen
¢a entre a margem de contribuigac total e o montante de custos fi
x0s, sendo ambas variaveis aleatdorias. Em conseqlléncia, os parame-
tros da distribuigac de probabilidade do lucro estardo determina-

dos pelas expressoes:

B(L) = u = EQM) - E(CY) (93)
V(L) = V(M) + V(Cy)  (94)
o, ='\!v<w =\]v(MC) s V() (95)

Com as informagoes obtidas, pode-se definir a distri
buicao de probabilidade do lucro, isto e, pode-se determinar,
por exemplo, a probabilidade de que o lucro real seja nulo ou a
probabilidade da empresa trabalhar pelo menos no seu nivel de e-
quilibrio.

3.6.3. VENDAS ESPERADAS E MARGEM DE SEGURAN(:

Se a empresa pode definir o lucro que espera obter
sob o pressuposto de que se tenha estimado o valor esperado do
prego de venda, dos custos varidveis e dos custos fixos, o valor
esperado da receita de vendas necessaria para a obtencdo de um
certo lucro podera ser determinada pela expressao a seguir:

E(CF) + E(L)

E(Ry) = — (96)
E(R,)

‘Una vez determinado este valor, podera decompor-se de
acordo com a variagao de vendas da empresa, que é um dado conheéi
do, obtendo-se a receita de vendas de cada um dos produtos fabri-
cados por ela,e, finalmente,dividindc estas receitas pelos respec
tivos precos de venda, se poderda obter o numero de unidades de ca-
da produto que a empresa deve fabricar e vender afim de atingir

um lucro due se espera.
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- A margem de seguranga estara determinada pela utiliza

cao da seguinte expressao:

E(RT) - E(RPE)
E(RT)

E(Ms) = (97)

A probabilidade de que a margem de seguranga real es-
teja compreendida num dado intervalo, pode ser calculada mediante
a distribuicdo de probabilidade da prépria margem de seguranga ou

calculando a probabilidade equivalente em termos de lucro.

' Finalmente, acleoneluir—o \presernte canitule” é necessd
rio ressaltar que durante o desenvolvimento deste tema foi supos=-
to a existéncia de independencia entre as variaveis aleatorias en
volvidas na anilise, com o objetivo de simplificar os cdlculos, o

que constitue uma limitagac do modelo.

No proximo canitulo se fara uma aplicagao, através de

exemplo ilustrativo, dos conceitos desenvolyidos neste capitulo.
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CAPITULO IV

4,1, InTRODUCAO

0 presente capitulo tem por objetivo fundamental, apresen-
tar uma aplicagao da analise de custo-volume-lucro sob condi-

goes de risco desenvolvida no capitulo anterior.

Para tal efeito, serao analisadas separadamente as relacces
« . .
entre custos, nivel de atividade e lucro em empresas monoprodu-

toras e multiprodutoras.

Para cada uma das situagoes acima referidas sera formulado
um exemplo ilustrativo, com dados hipotéticos, a fim de simular
uma aplicagao da tecnica desenvolvida em casos reais, visando,
principalmente, salientar as vantagens derivadas da considera-

gao do risco na analise de custo-volume-lucro.

Tanto no caso de empresas monoprodutoras quanto no caso de
empresas multiprodutoras, dar-se-a especial importancia as infor
magoes adicionaid fornecidas pela analise de custo-volume-lucro
sob condigoes de risco em relacao com a probabilidade de ocor-
rencia de diversos eventos analisados,; o que, evidentemente, re-
presenta um subsidioc de vital importancia para os tomadores de

decisoes.
No final do presente capitulo, serdo feitas algumas consi-

deragoes finais em relagac com os exemplos ilustrativos apresen

tados e 0s resultados obtidos.
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4.2, LIMITAGOES DO EXEMPLO

A Unica limitagdo digna de ser mencicnada em relagao com o
exemplo ilustrativo a ser apresentado, diz respeito ao fato de
serem utilizados dados ficticios para proceder a aplicagado da a
nalise custo-volume-lucro sob condigbes de risco. Porém, esta &
uma limitagao mais aparente do que real porquanto o objetivo bé
sico deste capitulo é mostrar como este tipo de andlise pode ser

aplicada em quaisquer situagoes, e portanto, um exemplo genera-

lizado facilita o atingimento deste objetivo.

Por outro lado, a aplicacao da analise de custo-volume-lu-
cro sob condigoes de risco a uma situacido real implicaria na rea
lizagao de uma série de atividades adicionais prévias, que fogem
totalmente ao escopo do presente trabalho, tais como: classifica
cao de custos e despesas segundo sua variabilidade em relacdo a
variagobes do nivel de atividade, analise de regressdo de custos
e despesas, estimativas dos parametros das distribuigdes de pro

babilidade das diversas variaveis envolvidas na analise, etc.

4.3, ANALISE DE CUSTO - VOLUME - LUCRO SOB CONDIGOES DE RISCO EM
EMPRESAS MONOPRODUTORAS

A seguir serao apresentados alguns dados basicos correspon
dentes a uma empresa monoprodutora, os quais serao utilizados
neste subcapitulo para ilustrar a aplicagao da analise de cus-

to-volume-lucro sob condigoes de risco.
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4.3.1. DADOS DO PROBLEMA

Suponha-se que a empresa "X", fabricante do produto "Z", a

resentou as seguintes estimativas de custos, despesas, volume
bl IS

de atividades e prego de venda para o exercicio seguinte:

Variavel Valor esperado Desvio padrao
Volume de vendas 2.500 unidades 600 unidades
Pregco de venda Cr$ 20,00 Cr$ 0,50

Custos variavels

Materia prima cr$ 5,00 cr$ 0,20
Mao de obra direta cr$ 3,00 cr$ 0,10
Energia Cr$ 4,00 Cr$ 0,10
Combustiveis cr$ 2,00 cr$ 0,14
Embalagem . Cr$ 1,00 Cr$ 0,10

Custos fixos

Seguros cr$ 500,00 Cr$ 100,00

Mao de obra indireta Cr$ 4.000,00 cr$ 300,00

Aluguel ‘ Cr$ 2.000,00 Cr$ 100,00

Publicidade Cr$ 2.500,00 cr$ 200,00

Depreciagao Cr$ 1.000,00 cr$ 100,00
QUADRO 7

DADOS DO EXEMPLO ILUSTRATIVO N9 1

4.3.2. PONTO DE EQUILIBRIO

Antes de proceder ao cidlculo do ponto de equilibrio da em-
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presa “X", & preciso calcular os parametros das distribuicgdes de
probabilidade do custo variavel unitaric e do montante de cus-

tos fixos.

Conforme foi suposto como hipotese de trabalhb, cada um dos
componentes do custo variavel unitdrio e dos custos fixos & uma
variavel aleatoria normalmente distribuida e independentes en-
tre si. Considerando este suposto e considerando que o custo va
riavel unitario € a soma dos componentes varidveis e que o mon-
tante de custos fixos é a soma dos componentes fixos, pode-se a

firmar o seguinte:

a) A média da distribuicao de probabilidade do custo variavel

unitario sera determinada pela seguinte expressao:

Moy = .§ Moy - (98)
1=1
onde:
Hoy = media da distribuicdo de probabilidade do custo varia
vel unitario
Moy, © média da distribuicdo de probabilidade do i-ésimo com
i

ponente do custo variavel unitario.

Substituindo as variaveis da expressao acima pelos dados

do exemplo ilustrativo, obtem-se:

=
t

cy = Cr$ 5,00 + Cr$ 3,00 + Cr$ 4,00 + Cr$ 2,00 + Cr$ 1,00

Cr$ 15,00

=
H

cv



b) A variancia da distribuic.o de probabilidade do custo varia-

vel unitario sera determinada pele seguinte expressdo:

u
2 2
o = L 0o (99)
cv CLoCy
1=1 1
onde:
2 L~ . S~ o
O.y = variancia da distribuilcgao de probabilidade do custo
variavel unitario
2 S . C e o L.
0oy = variancia da distribuircgao de probabilidade do l1-esimo
i

componente do custo variavel unitario.

Substituindo as variaveis da expressao acima pelos dados

do exemplo ilustrativo, obtem-se:

2

Ocy ° 0,08 + 0,01 +# 0,01 + 0,02 + 0,01
2

OCV = 0,09

Portanto, o desvio padrao do custo variavel unitario sera:

.

c) A media da distribuigao de probabilidade do montante de cus-

tos fixos sera determinada pela seguinte expressao:

U = Ty (100)

onde:
Herp = média da distribuicdo de probabilidade do montante de

custos fixos
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Mep, © média da distribuigio de probabilidade do i-ésimo com

ponente dos custos fixos.

Substituindo as variaveis da expressao acima pelos dados

do exemplo ilustrativo, obtem-se:
Hop = Cr$ 500,00 + Cr$ 4.000,00 + Cr$ 2.000,00 + Cr$ 2.500,00 +
+ Cr$ 1.000,00

—_ Cr$ 10.000,00

d) A variancia da distribuicdo de probabilidade do montante de

custos fixos sera determinada pela seguinte expressao:

u
2 2
o = I o0 (101)
CF . CF.
1=1 1
onde:
2 L . . _ c o
O.p - variancia da distribulgao de probabillidade do montan-
te de custos fixos
2 ca L - e
Onp.= variancia da distribuicgao de probabilidade do 1-esimo
°F
componente dos custos fixos.
Substituindo as variaveis da expressao acima pelos dados

do exemplo ilustrativo, obtém-se:

oéF = 10.000 + 90.000 + 10.000 + 40.000 + 10.000
6% = 180.000
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Portanto, o desvio padrac do montante de custos fixos sera:

SN
Gop = Y160.000 = Cr$ 400,00
Uma vez calculados os parametros das distribuicoes de pro-
babilidade do custo variavel unitario e do montante de custos
fixos, pode-se proceder ao calculo dos parametros da distribui-

cdo de probabilidade do ponto de equilibrio da empresa "X".

Aplicando a formula 62, desenvolvida no capitulo anterior,
pode-se calcular a media da distribuigao de probabilidade do pon

to de equilibrio conforme e mostrado a seguir:

Cr$ 10.000,00
Cr$ 20,00 - Cr$ 15,00

QPE

Portanto:

QPE 2.000 unidades

Aplicando a formula 63, pode-se calcular a média da distri
buigio de probabilidade do ponto de equilibrio expresso em uni-

dades monetarias conforme € mostrado a seguir:

Cr$ 10.000,00

PR cr$ 15,00
Cr$ 20,00

Portanto:
Rpp = Cr$ 40.000,00

Aplicando a formula 84, desenvolvida no capitulo anterior,



pode-se calcular a variancia, e consequentemente o desvio pa-
drao, da distribuigao de probabilidade do ponto de equilibrio,

conforme & demonstrado a seguir:

a) Em primeiro lugar deve-se calcular a variancia da distribui-
gao de probabilidade da margem de contribuigdo unitdria apli

cando a formula 66. Istoc é:

Q
!
(o]
“
w
4=

./

b) Uma vez calculada a variancia da dgétribuigéo de probabilida
de da margem de contribuigao unitaria, & possivel aplicar di
retamente a férmula 84, obtende-se a variancia da distribui-
gao de probabilidade do ponto de equilibrio expresso em uni-

dades fisicas. Aplicando a referida formula aos dados do e-

xemplo ilustrativo, obtem-se:

Oz = (1/25) x 160.000 + (100.000.000/625) x 0,34
Qpg
oé = 6.400 + 54,0400
PE
02 = 60.800
QPE
Portanto:
GQ = \J60.800 = 247 unidades.
PE

Portanto; o ponto de equilibrio, expresso em unidades fisi

cds; apresenta uma distribuicac normal com média igual a 2.000



unidades e desvio padrao igual a 247 unidades.

De igual forma, pode-se calcular a variancia e o desvio pa
drao da distribuigao de probabilidade do ponto de equilibrio ex
presso em unidades monetarias. Aplicando, mais uma vez, a formu

la 84, obtem-se o seguinte resultado:

oi = (1/0,25) x 160.000 + (100.000.000/3,9% 107 °)(8,5x10™" + 3,9% 10"°)
PE ‘
6% = 640.000 + 22.758.400
R
PE
oé = 23.398.400
PE
Portanto:
o, = Cr$ 4.837,00
PE

Este resultado significa que o ponto de equilibrio, expres
so em unidades monetarias, apresenta uma distribuigdo normal de
probabilidade com média igual a Cr$ 40.000,00 e desvio padrao i

gual a Cr$ 4.837,00.

Uma vez calculados os parametros da distribuicao de proba-
bilidade do ponto de equilibrio, € possivel calcular a probabi-
lidade de que o ponto de equilibrio esteja compreendido entre
dois pontos quaisquer do intervalo relevante de atividade. Para
tal efeito bastara apenas transformar a distribuigdo de probabi
lidade do ponto de equilibrio em uma distribuicdo normal padrao
e consultar a tabela de probabilidade correspondente a este ti-
po de distribuigao. O procedimento para efetuar tal transforma-

cao esta descrito no anexo 1.

0 conhecimento dos parametros da distribuigao de probabili
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dade do ponto de equilibrio ode fornecer valiosas informacoes
bl =

para o tomador de decisoes. No caso do problema ilustrativo, fo

ram calculadas, a maneira de exemplo, as probabilidades de

o ponto de equilibrio esteja compreendido em diversos

que

interva-

los do nivel de atividade. 0Os resultados obtidos sao apresenta-

dos nos quadros 8 e 9.

Intervalo

(unidades)

Probabilidade

> 2.000 0.5000
1.500 - 2.500 0.9566
< 1.500 0.0217
2.000 - 2.500 0.4783
1.800 - 2,000 0.7693

QUADRO 8

PROBABILIDADES DO PONTO DE EQUILIBRIO, EXPRESSO EM UNI-

DADES FISICAS, ESTAR COMPREENDIDO EM DIVERSOS INTERVA-

LOS.

Intervalo

Probabilidade

(Cr$)
> Cr$ 40.000,00 0.5000
Cr$ 35.000,00 - Cr$ 45.000,00 0.6985
< Cr$ 35.000,00 0.1515
Cr$ 40.000,00 - Cr$ 45.000,00 0.3492
Cr$ 30.000,00 - Cr$ 40.000,00 0.4808

QUADRO 9

PROBABILIDADES DO PONTO DE EQUILIBRIO, EXPRESSO EM UNIDADES MONETARIAS, ES-

TAR COMPREENDIDO EM DIVERSOS INTERVALOS.
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4.3.3. LUCRO ESPERADO

A seguir serao determinados os parametros da distribuicao
de probabilidade do lucro que, conforme foi visto no capitulo
anterior, & uma fungao dependente das seguintes variaveis: volu
me de vendas expresso em unidades fisicas, margem de contribul

¢ao unitaria e montante de custos fixos.

Aplicando a formula 64, desenvolvida no capitulo anterior,
é possivel determinar a média da distribuicao de probabilidade

do lucro operacional, conforme é apresentado a seguir.

E(L) 2.500(Cr$ 20,00 - Cr$ 15,00) - Cr$ 10.000,00

E(L)

Cr$ 2.500,00

Portanto, a média da distribuicido de probabilidade do 1lu-

cro operacional da empresa "X'" e igual a Cr$ 2.500,00.

Por sua vez, a variancia e o desvio padrao da distribuicgao
de probabilidade do lucro operacional podem ser calculados atra
vés da aplicacao das formulas 69 e 70, apresentadas no capitulo

anterior.

Aplicando a formula 69, no caso do exemplo ilustrativo, ob-

-

/7 ’ . o~ . - . -~
tem-se a variancia da margem de contribuigao total, conforme e

mostrado a seguir:

Oéc = 360.000x0,34 + 6,250,000x 0,34 + 25x 360.000
Oic = 122.4%00 + 2.125.000 + 9.000.000

2
.c = 11.247.400
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Uma vez calculada a variancia da distribuicio de probabili
dade da margem de contribuigao total, aplica-se a férmula 70 a-
fim de calcular a variancia e o desvio padrio da distribuicao de

probabilidade do 1lucro operacional, conforme & mostrado a seguir:

oi = 11.247.400 + 160.000
2 _
OL = 11.407.400
Portanto:
OL = Cr$ 3.377,00

Isto significa que o lucro operacional da empresa "X" apre
senta uma distribuigao normal com média igual a Cr$ 2.500,00 e

desvio padrao igual a Cr$ 3.377,00.

Uma vez calculados os parametros da distribuicao de proba-
bilidade do lucro operacional, é possivel calcular a probabili-
dade de que o lucro esteja compreendido em diversos intervalos.
Para tal efeito, a distribuigao de probabilidade do lucro opera
cional devera ser transformada para uma distribuigao normal pa-

drao, afim de utilizar a tabela de probabilidades existente para

dita distribuicao.

A maneira de exemplo, scraoc aprcsentadas a sepulr as proba
5 |

bilidades de que o lucro operacional da empresa "X" esteja com-

preendido em diversos intervalos.
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Intervalo Probabilidade
(Cr$)
> Cr$ 2.500,00 0.5000
< Cr$ 0,00 0.2297
Cr$ - 1.000,00 - Cr$ 6.000,00 0.7016
Cr$ 2.000,00 - Cr$ 5.000,00 0.3299
< Cr$ 2.000,00 0.4404
QUADRO 10

PROBABILIDADE DO LUCRO OPERACIONAL ESTAR COMPREEN-

DIDO EM DIVERSOS INTERVALOS.

4,4, ANALISE DE CUSTO - VOLUME - LUCRO SOB CONDIGOES DE RISCO NU-

MA EMPRESA MULTIPRODUTORA

Até agora foi apresentado um exemplo ilustrativo de aplica
gao da analise de custo - volume - lucro sob condigoes de risco,
para o caso de uma empresa monoprodutora, ou seja, uma empresa
que fabrica s6 um produto. Contudo sao poucas as empresas que
podem ser classificadas como monoprodutoras, haja visto que a
maioria delas fabrica e vende uma variedade de produtos, ou se-

ja, sao empresas multiprodutoras.

0 que resta do presente capitulo sera destinado a ilustrar
a aplicacao da analise de custo - volume - lucro sob condigoes de

risco no caso de empresas multiprodutoras.

De igual forma como no caso de empresas monoprodutoras, se
rao apresentados, em primeiro lugar, alguns dados basilcos sobre

os quais serd feita a ilustracao.
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4.4.1. DADOS DO PROBLEMA
Suponha-se que a empresa "W", fabricante dos produtos "A',
"B" e "C", apresentou as seguintes estimativas de custos, despe

sas, volume de atividade e precos de venda para o exercicio se-

guinte:

Produto "A" | Produto "B" | Produto "C"
Volume de vendas esperado 120.000 u.; 60.00C u. £60.000 u.
Desvio padrao do volume de vendas 12.000 u.| 10.000 u. | 15.000 u.
Preco de venda esperado Cr$ 10,00 | Cr$ 12,00 | Cr$ 8,00
Desvio padraoc do prego de venda Cr$ 0,30 Cr$ 0,36 Crg 0,720
Custo variavel unitario Cr$ 7,00 Cr$ 9,60 Cr$ 7,20
Desvio padrao do custo variavel Cr$ 0,14 Cr$ 0,19 Cr$ 0,1u
Composigao das vendas 50% 30% 20%
QUADRO 11

DADOS DO EXEMPLO ILUSTRATIVO NQ 2.

Suponha-se,+ também, que o valor esperado do montante de cus

tos fixos & de Cr$ 460.000,00, e seu desvio padrao deCr$ 18.400,00.

4.4.2. PONTO DE EQUILIBRIO

Sabe-se que,no caso de empresas multiprodutoras, é preciso
determinar, em primeiro lugar, o ponto de equilibrio eXPresso
em unidades monetériag,devido ao problema de heterogeneidade de

unidades de medida dos diversos produtos fabricados pela eﬁpre—

s54a.
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No caso da analise de custo - volume - lucro sob condigoes
de risco, este ponto de equilibrio sera uma variavel aleatéria
que apresenta uma distribuicao normal de probabilidade, cujos

parametros serao determinados a seguir.

A média da distribuigcdo de probabilidade do ponto de equi-
1ibrio, expresso em unidades monetarias, pode ser calculada a-
través da aplicacdo da formula 73, desenvolvida no capitulo an-
terior. Porém, antes de aplicar a referida formula, devera ser
determinada a média da distribuigdo de probabilidade da margem

de contribuigao ponderada, o qual sera feito a seguir:

u u
E(R ) = E £ R x %, = L E(R_) %, (102)

onde:
E(ic) = valor esperado da razao de contribuicao ponderada
R. = razao de contribuicgido do i-ésimo produto
i
% . = participagao do i-esimo produto na composicao  das

vendas.
No caso do exemplo ilustrativo tem-se que:
E(RC ) = 0,30 E(RC ) = 0,20 E(RC ) = 0,10
A B C

e sabe-se que:

Z, = 50% Z. = 307 %, = 207
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Portanto:

0,30x 0,50 + 0,20x 0,30 + 0,10x 0,20

tx1
~~
= |
(]

p—
i

E(ic) = 0,23

Uma vez calculada a média da distribuicao de probabilidade
da razao de contribuicao ponderada, é possivel aplicar direta-
mente a formula 73 para calcular a média da distribuigao de pro
babilidade do ponto de equilibrio expresso em unidades moneta-

rias, tal como ¢ mostrado a seguir:

~ F’ _ Cr$ 460.000,00
Rpe = 77 ~
E(R ) 0,23
c
RPE = Cr$ 2.000.000,00
A seguir sera calculada a variancia e o desvio padrac  da
distribuigaoc de probabilidade do ponto de equilibrio expresso

em unidades monetarias. Para tal efeito, deverao ser calculados,
em primeiro lugar, a variancia e o desvio padrao da distribui-
cao de probabiliéade das razoes de‘contribuigéo dos diversos pro
dutos, atraves da aplicacido da formula 84, desenvolvida no capi

tulo anterior. Os resultados obtidos sao os seguintes:

V(R, ) = (1/100) x 0,1096 + (9/10.000) x 0,09
A
-3 -5
V(R_ ) = 1,096x10 ~ + 8,1x 10
C .
A
V(R ) = 1,177 x107°
“A

Portanto:
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o(R_ ) = V€,177x 1073 - 0,034
A

V(Rc ) = (1/144) x 0,1657 + (5,76/20.736) x 0,1296
B
-3 -5
V(R ) = 1,15x 10 + 3,6x10
c
B
-3
V(R ) = 1,186x% 10
C
B
Portanto:

G(R_ ) = 0,034
‘B

V(R_ ) = (1/64) x 0,0772 + (0,64/4096) x 0,0576
c
V(R ) = 1,21x10° 3 + 9x 1070
C
C
-3
V(R ) = 1,22x10
Cc

Portanto:

o(RC ) = 0,035

0 passo seguinte sera calcular a variancia e o desvio pa-
drao da distribuicao de probabilidade da razao de contribuicao
ponderada. A variancia desta distribuicao sera determinada pela

seguinte expressao:

)T ox V(RCA) + (ZB)2 X V(RCB) + (Zc)zx V(RCC) (103)

Portanto:

3 3.

V(R) = 0,25 x 1,177x 10> + 0,09 x 1,186x 10 > + 0,04 x 1,22x10°
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—_ - - -
V(R = 2,9% 107" + 1,07 x 10 4 4 4 88x107°
V(R = 4,5x10°

Portanto:

Uma vez calculada a variancia e o desvio padrao da distri-
buigao de probabilidade da razdo de contribuicdao ponderada, e
possivel calcular a varidncia e o desvio padrao da distribuicdo
de probabilidade do ponto de equilibrio expresso em unidades mo

netarias, através da aplicacio combinada das formulas 73 e 8i.

No caso do exemplo ilustrativo, os valores destes parame-

tros sao os seguintes:

V(R,;) = (1/0,0529) x 3,3856x 10° + (2,116x10"1/2,8x107%) x 4,5x 107
9 10
V(RPE) = 6,4 x 107 + 3,4 x 10
V(R,) = 4,04 x 10'°
Portanto:
/ 10
O(RPE) = V4,04 x 10 =Cr$ 201.015,00
Isto significa que o ponto de equilibrio da empresa AT

expresso em unidades monetarias, apresenta uma distribuigdo nor
mal com média igual a Cr$ 2.000.000,00 e desvio padrao igual a

Cr$ 201.015,00.
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Uma vez calculados os parametros da distribuicao de proba-
bilidade do ponto de equilibrio, é possivel calcular a probabi-
lidade de que o nivel de equilibrio esteja compreendido em di-
versos Intervalos. Para tal efeito, a distribuigao de probabili
dade do ponto de equilibrio devera ser transformada, conforme pro
cedimento descrito em anexo, para uma distribuicao normal pa-
drao afim de utilizar a tabela de probabilidades existente para
dita distribuiééo.

A maneira de exemplo, serao apresentadas a seguir as proba
bilidades de que o ponto de equilibrio da empresa "W" esteja com

preendido em diversos intervalos.

Intervalo Probabilidade
(Cr$)
> Cr$ 2.000.000,00 0.5000
Cr$ 1.500.000,00 - Cr$ 2,500.000,00 0.9872
Cr$ 2.000,000,00 -~ cr$ 2.500.000,00 0.4936
Cr$ 1.800.000,00 - Cr$ 2.000.000,00 0.3389
< Qr$ 1.500.000,00 0.0064
QUADRO 12

PROBABILIDADE DO PONTO DE EQUILIBRIO ESTAR COMPREENDIDO

EM DIVERSOS INTERVALOS.

4.4.3. LUCRO ESPERADO

O Lucro operacional de uma empresa multiprodutora & uma va

riavel dependente da receita total de vendas, da razdo de con-
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tribuicao ponderada e do montante de custos fixos.

Conforme a formula 79, do capitulo anterior, a média da dis
tribuigao de probabilidade do lucro operacional poderd ser cal-

culada através da seguinte expressao:

E(L) = E(RT) x E(EC) - E(CF)

onde
E(L) = lucro esperado
E(RT) = valor esperado da receita total de vendas
E(ﬁc) = valor esperado da razao de contribuicao ponderada
E(CF) = valor esperado do montante de custos fixos.

No caso do exemplo ilustrativo, o valor esperado da recei-

ta total de vendas & o seguinte:

[

E(RT) 120.000 x Cr$ 10,00 + 60.000 x Cr$ 12,00 + 60.000 x Cr$ 8,00
E(R)

E(R)

Cr$ 1.200.000,00 + Cr$ 720.000,00 + Cr$ 480.000,00

Cr$ 2.400.000,00

Portanto, a média da distribuicao de probabilidade do 1lu-

cro operacional sera:

E(L)

[

Cr$ 2.400.000,00 x 0,23 - Ccr$ 460.000,00

E(L)

fl

Cr$ 92.000,00

Para calcular a variancia e o desvio padrao da distribui-



105

cao de probabilidade do lucro operacional, €& preciso calcular,
em primeiro lugar, a variancia da distribuicdo de probabilidade
da receita de vendas de cada um dos produtos fabricados pela em
presa. Isto pode ser feito através da aplicaciao da fdrmula 76

conforme & mostrado a seguir:

V(RA) = 1,44x108 x 0,09 + 1,4l¢x1010 x 0,09 + 100x 1,44 x 108

9

V(R,) = 12.960.000 + 1,296 x 10~ + 1,44 x 1010

V(R,) = 1,57x 1010

V(Ry) = 108 x 0,1296 + 3,6x 107 x 0,1296 + 144 x 10°

V(R,) = 12.960.000 + 4,66x10° + 1,44 x 10"

V(R = 1,49x 1010

V(RC) = 2,25){108 x 0,0576 + 3,6;(109 x 0,0576 + 64 x 2,25% 108

V(R,) = 12.960.000 + 2,07x10% + 1,44 x 10

V(R = 1,46x 1010

De posse destes resultados e possivel calcular a variancia
da distribuicao de probabilidade da receita total de vendas, que
nada mais € do que a soma das variancias das distribuigoes  de
probabilidade da receita de vendas de cada um dos produtos, ha-
ja visto que se estd considerando como hipdtese de trabalho  a

independencia entre as variaveis. Assim sendo, tem-se:
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1,57x 100 + 1,49x10"% + 1,46 x 1080

V(RT)

4,52 x 100

V(RT)

A seguir devera ser calculada a variancia da distribuicao
de probabilidade do produto entre a receita total de vendas e a

razao de contribuicao ponderada. Tal calculo e feito a seguir:

VR, x R) = 4,52x10"0 x 4,5%x 107 + 5,76 x 10'2 x4,5%x 107% +0,0529 x 4,52 x10'°
— 9 g
V(Ry x R ) = 20.340.000 + 2,59 x 10° + 2,39 x 10
V(R x R) = 5 % 10°
Txc

Finalmente, é possivel calcular a variancia e o desvio pa-
drao da distribuigao de probabilidade do lucro operacional, con

forme é mostrado a seguir:

V(L) = 5x10° + 3,38x 10°
. 9
V(L) = 5,34x 10
Portanto:
o(L) = V5,34 %107 =cCr$ 73.065,00

Isto significa que o lucro operacional da empresa "W'" apre
senta uma distribuigao normal de probabilidade com média igual

a Cr$ 92.000,00 e desvio padrao igual a Cr$ 73.065,00.

Uma vez calculados os parametros da distribuicao de proba-

bilidade do lucro operacional, & possivel calcular a probabili-
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dade de que o lucro operacional esteja compreendido em diversos
intervalos. Para tal efeito dJdevera piroceder-se de iforma identi-
ca a que fol utilizada para determinar a probabilidade de que o

3 « - . . . .
ponto de equilibrio esteja compreendido em diversos intervalos.



CAPITULD 'V

r
\ 3 -
LS. ConclusBEs £ sucEsTBES

U{S M. ConcLusBES

A analise de custo - volume - lucro sob condigbGes de risco
oferece aos tomadores de decisoes subsidios calcados em c:tudos
que tem uma conotacao probabilistica, possibilitando maior fle-

xibilidade para o planejamento das atividades empresariais.

0 modelo proposto neste trabalho vem superar uma gran
de limitacdao da analise de custo - volume - lucro tradicional, de
corrente do fato de se considerar todas as variaveis envolvidas
na analise como sendo dados deterministicos. A metodologia con-
siste na associagao do risco a cada uma das variaveis envolvi-
das na analise, atribuindo-se um cardter eminentemente probabi-
listico a cada uma delas, o qual fornecerd aos tomadores de de-
cisoes um quadro do comportamento que adotaram as variaveis e

suas probabilidades de ocorrencia, tornando o plancjamento mais

-~ . - ~ -
realistico nas areas de produgao e finangas da empresa.

No entanto, e importante destacar que o sucesso da aplica-
¢ao do - modelo proposto depender: de um conhecimento histo-
rico do comportamento destas variaveis para, com base nestcs da

dos, se fazer uma projecao probabilistica para periodos subse-

quente§i>

Finalizando, salienta-se que atraves do exemplo iluslrati-
vo desenvolvido no presente frabalho, pode-se constatar a viabi
lidade da utilizagao do modelo proposto, bem como sua efi-

ciencia operacional e sua utilidade nas atividades vinculadas



1098

ao planejamento das atividades produtivas e financeiras no cam-

po empresarial.

0 modelo poderia ser aperfeigoado se fosse considerada a cor

relagdo existente entre as diversas variaveis.

3 q -
%.,Q/. SUGESTOES

Para novos estudos relacionados com analises probabilisti-

cas de atividades financeiras, sugere-se:

- uma aplicacgdo da analise de custo-volume-lucro sob condi

coes de risco a uma situacao real;

- um estudo sobre a possibilidade de utilizagao de uma ou-
tra distribuicdo de probabilidade, além da normal, para

o estudo probabilistico da analise de custo-volume-lucro;

- um estudo que considere o grau de dependencia entre as

variaveis envolvidas na analise de custo-volume-lucro;

- a utilizagao de técnicas de simulacdo na analise de cus-
to-volume-lucro, afim de aperfeicoar oa métodos atual -
mente utilizados para determinar os parametros das dis-
tribuigdes de probabilidades das variaveis dependentes.

- uti ’zagao‘da Programagao Linear em conbinagao com custo
v t

/
do produto.

6lume<lucre’ para simultaneamente otimizar a composigao
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ANEXO 1

- ALGUNS CONCEITOS DE PROBABILIDADE RELACIONADOS COM A ANALISE DE
CUSTO - VOLUME - LUCRO
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INTRODUGAO

Ja foi mencionado, que o habito de supor que existe certeza
absoluta com respeito ao comportamento das variaveis fundamentais
envolvidas na analise, di origem a uma das limitagoes mais impor-
tantes da analise de custo-volume-lucro tradicional. Isto pode
distorcer seriamente as projegoes que se facam da atividade da em
presa e da magnitude que alcancardo estas varidveis e, em conse-

quencia, conduzir a erros na tomada de decisoes.

Uma vez que se tenha reconhecido esta limitacao, o passo se-
guinte sera tentar introduzir algumas mudancas na analise de cus-
to-volume-lucro, a fim de considerar frente a cada uma das alter-
nativas submetidas a estudo um grau de risco, desta maneira, aca-
ba-se com a limitacao imposta pelo pressuposto de certeza implici

ta na analise de custo-volume-lucro.

Para considerar o risco como variavel fundamental na analise
de custo-volume lucro, deve-se recorrer, necessariamente, a cer-
tos conceitos e instrumentos pertencentes ao campo de estudo da
Estatistica e, especificamente, a um dos seus ramos denominado Es
tatistica Inferéncial. Por esta razdo sera necessario definir, ex
plicar e analisar certos conceitos e idéias proprias desta cien -

cia, o que constitue o propdsito deste capitulo.

A seguir procura-se ilustrar através de um exemplo,como o ha
bito de nao considerar o risco e a incerteza associados a diferen
tes alternativas .pode conduzir a erros na tomada de decisoes quan

do se utiliza a analise de custo-volume-lucro tradicional.

EXEMPLO 13: Suponha que uma empresa se encontra ante a alternati-
va de produzir e vender ou o produto "A" ou o produto "B" , oS
quais podem ser produzidos aproveitando as atuais facilidades de
fabricar e implicando num aumento nos custos fixos anuais, de i-
gual montante, qualquer que seja o produto que decida poduzir. A-
lém disto, suponha que a capacidade produtiva utilizada por ambos

produtos € a mesma.
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Os dados antecedentes que se tem sao os seguintes:

PRODUTO "A" PRODUTO "B"
Aumento nos Custos Fixos cr$ 50.000,00 Cr$ 50.000,00
Prego de venda Cr$ 12,00 Cr$ 12,00
Curso Variavel Unitario Cr$ 7,00 cr$ 7,00
A analise de custo-volume-lucro permite determinar o n

{4 e

vel de equilibrio para ambos produtos, tal como foi visto no cap

tulo anterior.

cr$ 50.000,00
Cr$12,00~-Cr$7,00

=
|

10.000 u RPE "A" =Cr$120.000,00

Cr$ 50.000,00
Cr$12,00-Cr$7,00

10.000 u RPE B

fes)
i

Cr$120.000,00

Sem duvida o resultado obtido nada nos diz respeito a deseja
bilidade relativa de um ou outro produto e isto se deve a nao ter
sido considerado uma variavel fundamental no problema como é o vo

lume de vendas que se espera obter para cada um dos produtos.

Se supor, por exemplo, que o volume de vendas esperado ¢ de
15.000 unidades anuais para o produto "A" e de 12.000 unidades pa
ra o produto "B", é evidente que a empresa produzira o produto
"A", pols no que se refere a expectativa de vendas, é claramente
superior, permitindo a obtencao de um lucro adicional de
(r$75.000,00 em troca, se decidir-se fabricar o produto "B", o lu-
cro adicional obtido sera somente Cr$ 10.000,00 como é demonstra-

do a seguilr:
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Demonstrativo de Lucros e Perdas

PRODUTO "'A" PRODUTO "B"
Receita de Vendas Cr$ 180.000,00 cr$ 144.000,00
(-) Custos Variaveis Cr$ 144.000,00 cr$ 84.000,00
Margem de Contri-
buigao cr$ 75.000,00 cr$ 60.000,00
(-) Custos Fixos cr$ 50.000,00 cr$ 50.000,00
Lucro cr$ 25.000,00 cr$ 10.000,00

Finalmente, aumenta-se a dificuldade do problema supondo que
o volume de vendas anual esperado para ambos o0s produtos € o mesmo.
Poder-se-ia neste caso, afirmar que a empresa é indiferente a deci
sao entre um ou outro produto ? Aparentemente, a resposta seria a-
firmativa posto que, a igual volume de vendas esperado, ambos os
produtos gerariam igual lucro. Sem duvida, uma resposta afirmativa
sG seria valida no caso da existencia de certeza absoluta de al-

cancar este volume de vendas.

Como na grande maioria dos cases n3o existe tal certeza, € va
lido afirmar que, em casos como o apresentado, a decisdo dependera
do risco relativo associado com cada alternativa e, portanto, este
risco deve ser introduzido na andlise a fim de melhorar o processo
decisorio. Para isto, necessita-se de algumas ferramentas propor -
cionadas pela estatistica, as quais serao estudadas no presente ca

pitulo.

/
VARIAVEL ALEATORIA

Pode-se afirmar que todas as relacgoes envolvidas num problema
de decisdo podem ser incertas, ou seja: € possivel que se ignore a
magnitude especifica que adotarao determinadas variaveis num deter
minado momento ou num periodo de tempo dado o qual, todavia, nao
impede que se possa ‘estabelecer um conjunto de valores que poderao
ser assumidos pelas diferentes variaveis consideradas no problema.
De acordo com isto; define-se como variavel aleatdria para este

estudo, "aquela que pode assumir diferentes valores sef que
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se salba com certeza qual deles assumira" e, portanto, a decisdo
que se adote dependera dos valores assumidos por cada uma das va-
riaveis.

Sob este ponto de vista, todas as variaveis relevantes consi-
deradas na analise de custo-volume-lucro, ou seja: a) volume de
vendas, b) prego de venda, c) custo variavel unitario e d) montan-
te de custos fixos, podem ser consideradas como variaveis aleato -
rias ou, 0 que € equivalente, reconhecer a existéncia de um conjun
to de valores que podem ser assumidos por estas variaveis sem que

se saiba com certeza qual deles sera especificamente.

Em estatistica, as variaveis aleatdrias se classificam em dis
cretas e continuas. Serao discretas quando o numero de valores pos
- . . . - - . - - - - - .
sivels que pode assumir a variavel aleatoria e finito ou infinito
numeravel, e serao continuas, quando a variavel aleatdria pode as-

sumlr todos os valores pertencentes a um intervalo determinado.Dis

to se conclui que se designarmos por‘&( o conjunto de valores que
pode assumir a variavel aleatdria X, estamos tratando de uma varia
vel aleatorla discreta toda vez que R, = {x Xoeenos Xn""'} on-

de a lista dos X, tera fim, no caso em que o numero de valores que
pode assumir a variavel aleatoria seja finito e, continuara indefi
nitivamente, quando este numero seja infinito numerdvel. De forma
semelhante, estaremos tratando de uma variavel aleatdria continua

cada vez que R, = {x/a = x = b}, onde a e b £ R.

DISTRIBUIGAO DE PROBABILIDADE

Sabemos, pela definigao de variavel aleatdéria discreta, que o
numero de valores possiveis que pode assumir a variavel &, no maxi
"mo, infinito numeravel. Agora, se a cada um destes valores possi -

veis assoclia-se um numero, p(Xi)’ tal que:

a) p (x;) >0 \Ji (104)

™~ 8

b) p(x;) =1 (105)

i=1
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A funcao "p", assim definida, se denomina "funcao de distri-
G P >

buicao de probabilidade" e a colecao de pares X.5p (x;), se deno-
mina "distribuicao de probabilidade da variavel aleatéria X". Por
conseguinte, cada um dos numeros p (xi) representa a probabilida-
de de que a variavel aleatoria X assuma o valor x., onde x, per -
tence a RX. Isto pode ser expresso matematicamente da seguinte ma

neira:

p (xi) = P (X = Xi) x; € RX

Ilustraremos estes conceitos utilizando, para isto, os dados
do exemplo anterior. Suponha-se para tal efeito que a uUnica varia
vel incerta, que sera considera como discreta, seja o volume de
vendas esperado e, portanto, a decisao dependera do valor que es-
ta variavel assumira. De acordo com isto podemos montar um quadro
com a distribuigao de probabilidade para os produtos A e B (Qua-
dro13) onde, tal como pode ser observado, as funcgoes de distribui
gao de probabilidade de ambos os produtos cumprem com as condigoes
previamente impostas as fungoes deste tipo, ou seja , por um
lado, todos os p (xi) - probabilidade de que o volume de vendas es
perado corresponda a algumas das quantidades listadas - sao posi-
tivos e, por outro lado, a soma das probabilidades associadas a
cada um dos possiveis valores que pode assumir a varidvel aleaté-

ria é igual a unidade (um).

QUADRO 13: DISTRIBUIQAO DE PROBABILIDADE PARA 0OS PRODUTOS "A" E
"B" DO EXEMPLO.13.

VENDAS PROBABILIDADE PROBABILIDADE
(Unidades) (Produto A) (Produto B)
2.500 - 0,1
5.000 0,1 0,1
10.000 0,2 0,1
15.000 0,4 0,2
20.000 0,2 0,4
25,000 0,1 0,1
TOTAL 1,0 1,0
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E importante ressaltar também gque se supoem mutuamente exclu-
sivos e exaustivos, os volumes de vendas possiveis. Isto signifi-

ca o seguinte:

a) Que a listagem se faz de tal forma que é impossivel que os
"eventos" (volumes de venda possivel) acontegam simultaneamente;e
b) Que os niveis de venda ndo listados, ndo tém probabilidade
de ocorrencia ou, em outras palavras, sua probabilidade de ocor-

rencia € zero.

Uma pergunta que cabe ser feita €: Como se determinam as
distribuigdes de probabilidade ? A resposta a esta pergunta é que
estas podem ser determinadas com base em dados historicos referen
tes a demanda de um determinado produto ou de produto similares e,
no caso de nao existir dados histOricos disponiveis, pode se de-
terminar com base em ponderagoes subjetivas. Se ocorrer este Glti
mo, esse enfoque ainda teria o mérito de permitir que a pessoa que
efetua a estimagao possa expressar sua incerteza a respeito da va
riavel estimada e, como uma estimacdo do volume de vendas & neces
saria e indispensdvel a fim de poder se tomar uma decis3o, o pro-
blema nao & saber se deve ou ndo fazer-se a estimacao mas, pelo
contrario, buscar a melhor maneira de efetuar e expressar esta

estimacao.

VALOR ESPERADO

O problema ilustrativo ainda n3o estd resolvido. Se conhecem
os valores possiveis que pode assumir a variavel aleatdria (volu-
me de vendas de cada um dos produtos) e se conhece a probabilida-
de de ocorrencia associada a cada um destes valores. Mas,qual des
tes valores devemos considerar para se tomar uma decisdao? ; Basta
ra considerar a média dos valores relacionados?; ou, pelo contra
rio; Devera utilizar-se aquele valor cuja probabilidade de ocor-
rencia seja a maior? A resposta a estas e outras interrogacoes se
obterao depois de conhecer um novo conceito denominado "valor es-

perado".
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Se X & uma variavel aleatoria discreta e p (x,), a probabili-
dade de ocorrencia associada a cada um dos valores possiveis que
pode tomar X, ou seja, associado a cada X pertencente a R_, se de

fine o valor esperado da variavel aleatdria X, designado por E(x),

como segue!

E (X) = % X, p (Xi)
i=1

(107)
Esta expressao corresponde ao caso em que o numero de valores
que pode assumir a variavel aleatdria é infinito numerdvel. No ca-

so deste numero ser finito, a expressao seria a seguinte:

n
E (X) = L X
i=1

P (x,) (108)

Finalmente, no caso em que o numero de valores possiveis que
pode assumir a variavel aleatdria seja finito, e além disto, estes
valores sejam igualmente provavels, a expressao de valor esperado

de X seria:

n
z X, (109)

Das expressoes anteriores se deduz que quando o numero de va-
lores possiveis que pode assumir a variavel aleatoria é finito, o
valor esperado representa a '"média ponderada'" dos X. e quando, alem
de ser finitos,os valores possiveis sdao igualmente provaveis, o va
lor esperado nao € outra coisa sendo a "média aritmética" dos va

lores possiveis.

A partir de agora, tém-se condigdes de dar respostas as inter
rogagoes apresentadas. Se for associado arbitrariamente um dos valo-
res listados a variavel aleatoria, para efeito de tomar uma deci -
sao, estariam-se ignorando por completo as probabilidades de ocor-
réncia associadas a cada um dos valores possiveis e, em conseqlien-
cia, seria uma estimacao deficiente que, além do mais, estaria em
contradigao com a definigao do problema dado que estaria supondo

certeza absoluta com respeito ao valor que assumira a variavel,em



circunstancias que o volume de vendas havia sido definido previa-

mente como uma variavel aleatoria e, portanto, sujeita a risco.

Se for adotado como nivel de vendas a média aritmética dos valo
res possiveis, estaria-se supondo implicitamente que todos os va-
lores listados tem igual probabilidade de ocorréncia e, neste ca-
so, nao se estaria considerando, para nada, a distribuicao de proba
bilidades apresentada previamente. Pode ocorrer que, para alguma situa
gao determinada, a probabilidade associada a cada um dos valores
possiveis seja igual, e neste caso, o valor esperado da variavel
aleatoria coincidira com a média aritmética dos valores possi-
veis, alias, este seria um caso particular e, em conseqliéncia, nao
representativo da generalidade das situagdes. Ndo obstante, e que
pese as falhas que sofre, uma estimagao do valor que assumird a
variavel, para este ponto, apresenta uma vantagem com relacao ao
método anterior em considerar, em alguma medida, a existencia de
incerteza a respeito do valor que assumira, em definitivo, a va-

rigvel aleatéria.

Se ocorrer a associagao a variavel aleatdéria aquele valor pos
sivel cuja probabilidade de ocorréncia seja maior, estariamos igno
rando a probabilidade de que a variavel aleatoria poderia assumir
qualquer outro valor possivel e, isto equivaleria a associar pro-
babilidade de ocorrencia 1.0 ao valor assumido, ou seja: novamen-
te se estaria incorrendo num pré-suposto implicito de certeza com
respelto ao valor que assumira a variavel aleatdria e como ja foi
mencionado, tal situagao vai de encontro com a definigido do pro-

»

blema.

Pelas razoes mencionadas, & facil deduzir que o valor que con

signamos a varidvel aleatdria sera o valor esperado que, como se
- - . hd .

sabe, sera a media ponderada dos valores possiveis, O que per-
mite superar as deficiencias e contradigdes em que se incorriria
ao consignar um valor distinto ao valor esperado da variavel alea
toria, dado que estara considerando-se por uma parte, a totalida-
de dos valores possiveis, e por outra parte, a probabilidade de

ocorrencia de cada um destes valores.
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Para o caso do problema ilustrativo, o valor esperado dos vo-
lumes de vendas dos produtos A e B se¢ determinam da maneira ilus-
trada no QUADRO 1h.

QUADRO 14: DETERMINACAO DO VALOR ESPERADO DO VOLUME DE VENDAS PARA
0S PRODUTOS A e B DO IXEMPLO 13.

(L) (2) (3) i v i
VENDAS PROBABILIDADE | PROBABILIDADE
(Unidades) (Produto A) (Produto B) (1) (2) (1) (3)
2.500 - 0,1 - 250
5.000 0,1 0,1 500 500
10.000 0,2 0,1 2.000 1.000
15.000 0,4 0,2 6.000 3.000
20.000 0,2 0,4 4.000 8.000
25.000 0,1 0,1 2.500 2.500
1,0 1,0 E(x){L5.000 15.250

Seguindo o critério de associar a variavel aleatéria seu valor
esperado e se for designado por X a variavel aleatdria - volume de
vendas - o lucro que a empresa obtera pela fabricagdo e venda dos
diferentes produtos podem ser determinados mediante a seguinte ex-
pressao:

L =m, lE(x)]| - ¢ (110)

F

Para o exemplo dado, ter-se-ia:

PRODUTO A:

=
i

Cr$ 5,00 (15.000) - Ccr$ 50.000,00

Cr$ 25.000,00

PRODUTO B:

o
]

Cr$ 5,00 (15.250) - Cr$ 50.000,00 Cr$ 26.250,00
E logico esperar, entdo, a luz destes resultados que a empre
sa fabrique e venda o produto B, visto que o lucro esperado seria,

neste caso, Cr$ 1.250,00 superior ao que se poderia esperar no ca-
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so de fabricar o produto A.

Detenha-se um momento para analisar o que acontecceria se, em
vez de associar o valor esperado a variavel aleatdria,tivecse si
do associado algum dos valores discutidos previamente; a saber:
arbitrario, média de valores possiveis e valor de maior probabili

dade.

a) Associagao de um valor arbitrario - Suponha-se que se as-

socia ao produto "A" um volume de vendas de 20.000 unidades, e
ao produto B um volume de vendas de 15.000 unidades. Neste caso,o

lucro esperado seria o seguinte:

PRODUTO A:

[
1]

Cr$ 5,00 (20.000) - Cr$ 50.000,00

]

cr$ 50.000,00

PRODUTO B:

[
It

Cr$ 5,00 (15.000) - Cr$ 50.000,00 Cr$ 25.000,00
Neste caso, a empresa decidira produzir o artigo "A", posto
que o lucro esperado € maior; sem divida, como os valores associa
dos a variavel aleatéria sdo arbitrdrios, o resultado obtido nao
e absolutamente confidvel e a prova disto & que, se tivésse-se as
sociado valores tais que o volume de vendas do produto "A" fosse
menor do que o do produto "B", a decisiao se inverteria. Além do
mais, se o0s valores associados aos volumes de vendas de cada pro-
duto tivessem sido os mesmos, o lucro esperado seria em igual mon
tante para ambos os produtos e, em conseqliéncia, nao se podia to-

mar nenhuma decisao.

b) Associagao da média dos valores possiveis ~ Ja se sabe que

uma estimagao deste tipo leva implicito o pressuposto de igual pro
babilidade de ocorrencia para todos os valores possiveis que pode

assumir a variavel. No exemplo dado esta média sera:

2.500x1/6 + 5.000x1/6 + 10.000x1/6 + 15.000x1/6 + 20.000x1/6 + 25.000x1/6 =
77.500/6 = 12.917 unidades.



De acordo com isto, o lucro esperado sera o seguinte:

PRODUTO A:

t"‘
]

Cr$ 5,00 (12.917)

Cr$ 50.000,00

Cr$ 14.585,00

PRODUTO B:

=
]

Cr$ 5,00 (12.9t7) - Cr$ 50.000,00

Cr$ 14.585,00

£ evidente que, neste caso, o resultado obtido n3o nos permite

tomar uma decisao.

c) Associagao do valor possivel com maior probabilidade de o-

correncia - Se for associado um valor a variavel aleatoria,se
gundo este criterio, deveria-se fixar em 15.000 unidades o volume de
vendas do produto "A" e em 20.000 unidades o de "B", com o qual o

lucro esperado seria:

PRODUTO A:

t—(
]

Cr$ 5,00 (15.000) - Cr$ 50.000,00 Cr$ 25.000,00

PRODUTO B:

t—(
]

Cr$ 5,00 (20.000) - Cr$ 50.000,00

v

cr$ 50.000,00

Portanto, se optaria por produzir e vender o produto "B", pois
seu lucro esperado € superior. Isto ndo seria uma estimacao adequa-
da por nao ter-se considerado a possibilidade de que a variavel a-
leatoria ndo assuma os valores que se tem associado, o qual, ao me-
nos neste caso, € maior que a possibilidade de que a varidvel assu-
ma efetivamente os valores considerados. A probabilidade de que a
variavel assuma estes valores, no exemplo |, & de 0,4 para L am-
bos os produtos, em troca, a probabilidade de que a variavel assuma

outros valores & de 0,6.
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Sabe-se que as deficiencias deste procedimento tem raizes fun-
damentalmente no habito de nao considerar a probabilidade de que
a variavel aleatoOria assuma valores distintos aos que lhe sao assi-
nalados,mais estas deficiencias podem ser aumentadas ou diminuidas

ao ser considerados aspectos como Os seguintes:

1. Se designa-se por P(X) a probabilidade de que o volume de
vendas do produto "X" adote o valor possivel com maior probabilida-
de de ocorréncia e por P (X), a probabilidade de ocorrencia do "ha
bito complementar" ou seja: a probabilidade de que a variavel alea
toria nao assuma este valor, entao esta-se em condigoes de determi-
nar uma relagao que denominar-se-a de "razac de probabilidade” (RP),

e que define-se da seguinte maneira:

__Pﬂ_)_ 0 <R < o
p P (X) P (111)
e quanto maior seja Rp, maior sera a probabilidade de ocorrencia as
sociada ao valor consignado a variavel aleatoria a respeito da pro-
babilidade de que a varidvel nao assuma este valor, e em conseqtiien-
cia, menor sera a importancia de nao considerar a probabilidade as-

sociada a cada um dos valores possiveis restantes.

£ possivel que chame atengao o fato de que Rp nao pode ser ze-

ro ou infinito e a explicacao para isto € a seguinte:

Para que RP seja zero, P (X) deveria ser zero, mas neste caso
nao seria a probabilidade maior e, portanto, nao seria considerado.
Por outra parte, ﬁéra que o valor de Rp fosse w, P (X) deveria ser
zero, mas se 1isso ocorresse implicaria que P (X) € igual a unidade
e, nesse caso, estaria-se na presenca de uma situacao certa na qual

os procedimentos analizados nao se justificam.

No exemplo, as razoes de probabilidade para ambos os produtos

sao as seguintes:

(]

R oa) = 2% 2 0,67 e r (B) = L% 0,67
P P

0,6 0,6

S

|
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0 valor de Rp e igual para ambos produtos devido a que as maio

res probabilidades de ocorrencia serem tambem iguais.

2. Outro aspecto que € importante considerar é a diferenga e-
xistente entre as maiores probabilidades de ocorréencia para cada al
ternativa. Quanto maior seja esta diferenca maior serd a incovenien
cia de aplicar este procedimento para a determinacao do valor que
assumira a variavel aleatdria, se estaria associando valores com pro
babilidade de ocorrencia desigual o que distorce a comparacao entre

diferentes alternativas.

3. Frente a existencia de dois ou mais valores possiveis igual
mente provaveis, este procedimento nao pode ser aplicado por que nao
poder-se-ia decidir qual deles adotar poils, sabe-se gue cada um de-

les conduzira , inevitavelmente a resultados diferentes.

Parou-se para analisar com bastante detalhe, varios procedimen
tos que poderiam ser utilizados para determinar o valor que assumi-
ra uma determinada variavel aleatoria, a fim de entender claramente
as deficiencias apresentadas por esses procedimentos e, por outro la
do, conhecer as vantagens que ele apresenta de associar a variavel
aleatdria seu valor esperado o gual permite superar as deficien

cias previamente analisadas.

Agora, observe-se 0o que acontece quando o valor esperado de ven-
das para os diferentes produtos & o mesmo, também, quando a distri -
buigao de probabilidade e diferente, tal como se ilustra nos QuUA~
DROS 15 e 16.

QUADRO15: VALOR ESPERADO DO VOLUME DE VENDAS PARA 0S PRODUTOS "A" E
"B" DO EXEMPLO 13.

(1) (2) (3) x; . P,
VENDAS PROBABILIDADE | PROBABILIDADE
(Unidades) (Produto A) (Produto B) 1y () 1) (3)
2.500 0,1 0,1 250 250
5.000 0,1 0,1 500 500
10.000 0,1 0,2 1.000 2.000
15.000 0,4 0,2 6.000 3.000
20.000 0,2 0,3 4,000 6.000
25.000 0,1 0,1 2,500 2.500
1,0 1,0 E(x)}14.250 14.250




QUADRO 16: VALOR ESPERADO DO VOLUME DE VENDAS PARA 0S PRODUTOS "A"E
"B'" QUANDO A DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE £ DIFERENTE.

(1). (2) (3) : X; oo Pi
VENDAS PROBABILIDADE | PROBARBILIDADE
(Unidades) (Produto A) (Produto B) 1y (2) 1 (3
5.000 0,1 - 500 -
10.000 0,2 - 2.000 -
15.000 0,4 1,0 6.000 15.000
20.000 0,2 - 4,000 -
25.000 0,1 - 2.500 -
E(x) 15.000 15.000

Como pode ser visto nos quadros 15 e 16 ,0s valores esperados sao
iguais para os produtos, € facil deduzir que, também neste caso,a em
presa nao seria indiferente fonte a uma escolha entre os produtos.Na
situagao ilustrada pelo quadro 3 se sabe, por exemplo, que a probabi
lidade de que as vendas do produto "A" ultrapassem o nivel de equili
brio (10.000 unidades) é de 0,7 e em conseqliéncia, esta sera a proba
bilidade de obter lucros se for optado em fabricar e vender o produ-
to "A". Para o produto "B" a probabilidade de se conseguir o mesmo &

de somente 0,6.

Da situagao apresentada no quadrol6, se observa que, se for de-
cidido fabricar e vender o produto A, existe uma probabilidade de
0,1 de que as vendas sejam somente 5.000 unidades, neste caso a em -

presa incorreria num prejuizo de Cr$ 25.000,00, ou seja:
Cr$ 5,00 (5.000 u) - Cr$ 50.000,00 = -Cr$ 25.000,00

Sabe-se além disto, que existe uma probabilidade, também de 0,1
de que as vendas do produto A atinjam 25.000 unidades e, neste caso,
0 lucro que a empresa obteria seria de Cr$ 75.000,00 o qual represen
ta um lucro adicional de Cr$ 50.000,00 se for comparado com o lucro
que se obteria ao fabricar e vender o produto "B", como € mostrado a

seguir:
PRODUTO "A'":

L = Cr$ 5,00 (25.000 u) - Cr$ 50.000,00 = Cr$ 75.000,00
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PRODUTO "B":
L = Cr$5,00 (15.000 u)-Cr$ 50.000,00 = Cr$ 25.000,00

Sabe-se também que existe uma probabilidade de 0,3 de que o)
volume de vendas do produto "A" supere as 15.000 unidades, verifi-
cando-se esta situagao, ela permitira alcangar um lucro superior ao
que se obteria como resultado de fabricar e vender o produto "B".
Entao, que seja de grande importancia a atitude da empresa ou de

quem deva adotar este tipo de decisao com respeito ao risco.

Finalmente e como conclusao desta Ultima parte, pode-se afir-
mar que tao importante como o valor esperado (ou média da distri -
buicdo), € a dispersdc da distribuicdo ja que, quanto maior seja
esta, maior & o risco implicado. Vai-se encontrar uma forma de me-
dir a dispersao atraves do conceito de desvio padrdo que serd estu

dado mais adiante.

Todos os exemplos que foram vistos e analisados até agora, tem
sido altamente simples e mesmo assim os calculos tem sido grandes
e embaragosos. Pode-se notar, por exemplo, que o numero de valores
possiveis para o volume de vendas dos distintos produtos tem sido
realmente pequeno e que, além disto, tém-se suposto em todos os ca
sos que a variavel aleatdria - volume de vendas - é do tipo discre
to, ou seja: tem-se considerado impossivel a associacao de um va-

lor fracionario a variavel, por exemplo 12.345,67 unidades.

Daqui por diante usar-se-a variaveis aleatdrias continuas de-

vido a:

a) Uma variavel aleatdria continua conduzira, geralmente, a
uma descrigao mais realista dos aspectos de incerteza relacionados

com uma determinada situacao; e
b) Normalmente os calculos necessarios serdao mais simples.
Se existe uma variavel aleatdria continua X, existira tambeém

uma fungao "f" que devera atender aos seguintes requisitos:

1 £ GO >0y, — @ < x< @ (112)
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2) Para qualquer sucesso "A" (num intervalo determinado), se

cumpre que:

P (A) = P (X estar em A) =/, f (x) d x (113)
Esta fungao "f", assim definida, se denomina "fungao densida
de de probabilidade" (f.d.p.), e ela permite determinar a pro

babilidade de que a variavel aleatéria assuma um valor compreendi

do num determinado intervalo. A figura representa uma f.d.p.
qualquer.
f(x)
0
FIGURA 21

REPRESENTACAO GRAFICA DE UMA FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE

A forma que a curva possa ter. dependera da fungao "f'" e as
probabilidades estariam determinadas pela area embaixo da curva
entre dois pontos quaisquer e ndo por valores que assuma a fungao

num determinado ponto. Desta maneira a probabilidade de que a va-

riavel aleatoria assuma um valor compreendido entre "a" e "b",on-
de "a", "b" sera:
b
P (a<X<b) = [ £ (x) dx (114)
a

e como o valor da expressao anterior (49) sera o mesmo, esteja ou
nao incluidos os pontos a e b, se pode afirmar que:

b
P (a< X<b)=P(a<X<b)=P(a<X<b)=P(a<x <b) =/ £(x)dx(50)
a

sabendo-se que o valor da integral em um determinado ponto é zero

e, portanto, P (X = a) = 0 para qualquer a.
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Pode-se deduzir que qualquer funcao "f" pode servir como fun-
cao densidade de probabilidade de uma variavel aleatdria continua
X desde que satisfacam as seguintes condigoes:

o]

a) [ f (x) dx = 1 (115)

o0

B) £ (x) > 0 =-» < x < o (116)

FungAo DE DISTRIBUIGAO ACUMULADA

Em determinadas circunstancias pode ser de grande utilidade co

nhecer a probabilidade de que uma varidvel aleatdria continua assu

1" "

ma um valor menor ou igual a um certo valor "a Em estatistica, a
funcao que permite determinar esta probabilidade se Jdenomina
"fungao de distribuigao acumulada", elas sao representadas por "F"

e sao definidas da seguinte maneira:

Se X é uma varidvel aleatoria continua e f(x) sua fungao den-

sidade de probabilidade, se define F(a) como:

a
F(a)=P(xia)=f f (x) dx -0 < g < © (117)

A funcao F(x), assim definida, apresenta as sepgulntes caracte

risticas:

1 - E uma funcao nao decrescente
2 - F (=) = 0

3 - F (o) =1

M

- F & continua

Conhecida a fungdo acumulada, a probabilidade de que a varia-
vel aleatoria assuma um valor compreendido no intervalo a < x < b,

pode ser expressa fazendo uso desta funcgao da seguinte maneira:
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P (a < X < b) P (Xf‘b) - P (X < a)

F (b) - F (a)

b a
S £ (x) dx - [ £ (x) dx (118)

—® —0

Outra forma de se obter a f.d.p. da variavel aleatoria é de-

rivando a fungao acumulada. Isto e.
fo(x) = B (119)
dx

Anteriormente, neste mesmo capitulo, havia-se definido o con
ceito de valor esperado para o caso de variaveis aleatorias dis -
cretas. Agora vail se definir para o caso de variaveis aleatorias

continuas.

Se X & uma variavel aleatoria continua com funcao densidade
f(x), o valor esperado de X sera dado por:

[ee]

E (X) = [ x £ (x) dx (120)

DrsTRIBUIGAO NORMAL DE PROBABILIDADE

Atée agora, no que diz respeito a variaveis aleatorias conti-
nuas, foram definidds alguns aspectos gerais e, portanto, aplicaveis
a qualquer variavel aleatoria deste tipo sem se importar com a
fungao densidade que a caracteriza. A seguir, vai-se preocupar so
com aquelas variaveis aleatorias continuas que se distribuam nor-
malmente e que, conseqllentemente, tem uma funcao densidade de pro

babilidade bem especifica e identificada.

A distribuigao normal de probabilidade € uma curva suave,si
métrica, continua e tem forma de um sino, como €& mostrado na figu
ra 18.
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FIGURA 27

REPRESENTAQKO GRAFICA DE UMA DISTRIBUICAO NORMAL DE PROBABILIDADE

Formalmente sua definigcao é a seguinte: Se diz que uma varid
vel aleatoria X se distribue normalmente se sua fungao densidade
esta dada por:

2 2
£ (%) =——— e ~ (xmuw)i/om - ® <x< ® (121)

i o

Desta definigao se tira que a funcido densidade de probabili-
dade de uma variavel aleatéria que se distribue normalmente esta-
ra determinada ao se conhecer ambos os parametros da funcao,ou se
ja: U e s, 0 parametro p € a média da distribuicdo e corresponde
ao ponto onde f (x) € a maxima. Além disto, dado que a curva e
simetrica, a metade da area abaixo dela equivale a cada lado da
média. O desvio padrd@o da distribuicdo ¢ é uma medida de disper -
sao da distribuigao ao redor da média. Geometricamente o desvio pa
drao corresponde a distancia entre a média e o ponto de inflexao
da curva (figura 18) ou em outras palavras, a distancia entre a
media e o ponto onde a curva troca sua concavidade, portanto,quan
to maior o o (desvio padrao), a curva sera mais plana e, se o tem
um valor pequeno, a curva tendera a ser muito mais aguda. [ impor
tante ressaltar que o desvio padrao corresponde a raiz quadrada
da'variancia" da variavel aleatdria, a qual se define como segue:

V (X) =E [Xx - E <X)J2 (122)

Sabe-se que a area abaixo da curva de qualquer distribuicao
normal é 1, dado que £(x) € a funcdo densidade de probabilidade

de uma variavel aleatdéria continua e, por conseguinte, deve con-



o o]

cluir-se que [
- - 00
mente a area aba

pandir-se mais q

tres distribuica

que a média das

f (x) dx = 1, onde esta integral representa exata
ixo da curva, sem duvida uma distribuicdo pode ex-
ue outra. Como, por exemplo, a figura 19 mostra
© normais que apresentam formas distintas apesar de

distribuicoes € a mesma e suas areas também sao

iguais, portanto, as variagoes na forma, se devem Unica e exclusiva

mente ao fato de que cada distribuicao apresenta um valor distinto

do seu desvio padrao.

f ()

FIGURA 23

EXEMPLOS GRAFICOS DE DISTRIRUIGOES NORMAIS

Se uma distribuicao normal sofre mudancas no valor de sua mé-

dia (p), mantendo-se constante o valor do desvio padrao (o), a cur

va se deslocara
(se y diminue),

figura 20.
£(x) |

para a direita (se p aumenta) ou para a esquerda

sem modificacoes em sua forma, como e ilustrado na

U 2 u
FIGURA 24

ILUSTRACKO GRAFICA DE MUDANCAS NA MEDIA DE UMA DISTRIBUICAO NQRMAL
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DisTrR1BUIGAO NORMAL PADRAO

Até agora se discorreu sobre as distribuigoes normais de
probabilidade em geral. A segulr se fara referencia lligeiramente a
uma distribuigao normal particular que serd de grande utilidade na
determinagao da probabilidade mediante a utilizacdo de tabelas de
probabilidades para a distribuigao normal. Esta distribuigdo nor-
mal particular, denominada distribuigao normal padrdo, €& aquela cu
ja média € zero e a variancia € a unidade. Portanto:

b

P(af_x_<_b)=1 /
2m a

2
o TX /2

dx (123)

Existem tabelas de P (x < z) para esta distribuigdo, ou seja:

a fungao de distribuicdo acumulada & geralmente representada por
(¢) e definida neste caso como:

2

6 0 = ——

27 ~ o0

2
- 2
e ¥ /7 ax (124)

Mas ja se sabe que:

P (a < x <b) =P (X <b) -P (x < a)
portanto, para determinar P (a <x<b) sera necessario encontrar o
valor de ¢(b)- ¢(a).

]

PADRONIZAGAO DE UMA DISTRIBUICAO NORMAL

A grande importancia que tem as tabelas existentes para a
distribuigao normal padrdo se deve a que se uma variavel aleatdria
4 . o - .. o~ 2 2
tem uma distribuigao normal com media u e variancia o, N (u,07),a
fungao (¢) pode ser usada para avaliar probabilidades associadas com
X, gragas a um teorema que afirma o seguinte: Se X & uma variavel

- . . . 2 ~
aleatoria que se distribue normalmente N (y,o0”), entao Y=(x-u)/o
tem uma distribuigao normal com média zero e variancia 1, portan-

to:



= a”y ’ by
P (a<x<b) P ( s SY< )
=P (Y < E%—) - P (v < 22Hy
- b~y _ a-p
=0 (=5 -9 (D) (125)
EXEMPLO 14 : Suponha-se que o volume de vendas esperado (variavel

aleatoria) de uma empresa que fabrica um s3 produto se distribue N
(10.000, 4.000.000). O grafico desta distribuicdc de probabilidade

esta ilustrado na figura 21.

f(x) ¢
_~\\\\
A B C D
= X
4000 8000 10000 12000 14000 Volume de Vendas
(unidades)
FIGURA 25

DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE DO VOLUME DE VENDAS COM
N(10,000 4,000,000)

a) A probabilidade de que as vendas reais estejam compreendi-
das no intervalo entre 10.000 e 12.000 unidades, representado gra-

ficamente pela area C da figura 21, sera:

LI

P (10.000< x <12.000)= P (10.000—1o.oooiy_i 12.000-10.000
B 2.000 2. 000

- p (Yi-12.000—10.000 _p (YiulO.OOO—IO.OOO)

2.000 2.000
12.000-10.000. 10.000-10.000
=0 ( ) =9« )
2.000 2 000
= ¢ (1) - ¢(0)

= 0,8413 - 0,5000

= 0,3413



Devido a simetria da curva, a probabilidade de que as vendas
reals estejam compreendidas entre 8.000 e 10.000 unidades, repre-

-

sentada pela area B do grafico (Figura ?%), sera também de 0,3413.

b) A probabilidade de que as vendas reais sejam maiores que
12.000 unidades esta representada pela area D do grafico (Figura-

21) e pode ser calculada da seguinte maneira.

]
V]

P (X>12.000) = P (12.000< X < 16.000)

12.000-10.000 16.000-10.000

= P ( <Y< )
2,000 2.000

= p (Yi 16.000"10.000) - p (Yi 12.000-10.000

2.000 2.000
16.000-10.000 12.000-10.000

= ¢ (X5 ) - b ( )
2.000 2.000

=6 (3) - ¢ (1)

= 1,0000 - 00,8413

= 00,1587

Igualmente ao caso anterior, a probabilidade de que as vendas
reais estao compreendidas entre 4.000 e 8.000 unidades, area A do
grafico (Figura 25) sera também de 0,1587 devido a simetria da cur

va.

c¢) A probabilidade de que as vendas reais sejam maiores que 8.000
unidades, estara representada graficamente pela soma das areas B,
C e D da figura 25, e se determinaria de forma semelhante ao caso

anterior, ou seja:
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P (X > 8.000) = P (8.000 <x< 16.000)
- P (8.000~10.000 <y < 16.000-10.000
2.000 - 2.000
- P (Y < 16.000*10,000) S Py < 8.000—10.000)
2.000 2.000
16.000-10.000 8.000-10.000
= ¢ (== ) - b ( )

2.000 2.000

= ¢ (3) - ¢ (-1)

= 1.000 - 00,1587

= 00,8413

6]

£ facil deduzir que se obteria igual resultado determinando o

valor da expressao:

1 - P (%)
ou seja:
1 - 0,1587 = 10,8413
Finalmente, em relacao a distribuicgaoc normal, & importante

ressaltar que aproximadamente 50% da area embaixo da curva esta com-
. + . ~ - _
preendida entre -0,67 desvios padroes da media, em torno de 68% da

- ) + ; - - . _
area, compreendida entre -1,0 desvios padroes da media e 95% da a-

. + ) . L~ -
rea, compreendida entre -1,56 desvios padroes da media.

Fd
VARIAVEIS ALEATORIAS BI-DIMENSIONATS

Definiu-se até agora o cecnceito de variivel aleatdéria em rela
gao com uma variavel que assumird um determinadc valor para o gual
nao existe certeza. Em alguns casos € interessante estudar dois ou
mais caracteristicas simultaneas a respeito de um mesmo fendmeno.
Por exemplo, em relacao com as vendas futuras de uma determinada em

. ~ - - .
presa pode ser interessante estudar ndo s0 o volume fisico que es-



tas alcangarao mas o prego pelo qual se vendera cada unidade do
produto. Este caso trata-se de¢ uma variavel aleatoriug bi-dimensio
nal, (X,Y), a qual sera: a) discreta se os possiveis valores que
pode assumir a variavel (X,Y) sdo finitos ou infinitos numeriveis.
b) continua-se os possiveis valores que pode assumir a variavel

forma um conjunto nao numeravel.

Neste ultime caso, se define uma "fungido densidade de proba-
bilidade conjunta", a qual deve satisfazer as seguintes condi-

coes:

a) £ (x,y) >0 X5y (126)
ree

b) f (x,y) dx dy =1 (127)
JJ

-—3

DIsTRIBUIGAO DE PROBABILIDADE MARGINAL

A cada variidvel aleatdria bi-dimensional tem-se associado duas
variaveis aleatdrias uni-dimensionais que denominam-se X% e ¥ respecti
vamente. Sabe-se também que para cada variavel aleatdria bi-dimen

cional existe uma fungao de probabilidade conjunta f(x,y).

Em determinados casos, dada uma varidvel aleatdria bi-dimen-

. - < . " .
sional continua (X.Y) com sua respectiva f(x,y), interessa conhe

cer a dlstrlbu1gap de probabilidade de X ou a distribuicao de pro

1, e e - . g . . - i - .
babilidade de Y, as quals se denominam "distribuicao de probabkili

3 E LV . . . - 0 > -

dade de X" e "distribuigd@o marginal de probabilidade de Y" que
sao representados por g(x) e h(y) resnectivamente, e se definem
das seguintes maneiras:

g (x) = [ £ (x,y) dy (128)
h (y) =/ £ (x,y) dx | (129)
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EXEMPLO 15 : Se a variavel aleatoria bi-dimensional continua

(X,Y) tem uma fungao densidade de probabilidade dada por:

Para qualquer outro caso as distribui¢ces marginais de proba

bilidade para X e Y serao:

2

2, xy = (x%y + XYy ;2 o 2
+ TY) dy = (x°y + Z )/O 2 x + 7 X

2
g (x) = [ (x
o

2 9 x 2 2 1 4 L

h(y) =/ (x° x &Ly ax = (&% + 2y 4 =2 4 =
3 3 6

0 o 6 3

DISTRIBUIGAO DE PROBABILIDADE COMDICIONAL

Em alguns problemas que serac analisados posteriormente, se
ra de interesse conhecer e poder determinar a distribuig@o de pro
babilidade de uma variavel aleatoria (X) quando outra variavel a-
leatoria (y) tem assumido um determinado valor. Dai entdoc, ser im
portante introduzir neste capitulo o conceito de "distribuigdo de

probabilidade condicional", o qual sera definidc a seguir:

Se (X,Y) € uma variavel aleatéria continua com fungdo densi
dade de probabilidade conjunta f(x,y), g(x) e h(y) sao as distri-
buigoes de probabilidades marginais de X e Y respectivamente,defi
nir-se-a a fungao de probabilidade condicional de X, dado que Y=y,

por:

- £ (xmy)
h (y)

g (x/y) h (y) >0 (130)



Da mesma maneira, definir-se-a a funcao de probabilidade con

dicional de Y, dado que X=x, por:

ho(y/x) = S4KeY) g (x) >0 (131)
g (x)
EXEMPLO 16 : Se (X,Y) se distribue de igual forma que no exem-

plo anterior, sabe-se que:

g (x) = 2x2 + 2 % e h (y)
3

f
o <

+
w |

portanto
2 2
. 2%y
e (x/y) = = + xy/3 _ 6x" + 2xy 0<x<l, 0<y<2
1/3 + y/6 2+y
x2 + xy/3 3x2 + Xy 3x +
h (y/x) = = 27 = Y 0<y<2, 0<x< 1

2x2 + 2x/3 6x2 + 2% 6x + 2

~ 4 s
INDEPENDENCIA DAS VARIAVEIS ALEATORIAS

Uma variavel aleatéria (X) serda independente em relacdo a
outra (Y) se os valores que pode assumir uma delas nao afeta demo
do algum, os valores que pode assumir a outra.

Este conceito sera de grande importancia nas enalises poste
riores porque sera imprescindivel determinar se existe ou nao in-
dependéncia entre as varidveis envolvidas na analise e, por esta
razao, deve~se definir formalmente o conceito de independencia.

Se (X,Y) € uma variavel aleatdria bi-dimensional continua,

e y sao variaveis aleatorias independentes se e somente
se a funcao densidade de probabilidade conjunta é igual ao pro-

duto das fungoes de probabilidade marginais de X e Y, ou seja:

£ (x,¥) = g (x) b (v) (132)
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oride

fungao densidade de probabilidade conjunta

I

£ (XsY)

g (x) = fungao de probabilidade marginal de x

h (y) = fungao de probabilidade marginal de y.

EXEMPLO 17 : Seja (X,Y) uma varidvel aleatoria bi-dimensional con

tinua que tem a seguinte f.d.p. conjunta:

f (x,y) = 16 v x>2, 0 <y< 1

calculando g (x) e h (y)

1 2
g (x) = 5 8% 4y - 26y 1. 4,3
3 3 0
o % 2%
“ 16 16 ®
h (y) = f 22 d4x = - =2% / =2y
3 2 :
2 X 2% 2

fazendo o produto das distribuigoes de probabilidades marginais,ter
se-a:

g ()b (y) = 2o .2y = T o6 (x,y)
X

- ~ . - . - . 3
dai, nota-se que X e Y sao variaveils aleatorias independentes.

Existe uma forma alternativa para definir o conceito de inde-
pendencia entre variaveis aleatdrias, com base no conceito de pro-
babilidade condicicnal. De acordo com isto, X e Y sao variaveils a-
leatorias independentes se e somente se a funcao de probabilidade
condicional de X &€ igual a sua fungdo de probabilidade marginal e,

censequentemente, o mesmo deve ocorrer para Y, isto é:

g (x/y) = g (x) e h (y/x) = h (y)



EXEMPLO 18 : Utilizando a informagac do exemplo anterior, tem-se:
£ (x,y) 16 y/x° 3
g (x/y) = ==Xl o 2 IIE o0 g (x)
h (y) 2y
f (x,v) 16/'x3
h (y/x) = ._.—.___.__’.Z—‘ = _—j. = Zy = h (y)
g (x) 8/x

Dal fica comprovada, mais uma vez, a independencia entre as
is

variaveis aleatdrias x e y.

CORRELAGAO ENTRE YARIAVEIS ALEATORIAS

Em certas ocasioces, pode-se ter o caso de que duas variaveis

aleatorias x e Y, associadas a uma variavel aleatdria bi-dimensio

nal (x,y), apresentam um determinade 'grau de assocciacao" ou se-

ja: exlste uma relagao entre elas. Para estes casos & necessario

dispor de algum padraoc de comparacao que permita medir este
i1 s A

grau de associacao entre as variaveis.

4 4 ha 3 . ~ o ~ o
Em Estatistica existe este padrao de comparagdo o qual se de
nomina "coeficiente de correlagac" e se define da seguinte manei-
ra:
Se (X,Y) e uma variavel aleatdria bi-dimensional,o coeficien
te de correlagac entre X e Y, representado por Pyv, sera:
Y

v

E {[x -] v - e(1)]}

ny _ . (1323)
VX)) v(Y)
ou, o que & igual a:
P E _(XY) - E(X) E(Y) (134)
Xy

\[V(X) v(Y)
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0 numerador de ambas expressoes denomina-se "covariancia' de

X e Y e se representa por ”ny", dal o coeficiente de correlacao
pode sSer expresso por:
Oxy
ny s — Sy (135)
V{X) v(Y)
Deduz-se das formulas anteriores que se X e Y sao  variaveis

aleatorias independentes, o coeficiente de correlacgao sera igual

a zero, porgque neste caso E (xy) = E(X) E(Y).

Em geral, o coeficiente de correlacao podera assumir valores
que vao de =~1 a 1. Isto e -1 < ny <1, ea medida que o valor
que assume o coeficiente se aproxime de 1 ou -1, indicara a exis -
tencia de um alto grau de linearidade entre as variaveis, em troca
a medida que este valor se aproxima de zero, desaparece tal linea-

ridade.

EsPERANGA CONDICIONAL

Por fim, inclue-se também neste capitulo o conceito de espe-
ranga condicional que igualmente aos conceitos estatisticos estuda
dos sera de grande importancia para o desenvolvimento do presente

estudo.

Ja foi definido o valor esperadc de uma variavel  aleatdria
- i ~ . . -
contlnua, agora prossegue-se definindo a esperanca condicional da
maneira que se segue: Se (X,Y) & uma variavel aleatéria bi-dimen -
sional continua, a esperanca condicional de X, dada Y=y sera:

0o

E (x/y) = J xg (x/y) dx (136)

-

e, de forma semelhante, a esperanga condicional de Y, dada X=x, se
ra:

20

E (v/x) = J yh (y/x) dy (137)

-0



A interpretacao do conceito de esgperanca condicional é a se-
guinte: Suporha-se que a variavel aleatoria X seja o volume de vendas
esperado de uma empresa gualquer e a variavel aleatdrio ¥ o prego
de venda de um determinado produto, entao E (X/Cr$ 10,00), & o vo-
lume de venda esperado dado que o preco de venda sera de Cr$10,00

por unidade.

Com esta ultima definigao finaliza-se o presente anexo no
qual o objetivo foi de definir, explicar analisar e exemplificar
alguns conceitos e idéias pertencentes aoc campo de estudo da esta-

tistica inferéncial.
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ANEXO 2

AREAS DELIMITADAS PELA CURVA NORMAL PADRAO (TABELA),
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- AREAS DELIMITADAS PELA A
i3 ey 4 L ..
TABELA CURVA NORMAL STANDARD / 1
de -0 até x %
L1 : / J7
erf(x) = e e " P .;L
‘ ng_ .

x [ i 2 3 4 5 S 7 K Y
00 Q.5000 00,5040 0,5080 5120 05168 0.5199 5239 0.5279 0511y 0.9359
0,1 0.5398 054357 0,5478 0,557 0.8557 0,5596 10,5636 ,5675 05714 05754
02 0.5793 0,5832 0,581 0,5910 00,5948 0.59%7 10,6026 0.6064 06103 06141
0,3 06179 66217 (,6255 0,6283 0,632} 0,636¥ 01,6406 05,6443 06480 06517
04 | 0.6554 06591 0,6628 0,6664 0,6700 06736 10,6772 (,680% 0.6844 0.6579
0,5 0.6915 0,695) 06985 06,7019 0,7054 0,70%% 07123 0,7157 07140 07224
0.6 07258 0,7294 07324 0.7357 0,73%9 0.7422 0,7454 0.74%6 07548 0.7544
07 | 0.7580 0,7642 0,7642 0,7673 0,7704 0,771 11,7764 0.7794 {1,7823 07852
0.8 0.78814 0,791 0,7639 0,7967 0.7996 [ XA 08051 08074 (.8100 04111
09 0.8159 08186 08212 0,3238 00,8264 G829 081 0,%34i) (18308 0,539
1.0 .8413 0,8438 0,5461 (0,8485 0,8508 08531 13,8554 08577 0,8599 U 8621
11 0.8643 0,8665 (,8680 0,8708 08729 08744 08770 08790 [1%:3.215] hETR0)
1,2 0,8849 0,886% 05888 0,8%07 08425 0,8944 10,8062 3.8980 08597 00015
131 09032 0,904% 0,9066 0,9082 0,9099 RN 0.9131 Ny147 19162 00177
14§ 08192 0,9207 09222 09236 0,9251 0,926 09279 09292 99306 09310
1.3 09332 0,9345 02,9357 0,%370 0,93%2 (39394 1.9406 09418 .44y 09441
K 0.9452 00,9463 0,9474 0,9484 0,9495 95504 ,9515 03,9525 09535 09545
.7 0.9554 09564 0,9573 0.9582 0,9591 0,954 1.9608 0.9614 (19624 09612
1.8 0,9641 03,9649 0,5656 0,9664 0,9671 09678 0,9686 (19691 0.9699 0,970
(9 0.9713 09719 09726 09732 09738 0,9744 09750 09756 Y761 09767
20 0.9772 ¢,9778 05783 0,978% 097493 00748 9803 (01.5980% RETAN 09r17
AN 0.9821 0,9826 0,9830 09534 (09838 0,988 19840 3,980 09854 09837
22 09861 0,9864 09368 09871 09875 09878 N9%&1 9854 0Kk 1,990
A 0.98%3 09896 0,9898 08,9901 (.99 0,090 HYYOY 19941 049y11 49916
N4 1.9918 09920 (35,5922 0,9915 09927 0,999 09934 19932 HOTRN] 09916
o8 0.9938 00,9940 0,094 0,9943 0,995 0,99.40 13,9948 (1,994 0994 ACERN
) 0.9953 0,9955 $,94956 0.9957 0,9954 0,991/ 0.9961 02662 09963 (311904
27 0.9%965 0.9966, 0.9967 0.996% (01,9969 .99 1 09971 IRCEN 09973 09974
28 1 09974 09973, 0,9976 0.9977 09977 0,9974 09979 09979 (L4980 0.998)
29 | omsst 0,9982 09982 0.9983 09954 0,99%4 05983 09945 19450 QYYIRG
16 (0.9987 0,987 0.9987 35,9988 0,995% (0,998 0.998Y 09989 (94991 0.H990
RR 0.99%9 0,999% 00,9991 10,9891 0,9992 0,9992 13,9992 0,999 0,943 0994913
L 09993 0,9993 09,9994 0.9994 0,9994 09944 0.9994 L3999 HYYUS Q999<

i3 1,9995 0,5995 90,9993 0,999¢ 02,9996 0,999t N.99G4 1,9690 19991, 09497

14 09997 0,9997 09997 0,9997 09997 0,9947 09997 09997 09947 IRETH
s 0.9998 40,9992 0.9998 0.9998 0,999 0,9998 (1.999% 0.999% (198K 1),999%
16 0.9998 0,99¢8 {1,0960 34,9999 09994 0,99%9 11,9999 (9999 0.9994 Q.0999

37 01.9999 Q9999 05999 09999 0,9699 (9999 142999 19999 (L9954 0,249

3 (1,9999 05599 0,599 0,593 G,9999 0,994 1.9999 (Y999 0,9994 00999

19 1.0000 £0000 OG0 10800 10000 1,0000 10000 10000 1 00HY) T




