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RESUMO

Este trabalho foi desenvolvido nara elaborar um sistema
matematico que selecione a melhor distribuicao de recursos entre
os diversos veiculos de comunicacao e propaganda. Assim a idéia
fundamental do trabalho € a de considerar a propaganda como um
investimento e nao como uma despesa, de maneira que seja possi -
vel quantificar seu retorno.

Nos capitulos 1 e 2 aborda-se resumidamente os modelos
matematicos, ja existentes, que tratam deste aspecto da economia.

No capitulo seguinte esta desenvolvido o método propos-
to para encontrar a solugao otima para o problema com multiplica
dor de Lagrange através de um método de pesquisa binaria. 0 méto
do proposto aplicado ao problema de distribuir Ha melhor forma
possivel recursos escassos entre os veiculos de propaganda, re-
sulta na montagem de dois problemas matematicos distintos. 0
primeiro busca a maximizacao da penetracao da pronaganda entre os
clientes atendendo-se as restrigoes orcamentarias. O segundo
busca a minimizacao dos custos de propaganda atendendo-se um ni-
vel minimo de penetragao da propaganda entre os clientes.

Finalmente sao apresentadas duas ilustracoes da aplica-

cao do modelo.
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ABSTRACT
This thesis was developed in order to work out a
mathematical system which selects the best distribution of

resources among the various midia. Thus, the basic idea of the
thesis is that of considering advertisement as an investment and
not as an expense, so that 1t is possible to quantify its return.
Chapters 1 and 2 treat concisely the élready existing
mathematical models that deal with this aspect of the economy .
The following chapter develops the method proposed to
find the optimum solution for the problem with Lagrange
multiplicator through a method of binary research. The proposed
method, applied to the problem of distributing in the best  way
possible the limited resources among the midia, results in the
assembling of two distinct mathematical problems. The first
seeks the maximization of the penetration of advertisement among
the clients attending budgetary restrictions. The second seeks
the minimization of the advertisement costs attending a minimum
level of penetration of the advertisement among the clients.
Lastly, two illustrations of the model's application

are presented,
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CAPITULO I

1. INTRODUCKO

0 desenvolvimento economico, as mudancas sociais, a
aceleracao do progresso tecnologico, o desenvolvimento de novos
produtos e sérvigos, bem como seu aperfeigoamenfo,a busca de no-
vas aplicagoOes para produtos convencionais, a incorporacao de no
vos consumidores ao mercado ativo, as alteragoes de habitos e pa
droes de comportamento, a mundializagao do mercado, a obsolescén
cia programada de certos produtos de reposigdo, as pressoes de
uma competicao virulenta, todas essas mudancas no mundo atual
influenciam na propaganda.

A propaganda € um instrumento poderoso que as organiza
¢Oes possuem, atraves do qual transmitem informacoes persuasivas
aos compradores. |

O propdsito da propaganda € fazer com que o comprador
em potencial reaja mais favoravelmente as ofertas da empresa;ela
procura fazer isto fornecendo informacoes aos clientes, tentando
modificar seus interesses e fornecendo razoes para que os clien-
tes prefiram os produtos da organizacao.

Em outras palavras, as empresas preocupam-se em aumen-
tar o volume de vendas e os lucros. Os administradores no entan
to, reconhecem que o produto, o preco e a distribuigao sozinhos
ndo sao suficientes para criar vendas e lucros, € necessario um
plano eficiente de comunicacao e promogao. .

Atraves da propaganda numerosas empresas tem superado

etapas criticas, tem aumentado o mercado para os produtos da



empresa, ou tem mantido por periodos de tempo elevadas vendas,
superando os problemas da concorreéncia.

E importante ressaltar que a propaganda nao € a Uunica
forca agindo sobre o comprador, ja que existem outros fatores
(qualidade do produto, precgo, embalagem, etc.) que influenciam na
compra do produto. Porém, fazendo propaganda, pode-se obter um aumento
nas vendas e lucros, em relacao ao que seria obtido sem ela.

Para a maioria dos administradores o problema nao € se
promover ou nao, mas de que modo distribuir a propaganda para ob
ter o maximo impacto no segmento de mercado especificado.

Esta decisao importante do plano promocional sera abor

dada no presente trabalho.

1.1 Propodsito

O proposito fundamental deste trabalho de pesquisa con
siste na concepgao, desenvolvimento e implementacao em computa -
dor de um modelo matematico, que atenda o processo decisorio na
definicao da melhor estratégia de investimentos para transmitir
a mensagem da propaganda para um segmento de mercado especifico.

Para alcangar os objetivos propostos, tendo em vista

a magnitude do trabalho, tornou-se necessario:

- Fazer um estudo do estagio atual de desenvolvimento

dos modelos de selecdo de veiculos de comunicacgao
- Definir e caracterizar o sistema em estudo

- Criar um novo modelo matematico que incorporasse as

informacoes relevantes do sistema considerado



- Escolher um método para a solucao do problema
- Implementar no computador o modelo proposto

- Analisar os resultados.

1.2 Importancia do Estudo

Na tomada de decisoes importantes para a empresa, 0
administrador de marketing tem que enfrentar o problema de esco-
lher uma alternativa ou um conjunto delas entre as muitas alter-
nativas exilstentes.

Uma das decisoes mais importantes na definicao, de um
plano de propaganda e decidir que parcela dos recursos disponi-
veis deve ser alocada a cada um dos veiculos ou meios para trans
mitir a mensagem da propaganda.

Em cada empresa sao encontrados alguns executivos que
favorecem fortemente um veiculo de comunicagdo como o melhor pa-
ra determinado produto, e gostariam de ver os fundos da empresa
distribuidos nele. Ha outros executivos que ndo tem convicgoes
sobre veiculos de comunicagao e favorecem a distribuigdo dos fun
dos por todos eles. Ambas as abordagens podem ser causadoras de
prejuizos. Tanto e errado colocar todos os fundos em um veiculo

- . *
de comunicagao de segunda categoria , guanto colocar parte dos

Os diversos veiculos de comunicacao se diferenciam um do ou-
tro, de acordo com a eficiencia para transmitir a mensagem de

propaganda.



fundos em veiculos dé comunicagao de terceira e quarta catego~
ria. As distribuicOes dos fundos melhorarao a medida em que me-
lhorarem os dados e teorias de veiculos de comunicagao.

A grande importancia do presente trabalho ¢ pronor-
cionar ao administrador um instrumento que o ajude na escolha do
melhor meio de distribuicao de sua propaganda, dando a melhor

utilizagao dos recursos disponiveis.

1.3 Limitagoes

Para a caracterizagdo do ambiente no qual o modelo pro

posto pode ser aplicado, sao necessdrias algumas suposicoes:

- 0 modelo proposto aplica-se a produtos que sejam re-

novaveis no intervalo do periodo de planejamento.

- 0 modelo considera um segmento de mercado unico, ao
qual € dirigida a propaganda.
- Nao e considerada a denendencia existente entre  o0s

veiculos de comunicacgao.

No capitulo 3, sera justificada cada uma das suposi-

goes restritivas do modelo.

1.4 Organizacao do Trabalho

No capitulo 2 serdo apresentados alguns dos modelos
matematicos mais usados na selegdo de veiculos de comunicagdo. O

novo modelo proposto e apresentado no capitulo 3.



No capitulo 4 € estudado e anresentade . o metodo
de solugao do modelo matematico, utilizando a teoria de 'Lagrange'.

No capitulo 5 e apresentado um exemplo de anlicacao do
modelo. Um algoritmo computacional e desenvolvido, para encon -
trar a solugdo para o problema.

O capitulo final apresenta as conclusoces e recomenda-
coes para a aplicacao do modelo e algumas consideracodes sobre

futuras pesquisas.



CAPITULO 11

2. RETROSPECTO

2.1 Historico

A selecao de veiculos de comunicagdo & uma area da pro
paganda onde os métodos matematicos avancados tém recebido publi
cidade, pelos avancgos praticos.

As agencias de propaganda que iniciara o estudo do
problema de selecao de veiculos de comunicacao foram a Young e
Rubican (Y & R) e Batten, Barton, Durstine e Osborn (BBD § 0) (8).
Mais tarde a Batten, Barton, Durstine e Osborn, Inc. (12) patro-
cinaraﬁ anuncios de pagina inteira de jornal e revista afirmado:
"A programagao linear mostrou a um cliente da B.B.D.0O. como con-
seguiu 1.67 § de retorno eficaz para cada § 1.00 de seu orgamen-
to'".

Outras agencias de propaganda tem aceito o desafio e
estao certamente experimentando diversos modelos diferentes.

W. Moran, da empresa Young e Rubican relata em (8) que
sua empresa dispendeu dois anos tentando uma abordagem de progra
macao linear e finalmente desistiu desta abordagem porque encon-
trara um modelo mais simples, baseado num processo sequencial
adaptativo, € nao simultaneo para a selecao da melhor distribui-
cao de recursos entre os diversos veiculos. A idéia basica deste
modelo € comecar com o veiculo de comunicagdo disponivel na pri-
meira semana e alocar todo o orgamento disponivel em um anico

-
velculo.



Feita esta selecao, todas as outras alternativas de
distribuicao de recursos entre os diversos veiculos de comunica-
gao sao reavaliadas, para levar em consideracao a expansao da
populagdo e os possiveis descontos nos custos dos diversos veicu
los. Faz-se entao, uma segunda selecao, para a mesma semana se
a penetracao da propaganda estiver ahaixo dos niveis desejados.
0 processo continua até que a penetracao semanal desejada seja
alcancada, quando sao consideradas as selecoes de veiculos.

As vantagens deste modelo sao:

- Leva em conta a expansao da populacao.

- Leva em conta a possibilidade de obter descontos de
preco de grandes investimentos no mesmo veiculo.

Diversos outros modelos foram propostos para ajudar na
selecdao de veiculos de comunicacao. Os modelos matemdticos exis-
tentes que se mostraram mais importantes para o desenvolvimento
deste trabalho serao abordados nas secoes 2.3 e 2.4 .

A seguir serao definidos alguns conceitos Uteis e ne-

cessarios para a melhor compreensdo deste trabalho.

2.2 DefinicOes Basicas

Veiculo de Comunicacao: Chama-se veiculo de comunica -
¢ao ao meio utilizado para transmitir as
mensagens da propaganda. Existem - diversos
tipos de veiculos de comunicacao: televisao,

radio, jornal, revistas, etc.

Segmento de mercado: Grupos da populagao aos quais é



vdirigida a propaganda.
Para agrupar a populacao em segmentos de
mercado, diversos criterios podem ser usa -
dos: nivel de educacdo, idade, sexo, renda,

etc.

Retengao da mensagem: Fragao das pessoas que 'lembram"
do produto, devido a propaganda feita no

periodo anterior.

Penetracao da Propaganda: Chama-se penetracgao da propa
ganda, a quantidade de pessoas que sao atin
*

gidas pela propaganda feita mediante al-

gum veiculo de comunicacgio.

Unidades de exposigdo ou anuncios: Nimero de unidades
de espaco ou tempo a expor em algum veiculo
de comunicacao.

Exemplos: 60 segundos de televisao no pro-
grama A. 1/2 pagina central, a cores da re-

vista LIFE.

As pessoas que se tornam conscientes do produto atraves da
propaganda formam o conjunto de pessoas atingidas pela pro-

paganda.



2.3 Modelo de programacao linear

0 modelo de programacao linear patrocinado por Batten,
Barton, Durstine e Osborn (BBDO) (12) € o primeiro modelo que

abordou o assunto do planejamento de veiculos de comunicacao.

0 objetivo do modelo € maximizar a penetracao total
da propaganda, ou seja maximizar a quantidade total de pessoas
atingidas pela propaganda para um segmento de mercado considera-

do.

A penetracao total pode ser expressa como uma funcao
do numero de unidades de exposicao apresentadas, em cada um dos

- . - . -
veiculos de comunicacao disponivel.
As restrigoes neste modelo podem ser classificadas em
i) restricdo orgamentaria

i1) restricao quanto ao uso de algum veiculo de comu-

nicagao individual

iii) restricao ao uso de alguma(s) categoria(s) de vei

culos de comunicacao.
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De forma geral o modelo matematico €

™Mz

MAX E =

Cde
L}

sujeito a:

(i) Limitagao orcamentaria,

(ii) Limitacdo ao uso de alguns veiculos de comunica-

¢do individuais.

L. ¢« X, ¢ U. para alguns j

(iii) Limitaga@o ao uso da categoria de veiculo de comu

nicacao.

z Cij < Bk para alguns k
jeJk -
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Onde: j =1,..,N. O indice do veiculo de propaganda.
E = penetracao total.
ej = penetracdo de um anuncio no veiculo j.
Xj = numero de anuncios colocados no veiculo j.
Cj = custo de um anincio no veiculo j.
B = orgamento total de propaganda.
Lj = numero minimo de unidades a expor no veiculo j.
Uj = numero maximo de unidades a'expor no veiculo j.

Bk = K-esima parcela do orgamento total, a ser alocada
nos veiculos de propaganda do sub-conjunto Jio

onde Jy < {1,2,...,N}.

0 modelo de programagao linear apresenta basicamente
as seguintes limitacgoes:
- A funca@o objetiva €& uma funcao linear da quantidade
de anuncios colocados em cada veiculo de comunicacao.
Em outras palavras a quantidade de pessoas atingidas
pela propaganda feita no veiculo j € diretamente pro
porcional ao nimero de anlncios colocados no veiculo
j. Isto nao e razoavel, particularmente quando O nu-
mero de anuncios for muito elevado, caso em que 0s
Gltimos anuncios podem ter uma influencia muito me-

nor que os primeiros na populacgao.

- Uma outra limitacao deste modelo € que os custos dos
diversos veiculos de comunicagdo permanecem constan-

tes no tempo.
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Apesar das limitagOes anteriores o modelo de programa-
gdo linear é considerado uma aproximagdo viavel para o problema
de selegdo de veiculos de comunicacao.

Tem surgido novos modelos que envolvem aspectos adicio
nais que nao foram considerados no modelo de programacao linear.

Evidentemente, tais informacoes adicionais nos modelos
tendem a deixa-los mais complexos. Este € o caso do modelo de

programacao dinamica, que sera apresentado a seguir.

2.3 Modelo de programacao dinamica.

J. Little e L. Lodish (6) desenvolveram um modelo ma-
tematico para alocar recursos disponiveis entre diversos veicu-
los de comunicacao.

No modelo, a populacao € dividida em segmentos de mer-
cado. Cada segmento de mercado tem suas proprias vendas poten-
ciais e diferentes preferencias quanto aos veiculos de comunica-

gao.

O objetivo do modelo € maximizar as vendas potenciais
no segmento de mercado definido.

As restrigoes do modelo sao:

(i) - LimitagOes orgamentarias.
(ii) - Limitacdes ao uso de veiculo individual.
(iii) - Limitacoes de penetracao da propaganda.

A formulagdao matematica do modelo é:

Encontrar X = (th) e Y = (Yit)
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Maximizando

Sujeito a:

n M=
H 3
(@]
5
A
ool

(ii) Limitacao ao uso de um Veiculo de Comunicacdo In-

dividual.

L., ¢« X

it it < th , bpara alguns j

j=1,...,M
Xj¢ v Yig 20 E=le..,
1 =1, ,S
Onde:
th = numero de anuncios colocados no veiculo de comu-
nicacao j no tempo t.
Yip = penetragao da propaganda no segmento de mercado

i no tempo t.

M = numero de veiculos de comunicacao disponiveis,



res.

jt

jt

it

it

jt
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= nimero de periodos de tempo no horizonte de pla-

nejamento.
= numero de segmentos de mercado a considerar.

= numero maximo de anuncios a expor no veiculo  j

no tempo t.

= nimero minimo de anuncios a expor no veiculo  j

no tempo t.
= constante de retengao da mensagem.

= numero esperado da penetragao da propaganda para

o segmento de mercado i, no veiculo j no tempo t.

= penetracao da propaganda atingida por um anuncio

colocado no veiculo j.

= vendas esperadas no segmento de mercado i, no

tempo t. Sao expressas em valores monetarios.

F(Yit) = vendas antecipadas no segmento de mercado
i, no tempo t, quando a penetracdo é i

= numero de pessoas no segmentc de mercado 1i.

S
izlni P.y F(Yit) = vendas totais sobre o periodo
de planejamento, expressas em unidades moneta-

rias.
= custo do anlncio no veiculo j no tempo t.

= orcamento total de propaganda disponivel para o

periodo de planejamento,

Trata-se de um modelo nao linear com restricoes linea-
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As principais desvantagens do modelo de programacao

dinamica sdo:

- numero elevado de variaveis. O tempo e memOria neces
saria para sua execugao computacional aumenta rapida
mente com o numero de segmentos de mercados, veicu -
los de comunicagao e periodos de tempo, portanto tor
na-se inviavel a iﬁplementagéo do modelo para pro-
blemas de meédio e grande porte * .

- Apesar de ser introduzida a constante de esquecimen
to no modelo, ainda & considerada que a relacdo exis
tente entre a quantidade investida e a penetragao

da propaganda € uma funcao linear.

Uma variedade de técnicas podem ser utilizadas na reso
lugao deste modelo, a técnica utilizada por Little e Lodish * foi
a tecnica de programacdo dinamica.

Charnes, Cooper, DeVoe, Learner and Reinecke (1) de-
senvolveram um modelo, no qual levaram em consideracao o tempo,
porém nao consideraram a constante de esquecimento, nem a rela-
cao existente entre os diversos veiculos de comunicacao. A técni
ca de implementacao utilizada foi a programacao por objetivos.

Zangwill (173) sugeriu utilizar a técnica -de programa -

cao inteira na implementacao do problema, porém o estdgio atual

Especificamente, um modelo com n variaveis requer O(Zn) po-
sigoes de memoria;( leia-se'da ordem de 2" ;por exemplo,pa
ra 4 veiculos, 4 periodos de tempo e 3 segmentos de mercado

{]X;

1jtl} = 48, ocupando 0(248) posicOes de memoria.
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da tecnologia, n@o permite aplicar a técnica para problema de
grande porte, como € o problema de alocacao de recursos entre
veiculos de comunicacao.

A empresa Simulmatics Corporation (10) desenvolveu um
modelo de simulagao que nao pretende encontrar a melhor estrate-
gia de alocacao de recursos entre veiculos de comunicacao, mas
estimar o valor da penetracao de alguma estratégia.

0 modelo proposto que sera apresentado no proximo capi
tulo, alem de quantificar as pessoas que lembram da propaganda',
feita em periodos anteriores, estabelece que a penetragao da pro
paganda & uma funcdo exponencial negativa da quantidade de expo-
sicoes feitas em um veiculo. Assim, funcdes do tipo

Pj(Xj) = (1 - ——l—e) serao usadas para representar a relacao
g.X

e )
existente entre a penetracao e a quantidade de exposicoes.

Por outro lado, espera-se que sistemas deste tipo atin
jam assintoticamente um determinado nivel de penetracdo constan-
te no tempo, isto €, que o sistema atinja um estdgio estaciona -
Trio.

Na vida real a empresa estara interessada em encontrar
uma demanda constante do produto, ou seja, na solugao que estabi
liza seu sistema. O modelo proposto introduz o conceito de solu-
cdo estavel.

Uma inovacdo técnica do modelo &€ o método usado  para
a sua solucdo, qual seja, através de um simples método de pesqui
sa binaria em uma variavel, se encontra uma solugdo Otima para
o problema utilizando multiplicador de Lagrange.

No capitulo seguinte sera apresentado o modelo propos-

to.
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CAPITULO III

3. MODELO PROPOSTO

No presente capitulo estda apresentado inicialmente um
modelo matematico para a alocagdao de recursos entre os veiculos
de comunicacao de propaganda. Dois enfoques diferentes sao dados
para o modelo matematico. O primeiro enfoque € a maximizacdo da
penetracao da propaganda, COm recursos escassos, € o segundo en-
foque € a minimizagdo dos custos, com um nivel minimo de penetra
cao exigido.

Ao final do capitulo €& analisada a situacao de estabi-

lidade do modelo.

3.1 Concepcao e desenvolvimento

A caracteristica basica da provnaganda € o ciclo de vi-
da. Comumente, o impacto da propaganda declina no tempo e a
eficiencia da propaganda diminue.

Evidencias empiricas (11) aceitam a relacao existente
entre o esforgo promocional e as vendas. Existe um nivel minimo
requerido antes do esforgco promocional ter algum efelto nas ven-
das, e um nivel maximo ou nivel de saturacdo onde um acréscimo
de propaganda nao mais surte efeitos em termos de penetracao. O nivel
minimo somente existe quando a empresa introduz um novo produto no mercado.
A estrategia de propaganda utilizada no lancamento de um produto

¢ diferente da estratégia promocional utilizada quando o produto
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ja existe no mercado.

O modelo proposto neste trabalho adapta-se melhor a pro
dutos de consumo, que ja existam no mercado.

Para o caso de novos produtos a funcao de eficiencia da
penetracao deve assumir outra forma. Este aspecto sera abordado
nas conclusoes.

Sera considerado que os produtos aos quais € feita a
propaganda tem um periodo de vida Gtil limitado, menor que o pe-
riodo de planejamento. Estes produtos poderao ser readquiridos pe
los clientes que foram atingidos pela propaganda, mais de uma vez
durante o periodo de planejamento.

O efeito da propaganda € acumulativo, e ele tende a de-
clinar no tempo, a menos que o esforgco da propaganda seja conti -
nuado. No modelo sao quantificadas as pessoas que lembram do pro
duto devido a propaganda feita nos periodos anteriores em cada
veiculo, através do que chama-se a ''constante de retencdo da mensagem'.

A penetragao da propaganda Pj(Xj) € uma funcao exponen-
cial negativa da quantidade de exposigoes Xj.

A equagao que representa esta relacao &

P.(X.) =1 - ——
J] Bij

O parametro Bj mede a eficiencia do veiculo j para trans
mitir a mensagem da propaganda. O veiculo que tenha o valor de
Bj mais elevado precisara um numero menor de exposigOes para atin
gir uma determinada populagao;no caso em que o Bj seja mais baixo
serd necessario um nimero maior de exposicoes para atingir a mes-
ma populacao.

Na figura 1, observa-se que para atingir a 50% da po-

pulacao como um Bj = 0.2 sao necessarias 3,4 exposigOes. Por ou-

tro lado com um Bj = 1 s30 necessarias 0.70 exposigOes para atingir a mesma
populacao.
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Como o efeito da propaganda € acumulativo no tempo, a

penetracao da propaganda aumenta ate atingir o nivel de satura-

cao.

0 modelo apresentado por RUdder e Blauth (9), se adap-

ta perfeitamente & discussdo qualitativa que acaba-se de descre-

ver. Neste modelo, a equagao que descreve o compoTrtamento do

sistema €:

onde:

e
1]

jt

jt

%5 Y5.t-1
1,2,...,T
1,2,...,N

o indice dos peridos considerados.
o indice do veiculo de pronaganda.

a variavel decisoria. Representa o
numero de unidades de propaganda no

veiculo j no tempo t.

quantidade de pessoas que tem conhe-
cimento do produto via veiculo j ao

final do periocdo t.

quantidade maxima de pessoas que po-
dem ser atingidas pela propaganda

feita no veiculo j.

constante de retencao da mensagem do
veiculo de um periodo de tempo para
o periodo de tempo seguinte

‘(uj < 1) ¥ j.
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B . Parametro da eficiencia da funcdo de
penetracao de propaganda, Bj >0 ¥ j.

0 fator 1 - € a funcdo de penetracdo Pj(X

B: X jt)
e J It

do veiculo j, no periodo t, apresentado anteriormente.

No fim de cada periodo de planejamento sera feita uma
campanha de propaganda (th), a qual atinge uma quantidade de

pessoas, em cada veiculo, dada por:

N ) 1
r (Vi-oa U )
onde (Vj ajthkl)representa a quantidade de pessoas que podem
receber a propaganda de veiculo j no tempo t, e (1 - _E~l§_—) re
I it
e

presenta a fracao (%) de pessoas que sera atingida pela propagan
da th.

Supde-se pela equacao (1), que os diversos veiculos de
comunicacao sao independentes, o que & um pressuposto forte,

porem  conveniente para tornar o modelo mais '"tratavel' algebri

camente.

A empresa tem que decidir sobre a melhor estratégia de
alocagao de recursos entre veiculos de comunicacao, podendo dois
critérios bdsicos serem definidos: A empresa pode
objetivar atingir a quantidade maxima de pessoas, atraves da

propaganda. Nesta situacdo o critério definido pode ser:

"Maximizar a penetracao da mensagem da propaganda fei-
ta pelos diferentes veiculos durante o horizonte de
planejamento sujeito a restricdo de orcamento disponi-

vel".
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Por outro lado, a empresa pode objetivar uma situacao
inversa''da situagao anterior, isto €&, a empresa pode estar inte-
ressada em minimizar os custos decorrentes da propaganda. O cri-

terio utilizado nesta situacdo é:

"Minimizar os custos da propaganda, feita nos diferen-
tes veiculos, durante o horizonte de planejamento, man
tendo um nivel minimo desejado de penetracdo da propa-
ganda'.

Baseando-se nos critérios citados pode-se formular ma-

tematicamente o problema 1 e o problema 2 como segue:

Problema 1:
T N
(P1) MAX 5 ¢ U, (X,  , U, _ )
t=1 j=1 it it j,t-1
s.a.
T N
z % C., X., £ B
Xip > O j = 1,..,N
t=1,..,T
onde:
B = orcamento disponivel para o horizonte T.
C.., = custo unitario por unidade de propaganda feita

jt

no veiculo j no tempo t.

As demais variaveis permanecem com as definigoes fei-
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tas anteriormente,

O critério utilizado para a avaliacao de uma estrateée-
gia X = (th), e maximizar a quantidade total de pessoas que tem
conhecimento do produto sobre todos os periodos do horizonte de
planejamento.

A Unica restricao significa a limitagao dos gastos so-

T N

bre todos os periodos do horizonte de planejamento I I C. X.
| t=1 j=1 It It

a serem menor ou igual ao orcamento total B.

O problema Pl € um problema ndo linear na fungdo obje-

tivo e com restrigao linear.

Problema 2:

(P2) MINIMIZAR

T N
z v C.. X.
t=1 j=1 Jt It
s.a.
T N
oo U.. (Xeo, U o 3) %R
t=1 j=1 jt jt , -1
th > 0 j =1,..,N
t =1, » T
onde:
R = nivel minimo de penetracao exigido.

As demais varidveis permanecem com as definigOes origi

nais.
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O criterio utilizado para a avaliacdo de uma estrate-
gia X = (th) ¢ minimizar as despesas decorrentes da propaganda,
sobre todos os periodos do horizonte de planejamento.

A restricao significa que a quantidade de péssoas que
sao atingid;s pela propaganda sobre todo o horizonte de planeja-

T

mento I r U. X.., U. deve ser maior ou igual a quanti
t=1 j=1 Jjt ( Jt J,t"l) & 4 =

dade minima desejada de pessoas R.

0 problema P2 € um problema linear com restrigao nao
linear.

E conveniente frisar que ambos os problemas tema mesma
finalidade, isto e, '"Selecionar a melhor estrategia de comunica
¢do via propaganda', porém a selegdo em si pode ser feita utili-
zando critérios diferentes.

Nos problemas Pl e’PZ as variaveis Ujg¢ e Xjp podem as

. . . - . . - ., .
sumir quaisquer valores viaveis, isto e, valores positivos.

Considerando a situagdo real, normalmente a empresa es
tara interessada em encontrar uma demanda constante do produto.
Em termos do modelo proposto neste capitulo, as empre-

sas costumam preferir solucgoOes com U.  constante no tempo. Desta

jt
maneira, o campo das possiveis solugOes pode ser reduzido para

aquelas solucoes em que o0s th também sdo constantes em t.

Na proxima secao, demonstra-se que € suficiente consi-

derar apenas as solucles estaveis, isto €, aquelas em que

X., = X. ¥ t.
it J
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3.2 A solugao estavel

Lema 1:

Para cada sequencia constante th = Gj , t=1,....,T,
existe uma e somente uma sequéncia constante th = ij t=1,...,T,
de modo que th = ij e th = ﬁj satisfazem a equacao (1).

Prova:

Se ﬁj € uma sequencia constante entao verifica-se a

Entao, resolvendo (2) para th, encontra-se um e somen

te um valor de X. L = X. c.q.d.
Jt J

Definicao:

Denota-se uma sequencia th =X. ,t=1,...,T una de-

cisao estavel.

Definicao:

-~ . * * -~
Denota-se uma sequencia X = (Xj ) por uma "solucgao

otima'" se €& estavel e otimiza o problema Pl ou P2, conforme o ca

SO.

Normalmente, no inicio da aplicagao do modelo,Pl e P2,
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0 sistema nao esta no estado estacionario, ou seja, os U

jo  PO7

dem ser qualquer valor, O < Ujo < Vj e nao necessariamente Ujo=
= U..
]

O teorema abaixo mostra que, independente do estado

inicial, usando a decisao estavel (Xj), 0 sistema convergira pa-

ra o limite ﬁj = Uj (ij) correspondente.

Teorema
Sejam ij e ﬁj uma solucao estavel de (2). ¥ Ujo ,
0 < UjO < Vj’ com ay < 1, a sequencia definida por:
1
U = U. + (V. - a. U. 1 - 3
TS S PR SRS B TS RS B B.;(‘_) (3)
e 7
converge para o limite Ej = Uj (ij).
Prova
A equacgao (3) pode ser escrita como uma equacao 1i-
near em t, de diferencas ndo homogenea de primeira ordem.
U. - U. : = V. (1 - 4
e T s e (=) =V —) (4)
B3 X, B.
e e 377

A solugao para esta equacao ¢ encontrada em duas eta-

pas:
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1. Solugao da equacao homogenea:

A equagao

a-
J - . . -
th Uj,t—l (—ET?T) 0 tem uma unica solucgao
e J
*j
v., = —— U. a qual converge para zero, poT-
It tg.X. J°
e J 7
B. X,
que e 7l 31 e aj <1 ¥ o

2. Solugdo para a equacao ndo homogenea:
A solucao da equagao nao homogenea & encontrada
atraves de tentativas.
Seja th = constante ¥ t

Substituindo th na equacao (4) se tem:

oz

constante - constante ( 1 ) = U. (1 - i ) (5)
B.X. J B.X.
e J ) e J 3
o5 _ a;
ou constante (1 - —) = U. (1 - —) (6)
]
R.X B.
e J ] e J ]
%j
Simplificando (1 - —) em (6) se tem:
B.X.
e J )

constante = Uj'

A solugao de (3) € entao:
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t
o .
u., = U. + U o 2
J J J tg. X,
e JJ
Como:
Li at
im J - )
taseo tB-—
e J 1
entao:
Lim _
t e th = Uj c.q.d.

Evidentemente, a solucdo 6tima do modelo estd contida
no conjunto de solucOes estaveis, portanto o teorema anterior e

valido para solugdes Otimas.

3.3 Conseqliencias da solug@o estavel nos problemas Pl

e P2

Como foi demonstrado na secao anterior somente serao

- foeg - . . - *

consideradas solugOes estaveis, isto e, onde th = Xj e th = Uj‘
A equagao recursiva (3), na solucao estacionaria tor-

na-se:
1
U. = a.U. + (V. - «a.U. 1 - 7
j %5 Oy U5 ) C B-X.) (7)
o 37
" por simplicidade de notagao, sera escrito Xj e Uj em
lugar de X; e U, , respectivamente.

J J
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Resolvendo para Uj temos:

V. (1 -

%5
U. = © (8)
a -

Levando ( 8§) na funcdo objetivo de Pl se obtem:

1
V. (1 -
( ) B-X.)

e 373

(P1): MAX

W™z
™=

Na restricao de P1, & valida a seguinte simplificacao:

T N N T ’ N
¥y ¢ C,, X., = 5 (% C.JO)X. = 1 C.X.
t=1 j=1 Jt It oy =1 IV j=1 ]
0 problema novo de Pl entao fica
V(1 - S
' X
N N Lt
(PIN): MAX ¢ U. = 3
ji=1 1 5=1 o
(1 - —)
3. X
ePJ ]
Sujeito a:
N
r C.X. ¢ B
j:l J ]
X > 0 J =1, N
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e 0 novo problema P2 associado fica:

(P2N): MIN

|| e W=t

C.X.
J

sujeito a:

todas as variaveis permanecem com as definigcoes anteriores.
No proximo capitulo serao analisados detalhadamente os

problemas PIN e P2N, no que se refere i solucgdo matematica e algo

ritmica dos mesmos.



31

CAPITULO 1V

4. TECNICA DE RESOLUCAO

Neste capitulo sera feita uma analise qualitativa dos

problemas PIN e P2N, e suas solugoOes.

A técnica matematica de Multiplicadores de LLagrange,

e utilizada para encontrar a solucao de ambos os problemas.

4.1 Analise do problema PI1N.

Neste item sera analisado inicialmente a funcao objeti

vo, e depois a restrigdo, do problema PIN.

Analise da Funcao Objetivo:

1) A funcgao Uj(Xj) e uma funcdo estritamente crescente
(anexo 1).

2) A funcao Uj(Xj) ¢ uma funcao estritamente  concava
(anexo 1). »

3) U & uma funcdo estritamente concava nas variaveis

(Xl’ Xoyeon, Xn) (conseqliencia imediata de 2).
Analise qualitativa da restrigédo
N - —
4) A fungao C = ¢ Cij e uma funcgao linear em cada
j=1
variavel Xj, i =1,...,N.
N - ~
5) A funcao C = © C.X. € uma funcao estritamente

crescente em cada variavel X3 , j=1,...,N, como C, > 0.
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Em conseqliencia de 1 e 5 node ser considerada igualda

N
de na restrigao vy C.X.
j=1 J )

vel sera alocado entre os diversos veiculos de comunicacao con-

= B, isto €, todo o orcamento disponi

siderados.

4.2 Solugdo do problema PIN, atraves dos Multiplica-

dores de Lagrange.

N
U.(X:) + A( 2
1 3 j=1

L(X

n =z

C.X. - B
3 )

100 %y :

¢ a fungao de Lagrange do Problema PI1N.

No caso presente de maximizar uma funcao concava sob
restricoes lineares, relaxando a restricao de nao negatividade,
a teoria de Lagrange (7 , pp. 94-105 Teorema 2.1 - Teorema 7)

afirma que:

"A condigao necessaria e suficiente para que um

0

x° = (x%, x°

15 25’

cia de um 2° tal que satisfaca as seguintes condicoes de Kuhn-

..,Xg) seja uma solugao otima de PIN, & a existen-

Tucker:

I i=1,...,N
X. | X7, A
S J
SL
c2) Sk = 0
8§ XO, )\O

(c3) 2° qualquer nimeral real, ndo-positivo.
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As condigoes C1, C2 e C3 no problema em estudo ficam:

-B.X.

SL(X.) V.g. e 3 I (1-a.)
(c1') J =1 )+ aC. =0

BX N !

] (1-ay e 7))
j =1, ,N
N

c2y - 3z ocex. -B=0

sy j=1 )
(c3") A qualquer numero real ndo positivo

As condicoes Cl' e C2' constituem um sistema de n + 1
equagbes com n + 1 incognitas ( A e Xj’ j =1,...,N ). Este sis
tema € um sistema ndo linear, de dificil solugdo, no entanto, em
( 9 ) RBdder e Blauth demonstraram que € possivel tirar proveito

de algumas condigbes especificas do problema. Todas as incogni-

tas Xj podem ser expressas como fungao da variavel A.

Outra grande vantagem deste sistema, € que as equagoes
Cl' e C2' sao funcgbes monotonas, entao a resolucgao do sistema fi

ca reduzida, a encontrar os {ﬂ}),que satisfacam a condigcao C2'.

Mais adiante, serao feitas algumas transformacgoes mate

maticas nas condicoes Cl', de maneira a transforma-las em uma
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equacdo quadratica de facil solugdo, e sera demonstrado que  as

funcoes C1' sao fungoes monotonas.

Na condicao C3, o A O0timo pode ser qualquer numero nao

ositivo; também, as condicoOes Cl' restringem o valor do A Otimo
P C g

ao intervalo (- o, 0], uma vez que 0S custos Cj > 0, e as fra-
coes
-g.X.
V.g: e I3 (1 - a.) ,
J 1 A sdo sempre maior que zero.
-R.X. 2
(1-a;e U

No anexo (2) sera mostrado que o valor do A Otimo po-

de ser buscado apenas no intervalo

MAX V.8,
- {— ——_—l_—;}_—_-} 1] O
J (1 - a;)C;

Os passos seguintes tem por finalidade transformar as

condigoes (Cl') em equacdes quadraticas,

As condicoes C1' podem ser escritas como:

-8.X.
V.g. e I (1- «a.)
1 J L - -c, (9)
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Multiplicando (9) membro a membro por

—B.X.Z
(1-a.e 79 )
J obtem-se
-2 C.
J
85X,
V.B. e (1 - a.) -B.X -2B.X
J ] : j—=1-2a.eJ]+oae]
-1 C. J
J (10)
V.g. (1 - a.)
Chamando W. = —3-J A , entao,
J -2 C.
J
-R.X. -R.X. -28.X.
W.e 30 =212 2q.e 37 442e 3713 (11)
J J )
-B.X.

Dividindo (11) membro a membro por e 7 ) e somando

Zaj obtem-se:

W. + Zaj = —_— 4 a? e 1) (12)

W. + 2a. 1 -R.X.
J L = +a, e JJ (13)
o5 —Bij J
W.
Chamando K; = —L + 2 entdo (13) fica: (14)

aj
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-R.X. (15)
K = 1 + a. € 3]
J _BjXJ J
. €
%
-8.X.
chamando Zj =y e ] entao (15) torna-se:
1
K. = — + Z. 16
ool (16)
)
Como Kj e Zj sa0 maiores que zero, entao, pode-se

transformar ( 16) em uma equacao quadratica:

L. - K.2. + 1 =10 (17)

+ - 1
1 1,2
Z. = =K. + Wv/— 1 + = K.
] 2 J - 4 ] (18)

1
+= V.B. (1 - a.) V.B.(1 - a.)+2 2
7. = 1 ( J_J J . 2) + \V/Cl+l ( 1 ] )
2 L0 - 4 -AC.a.
3] 377

(19)

. - . . . ~ +-
A seguir sera analisada qualitativamente a funcao Zj .

-~ +

Primeiramente sera mostrado, que através da raiz Z;

sO se tem solucOes inviaveis. Depois, nos lemas 2, 3 e 4, sera
| 1

mostrado que C1 e C2Z sao funcoes monotonas em todo o intervalo

definido.
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Lema 2
+
X. (Z. < 0
j ( ; )
Prova
-g.X.
Lembrando que Z. = aj e ) pode-se escrever
+
-L Z. + L o -
X. (z.7) = =1 nJ (20)
] J 8.
]
Como —Ln Zj+ <0, Ln aj <0 e Bj > (0 segue-se que
X Z <0 c.q.d
; ( ; ) q
Entao somente serao considerados os Zj—'
Lema 3

Zj_ como Funcgao de Kj e uma funcdo decrescente para

K. no intervalo (2,=)
J

Prova
- 1 K
§ (Z.) >
S % - 2 < 0
§(K.) 7!
) 2\/- 1+ Lk
4 ]
¥ K. > 2
]
Lema 4

A funcao Kj em X e uma funcdo crescente para A < 0.
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Prova

S R A 1 > 0 ¥Xx <0

Dos lemas 3 e 4, pode-se enunciar o

Lema 5
A funcao Zj- em A € uma funcdo decrescente para A <0
Prova
V.g. (1 - .
_ 1 Vyfy O ey)
. ( 2)
6(2 ) 1 2 “2Casops
R HER U Cjoj < 0
2 )
6 (A) p ViB(lma) 2
2 -1+Z(_~_l__~_*_+z)
—XCJGJ
¥ <0
Agora, sera analisada a Unica restricao
N
s C. X.(2) =B , (21)
j:l J J
Cada Xj(x) e uma funcao crescente e continua, e
. Ln a.
AT oX) = —2d <o, (22)
>0 j 81
J
e
Lim
X.(A) = »
Aso— (23)
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Devido a (22) e (23) g(h) =

C.X.(x) ¢ uma fun-
3 ]

>z
J

¢ao crescente e continua com valores compreendidos no intervalo
N C]' ]_Jn Q-
Z —

< g (A) < =, para X no intervalo (-«, 0).

Assim, existe um e somente um ), tal que satisfaca a
equacao (21).

Pode-se concluir o seguinte: como a funcao objetivo &
concavaearestricdao € linear, para encontrar uma solucdo do pro-
blema PIN, basta encontrar um A Otimo que satisfaca a equacao
(21) e, das equacgoes (20), obter diretamente os valores otimos

das variaveis decisorias.

Na seccao seguinte sera feita a analise qualitativa do

problema PZ2ZN.

4.3 Analise do Problema P2N

Neste item sera analisada inicialmente a funcdo objeti

vo, e depois a restricao do problema P2N.

Analise da funcao objetivo

N

1) A funcao C = % Cj Xj e uma funcdo linear, estri
j=1 -

tamente crescente.

Analise qualitativa da restricdo

2) A funcao Uj (Xj) e uma funcdo estritamente crescente.
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3) A funcao Uj(Xj) ¢ uma funcao estritamente concava.

N
4) A fungdo U = T Ui(Xj) e uma funcdo estritamente
j=1 -
concava nas variaveis Xi i =1,...,N.

Em conseqliencia de 1 e 2 pode ser considerada igualda-

de na restricao

V.(1 - ——)
J B.X.
N e J ]
% =R
_ a
j=1 1 -
B.X.
e 177

- - —~ - - - “'.
isto e, a penetracao da propaganda sera igual a um nivel minimo

requerido.

4.4 Solugao do Problema P2N atraveées dos multiplicado-

res de lLagrange.

V. (1 - )
j g.X.
L(X,X X .Y I;](‘X ];I e 7’ R
veeenX ,Y) = T C.X. + vyl -
172 n j=1 I3 =1, L o
B.X.
o 373
€ a funcao de Lagrange do problema P2N.
No caso presente de minimizar uma funcao linear sob

restrigOes concavas, relaxando a restricao de nao-negatividade ,

a teoria de Lagrange (2 , pp. 90-92) afirma:

"Sob a condigao de Slater, o nroblema P2N tem uma solu
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cio otima X°= (Xi, X%,...,Xg) sse existe um y° tal que
X° e YO satisfacam as condicoes de Kuhn-Tucker.

A condigao de Slater &: a existencia de um X'=(Xi”.ux;g
de maneira que U(X) seja estritamente maior que R. Co-
mo a soma de todos o0s Vj sempre € maior que R a condi

gao de Slater € satisfeita'.

As condigoes C1, C2 e C3 no problema P2N ficam:

-8.X.
LX) V.g. e 7 (1 - a.)
(1) —2-=c, + vy (L 1) =0
§(X.) J -8.X. 2
] (1 - aj e J J)
j=1,¢..,N
V(1 - —=)
B.X.
(cz")@—g e 1) poy
Sy 3=1 L %)
X,
eBJ ]

(C3") y qualquer numero real, pjo positivo.

Este sistema €& um sistema com n+l equacles e n+l incog
nitas (y e Xj' j =1,...,N). Todas as incognitas podem ser  ex-
pressas como fungao da variavel y. Devido a que as equagoes Cl1"

e C2" sao funcoes monotonas, a resolucdo do sistema fica reduzi-

da a encontrar os Xj(y) que satisfacam a condigao C2'".

Segundo as condigoes C1" o valor de y O0timo se encon-

tra no intervalo (-w,o], uma vez que 0S custos Cj> 0 e as fracoes
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-B.X.
Vig. e I (1 - a)

1) J_  s3ao maiores que zero.
-g.X..2
(l-ajeBJJ)

Através de uma série de operacoes matematicas analogas

. . + -~ -
que foram feitas para deduzir Zj obtem-se:

) Sy Vg (- a)) Vg (1 -as) 2
R | (Y 1] I+ 2) + \V/11+l (Y )] 1= +2)
] 2 C.o. - 4 C.o-
J] )]
(24)
~ =y V.B: (1 - o)
K, = —21J L+ 2 (25)
J C.o.
1]

X. = ] J (26)

-~

~ + - ~ .
As funcoes Zj e Zj sao muito semelhantes, portanto
as conclusoes obtidas na analise qualitativa da funcao Zj—’ se

adaptam.a funcao Zj_ como segue:

1. A funcao Zj(k) ¢ decrescente para ki no intervalo [Z,w).

()

. A funcao Rj(y) € decrescente para y¢0
3. A funcao ij(y) e uma funcdo crescente para v € 0.

Através de 1, 2, 3 ficou demonstrado que a funcao ij
e monétoné em todo o intérvalo(fm;d] e portanto o mesmo algorit
mo de resolugao utilizado no problema PIN pode ser utilizado nes
te caso.

A seguir sera analisada a restricao do problema P2N.
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v, Q- L,
X.
N eBJ J ,
z = R (27)
j=1 o
L - j
8.X.
o 173
Substituindo Xj na equacao (27) pela equacao (20) ob-
tem-se:
v, - 1 )
N eLnaJ - LnZ1 (v)
z = R (28)
j=1 o
1 - J
Lyas = LpZs7 (1)
e
Depois de uma série de simplificacbes matematicas a
equacao (2g8) fica:
N aJ - ZJ (v) N o.
z =R Vl (29)
=115 =1 Y5
]
Como cada Xj(y) € uma fungao crescente e continua, e
. -In o
Lim (v = 15 o, (30)
y+i—-0 J BJ
e
Lim Xj(Y) - - (31)

Y=o
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~

N ooy - 2. (Y ) ~
Devido a (30) e (31), I _J e uma funcgao
j=1 1 - Zj (v)
crescente e continua com valores compreendidos no intervalo

(o, »), para y no intervalo (-=,0].

Assim existe um e somente um Y, tal que satisfaca a
equacgao (27).

Pode-se concluir o seguinte:

Como a fungao objetivo € linear e a restricdo € conca-
va para encontrar uma solucao do problema P2N, basta encontrar
um vy otimo que satisfaca a equacao (27) e das restricoes (20),
obter diretamente os valores otimos das variadveis decisorias.

A seguir sera apresentado o algoritmo computacional pa
ra encontrar a solucao do problema PIN., Neste trabalho nao e
apresentado o algoritmo correspondente ao problema P2N, devido
a semelhanca existente entre este e o algoritmo do problema PIN,

No capitulo 6 sao feitas recomendacdes para desenvol-

ver o algoritmo que encontre a solucao do problema P2N, em pes-

qulsas posteriores.

4.5 Algoritmo

Diversos métodos de pesquisa direta existem para encon
trar o ponto maximo de uma funcdo. Entre as técnicas mais conhe-
cidas se encontram a) Pesquisa binaria; b) Pesquisa de Fibonacci
c) Pesquisa da secgao aurea.

Neste trabalho foi escolhido o metodo de pesquisa bina
ria, devido a sua simplicidade e facilidade de implantacao no

computador.
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Este modelo encontra atraves de tentativas um valor de
lambda (A) que satisfaca a condigao (21).
O método inicia a pesquisa em um intervalo previamente

definido [LI, LS], onde LI representa o limite inferior, calcula

do por MAX { i ViBj y e LS representa o limite superior,
j 1-a.)C.
j (1-as) ;

igual a zero.

LI + L
( LI+ LS

Calcula-se um novo ponto A = ”

).

Com este novo ponto & testada a condigdo (21), se for

satisfeita, entao foi encontrado o valor de X o0timo, isto &, um
N
2° ta1 que I Cj Xj(ko) = B, e procede-se o calculo dos valores
5= _ i
das variaveis de decisao Xj(xo) pelas equagoes (20).

N
Se T Cj Xj(x) for maior (menor) que B, define-se um

j=1
novo sub-intervalo, fazendo LS = A (LI = A), Faz-se uma nova ten
tativa para calcular outro A, A = Ll—%—ké, e assim repete-se es-

te processo até que for encontrado o A otimo que satisfaca (21)
com um erro menor Oou igual a algum e dado, €>o0.

0 fluxograma detalhado deste algoritmo & mostrado na
figura (3).

No préximo capitulo & feita uma ilustracdo pratica do

modelo.
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LEITURA DADOS
(Anexo 3)

v

LI=MAX (- V; ;
;O e

LS=o

>

LANDA =(LI + LS} /2

LANDA FE
OTIMO

CALCULAR X j

= LANDA

LS

LANDA

«/'E .
Figura 3-- Algoritmo de pesguisa bindria para solucao
de PIN.



CAPITULO V
5. ILUSTRACOES

5.1 Enunciados

Para jlustrar a aplicagao do problema PIN, serao apre-
sentados dols exemplos, com a mesma estrutura que um problema
real, e com dados extraidos em Florianopolis, Santa Catarina, em
fevereiro de 1980.

Os veiculos de comunicacao escolhidos sao: televisdao A,
televisdo B, radio e jornal.

Os dados correspondentes a populacao maxima que pode
ser atingida por um veiculo de comunicacao, e os custos da pro-
paganda em cada um dos mesmos foram coletados no mercado real.

Os dados referentes a retencdao da propaganda, eficien-
cia do veiculo de comunicaciao e orcamento sdao dados ficticios.
Na pratica, para. a determinagdo real da retencdo e eficiéncia

serda necessario um trabalho estatistico de razodvel envergadura.

No quadro 1 apresenta-se os valores correspondentes a
populagao maxima e os custos de pronaganda para os diversos vei-
culos de comunicagao. Estes valores s3o os mesmos em amhos exem-
plos.

Nos quadros 2-A e 2-B apresenta-se os parametros o e
By utilizados respectivamente nos exemplos 1 e 2.

0 orcamento total dismonivel para a nropaganda & de
Cr$ 50.000,00 por periodo. Este valor € o mesmo nara ambhos exem-

plos.
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QUADRO 1 - CUSTOS E POPULACAO EM CADA VEICULO

DE COMUNICACAO

VEICULOS CUSTO (Cr$)  (Audiéncia, publico leitor)

Televisao A
Horario 19:50/20:20 (Xl) 10.740 308.148
Frequencia: seg/sab.

Nuracao: 30

Televisao B
Horario '18:00/19:00 (XZ) 7.480 157,794
Frequencia: domingo

Duracao: 30

Radio (X5) 200 8.123
Duracao: 30

Frequencia: seg/sab

Jornal (XA) 400 600

Espacgo: 5cm, 2 colunas

Frequencia: 1 vez

z Vj 474.665
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QUADRO 2-A = Constante de retencao da propaganda (aj) e

eficiencia do veiculo (Bj), no exemplo 1.

Eficiencia de

Veiculos Xj Retencao o penetracao Bj
Xl 0,40 1,00
X, 0.90 1,90
X3 0,80 1,20
X4 0,90 1,50

QUADRO 2-B = Constante de retencao da propaganda (aj) e

eficiencia do veiculo (Bj), do exemplo 2.

Eficiencia de

Veiculos X; Retengao ay penetracao Bj
X, 0,50 1,94
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Solucoes

a implementar o modelo proposto, um programa compu-

desenvolvido na linguagem Fortran. O tempo de execu

cao do programa foi de 0,40 segundos, e foi executado no computa

dor IBM 360/4
Nos

sao inteiras,

0 da Universidade Federal de Santa Catarina.
quadros 3-A e ‘3-B, observa-se que as solugoes nao

o que seria desejavel, uma vez que as variaveis Xj

se interpretam como o numero de exposicdoes a fazer no veiculo j.

Este inconveniente pode ser contornado basicamente de duas ma-

neiras:

a.

Os

Multinlicando, ao final do algoritmo, cada resulta-
do Xj* pelo correspondente custo unitario Cj’ 0s
resultados assim obtidos constituem parcelas do or-
camento total, a serem alocadas entre os veiculos,

*
nas quantidades Cin , 3 = 1,...,N.

Caso uma solucao inteira seja imprescindivel, uma
alternativa poderia ser um algoritmo heuristico, co
mo o proposto no anexo 4. No entanto, este algorit-
mo nao garante a otimalidade. Esta teria que ser
buscada através de mé€todos de programa inteira ( 3),
como programacao dinamica, 'hranch and bound" ou
cortes de Gomory. Neste trabalho, nao serao aborda-
dos tais métodos.

formatos de entrada e saida de dados e a listagem

»

' . 1
do programa computacional constam no anexo 3. -

Na

obtidos pelo

-

secgao seguinte serao interpretados os  resultados

programa,



QUADRO 3~-A = Resultados do exemplo 1

Variavel Resultado
X, 3,709
X, 1,265
Xs 2,657
X, 0,427
Penetragao total = 468408 pessoas

QUADRO 3-B = Resultados do exemplo 2

Variavel Resultado

*

Xl 2,391
*

XZ 3,165
*

Xy 1,049
*

X4 1,073

Penetracao total = 471291 pessoas
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5.3 Interpretacdo economica dos resultados.

Antes de iniciar a interpretacao economica dos resulta-
dos, € conveniente ressaltar os critérios que sdao utilizados pelo
programa na distribuicdo do orcamento entre os diversos veiculos
de comunicacgao.

Estes critérios. sao:

1. Populagao

2. Custos

3. Parametro de eficiéncia da penetracao

4. Constante de retengao da mensagem.

Todas as constantes Vj’ Cj, aj e Bj influemciam na alo-
cacao.

Assim, o veiculo que ;iver a melhor combinagao de popu-
lagao, custo, retencao e eficiéncia da penetracao, tera, conse -
quentemente, uma quantidade maior do orcamento alocada a ele.

No entanto, pode ocorrer que alguma das constantes te-
nha maior relevancia sobre as outras, o que efetivamente ocorreu
no exemplo 1.

A seguir, serao analisados os resultados emitidos pelo
computador para os exemplos 1 e 2.

Em termos qualitativos, um veiculo tera alocada uma par
cela de orgamento tao maior QUanto maiores forem a populacao e a
eficiencia, e quanto menores forem o preco unitario e a retencdo.

Inicialmente serao analisados os resultados do exem -
plo 1. E

Os recursos disponiveis foram alocados da seguinfe ma-

neira:
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Na televisdao A, variavel X,, foram alocadas 3,709 expo-

1 L]
sicbes, 0 que representa 80% do orgcamento total disponi

vel.

Na televisdao B, variavel XZ’ foram alocados 1,265 expo-

sigoes, 0 que representa 18.5% do orcamento total.

No radio, variavel X5, foi alocado 2,657 exposicbes ou

1.0% do orgamento disponivel.

No Gltimo veiculo considerado, variavel X4, 0 jornal,
foram alocados 0,427 exposigoes ou 0.5% do orcamento dis

ponivel.

Como observa-se, no veiculo Xl’ foi alocado a maior par

te do orgamento (80%). Este fato pode ser justificado pela obser-

vagao de que, a populacao deste veiculo € muito maior que a dos

demais.

18. 5% do

o\e

0s outros

€ o mais

X tendo

4’

0 segundo veiculo escolhido pelo programa, para alocar
orgcamento, foi a televisao B(X,). Comparando-se este com
dois veiculos restantes, observa-se que este veiculo
eficiente.

0 restante do orcamento foi alocado aos veiculos Xz e

- ) - -
o veiculo X3 recebido uma parcela maior porque tem

um prego de exposigao muito baixo.

A penetragao total atingida pela pronaganda foi de

468.408 pessoas, o que corresponde a 98,68% da populacao total.

A seguir serao analisados os resultados do exemplo 2.

Neste exemplo, os dados referentes a populag@o e custos,

sao os mesmos usados no exemnlo 1, somente variam as constantes de

retencdo e eficiencia.

Os recursos disponiveis foram alocados da maneira se-
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guinte:

- Na televisao B, variavel X2, foram alocadas 3,165 expo-
sicoes, o que representa 47.34% do orcamento total dis-

ponivel.

- Na televisao A, variavel X;, foram alocadas 2,391 expo-
sicoes, o que representa 51.35% do orcamento total dis-

ponivel.

- Ao jornal, variavel X4, foram alocadas 1,073 exposigoes,

ou 0.89% do orgamento disponivel.

- Por ultimo, na variavel Xy, a0 radio foram alocadas

1,049 exposicgoes, ou 0.42% do orcamento total.

Observa-se que com mudangas nos parametro de retencao
e eficiencia a alocagdo de recursos foi diferente aquela feita
no exemplo 1.

Observa-se, por exemplo, uma quantidade de exposicoes
maiores alocada para o velculo XZ’ isto foi devido a variacao da
constante de retengao de 90% no exemplo 1 para 60% no exemplo 2.

A penetragao total atingida pela propaganda foi de
471291 péssoas, o que corresponde a 99.28% da populacao total.

Em ambos os exemplos, a populacao atingida foi elevada

devido a existencia de um orcamento elevado.
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CAPITULO VI

CONCLUSOES E RECOMENDACOES

0 modelo desenvolvido neste trabalho aloca recursos mo
netarios entre os diversos veiculos de comunicacdo. Este modelo
utiliza conceitos e informagoes adicionais que nao tinham sido
anteriormente utilizados pelos outros modelos matematicos perti-
nentes a esta area.

Estes conceitos e informacoes adicionais sao:

- a penetracao da propaganda & uma funcao exponencial
negativa da quantidade de exposigoes.

- a solugao estavel, ou seja, e considerada a penetra-
cao da propaganda constante no tempo.

- a técnica de resolugdo utilizada, isto &, atraves de
um método de pesquisa binaria, se encontra a solucdo

para o problema de multiplicadores de Lagrange.

Uma situacgao nao prevista no modelo, mas que pode ser
incorporada a ele, € quando se deseja alocar recursos orgamenta-
rios para varios segmentos de mercado. Isto facilmente pode ser
incorporado, basta  agregar a cada variavel um sub-indice que

representa o segmento de mercado considerado.

Como possiveis extensoes deste trabalho pode-se enun -

ciar:

i) desenvolver um algoritmo para encontrar a solucao
inteira da variavel decisoria Xj' Isto pode ser fei
to utilizando a técnica de cortes de Gomory ;'( z)
ou Branch and Bound ( 3) ou através de um méetodo

heuristico como o apresentado no anexo 4,
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ii) Adaptar o modelo para produtos novos no mecrcado,

iii)

onde a fungao de penetracao podera ser como na fi-
gura 2. Neste caso a metodologia dec resolucao uti-
lizada pode ser semelhante a metodologia utilizada

neste trabalho.

Pode-se considerar novas restricSes alem da restri
cao orgamentaria, como por exemplo restricoes quan
to ao uso de um veiculo de comunicagao ou algum
grupo de veiculos.

Isto pode ser feito incorporando novos multiplica-
dores de l.agrange. Uma nova metodologia de resolu-
cao devera ser utilizada, devido a que o algoritmo
de pesquisa binaria nao se adapta a esta nova si-

tuacao.

iv) Desenvolverum algoritmo para encontrar a solucao

L.“v

do problema P2N. Este algoritmo & muito semclhante

ao algoritmo utilizado no problema PIN.
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ANEXO 1

Neste anexo estd contida a andlise qualitativa =~  da

fungao objetivo do problema PI1N.
Nos teoremas seguintes seri demostrado que a funcgao

[%Cle € estritamente crescente,estritamente concava e assintdtica.

Teorema

A funcdo Uj(Xj) € estritamente crescente.

Prova:

1. L) .
5(Xj) -B.X. 2
1

Portanto a fungﬁo Uj(Xj) € estritamente crescente no

intervalo [0,=) .
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Teorema

A funcgido UjCXj) € estritamente céncava.

Prova:

“B5%;
6U 3 1 - ai Vj Bj e

§X5 - -B.X
j X. 2
(l—aieJJ)

-Bij
1 -0, V. B. -
s ¢ i i c )

8X; -B.X. 2
(1 - o e J 0

82 -Bij 82 2 -BBij
-V.R%(1 - a. -V.+2) (1-a.)B%a®
) LJ( aJ)e +(VJ+)(1 GJ)JJe

-g.X.
(32)

Para Xj =0 a expressdo (32) € menor do que zero.

Para X.s>» a expressado. (32) € menor do que zero.

J
. o grafico da funcdo & estritamente concavo.



Teorema:

A funcao Uj(Xj) é assintotica.

Prova:
Lim it
X.—)'co o = vj
J 1 - j
.X.
eBJ J

A reta Vj € a assintota horizontal da curva U.

62
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ANEXO 2

No presente anexo sera deduzida a férmula para calcu-

lar o valor do limite inferior do A.

No modelo proposto, a variavel decisdria Xj pode assu-

mir qualquer valor no intervalo [o,«).

0 minimo valor que X; pode ter € zero, neste caso a

equagao (20) fica

entao:

Ln aj - Ln ;i—(x)

as = 2. (W) (33)

a qual constitui a raiz negativa da equagao (18)

K. = — + ¢,
3 5 j (34)

1
Levando (13) em (34) obtém-se

Vi 8y (1% ay)

T v 2= L 4, . (35)
i % '

Resolvendo para A obtem-se
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Vi B
y = - i %

(1 - aj) Cj

(36)

0 limite inferior do intervalo de pesquisa € entdo o

maximo valor entre todos os veiculos, isto e,

MW
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ANEXO 3

Neste anexo estao contidos os formatos

saida, e listagem do programa computacional.

67

de entrada
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ENTRADA DE DADOS DO PROGRAMA COMPUTACIONAL

A seguir e descrita a forma como devem ser colo-

cados os dados do problema.

CARTAO VAR. DESCRIGAO COLUNAS FORMATO
1 N N¢ veiculos 1-2 I,
E Interv. de aprox. | 3-10 F7.4
B Orcamento 10-18 F8.4
2 \ Populacdo nos vei-| 1-6 ~ 7-12 Ig

culos (até 10) 13-18 19-24

25-30 31-36
37-42 43-48
49-54 55-60

3 C Custos unitarios | 1-8 9-16 F8.2
dai exp051§0fs MOS | 1o o4 25-32
veiculos (ate 10)
33-40 41-48

49-56 57-64

65-72 73-80"

4 a Constante de efici{l-4 5-8 F4.2
ciéncia da‘pene- [9-12 13-16

tracao 17-20 21-24
' 25-28 29-32

33-36 37-40

5. B Constante de reten|i-4 5-8 £4.2
cao de mehsagem 9-12 13-16
i | 17-20 21-24
25-28 29-32
33-36° 37-40

Y
-

»
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ANEXO 4

Antes de fazer o fluxograma detalhado sera esbocado a

idéia geral do algoritmo:

1. Escolha entre os veiculos disponiveis o veiculo

de maxima penetragao.

2. Se existe orcamento disponivel - aloque uma unidade

de propaganda no veiculo escolhido.
Va para (:) .

3. Imprima resultado

FIM

0 Fluxograma detalhado € mostrado na figura 4.
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Seja j: max { US(XE + 1) - U}(XS)} ]

IMPRIMIR

Fig 4. Algoritmo heuristico para encontrar a solucgao intei-

ra do problema.
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