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SIMBOLOGIA

Cp Calor especifico a pressao constante

CV Calor especifico a volume constante

Fr Nimero de Froude, V/(gz)l/2

M Nimero de Mach, V/a

R Constante do gas

T Temperatura absoluta do gas

\' Velocidade de escoamento

VX Componente da velocidade na diregao do escoamento(x)

Vy Componente da velocidade na direcao y, normal ao es-
coamento no plano horizontal

a Velbcidade de propagacgao do som

c Velocidade de propagacao de ondas superficiais

g ) Aceleracao da gravidade i

k Relacao de calores especificos, Cp/cv

P Pressao

z .Profundidade da agua

Y Peso especifico

0 Semi-angulo do cone ou cunha

A Comprimento de onda

P Massa ecspecifica

o Angulo de choque conico ou angulo das ondas de gravi
dade

T ~ Tensdo superficial

INDICES

c Valor da variavel na condicdo critica



'3 Valor Tocal da variavel

max Valor maximo da variavel
o Valor da variavel na condigao de estagnagao (V=0)
s Valor da variavel no escoamento nao perturbado

X,y Eixos de coordenadas cartesianas
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RESUMO

A analogia entre escoamento dec agua com uma superficie 1li-
vre e o escoamento compressivel de gases, comumente chamada de a
nalogia hidraulica, & apresentada neste trabalho, juntamente com
suas limitagoées. A mesa d'agua, e o cquipamento utilizado para a
realizacao da analogia hidraulica, cujos detalhes éonstrutivos,
conjuntamente com sistemas empregados nas medicoes experimentais
e com todos os procedimentos experimentais seguidos, sao igual-
mentc descritos. Aplicou-sc a analogia hidraulica a escoamentos
subsonicos em torno dc cilindros ¢ a cscoamentos supersonicos si
metricos em torno de cones, cujos resultados experimentais sao
discutidos e comparados com resultados tedricos e experimentais.
Em vista da razoavel concordancia obtida, recomendagoes para fu-

turos trabalhos sao sugeridas.
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ABSTRACT

The objcctive of this work is to test a home made water ta
ble in order to identify its limitations and main applications.
The water table is usced to simulate the main fcatures of high ve
locity compressible fluid flow through a free surface water
flow. All the experimental procedures and constructive  details
are fully described.

The hydraulic analogy is applied to subsonic flow around
circular cylinders and supersonic flow around cones. The experi-
mental results are compared with available theoretical and expe-

rimental data and a good agreement is achieved.



1. INTRODUCAO

A semelhanga qualitativa existente entre escoamentos com-
pressiveis de gases, principalmente o ar, e escoamentos de agua
com uma superficie livre, permitiu o desenvolvimento de uma teo-
ria que pudesse ser usada para representa-la. A quantificacao da
semelhanga entre os fenomenos que ocorrem nos escoamentos compres
‘siveis e os fendmenos superficiais no escoamento da dgua, s €
possivel de ser realizada para o caso de escoamentos bidimensio-

nais.

A base matematica da analogia hidraulica foi primeiramente
apresentada por Riabouchinsly [5], a partir da qual outros auto-
res [2], [3], [4] e [6], estenderam a sua aplicabilidade a diver-
sos estudos de escoamentos bidimensionais supersonicos ¢ subsoni-
cos de gases. Neste trabalho, é apresentado no capitulo 2, o de-

scnvolvimento teorico em que sc¢ bhascia a analogia hidraulica.

A motivagao deste trabalho reside no fato de ser a analogia
hidraulica, um método pouco dispendioso e bastante conveniente pa
ra a investigagao de escoamentos compressiveis de gases. As parti
cularidades que ocorrcm no cscoamento de ar a altas velocidades,
sao facilmente rcproduzidas no cscoamento analogo dc agua a bai-
xas velocidades, utilizando-se a mesa d'agua. Este equipamento,
considerado indispensavel a todo labhoratorio de Mecanica dos Flui
dos, com todos os seus componentes e sistemas de medigoes, esta des

crito nestc trabalho, bem como os procedimentos experimentais sc-



guidos durante os testes.

Os escoamentos supersonicos e subsonicos foram reproduzidos
pelo escoamento de agua, utilizando-se canais convergente-diver-
gentes, para acelera-lo. O dimensionamento e a construcgao destes
canais, sado igualmente descritos, no capitulo 3, com suas respec-
tivas calibracoes e aplicacoes.

E objetivo tambem deste trabalho, a verificacao da analogia
hidraulica em torno de obstaculos. Realizou-se a analise de escoa
mentos subsonicos em torno de cilindros circulares, com o proposi
to de compararem-se os resultados com outros experimentos ja rea-
lizados, a fim de avaliar-se o comportamento de todo o sistema.
Investigou-se tambeém quantitativamente, os escoamentos supersoni-
cos simetricos em torno de cones, quanto a formagao de ondas de
choque conicas e formacdao de ondas de choque destacadas. Esta si-
mulacao foi realizada a partir do escoamento de agua em torno de
cunhas, onde as ondas de choque sao identificadas pela formacao

de saltos hidraulicos.



2. DESENVOLVIMENTO TEORICO

Neste capitulo e apresentada a similaridade existente entre
as equacbes que governam o escoamento bidimensional compressivel
de um gas e o escoamcnto da agua com uma superficie livre, atra-
ves de uma contragao cem um canal horizontal. A similaridade cntre
estas equagoes, determina a analogia contre os parémetros QO escoa

mento do gas e os paramctros do cescoamento da agua.

2.1- HIPOTESES SIMPLIFICATIVAS PARA OS ESCOAMENTOS-ANALOGOS

A correspondencia entre o escoamento da agua e o escoamento
compressivel bidimensional dc um gas, ¢ determinada pelas  cqua-
¢O0es da continuidade, energia e propagacao de ondas, sujeitas 4as

seguintes hipotescs simplificativas:

GAS

(1) O escoamento ¢ idcal ¢ adiabatico

(2) O regimc ¢ permancnte

(3) 0 gas e considerado como um gids perfeito para o qual ¢ valida
a equacgao de estado p = pRT



AGUA

(1) O escoamento €& idcal

(2) O regime € permanente

(3) A aceleracgao vertical e desprezivel comparada com a acelera-
¢ao da gravidade

(4) Hipoteses referentes a propagacgao de ondas superficiais, que

serao apresentadas no item 2.3

2.2- RELACOES ANALOGAS

Fundamentado nas equagoes da continuidade e da energia para
ambos os escoamentos da agua e bidimensional de um gas, importan-
tes relagOes analogas entre os parametros dos dois escoamentos, po

dem ser obtidas:

(a) Equagao da continuidade
Agua: A equacgdo da continuidade para escoamento incompressivel bi
dimensional em canais e para regime permanente, segundo Black e

Mediratta [2], e dada por:

ji(zvx) + ii(zv

=0 1
oX Yy Y) (1)

onde, VX e Vy’ sao as componentes da velocidade na direcao x e y
do escoamento, definidas conforme figura 2.1 e z, € a profundida-

de da agua.

Superficie livre
da dgua

B —.V

agua
X

””wﬂ/ﬂﬂkbkhbhwwﬁrﬁﬁw
. g 4 TIITIIITT

Fig.: 2.1- Sistema de referencia.




Desenvolvendo-se as derivadas da equacao (1) tem-se:

aVv_ Vv
2(—X + Yy +v 2.y 22 o (2)
3x 3y X oax Y a8y

como a profundidade da agua (z) nao varia com y, o ultimo termo da

equacao acima € zero e tem-se:

3V v \

(—X 4 Yy = . X232 (3)
ax ay Z 3X
Gas: A equac¢ao da continuidade para escoamento bidimensional e
para regime permanente, é:
- . ; - :
“=(pV ) * ==(pV ) = 0, 4
ax © X' gy Py (4)

onde, p € a massa especifica. Aplicando o mesmo procedimento ante
rior, na equacgao (4), chega-se a:

Vv aV \Y

2 Yy = - X 2P
( ax ay ) £ 90X (5)

Comparando-se as cquagocs (3) e (5). e como z e p, variam

somente com x, considera-sc a difercncial total destas groendezas:
dz _dp (6)
Z P

Integrando-se a equacao (6) entre os limites 2,82 ¢ep, a



p respectivamente, obtem-se a correspondéncia entre a relagao de

profundidades e a relagao de massas especificas.

Z . P (7)
z o

0

(b) Equagao da Energia

Kgua. Como o escoamento & ideal, considera-se a equacao de Ber-

noulli para uma linha de corrente na superficie livre da agua:

[\

p

D U A A (8)
Y Y

O

[¢j=1

onde, Yy, g, Py € 2, sao respectivamente, peso especifico, acelera
gao da gravidade ¢ a precssdo e profundidade da agua na condigao de
estagnacao (V=0). Como as pressoes p e P> sao iguais a zero na

- . . -
superficie livre da agua tem-se:

v? - 2g(z, - 2) (9)

A velocidade maxima do escoamento ocorre no ponto onde z &

Zero ou seja:
Vv = Zgzo {10)

max

Dividindo a equacao (9) por (10), tem-se:

(—)" = ——— (11)



por:

(12)

Gas. A equacgdo da energia para o escoamento de gas e dada
2
V2 v ma x
— + C_ T = C_T —,
2 P p o 2
onde, C_ e To, sdo respectivamente, o calor especifico a pressao
p

constantc ¢ a temperatura absoluta do gas na condic¢ao de cstagna-

cao (V=0). Arranjando os termos da equagao (12):

2
“ = 2 T -
v HCP(IO I,
¢ lgualmente,
V 2 T -7
(———-)" = _QT___
max T

A partir das equagoces {11) e (14), observa-se quc a re

de profundidades da agua, corresponde a

absolutas do gas, ou scja:

Q

Considerando-sc a cquagio de estado do gas, p pRT, c

mando-se a relacao dec pressoces do gas e atraves das equagocs

e (15), obtem-se:

T
5 (%) ()
O p() O

(13)

(14)

lacao

rclacao de temperaturas

(15)

for-

(7)

(16)



A partir da relagao adiabatica de pressoes e massas especi-

ficas:

Po Po

a qual a partir das equacoes (7) e (16), pode somente ser satis-

feita para o valor de k = 2 (gas hidraulico).

2.3~ VELOCIDADE DE PROPAGACAO DE ONDAS NO GAS E NA AGUA

As perturbacoes de pressao de pequenas intensidades, causadas
POT um corpo que Se¢ move em um gas ou vice-versa, propagar-se-ao

esfericamente com uma velocidade igual a do som, dada pela equagao:

/2

a = (kp/p)! (18)

A configuracdo de um grupo destas ondas sonicas, depende da
velocidade do corpo ou do gas.

Similarmente, as perturbagoes de pequenas intensidades a qual
quer ponto na superficie livre de um liquido, causado pelo movimen
to de um corpo no mesmo ou vice-versa, causarao a formagao de on-
das superficiais que propagar-se-ao bidimensionalmente a uma certa
velocidade, onde a configuracdo de um grupo de ondas, também depen
de da velocidade do corpo ou do liquido.

As ondas formadas na superficie livre da agua, sao compostas
de ondas de capilaridade, devido a tensao superficial da agua, de
pequeno comprimento de onda ¢ de ondas de gravidade, de grande com
primento de onda. A expressao geral para a velocidade de propaga-

cao de ondas superficiais, segundo Lamb [8], € dada por:



1/2
c = {(31 + 2"y tanh 213} , (19)

onde A, T, p € z, sao respectivamente, comprimento de onda, ten-

sao superficial, massa especifica e profundidade da agua.

Como nos gases a tensdo superficial & desprezivel, a analo
gia hidraulica prevé correspondéncia somente entre as ondas soni
cas nos gases e as ondas de gravidade na agua. Para tanto, cer-
tas hipoteses simplificativas devem ser feitas sobre a equacao

(19), para que seja satisfeita esta restricao na analogia:

(1) A tensdao superficial sera considerada desprezivel, ou seja,

T = 0.
(2) A profundidade da agua & pequena comparada ao comprimento de
onda, isto €, z<<\. Para tal condicgao, tanhzgi = 212

Baseado em tais hipoteses, obtem-se a equacgao simplificada,
para velocidade de propagacao das ondas de gravidade de pequena
amplitude:

c = (gZ)l/2 (20)

Esta equacgao depende somente, da aceleracgao da gravidade ¢ da
profundidade da agua, a qual & deduzida de outra forma, conforme

apresentada no Apendice I.

As ondas dc capilaridade, sao representadas na equacgao (19)
pelo termo que envolve a tensao superficial e, portanto, nao to-

mam parte na analogia hidraulica.

A similaridade dinamica das propagacgoes de ondas sonicas e
de gravidade, € estabelecida pela relagao de velocidade de escoa
mento e a velocidade de propagacdao da onda. Para o caso da agua,
a relacao referida e representada pelo numero de Froude e, para
0 gas, & representada peclo numero de Mach, ou scja:
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Para a agua, Fr = , (21)

roy<

que a partir das equagoes (9) e (20), fornece:

1/2

pro- [28L2%0= )17 1o, - 2y 2]t/ ? (22)
(gz)1/2
e para o gas, M = ¥ (23)

Para valores do numero de Froude ou numero de Mach, menores
que a unidade, isto ¢, V<c ou V<a, os dois tipos de ondas, podem
propagar-se em todas as diregoes, tanto a montante como a jusante
do ponto de perturbagiao ¢, para valores supcriores a unidade, 1sto
e, V>c ou V>a, as ondas propagar-sc-ao somentce a jusante do ponto
de pertubacao. Lstas duas contiguragoes dec grupos de ondas, podem
ser apreciadas na figura 2.2, para o cuaso dec o fluido cscoar em

torno de uma fonte de perturbacio puntual.

Escoamento Subsdnico Escoamento Supersdnico
ou Trangquilo ou Rapido
ceart
sen’ o=
v <C V>C -sen L
oy —— - ou ——> . Fr
V <o V>a
B
Oonda de gravidade Frente de onda
(circulos) envolvente dos
onda sénica( esferas) circulos ou esferas.
Fig.: 2.2 - Grupos de¢ ondas de cscoamento subsonico ou tranquilo

e escoamento supersonico ou rapido.
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Para escoamentos de gases cujos valores do numero de Mach
sao inferiores e superiores a unidade, diz-se que os mesmos sao
subsGnicos e supersonicos, respectivamente e, no caso do escoamen
to ser supersonico, a frente de onda mostrada na figura 2.2,& cha
mada de cone de Mach, cujas geratrizes deste cone, sao as ondas de
Mach. Portanto, fazendo-se a correspondencia com o escoamento de
agua, diz-se que o escoamento que apresenta numero de Froude infe
rior a unidade, € o escoamento tranquilo e & analogo ao escoamen-
to subsonico. O escoamento cujo numero de Froude € superior a uni
dade, e denominado escoamento rapido sendo analogo ao escoamento
supersonico. Para este escoamento rapido, a frente de onda ou on-

da de gravidade, & analoga a onda de Mach.

2.4- BOCAL BIDIMENSIONAL E CANAL DE AGUA CONVERGENTE-DIVERGENTE

A similaridade entre o bocal bidimensional e o canal de a-
éua conve%gente—divergente, pode ser verificada com base na analo
gia hidraulica e, com isto podem ser obtida as relagdes analogas
entre scus parametros dimensionais: principalmente as relagdes de

areas do bocal e a relacdo de larguras do canal de agua.

Com base nas hipoteses citadas no item 2.1 e, através da e-
quagao da continuidade, a partir da sua forma diferencial logarit

mica, apresentada por Obert e Gyorog [1], obtem-se, para a agua:

+__+._.__=O, 24
a v (24)

onde L & a largura do canal. A equacao (24) integrada entre os 11

mites referentes ao ponto de estagnacao e outro qualquer, fornece:

L+1n_£+1nv‘_f~=o (25)

lJO 0 o)

In



ou
Lo A
L {(Zo)(Vo)} (26)

Para o gas tem-se:
L L (27)

que integrada para os mesmos limites anteriores, fornece:

A P

in & + 1n 2 + 10 L =0, (28)
Ag Po Vo
ou: i ) )
L= - [(—9—) (-1)}, (29)
0 Po Vo
mas como L.z , conforme equacao (7), tem-se:
Po Zo
L A (30)
Lo A

A condigdo sonica ou critica, isto €, numero de Mach igual
a unidade, reinante na garganta de um bocal, corresponde na gar-
ganta do canal d'agua convergente-divergente, a condi¢do critica,:-
ou seja, um numero de Froude igual a unidade. Para esta condicdo
e com base na equagao (22), tem-se a seguinte relacao de profundi
dades da agua:
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Fre = 2020 - 20/2. M = 1, (31)

e portanto,

Z
< .2 (32)
Z 3

o]

0 numero de Froude local que permitira a analise do escoamento

de agua em canais convergente-divergentes, €& expresso por:

Frz = [2(20 - z,l)/zg]l/2 (33)

2.5- ONDA DE CHOQUE E SALTO HIDRAULICO

A discontinuidade do escoamento, tanto pode existir no gas
como na agua. No gas, este fendmeno & uma onda de choque, cujo es
coamento passando pelo mesmo, causa uma variacgao brusca de seus
parametros. Para agua, a discontinuidade manifesta-se como um au-
mento subito na profundidade do escoamento, constituindo-se num
salto hidraulico. Desta forma pode-se estabelecer um correlaciona

mento entre estes dois fenomenos.

Ambos, onda de choque e¢ salto hidraulico, podem apresentar
sob varias configuragoes, dependendo das causas que os originam.
Estas configuragoes podem ser, em relacao ao escoamento, normais,
curvas e obliquas, para ambos 0s casos e, conicas somente para a
onda de choque. Comparativamente, a variagdo dos parametros dos
escoamentos através destas configuracdes, sob as mesmas condicoes
a montante, € maior para as normais e menor para as conicas ou

obliquas no caso de salto hidraulico.

Neste trabalho, estudar-sc-a a correspondencia, entre a on
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da de choque conica e a curva e 0s respectivos salto hidrdulico
obliquo de pequena intensidade e o salto hidraulico curvo de in-
tensidade moderada. Ao longo de¢ todo o trabalho, tratar-se-a, por
questao de definicdo, o salto hidraulico obliquo, como uma onda de
gravidade de grande intensidade ou de grande amplitude em relagao
a profundidade da agua e, o salto hidraulico curvo mais precisa-

mente como uma onda de choque destacada.

2.6~ RESUMO DA ANALOGIA HIDRAULICA

A tabela I resume a correspondencia entre os parametros dos

escoamentos segundo a analogia hidraulica.

TABELA 1

- ANALOGIA HIDRAULICA

RelagoOes caracteristicas do es-
coamento compressivel bidimen-
sional do gas hidraulico k=2.

Relagbes analogas do escoamen-
to de agua com superficie livre

-Relacao de massas especificas,
Q/Oo

-Relacao de temperaturas abso-
lutas, T/T,

-Relagao de pressoes, p/p,

-Velocidade do som, a =(kp/dl/2

-Numero de Mach, M = V/a

-Relagao de velocidades do es-
coamento, V/V0

-Relacgdo de areas de bocais,
A/Ao

~-Escoamento subsonico, M<1

-Escoamento supersonico, M >1

-Onda de choque

-Relagao de profundidades da
agua, z/zg,

-Relacdo de profundidades da a
gua, z/zg,

-Quadrado da relacao de

; grofug
didades da agua, (z/z,)

-Velocidade da onda dc¢ gravida-
de, ¢ = (gz)l/2

-Numero de Froude, 1/2
Fr = V/(gz)l/2 = [2(zq - 2)/2]

-Relagao de velocidades do es-
coamento, V/V,

-Relagao de larguras de canais
convergente-divergentes, L/Lo

-Escoamento tranquilo, Fr <1
-Escoamento rapido, Fr >1

-Salto hidraulico
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3. EQUIPAMENTOS E PROCEDIMENTOS EXPERIMENTAIS

3.1~ DESCRICAO DOS EQUIPAMENTOS E DISPOSITIVOS

A execucgao e a montagem dos equipamentos e dispositivos que
compoem a bancada de teste, foi baseada nos trabalhos de Obert e
Gyorog [1] e Black e Mediratta [2]. Projetou-se um sistema resul-
tante daqueles apresentados nestas referéncias que melhor atendes

se as necessidades do estudo e as possibilidades de execucgao.

A seguir estao descritos todos os equipamentos e dispositi-

vos que fazem parte do sistema, bem como os detalhes de montagem.

3.1.1- MESA D'AGUA

Este € o equipamento, mostrado na figura 3.1, no qual se
realiza a analogia hidraulica. Construiu-se, por facilidade de e-
xecugao, em uma estrutura soldada de aco carbono SAE 1020, na for
ma de perfis cantoneiras e em chapas, com as dimensoes externas
de 2.400 mm de comprimento por 1.010 mm de largura e 1.140 mm de
altura. Tal estrutura esta sustentada por trés pinos regulaveis

que se apoiam no piso para proporcionar o nivelamento da mcsa.

A mesa d'agua compoem-se basicamente de quatro partes:



(a)

(b)

(c)

(d)
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CANAL D'AGUA: onde sao realizados todos os experimentos. Seu
leito consiste de uma chapa horizontal de vidro plano transpa
rente de 10 mm de espessura, e € limitado por duas paredes ver
ticais de 155 mm de altura, também de vidro transparente de
10 mm de espessura. A chapa de vidro horizontal esta assenta-
da sobre uma armacgao de perfis de aco. Esta armacadao esta a-
poiada sobre pinos regulaveis, que asseguram o nivelamento da

chapa de vidro.

RESERVATORIO D'AGUA SUPERIOR: onde a agua sofre uma uniformi-
zagao no seu escoamento, ao passar primeirgmente por um tubo
distribuidor na entrada deste reservatdério e apb6s por varias
camadas de pedras, dispostas segundo granulometrias diferen-
tes e permitindo, com este procedimento a obtengao de um flu-

X0 calmo e uniforme na entrada do canal.

RESERVATORIO D'AGUA INFERIOR: o qual permite que a circulagdo

da agua se de em circuito fechado.

CAPTADOR: que serve como condutor da agua desde o canal d'a-
gua até o reservatorio inferior.

.2~ ACESSORIOS PARA A CIRCULACAO DA AGUA

Os elementos que complementam o circuito da agua, os quais

serao descritos a seguir, também estdo mostrados na figura 3.1.

(a) Bomba d'agua centrifuga com motor elétrico diretamente acopla

do:

Fabricante: Industria Schneider S.A.
Potencia: 1 CV

Motor monofasico: 2 polos

Instalou-se a bomba d'agua sobre elementos de borracha, e

em um piso independente daquele da mesa d'agua, para evitar-se a

indugao de vibracoes na mcsa.
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Fig.: 3.1 - Mesa d'agua.



18

A vazdo da bomba d'agua foi controlada por meio de um regis
tro:

Registro tipo gaveta
Fabricante: Docol

Bitola: 1" (uma polegada)

Com este registro, foi possivel variar a profundidade de es

tagnagao (zy), no reservatorio superior da mesa d'agua.

Utilizou-se mangueira plastica por ser um elemento flexivel
e absorvedor de vibracOes, como condutor da agua, desde a  saida
do reservatdrio inferior até a entrada do reservatdrio superior,

passando pela bomba.

As uniodes entre os elementos descritos anteriormente, foram

efetuadas por meio de conexdes plasticas rosqueaveis.

3.,1.3- CARRO DO MEDIDOR DE PROFUNDIDADE

A fim de medir-se a profundidade da agua acima do leito do
canal d'agua e ao longo de todo comprimento do mesmo, construiu-
se um carro conforme figura 3.2, movel longitudinalmente sobre

trilhos guias.

A estrutura do carro € constituida de um perfil de aluminio
retangular disposto horizontalmente e apresenta uma ranhura para
permitir que o suporte do medidor de profundidade movimente-se so
bre ele. Este perfil esta sustentado nas extremidades, pelos apo-
ios rolantes e preso aos mesmos por meios de mancais que também
servem como apoio a dois eixos fixos e um movel o qual transmite

movimento ao suporte do medidor de profundidade.

Todas as pegas que compoem o carro, com excegao da barra ho
rizontal que € de aluminio, foram construidas em ago SAE 1020 e
retificadas, para proporcionar um ajuste perfcito. 0Os trilhos guil
as, sao de perfil cantoneira em ago SAE 1020, retificados e cada
um, executados em duas partes, por facilidade de usinagem. Os tri
lhos foram montados sobre as paredes verticais do canal d'agua e

fixados por meios de suportes regulaveis a estrutura da mesa d'a-
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gua. Um dos trilhos foi montado com uma superficie horizontal, e

o outro com superficiecs a 459,

Um dos apoios rolantes do carro, apresenta dois pontos de
contato, através de um par de rolamentos de esferas com 30 mm de
diametro externo, afastados de 156 mm, e que correm ao longo da
superficie horizontal do trilho guia. O outro apoio rolante, cons
titui-se de quatro pontos de contato, através de dois pares de ro
lamentos de esferas com as mesmas dimensoes que os do outro lado.
Cada par esta montado a 45° com o eixo vertical de simetria do a-
poio rolante e em lados opostos ao mesmo, correndo ao longo das
superficies inclinadas do trilho guia. Esta montagem impediu des-

locamentos laterais do conjunto.

3.1.4- CANALIS CONVERGENTE-DIVERGENTES

A forma empregada para acelerar o fluxo da agua sobre o lei
to do canal d'agua, foi a utilizagdo de canais convergente-diver-
gentes, analogos aos bocais bidimensionais de mesmo perfil, utili

zado na aceleragao de gases.

Inicialmente, a fim de avaliar-se o desempenho do sistema
projetado, reproduziriam-sc os cxperimentos rcalizados ¢ relatados
por Orlin, et al. [3], e que encontram descritos no item 4.1. Pa-
ra isto projctou-se ¢ construiu-sc um canal convergente-divergen-
te semelhante dquele utilizado por Orlin [3], com dimensdes pro-
porcionais a mesa d'agua existente. Este canal esta mostrado na
figura 3.3.a, com as devidas dimensoes. Construiram-se as hases
de madeira impermeabilizada e as paredes verticais, em contato com
a agua, com tiras de PVC com altura de 80 mm. A secdo a jusante

da garganta, € levemente divergente e compreende a secao de teste

Visando a analise de escoamcntos em torno de cones para nu-
meros de Mach maiores que a unidade, dimensionaram-se e construi-

ram-se dois outros canais reprcsentados nas figuras 3.3.b e 3.3.c.

O dimensionamento baseou-se a priori em arbitrar-se uma lar
gura tal para a garganta, que nao tornasse a se¢ao de teste, mui-

to estreita, para cvitav-sc a influcncia das paredes laterais no
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(c) Para 2<Fr<3

na segao de teste.

no escoamento da agua. De posse da largura da garganta dimensio-
nou-se entao um canal, cuja determinagao de seu contorno foi dis-

tinta a tres secoes:

(a) SECAO CONVERGENTE

Esta regiao foi determinada experimentalmente, tentando-se
evitar uma convergencia muito brusca de segao transversal. Testes
preliminares com um canal com redugdo brusca da segao convergen-
te, nao se mostrou adequado para a aceleracao do escoamento de a-
gua. A grande inclinagido da superficie livre da agua, aumentava a
influencia da aceleracao vertical e conforme descrito no item
3.2.1, este canal evidenciava o aparecimento de vortices indeseja

veis. Por esta razao e pela inconveniencia de aplicagao de outros
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métodos, determinou-se conforme as figuras 3.3(b e ¢c) uma conver-

géncia mais suave para a dita secgao.

(b) SECAO DIVERGENTE

O formato da regiao divergente, foi determinado com base em
bocais supersonicos bidimensionais para o escoamento de gases.Pro
curando obter-se um escoamento uniforme e paralelo na segao de tes-
te, dimensionou-se a secao divergente do canal seguindo-se os se-

guintes passos:

19 PASSO: A priori estabeleceu-se para um bocal imaginario um nG-
mero de Mach na secao de teste para o escoamento do gas hidrauli-
co (k=2). Pela teoria da Dinamica dos Gases, para escoamentos com
pressfveis unidimensionais isentropicos, calculou-se a relacgao en
tre a area da secdo de teste e a area da secgdo critica (garganta)
que € analoga a relagdo entre a largura da secdo de teste e a lar
gura da garganta. De posse da relacao de larguras, determinou-se

a largura da secao de teste.

2? PASSO: O comprimento da segao divergente foi determinado a par
tir do comprimento Util do canal d'agua com basec no item 3.2.1,

descontado dos comprimentos referentes as outras secodes.

3° PASSO: Obteve-se o perfil da segdo divergente através da utili
zacdo de segmentos de reta, cujos comprimentos e angulos de diver
gencia, foram variados tentativamente a fim de obter-se uma re-
gido de divergencia suave logo apds a garganta, seguida de uma re
gido de indireitamento até a largura da segdo de teste. O somato-
rio dos comprimentos das projecgoes destes segmentos sobre o €1iXo0
de simetria do canal, deve ser igual ao comprimento total da se-

cao divergente determinado no 2° passo.

(c) SECAO DE TESTE

Esta regiao possul largura constante, que foi determinada a

partir do calculo da sec¢do divergente. Procurou-se manter um nume
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ro de Froude constante para o escoamento da agua, além de que, es

te escoamento deve ser paralelo e uniforme.

Com a construgao modulada do canal e com a regiao divergen-
te movel, as condigOes previstas pelos canais b e ¢, foram repro-
duzidas com apenas um Unico modelo. Entre estas duas situagdes,mo

dificou-se apenas a largura da garganta.

0 material empregado na construc¢do do canal, & acrilico e,
as pegas que O compdem sao: as bases separadas segundo as tres se
¢oes que compreendem o canal e, as parcdes verticais, com altura
de 80 mm.

Os canais foram montados no canal d'agua, de maneira tal,que
as bases de suas segocs convergentes sao fixas e as bascs de suas
secOes divergente e de teste sdo moveis. Esta condic¢do permitiu
variar as larguras das secoes de testes e obter-se teoricamente, U
ma variacao do nﬁmero‘de Froude nestas segoes. Esta variagao com-
precendeu a faixa de 1 a 3, a qual dividiu-se em duas, ou scja, de
1 a2 e de 2 a 3, proporcionados pelos canais b e ¢, respectiva-

mente.

3.1.5~- GRANDEZAS MEDIDAS

As grandezas medidas tanto para a aferigao dos canais con-
vergente-divergentes, como para a analise dos escoamentos em tor-
no de objetos sao: profundidade da agua, desde sua superficie 1i-
vre até o leito do canal, e angulo formado entre a onda de gravida

de na superficie livre da agua ¢ o cixo de simetria dos modelos.

Nos itens 3.1.6 e 3.1.7 estao descritos os dispositivos em-

pregados para a medi¢ao das grandezas referidas.

3.1.6- MEDIDAS DE PROFUNDIDADE

As medidas de profundidade da agua, foram realizadas ao lon
go da linha de centro dos canais convergente-divergentes wusados.
Para a analise de desempenho do sistema, necessitou-se tambheém, me

dir profundidades ao longo dc uma das paredes da segao dc teste
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do canal convergente-divergente. Para isto, optou-se pela utiliza
cdo de dois instrumentos para a realizagao simultanea destas medi
das.

Para a medigao da profundidade ao longo da parede, wutili-

zou-se O seguinte instrumento:

Micrometro para medigao de profundidades
Fabricante: Mitutoyo
Precisao: 0,01 mm

Intervalo: 0-25 mm

Este micrometro foi montado sobre o carro do medidor de pro
fundidade, proximo a parede da secdao de teste do canal, com possi
bilidades de mover-se transversalmente para que o mesmo acompanhe
a divergencia das paredes. Para obter-se o contato com a agua, e
para assegurar que este contato seja puntual, adaptou-se um pro-
longamento a haste do micrometro, em forma de agulha.

Para a medigao de profundidade ao longo da linha de centro

dos canais, utilizou-se o seguinte instrumento: - -

Tambor micrométrico
Fabricante: Tesa
Precisao: 0,01 mm

Intervalo: 0-25 mm

A fim de medir-se profundidades acima de 25 mm e de permi-
tir-se também, medicoes em ambos os lados da linha de centro dos
canais, montou-se o tambor micrometrico em um dispositivo, monta-
do por sua vez, no carro do medidor de profundidade. Este disposi
tivo compoem-se de suportes os quais sao, um inferior, no qual fi
xou-se o tambor micrométrico, que apresenta movimento vertical; e
outro superior, que permite a todo dispositivo, deslocar-se trans
versalmente. O movimento vertical do suporte inferior, € realiza-
do por um eixo, que possui um vinculo rotulado neste suporte e
que €& rosqueavel no suporte superior. O alinhamento entre os dois
suportes, € assegurado por dois eixos fixos no suporte inferior e
deslizantes no suporte superior. O movimento transversal de todo

dispositivo € realizado pelo suporte superior, que corre sobre o
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carro do medidor de profundidade, conforme descrito no item 3.1.3.

Devido ao fato de ter sido acoplado a haste do tambor micro
metrico, um prolongamento em forma de agulha com o fim de propor-
cionar-se um contato puntual com a agua, e por motivos de fixagdo
do tambor microméetrico no suporte inferior, o intervalo de medida
reduziu-se de 25 mm para 15 mm. Para que se conseguisse efetuar me
digcées acima daquela disponivel, construiram-se tres blocos pa-
droes em ago SAE 1020, retificados c¢ bipartidos, com as seguintes
alturas finais: 14,85 mm, 30,00 mm e 45,00 mm. Cada um destes blo
cos, € montado sobre o suporte superior, envolvendo o eixo TOS -
queavel, de maneira que, o volante que proporciona rotacdo a este
eixo, assenta-se precisamente sobre o bloco, observando-se que as
superficies de contato sao isentas de qualquer sujeira. Conseguiu-
se, desta maneira obter, pela soma do intervalo disponivel no tam
bor micrométrico e a altura de cada bloco padrao, os seguintes in
tervalos de medida: 14,85 a 29,85 mm, 30 a 45 mm e 45 a 60 mm, res

pectivamente aos blocos construidos.

O movimento longitudinal, necessario para efetuarem-se as
medigoes de profundidade ao longo da parede e ao longo da linhade
centro dos canais, foil proporcionado pelo movimento do carro do

medidor de¢ profundidade. conforme descrito no item 3.1.3.

Todas as pegas que compoem o dispositivo no qual esta monta
do o tambor micrometrico, bem como os prolongamentos da haste des
te e a do outro micrometro, foram construidas em ago SAE 1020, e

retificadas.

As montagens dos instrumentos e dispositivos descritosS nes-

te item, estao mostradas na figura 3.4.

3.1.7- MEDIDAS DO ANGULO DAS ONDAS DIi GRAVIDADE

Outra grandcza medida durantce os testes fol o angulo das on
das de gravidade provocadas pelo modelo (cunha) na superficie 1i-
vre do escoamento da agua. Este angulo, € o formado entre estas
ondas e o eixo de simetria do modelo, coincidente com a linha de

centro do canal d'agua.

A medigao dos angulos descjados, para os diversos modelos,
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foi efetuada utilizando-se a projecdao da imagem da superficie 1i-
vre do escoamento da agua cm torno de cada modelo em particular,

em uma superficie horizontal. Iluminou-se o escoamento da agua em
torno do modelo atraves de uma fonte luminosa unidirecional posi-
cionada sob o canal d'agua, de modo que, a superficie livre do es
coamento, fosse projetada numa superficie semi-opaca colocada so-

bre o modelo. Esta imagem fol registrada fotograficamente.

O sistema utilizado para a medigao do angulo das ondas de

gravidade, esta ilustrada na figura 3.5.

A fonte luminosa unidirecional, foi fornecida por um retro-
jetor, que se montou sobre um carro, para facilidade de desloca-
mento € em uma posigao tal que o feixe de luz produzido pelo mes-
mo, incida perpendicularmente ao escoamento da agua. O carro do
retroprojetor desloca-sc¢ sobre um tablado plano de madeira, sus-
tentado no piso, por trés pinos regulaveis, que asseguram o nive-
lamento do mesmo. Todo e¢ste conjunto foi instalado sob o canal
d'agua.

A superficie semi-opaca, consiste de uma placa de vidro
transparente de 3 mm de espessura, com-290 mm de comprimento por
240 mm de largura. Em uma das faces desta placa, fixou-se uma fo-
lha de papel polyester, com a opacidade necessaria a formagao de
uma boa imagem. Um transferidor, simétrico ao eixo de simetria da
placa, foi desenhado nesta folha, para facilitar a leitura do an-
gulo das ondas de gravidade projetadas. Esta placa fol apoiada na
face plana superior do modelo, conseguindo-se assim um paralelis-

mo perfeito entre a mesma e o leito do canal d'agua.

Para a obtencao dos registros fotograficos, empregou-se 0

seguinte instrumento:

Maquina fotografica
Marca: Praktica Super TL

Esta maquina foi montada em um pedestal, acima da placa que
se desejava fotografar, de maneira que, o centro da objetiva coin
cidisse com o eixo de simetria da placa. O pedestal por sua vez,
esta montado sobre trilhos guias de madeira, fixos a um cavalete

que permite apenas deslocamento longitudinal.
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3.2- PROCEDIMENTOS EXPERTIMENTAIS

3.2.1- ESTABILIDADE DO ESCOAMENTO

A fim de obter-se uma boa estabilidade do escoamento da a-
gua ao longo de todo canal, isto ¢, livre de qualquer perturbagao
na sua superficie livre, em vista da presenca de certos fatores
que influenciavam na sua perfeigao, foram seguidos certos procedi
mentos, com o intulito de eliminar-se ou pelo menos atenuar-se a
influencia destes fatores. Os fatores perturbadores, bem como os

procedimentos seguidos, estao descritos a seguir.

Com o objetivo de diminuir a tensdo superficial da agua, a
qual € causa do aparecimento das ondas de capilaridade na superfi
cie livre da agua, misturou-se a agua, um agente que somente redu
zisse a sua tensao superficial sem afetar sua transparéncia. Estas
ondas, alem de nao tomarem parte na analogia hidraulica, contri-
buem para a instabilidade da superficie do escoamento, bem como,
provocam confusao dos registros fotograficos dos experimentos e
reduzem a precisao da medida de profundidade tomada com o microme
tro. Contudo, testes preliminares realizados com alcool hidratado
com 96% G.L., com uma quantidade necessaria a se ter uma concen-
tracao de 20% do total, a fim de reduzir em 50% a tensao superfi-
cial da agua, revelou-se inadequado seu uso, por saponificar a a-
gua. Por informagGes técnicas, de quimicos do Departamento de Qul
mica da UFSC, soube-se que muitos outros agentes quando mistura-
dos a agua, tambem a saponificavam. Devido a isto, decidiu-se uti
lizar agua pura, conservando-se assim, a presenga inconveniente das

ondas de capilaridade.

No reservatorio d'agua superior, notou-se o aparecimento de
bolhas de ar que provinham do reservatorio inferior atraves da
bomba d'agua. Estas bolhas causavam perturbacoes na superficie 1i
vre da agua em todo seu trajeto pelo canal d'agua. Com a impossi-
bilidade de eliminar-se este incoveniente em sua origem, colocou-
se uma cortina de esponja no reservatorio d'agua superior, por en

tre as pedras, como mostra a figura 3.1. Esta cortina esta separa
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rada na sua extremidade superior por aproximadamente 20 mm da pa-
rede do reservatorio, de modo que, as bolhas de ar fossem elimina
das neste espago. Com cste procedimento, conseguiu-se cvitar qua-
se que totalmente a passagem destas bolhas para o escoamento da a

gua.

Outro fenomeno que ocorreu no reservatorio d'agua superior,
quando da realizagao de testes com um canal convergente-divergen-
te que havia sido previamente construido, foi a formagao de vorti
ces em grande frequéencia, na superficie livre da agua, que acompa
nhavam o escoamento. A formacao destes vortices, foi atribuida a
pequena largura do reservatorio na altura da superficie livre da
agua, devido ao fato de que o canal convergente-divergente, esta-
va colocado logo no comeco da mesa. Isto provocava o fluxo da a-
gua das laterais para o centro do reservatorio e do encontro des-
tas duas correntes de agua, formavam-se os vortices. O problema
foi solucionado, afastando-se tanto quanto possivel do inicio da
mesa, o canal utilizado. Desta forma, todo o escoamento da agua
no reservatorio, foi direcionado para a entrada deste canal, dimi
nuindo-se assim, consideravelmente a formacdo dos vortices. Basea
do no comprimento util do canal d'agua, para o canal convergente-
divergente, foi que se determinou o comprimento da segao divergen

te dos canals da figura 3.3(b ¢ ¢).

As vibragoes induzidas na mesa d'agua, pela bomba e pela pro
pria vazao da agua em determinadas zonas do circuito, cooperaram
inicialmente na instabilidade do escoamento. Para obter-se uma re
dugcao destas vibracoes, procedeu-se conforme mencionado no item
3.1.2. Com aquele procedimento conseguiu-se reduzir ao minimo a

transmissao destas vibracoes.

Outro fator que esporadicamente notou-se presente, porém e
necessario que se mencione, foi a circulagdo de ar ambiente junto
a interface dos dois fluidos, que dificilmente conseguia-se evi-
tar.

O controle dos fatores relatados anteriormente, conduziu a
uma estabilidade parcial do escoamento, notada principalmente em

escoamentos rapidos, quando simularam-se escoamentos supersonicos.
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3.2.2- CALIBRAGENS

Os equipamentos c¢ dispositivos implicados diretamente na rea
lizacao dos experimentos, foram suscetiveis de calibragen, cujos

procedimentos estao descritos neste item.

A verificacgao do nivel do carro do medidor de profundidade ao
longo de seu curso, foi realizada com um nivel de precisao, coloca
do sobre o dispositivo suporte do tambor micrométrico. O nivelamen
to final do mesmo, nao alcangou uma perfeita precisao, causada pe-
lo fato, de os trilhos guias serem em duas partes cada um, O que
tornou muito complexo, o alcance de uma maior precisao. Este incon
veniente, aliado ao fato de que a chapa de vidro que serve de lei-
to ao canal d'agua, ndo ter obtido 100% de planicidade, propiciou
a um levantamento de nivel quantitativo, conjuntamente da chapa de
vidro e do carro do medidor de profundidade.

O levantamento de nivel, foi realizado somente ao longo dos
trechos nos quais processou-sc a medida de profundidade da agua.Pa
ra isto utilizaram-se oS proprios micrometros empregados na medi-
cdo da profundidade. Ao 16ngo da linha de centro do canal d'agua,
levantaram-se os niveis em varios pontos situados sobre a mesma,
distanciados de 100 mm um do outro. O ponto localizado no inicio
do canal d'agua, corresponde ao nivel de referencia, em relagao ao

qual, mediram-se os desniveis nos demais pontos.

0 levantamento de nivel, ao longo da linha de centro do ca-

nal d'agua, esta mostrado na figura 3.6.a.

Ao longo da parede da segao de teste do canal convergente-di
vergente da figura 3.3.a, procedeu-se levantamento semelhante. Efe
tuaram-se medigGes em varios pontos sobre a chapa de vidro ao lon-
go deste trecho, distanciados de 61 mm um do outro a partir de um
ponto de referencia, situado no inicio da segao de teste. O levan-
tamento de nivel dos pontos deste trecho, esta mostrado na figura
3.6.b.

0 valor da profundidade no ponto de estagnagao (z,), foi ob-
tido a partir das consideracdes de continuidade, através da equa-

gao deduzida no Apendice 11:
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Fig.: 3.6 - Levantamento de nivel do leito do canal d'agua conjun

tamente com o carro do medidor de profundidade.
(a) - Nos pontos ao longo da linha de centro do canal
(b) - Nos pontos ao longo da parede do canal

conver-
gente-divergente da figura 3.3.a.



34

- ’s
2o T s 7 L ) (34)
NN z.._
I-(.3) (8)
L1 Zq
onde: - L e a largura do canal,

- 0 indice 1 refere-se ao ponto junto & parede do reservato
rio d'agua superior sobre sua linha dec centro. Devido a impossibi
lidade de medir-se o desnivel em relacao a referencia, pela ine-
xistencia do leito, decidiu-sc¢ considera-la como sendo a soma da
medida 1lida no micrometro e o desnivel medio medido, conforme fi-
gura 3.6.a, cujo valor & de -0,37 mn.

- 0 Indice s refere-se tanto para as medidas de profundida-
de e largura do canal nos pontos da figura 3.6.a, quanto para a-
queles nos pontos nao coincidentes aos escolhidos, como € o caso
dos experimentos realizados. Os pontos de medicao das recferidas
grandezas, devem estar suficientemente longe do modelo, porém,deg
tro da secao de teste, para que nao sejam afetados pela presencga
dos mesmos. Para esta ultima sithagéd, 0S desﬁiveié nestes pontos,

foram determinados por interpolacao.

As larguras das segoes de testes dos canais convergente-di-
vergentes das figuras 3.3(b e c), foram determinados teoricamente,
atraves das relagoes analogas de larguras e areas e pela teoria da

Dinamica dos Gases para o gas hidraulico.

A simetria do cscoamento da agua, atraves dos canais conver
gente-divergentes utilizados, foi verificada através da injecdo de
um corante no escoamento. O corante fol injetado por meio de wuma
agulha de 1,2 mm de diamectro externo, com a ponta dobrada a 90° e
posicionada proxima ao lcito do canal d'agua, sobre a sua linha
de centro. A fim de obter-se um filete laminar de corante, ao lon
go de toda a linha de¢ centro do canal d'agua, fol necessario  a-
justar a velocidade dec saida do corante da agulha com a do escoa-
mento da agua. Para todos os canais, notou-se no trecho correspon
dente a secao convergente, uma pequena assimetria no filete de co
rante. De um certo ponto para frente, ja na scgao divergente, hou
ve uma difusao deste filete com recirculagdo do corante, impossi-

bilitando assim, a verificagao da simetria a jusante deste ponto.
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Conhecendo-se os valores reais das profundidades da agua ao
longo da linha de centro, processou-se a aferigao dos canais con-
vergente-divergentes das figuras 3.3(b e c). As aferigoes consis-
tiram na comparacgao entre os valores experimentais e teoricos, da
relagao de profundidades z/z, e o numero de Froude do escoamento,
determinados para os varios pontos indicados na figura 3.6.a. Os
valores teoricos, foram obtidos com auxilio da Dinamica dos Gases
para escoamento unidimensional e isentropico para o gas hidrauli-
co. Estas aferigoes estao apresentadas sob a forma de curvas ca-
racteristicas, na figura 3.7.a, representando o canal da figura
3.3.b para numero de Froude tedrico 2 na segdo de teste aferido pa
ra uma unica profundidade Zg- As figuras 3.7(b,c,d,e), represen-
tam o canal da figura 3.3.c para numeros de Froude teoricos 3 e
2,5 na segao de teste, aferidos para duas profundidades Zg cada
um.

A observagao das curvas que representam as relacoes de pro-
fundidades, para todos os casos, indica que ao longo de toda a se
gao divergente dos canais, as curvas experimentais apresentam-se
ligeiramente acima das tedoricas. Isto se justifica em parte pela
presenga das ondas dc capilaridade na sﬁperficie da agua e em par
te pela ausencia da aceleracdo vertical na analogia hidraulica. Es
ta limitagao, proporciona para um escoamento em aceleragéb, pro-

fundidades maiores do que aquclas exigidas pela analogia.

As curvas caracteristicas dos canais aferidos, revelam um
otimo descmpenho destcs canais, considerando-se a tcoria da Dina-
mica dos Gases para escoamento unidimensional isentropico, como

sendo bastante precisua.

3.2.3- TECNICA DA FOTOGRAFIA

As medidas dos angulos das ondas de gravidade e as medidas
referentes aos experimentos do item 4.2.2, foram obtidas com auxi

lio dos registros fotograficos, conforme descrito no item 3.1.7.

A maquina fotografica que se utilizou, era equipada com fo-
tometro automatico, com auxilio do qual, determinaram-sc as condi

goes ideais de trabalho da maquina, isto &, o tempo de exposicgao



do filme e a abertura do diafragma, em funcao da intensidade lumi

nosa de que se dispunha ¢ da sensibilidade do filme empregado. Os

filmes utilizados tiveram sensibilidade de 125 e 400 ASA.

As condigoes ideais determinadas foram: tempo de exposigao

do filme igual a 1/250 segundos e abertura do diafragma igual

8.

As dimensoes do papel fotografico utilizado, foram 120

mm
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por 90 mm. Este tamanho foi escolhido por proporcionar otima niti

dez dos registros.
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Fig.: 3.7- Curvas caracteristicas dos canais convergente-diver-

gentes das figuras 3.3.b e 3.3.c.

(a) Canal 3.3.b para Fr=2 (tedrico) na secao de tes-

te e zo=27,89 mm.
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4. ANALISE DE ESCOAMENTOS

Neste capitulo sao apresentadas as analises qualitativa e
quantitativa, referentes a simulacdo de escoamentos compressiveis
bidimensionais subsonicos e simétricos supersonicos de gases em
torno de cilindros circulares ¢ cones respectivamente, atraves da
analise do escoamento da agua com uma superficie livre em torno de
cilindros e cunhas, na mesa d'agua. Estas analises fundamentam-se,
nos resultados obtidos com os experimentos que realizaram-se, cu-
jos resultados, qualitativos cstao rcgistrados por fotografias e

0s quantitativos estao apresentados sob a forma de graficos.

4.1- ESCOAMENTO SUBSONICO EM TORNO DE CILINDROS CIRCULARES

Alguns estudos referentes a simulagao de escoamento subsoni
co em torno de cilindros circulares, foram realizados por Orlin,
et al. [3]. A fim de avaliar-se o comportamento do sistema cons-
truido, decidiu-se reproduzir um dos experimentos rcalizados por
Orlin [3], o qual versa sobre a variagdo do nuamero de Mach local
(MZ) ao longo da parcde da segao de teste do canal convergente-di
vergente utilizado, para varios cilindros circulares de diferen-
tes tamanhos colocados na seg¢ao dc teste ¢ para diferentes nume-

ros de Mach do escoamento (MS).



Para reproduzir-se tal cstudo, fez-se uso do canal convergen
te-divergente da figura 3.3.a, construldo para este fim, como des-

>

crito no item 3.1.4, ¢ como podc ser visto na figura 4.1.

Fig.: 4.1- Canal convergente-divergente utilizado

no estudo do item 4.1.

4.1.1- MODELOS

Os modelos cilindricos circulares que foram construidos para
estes testes, apresentaram as mesmas relacoes, diametro (D) pela
largura (L) do canal, (D/L), que aquelas da referencia [3]. A lar-
gura do canal mencionada, refere-se aquela no ponto de posiciona-
mento do modelo, na secgao de teste, cujo ponto situa-se sobre a li
nha de centro deste canal conforme figura 4.2, a uma distancia do
inicio da segado de teste proporcional a utilizada no estudo repro-
duzido.

Para fins dc avaliagao, decidiu-se reproduzivr os experimen-
tos para apenas dois modelos. Estes modelos, eram cilindros circu-

lares ocos, construldos cm agco SAE 1020, retificados a apos poli-
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dos, com as seguintes dimensoes: diametros externos iguais a 92 mm
e 34,5 mm e uma altura de 60 mm cada um. As relacgoes D/L ecram 0,24

e 0,09, respectivamente.

Pontos de ~medi;;s':o de
profundidade da agua  /

X .1 N
r—
y
Escoamento

da dgua A\(

S

+f
|

[

Modelo I
7 [
1

[

I

|

|

|

l——————-—L——___

Fig.: 4.2- Posicao do modelo na segcao de teste, para o

escoamento em torno de cilindros.

4.1.2- RESULTADOS

Os experimentos foram realizados. para cada um dos modelos e
para diferentes numeros de Froude do escoamento (Frq). Para a de-
terminagao dos varios numeros de Froude locais (Frg), ao longo da
parede da secao de teste do canal convergente-divergente, foram u-
tilizados os mesmos pontos mostrados na figura 3.6.b e indicados na
figura 4.2. 0 numero de Froude local, foi calculado a partir da me

digao da profundidade da agua nestes pontos e pela equacgao (33).Pa
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ra evitarem-se erros introduzidos devidos aos efeitos da tensdo su
perficial na parede, mediram-se as profundidades em pontos sufici-
entemente afastados da parede.

A comparacao dos resultados dos testes com os resultados a-
presentados por Orlin, et al. [3], e realizada nas figuras 4.3(a e
b). Estas figuras mostram a variacdao da relagao entre o numero de
Froude local (Frg) e o numero de Froude do escoamento (Frs), com a
variagao da relagao cntre as distancias do inicio da segao teste
aos pontos de medicao de profundidade (%,) e o comprimento da se-
gao de teste ().

Para ambos os modelos construidos, ou seja, para ambas as re
lacoes D/L iguais a 0,24 e 0,09, analisaram-se os escoamentos para
dois numeros de Froude distintos. Estes numeros de Froude foram es
colhidos dos casos apresentados na referéncia [3]. Para o fim que
se propos, escolheram-se desta referencia, os maximos valores dos
numeros de Froude relativos as relacoes D/L referidas e igualmente
para as mesmas relagoes, 0s numeros de Froude 0,25 e 0,53, respec-

tivamente.

Os escoamentos de agua em torno dos modelos cilindricos cir-
culares, para os maximos numeros de Froude (Frs), estao mostrados

nas figuras 4.4(a e b).

4.1.3- COMENTARIOS SOBRE 0S RESULTADOS

As ondas de capilaridade estacionarias formadas na superfi-
cie da agua a montante do modelo, como podem ser observadas nas fi
guras 4.4(a e b), apresentam um menor comprimento de onda, quanto
mais o numero de Froude do escoamento, aproxima-se da unidade,(con
digao critica). Estas ondas diminuem de amplitude a medida que se
afastam do local da pertubacgao.

As ondas de capilaridade estendem-se ate as paredes do canal
convergente-divergente e nelas sofrem reflexao. Nos trechos afeta-
dos por estas ondas, introduz-se um certo erro, nas medidas de pro
fundidade da agua, lidas com o micrometro. Este erro, depende da

amplitude da onda em relagao a profundidade local. Para tanto, po-
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(a)

(b)

Fig.: 4.4- Escoamento de agua em torno de cilindros.
(a) Cilindro de diametro 92 mm para Fr_=10,48

(b) Cilindro de diametro 34,5 mm para FrS =0,70



de-se considerar, um erro medio na ordem de 1,5%, baseado na fai-
xa de profundidades encontradas e para um valor de amplitude de
onda da ordem de 0,25 mm. Os valores de profundidade medidos nao

sofreram qualquer corregao.

0 sistema de medigao utilizado por Orlin, et al. [3], era
constituido de orificios de pressdao estatica distribuidos ao lon-
go da parede de teste do canal. As medidas de profundidade da a-
gua, eram obtidas diretamente em uma bureta graduada, conectada a
todos orificios de pressao, por meio de mangueiras, providas de
registros. Atraves deste sistema de medigao, as ondas de capilari
dade nao interferem na medida da profundidade da agua e, em conse
quencia disto, os diversos valores para o numero de Froude locais
nos trechos afetados por tais ondas, sao maiores que aqueles que

obteve-se.

Para o modelo maior, o maximo numero de TFroude do escoamen-
to foi 0,48, como indicado na figura 4.3.a, em comparacao a 0,50,
obtido na refereéncia [3]. As ondas de capilaridade formadas a mon
tante do modelo, para Froude igual 0,48, apresentam um maior com-
primento de onda, do que aquelas formadas em escoamentos a maio-
res numeros de Froude, sendo desta forma pouco perceptiveis a uma
certa distancia do modelo. Devido a isto e apesar de se ter medi-
do a profundidade da agua (zs) suficientemente afastado do corpo,
pode ter-se efetuado a medida em um ponto do escoamento ainda afe
tado pela presenga das ondas de capilaridade de pequena amplitude
e pouco visiveis, originando-se dai, um numero de Froude diferen-
te daquele da referencia. As ondas de capilaridade, neste caso,
pouco afetaram as medicoes locais de profundidade da agua e conse
quentemente, os numeros de Froude locais, muito se aproximaram dos
da refereéncia.

Ainda para o modelo de diametro igual a 92 mm, para um nume
ro de Froude igual a 0,25, verificou-se grande instabilidade do
escoamento. Como nao se conseguiu controlar este fator indeseja-
vel, interromperam-se as medicoes de profundidade apos a secao de

posicionamento do modelo.

0 maximo numero de Froude do escoamento, conseguido com 0
modelo menor, foi 0,70 como mostrado na figura 4.3.b, contra 0,72

da referencia. Acredita-se que a razao desta diferenga ¢ a mesma

48
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anteriormente mencionada. Um menor comprimento de onda, das ondas
de capilaridade, neste caso, propiciou a existencia do erro das me
digdes do numero de Froude junto a parede. Isto acarretou a dife-

renca entre as curvas mostradas na figura 4.3.b.

A figura 4.3.b, mostra ainda, para o modelo menor, as curvas
para um numero de Froude do escoamento igual a 0,53, cujos cfeitos
das ondas de capilaridade foram menores, obtendo-se assim uma boa

concordancia nos dois experimentos.

Embora o sistema de medig¢do de profundidade da agua emprega-
do, apresentar desvantagens em relagao ao utilizado na referencia
[3] e outros erros existentes na avaliacao do numero de Froude de-
vido a presenca de ondas de capilaridade, o exame geral das curvas
mostradas nas figuras 4.3(a e b), revela uma boa concordancia tan-
to quantitativa como qualitativa dos experimentos realizados,o que

permitiu considerar o sistema com um otimo desempenho.

4.2- ESCOAMENTO SUPERSONICO EM TORNO DE CONES

O interesse de simular-se o escoamento supersonico em torno
de cones, atraves da analogia hidraulica, foi motivado pelo fatode
se desconhecer a existencia de qualquer estudo quantitativo do pro
blema. O escoamento em torno de cones, € um dos mais impocrtantes do
estudo da aerodinamica de corpos de revolugao. Apesar de o escoa-
mento em torno de cones, ser tridimensional, ele tambem e axialmen

te simetrico e, como tal, pode ser considerado como bidimensional.

Para efetuar-se a simulacao de escoamento supersonico na me-
sa d'agua, utilizaram-se os canais convergente-divergentes das fi-
gura 3.3(b e c). Cada um foi empregado para obter-se os numeros de
Froude desejados do escoamento na secao de teste, conforme descri-
to no item 3.1.4.

4.2.1- SIMULAGAO DE CHOQUE CONICO POR MEIO DE CUNHAS

Um dos estudos que envolve escoamento supersonico simétrico



50

de gases em torno de cones, e que se pretendeu simular atravées da
analogia hidraulica, foi a formacao de ondas de choque conicas.Nes
tes escoamentos, a formacao das ondas de choque conicas, depende

do angulo do cone e do numero de Mach do escoamento.

A simulacao deste estudo, foi realizada utilizando-se um es-
coamento rapido da agua, simetrico em torno de cunhas. O fluxo ao
incidir na cunha, provoca a formagao de ondas de gravidade de gran
de intensidade, estacionarias e diagonais na superficie da  agua.
Estas ondas sao analogas as ondas de choque conicas, tambem depen-

dentes do angulo da cunha e do numero de Froude do escoamento.

Dentre os varios estudos possiveis de serem realizados, refe
rentes a choques conicos, decidiu-se medir na simulagao, a varia-
~ ~ -~ . 1 - 5 -~
¢do do angulo das ondas de choque conicas (o) , para varios angu-

los de cones (20) e diferentes numeros de Mach do escoamento (MS).

Este estudo nao requer a medigao do numero de Froude nas re-
gides perturbadas a jusante das ondas de gravidade e pode ser fa-

cilmente realizado na mesa d'agua.

4.2.2- SIMULACAO DE CHOQUE DESTACADO POR MEIO DE CUNHAS

Outro estudo referente a escoamentos supersonicos simétricos
de gases em torno de cones, € o de choques destacados formados a
frente de cones. Estes choques sao originados por cones que apre-
sentam um grande angulo submetidos a um escoamento supersonico com
um numero de Mach insuficiente para permitir a formacao de um cho-
que conico. Este fenomeno, ocorre analogamente no escoamento de a-
gua com uma superficie livre, simetrico em torno de cunhas, paranu
mero de Froude do escoamento superior a unidade, utilizando-se a

mesa d'agua.

Uma teoria geral aproximada da Dinamica dos Gases € apresen-

(1) Para escoamentos simetricos, o € o angulo formado entre as on-
das de choque conicas ou as ondas de gravidade e o eixo de si-

metria do cone ou da cunha, conforme figura 4.5.



51

tada por Shapiro [7] e permite determinar a localizacdo da onda de
choque destacada. Esta teoria parte da hipotese de que a forma des
ta onda, pode ser aproximada por uma hipérbole. Alguns graficos mos
trando comparaglOes entre os resultados teoricos e resultados expe-
rimentais, sao apresentados nesta referencia, sendo bastante satis
fatorio o uso desta teoria. Desta forma, achou-se mais significati
vo, averiguar se realmente a forma da onda formada na superficie

da agua a frente da cunha, pode ser representada por uma hipérbole.

Para isto determinou-se o angulo entre a assintota da linha
de contorno aproximada da onda, a frente da cunha, e o eixo positi
vo y, cujo ponto de origem, situa-se sobre o eixo de simetria da
cunha. Este angulo foi medido nas fotografias obtidas durante 0s
testes.

4.2.3- MODELOS

Os modelos bidimensionais utilizados para a simulagao dos co
nes, foram as cunhas, com cinco difcrentes semi-angulos (0): 1%,
20°, 30°, 40° e 60°. A altura das cunhas é 60 mm e as larguras e
espessuras variam para cada modelo. As cunhas com angulos de 10°,
20° e 30°, foram utilizadas para o estudo de choques conicos e as
cunhas de 40° e 60°, foram utilizadas para o estudo de choques des
tacados.

0 material empregado na confecgao dos modelos, foi o acrili-
co com superficies laterais polidas. As superficies superior e in-
ferior dos modelos, observaram o paralelismo necessario para igual
mente garantir o paralelismo entre o leito do canal d'agua e a su-

perficie semi-opaca na qual era projetada a onda de choque forma-
da.

Os modelos foram posicionados na segao de teste dos canais
convergente-divergentes utilizades, exatamente sobre a linha de

centro destes canais, como ilustrado na figura 4.5.



;Onda de
gravidade

!I ! Modelo

Escoamento da éguo | (o}
e e e A —

[
|
|
:Seccdo de teste

Fig.: 4.5- Posigcao do modelo na segao de teste, para o

escoamento em torno de cunhas.

4,2.4 - RESULTADOS

Alguns dos experimentos estao mostrados através dos regis-
tros fotograficos, nas figuras 4.6(a,b e ¢) e nas figuras 4.7 (a
e b).

A medigao dos varios angulos das ondas de gravidade (o),
foi realizada através dos valores médios, das medigoes feitas a-
travées dos registros fotograficos, num total de tres, para cada
caso. Os resultados estao apresentados sob a forma de graficos
nas figuras 4.8 (a,b e c), os quais representam a variacao do an
gulo das ondas de choque ou das ondas de gravidade com o numero
de Mach (MS) ou numero de Froude (Frs) do escoamento, para cada
cunha. Os varios resultados experimentais, sao comparados com o0s

resultados teoricos, obtidos segundo Krasnov e Morris [9], da



NS
M\“\\\}m\\\\\\;\'\m N
. \\\\1\\.)

A SN

(a)

(b)

Fig. 4.6- Formagao das ondas de gravidade

a partir do vertice da cunha de

semi-angulo 6 = 100,
(a) - Fr, = 1,56
(b) - Fr_ = 2,90
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Fig.: 4.7- Formagao da onda de choque destacada
a frente da cunha com semi-angulo 6 = 40°.
(a) - Pr, = 1,24

(b} = Fre = 1,66
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com semi-angulo 6 = 60°.
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(b) - Frgy = 1,68
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teoria referente a escoamentos supersonicos axissimétricos de ga-
ses em torno de cones, para o ar (k=1,4) e para o gas hidraulico
(k=2,0).

A medicao dos varios valores do angulo tan—le, nos casos ex
perimentados, foi obtida a partir da média das medigdes efetuadas
atraves dos registros fotograficos, em nimero de tres para cada
um dos casos ensaiados. Estes resultados estao apresentados na fi
gura 4.9, que representa a variagao do angulo tan-ls com O nuUmero
de Mach (Ms) ou o numero de Froude (Frs) do escoamento. Estes re-
sultados experimentais foram comparados com a curva tedrica apre-
sentada por Shapiro [7] e representada pela seguinte equagdo:

=Mz - /7 (35)
90° T i ‘
L - .
8c° - ] - ; @
200 ( 1 MsOU Ffs S
oo\
\ !
5 §§§§£§
a0° 2 \ -
0 o | o k=2
%° R
[o] \U’"
=
200}— - — . - s|.4 .-
— TEORIA !
1P} © EXPERIMENTAL (MESA D'AGUA) | .
- | | | |
| 1,25 1,50 175 20 2,25 25 2,75 3,0
ta) Mg ou Frg

Fig.: 4.8 - Variacao do angulo da onda de choque conica
ou da onda de gravidade (o) para diferentes
numeros de Mach (M_.) ou nUmero de Froude
(Fr_) do escoamentd e para diferentes semi-
angiilos de cunha (6), (comparagao entre re-
sultados experimentais e teoricos).

(a) - 8 = 10°
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4.2.5 ~ ANALISE DAS DIFERENCAS QUANTITATIVAS

A existencia de perturbacgoes superficiais que influenciaram
na estabilidade do escoamento da agua, citadas no item 3.2.1, afe
taram bastante a forma das ondas superficiais. Estas perturbagoes
afetaram principalmente os escoamentos em torno de cunhas com maio
res angulos, onde as ondas eram destacadas. A assimetria das on-
das em relacdo as cunhas em dados instantes afetaram em parte os
resultados experimentais, uma vez que, estes basearam-se nos re-
gistros instantaneos obtidos atraves de tres fotografias para ca-
da caso. Amostras maiores, possivelmente permitiriam a obtencgao

de resultados mais precisos.

Provaveis erros no posicionamento perfeito da cunha sobre a
linha de centro do canal d'agua, podem tornar assimétricas as on-
das em relacao a cunha. Esta incorrecao somada 2s perturbagoes su
perficiais da agua mencionadas anteriormente, agravam ainda mais

o erro cometido nas medigoes.

Os registros fotograficos dos experimentos, nao permitem u-
ma identificacao precisa dos contornos das ondas de choque dos
dois tipos, acarretando outros erros na avaliacao dos angulos e

reduzindo a precisao da medida.

Analisando-se os graficos das figuras 4.8(a e b), nota-se
que para aquelas cunhas, os angulos das ondas de gravidade, para
escoamentos com numero de Froude abaixo de aproximadamente 1,70,
tendem a afastar-se de seus valores teoricos, referentes ao gas
hidraulico e esta diferenca aumenta a medida que o numero de Frou
de diminui. Apesar da existencia de perturbagoes na superficie da
agua, nao se justifica a crescente diferenca nos resultados, na-
queles casos observados. Acredita-se que esta tendencia seja pro-

veniente do proprio metodo utilizado.

Os angulos das ondas de gravidade para a cunha de semi-angu
lo igual a 100, concordaram muito bem com os valores teoricos re-
ferentes ao gas hidraulico, para quase todos nimeros de Froude do
escoamento. Nas outras duas cunhas de semi-angulo 20° e 30°, a
concordancia foi menor, principalmente para os escoamentos com
maiores numeros de Froude. Sabe-se, contudo, que os tres casos, es

tiveram sujeitos as mesmas perturbacoes superficiais da agua, e
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acredita-se ser a diferenga geométrica entrc os modelos a razao

deste comportamento anormal.

Os resultados experimentais obtidos na simulacao de ondas de
choque conicas, mostrados na figura 4.8, embora, em geral, concor
darem apenas razoavelmente com os resultados teoricos, apresentam
a mesma tendencia, isto e, para cada uma das cunhas, a medida que
o numero de Froude do escoamento aumenta, o angulo das ondas de
gravidade (o) decresce ¢ vice-versa. Analogamente, para cada sc-
mi-angulo da cunha, devera corresponder teoricamente um minimo ni
mero de Froude do cscoamento, para quc haja a formagao da onda de
gravidade. A partir destes minimos valores para baixo, havera a
formacao de ondas destacadas a frente das cunhas. Estes valores
sao de dificil detecgao no escoamento de agua. Os contornos  das
ondas destacadas baseadas na comparagao dos resultados apresenta-
dos na figura 4.9, aproximam-se realmente de uma hipérbole, para
quase todos os numeros de Froude do escoamento experimentados. No
ta-se também que a medida que aumenta o numero de Froude, aumenta
o angulo da assintota (tan'lej, analogamente ao que acontece com
0s gases.
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5. CONCLUSOES E RECOMENDACOES

5.1- CONCLUSOES

O trabalho desenvolvido na mesa d'agua, sugeriu as seguin-
tes conclusoes: .

- A mesa d'agua testada, demonstrou ser um excelente equipa
mento para a simulacao dos fenomenos compressiveis de gases, em

vista da excelente concordancia qualitativa dos experimentos.

- Os resultados quantitativos dos experimentos realizados,
nao foram grandemente influenciados pela presenga de imperfeigoes
na construcdo da mesa d'agua, bem como pelas deficiéncias de con-
trole do escoamento. Na analise de escoamentos subsonicos em tor-
no de cilindros, a concordancia, com outros experimentos em mesa
d'agua, foi boa, o que atribui um Stimo desempenho a todo sistema
construido. Referente ao escoamento supersonico em torno de cones,
a concordancia com os resultados tedricos, foi razoavelmente sa-
tisfatoria..

- Aanalogia hidraulica apesar de apresentar restrigoes no
seu uso, constitui-se num meio bastante conveniente, nao SO no seu
emprego didatico, mas tambeém em investigagbes quantitativas pré-
vias, de escoamentos compressiveis bidimensionais de gases e es-
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escoamentos compressiveis axissimétricos tridimensionais de gases

em torno de corpos de revolugao.

5.2- RECOMENDACOES

A luz dos inconvenientes encontrados ao longo da realizagao
dos experimentos, sugercm-se certas rccomendagoes, para outros

trabalhos que futuramente, possam ser feitos:

- Procurar meios mais eficientes que maximizem a estabilida
de do escoamento da agua, minimizando assim, erros no sistema de

medicoes.

A o} 0

- Testarem-se cunhas com os semi-angulos de 20~ e 30, com
superficies laterais maiores do que 2quelas usadas, para a verifi
cacao dos efeitos das diferentes dimensoes da superficie 1lateral

nas ondas de gravidade.

- 0 uso de modelos de dimensoes maiores, para os escoamen-
tos da égua com numero de Froude na faixa de 1 a 2, requer a uti-
lizacao de um canal convergente-divergente com larguras  malores,
para evitarem-se os efeitos das paredes do canal, no escoamento da

agua em torno do modelo.
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APENDICE I - VELOCIDADE DE PROPAGACAO DE UMA ONDA DE GRAVIDADE

A equacao (20) obtida no item 2.3, pode ser deduzida de ou-
tra forma, segundo Vennard e Street [10], a qual & apresentada
neste Apéndice. A mesma hipotese referente a pequena profundidade
da agua € feita aqui. Considera-se uma onda solitaria movendo-se
com uma velocidade c sobre uma superficie de um liquido em repou-
so, conforme figura I.1, mostrada para um rcferencial estaciona-
rio. A fim de fazer-se a analise do escoamento permanente, consi-
dera-se o referencial movendo-se juntamente com a onda. Um volume
de controle movel €& considerado, conforme figura 1.2, de espessu-
ra unitaria, contornando a crista da onda e sua parte inferior,on
de ambas as faces verticais deste volume de controle estao sujei-

tas a uma distribuicao de pressao hidrostatica.

-t

— [
y 4 Z+dZ
‘ R
TTIITTT T ST
Fig.: I.1 Referencial estacionario. Fig.: 1.2 Refercencial movel,

Supondo que V seja a velocidade no centro da onda, pela e-

quagao da continuidade para o volume de controle, tem-se:

cz = V(z + dz) (1)

Aplicando ao volume de controle, a equacgao da quantidade de

movimento linear, somente para a direcao de deslocamento da onda:

Fl - kz = pCZ(VX2 - Vxl)’
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ou

22 X . (z + dz)2 X - l.cz(V - C) (2)
2 2 g

Desenvolvendo-se a equagao (2), com a eliminagao do infinite

simo de 22 ordem (dz)z, obtem-se a equagao:

€t .V, 4, (3)

e}

Da equacao (1) tira-se a expressao para V que substituida em
(3) fornece:

c® = g(z + dz), (4)

considerando uma onda de pequena amplitude, ou seja, dz e pequeno
comparado a z, portanto, despreza-se dz e a desejada equagao da ve
locidade de propagagao de uma onda de gravidade de pequena amplitu
de, e obtida:

c = (gz)l/? (5)

Esta equacao € a mesma equagao (20) apresentada anteriormen-
te.



70

~ APENDICE II - DETERMINAGAO DE Z,

A medida da profundidade da agua nas condicdes de estagna-
gao e determinada para um canal convergente-divergente qualquer,
como mostrado na figura II.1, com auxilio da equacdo da continui-
dade e de Bernoulli, com as mesmas hipoteses simplificativas ad-

mitidas no item 2.1, para o escoamento da agua.

Volume de controle

Fig.: ITI.1 - Canal convergente-divergente qualquer.

A equacao da continuidade fornece para o volume de controle-

da figura II.1:
AV, = ASV (1)

Aplicando a equacao de Bernoulli para uma linha de corrente

na superficie livre, tem-sc:

2 2
p p \% p v
._.9+Z =_l+__l+z ::___S_+_S. + Z
Y

Y o vy 2g 2 s

Q

como na superficie as pressoes efetivas sao iguais, ou seja, Py =

Py = Pg' = 0, obtem-se:

v, o= [2g(z, - z)]V/? (2)
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e
- 1/2
v, = [28(z, - z)] (3)
como
Al = lel ¢, (4.a)
AS = Lszs (4.b)
substituindo-se (2), (3) e (4) em (1) e simplificando termos:
1/2 _ ) 1/2
Lyzy (24 z1) = Lgzs (7, zg) ’
ou
(L2 (2 - 2y) = (L2 ) (2, - z) (5)
171 0 1 'sTs 0 S
subtraindo (le1 2 Z de ambos os membros da equagao (5) e rearran
jando os termos chega-se facilmente a:
_ zZ,-2
z =z 4 1_s (6)
0 S 1
“sy2 2
1 -G 2
1 A

Esta equagao € a mesma cquagao (34) apresentada no item 3.2.2.



